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OZET

IKI ARALIKLI STURM-LIOUVILLE DENKLEMLERI ICIN SALINIM VE
AYIRMA OZELLIKLERI

Oztiirk, Sevda Nur
Doktora, Matematik Anabilim Dali
Tez Danmismani : Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Eyliil 2025, vii+82 sayfa

Bu tez ¢alismasinda; iki aralikli bir Sturm-Liouville denklemi i¢in salinim ve ayirma
ozellikleri arastirilmistir.  Tez asagidaki bigimde diizenlenmistir. Bolim 1'de
arastirilan problemin bilimsel 6nemi ve uygulama alanlari hakkinda kisa bilgiler
verilmistir. Bolim 2’de tez konusu alanindaki literatiirin 6zeti verilmistir. Bolim
3’te klasik Sturm-Liouville probleminin temel kavramlar1 ve ozellikleri verilmistir.
Tezimizin orijinal kismi olan Boliim 4’te iletisim noktasinda tanimh olan ek sartlar
ile verilmis (bu sartlar gecis sartlarn olarak adlandirilmaktadir) Sturm Liouville
denkleminin salinim ve ayirma ozellikleri bulunmustur. Sonuncu boliimde tezin

sonuclarindan bahsedilmis ve bazi 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Iki Aralikh Sturm-Liouville Denklemi, Salimm ve Ayirma
Ozellikleri.
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ABSTRACT

OSCILLATION AND SEPARATION PROPERTIES FOR TWO-INTERVAL
STURM-LIOUVILLE EQUATIONS

Oztiirk, Sevda Nur
PhD Thesis, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
September 2025, vii+82 pages

In this thesis, oscillation and separation properties for the two- interval Sturm
Liouville equation were investigated.This study is organized as follows. Chapter
1 provides brief information on the scientific significance and fields of application of
the problem under consideration. Chapter 2 provides an overview of the literature
on the topic of the thesis. Chapter 3 presents the basic concepts and properties of
classical Sturm-Liouville problem. In the main part of the thesis(Chapter 4) the
oscillation and separation properties of the two-interval Sturm Liouville equation,
together with additional transmission conditions at the communication point, (these

conditions are called transmission conditions) are found.

Keywords: Two-Interval Sturm Liouville Equations, Oscillation and Separation

Properties.
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SIMGELER LISTESI
Simgeler Acgiklamalar

Lsla,b] :  [a,b] araliginda tanimh olan ve mutlak degerinin karesi integrallenebilen

fonksiyonlar uzay1.(Lebesque Uzayn)

Cla,b] : [a,b] C R f{izerinde siirekli fonksiyonlarin uzay1
C™[a,b] : |a,b] tizerinde n. mertebeden siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlarin uzay:
|T|l : Swmirh lineer T operatériiniin normu

Tz : T operatoriiniin pozitif karekokii
llz|| - 2’ in normu

(x,y) : x ve y’ nin i¢ carpimi
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1. GIRIS

Adi diferansiyel denklemlerin nitel teorisinin en 6énemli konularindan biri de ¢6ziim
fonksiyonlarmin sifir yerlerinin davramslaridir. Bu tiir davramslarin arastirilmasi
diferansiyel denklemin karsilastirma ve salinim teorisinin temel konusudur. Bu konu
literatiirde ilk defa 19. yiizyilin ortalarinda Sturm ve Liouville tarafindan arastirilmis
ve en temel sonuclar elde edilmistir. Giintimiize kadar bu konuda ¢ok sayida kitap
ve makale yazilmasina ragmen, konu giincelligini korumakla kalmamus, fizik ve diger
doga bilimlerindeki gelismelere paralel olarak giincelligi ve énemi daha da artmistir.
Clunki fizik ve diger doga bilimlerinde ortaya ¢ikan yeni problemlerin ¢oziimii i¢in
klasik karsilastirma ve salimim teorisinin de gelistirilmesi ihtiyact dogmaktadir. Bir
cok fiziksel problemin matematiksel modeli iki ve c¢ok-aralikli Sturm-Liouville
problemleri bi¢iminde ifade edilmektedir. Genel olarak farkl fiziksel ve kimyasal
parametrelere sahip olan maddeler arasinda gerceklesen iletim problemleri ¢ok-aralikl
Sturm-Liouville problemlerine (SLP) indirgenmektedir.Klasik Sturm-Liouville
teoremindeki bir ¢ok 6zellik cok-aralikli Sturm-Liouville problemleri i¢in saglanmiyor.
Bu nedenle c¢ok-aralikli SLP-lerin incelenmesi teorik ve uygulamali matematik
acisindan ¢ok onemlidir. Cok-aralikli SLP-lerinde smir sartlari ile birlikte iletisim
noktasinda tanimh olan gecis sartlari da mevcuttur. Bu tir smir-deger-gecis
problemlerinin ¢oziimlerinin (SDGP) salinim &zelliklerinin incelenmesi son yillarda

daha fazla ilgi gormektedir.

Bir ¢ok fiziksel siire¢ incelenirken ¢oziim fonksiyonlarmin ardisik sifirlar arasindaki
mesafeyi, belirli bir aralikta bulunan maksimum sifir sayisini ve ayrica bu tiir fiziksel
olaylarin modellenmesi sirasinda ortaya ¢ikan diferansiyel denklemlerin bu ozellikleri
arasinda bir baglant1 kurmak ihtiyaci ortaya cikiyor. Bu nedenle Sturm karsilastirma
ve salmm teorisi giderek artan bir ilgi gormektedir. Iki diferansiyel denklemin
¢oziimlerinin salimim hizinm karsilastiran Sturm karsilastirma teoremi, genellikle

asagidaki gibi formiile edilir:



& (@) - au=o (1.0)

& (r@5) = =0 (10.2)

diferansiyel denklemlerini ele alalim, burada p;(x), ¢:(z) (i = 1,2) bir [a, b] araliginda
strekli ve p;(z) (i = 1,2), [a,b] araliginda tiirevlenebilir fonsiyonlardir. Eger Va €
[a,b] icin pi(z) > pa(z) > 0, qi(x) > q2(x) > 0 ve x1,22 (1.0.1)’in bir u = u(z)
¢Ozlimiiniin ardisik iki sifir1 ise o halde (1.0.2)'nin her v = v(x) ¢dziimiinin [z, 25

araliginda en az bir sifir1 vardir.

Belirtmeliyiz ki
d d
(r)3) + atedy =N (103)

dr

Sturm-Liouville denklemi doga bilimlerinin bir ¢ok dalinin problemlerinde ortaya
cikan bir denklem smifimin tipik bir ornegidir. Yukaridaki Sturm karsilastirma
ozelligi ile |A\[’daki bir artis ¢dziimiin daha hizh saliniminm saglar. Bu karsilastirma
teoreminin baz fiziksel yorumlar vardir. Ornegin bir parcacik 7(t) = —oy(t)u
kuvveti altinda u = 0’a cekildigini ve bu parcacigin serbestlik derecesinin bire esit

oldugunu kabul etigimiz durumda

U 4 (=0 (1.0.4)

seklindeki Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada ¢ zaman degiskenidir. Eger
To(t) > 7(t), Ta(t) # 71(t)’yi saglayan diger bir parcacik 75(t) = —o9(t)v kuvveti
altinda v = 0’a cekilirse, v 4 75 (t)v = 0 denklemi elde edilir. Bu durumda ikinci
parcacigin daha hizli salinim yaptigi kuantum teorisinden bilinmektedir. Yani eger
birinci parcactk u = 0’dan t; ve t; ardisik zamanlarinda gecerse, o zaman bu
anlar arasinda ikinci pargacik (daha biiytik bir kuvvete sahip) en az bir kez ge¢mis

olacaktir.

Bilindigi gibi genel olarak Sturm-Liouville diferansiyel denklemlerinin tam (exact)

¢oziimleri bilinen klasik yontemler ile bulunamaz. Bu nedenle tam ¢oziimleri bilinme-



yen diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel 6zelliklerini arastirmak gerekir.
Salimim ozellikleri en onemli niteliksel ozelliklerden biridir. Giintimiizde Sturm-
Liouville denklemi olarak adlandirilan ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denk-
lemlerin ¢oztimlerinin salinim o6zellikleri, ayrica iki farkli denklemin ¢oziimlerinin sifir
yerlerinin karsilastirilmas1 literatiirde ilk olarak Sturm-Liouville tarafindan
incelenmis ve ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir (Sturm ve Liouville,1837). Adi
diferansiyel denklemler i¢in klasik karsilastirma ve salinim teorisi i¢in Swanson (1968)
ve kismi diferansiyel denklemler i¢in Yoshido (2008)’ya basvururuz. Ayrica bu

teorinin uygulamalarina dair biiyiik bir literatiir vardir.

Bu calismada yeni tip problemler i¢in bazi Sturm karsilastirma ve saliim teoremlerini

genisletecek ve genellestirecegiz.



2. LITERATUR OZETI

Matematiksel fizigin bir ¢cok probleminin incelenmesinde etkin bir rol oynayan Fourier
yontemi, genellestirilmis Fourier yontemi, diferansiyel operator denkleme indirgeme
yontemi, Green fonksiyonu yontemi v.s gibi yontemlerin esaslandirilmasi i¢in uygun
adi diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin spektral o6zelliklerinin
arastirilmasi gerekir. Bu da diferansiyel operatorler teorisinin esas konusunu
olusturmaktadir. Ayrica 6zdeger ve 6zfonsiyonlarin asimptotik ifadelerinin bulunmasi
ve 6zfonksiyonlar sisteminin, bazlik (ortonormal, Abel v.s bazlig1 gibi) 6zelliklerinin
arastirilmasi gerekmektedir. Fizigin ortaya koydugu yeni problemlerin spektral
yontemlerle incelenebilmesi igin diferansiyel operatorler teorisinin daha da
genisletilmesi ve yeni arastirma yontemlerinin gelistirilmesi ihtiyaci dogmustur. Bu
yonde onemli ¢alismalar yapilmaktadir. Son yillarda matematiksel fizigin ortaya
koydugu bir ¢ok yeni ve giincel problemlere uygun olarak tamimlanan spektral
problemde 6zdeger parametresi hem diferansiyel denklemde hem de siir sartlarinda
bulunmaktadir. Bu nedenle diferansiyel operatorler teorisinin bdyle problemleri de
icerecek bigimde gelistirilmesi gerekmektedir. Bu yonde son yillarda ¢ok 6nemli
calismalar yapilmis ve yapilmaktadir.(Fulton(1980), Hinton(1979), Scheinder(1974),
Simon(2005), Yoshida(2008), Mukhtarov(1994), Mukhtarov ve Aydemir(2025))

18. yiizyihn ortalarindan baslayarak, diferansiyel ve integral hesabi alanindaki
gelismeler fizikte de hizhi gelismelere vesile olmustur. Incelenen konular arasmda
termodinamik ve 151k, elektrik ve manyetizmanin problemleri de vardi. Bu ve bunlara
benzer siireglerin arastirilmasi ihtiyaci diferansiyel denklemler icin simir deger
problemleri alanini olusturmustur ve bu tarz problemlerin ¢oztimi i¢in farklh ¢oziim

yollar1 gelistirilmistir.

D’Alambert(1747), Fourier (1820) ve Poisson (1823)'un ¢alismalariim diferansiyel
operatorler teorisinin gelisiminde onemli etkileri olmustur. Homojen olmayan ince
bir teldeki titresim problemini D’Alambert(1747) ve Euler (1764) calismuslardir.
Fourier (1820), homojen ortamlarda 1si iletim problemlerini silindirik ve kiiresel
koordinatlar1 kullanrak arastirmistir. 19. yiizyilin ortalarinda Sturm ve Liouville’

nin yayimladiklar: bir sira makaleler matematik analizde tiimii ile yeni bir teorinin
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ortaya ¢ikmasina vesile olmustur. Daha sonra kendi adlar ile anilacak bu teori,

baslangig itibari ile 2. mertebeden

(pu') + q(x)u = \p(z)u, x € (a,b) (2.0.5)

diferansiyel denklemini ve

(pu)(a) — hu(a) = 0,
(pu)(b) — Hu(b) = 0 (2.0.6)

siir sartlar ile verilen smir deger probleminin (SDP) A 6zdeger parametresine
bagiml ozelliklerinin incelenmesi ile ilgili olmustur; burada p, ¢ ve ¢ z’in verilmis
fonksiyonlari, h ve H reel sabitlerdir. Sturm(1836a, 1836b, 1837) calismalarinda
(2.0.5)-(2.0.6) smur deger probleminin bir ¢ok nitel 6zelliklerini arastirmistir. Bu
calismalar diferansiyel operatorler teorisinin de temelini olusturmustur. Sturm’un
bir diger onemli ¢alismasi ise spektral ozellikler iizerine olmustur. Bu calismasinda
kismi diferansiyel denklemin bir parametreye bagh olarak adi diferansiyel denkleme
nasil doniistiirtilebilecegi ve akabinde ¢oziimiin seri bi¢iminde kurulmasi detayh
olarak verilmistir. Ardisik yaklasimlar yontemini uygulumak suretiyle bir diferansiyel
denklemin ¢oziimlerinin varligini ilk kez Liouville ispatlamistir. Sturm ve Liouville’
nin calsma yaptiklar1 yillarda bir¢ok matematik¢i teorinin gelismesine onemli
katkilarda bulunmuslardir. 19. yiizyihn son ¢eyreginde Kirchhoff(1880) ve digerleri
ince bir telin titresim problemini arastiriken Sturm’un teoremlerinin benzerini yiiksek
mertebeden sinir-deger problemlerine uygulamislardir. Baslangigta verilen denklem
icin p(z)’in [a,b] araliginda sifir degerini almasi halini Schlafli(1876), daha genel
bigimini Bochler(1898) ve baska matematikgiler galismislardir. Klein (1877), adi
diferansiyel denklemleri birden fazla parametreyi dikkate alarak incelemistir
ve diferansiyel denklemlerin polinom tipi c¢oziimlerini smir-deger kurami ile
birlestirmistir. ~ Matematik fizik problemlerinin ¢6ztimi i¢in bir ¢ok analitik,
yari-analitik ve sayisal yontemler mevcuttur. En etkili analitik yontemlerden biri

de Fourier yontemine dayanan spektral yontemdir. Fourier yontemi uygulandiginda



genel olarak spektral parametre iceren SLP-ler elde edilir. Elde edilen SLP-nin
sonsuz sayida 6zdegeri mevcut ise ve bu 6zdegerlere uygun o6zfonksiyonlar sistemi baz
olusturuyorsa, o halde verilmis matematiksel fizik probleminin ¢oziimii bu 6zdeger
ve ozfonksiyonlar aracihigl ile tiretilmis serinin toplami bic¢iminde ifade edilebilir.
Baz1 durumlarda ¢oziim seri yerine ¢ekirdegi Green fonksiyonu olan Fourier integrali
bigiminde ifade edilir. Sturm(1836a, 1836b, 1837) ve Liouville (1836,1837) nin
yukarida kisaca bahsettigimiz calismalarindan baslayarak giniimiize kadar
SDP-lerinin spektral teorisinde yiizlerce kitap, binlerce makale yazilmistir. Ozellikle
20. ylizyihn son ceyreginde fizikte ortaya cikan yeni tipten SDP’lerinin arastirilma

ihtiyaci ile SDP’lerinin spektral teorisi yeni bir ivme kazanmistir.

Walter (1973) galismasinda 6zdeger parametresi hem diferansiyel denklemde hem
de smur sartlarinda bulunur. Bu probleme uygun olan diferansiyel operator Lo[a, b]
Hilbert uzaymda degil Ly[a,b] & C* tipinde uzaylarda kurulmustur. Bu diferansiyel
operatoriin ozdegerleri verilmis SLP-nin 6zdegeri ile ¢akisiktir, ozvektorlerinin ilk
bileseni ise verilmis SLP-nin 6zfonksiyonlar ile cakisiktir. Walter bu operatoriin
kendine eslenikligini ispatlayarak, bu teoremin o6zdegerlerinin reel oldugunu, her
ozdegerin sonlu katli oldugunu, sonlu aralikta yigilma noktasinin bulunmadigini
kanitlamis, ayrica kendine eslenik operatorlerin fonksiyonel analizden bilinen
ozelliklerinden  yararlanarak ozfonksiyonlar —sisteminin baz olusturdugunu

ispatlamistir.

Schneider(1974) calismasinda, denkleminde ve smir sarlariim sadece bir tanesinde
ozdeger parametresi bulunduran ikinci mertebeden adi diferansiyel operatorler igin
S— hermityen yontemini uygulayarak daha hassas sonuclar elde etmistir. Hem
Walter’in hem de Schneider’in izledikleri yontem genel fonksiyonel analiz yontemleri
olduklarindan uygun Hilbert uzaymin biitiin fonksiyonlar1 i¢in degil de sadece
probleme uygun operetoriin tanim bolgesindeki fonksiyonlar i¢in agihim teoremleri

ispatlanmistir.

Giiniimiize kadar bircok ¢alismaya esin kaynag: olmus Fulton(1977) un makalesinde,
Schneider(1974)’in calismasindaki probleme benzer bir problem ele alinmis fakat bu

problemi ¢ozerken diger arastirmacilardan farkli olarak sadece fonksiyonel analiz
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yontemlerinden degil, ayn1 zamanda Titchmarsh(1962)"n klasik yontemlerinden de
yararlanmistir. Bu ¢alismada rezolvent operatorii ve Green fonksiyonu incelenmis,
acihm teoremleri ispatlanmis, Fourier serileri ile esyakinsaklik teoremi verilmis ve

ayrica ozdegerler ve uygun ozfonksiyonlar icin asimptotik formiiller elde edilmistir.

Daha 6nce Schneider(1974) ve Fulton(1977) tarafindan gelistirilen operator- teorik
metodunu kullanarak Hinton(1979) fonksiyonlarin daha genis bir smzifi i¢in 6zfonksiyon
serisine acihm elde etmistir ve bu agihm serisinin diizgin yakisakhgr hakkinda

teorem ispatlamistir.

Russakovskii(1975) calismasinda ise bu galismalardan farkhh olarak Ozdeger
parametresinin sinir sartlarinda lineer olarak degil de polinominal olarak bulundugu
durumun operator- teorik yorumunu vermistir. Bu duruma uygun Hilbert uzay:

olarak Ly[a, b] yerine La[a,b] & CV seklindeki uzay alinmistir.

Shkalikov(1982) calismasinda 6zdeger parametresini, hem denkleminde hem de siir
sartlarinda polinominal olarak iceren sinir deger problemleri i¢in yeni bir yorum
gelistirmistir. ~ Shkalikov’a gore boyle siir deger problemlerini Ly[a,b] & CV
tipindeki uzaylarda degil de Sobolev uzaylarinda lineerlestirmek, arastirilan siir

deger probleminin tabiatina daha uygundur.

Ladyzhenskaia (1985) ¢alismasinda ise zayif ¢oziimler kavrami yardimiyla, 6zdeger

probleminin zayif 6zfonksiyonlar: hakkinda 6nemli sonuclara yer vermistir.

Benzer problemler Markus(1988) ve Rodman (1989) gibi yazarlar tarafindan da
calisilmistir ve polinomal operatorler demeti teorisinden yararlanilarak onemli
sonuglar elde edilmistir. Kapustin ve Moiseev (1998)’in ortak ¢alismalarinda iki
degiskenli spektral problemin 6zfonksiyonlar1 ve kok fonksiyonlar sisteminin baz
olusturma ozellikleri incelenmistir. Belinsky ve Dauer (1997) calismalarinda, 6zdeger
parametresini denkleminde ve smir sartlarmin birinde bulunduran regiiler
Sturm-Liouville probleminin zayif 6zfonksiyonlarini incelemis ve operatorler demeti
teorisini uygulayarak zayif ozfonksiyonlar sisteminin Riesz bazi olusturdugunu

gostermislerdir.



Yakubov(1994,1998) un yaymlamis oldugu bir swa cahismalarinda diferansiyel
operatorler teorisindeki bazi tipten smir deger problemlerinin genel teorisi
kurulmustur. Yakubov (1999,2000) ¢alismalarinda p— regiilerlik olarak adlandirilan
ve klasik Birkhoff(1908) anlaminda regiilerlikten farkli olan bir regiilerlik kavrami
tanimlanmis ve bu anlamda regiiler olan sinir deger problemleri i¢in uzay degiskenine
gore izomorfluk, uzay degiskenine ve ozdeger parametresine gore koersitivlik,
ozfonksiyonlar ve kok fonsiyonlar sisteminin tamligi, ¢ok kat tamhigi, Abel bazlig

v.s gibi ozellikler arastirilmistir.

Ikinci mertebeden bir diferansiyel operatériin 6zfonksiyonlar: ve kok fonskiyonlar
sisteminin baz olusturma ozellikleri, kok fonksiyonlar sisteminin diizgiin minimalligi
ve baz olusturma Ozellikleri ile ilgili 6nemli sonuclara Kerimov(1996a, 1996b),

Kerimov ve Mamedov(1998) v.s makalelerinde yer vermistir.

Kerimov ve Allakhverdiev (1993a, 1993b) calismalarinda; sayilabilir sayida
ozdegerlerin bulundugu, bu 6zdegerlerin reel ve alttan simirh oldugu ispatlanmus,
ozfonksiyonlarmn salimim ozellikleri incelenmis, ayrica oOzdegerler icin ve uygun

ozfonksiyonlarim sifir yerleri i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir.

Kapustin (1999) yilinda yayimlanmis calismasinda siir sartlarmim bir tanesinde
ozdeger parametresi bulunduran siir-deger problemi incelenmis olup bu problemin
ozdeger ve ozfonksiyonlar i¢in asimptotik esitlikler bulunmus, 6zfonksiyonlarin sifir
yerlerinin sayis1 ve 6zfonksiyonlar sisteminin Riesz bazi olusturmas: hakkinda yeni

teoremler ispatlanmistir.

Ancak yukarida bahsettigimiz biitiin calismalarda gecis sartlari icermeyen sinir-deger
problemleri incelenmistir. Bu tez calismasinin danismani olan Oktay Muhtaroglu
ve onun arkadaslar: ile ortak calismalarinda; 6rnegin, Mukhtarov ve Demir(1999)
Akdogan v.d (2005), Mukhtarov ve Yakubov (2002), Mukhtarov v.d (2004),
Mukhtarov ve Kadakal (2005), Kadakal ve Mukhtarov (2006), Kandemir v.d (2009),
Aydemir ve Mukhtarov (2013), Aydemir ve Mukhtarov (2014), Aydemir ve Mukhtarov
(2015), Mukhtarov v.d (2015), Mukhtarov ve Aydemir (2014), Mukhtarov ve Aydemir
(2015), Mukhtarov ve Aydemir (2016) calismalarinda ise ¢ok-aralikll adi ve kismi



tiirevli diferansiyel denklemler icin simir- deger- gegis problemleri arastirilmistir. Bu
calismalarda farklh Sturm-Liouville sinir-deger-gecis problemleri igin temel ¢oziim
sistemleri, karakteristik determinantlar, resolvent operatorii, Green fonksiyonu
kurulmus, temel ¢oziimlerin, karakteristik fonksiyonlarin ve Green fonksiyonlarinin
asimptotik davranislari incelenmis, oOzdeger ve oOzfonksiyonlar icin asimptotik
formiiller bulunmus, 6zfonksiyonlarin tamhg), ortonormal baz olusturmas: ve Abel

baz1 olusturmasi hakkinda 6nemli sonuclar elde edilmistir.



3. GENEL BILGILER
Bu kisimda tez ¢alismamizda gegen temel kavram ve sonuclar ile ilgili gerekli olan

bilgilere yer verilmistir.

3.1. Ikinci Mertebeden Adi Lineer Diferansiyel Denklemlerin Temel
Ozellikleri

Ikinci mertebeden adi lineer diferansiyel denklemler (ALDD)
pla)u’ + q(z)u +r(z)u = f(z), x € [a,b] (3.1.7)

bi¢iminde yazilabilir. Burada p,q,r katsayi fonksiyonlarinin ve f fonksiyonunun
la,b] arahiginda siirekli oldugunu ve V z € [a,b] igin p(x) # 0 oldugunu kabul
edecegiz. f(x) =0 oldugu durumda (3.1.7) denklemine yani;

"

pz)u’ () + q(x)u () + r(z)u(z) =0 (3.1.8)

denklemine homojen ALDD denir, f(z) # 0 oldugu durumda ise (3.1.7) denklemine
homojen olmayan ALDD denir. (Hatirlatalim ki; eger V x € [a, b] igin f(z) = 0 ise
bu durum f(x) = 0 bigiminde ifade edecegiz ve eger en az bir x € [a, b] igin f(z) # 0
ise bu durum f(z) # 0 bi¢iminde ifade edilir.)

Teorem 3.1.1. Keyfi 2y € [a, b] noktasi ve keyfi yo, y; reel sayilar1 verilsin. O halde
(3.1.7) ALDD’nin

I

u(zo) = Yo u (z9) =y (3.1.9)

baslangig sartlarimi saglayan ¢oziimi var ve bu ¢oziim tektir. (Kandemir, 2015)

Simdi ALDD teorisinde 6énemli olan bir kavrami tanimlayacagiz.

Tanwm 3.1.2. Keyfi f,g : [a,b] — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 verilsin. O
halde

W) =| — f@)g @) - F@ele)  (B110)
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esitligi ile tamimh W (z) fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin Wronskiani denir
ve bu fonksiyon W(f,g;x) , W(f(z),g(z)) , W(f,g)|l. vs. bicimlerde gosterilir
(Naimark, 1967). Simdi Wronskian fonksiyonunun bazi 6nemli &zelliklerini ifade

edecegiz (1Spatlar i¢in (Kandemir, 2015) kaynagina bakiniz.)

Teorem 3.1.3. (3.1.7) ALDD’nin keyfi iki u; (z) ve ug(z) ¢dziimlerinin lineer bagimh

olmasi i¢in en az bir zy € [a,b] igin W (uy, ug; x9) = 0 olmasi gerek ve yeter sarttir.
Teorem 3.1.4. u(x) ve v(z) fonksiyonlar (3.1.8) ALDD’nin keyfi iki ¢oziimii olmak

tizere W(x) := W (u,v;x) fonksiyonu igin

/

p(x) W (z) + q(x) W(x) =0 (3.1.11)

Simdi (3.1.11) birinci mertebeden ALDD ni ¢dzerek asagidaki sonuglari elde edebiliriz.
Sonug 3.1.5. u ve v fonksiyonlar1 (3.1.8) ALDD’nin keyfi ¢oztimleri, x, ise [a, b]

araligindan alimmis keyfi bir nokta olmak tizere W (x) := W (u, v; ) Wronskiani

z q(s) ds

W(x) = W (zo)e oo o (3.1.12)

esitligi ile ifade edilebilir.

Sonug 3.1.6. u ve v fonksiyonlar (3.1.8) ALDD’nin ¢6ziimleri ise, o halde W (z) :=
W (u,v;z) Wronskian1 ya tiim noktalarda sifirdan farkhdir, ya da tiim noktalarda

sifira esittir.

Teorem (3.1.3)’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.7. (3.1.8) ALDD'nin iki u; (z) ve uy(z) ¢bziimlerinin lineer bagimsiz olmasi

icin W(uy,u9; ) # 0 olmasi gerek ve yeter sarttir.

Sonug (3.1.6) ve Sonug(3.1.7) -den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 3.1.8. (3.1.7) ALDD’nin u(z) ve ug(x) ¢dziimlerinin lineer bagimsiz olmasi

icin gerek ve yeter sart en az bir zy € [a, b] i¢in

olmasidir.

Teorem 3.1.9. (3.1.8) ALDD’nin iki tane lineer bagimsiz ui(x) ve ug(z) ¢ozlimii

mevcuttur ve bu denklemin her u = u(x) ¢dziimii

u(z) = crui(x) + coug(x) (3.1.13)

bigiminde ifade edilebilir.( Bu ifadeye (3.1.8) denkleminin genel ¢oziimii de denir )

Burada c; ve ¢y sabit reel katsayilardir.

Teorem 3.1.10. ug(x) fonsiyonu homojen olmayan (3.1.7) ALDD’nin keyfi bir ¢6ztimii
(yani keyfi bir 6zel ¢oztimii ) olsun ui(x) ve ug(z) fonksiyonlar: ise (3.1.8) homojen
ALDD’nin keyfi iki tane lineer bagimsiz ¢oztimleri olsun. O halde (3.1.7) homojen

olmayan ALDD-nin her u(x) ¢6ziimi

u(x) = up(z) + crur (x) + cous(z) (3.1.14)

bi¢giminde ifade edilebilir; burada c¢; ve ¢y reel sayilardir.
Hatirlatalim ki (3.1.14) ifadesi (3.1.7) homojen olmayan ALDD-nin genel ¢éziimii

olarak adlandirilmaktadir.

Teorem 3.1.11. uy(z) ve ug(x) fonksiyonlar1 (3.1.8) homojen ALDD’nin keyfi iki

lineer bagimsiz ¢oziimii olsun. O halde

————(ug(x)us(s) — us(z)ui(s)) ds (3.1.15)
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esitligi ile tamml wug(x) fonksiyonu homojen olmayan (3.1.7) ALDD’nin bir 6zel
¢Oziimii olur; burada W (s) fonksiyonu ile W (s) = W (uy, us; s) Wronskiani gosterilmis-

tir.

Teorem (3.1.1)’den direkt olarak asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonu¢ 3.1.12. Homojen (3.1.8) ALDD’nin her u(x) ¢oziimiiniin her sifir1 basittir
yani s € [a,b] noktasi u(z)in bir sifir1 ise (u(s) = 0 ise) o halde u'(s) # 0 olur.

(Kandemir, 2015)

Bu sonugtan yaralanilarak asagidaki teorem elde edilir.(Kandemir, 2015)

Teorem 3.1.13. Homojen (3.1.8) ALDD’nin asikar olmayan her w(z) ¢oziimiinin
(Yani u(z) # 0 bi¢imindeki her u(x) ¢6ztimiiniin ) sonsuz sayida sifir1 olamaz. (Yani

sifirlar1 sonlu sayidadir.)

Ispat. Bu teorem olmayana ergi yontemi ile ispat edilebilir. Kabul edelim ki, homojen
(3.1.8) ALDD’nin en az bir ug(x) ¢oztimiiniin sonsuz sayida sifir1 vardir.

O halde Analizden iyi bilinen Bolzano-Weierstrass teoremi geregi bu sifirlarin en az
bir sg € [a, b] yigilma noktasi vardir. Yigilma noktasinin tanimi geregi ug(s,) = 0,
n=1,2,..ves, — s olacak bigimde en az bir s, dizisi mevcuttur. uy(z) ¢ézimi
stirekli oldugu i¢in

up(sp) = lim up(s,) =0

esitligi saglanir. O halde
/ . ug(Sn) — uo(s0)
= 1
uO(SO) ngrolo Sn — S0
: 0-0
= lim =
n—oo Sy, — S

esitligi elde edilir. O halde;
up(s0) = 0 ve uy(sg) = 0 esitlikleri saglandigindan Teorem (3.1.1) geregi ug(s) = 0

elde edilir. Celiski elde ettik. Ispat bitti.
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3.2. Sinir Deger Problemleri igin Green Fonksiyonu

Bilindigi gibi (3.1.7) genel bigimde verilmis homojen olmayan ALDD, p, ¢, r, f fonksi-
yonlar1 siirekli ve ayrica p(z) fonksiyonu stirekli diferansiyellenebilir ve de Vz € [a, b]

p(z) # 0 oldugu durumda

Llu) == —(p(0)d) +qle)u= f(a),  w€lal (3.2.1)

bicimine doniistiirilebilir.

(3.2.1) bigiminde yazilmis ALDD-lere kendine eslenik bi¢imde yazilmis ALDD, L]u]
ifadesine ise kendine eslenik diferansiyel ifade denir. Vz € [a,b] i¢in p(z) # 0 kabul
ettigimiz i¢in ya Vo € [a, b] i¢in p(x) > 0 olacak ya da Vx € [a, b] i¢in p(x) < 0 olacak.
Belirginlik i¢in, genelligi azaltmadan, Vz € [a, b] i¢in p(x) > 0 kabul edebiliriz.
Simdi

Liu] := —(p(x)u) +q(z)u=0 (3.2.2)

homojen diferansiyel denkleminden ve

B, (u) :== aqu(a) + fu (a) = 0 (3.2.3)
By(u) = anu(b) + Bou () = 0 (3.2.4)

homojen sinir sartlarindan olusan smir deger problemini gozontine alalim; burada
a;, Bi(i = 1,2) keyfi reel katsayilardir ve dogal olarak |a;|+ |5;] # 0 (i = 1,2) sartim

sagliyorlar.

Tanwm 3.2.1. [a,b]X][a,b] dikdértgeninde tanimh ve reel degerli G(z, s) fonskiyonu
verilsin. Eger bu fonksiyon Vs € [a, b] i¢in = degiskenine gore

1) LIG(z,s)] = 0,2 # s

2) B,[G(e,5)] = By[G(s, )] = 0

3) Vs € [a,b] i¢gin G(z, s) fonksiyonu x degiskenine gore x = s noktasinda siireklidir

(yani Vs € [a,b] i¢in lim, . G(z,s) = G(s, s) esitligi saglanir.)
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dG| B dGl -1
dz == dp T T p(s)

sartlarini saghyor ise o halde G(x, s) fonksiyonuna (3.2.2)- (3.2.4) sinir deger problemi-

nin (SDP) Green fonsiyonu denir.

Teorem 3.2.2. Eger;
Llu] =0, x € [a,b] (3.2.5)

B,(u) = By(u) =0 (3.2.6)
homojen SDP-nin sadece sifir ¢oztimii varsa, o halde (3.2.2)-(3.2.4) homojen olmayan
SDP-nin Green fonksiyonu vardir ve tektir.(Naimark, 1967)

3.3. Homojen Olmayan Sinir Deger Probleminin Green Fonksiyonu

Yardim Ile Cozumii

Bu kesimde

Lu] :== —(p(z)u) + q(z)u = f(z), a<xz<b (3.3.1)
homojen olmayan diferansiyel denkleminden ve homojen olmayan

Ba(u) = oqu(a) + v (a) = f1 (3.3.2)

By(u) := azu(b) + Bou (b) = fo (3.3.3)

simir sartlarindan olusan sinir deger probleminin (SDP) ¢0ziimiiniin uygun homojen
Llu) =0, B,(u) = By(u) =0 (3.3.4)

SDP’nin Green fonksiyonu yardimu ile ifadesi bulunacak. Her yerde p € C'[a,b] ,
q, f € Cla,b] ; fi1, fo € R oldugunu kabul edecegiz.
Diferansiyel denklemler teorisinden iyi bilinmektedir ki; eger p(z) fonksiyonu [a, b]

araliginda siirekli diferansiyellenebilir, ¢ ve f fonksiyonlari ise ayni aralikta stirekli
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ise (3.3.1) denkleminin

!/

u(zo) = 1 u (x) = c2 (3.3.5)

baslangig sartlarini saglayan ¢oztimii vardir ve tektir; burada zy € [a, b] keyfi noktadur,
c1, Co ise reel sayilardir.

Simdi L[u] = 0 denkleminin iki tane lineer bagimsiz v(z) ve w(z) ¢éztimlerini
tanimlayacagiz.

Liu] =0 (3.3.6)

/

u(a) = B, u(a) =—o (3.3.7)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimi var ve tektir. Bu ¢ozlimii v(x) ile gésterelim.
(3.3.7) sartlar1 geregi
B,[v] =0 (3.3.8)

bulunur. Ayni diferansiyel denklemin

/

u(b) = o, u (b) = —ay (3.3.9)
baslangi¢ sartlarimi saglayan ¢oziimiinii ise w(z) ile gosterirsek
Bylw] =0 (3.3.10)

esitliginin saglandig kolayca goriliir.

Teorem 3.3.1. Eger homojen (3.3.4) SDP’nin bir ve tek asikar ¢éziimii bulunuyorsa
(yani bir tek v = 0 ¢6ziimii bulunursa), o halde v(z) ve w(x) ¢oziimleri lineer

bagimsizdir.

Ispat. Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki, v(z) ve w(x) c¢oziimleri lineer
bagimhidirlar. O halde v(x) = caw(x) olacak bigimde ¢ # 0 sayist bulunur. Bu
durumda (3.3.10) geregi

By[v] = Bylc.w] = c.By[w] =0 (3.3.11)
elde edilir. Boylece v(x) fonksiyonu igin
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Llv] =0, Bu[v] = 0, Byfv] = 0 (3.3.12)

esitliklerinin saglandigy elde edildi. Yani v(x) fonksiyonu (3.3.4)"iin ¢oziimiidiir.
O halde teoremin sart1 geregi Vo € [a, b] i¢in v(z) = 0 elde edilir.

Diger taraftan v(x) ¢dziimiiniin tanimi geregi de

’

v(b) = [, v (b) = —ag (3.3.13)

esitlikler saglanir. |as| + | 32| # 0 oldugu i¢in celiski elde edildi. Ispat bitti.

Teorem 3.3.2. Eger (3.3.4) homojen SDP’nin bir tek v = 0 ¢6ziimii bulunuyorsa, o
halde

Lu] = —f, B,[u] = fi, By[u] = fo
homojen olmayan SDP’nin bir ve tek ug(x) ¢éziimi bulunur ve bu ¢oziim igin

fo
Bb ['U]

f1
B, [w]

v(z) +

b
uo(x):/ G(z,s)f(s)ds + w(x) (3.3.14)

formiilii gegerlidir. Burada G(z, s) ¢ekirdegi (3.3.1)-(3.3.4) homojen SDP-nin Green
fonksiyonudur.
fspat.

() = / Gz, 5)f(s)ds (3.3.15)

fonksiyonunun (3.3.1) homojen olmayan diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢éziimii

oldugu bilinmektedir. Ayrica
u(z) == cv(z) + cow(z) (3.3.16)

fonksiyonlar ailesinin L[v] = 0 homojen diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
oldugunu biliyoruz. Burada c;, co keyfi reel sabitlerdir. O halde lineer diferansiyel

denklemler teorisinden bilinmektedir ki, (Naimark, 1967)
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() = / Gz, 8)f(s)ds + crv(x) + cyw() (3.3.17)

fonksiyonlar ailesi (3.3.1) homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢éziimiidiir.

(3.3.17) ifadesini (3.3.2) smur sartlarinda yerine yazarsak

fi = Bu[u] = B[a + u] = By[i] + B,[d]
= 04 B,[a] = ¢1Bu[v] + caBa[w]

= B, [w] (3.3.18)
esitligi bulunur, (3.3.17) ifadesini (3.3.3) simir sartlarinda yerine yazarsak
fa = c1By|v] (3.3.19)

esitligi elde edilir. Ik 6nce B, [w] # 0 oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim,
yani kabul edelim ki
Buw] =0 (3.3.20)

olsun.

Bu durumda

B,[v] =0, ByJw] =0 (3.3.21)

esitlikleri

av(a) + o' (a) =0

, (3.3.22)
ayw(a) + fw (a) =0
denklem sistemi biciminde yazilabilir.
lag| 4 |B1] # 0 oldugu igin (3.3.22) geregi
v(a) v (a
(@) /< ) =0 (3.3.23)
w(a) w(a)
elde edilir. Yani
W(v,w;a) =0 (3.3.24)
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elde edilir.

(3.3.24) geregi v(z) ve w(x) fonksiyonlar: lineer bagimhdir. Boylece Teorem (3.3.1)
ile celiski elde ettik.

Bu nedenle B,[w] # 0 sonucuna varilir.Benzer bigimde By[v] # 0 elde edilir. O halde
(3.3.18) ve (3.3.19)- dan

(3.3.25)

bulunur. Bunu (3.3.17)’de yerine yazarsak, talep edilen (3.3.14) formiilii elde edilir.
Ispat bitti.

Green fonksiyonu ile ilgili en 6nemli ozellik asagidaki iki teorem ile ifade edilir.

Teorem 3.3.3. Eger (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin ancak ve ancak asikar
¢Oztimii (yani sifir ¢oziimii) bulunursa, o halde her f : [a,b] — R siirekli fonksiyonu
icin

Llu] = f(z), x € [a,b] (3.3.26)
B[u] = Byu] =0 (3.3.27)

homojen olmayan SDP’nin bir tek ¢oziimi bulunur ve bu ¢oziim igin

b
u(x):/ G(z,s)f(s)ds (3.3.28)

formiilii gegerlidir; burada G(x, s) fonskiyonu (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin Green

fonksiyonudur.

Teorem 3.3.4. Eger u = ug(x) fonksiyonu (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin asikar
olmayan bir ¢dziimii ise, o halde (3.3.26)-(3.3.27) homojen olmayan SDP-nin ¢dziimii-
niin mevcut olmasi igin f(x) fonksiyonunun wugy(z) fonksiyonuna ortogonal olmasi,

yani

/ f(@)uo(x)dz =0 (3.3.29)

esitliginin saglanmasi gerek ve yeter sarttir.
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Simdi 2.mertebeden ALDD icin Green fonksiyonunun bulunmasi yontemini bir

ornekle aciklayalim.

Ornek 3.3.5. f : [a,b] — R siirekli fonksiyon olsun.
—u —du = f(z), 0<z<1 (3.3.30)

homojen olmayan ALDD-in
u(0)=u(l)=0 (3.3.31)

siir sartlarini saglayan ¢oziimiini arastiralim. (3.3.30) homojen olmayan denkleme

uygun olan

—u —4u =0 (3.3.32)

homojen denkleminin iki tane lineer bagimsiz ¢oziimiini bulabiliriz. Ornegin uy(x) =
cos 2x ve uy(z) = sin 2z fonksiyonlar1 (3.3.32) homojen denkleminin iki tane lineer

bagimsiz ¢oziimii oldugu agiktir. Teorem(3.1.11) geregi

= — x& cos 2x sin2s — sin2x cos 2s) ds
uo(x) = /0 p(s)W(s)( 2 2 2 2s) d (3.3.33)

fonksiyonu (3.3.30) homojen olmayan denklemin bir ézel ¢dziimii olacak.

p(s) =1, W(s) = cos2s(sin2s) — (cos2s) sin2s

= 2cos”2s + 2sin?2s = 2
oldugu i¢in (3.3.33) ¢oziimii
1 [* .
up(z) = —5/ sin2(z — s)f(s) ds (3.3.34)
0

bi¢iminde yazabiliriz.

Bu durumda (3.3.30) homojen olmayan ALDD-nin genel ¢6ziimiinii

u(r) = up(r) + ¢1 cos 2x + ¢ sin 2z (3.3.35)
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bigiminde ifade edebiliriz. (3.3.35) ifadesini (3.3.31) sinir sartlarinda yerine yazarsak

(3.3.30)-(3.3.31) probleminin ¢dziimiinii

1 [ in 2 v
u(z) = —5/0 sin2(x — s)f(s) ds + ;1;112/0 sin(2 — 2s) f(s) ds
;1:122 /0 1 sin(2 — 2s) f(s) ds (3.3.36)

bigiminde buluruz. Eger G(z, s) fonksiyonunu

1 sin 2s. sin[2(1 — )], eger s < z ise

G(z,8) = — (3.3.37)
2812 | gin 2z sin[2(1 — )], eger s > x ise
esitligi ile tanimlarsak (3.3.36) ifadesini
1
u(x) :/ G(zx,s)f(s) ds (3.3.38)
0

biciminde elde ederiz. Ayrica (3.3.37) ile tanimh G(z,s) fonksiyonunun verilmis

probleme uygun homojen

—u" —4u =0, uw(0)=u(1)=0 (3.3.39)

SDP-nin Green fonksiyonu oldugunu kolayca gosterebiliriz.

3.4. Sturm-Liouville Problemleri
3.4..1 Klasik Sturm-Liouville Problemi

Bu kesimde Sturm-Liouville probleminin tanimi ve en temel oOzelliklerini ifade
edecegiz. A € C kompleks parametresi (bu parametreye dzdeger parametresi veya

spektral parametre de denir) igeren

Llu] :== —(p(z)u) + q(z)u = Ap(z)u, a<xz<b (3.4.1)
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2. mertebeden homojen ALDD-inden ve

Bg[u] = aqu(a) + fru'(a) =0 (3.4.2)
Bylu] = agu(b) 4+ Bou'(b) =0 (3.4.3)

sinir sartlarindan olusan probleme klasik Sturm-Liouville problemi (SLP) denir.
Burada p(z), q(x) ve ¢(x) fonksiyonlar [a,b] araliginda tammh ve siirekli
fonksiyonlardir ve Vo € [a,b] igin p(x) > 0 ve p(x) > 0 oldugu kabul edilir;
a;, 3i(i = 1,2) reel katsayilardir ve |a;| + |5;] # 0 (i = 1, 2) sart1 saglanir.

Eger A = )\ degeri i¢in (3.4.1)-(3.4.3) SLP-nin asikar olmayan ug # 0 ¢dziimii varsa,

Ao degerine 6zdeger, ug(z) fonksiyonuna ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon denir.

Simdi ¢ok énemli bir 6zdesligi elde edecegiz. L|u] diferansiyel operatoriiniin tanimi

geregi
wL[v] — vL[u]

= u(—=(pv) +qv) — v(=(pu) + qu)

= —u(pv) +v(pu)

= —ulpv +p’) +olpu +pu’)

= —pw" —u'v) —p (ww —u'v)

= —pw —u'v) —p (uw —uv)

= —(p(a)W (u,v; 7))
Béylece

uL[v] — vL[u] = —%(p W (u,v)) (3.4.4)

esitligi elde edildi. Bu esitlige Lagrange ozdesligi de denir.

Teorem 3.4.1. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin tiim 6zdegerleri reeldir.

22



Ispat. A = g dzdeger, up(z) ise uygun dzfonksiyon olsun. O halde

L[Uo] = )\0QDU07 BQ[UO] = Bb[UO] = O (345)
esitlikleri saglamir. oy, 3; (1 = 1,2) katsayilarmin reel oldugunu dikkate alarak
(3.4.5)-deki esitliklerin kompleks eslenigini alirsak

Liw) = Nogt,  Bulw] = Byfiw] = 0 (3.46)
elde edilir. Bu esitlikler geregi \o-in kompleks eslenigi olan g sayisi da (3.4.1)-(3.4.3)
SLP-nin 6zdegeridir ve bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon @y fonksiyonudur.(3.4.5) ve
(3.4.6)’dan kolayca

uo L[@o] — W Lluo] = (Ao = Xo) @ |uof? (3.4.7)

elde edilir.(3.4.4) Lagrange 6zdesligini uygularsak,

p d
(Mo = Ao)pluol* = —==(p W (uo, W) (3.4.8)
bulunur. Her iki tarafi integrallersek
b
(Ao — /\o)/ o uo|*dx = p(a) W (u, Ug; a) — p(b) W (uo, Tg; b) (3.4.9)

esitligini elde ederiz.
Hem ug, hem de %y fonksiyonlarimin her ikisi de birinci simmir sartini sagladig icin,

yani;

anug(a) + Brugla) = 0

alu_o(a)%—ﬁlu_o/(a) = 0

esitlikleri saglandig: i¢in ve de bu lineer denklem sisteminin (a4, 1) # (0, 0) ¢dziimii
bulundugu igin bu sistemin determinant: sifira esittir. Dolayisi ile W (ug, wg; a) = 0
elde edildi. Benzer bigimde W (ug,ug;b) = 0 oldugunu gosterebiliriz. Bu nedenle

(3.4.9) esitliginin sag tarafi sifira esittir. O halde
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b
W / o [uoPdz = 0 (3.4.10)

esitligi elde edilir. uy #Z 0 oldugu icin ve de ¢ > 0 oldugu i¢in sonuncu esitlikten

Mo — Ao = 0 bulunur. Yani A 0zdegerinin reel oldugu ispat olundu.

Teorem 3.4.2. (3.4.1)-(3.4.3) Sturm-Liouville probleminin iki farklh A ve p 6zdegerleri-
ne sirasi ile karsilik gelen u(x) ve v(x) 6zfonksiyonlar ¢(z) agirhik fonksiyonuna gore

ortogonaldir, yani;

b
/ u(z)v(x)p(z)dr =0 (3.4.11)
esitligi saglanir. (Titchmars, 1962)

Not 3.4.3. L2[a,b] ile [a, b] arahgmnda dlgiilebilir olan ve

b
/ (@) P (z)dz < oo

sartin1 saglayan tiim fonksiyonlarm smifim1 gosterelim. Bu lineer uzayda

(Us V) 12 [0, ::/a u(z)v(z)p(z)dr (3.4.12)

esitliginin bir i¢ ¢arpim tanimladigr literatiirden iyi bilinmektedir. Yani Li [a, b] bir

i¢ carpim uzayidir. O halde Teorem 3.4.2 geregi

A 7é M= <U7U>L?a[a,b] =0

elde edilir.
Bu nedenle (3.4.11) esitligini saglayan fonksiyonlara ortogonal (dik) fonksiyonlar
denir. Ister teorik matematikte isterse uygulamalarinda ortogonallik kavrami ok

onemli bir kavramdair.

Teorem 3.4.4. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin her 6zdegerine karsilik en az bir reel degerli

ozfonksiyonu mevcuttur.
Ispat. (3.4.1)-(3.4.3) SLP™-nin keyfi bir A 6zdegeri verilsin. u(z) = v(x) + iw(x)

fonksiyonu bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun; burada v(z) ve w(z)
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reel degerli fonksiyonlardir. ¢(z) , p(x) fonksiyonlar: reel degerli olduklar: i¢in ve de

a;, B; (i = 1,2) katsayilar1 reel sayilar oldugu igin Lu = Agu esitligini
L(v +iw) = L(v) +iL(w) = v + i w

bi¢gimimde de yazabiliriz. Burada A 6zdegerinin reel oldgunu dikkate alirsak sonuncu

esitlikten iki tane

L(v) = v ve L(w) = Aw (3.4.13)

esitligi elde edilir.
aru(a) + fru'(a) =0

S11r §art1n1 ise

arv(a) + iayw(a) + v’ (a) + ifiw (a) = 0

bi¢iminde yazarsak
(arv(a) + Arv' (@) +i(arw(a) + Biw'(a)) = 0

esitligini buluruz. Buradan

aqv(a) 4 Bv' (a) =0, aqw(a) 4+ Bw (a) =0 (3.4.14)

esitlikleri elde edilir. Tamamen benzer bicimde

ayv(b) 4 B0 (b) = 0, asw(b) + Gow (b) = 0 (3.4.15)

esitlikleri elde edilir.

(3.4.13)-(3.4.15) esitlikleri geregi v(z) ve w(x) reel degerli fonksiyonlarinin her ikisi
(3.4.1)-(3.4.3) SLP-nin ¢6ziimiidiir. u(z) 6zfonksiyonu sifirdan farkl oldugu icin v
ve w fonksiyonlarindan en az biri sifirdan farklhidir ve dolayisiyla A 6zdegerine uygun

ozfonksiyondur. Ispat bitti.
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Teorem 3.4.5. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin biitiin 6zdegerleri basit 6zdegerlerdir, yani
her bir 6zdegere karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin maximal sayist birdir.
Yani her bir 6zdegere uygun gelen tiim ozfonskiyonlar bir-birinden sabit ¢arpan ile

elde edilir.

Ispat. Keyfi \ ozdegeri ve bu ozdegere uygun keyfi iki tane wuy(z) ve us(x)
ozfonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda u; ve uy fonksiyonlar: (3.4.2) sir sartlarim

saglar. Yani;

oy (a) 4 By (a) = 0 (3.4.16)
s (a) + Bruy(a) = 0 (3.4.17)

esitlikleri saglanir.(3.4.16)-(3.4.17) esitliklerine a4 , 3; degiskenlerine gére homojen
lineer denklem sistemi gibi bakarsak, (a; ,0;1) # (0,0) oldugu igin bu sistemin

determinant: sifira esittir, yani
W(uy,ug;a) =0 (3.4.18)

Wronskian sifira esit oldugu i¢in (3.4.1) lineer diferansiyel denkleminin u; ve uy

coziimleri lineer bagimhdirlar. Ispat bitti.

3.5. Fourier Serileri, Fourier Katsayilari, Besssel Esitsizligi ve Parseval

Esitligi

Onceki kesimde L?O[a, b] i¢ garpim uzaymi tammlamistik. Bu i¢ ¢arpim uzaymin bir

Hilbert uzay1 oldugu bilinmektedir (Griffel, D.H., 2002). Bu uzaydaki norm

ol 2oy = (/b IU(SU)|290(1‘)dx)é (3.5.1)

esitligi ile tammlaniyor. Bu uzayda (f,(x)) fonksiyon dizisi f(x) fonksiyonuna

yakinsak ise, yani

an(fl?) - f(x)HLi[a,b] —n—oco 0 (352)
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ise o halde (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna orta-kuadratik yakinsaktir denir.

2 . L 00 . . . 1 . v
L a, b] Hilbert uzaymmda A := {1, }*° ortoganal fonksiyonlar sistemi verilsin. Eger

on(T) : ! Vn() n=1,23,..

T Tl 2o

gosterirsek B = {p,(z)}5° ortonormal fonksiyonlar sistemi elde edilir. Yani

0, n#m ise
<Q0n7 90m>L%[a,b] = 5nm = _ (353)
1, n=m 1se

esitlikleri saglanir.

Tanam 3.5.1. f € L2[a,b] fonksiyonu verilsin.

ek = (f, on), E=1,2,... (3.5.4)

sayllarina f fonksiyonunun {¢,}*°, ortonormal fonksiyonlar sistemine gore Fourier

katsayilar1 denir.

[~ Z CkPrk = Z<f, Pk) P (3.5.5)
k=1 k=1

serisine ise (ister yakinsak olsun, isterse de raksak olsun) f fonksiyonunun {¢,, }*°,

ortonormal fonksiyonlar sistemine gore Fourier serisi denir.

E, = span{©1, @2, coveevenn ©n} (3.5.6)

gosterelim. Burada span{pi, @9, .ccovee.e. Ont ile 1, Qo i ©y, fonksiyonlarinin

Simdi F, lineer alt uzayinda f elemanina (vektoriine, fonksiyonuna) en yakin elamani

bulmaya ¢alisalim, yani

1f = Yllrzpy = Inin 1f = wllz2[ap (3.5.7)
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olacak bicimde elemaninin mevcut olup olmadigin1 ve de mevcut ise hangi elaman

oldugunu bulmaya calisacagiz.

Yw € FE, alalim. O halde

w = o191 + Qapa, ....... O Pn

olacak bi¢imde oy, aq, ........ o, sayilart mevcuttur. Bu durumda

If - w||%go[a,b] =({f—w, f—w)rzay

=(f, f>L30[a,b} —(/, w)Lg,[a,b} - <w7f>L3[a,b] + <w7w>L?p[a,b}

= | fllizn — D ar(foe) = Y onlon, f) + lwliZz
k=1 k=1

= 11220 — D @ (foon) = Y anlfr k) + lwlZ2 o
=1 r=1

esitligi elde edilir.
ek = {f, o), k=1,2,...
gosterelim.

Simdi (3.5.9) esitligini

n n
1f = wllizps = 172 — D @k — Dtk + lwllizy
» » p £ )
=1 =1

bi¢iminde yazabiliriz.

|Oék — Ck 2 = (Oék - Ck;)(Oék - Ck)
= QpQk — QCk — QkCk + CiCi

_ 2 — 2
= |ag|® — apCr — arck + |kl
esitliginden yararlanirsak

—agcr — ey, = lag — cx)® — |an? — |exl?
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esitligi elde edilir.
Ayrica {¢,} ortonormal sistem oldugu i¢in

lw, wlZapp = (w,w) 2y = D lawPllenll® = laxf? (3.5.14)

k=1 k=1

esitligi saglanir. (3.5.13) ve (3.5.14) esitliklerini (3.5.11)-de dikkate alirsak

If = w”%g[a,b] = ”f||%g,[a,b] - Z ek + Z o — ci|? (3.5.15)
k=1 k=1
esitligi elde edilir. Sag tarafin en kiiciikk degeri o, = ¢, & = 1,2,...... icin elde
edilir. Yani
. 4 - ) )
min [If — iz = /1P = ; e (3.5.16)

elde edilir. Yani

RS ST

L [a,b] k=1

n
. 2 o
ﬁ%}l | f —wHLg[a,b} 3 Hf - ;Ck()ok b

E 2[4,

Boylece asagidaki teoremi elde ettik.

Teorem 3.5.2. [ € L?O[a, b] fonksiyonuna E,, lineer uzayinda en yakin olan eleman

n

Z(ﬁ k) Pk

k=1

elamanidir. Yani

Hf =) {f || = min |f —w] (3.5.18)

k=1

esitligi saglanir.

Sonug¢ 3.5.3. f € Lfa[a,b] elemanina (fonksiyonuna) FE,-in en yakin elemani f

fonksiyonunun

k=1

Fourier serisinin n-ci kismi toplamidir.
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Sonug 3.5.4. (3.5.15) esitliginden

wek,

min [|f ~wllzios = 1320 — O 1 0P
k=1

= ||f||%g;[a,b} - Z |c|? (3.5.19)
k=1

esitligi elde edilir.

Teorem 3.5.5. (Bessel Esitsizligi) Sayilabilir sayida B := {p,(x)}*> , fonksiyonlar

sistemi Li[a, b Hilbert uzayinda keyfi bir ortonormal sistem ise, o halde

v = (fyor) K = 1,2,.... Fourier katsayilar1 igin >~ |cx|? serisi yakinsaktir ve
de
Z lex]? < ||f||%g[a,b] (3.5.20)
k=1

esitsizligi saglanir. (Bu esitsizlik literatiirde Bessel esitsizligi olarak adlandirilir.)

Ispat. (3.5.19) geregi her n € N icin

Z lex* < Hf“%g[a,b}

k=1
esitsiligi saglanir. n — oo olmakla limite gegersek (3.5.20) esitsizligi bulunur. Ispat
bitti.

Sonug 3.5.6. Li [a, b] Hilbert uzayinda keyfi bir {1, }>° ortogonal sistemi verilsin. O
halde Vf € L2a, b] i¢in

[(f, W)
A (3.5.21)
k=1 kL2 [a,b]
serisi yakinsaktir ve de
[(f, W) |2
Z I = ”f”%g[a,b] (3.5.22)

br ||L2 [a,b]
esitsizligi saglanir.(Bu esitsizlik de Bessel esitsizligi olarak adlandirilir.)

fspat.
Yi(z)

k=1,2, ...
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gosterirsek {¢g(z)} fonksiyonlar sistemi L7 [a, b] bir ortonormal fonksiyonlar sistemi

olusturuyor. O halde (3.5.20) Bessel esitsizligi geregi

Do) < 112 0 (3.5.23)
k=1
esitsizligi saglanir.

(3.5.24)

L2 [a,b]

WkHL [a,0] 19wl L2 [a)
esitsizligi geregi (3.5.23)-den talep olunan

2
i ‘ f?q]k Lzab]‘

<132
11132 0 Feled

Bessel esitsizligi elde edilir.

Tanwm 3.5.7. Keyfi H ayrilabilir Hilbert uzay1 ve bu Hilbert uzayinda keyfi {e, }$°
ortogonal sistemi (i # j = (e;, e;)g = 0) verilsin.

Eger span({e,}°) := {a1e1 + azes + ........ + ager| a; € C,k € N} lineer alt uzay:
H Hilbert uzayinda her yerde yogun ise, yani

span({e,}°) = H (3.5.25)

ise {e,}5° vektorler sistemi H-da tamdir denir.

Sonug 3.5.8. {e,}7° vektorler sisteminin H ayrilabilir Hilbert uzaymmda tam olmasi
icin gerek ve yeter sart V e > 0 icin dp = p(e) € N ve Ja; = ayi(e) € C, i = 1,2, .....

sayilarinin mevcut olmasidir ki;

<e (3.5.26)
H

P
f— Z Q€
i=1

olsun.
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Sonug 3.5.9. H ayrilabilir Hilbert uzayinda keyfi bir {e,,}3° tam ortonormal sistemi

verilmisse

Z |<f7 ek>H|2

k=1

serisi yakinsaktir ve
2
17115 = > {F ex)nl (35.27)
k=1
esitligi saglanir. (Bu esitlige Parseval esitligi denir.)
Sonug 3.5.10. L7 [a, b] Hilbert uzaymda keyfi {1, }5° ortogonal sistemi verilsin. Eger

bu sistem tam ise o halde

Z ‘<f7 ¢k>Lg[a,b]’2

1 ”d’knia[a,b]

ST (3.5.28)
k=

esitligi saglanir. Bu esitlige L?[a,b] de Parseval esitligi denir.

Boylece asagidaki onemli teoremleri ispat ettik.

Teorem 3.5.11. Li[a,b] Hilbert uzaymda keyfi {¢,} tam ortonormal fonksiyonlar

sistemi verilsin. O halde her f € L2[a, ] fonksiyonu i¢in

> g, ¢k = (f, o) 12 [ab)
k=1

Fourier serisi yakinsaktir ve

f= Z CkPr = Z(f, §0k>L§,[a,b]‘§0k
k=1 k=1

esitligi saglanir, yani her f € L2]a,b] fonksiyonunun Fourier serisi yakinsaktir ve

kendisine yakinsiyor.

3.6. Salinim ve Ayirma Teorisi

ay(x)y” + ar(2)y + ag(x)y =0 (3.6.1)

32



diferansiyel denklemini géz éniinde bulunduralim. Burada Vz € [a, b] i¢in as(x) # 0

ve a;(z) € Cla,b] dir.(3.6.1) denklemini asagidaki sekilde yeniden yazalim

1" ay Qo ” ’
y+—y+—y=y +p@)y +q)y=0
a9 a9

Simdi sonuncu denklemin her iki tarfin
k(z) = ela Pl)ds

fonksiyonu ile ¢arpalim. O halde bu denklem

d

@(k(ﬂf)y') + k(x)q(z)y =0

bigiminde yazilabilir. g(x) = k(z).q(x) ile gosterirsek, sonuncu denklem kendine
eslenik olan

(ky') + g(z)y =0 (3.6.2)

denklemi bi¢iminde yazilir.

Liy) = (ky) +g(x)y

M(y) = aQyH + aly/ + agy (3.6.3)

diferansiyel operatorlerini tanimlayalim. M diferansiyel operatoriintin eslenigi

_— "

M = (asy)" = (a1y) + aoy
ile tanimlanir. Bu denklemde gerekli islemlerin yapilmasimin ardindan

M = agy// + (2a/2 — al)y/ + (ag — all + ag)y

elde edilir. Bu ifadeden yararlanarak kolayca
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!/

oM (u) — uM (v) = [(a1 — ay)vu + ag(vu —uv')]

esitligini elde ederiz. Bu esitlik Lagrange ozdesligi olarak adlandirilir ve
P(u,v) = (a1 — ag)vu + az(vu’ — uv')

gosteriminden yararlanarak Lagrange ozdesligini

oM (u) — uM (v) = C%P(u, v)

sekilinde yazabiliriz. En son elde edilen bu denklemi integrallersek

a

/ [vM (u) — uM (v)] dz = P(u,v)|;

formiilii bulunur. Bu formiile Green Formiilii denir.
Eger M(u) = M(u) ise M(u) = 0 denklemi kendine eslenik olarak adlandirilr.
Boylece eger M (u) = 0 kendine eslenik ise

elde edilir. Bu durumda Lagrange Ozdegligi

/ !

oM (u) — uM(v) = [CLQ(UUI —uv )] = [ag(x)W(v,u)],

denklemine doniistir, M diferansiyel operatorii ise
M(u) = (asu') + agu

bi¢iminde ifade edilir.
Agiktir ki (3.6.3) de tanmimlanan L operatérii kendine esleniktir ve (3.6.2)’den énceki

tartismalar gosteriyor ki her genel lineer denklem kendine eslenik bicimde yazilabilir.
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3.6..1 Ayirma Teoremleri

Teorem 3.6.1. (Sturm Ayirma Teoremi)

1) M(y) = 0 denkleminin asikar olmayan her ¢dziimiinin [a, b] araliginda en fazla
sonlu sayida sifir1 olabilir.

2) Her bir ¢oziimiin tiim sifirlarn basittir.

3) Eger u;(x) ve ug(x) fonksiyonlar1 M (y) = 0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
ise, o halde u;(z)’in herhangi iki sifir1 arasinda uq(z)’in kesin olarak bir sifir1 vardir.

(yani bir tek sifir1 vardir.)

fspat.

1) Aksini kabul edelim yani M (y) = 0 denkleminin asikar olmayan bir ¢dziimiiniin
[a,b] araliginda sonsuz sayida sifir1 olsun ve bu sifirlarin olusturdugu kiimeyi {z,}
dizisi ile gosterelim. Bolzano-Weierstrass teoremi geregi { z,, } dizisinin x,, — 7 olacak
sekilde en az bir {z,} alt dizisi mevcuttur. O halde

= lim y(z,) = y(7)

n—oo

dir. Ayrica
Y (@) = tan L) 290
n—0o0 Tp — X

dir. Buradan varlik ve teklik teoremi geregi y(x) = 0, yani geliski elde edildi.Ispat
bitti.
2) Aksini kabul edelim yani = € [a, b] noktasi y(z) ¢Oziimiiniin basit olmayan sifir

yeri olsun. O halde

elde edilir. Varlik ve teklik teoremine gore bu sart1 saglayan ¢oziim vardir ve tektir.
Sifir fonksiyonu da (asikar ¢oztim de) bu sartlar1 sagladigy icin y(z) = 0 elde edilir.
Celiski elde ettik. Ispat bitti.

3) xo, x1'in uy (x)’in aradisik iki sifirt oldugunu varsayalim ve kabul edelim ki 2y < 24
olsun. O halde uy(xg) # 0 ve us(xy) # 0’dir aksi halde W (uy, ug)(z;) = 0,7 = 0,1

olur. Genelligi bozmadan z € (g, x1)-de ui(x) > 0, uz(zo) > 0 kabul edelim. u; ve
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uo fonksiyonlarmin xg ve x; noktalarindaki Wronskian’lar: i¢in

W (ur, uz) (o) = —uj(20)uz (o)

W(ur, u)(z1) = —uj(wr)us(z)

esitlikleri saglamir. (7o) > 0 oldugunda W(zy) < 0'dir.Bilinmektedir ki, uy, us
fonksiyonlarimin Wronskian: isaret degistiremez bu yiizden W(x;) < 0’dir. Fakat
wy(x1) < 0°dir, yani bu uy(x1) < 0 olmasim gerektirir. Boylece ug(x)’in (zg, z1) de
bir sifir1 olmasi gerekir.

Eger bu arglimani u; ve up'nin rollerini degistirerek uygularsak, us(z)nin ardisik
iki sifirn arasinda u; (x)’in bir sifir1 olmasi gerektigini goriirtiz. Boylece u; ve ug nin

sifirlar1 ardisiktir.

3.6..2 Salinim Teoremleri

Bu kesimde

L(y) = (ky) + gy =0 a<xz<b
seklindeki denklemleri ele alacagiz. Burada k € C'[a,b], g € C[a,b] ve de Vzx € [a, ]
i¢in k(x) > 0 oldugunu kabul edecegiz.

Teorem 3.6.2. Li(y) = (ky') + gy = 0 olsun. Burada go > g1 ve g» (a,b)nin
herhangi bir alt araliginda 6zdes olarak sifir degildir. Eger L;(u;) = 0 ve Ly(uz) =0

ise, o halde u;(x)’in herhangi iki ardisik sifirmin arasida wuq(z)’in bir sifir1 vardir.

Ispat. Varsayalim ki; u(x1) = uy(22) = 0 ve (21, 22)’da ug(x) # 0 olsun. Genelligi

bozmadan (z1,z2)’da uy,us > 0 alalim. Lagrange 6zdesliginden

us Ly (uy) — uy Ly (ug) = % (k(x)(uzull — umé))

yazilabilir. Ayrica L; ve Lo diferansiyel operatorlerin tanimi geregi

Ly(ug) — La(ug) = (g1 — g2)uz
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yazabiliriz.

Boylece

/

upLa () — s [La(w) + (91 — g2)us] = (k(z) (ot — wyesy))

veya

T2
k(x)(uguy — ugus)| o= / (92 — g1)uqugdzr > 0

xr1

elde edilir. uy(wy) > 0, u)(z2) < 0 ve uy(21) > 0, uj(21) > 0 oldugundan

k() (ugu) — uguy)| 22 < 0

elde edilir. Bu nedenle bir celiski elde ettik.

Simdi, us(x1) = 0 oldugunu kabul edelim, o halde
k(@) (uzu) — uruy)| 52 = K(wz)uy (w2)uz(ws)

esitligi elde edilir.

Eger us(z2) > 0 ise, o halde

k() (uguy — uauy)| 2 < 0

bulunur yani bir celiski elde ettik.

Teorem 3.6.3. p,q € C°[a,b] ve z(x)’in
2 +q(z)z=0

diferansiyel denkleminin

sartlarin saglayan asikar olmayan bir ¢oziimii oldugunu varsayalim. Eger

b
/ (p—q)z*dx >0
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ise o halde,

probleminin asikar olmayan bir ¢6zlimiiniin (a, b] araliginda en az bir sifir1 vardir.

Ispat. Aksini kabul edelim. Yani (a,b] arahginda y(z) # 0 oldugunu varsayalim.
Asagida

2(2 4qz) = 0

22 "
Z(y +py) = 0

ozdesliklerinden yararlanacagiz. Birinci ve ikinci esitligi taraf tarafa cikartarak

esitligini elde ederiz. Bu esitligi

y4 ’ N
;(yz —zy) =2%(p—q)

sekilinde yazabiliriz. Analizden iyi bilinen Hospital kural geregi 2’ (a) # 0, y' (a) # 0
. 2,y € Cla,b] oldugunda

esitligi saglanir. Buradan

bZ ’ IN b
/;(y —zy)dx:/z2(p—q)da:20

esitsizligi elde edilir.
ilk intaegral ifadede kismi integrasyon yaparak ve z(b) = 0, y(b) # 0, z(a) = y(a) =0
oldugunu dikkate alarak

4 ’ ’ b ’ ’ z b
5(@12 —Zy)\Z—/(yz —zy)(§> =/ 2(p—q)dz >0
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elde edilir. Buradan

bulunur.
Eger y(z) = cz(z) ise sag taraf ozdes olarak sifirdir, dolayisiyla bu durum igin
teoremin ispat1 aciktir. Eger y(x) # cz(x) ise sag taraf pozitiftir ve bir geliski elde

ederiz. Boylece y(x)-in (a, b]’de sifirt mevcut olmahdir.

Not 3.6.4. Ispat gosteriyor ki eger p(z) # ¢(x) ise o halde

b
/ 22(p—q)dr >0

dir. Bu durumda y(x)’in (a, b) araliginda bir sifir1 vardir.

Aksini kabul ederek

b( -\
yz —2y)
[ <o

elde ederiz. Bu bir celiskidir.

Teorem 3.6.5. k; > 0 olmak iizere k; € C'[a,b], g; € Cla,b] olsun. Eger z

(k12) + g1z = 0
z(a)=2(b) = 0

probleminin asikar olmayan bir ¢oziimi ve y

(k‘gy)l—l—gﬂ = 0

y(a) = 0

probleminin asikar olmayan bir ¢oztimi ve
b /
[ = k) (- )P 2 0
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ise 0 halde y(z)’in (a,b] araliginda en az bir sifir1 vardir.Eger esitsizlik mutlak ise

(yani > biciminde ise), y(z) — in(a, b) araliginda en az bir sifir1 bulunur.
Ispat. Tk denklem z ile carpilip ikinci denklem de % ile carpilip taraf-tarafa ¢ikarilirsa
b N 2 b yz/ — Zyl 2 z ’ ’ b
/ (kl — kz)(Z) + <92 - gl)Z +/ k?l T dr = ;(/ﬁyz — kgy Z)| a

formiilii elde edilir. Bu formiile Picone formiilii denir. (Swanson, 1975)
Ispatin geriye kalan kismu bir énceki teoremin ispatina tamamen benzerdir.

Teorem 3.6.6. [Sturm- Picone Teoremi]

Varsayalim ki

(k12) + g1z = 0

(k2y) + g2y = 0

olsun. Ayrica kabul edelim ki g, > g1 ve k1 > ko > 0 ve [a,b] de gy Z g1, k1 Z ko ve

dir. O halde y(z)’in (a,b) araliginda en az bir sifir1 vardir.(Zettl, 1968)

Not 3.6.7. Ornegin asagidaki sekilde verilen iki diferansiyel denklemi diistintirsek;

1"

Y +y=0 Y +4y=0

Ikinci denklemin ¢oziimleri birinciden daha izl salimim yapar. Daha genel olarak
soyleyecek olursak Sturm karsilastirma teoremleri farkli denklemlerin ¢oziimlerinin

salimlarimin oranim irdeler.
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4. BULGULAR

4.1. 1Iki Aralikli Sturm-Liouville Denklemleri igin Karsilastirma ve

Salinim Ozellikleri

Ik 6nce s = 0,1,2, ....... ,m icin f(c 4 0) := lim o £ (z & €) sonlu limit degerleri
ile her [a,c) ve (c,b] araliginda m. mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen tiim
f :]a,c) U (c,b] — R fonksiyonlaridan olusan yeni bir C™[a,c — 0] & C™[c + 0, b]
fonksiyonel uzaym tammlayahm. k& € C'a,c — 0] & C'[c + 0,b], o € Cla,c — 0] &
Cle+0,b] , k(c£0) #0, o(c£0) # 0 oldugunu varsayarak

—(k(z)y) +o(z)y=0, x € [a,c) U (c,b] (4.1.1)

iki aralikll Sturm-Liouville denkleminden ve x = c etkilesim noktasinda verilen

y(c+0) = agylc—0)+ By (c—0) (4.1.2)

Y (c+0) = amy(c—0)+ By (c—0) (4.1.3)

iletim kosullarindan olusan iki-aralikli Sturm-Liouville denklemini ele alacagiz.

!
Burada | b # 0 dir.

(&%) 32

Not 4.1.1. Bundan sonra aksini 0zel olarak belirtmedgimiz durumlarda ¢éziimlerden
bahsederken, bu ¢oziimlerin 6zdeslik olarak sifir olmayan ¢oztimler oldugunu kabul
edecegiz.

Teorem 4.1.2. Tki ayrik arahkta taniml olan (4.1.1) Sturm-Liouville denklemlerinden
ve (4.1.2), (4.1.3) iletim (gegis) kosullarindan olusmus problemin hig bir ¢éziimiiniin
sonsuz sayida sifirt meveut degildir (yani ya hig bir sifir yeri mevcut degil, ya da

ancak sonlu sayida sifir yeri mevcuttur).

Ispat. Teoremi olmayana ergi yontemi ile ispat edecegiz. Yani kabul edecegiz ki,
(4.1.2)- (4.1.3) iki aralikli SLP-nin sonsuz sayida sifir yerine sahip olan en az bir

y(x) ¢ozimii bulunur. Bu sifir yerlerini xq,xs, 3, .... ile gosterelim. (x,) dizisi



smirh oldugu igin Bolzano-Weierstrass teoremi (Bayraktar, 2017) geregi bu dizinin
yakinsak olan en az bir (x,,) alt dizisi mevcuttur. Bu alt dizinin limitini w ile
gosterelim. w € [a,c) , w € (¢,b] ve w = ¢ durumlarim ayri-ayrilikta inceleyecegiz.
Ik énce w € [a,c¢) durumunu inceleyelim. y(z,,) = 0 oldugu igin ve y(z) ¢oziim

fonksiyonu [a, ¢) araligida siirekli oldugu i¢in

y(w) = lim y(z,,) =0
dir. y(x,,) = y(w) = 0 oldugundan

/ . Ylxn,) —y(w
J(w) = lim <x)_w( )

=0
K
dir. Buradan sonug olarak (4.1.1) denkleminin bir ¢dziimii y(w) = y'(w) = 0
baslangi¢ kosullarini saglayan (a, ¢) araligi tizerindeki y(x) fonksiyonudur. Bu nedenle
lineer diferansiyel denklemler i¢in baslangic-deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve
tekligi hakkinda iyi bilinen teorem (Kandemir,2015) geregi y(x)’in [a, ¢) araliginda
ozdes olarak sifira esit oldugunu elde ettik. (4.1.2) ve (4.1.3) iletim kosullarim

kullanarak
y(c+0) = ayy(c—0)+ By (c—0) =0
- . .~ y(C + O) ) r==c .
elde edilir. Simdi y(z) = fonksiyonunu tanimlayalim.
y(x) z € (¢ 0]
O halde

y'(e)=y"(c+0)=y"(c+0)=awy(c—0)+ foy (c—0) =0

elde edilir. Dolayisiyla y(c) = y '(¢) = 0 elde edildi ve boylece y(z)'in (c,b] sag
araliginda da 6zdes olarak sifira esit oldugu goriiliir. O halde y(x) ¢ozlimii de (c, b]
araliginda 6zdes olarak sifira esit olur. Bdylece bir geliski elde ederek w € |a,c)
durumu i¢in ispat1 tamamladik.

Tkinci olarak w € (¢, b] durumunu arastiracagiz. ,, — w ve y(,,) = 0 oldugu icin
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yine de

y(w) = lim y(z,,) =0

k—o0

elde edilir. Bu durumda bir 6nceki duruma benzer olarak 3/(w) = 0 bulunur. Béylece
bir w € (¢,b] i¢in y(w) = y'(w) = 0 baslangig sartlar1 saglanmis olur. O halde
Vo € (c¢,b] i¢in y(x) = 0 olur. Bu durumda y(c + 0) = y/(c + 0) = 0 esitliginin

saglanacagl apagiktir. Gecis sartalarindan yararlanarak

ary(c—0)+ By (c—0) = 0

ay(c—0)+ By (c—0) = 0

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ilkini 3, ile ikincisini ise 3; ¢arptiktan sonra

taraf tarafa gikarirsak

(182 — aaB1)y(c —0) =0

elde edilir benzer bigimde ilk esitligi oy ile ikinci esitligi ise «; ile carparak taraf
tarafa c¢ikarirsak

(12 — agf1)y'(c—0) =0

esitligi bulunur. oy — a2 # 0 oldugu i¢in sonuncu iki esitlikten

yle=0)=y(c—=0)=0

elde edilir. Simdi

fonksiyonunu tanimlarsak, bu fonksiyon (4.1.1) denkleminin f(c) S (¢c) =0
baslangi¢ sartin saglayan ¢oztimii olur ve varlik ve teklik teoremi geregi Vz € [a, ¢)
i¢in 5 = 0 yani Vo € [a,c) i¢in y(x) = 0 olur. Boylece y(x) fonksiyonu tiim
[a, c)U(c, b] de sifira esit olur. Celiski elde ettik. Bu durum i¢in de ispat tamamlandi.
Simdi de w = ¢ durumunu géz 6niinde bulunduralim. Bu durumda bir (z,, ) alt

dizisi segebiliriz oyleki; z,, 1 ¢ veya x,, | c olsun. Ilk 6nce z,, T ¢ durumunu
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arastiralim.

y(c—0) = lim y(z,, ) =0

S§—00
esitligini elde ederiz.

Simdi y'(c — 0) = 0 oldugunu gésterecegiz. Bunun igin

fonksiyonunu tanimlhiyoruz. Ortalama deger teoremini kullanarak her s = 1,2, ......

icin 0 < oy < 1 olacak sekilde bir oy reel sayis1 vardir oyle ki;

(@n,) = 7€) + 7 '(@sta,, + (1= )c)(@n, —c)

dir. Sonug olarak § '(asxn, + (1 — ay)e) = 0'dir (her s = 1,2, ... igin). s — o0
iken z,, T ¢ oldugunu dikkate alarak § '(c) = 0 elde edilir. O halde y'(c — 0) =
7 '(c—0) =79 '(c) = 0 buradan varlik teklik teoremine gore Vz € [a, ¢) icin 7(z) = 0
bulunur. O halde Yz € [a,¢) igin y(z) = 0 elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Ispat

Tp,. | ¢ durumunda tamamen benzer sekilde yapihir.

Teorem 4.1.3. (4.1.1)-(4.1.3) probleminin katsayilar1 igin

a1 Qo

Bv o

>0

sartinin saglandigini kabul edelim. u(z) ve ¢(z) fonksiyonlar: bu problemin iki tane
lineer bagimsiz ¢oziimii ise, o halde bu ¢oziimlerin sifir yerleri i¢-ige geger, yani bu

coziimlerin her birinin iki ardisik sifir yeri arasinda digerinin bir tek sifir yeri bulunur.

Ispat. u(x) ¢oztim fonksiyonunun keyfi iki tane ardisik z; ve xq sifir yerlerini gozoniine
alalim. Bu noktalarin her ikisinin aymi bir araliga ait olmasi durumu ile farkh
araliklara ait olma durumlarim ayri-ayrilikta arastiracagiz. Ik 6nce 1,29 € la, c)
durumunu arastiralim. Ispat1 olmayana ergi yontemi ile yapacagiz. Yani kabul
edecegiz ki, p(x) ¢oziimiiniin (1, x2) arahiginda hig bir sifir yeri yoktur. Bu durumda

hem u(z) hem de o(z) ¢oziimleri (z;, ) arahgnda isaretlerini degismezler. Tlk
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once u(x) ve (x) fonksiyonlarmin her ikisinin de (z1, z2) arahginda pozitif oldugu

durumu arastiralim. u(z,) = 0 ve Vo € (z1, x2) i¢in u(x) > 0 oldugundan

, ~oulry+h) —u(r)
B

uwth) (4.1.4)

u(r1) = 0 ve u(z) asikar olmayan ¢oziim oldugu igin u'(z;) sifira esit olamaz, yani

' (z1) > 0’dir. Benzer sekilde; u(xy) = 0 ve Vo € (21, 75) igin u(x) > 0 oldugundan

i (29) = lim u(zs +h) —u(zs) lim u(xy + h) <

h10 h n10 h =0 (4.1.5)

u(wy) = 0 ve u(z) asikar olmayan ¢oziim oldugu igin u'(zy) sifira esit olamaz, yani
u' (x3) < 0’dir. Sonug olarak

/7 / /

W, p321) = u(z1)g (21) = u (21)p(21) = —u (21)p(21) <0 (4.1.6)

ve

’

W (u, @5 22) = u(w2) (x2) — u (x2)p(x2) = —u'(w2)p(w2) 2 0 (4.1.7)

elde edilir. Fakat u(x) ve op(x) fonksiyonlarmin Wronskian: isaret degistiremez.
Boylece (4.1.6) ve (4.1.7) celisir.Buradan 1,29 € [a,¢) durumu igin ispat
tamamlanmistir.Simdi (21, 22) araliginda wu(z) fonksiyonunun negatif, ¢(z)
fonksiyonunun ise pozitif oldugu durumu arastiralim.Bu durumda u(z;) = 0 ve
Va € (x1,72) i¢in u(x) < 0 oldugu igin

u(zy + h) <

W () = lim AELED) Zulz) <0 (4.1.8)

R10 h k|0 h

elde edilir. Eger «/(z1) = 0 olursa, u(x;) = 0 oldugu i¢in u(x) fonksiyonu (4.1.1)
denkleminin u(z;) = u'(z1) = 0 baslangig sartlarin saglayan ¢oziimi olur. Fakat
up(x) = 0 fonksiyonu da ayni diferansiyel denklemin ayni baslangig sartlarini saglayan
¢Oziimiidiir. Coziim tek oldugu i¢in u(x) fonksiyonu ozdes olarak sifir olur. Bu ise
kabuliimiiz ile ¢elismektedir. Dolaysi ile u/(z1) # 0 ve u/(z1) < 0 elde edilir, yani

u'(z1) < 0 elde edilir. Benzer bi¢imde u/(x2) > 0 elde edilir. Bu durumda

! ! !

W(u, p;m1) = u(wy)p (1) —u (21)@(21) = —u (z1)9(21) > 0 (4.1.9)
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ve

/ ’ /

Wu, 9;29) = u(2)p (22) — u (w2)p(w2) = —u (22)p(x2) <0 (4.1.10)

esitlikleri bulunur. W (u, ¢;z) fonksiyonu [z1,xs] araliginda siirekli ve bu araligin
ug noktalarinda isaretleri ters oldugu igin (sol ugta negatif, sag ucta pozitif) 3z, €
(21, z2) meveuttur ki W (u, ¢;x¢) = 0 olur. Bu durumda u ve ¢ lineer bagiml olur.
Bu ise teoremin sartlarn ile celismektedir. Bu durum i¢in de ispat tamamlanmis
oldu.

Ikinci olarak x1,z, € (c,b] durumunu ele alahm. Aksini kabul edelim yani ¢(z)
fonksiyonunun (21, x,) araligmda sifir1 olmasm. Ik 6nce u(x) ve ¢(z) fonksiyonlarmm
her ikisininde (x,25) araliginda pozitif oldugunu kabul edelim. wu(z;) = 0 ve

Vo € (21, 22) igin u(z) > 0 oldugundan

u@th) (4.1.11)

) ~ou(wg +h) —u(r)
s T ST

u(z1) = 0 ve u(z) asikar olmayan ¢oziim oldugu igin u (x1) sifira esit olamaz, yani

u' (z1) > 0’dir. Benzer sekilde; u(zy) = 0 ve Vo € (21, 73) igin u(x) > 0 oldugundan

ulwe+h) (4.1.12)

/ ou(me+h) —ulzy)
B A
u(wy) = 0 ve u(z) asikar olmayan ¢oziim oldugu igin u'(zy) sifira esit olamaz, yani
u'(z3) < 0’dir. Sonug olarak

! ! !

W (u, ;1) == u(x)p (x1) —u (z1)e(x1) = —u (1)@(z1) <0 (4.1.13)

ve

! ! !

W (u, @;22) == u(x)p (x2) —u (z2)p(xs) = —u (2)@(z2) >0 (4.1.14)

elde edilir.  Fakat wu(z) ve ¢(z) fonksiyonlarmin Wronskian degerleri isaret
degistiremez. Boylece (4.1.13) ve (4.1.14) celisir. Buradan =, z2 € (¢,b] durumu
icin ispat tamamlanmistir. Son olarak a < x; < ¢ < 29 < b durumunu diistinelim.
Ik 6nce u(z), p(z) > 0 kabul edelim. Yani

1) Vo € (x1,¢) igin u(x) > 0, p(z) > 0 ve Vo € (¢,xq) igin u(z) > 0, ¢(x) > 0
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durumunu inceleyelim. u(2s) = 0, u' () # 0 oldugundan

i () = lim u(ze + h) — u(zs)  lim u(xe + h)

<
n10 h h10 h 0

dir. u'(22) # 0 oldugu icin u (z3) < 0 elde edilir. Boylece

/

W (u, @; 22) = u(22)¢ (22) — u (22)p(2) = —u' (v2)p(x2) > 0 (4.1.15)

elde ederiz. oy — asfy > 0 kosulunu goz oniinde bulundurarak ve (4.1.2)-(4.1.3)

iletim kosullarim kullanarak

W(u,p;x9) = W(u,p;¢+0) =u(c+0)p

(aru(c = 0) + B’ (¢ — 0)) (azgp(c = 0) + Bo

(azu(c — 0) + Bau' (¢ = 0)) (argp(c — 0) + fip

= (a1fy — aafh)(u(c = 0)¢ (¢ — 0) = u'(c — 0)p(c — 0))
(@182 — o)W (u, ;¢ — 0) = (a1 82 — a231)W (u, @3 21)

= —(1fy — afB)u (1) (1) (4.1.16)

(¢4 0) = (c+ 0)p(c + 0)
(c—0)
(
(

/

c=0))

elde edilir. u(x1) =0, u'(x1) # 0 ve Vo € (21, 72) icin u(z) > 0 oldugundan, u(x)
¢Oziimii o1 noktas civarinda artmaktadir. Béylece u'(z;) > 0'dir. Ayrica u(x) ve
@(x) fonksiyonlarin Vz € [a,c) U (¢, b]'de u(x), p(z) > 0 olarak kabul ettigimizden
(4.1.16) ifadesinden

—<04162 — agﬁl)ul(xl)gp(xl) <0 (4117)

elde ederiz. Fakat (4.1.15) ve (4.1.17) gelismektedir. Bdylece bir ¢eliski elde ettik.
Boylece Vx € (x1,¢) igin u(z) > 0, p(z) > 0 ve Vx € (¢, z2) i¢in u(z) > 0, p(x) > 0
durumu igin ispat tamamlanmis oldu.

Simdi Vz € (21, ¢) i¢gin u(z) > 0, ¢(z) > 0 ve Vz € (¢, 22) igin u(z) > 0, ¢(z) <0

durumunu arastiralim. Bu durumda benzer bi¢imde u/(z1) > 0, u/(z2) < 0 ve
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dolayisiyla

’

W (u, @3 1) = u(z1)g (x1) — u (z1)p(21) = —u (21)@(21) <0

elde edilir. Ayrica

/

W (u, @ @) = u(2) (x2) — U (x2)p(w2) = —t (22)p(w2) < 0

(4.1.18)

bulunur. Wronskian bir aralikta isaret degistiremedgi i¢in sonuncu esitsizlikten

W(u,p;¢+0) <0

esitsizligi elde edilir. Gegis sartlarindan yararlanarak

/

(4.1.19)

W(u,p;¢—0) =u(c—0)p (c—0)— u (c—=0)p(c—0) = —u'(c —0)p(c—0) (4.1.20)

ifadesinin isaretini inceleyecegiz.u ve ¢ ¢oziimleri gecis sartlarini sagladiklar: igin
H H H

w(c+0) = oqulc—0)+ B (c—0)
u(c+0) = agulc—0)+ Bt (¢ —0)
p(c+0) = aip(c—0)+ by (c—0)
P c+0) = asp(c—0)+fap (c—0)

esitlikleri saglanir. a3, — as3; # 0 oldugu icin

Qg , 51

Qs , 52

T =

madtrisinin tersi mevcuttur. Bu matrisin tersini

5217 61

a27 62

T .=
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_ 1

. . . —1
ile gosterelim. detT™" = =

oldugu i¢in

1
detT7' = ———— 40
06152 - 06251 7&

olacak. O halde (4.1.21) — (4.1.25) esitliklerini

u(c+0) o, P u(c—0)
u'(c+0) g, [ u'(c—0)

bigiminde yazarak her iki tarafa 7-! doniistimii uygularsak

u(c — 0) a, B u(c +0)
U,(C — 0) &2 3 52 U,(C -+ 0)

esitligini yani,

u(c—0) = aulc+0)+ G (c+0)

!

W (c—0) = doulc+0)+ Bou'(c+0)
elde edilir. Tamamen benzer bigimde

elc—0) = ayp(c+0)+ 5190/(0 +0)

’

p(c—=0) = &ggo(c—l—())—l-gwl(c—irO)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden yararlanarak

W(u,p;¢—=0) = u(c—0)¢ (c—0)—u (c—0)p(c—0)

(4.1.27)

(4.1.28)

(4.1.29)

(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.32)

= (qqu(c+0) + glu/(c +0))(azp(c+0) + 5%0/ (c+0))

—  (@aulc+ 0) + Botd (¢ + 0))(@r(c + 0) + B (c + 0))

= (a1 — B)W(u,p;c+0) >0
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elde edilir. Wronskian bir aralikta isaret degistiremeyecegi i¢in (4.1.18) ve (4.1.33)-den

Vo € (x1,c¢) igin

W(u,p;x) =0 (4.1.34)

elde edilir. Buise u ve ¢ ¢oziimlerinin lineer bagimsiz oldugu varsayimi ile celismektedir.
Boylece Vx € (x1,¢) igin u(z) > 0, p(z) > 0 ve Vr € (¢, z2) i¢in u(z) > 0, p(x) <0
durumu i¢in de ispat tamamlanmis oldu.

Diger

o Vre(r;,c) i¢in wu(x)>0 , ¢x)>0 ve
Vo € (c,z2) igin wu(x) <0 , ¢(z)>0

e Vre(x,c) igin wu(x)>0 , @@ >0 ve
Vo€ (c,z2) i¢in  u(x) <0 , ¢(z)<0

e Vre(x,c) igin wu(x)>0 , ¢r)<0
Vo € (c,z2) i¢in  wu(x) >0 , ¢(z)>0

e Vre(x,c) igin wu(x)>0 , ¢x)<0
Vo € (c,z2) i¢in  u(x) <0 , ¢(z)>0

o Ve (x;,c) igin wu(z)>0 , ¢x)<0

Vo € (c,z2) igin  wu(x) >0 , ¢(z)<0
o Vre(r,c igin wu(z)>0 , o) <0
Vo € (c,x9) igin  wu(x) <0 , ¢(z)<0

o Vre(r,c igin u(z)<0 , ¢x)>0

Vo € (¢,x9) igin  wu(x) >0

5
-2
e}

o Vre(r,c igin wu(z)<0 , ¢x)>0

5
-2
S

Vo € (¢,x9) igin  u(x) <0

o Vre(x,c) i¢in wu(x)<0 , ¢x)>0

Vo € (c,x9) igin  wu(x) >0 , ¢(z)<0
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e Vre(x,c) igin wu(x)<0 , ¢x)>0
Vo € (c,z2) i¢in u(x) <0 , ¢(z)<0

e Vre(x,c) igin wu(x)<0 , ¢r)<0
Vo € (c,z2) igin  wu(z) >0

5
a2
(e

e Vre(x,c) igin wu(x)<0 , ¢r)<0
Vo€ (¢,z2) igin  wu(z) <0

5
=
S

e Vre(x,c) igin wu(x)<0 , ¢r)<0
Vo € (¢,z2) igin  wu(z) >0

5
-2
S

o Vre(r,c igin wu(z)<0 , o) <0
Vo € (c,x2) igin  wu(x) <0 , ¢(z)<0

durumlari i¢in ispat benzer bicimde yapilir.

Ispat tamamlandu.

Teorem 4.1.4. (4.1.2) ve (4.1.3) iletim kosullarin saglayan iki aralikh (4.1.1)

diferansiyel denkleminin her asikar olmayan ¢oziimiiniin tiim sifirlar1 basittir.

Ispat. Ispat1 olmayana ergi yontemi ile yapacagiz. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.3)

probleminin dyle bir y(x) ¢oziimii ve dyle bir xy € [a, ¢) U (¢, b] noktast mevcuttur ki

!

Y(wo) =y (z0) =0

esitlikleri saglanir. xy € [a,c) ve g € (¢, b] durumlarim ayri-ayrilikta ele alacagiz.
Ik 6nce zy € [a, ¢) durumunu ele alalm. g(zo) =7 ' (x0) = 0 oldugu icin literatiirden
iyi bilinen varlik ve teklik teoremi geregi Va € [a,c) i¢in y(z) = 0 olur. O halde

y(c—0)=0ve y(c —0) =0 elde edilir. y(x) ¢oziimii gegis sartlarimi sagladigy i¢in
J(c+0)=aglc—0)+ 67 (c—0)=0

7 (c+0) = anfi(c —0) + Bof (c—0) =0

elde edilir. Simdi varlik ve teklik teoremini (c,b] yar1 agik araliginda uygularsak

Vz € (c,b] igin y(z) = 0 elde edilir. Benzer sekilde xq € (c, b] alirsak, varlik ve teklik
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teoremi geregi Vo € (c,b] icin 7(z) = 0 elde edilir. Buradan 7(c+0) =7 (c+0) =0

elde edilir. y(z) ¢oziimi gegis sartlarim sagladigy igin
0=7(c+0)=aj(c—0)+ (7 (c—0) (4.1.35)

0=7(c+0) = af(c—0)+ By (c—0) (4.1.36)

esitlikleri bulunur. Yani
(e —0)+ 51y (c—0)=0 (4.1.37)

asfi(c = 0) + g (¢ — 0) = 0 (4.1.38)

esitlikleri elde edilir. Tk esitligi B, ile, ikinci esitligi —/3; ile carparak taraf tarafa
toplarsak

(182 — a2f1)y(c = 0) =0
esitligi bulunur. a0y — asf; # 0 oldugu icin y(c — 0) = 0 elde edilir. Eger (4.1.37)

esitligini o ile, (4.1.38) esitligini ise —a; ile garptiktan sonra taraf tarafa toplarsak

(aafy — a1f2)y (c—0) =0

ve apf —ay By # 0 oldugu icin 7 (c—0) = 0 bulunur. Boylece 5(c—0) =7 (¢c—0) =0
elde edilir. O halde varlik ve teklik teoremi geregi Vo € [a, ¢) i¢in y(z) = 0 elde edilir.
Yani bu durumda da Vz € [a,¢) U (¢, ] icin §(z) = 0 elde edildi. Ispat bitti.

4.2. Karsilastirma Teoremleri

Asagida [a, c) U (c, b] iki arahiginda siirekli ve f(c+0) = lim._o f(c = |¢|) sonlu limit
degerlerine sahip olan tiim reel degerli f : [a,c) U (¢,b] — R fonksiyonlarin uzayimi

Cla,c— 0] @ Clc+ 0,b] ile gosterecegiz.
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Teorem 4.2.1. ¢ € Cla,c — 0] ® Cle + 0,b] ve a10; = 1 ve f; = 0 oldugunu
varsayalim. Ayrica z € C®[a,c — 0] & CP[c+0,0] , z(c £ 0) # 0 fonksiyonun

"

2z (x) +q(x)z(x) =0, x€la,c)U(cb (4.2.1)

iki aralikli diferansiyel deklemin

siir kosullarini ve o = ¢ noktasinda (etkilesim noktasinda)

z(c+) = oz(c—)

Z(c4) = agz(c=)+ Bz (c—) (4.2.2)

iletim kosullarimi saglayan bir ¢oziimii oldugunu kabul edelim.

Ayrica y € CP[a,c — 0] @& CPc+0,b] , y(c £ 0) # 0 fonksiyonun

1"

y (z)+px)y(z) = 0, x€la,c)U(cb] (4.2.3)

yla) = 0 (4.2.4)

iki aralikli (4.2.3) diferansiyel denkleminin, (4.2.4) sinir kosulunu ve z = ¢ noktasinda

(etkilesim noktasinda)

y(c+) = ary(c—)

y(c+) = oay(e—) + Boy (c—) (4.2.5)

iletim kosullarimi saglayan bir ¢oziimii oldugunu kabul edelim.

Eger
c—¢ b
lim </ (p — q)2dx + / (p— q)szaz) >0 (4.2.6)

e—0 +e

ise, o halde;
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(4.2.3)-(4.2.5) smir deger iletim probleminin asikar olmayan her bir y € C®Ja,c —
0] @ CP[c+0,b] , y(c£0) # 0 ¢oziimii (a,c) U (c,b] iki araliginda en az bir sifira
sahiptir.

Ispat. y(z) , (4.2.3)-(4.2.5) probleminin herhangi bir asikar olmayan ¢oziimii olsun.
Eger y(z) ve z(x) lineer bagiml ise dyle ¢ # 0 mecvut olur ki Vz € [a,c) U (¢, b igin

y(x) = cz(x) olur. Bu durumda
y(b) = cz(b) =0

olur. Dolaysiyla y(z) ¢oziimiiniin (a, ¢) U (¢, bl-de en az bir sifirt mevcut olur.

Bu yiizden, y(x) ve z(x)’in lineer bagimsiz fonksiyonlar oldugunu varsayarak devam
edecegiz. Aksini kabul edelim ki Va € (a, c) U (¢, b] i¢in y(z) # 0 olsun. Vz € (a,c)U
(e, b] icin y(z) # 0 oldugubu kabul ettigimiz icin (4.2.1) ve (4.2.3) denklemlerini
kullanarak z(z" + gz) = 0 ve %(yﬂ + py) = 0 elde ederiz. Bu denklemlerden birini

digerinden ¢ikartarak

22 "

"
22 —

+q22 —pz2 =0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten

2,

esitligini elde ederiz. Buradan

g(yz” — zy”) = 2*(p(z) — q(x))
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esitligi bulunur. Bu esitlikteki yz" — zy" ifadesini integralleyerek

/(yzﬁ — 2y )dx = /yz dr — /zy dx
= / /zd

= y2' — / Zd(y) — 2y’ + / y'd(z)
i |

= y2 — yde — 2y + | /2 dx
= yz' =2y =W(y,2)
esitligi elde edilir. Buradan
2 W, 552) = 2(@)0e) = a(o) (42.)

denklemini elde ederiz.
y(a) = z(a) = 0 oldugundan y'(a) # 0 2'(a) # 0’dir. Aksi halde iyi bilinen varlik
ve teklik teoreminden y(x) ve z(x) ¢Oztimlerinin her birinin 6zdes olarak sifira esit

oldugunu elde ederdik. Boylece

A (4.2.8)

bulunur.(4.2.8) kullanarak ve y, z € C[a,c—0] @ C[c+0, b] oldugunu hesaba katarak
(4.2.7)'nin sol tarafinin [a, ¢) ve (¢, b] araliklarinda integrallenebilir oldugunu goriiriiz.
Simdi (4.2.7) esitligini [a, ¢) ve (¢, b] araliklarinda parga parca integrallersek ve (4.2.8)

ifadesini de goz ontinde bulundurarak asagidaki ifadeleri elde ederiz.

z(a+¢) '
st €>W(y, zia+ 5))

y(
— 181%1 (/ac—e %)/ Wy, z; x)dx + /cj; (%)/ W(y,z;x)dx)

TR CRCIECr| o) - (@) @s)  (129)

ct+e

lim (ﬁW(y, za)| D — &W(y, z;b) —
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Boylece
? (a)
y'(a)

elde edilir. z(a) = z(b) = 0 oldugundan (4.2.9) esitligi asagidaki formda yazilr.

lim “ate)
cla y(a +¢)

Wiy, z;a+¢) = Wy, z;a) (4.2.10)

ot [ (Y - [ (M)
::lc%M@—@wnﬁmmx+[iymw—q@»fmmx 42.11)

(4.2.2) ve (4.2.5) iletim kosullarim ve 1 = 0 oldugunu kullanarak

yc+0)  awlc—0)  ylc—0) (4.2.12)

elde ederiz ve ayrica

W(y,zc+0)=y(c+0)z (c+0)—y (c+0)z(c+0)
= (o1 — a2B1)y(c—0)z (C —0) — (a1 — 04251)59»2,(0 —0)(c—0)
= (ufr — aaB)W(y,z;¢—0) =W(y,z;¢+0)
0) =

= W(y,z;c— W(y,z;¢c+0) (4.2.13)

esitligini elde ederiz.(4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13)’den

() e (M)

= /C (p(z) — q(x))z*(z)dx —l—/ (p(x) — q(z))2*(x)dr >0 (4.2.14)

c+0

denklemi yazilir. y(z) ve z(z) lineer bagimsiz oldugundan, sol taraf negatiftir ve
buradan bir celiski elde ettik. Boylece y(z)-in (a,c) U (¢, b] araliginda en az bir sifir1

olmalidir. ispat tamamlandi.

Not 4.2.2. Teorem (4.2.1)’in (4.2.6) kosulu daha giiclii tutulursa yani;

c—e b
liné (/ (p — q)2*dx + / (p— q)szx) >0 (4.2.15)
e a cte
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olursa, o halde y(z) ¢dziimiiniin (a, ¢) U (¢, b) kilmesinde en az bir sifir yeri oldugunu
gosterebiliriz. Bunu olmayana ergi yontemi ile kanitlayacagiz. Yani (4.2.15) sart
saglandigr durumda Vz € (a,c) U (¢, b) igin y(z) # 0 oldugunu kabul edecegiz. Bir
onceki teorem geregi y(x) ¢oziimiiniin (a, c¢) U (¢, b] -de en az bir sifir yeri mevcuttur.
y(x) ¢ozlimii 6zdeslik olarak sifir olmadigy igin lineer diferansiyel denklemler igin
baslangig-deger probleminin ¢oztimlerinin varhigr ve tekligi hakkinda teorem geregi
y'(b) # 0 olur. Simdi limitler icin Hospital kuralindan yararlanarak
2(b) _ 2 (b)

iifim R0

esitligini elde ederiz. Bu durumda (4.2.14) esitligi ile ¢eliski elde edilir. Ispat bitti.

Teorem 4.2.3.

AN

(Ki(r)z)

I\

(K(2)y )

+ o1(z)z=0 x € [a,c) U (c,b] (4.2.16)

+ o(x)y=0  x€la,c)U (b (4.2.17)

seklinde verilen iki tane iki aralikh diferansiyel denklemlerde; K7 > 0, Ky > 0 ve
Ky, K ; [a,c) ve (c,b] araliklarinda siirekli diferansiyellenebilir ve K;(c £+ 0) # 0,
Ki(c+0), Kylc+0)#0, Ky(c+0)sonlu limit degerlerine sahip fonksiyonlar
olsun ve 1,09 ; 01(c£0) , 02(c£0) sonlu limit degerlerine sahip, her [a, c) ve (¢, b]
araliginda siirekli fonksiyonlardir. Ayrica z = z(z) € CP[a,c — 0] @ CP[c + 0, ],
verilen ilk denklem (4.2.16)min z(c40) # 0, 2'(c40) sonlu limit degerlerine sahip,

2(c+0) = az(c—0)
KI(C—O) ’

Ki(c+0)z(c+0) = apz(c—0)+ — ——22(c=0) (4.2.18)

iletim kosullarim saglayan asikar olmayan bir ¢oziimii olsun.
Ayrica y = y(z) € CPa,c — 0] & CP[c+0,0] , y(c£0) #0, y'(c+0) sonlu limit

degerlerine sahip ikinci denklem (4.2.17)'nin asikar olmayan bir ¢6ziimii olsun ve,

y(c+0) = aqy(c—0)
Ky(c—0)

Kylc4+0)y (c+0) = agy(c—0)+ e Y (c—0) (4.2.19)
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iletim kosullarini saglasin.Ayrica varsayalim ki z(a) = z(b) =0, y(a) =0 ve

i | [ ) - Ko @2+ [ () — Kalw)(= (@)

el0 +e

> lim [ / T (o0(5) — oa(a) () d + / b (al(x)—ag(x))f(x)dx} (4.2.20)

el0 +e

olsun. O halde y(x)’in (a,c) U (¢, b] 'de en az bir sifir1 vardur.

Ispat. y(x) ve z(z) ¢oziimlerinin lineer bagimli oldugu durumda sonug asikar olarak
dogrudur. Bu yiizden sadece y(z) ve z(z)’in lineer bagimsiz oldugu durumu goéz

6niinde bulunduracagiz. Aksini kabul edelim ki y(x)’in (a, ¢)U(c, b] de sifir1 olmasin.

Sonra ilk denklem (4.2.16)’y1 z(z) ve ikinci denklem (4.2.17)’yi Z;((f)) ile carpip bir

denklemi digerinden ¢ikartarak daha sonra da parca parca integralleyerek asagidaki

Picone tipindeki formulii elde ederiz.

i ([ i)~ K)o+ [ () — Kalw)(= ()

el0 +e

_ 4 ( / " (04(x) — oa() (@) + / " (o) 02(;;;))22(.9;)653;)

€l0 +e

([ e Lo (M)

b ct+e

(4.2.21)

z / ’
— i —(K — K
im (y( 1Y% 2y Z))

a-+t+e c—e

y(a) = 0 ve z(a) = 0 oldugundan, diferansiyel denklemler teorisinden iyi bilinen
varlik ve teklik teoreminden 3 (a) # 0 ve z'(a) # 0 elde ederiz. Simdi iyi bilinen

Hospital kuralini kullanarak

i (2000~ Kan'2)) | = S0 0012 )~ Kot (20
- 2K @) (@)~ Kala @)2(a)) = 0 (1:222)

elde ederiz. Ayrica (4.2.18)ve (4.2.19) iletim kosullarimi kullanarak

c+0
=0  (4.2.23)

c—0

ct+e

. V4 / /
151%1 <§(K1yz — Ky z))

V4 ’ ’
= (;(Klyz — Ky Z))

c—¢&
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yazabiliriz. O halde (4.2.21) Picone formiiliiniin asagidaki genellestirilmis formunu

elde ederiz.

/aco A (W(z,z)>2dx+/c” K, (W)de <0 (4.2.24)

+0

Tim (a,c) U (¢,b)'de Ko(z) > 0 ve W(y, z;z) # 0 oldugundan (4.2.24)’lin sol tarafi

kesinlikle pozitiftir. Boylece bir celiski elde ettik ve ispat tamamlanda.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki Teorem (4.2.3)’de verilen (4.2.20) sart1 hari¢ tiim
sartlar1 saglanir. Ayrica

b
’

/ (K (x) — Kalo))(2 (2)dr + / (10) ~ Kofa)( (0) il

> /C (o1(x) — 09(2))2*(x)dz +/ (01(z) — o2(2)) 2% (2)dr  (4.2.25)

+0

sartin sagladigin kabul edelim.O halde y(x) ¢6zlimiiniin (a, c)U(c, b) agik iki-araliginda

en az bir sifir1 mevecuttur.

Ispat. Tk 6nce y ve z ¢oziimlerinin lineer bagimsiz oldugu durumu inceleyelim.
Teorem (4.2.3)-iin ispatinda elde edilen (4.2.21), (4.2.22) ve (4.2.23) formiillerinin
bu teoremin sartlar1 altinda da gegerli oldugu agiktir. O halde (4.2.21), (4.2.22) ve
(4.2.23)formiillerinden ve (4.2.24) sartindan

/:_0 K, (W(;/,z)>2dx + /; K, (%)zdz <0 (4.2.26)

esitsizligi elde edilir. Va € (a,c) U (¢,b) icin Ky(x) > 0 ve ayrica y ve z lineer

bagimsiz ¢oziimler oldugu i¢in ve Vz € (a,c¢) U (¢,b) y(z) # 0 ve z(z) # 0 oldugu

W 2
Yy
olacak. Bu durumda

/aco X (W(z,z))deJr /; K, (W(gyJ, z)>2d$ » .

i¢in Vz € (a,c) U (e, b) i¢in
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Fakat (4.2.27) esitsizligi (4.2.26) esitsizligi ile gelismektedir. Bdylece y(z) ve z(z)
coziimlerinin lineer bagimsiz oldugu durum i¢in ispat tamamlanmis oldu. Simdi ise
y(x) ve z(x) ¢oziimlerinin lineer bagimli oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda
her z igin

Wy, zz) =

olacagindan

/ac—o K, (W(;/, z))2 d + /jo Ko (Wf dr =0 (4.2.28)

elde edilir. O halde (4.2.21), (4.2.22) ve (4.2.23) ve (4.2.28)-den

b
’

[ @)~ ) @) + [ (510) = Kafo) (@)

— /C_ (o1(x) — 0o(x)) 2% (x)dx +/ (o1(x) — 0o(2)) 2% (w)dz =0 (4.2.29)

+0

elde edilir. Bu ise teoremin (4.2.25) sart1 ile gelisiyor. Boylece teoremin ispati

tamamlanmis oldu.

Teorem 4.2.5. 2 € CPa,c — 0] ® CP[c+0,b] , 2(c £ 0) # 0 fonksiyonu

AN

(Kyi(x)u) (z) + o1(z)u=0 x € [a,c) U (c,b] (4.2.30)
iki aralikli diferansiyel denkleminin

u(c+0) = aqu(c—0)

Ki(c4+0)u'(c4+0) = au(c—0)+ Wu/(c —0) (4.2.31)

iletim kosullarimi saglayan bir ¢oziimii oldugunu varsayalim ve y € C®@[a,c — 0] @

C@[c+0,b] , y(c+0) # 0 fonksiyonu

/AN

(Kay(x)u) (z) + o2(z)u =0 (4.2.32)
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denkleminin [a, c) U (¢, b] tizerinde ayn (4.2.31) iletim kosullarim saglayan bir reel
¢Oziimii olsun. Burada K;, (i = 1,2) [a,c¢) U (¢, b]’de siirekli diferansiyellenebilir
Ki(c£0) # 0, K; (c+0) sonlu limit degerlerine sahip fonksiyonlardir ve o;
la,c) U (c,b]’de siirekli o;(c £ 0) # 0 sonlu limit degerlerine sahip fonksiyonlardir
(i=1,2). [a,c)U(c, b] araliginda K;(z) > Ko(z) > 0, o1(x) < 03(x), o1(x) # oa(x),
Ki(z) # Ky(x) ve z(a) = 2(b) =0, 2(c£0) # 0 olsun. O halde y(z)’in (a,c) U (¢, b)

iki agik araliginda en az bir sifir1 vardir.

Ispat. Aksini kabul edelim ki y(x)’in (a,c) U (¢, b) acik iki arahginda sifir1 olmasmn.
O halde Teorem (4.2.3)’den

/ (K — K (@) 4 (01 — 00)2(2))da

o [ K - el

N /:‘Kz (y($)2/<x1/(_yc§/($)2(x)) dwréi)[@ (y(x)Z'(wL(—x;/(x)Z(w)) e

= g )2 (@) — Ky (@)2@)] & + 2D [Kay(@)2 (o) — Kay (2)2(2))

()

elde ederiz. o9 > 01, Ki(x) > Ky(x) > 0 kosullarim ve (4.2.22)-(4.2.23) esitliklerini

~—

(x

<
<

kullanarak

/C K, <y(x)z/(x) - ?/(x)z(l’)ydx 4 /b K, (y(x)z/(@ — y/(x)z(x)fdx <0

y(z) + y()

elde ederiz. Bu bir geliskidir. Boylece y(z) (a,c) U (¢,b) agik iki araliginda sifir

olmalidir.
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4.3. 1Iki Aralikli Sturm-Liouville Denklemleri

Bu kesimde Iki ayrik [a, ¢) ve (¢, b] arahklarinda tamml olan

Ly := % (p(x)%) +q(x)y =0, z € [a,c) U (c,b] (4.3.1)

Sturm-Liouville diferansiyel denklemini inceleyecegiz. Bu denklemin [a, ¢)-de tanimh
olan ¢oztimiine sol ¢oztim (¢, b] araliginda tamimli olan ¢dziimiine ise denklemin sag
¢oziimii diyecegiz. Ayrica = c gegis noktasinda bu ¢oziimleri birbirine "baglayan”
ilave ek sartlar tanimlayacagiz (aksi durumda (4.3.1) diferansiyel denklemi birbirinden
bagimsiz olan iki ayr1 diferansiyel denkleme ayristirilmis olur). Tez calismasinda

(4.3.1) diferansiyel denkleminin
y(c+0) =ay(c—0),  y(c+0)=py(c—0) (4.3.2)

gecis sartlarini saglayan coziimlerini inceleyecegiz.

Tanwm 4.3.1. (4.3.1) Sturm-Liouville denkleminin ve (4.3.2) gegis sartlarinin olusturdugu
probleme iki aralikli Sturm-Liouville denklemi diyecegiz (kisaca 2A-SLD ile gosterecegiz).

2A-SLD'nin ¢oztimlerini asagidaki yeni fonksiyon uzaylarii tanimlayacagiz.

C9%a,¢c—0] = {f:[a,¢) — R]| f fonksiyonu her z € [a, ¢) noktasinda siireklidir ve
f(c—0):= }llin% f(c— |h]) sonlu limiti mevcuttur.(yani f fonksiyonu
la, c) yart agik araligindan [a, ¢|] kapali araligina stirekli olarak devam

ettirilebilir.)}

COc+0,0] = {f:(c,b] — R| f fonksiyonu her = € (¢, b] noktasinda siireklidir ve
flc+0):= }llir% f(c+|h]) sonlu limiti mevcuttur.(yani f fonksiyonu
[c, b) yar1 acik araligindan [c, b] kapali araligina siirekli olarak devam

ettirilebilir.) }
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CO%a,c—0 @& COc+0,0]

- {f@){fﬂ@’ me@ﬂﬁeﬁEC%mOkbeCk+QH}

fa(x), =z € la,c)ise
CWa,c—0] = {f:[a,c) = R| f, fr, f® €Cla,c—0]}, k=1,2,...
CPe+0,0] = {f:(c,b] = RIf.f .. [P eCle+0,b]}, k=12 .

CPa,c—0] @ CW[c+0,b

i— {f(x) = { hia), = €lof]ise | f1 € C*[a,c— 0], fo € C*[c+0, b]}

fa(z), =z €la,c) ise

C9%%+0,e—=0] = {f:(a,c)— R| f fonksiyonu Yz € (a, ¢) noktasinda siireklidir ve

f(a+0) ve f(c—0) sonlu limitleri mevcuttur}

CO%+0,b—0] = {f:(c,b)— R| f fonksiyonu ¥z € (¢, b) noktasinda siireklidir ve

f(c+0) ve f(b—0) sonlu limitleri mevcuttur}

CO [a+0,c—0] & CVc40,b— 0

= {f(:v){fl(x% v € (e bl ise f1EC’O[CH—O,C—O],fQGC’O[c+O,b—O]}

fo(z), x €la,c)ise
C®a4+0,c—0 = {f:(a,¢)—= RIf, [ f" ... f® e COla+0,¢—0]}
C®e+0,6—-0] = {f:(c;0) = RIf, f' f" s f¥ € COlc+0,b—0]}
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C® Ja+0,c—0&CP[c+0,b—0]

- fz) = fi(z), x € la,c)ise |f1EC(k)[avLO,c—O],fgEC(’“)[C—i—O,b—O]
fo(z), x € (c,blise

C®(a,c) @ CW(c,b)
_ {f(:r;) _ { fi(z), z € (c,blise | heC®(a0) f e C(k)(qb)}

fo(z), € a,c)ise

Burada

CO(dy,dy) = {f : (dy,ds) — R| f fonksiyonu Vz € (dy, d,) noktasmda siireklidir.}

CH(dy, dy) = {f : (dv,da) = R| f, ', v, fF € COdy, )} k=12, ...

gosterimlerinden yararlanilmistir.

(4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin katsayilariin asagidaki sartlar: sagladigini kabul edecegiz.

1. peCOa,c—0®C9c+0,b]

2. Vz €la,c)U (¢ b] igin p(z) >0

3. p(c—0)>0, p(c+0)>0

4. qe C9%a,c— 0] C9c+0,0

5. a#0, #0 (4.3.3)

Tanim 4.3.2.

D(L) :={f:[a,c)U(c,;b) = R| f e CY[a,c—0] @ CVc+0,b],
pf € CW(a,c)@CW(c,b)}  (4.3.4)

kiimesinde

Lfe=" (p<m>d—i> +a(x)y (4.3.5)



esitligi ile tanimh L : COfa, ¢ — 0] & COfc + 0,8 — CO[a, ¢ — 0] & COe + 0, 8]
operatoriine (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin trettigi diferansiyel operator diyecegiz.
Not 4.33. L operatoriiniin lineer operator oldugu apaciktir.

Tanwm 4.3.4. Tamm (4.3.2)-de tammbh olan L operatérii verilsin

Ly=0, ylc+0)=ay(c—0), ' (c+0)=py(c—0) (4.3.6)

esitliklerini saglayan her y € D(L) fonksiyonuna (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin ¢éziimii
diyecegiz.

Not 4.3.5. Vz € [a,c) U (¢,b] igin y(x) = 0 sartim saglayan y(z) fonksiyonunun
(4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin bir ¢éziimii oldugu agiktir. Bu ¢oziime asikar ¢oziim
denir. Ileride aksini 6zel olarak belirtmedigimiz siirece (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin

coziiminden bahsederken bu ¢oziimiin asikar olmayan ¢oztim oldugu varsayilacak.

Tek aralikli Sturm-Liouville denklemi ve bu denklemin ¢ozimii kavramlarini asagidaki

gibi tanimlayacagiz. Kapali ve sinirh [a,b] araliginda

Mu = % (r(x)Z—Z) + s(x)u =0z € [a,b] (4.3.7)

bi¢giminde kendine eslenik Sturm-Liouville diferansiyel denklemi verilsin. Asagidaki

sartlar sagladigini kabul edecegiz.

1) r,s€C9a+0,b-0]

2) Vz € (a,b) igin r(x) >0

3) r(a+0)>0, r(b—0)>0 (4.3.8)
Tanwm 4.3.6.
D(M) = {u|u e C'a,b], r' € C'(a,b)} (4.3.9)
kiimesinde
Mu = % (T(az)j—i) + s(x)u = € [a, b (4.3.10)
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esitligi ile tanimh

M:C%a+0,b—0] — C°a+0,b—0]

lineer operatoriine (4.3.7) tek aralikli Sturm-Liouville denkleminin tirettigi diferansiyel

operator denir.
Not 4.3.7. M operatoriiniin lineer operator oldugu apagiktir.

Tanum 4.3.8. M(u) =0 esitligini saglayan u € D(M) fonksiyonuna (4.3.7) Sturm-

Liouville denkleminin ¢oziimii denir.

Not 4.3.9. Aksini 6zel olarak belirtmedigimiz durumlarda (4.3.7) Sturm-Liouville

denkleminin y € D(M) ¢6ztimiinden bahsederken u # 0 oldugunu, yani u-nun asikar

¢oziim olmadigini kabul edecegiz.

Teorem 4.3.10.

Ly =4 (p(z)%) +q(z)y =0, z€la,c)U(cb

(4.3.11)
ylc+0) = ay(c=0), y(c+0)=py(c-0)
2A-SLD’i ve
My := dix (r(az)%) +s(x)u=0, x¢€la,b] (4.3.12)

tek aralikli Sturm-Liouville denklemi (1A-SLD) verilsin. (4.3.3) ve (4.3.8) sartlarinin
sagladigini ve y(z) fonksiyonun (4.3.11) 2A-SLD’nin asikar olmayan keyfi bir ¢dziimii
oldugunu kabul edelim. Ayrica x; € [a,¢) ve x5 € (¢, b] noktalarimm bu ¢éztimiiniin

iki ardisik sifir1 oldugunu ve
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sartlarimin saglandigini kabul edelim. O halde (4.3.12) SLD’inin u(x;) = 0 sarti
saglayan her asikar olmayan u(x) ¢oziimiiniin [z, ¢) U (¢, 22 kilmesinde en az bir

sifir1 mevcuttur.

Ispat. Teoremi olmayana ergi yontemi ile ispat edecegiz. Qi = [a,¢) , Qo = (¢, b]
, Q= Q1 UQy gosterimlerinden yararlanacagiz. Kabul edelim ki (4.3.12) SLD’inin
u(zy) = 0 ve Vo € (21, 22) N Q igin u(x) # 0 olacak bigimde en az bir u(z) ¢éziimi
meveuttur. Yz € (1, x2) NQ igin y(x) > 0 ve u(x) > 0 oldugu durumu inceleyelim.

Bu durumda

y(2)(Ly)(x) - %Wu)m 0 (4.3.16)

ozdesliginden ve iyi bilinen Picone formiiliinden (bak, (Swanson, 1968)) yararlanirsak

asagidaki esitlikleri elde ederiz.

/MZ ((p =) (%)2 — (q— s)y* +ru? (% (%>>2> I
SEp—

/:0 ((p —7) <Z—i)2 + (g — s)y” + 1’ (% (%))2) dz

Yy
I TTR—

Bu esitlikleri taraf-tarafa toplarsak ve

d (g) _ Wy, u)

dx \u u?2

ozdesliginden yararlanirsak, asagidaki esitligi elde ederiz.

/x:z ((p—r) (%)2 —(q—s)y* +r (W(z’u)f) da
+ /C:_O ((p—r) (%)2 —(g—9)y* +r <W>2> dx

Y To— Y c
= (E(py’u — Wu')) mf+8 — (E(py’u - ryu’)) |0 (4.3.17)
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Burada W (y,u) ile y(x) ve u(x) fonksiyonlarmin Wronskiani gosterilmistir, yani
Wy, u;z) = y(z)u' (z) — ¢ (z)u(x) (4.3.18)

y(x) ve u(z) fonksiyonlarmin lineer bagimh oldugu durumda &yle [ # 0 sabiti
mevecuttur ki, Vo € Q i¢in u(z) = ly(z) esitligi saglanir. Bu durumda u(xs) =
ly(x2) = 0 olur. Bu nedenle u(x)-in (x1,22) N Q kilmesinde en az bir sifirt meveut
olmus olur. Yani y ve u fonksiyonlar: lineer bagiml oldugu durumda teorem gecerli
olur. Simdi bu fonksiyonlarin lineer bagimsiz oldugu durumu inceleyecegiz. Bu
fonksiyonlarin lineer bagimsiz oldugunu ve Vz € (z1, x2] N Q i¢in u(z) > 0 oldugunu
kabul ettigimiz i¢in

d(3)
Ty le=z0 # 0 (4.3.19)

olacak bigimde en az bir z¢ € (z1, x2] N €2 noktast mevcuttur.

Clinkii eger Vo € (21, x2) N Q igin

d (y

— (2 -0
olsaydi, (v1,22] N Q arahginda £ fonksiyonu sabit fonksiyon olurdu ve dolayisiyla
y ve u fonksiyonlar1 linner bagimli olurdu. Fakat bu fonksiyonlarin lineer bagimsiz
oldugunu kabul etmistik. % € COa,c — 0] ® CO[c + 0,b] oldugu i¢in Vo €
(.’Eo - 5, xg + 5) N (.Tl, ZEQ] NneQ 1(;1I1

(d% (%)) (z) # 0 (4.3.20)

olacak bi¢imde en az bir 6 > 0 sayist mevcuttur. Bunu aksini kabul yontemi ile
gosterebiliriz. Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki V§ > 0 igin (zg — 6,20 +
9) N (1, 22] N Q kiimesinde
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olacak bigimde bir x5 noktasi mevcut olsun § = % , Ty = T, gosterirsek x,, —, o0 To

(% (%)) (22) =0 n=1,2,3, ...

esitlikleri elde edilir. Sonuncu esitlikte n — oo olarak limite gecersek

(£ )=

elde edilir ki, bu da (4.3.20) ile geliski olusturuyor. Ayrica Va € (zg — 0,29 + 0) N

ve

(21, x2) N igin
W(y,u;z) # 0 (4.3.21)

saglanir. O halde teoremin sartlarini da goéz oniine alirsak (4.3.17)-nin sol tarafinin
sifirdan biiyiik bir reel sayiya esit oldugunu elde ederiz. Eger u(x2) = 0 ise teoremin
ispat1 agiktir. Bu nedenle sadece u(z3) # 0 durumunu incelememiz yeterlidir. Bu

durumda

xlTu?z (%(py’u — ryu’)) ()=0 (4.3.22)

esitligi elde edilir. 2A-SLD’inin ¢6ziimiiniin tanim geregi lim,| ., (py'u — ryu’) (z)
limiti mevcuttur. Ayrica teoremin sartlarindan yararlanirsak

lim (py'u—ryu')(z) =0 (4.3.23)

T | 1
esitligini elde ederiz. Ote yandan y(z1) = u(z;) = 0 oldugundan ve y(z), u(x)
coziimleri asikar olmayan ¢oziimler oldugundan lineer diferansiyel denklemler teori-
sinden iyi bilinen varlik ve teklik teoremi (Naimark, 1967) geregi ¢'(x1 + 0) # 0

ve u'(x1 + 0) # 0 esitsizlikleri elde edilir. Analizden iyi bilinen L’Hospital kurali

(Bayraktar, 2010) geregi
i U0 Y150
im

z | z1 u(m) o U’(Il + 0) (4324)

esitligi saglanir.(4.3.22) ve (4.3.23) esitliklerinden

(y (py'u — ryu’)) (z14+0) = M(py’u — ryu’) (21 +0) = 0 (4.3.25)

u w'(z1 4+ 0)
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esitligi bulunur. O halde

UL e+ 0+ 00u(e) = eyt + 01 (0)

ylc=0) (1
u(c) (ﬁp

y(z(;)o) (p(c — 0)y/ (¢ — 0)u(c) — r(c)y(c — 0)u/(c))
(4.3.26)

tim (% (py'u = ryu)) ()

x| c

(c — )8y (c — 0)ulc) — r(c)ylc — o>u'<c>)

esitliklerini elde ederiz. (4.3.21) , (4.3.22) ve (4.3.25) esitlikleri geregi (4.3.26)
esitliginin sag tarafi sifira esittir. Sonug olarak (4.3.17) esitliginin sol tarafinin
sifirdan biiytk, sag tarafinin ise sifira esit oldugu celiskisi elde edildi. Aksini kabul
ederek celiski elde ettik. Boylece Va € (x1,22) NQ igin y(x) > 0 ve u(x) > 0 oldugu

durum i¢in teoremin ispat1 tamamlanmis oldu.

i) Vax € (r1,29)NQigin y(x) >0, u(x) <0
i) Vr € (x1,22) NQigin y(z) <0, u(z) >0
ve

i) Vr € (r1,22) N Qicin y(z) <0, u(r) <0

durumlar i¢in ispat benzer bicimde yapilabilir.

Teorem 4.3.11.

Ly =4 (p(2)%) +q(z)y =0, € la,c)U(c,b]

(4.3.27)
yle+0) = ay(c=0), y(c+0)=py(c-0)
2A-SLD’i ve
My = % (r(x)j—i) +s(x)u=0, x¢€la,b] (4.3.28)

tek aralikli Sturm-Liouville denklemi (1A-SLD) verilsin. (4.3.3) ve (4.3.8) sartlarinin
sagladigini ve y(z) fonksiyonun (4.3.27) 2A-SLD’nin asikar olmayan keyfi bir ¢dziimii

oldugunu kabul edelim. Ayrica z; € [a,c¢) ve 2 € (¢, b] noktalarinin bu ¢éziimiiniin
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iki ardisik sifir1 oldugunu ve

[ (<p<x> ~ o) (Y2 - ato) - S(x))(y(m))2> dr > 0(320)

y(cF0)#0 (4.3.30)
a=1, plc+0)= % p(c—0) (4.3.31)

sartlarmin saglandigim kabul edelim. O halde (4.3.28) SLD’nin u(z;) = 0 sarti

saglayan her u(z) ¢éziimiiniin (x, x2) N acik kiimesinde en az bir sifir1 mevcuttur.

Ispat. Bu teoremi de aksini kabul ederek celiski elde etme yontemi ile ispat edecegiz.
Kabul edelim ki (4.3.12) 1A- SLD’nin u(z;) = 0 ve Vo € (21, 22) N Q igin u(z) # 0
olacak bigimde en az bir u(x) ¢éziimi mevcuttur. Yine Va € (zq,22)NQigin y(x) > 0
ve u(z) > 0 oldugu durumum igin ispat yapacagiz. y(z) ve u(z) fonksiyonlarinin
lineer bagiml ve lineer bagimsiz olduklar1 durumlar ayr ayrilikta arastiracagiz.
Durum 1. 1Ilk 6énce y(x) ve u(z)-in lineer bagimh oldugunu kabul edelim. Bu
durumda 6yle [ # 0 sayist bulunur ki Vo € Q icin u(x) = ly(z) esitligi saglamr.
Dolaywsiyla u(z1) = ly(z1) = 0 ve u(zy) = ly(zy) = 0 elde edilir yani, u(x;) =
u(zy) = 0 olur. Ayrica Vx € (z1,¢) U (¢, x2) igin

W(y,u;z) =0

olacak. Bu durumda teoremin sart1 geregi (4.3.26)-nin sol tarafi sifirdan biiyiik olan
bir reel sayiya esit olacak. Ayrica lim,| ., (py'u — ryu’) (x) limitinin mevcut oldugu

ve

(py'u —ryu) (x2 — 0) =0

oldugu agiktir. T'eorem(4.3.8)'in ispatina tamamen benzer bigimde (4.3.26)-nin sag
tarafinin sifira esit oldugu ispat olunur. Béylece y(z) ve u(z)-in lineer bagimh oldugu
durum i¢in ¢eliski elde ettik. Dolayisi ile bu durum i¢in ispat tamamlanmis oldu.

Durum 2. y(z) ve u(z) fonksiyonlarinin lineer bagimsiz oldugunu kabul edelim. Bu
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durumda u(zs) = 0 ve u(zs) # 0 alt durumlarini ayri-ayrilikta incelememiz gerekir.
u(zz) # 0 durumu Teorem(4.3.8)’in ispatina tamamen benzerdir. u(x2) = 0 oldugu
durumu inceleyelim. Bu durumda teoremin sart: geregi (4.3.26) esitliginin sol tarafi
sifirdan biiyiik, sag tarafi ise sifira esit olur. Celiski elde edildi. Ispat tamamlanmis

oldu.

Sonug 4.3.12. Kabul edelim ki, T'eorem(4.3.8)’un (4.3.13) sart1 disinda tiim sartlar

saglanir. Eger Vz € (x1,22) N igin
p(x) > r(x), q(z) < s(x) (4.3.32)

sartlarn saglanirsa o halde u(z) ¢éztimiiniin (1, z3] NQ -da en az bir sifirt mevcuttur.

Sonug 4.3.13. Kabul edelim ki, Teorem(4.3.8)’in tiim sartlar1 saglanir ve en az bir

xo € (71, 72) NQ igin
[p(x0) — r(z0)| + [g(z0) — s(z0)| > 0 (4.3.33)

esitsizligi saglansin. O halde (4.3.12) tek-aralikli SLD-nin u(z;) = 0 sartini saglayan

her asikar olmayan u(x) ¢dziimiiniin (1, £2)NS2 kiimesinde en az bir sifirt mevcuttur.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonug

Bu tez calhismasinda Klasik Sturm-Liouville denklemlerinden farkli olan bir
diferansiyel denklemin ¢oziimleri i¢in salinim ve ayirma Ozellikleri arastirilmistir.
Arastirdigimiz Sturm-Liouville denklemi ortak ug noktas: (bu noktaya iletim noktasi
da denir ) olan iki ayrik yar acik [a, ¢) ve (¢, b] araliklarinda tanimhdir. = = ¢ ortak
u¢ noktasinda ise ¢oziimler iizerine gecis sartlar olarak adlandirilan iki tane ek sart
konulmustur. Ashnda iki farkli aralikta tanimh olan iki farklh diferansiyel denklem
arastirlmaktadir; ancak bu denklemler bir-birinden bagimsiz degildir, onlarin
coziimleri gecis-sartlar1 araciligy ile bir-birine bagimlh hale getirilmistir. Bu tir
diferansiyel denklemler literatiirde Mukhtarov ve Aydemir (2025), ¢ok-aralikl
diferansiyel denklemler olarak adlandirilmaktadir. Tez calismamizda iki-aralikl
Sturm-Liouville denklemlerin ¢oziimlerinin sifirlarinin davranislar: incelenmistir. Bu
kapsamda hem ayni bir iki-aralikli Sturm-Liouville denkleminin iki lineer bagimsiz
coziimiiniin  sifir  yerleri karsilastirilmistir hem de iki tane farklhi iki-aralikh
Sturm-Liouville denklemlerinin ¢oziimlerinin sifir yerleri karsilastirilmistir. Ayrica
Literatiirde ilk defa olarak bu tez calismamizda iki-aralikli Sturm-Liouville
denkleminin ¢oziimlerinin sifirlar1  Klasik (yani tek-aralikli) Sturm-Liouville
denkleminin ¢oziimlerinin sifirlar ile karsilastirilarak yeni sonuglar elde edilmistir.

Tezde elde edilen tiim sonuclar yenidir. Cok 06zel bir durumunda benzer klasik
sonuclar ile cakismaktadir. Bu nedenle tez ¢alismamizda elde edilen sonuglar bilinen
klasik sonuglar1 genellestirmektedir. Ayrica yeni tiir problemler arastirildidigy icin
tez sonuclar1 Klasik Sturm-Liouville teorisini ve bu teorinin yontemlerini daha da

gelistirmektedir.



5.2. Oneriler

Bu calismamizda sadece iki-aralikli Sturm-Liouville denklemleri arastirilmistir.
Benzer yontemler ile tig-aralikli ve genel olarak n-aralikli (n > 2,7 € N) Sturm-
Liouville denklemleri i¢in de salinim ve ayirma oOzelliklerri arastirilabilir.  Tez
calismamizda katsay: fonksiyonlar: 6zdeger parametresinden bagimsizdir. Katsay:
fonksiyonlarinin o6zdeger parametresine bagimli olan cok-aralikli Sturm-Lioville

denklemleri i¢in de benzer sonuglar elde edilebilir.
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