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ÖZET

İKİ ARALIKLI STURM-LIOUVILLE DENKLEMLERİ İÇİN SALINIM VE
AYIRMA ÖZELLİKLERİ

Öztürk, Sevda Nur
Doktora, Matematik Anabilim Dalı

Tez Danıșmanı : Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU
Eylül 2025, vii+82 sayfa

Bu tez çalıșmasında; iki aralıklı bir Sturm-Liouville denklemi için salınım ve ayırma
özellikleri araștırılmıștır. Tez așağıdaki biçimde düzenlenmiștir. Bölüm 1’de
araștırılan problemin bilimsel önemi ve uygulama alanları hakkında kısa bilgiler
verilmiștir. Bölüm 2’de tez konusu alanındaki literatürün özeti verilmiștir. Bölüm
3’te klasik Sturm-Liouville probleminin temel kavramları ve özellikleri verilmiștir.
Tezimizin orĳinal kısmı olan Bölüm 4’te iletișim noktasında tanımlı olan ek șartlar
ile verilmiș (bu șartlar geçiș șartları olarak adlandırılmaktadır) Sturm Liouville
denkleminin salınım ve ayırma özellikleri bulunmuștur. Sonuncu bölümde tezin
sonuçlarından bahsedilmiș ve bazı önerilerde bulunulmuștur.

Anahtar Kelimeler: İki Aralıklı Sturm-Liouville Denklemi, Salınım ve Ayırma
Özellikleri.

iii



ABSTRACT

OSCILLATION AND SEPARATION PROPERTIES FOR TWO-INTERVAL
STURM-LIOUVILLE EQUATIONS

Öztürk, Sevda Nur
PhD Thesis, Department of Mathematics

Thesis Advisor: Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU
September 2025, vii+82 pages

In this thesis, oscillation and separation properties for the two- interval Sturm
Liouville equation were investigated.This study is organized as follows. Chapter
1 provides brief information on the scientific significance and fields of application of
the problem under consideration. Chapter 2 provides an overview of the literature
on the topic of the thesis. Chapter 3 presents the basic concepts and properties of
classical Sturm-Liouville problem. In the main part of the thesis(Chapter 4) the
oscillation and separation properties of the two-interval Sturm Liouville equation,
together with additional transmission conditions at the communication point, (these
conditions are called transmission conditions) are found.

Keywords: Two-İnterval Sturm Liouville Equations, Oscillation and Separation
Properties.
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SİMGELER LİSTESİ
Simgeler Açıklamalar

L2[a, b] : [a, b] aralığında tanımlı olan ve mutlak değerinin karesi integrallenebilen

fonksiyonlar uzayı.(Lebesque Uzayı)

C[a, b] : [a, b] ⊂ R üzerinde sürekli fonksiyonların uzayı

Cn[a, b] : [a, b] üzerinde n. mertebeden sürekli türevlenebilen fonksiyonların uzayı

‖T‖ : Sınırlı lineer T operatörünün normu

T
1
2 : T operatörünün pozitif karekökü

‖x‖ : x’ in normu

〈x, y〉 : x ve y’ nin iç çarpımı
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1. GİRİȘ

Adi diferansiyel denklemlerin nitel teorisinin en önemli konularından biri de çözüm

fonksiyonlarının sıfır yerlerinin davranıșlarıdır. Bu tür davranıșların araștırılması

diferansiyel denklemin karșılaștırma ve salınım teorisinin temel konusudur. Bu konu

literatürde ilk defa 19. yüzyılın ortalarında Sturm ve Liouville tarafından araștırılmıș

ve en temel sonuçlar elde edilmiștir. Günümüze kadar bu konuda çok sayıda kitap

ve makale yazılmasına rağmen, konu güncelliğini korumakla kalmamıș, fizik ve diğer

doğa bilimlerindeki gelișmelere paralel olarak güncelliği ve önemi daha da artmıștır.

Çünkü fizik ve diğer doğa bilimlerinde ortaya çıkan yeni problemlerin çözümü için

klasik karșılaștırma ve salınım teorisinin de geliștirilmesi ihtiyacı doğmaktadır. Bir

çok fiziksel problemin matematiksel modeli iki ve çok-aralıklı Sturm-Liouville

problemleri biçiminde ifade edilmektedir. Genel olarak farklı fiziksel ve kimyasal

parametrelere sahip olan maddeler arasında gerçekleșen iletim problemleri çok-aralıklı

Sturm-Liouville problemlerine (SLP) indirgenmektedir.Klasik Sturm-Liouville

teoremindeki bir çok özellik çok-aralıklı Sturm-Liouville problemleri için sağlanmıyor.

Bu nedenle çok-aralıklı SLP-lerin incelenmesi teorik ve uygulamalı matematik

açısından çok önemlidir. Çok-aralıklı SLP-lerinde sınır șartları ile birlikte iletișim

noktasında tanımlı olan geçiș șartları da mevcuttur. Bu tür sınır-değer-geçiș

problemlerinin çözümlerinin (SDGP) salınım özelliklerinin incelenmesi son yıllarda

daha fazla ilgi görmektedir.

Bir çok fiziksel süreç incelenirken çözüm fonksiyonlarının ardıșık sıfırlar arasındaki

mesafeyi, belirli bir aralıkta bulunan maksimum sıfır sayısını ve ayrıca bu tür fiziksel

olayların modellenmesi sırasında ortaya çıkan diferansiyel denklemlerin bu özellikleri

arasında bir bağlantı kurmak ihtiyacı ortaya çıkıyor. Bu nedenle Sturm karșılaștırma

ve salınım teorisi giderek artan bir ilgi görmektedir. İki diferansiyel denklemin

çözümlerinin salınım hızını karșılaștıran Sturm karșılaștırma teoremi, genellikle

așağıdaki gibi formüle edilir:
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d

dx

(
p1(x)

du

dx

)
− q1(x)u = 0 (1.0.1)

d

dx

(
p2(x)

dv

dx

)
− q2(x)v = 0 (1.0.2)

diferansiyel denklemlerini ele alalım, burada pi(x), qi(x) (i = 1, 2) bir [a, b] aralığında

sürekli ve pi(x) (i = 1, 2), [a, b] aralığında türevlenebilir fonsiyonlardır. Eğer ∀x ∈

[a, b] için p1(x) ≥ p2(x) > 0, q1(x) ≥ q2(x) > 0 ve x1, x2 (1.0.1)’in bir u = u(x)

çözümünün ardıșık iki sıfırı ise o halde (1.0.2)’nin her v = v(x) çözümünün [x1, x2]

aralığında en az bir sıfırı vardır.

Belirtmeliyiz ki

− d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = λr(x) (1.0.3)

Sturm-Liouville denklemi doğa bilimlerinin bir çok dalının problemlerinde ortaya

çıkan bir denklem sınıfının tipik bir örneğidir. Yukarıdaki Sturm karșılaștırma

özelliği ile |λ|’daki bir artıș çözümün daha hızlı salınımını sağlar. Bu karșılaștırma

teoreminin bazı fiziksel yorumları vardır. Örneğin bir parçacık τ1(t) = −σ1(t)u

kuvveti altında u = 0’a çekildiğini ve bu parçacığın serbestlik derecesinin bire eșit

olduğunu kabul etiğimiz durumda

u
′′

+ τ1(t)u = 0 (1.0.4)

șeklindeki Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada t zaman değișkenidir. Eğer

τ2(t) ≥ τ1(t), τ2(t) 6= τ1(t)’yi sağlayan diğer bir parçacık τ2(t) = −σ2(t)v kuvveti

altında v = 0’a çekilirse, v
′′

+ τ2(t)v = 0 denklemi elde edilir. Bu durumda ikinci

parçacığın daha hızlı salınım yaptığı kuantum teorisinden bilinmektedir. Yani eğer

birinci parçacık u = 0’dan t1 ve t2 ardıșık zamanlarında geçerse, o zaman bu

anlar arasında ikinci parçacık (daha büyük bir kuvvete sahip) en az bir kez geçmiș

olacaktır.

Bilindiği gibi genel olarak Sturm-Liouville diferansiyel denklemlerinin tam (exact)

çözümleri bilinen klasik yöntemler ile bulunamaz. Bu nedenle tam çözümleri bilinme-

2



yen diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel özelliklerini araștırmak gerekir.

Salınım özellikleri en önemli niteliksel özelliklerden biridir. Günümüzde Sturm-

Liouville denklemi olarak adlandırılan ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denk-

lemlerin çözümlerinin salınım özellikleri, ayrıca iki farklı denklemin çözümlerinin sıfır

yerlerinin karșılaștırılması literatürde ilk olarak Sturm-Liouville tarafından

incelenmiș ve çok önemli sonuçlar elde edilmiștir (Sturm ve Liouville,1837). Adi

diferansiyel denklemler için klasik karșılaștırma ve salınım teorisi için Swanson (1968)

ve kısmi diferansiyel denklemler için Yoshido (2008)’ya bașvururuz. Ayrıca bu

teorinin uygulamalarına dair büyük bir literatür vardır.

Bu çalıșmada yeni tip problemler için bazı Sturm karșılaștırma ve salınım teoremlerini

genișletecek ve genelleștireceğiz.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Matematiksel fiziğin bir çok probleminin incelenmesinde etkin bir rol oynayan Fourier

yöntemi, genelleștirilmiș Fourier yöntemi, diferansiyel operatör denkleme indirgeme

yöntemi, Green fonksiyonu yöntemi v.s gibi yöntemlerin esaslandırılması için uygun

adi diferansiyel denklemlerin sınır değer problemlerinin spektral özelliklerinin

araștırılması gerekir. Bu da diferansiyel operatörler teorisinin esas konusunu

olușturmaktadır. Ayrıca özdeğer ve özfonsiyonların asimptotik ifadelerinin bulunması

ve özfonksiyonlar sisteminin, bazlık (ortonormal, Abel v.s bazlığı gibi) özelliklerinin

araștırılması gerekmektedir. Fiziğin ortaya koyduğu yeni problemlerin spektral

yöntemlerle incelenebilmesi için diferansiyel operatörler teorisinin daha da

genișletilmesi ve yeni araștırma yöntemlerinin geliștirilmesi ihtiyacı doğmuștur. Bu

yönde önemli çalıșmalar yapılmaktadır. Son yıllarda matematiksel fiziğin ortaya

koyduğu bir çok yeni ve güncel problemlere uygun olarak tanımlanan spektral

problemde özdeğer parametresi hem diferansiyel denklemde hem de sınır șartlarında

bulunmaktadır. Bu nedenle diferansiyel operatörler teorisinin böyle problemleri de

içerecek biçimde geliștirilmesi gerekmektedir. Bu yönde son yıllarda çok önemli

çalıșmalar yapılmıș ve yapılmaktadır.(Fulton(1980), Hinton(1979), Scheinder(1974),

Simon(2005), Yoshida(2008), Mukhtarov(1994), Mukhtarov ve Aydemir(2025))

18. yüzyılın ortalarından bașlayarak, diferansiyel ve integral hesabı alanındaki

gelișmeler fizikte de hızlı gelișmelere vesile olmuștur. İncelenen konular arasında

termodinamik ve ıșık, elektrik ve manyetizmanın problemleri de vardı. Bu ve bunlara

benzer süreçlerin araștırılması ihtiyacı diferansiyel denklemler için sınır değer

problemleri alanını olușturmuștur ve bu tarz problemlerin çözümü için farklı çözüm

yolları geliștirilmiștir.

D’Alambert(1747), Fourier (1820) ve Poisson (1823)’un çalıșmalarının diferansiyel

operatörler teorisinin gelișiminde önemli etkileri olmuștur. Homojen olmayan ince

bir teldeki titreșim problemini D’Alambert(1747) ve Euler (1764) çalıșmıșlardır.

Fourier (1820), homojen ortamlarda ısı iletim problemlerini silindirik ve küresel

koordinatları kullanrak araștırmıștır. 19. yüzyılın ortalarında Sturm ve Liouville’

nin yayımladıkları bir sıra makaleler matematik analizde tümü ile yeni bir teorinin
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ortaya çıkmasına vesile olmuștur. Daha sonra kendi adları ile anılacak bu teori,

bașlangıç itibari ile 2. mertebeden

(pu′)′ + q(x)u = λϕ(x)u, x ∈ (a, b) (2.0.5)

diferansiyel denklemini ve

(pu′)(a) − hu(a) = 0,

(pu′)(b) − Hu(b) = 0 (2.0.6)

sınır șartları ile verilen sınır değer probleminin (SDP) λ özdeğer parametresine

bağımlı özelliklerinin incelenmesi ile ilgili olmuștur; burada p, ϕ ve q x’in verilmiș

fonksiyonları, h ve H reel sabitlerdir. Sturm(1836a, 1836b, 1837) çalıșmalarında

(2.0.5)-(2.0.6) sınır değer probleminin bir çok nitel özelliklerini araștırmıștır. Bu

çalıșmalar diferansiyel operatörler teorisinin de temelini olușturmuștur. Sturm’un

bir diğer önemli çalıșması ise spektral özellikler üzerine olmuștur. Bu çalıșmasında

kısmi diferansiyel denklemin bir parametreye bağlı olarak adi diferansiyel denkleme

nasıl dönüștürülebileceği ve akabinde çözümün seri biçiminde kurulması detaylı

olarak verilmiștir. Ardıșık yaklașımlar yöntemini uygulumak suretiyle bir diferansiyel

denklemin çözümlerinin varlığını ilk kez Liouville ispatlamıștır. Sturm ve Liouville’

nin çalıșma yaptıkları yıllarda birçok matematikçi teorinin gelișmesine önemli

katkılarda bulunmușlardır. 19. yüzyılın son çeyreğinde Kirchhoff(1880) ve diğerleri

ince bir telin titreșim problemini araștırıken Sturm’un teoremlerinin benzerini yüksek

mertebeden sınır-değer problemlerine uygulamıșlardır. Bașlangıçta verilen denklem

için p(x)’in [a, b] aralığında sıfır değerini alması halini Schlafli(1876), daha genel

biçimini Böchler(1898) ve bașka matematikçiler çalıșmıșlardır. Klein (1877), adi

diferansiyel denklemleri birden fazla parametreyi dikkate alarak incelemiștir

ve diferansiyel denklemlerin polinom tipi çözümlerini sınır-değer kuramı ile

birleștirmiștir. Matematik fizik problemlerinin çözümü için bir çok analitik,

yarı-analitik ve sayısal yöntemler mevcuttur. En etkili analitik yöntemlerden biri

de Fourier yöntemine dayanan spektral yöntemdir. Fourier yöntemi uygulandığında
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genel olarak spektral parametre içeren SLP-ler elde edilir. Elde edilen SLP-nin

sonsuz sayıda özdeğeri mevcut ise ve bu özdeğerlere uygun özfonksiyonlar sistemi baz

olușturuyorsa, o halde verilmiș matematiksel fizik probleminin çözümü bu özdeğer

ve özfonksiyonlar aracılığı ile üretilmiș serinin toplamı biçiminde ifade edilebilir.

Bazı durumlarda çözüm seri yerine çekirdeği Green fonksiyonu olan Fourier integrali

biçiminde ifade edilir. Sturm(1836a, 1836b, 1837) ve Liouville (1836,1837)’nin

yukarıda kısaca bahsettiğimiz çalıșmalarından bașlayarak günümüze kadar

SDP-lerinin spektral teorisinde yüzlerce kitap, binlerce makale yazılmıștır. Özellikle

20. yüzyılın son çeyreğinde fizikte ortaya çıkan yeni tipten SDP’lerinin araștırılma

ihtiyacı ile SDP’lerinin spektral teorisi yeni bir ivme kazanmıștır.

Walter (1973) çalıșmasında özdeğer parametresi hem diferansiyel denklemde hem

de sınır șartlarında bulunur. Bu probleme uygun olan diferansiyel operatör L2[a, b]

Hilbert uzayında değil L2[a, b]⊕Ck tipinde uzaylarda kurulmuștur. Bu diferansiyel

operatörün özdeğerleri verilmiș SLP-nin özdeğeri ile çakıșıktır, özvektörlerinin ilk

bileșeni ise verilmiș SLP-nin özfonksiyonları ile çakıșıktır. Walter bu operatörün

kendine eșlenikliğini ispatlayarak, bu teoremin özdeğerlerinin reel olduğunu, her

özdeğerin sonlu katlı olduğunu, sonlu aralıkta yığılma noktasının bulunmadığını

kanıtlamıș, ayrıca kendine eșlenik operatörlerin fonksiyonel analizden bilinen

özelliklerinden yararlanarak özfonksiyonlar sisteminin baz olușturduğunu

ispatlamıștır.

Schneider(1974) çalıșmasında, denkleminde ve sınır șarlarının sadece bir tanesinde

özdeğer parametresi bulunduran ikinci mertebeden adi diferansiyel operatörler için

S− hermityen yöntemini uygulayarak daha hassas sonuçlar elde etmiștir. Hem

Walter’ın hem de Schneider’in izledikleri yöntem genel fonksiyonel analiz yöntemleri

olduklarından uygun Hilbert uzayının bütün fonksiyonları için değil de sadece

probleme uygun operetörün tanım bölgesindeki fonksiyonlar için açılım teoremleri

ispatlanmıștır.

Günümüze kadar birçok çalıșmaya esin kaynağı olmuș Fulton(1977)’un makalesinde,

Schneider(1974)’in çalıșmasındaki probleme benzer bir problem ele alınmıș fakat bu

problemi çözerken diğer araștırmacılardan farklı olarak sadece fonksiyonel analiz
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yöntemlerinden değil, aynı zamanda Titchmarsh(1962)’ın klasik yöntemlerinden de

yararlanmıștır. Bu çalıșmada rezolvent operatörü ve Green fonksiyonu incelenmiș,

açılım teoremleri ispatlanmıș, Fourier serileri ile eșyakınsaklık teoremi verilmiș ve

ayrıca özdeğerler ve uygun özfonksiyonlar için asimptotik formüller elde edilmiștir.

Daha önce Schneider(1974) ve Fulton(1977) tarafından geliștirilen operatör- teorik

metodunu kullanarak Hinton(1979) fonksiyonların daha geniș bir sınıfı için özfonksiyon

serisine açılım elde etmiștir ve bu açılım serisinin düzgün yakınsaklığı hakkında

teorem ispatlamıștır.

Russakovskii(1975) çalıșmasında ise bu çalıșmalardan farklı olarak özdeğer

parametresinin sınır șartlarında lineer olarak değil de polinominal olarak bulunduğu

durumun operatör- teorik yorumunu vermiștir. Bu duruma uygun Hilbert uzayı

olarak L2[a, b] yerine L2[a, b] ⊕ CN șeklindeki uzay alınmıștır.

Shkalikov(1982) çalıșmasında özdeğer parametresini, hem denkleminde hem de sınır

șartlarında polinominal olarak içeren sınır değer problemleri için yeni bir yorum

geliștirmiștir. Shkalikov’a göre böyle sınır değer problemlerini L2[a, b] ⊕ CN

tipindeki uzaylarda değil de Sobolev uzaylarında lineerleștirmek, araștırılan sınır

değer probleminin tabiatına daha uygundur.

Ladyzhenskaia (1985) çalıșmasında ise zayıf çözümler kavramı yardımıyla, özdeğer

probleminin zayıf özfonksiyonları hakkında önemli sonuçlara yer vermiștir.

Benzer problemler Markus(1988) ve Rodman (1989) gibi yazarlar tarafından da

çalıșılmıștır ve polinomal operatörler demeti teorisinden yararlanılarak önemli

sonuçlar elde edilmiștir. Kapustin ve Moiseev (1998)’in ortak çalıșmalarında iki

değișkenli spektral problemin özfonksiyonları ve kök fonksiyonlar sisteminin baz

olușturma özellikleri incelenmiștir. Belinsky ve Dauer (1997) çalıșmalarında, özdeğer

parametresini denkleminde ve sınır șartlarının birinde bulunduran regüler

Sturm-Liouville probleminin zayıf özfonksiyonlarını incelemiș ve operatörler demeti

teorisini uygulayarak zayıf özfonksiyonlar sisteminin Riesz bazı olușturduğunu

göstermișlerdir.
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Yakubov(1994,1998)’un yayınlamıș olduğu bir sıra çalıșmalarında diferansiyel

operatörler teorisindeki bazı tipten sınır değer problemlerinin genel teorisi

kurulmuștur. Yakubov (1999,2000) çalıșmalarında p− regülerlik olarak adlandırılan

ve klasik Birkhoff(1908) anlamında regülerlikten farklı olan bir regülerlik kavramı

tanımlanmıș ve bu anlamda regüler olan sınır değer problemleri için uzay değișkenine

göre izomorfluk, uzay değișkenine ve özdeğer parametresine göre koersitivlik,

özfonksiyonlar ve kök fonsiyonlar sisteminin tamlığı, çok kat tamlığı, Abel bazlığı

v.s gibi özellikler araștırılmıștır.

İkinci mertebeden bir diferansiyel operatörün özfonksiyonları ve kök fonskiyonlar

sisteminin baz olușturma özellikleri, kök fonksiyonlar sisteminin düzgün minimalliği

ve baz olușturma özellikleri ile ilgili önemli sonuçlara Kerimov(1996a, 1996b),

Kerimov ve Mamedov(1998) v.s makalelerinde yer vermiștir.

Kerimov ve Allakhverdiev (1993a, 1993b) çalıșmalarında; sayılabilir sayıda

özdeğerlerin bulunduğu, bu özdeğerlerin reel ve alttan sınırlı olduğu ispatlanmıș,

özfonksiyonların salınım özellikleri incelenmiș, ayrıca özdeğerler için ve uygun

özfonksiyonların sıfır yerleri için asimptotik formüller elde edilmiștir.

Kapustin (1999) yılında yayımlanmıș çalıșmasında sınır șartlarının bir tanesinde

özdeğer parametresi bulunduran sınır-değer problemi incelenmiș olup bu problemin

özdeğer ve özfonksiyonları için asimptotik eșitlikler bulunmuș, özfonksiyonların sıfır

yerlerinin sayısı ve özfonksiyonlar sisteminin Riesz bazı olușturması hakkında yeni

teoremler ispatlanmıștır.

Ancak yukarıda bahsettiğimiz bütün çalıșmalarda geçiș șartları içermeyen sınır-değer

problemleri incelenmiștir. Bu tez çalıșmasının danıșmanı olan Oktay Muhtaroğlu

ve onun arkadașları ile ortak çalıșmalarında; örneğin, Mukhtarov ve Demir(1999)

Akdoğan v.d (2005), Mukhtarov ve Yakubov (2002), Mukhtarov v.d (2004),

Mukhtarov ve Kadakal (2005), Kadakal ve Mukhtarov (2006), Kandemir v.d (2009),

Aydemir ve Mukhtarov (2013), Aydemir ve Mukhtarov (2014), Aydemir ve Mukhtarov

(2015), Mukhtarov v.d (2015), Mukhtarov ve Aydemir (2014), Mukhtarov ve Aydemir

(2015), Mukhtarov ve Aydemir (2016) çalıșmalarında ise çok-aralıklı adi ve kısmi
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türevli diferansiyel denklemler için sınır- değer- geçiș problemleri araștırılmıștır. Bu

çalıșmalarda farklı Sturm-Liouville sınır-değer-geçiș problemleri için temel çözüm

sistemleri, karakteristik determinantlar, resolvent operatörü, Green fonksiyonu

kurulmuș, temel çözümlerin, karakteristik fonksiyonların ve Green fonksiyonlarının

asimptotik davranıșları incelenmiș, özdeğer ve özfonksiyonlar için asimptotik

formüller bulunmuș, özfonksiyonların tamlığı, ortonormal baz olușturması ve Abel

bazı olușturması hakkında önemli sonuçlar elde edilmiștir.
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3. GENEL BİLGİLER

Bu kısımda tez çalıșmamızda geçen temel kavram ve sonuçlar ile ilgili gerekli olan

bilgilere yer verilmiștir.

3.1. İkinci Mertebeden Adi Lineer Diferansiyel Denklemlerin Temel

Özellikleri

İkinci mertebeden adi lineer diferansiyel denklemler (ALDD)

p(x)u
′′

+ q(x)u
′
+ r(x)u = f(x), x ∈ [a, b] (3.1.7)

biçiminde yazılabilir. Burada p, q, r katsayı fonksiyonlarının ve f fonksiyonunun

[a, b] aralığında sürekli olduğunu ve ∀ x ∈ [a, b] için p(x) 6= 0 olduğunu kabul

edeceğiz. f(x) ≡ 0 olduğu durumda (3.1.7) denklemine yani;

p(x)u
′′
(x) + q(x)u

′
(x) + r(x)u(x) = 0 (3.1.8)

denklemine homojen ALDD denir, f(x) 6≡ 0 olduğu durumda ise (3.1.7) denklemine

homojen olmayan ALDD denir. (Hatırlatalım ki; eğer ∀ x ∈ [a, b] için f(x) = 0 ise

bu durum f(x) ≡ 0 biçiminde ifade edeceğiz ve eğer en az bir x ∈ [a, b] için f(x) 6= 0

ise bu durum f(x) 6≡ 0 biçiminde ifade edilir.)

Teorem 3.1.1. Keyfi x0 ∈ [a, b] noktası ve keyfi y0, y1 reel sayıları verilsin. O halde

(3.1.7) ALDD’nin

u(x0) = y0 u
′
(x0) = y1 (3.1.9)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümü var ve bu çözüm tektir. (Kandemir, 2015)

Șimdi ALDD teorisinde önemli olan bir kavramı tanımlayacağız.

Tanım 3.1.2. Keyfi f, g : [a, b] → R diferansiyellenebilir fonksiyonları verilsin. O

halde

W (x) :=

∣∣∣∣∣∣ f(x) g(x)

f
′
(x) g

′
(x)

∣∣∣∣∣∣ = f(x).g
′
(x) − f

′
(x).g(x) (3.1.10)
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eșitliği ile tanımlı W (x) fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarının Wronskianı denir

ve bu fonksiyon W (f, g; x) , W (f(x), g(x)) , W (f, g)|x vs. biçimlerde gösterilir

(Naimark, 1967). Șimdi Wronskian fonksiyonunun bazı önemli özelliklerini ifade

edeceğiz (İspatlar için (Kandemir, 2015) kaynağına bakınız.)

Teorem 3.1.3. (3.1.7) ALDD’nin keyfi iki u1(x) ve u2(x) çözümlerinin lineer bağımlı

olması için en az bir x0 ∈ [a, b] için W (u1, u2; x0) = 0 olması gerek ve yeter șarttır.

Teorem 3.1.4. u(x) ve v(x) fonksiyonları (3.1.8) ALDD’nin keyfi iki çözümü olmak

üzere W (x) := W (u, v; x) fonksiyonu için

p(x).W
′
(x) + q(x).W (x) = 0 (3.1.11)

Șimdi (3.1.11) birinci mertebeden ALDD’ni çözerek așağıdaki sonuçları elde edebiliriz.

Sonuç 3.1.5. u ve v fonksiyonları (3.1.8) ALDD’nin keyfi çözümleri, x0 ise [a, b]

aralığından alınmıș keyfi bir nokta olmak üzere W (x) := W (u, v; x) Wronskianı

W (x) = W (x0)e
−
∫ x

x0

q(s)
p(s)

ds (3.1.12)

eșitliği ile ifade edilebilir.

Sonuç 3.1.6. u ve v fonksiyonları (3.1.8) ALDD’nin çözümleri ise, o halde W (x) :=

W (u, v; x) Wronskianı ya tüm noktalarda sıfırdan farklıdır, ya da tüm noktalarda

sıfıra eșittir.

Teorem (3.1.3)’den așağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.7. (3.1.8) ALDD’nin iki u1(x) ve u2(x) çözümlerinin lineer bağımsız olması

için W (u1, u2; x) 6= 0 olması gerek ve yeter șarttır.

Sonuç (3.1.6) ve Sonuç(3.1.7) -den așağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 3.1.8. (3.1.7) ALDD’nin u1(x) ve u2(x) çözümlerinin lineer bağımsız olması

için gerek ve yeter șart en az bir x0 ∈ [a, b] için

W (x0) = W (u1(x), u2(x); x0) 6= 0

olmasıdır.

Teorem 3.1.9. (3.1.8) ALDD’nin iki tane lineer bağımsız u1(x) ve u2(x) çözümü

mevcuttur ve bu denklemin her u = u(x) çözümü

u(x) = c1u1(x) + c2u2(x) (3.1.13)

biçiminde ifade edilebilir.( Bu ifadeye (3.1.8) denkleminin genel çözümü de denir )

Burada c1 ve c2 sabit reel katsayılardır.

Teorem 3.1.10. u0(x) fonsiyonu homojen olmayan (3.1.7) ALDD’nin keyfi bir çözümü

(yani keyfi bir özel çözümü ) olsun u1(x) ve u2(x) fonksiyonları ise (3.1.8) homojen

ALDD’nin keyfi iki tane lineer bağımsız çözümleri olsun. O halde (3.1.7) homojen

olmayan ALDD-nin her u(x) çözümü

u(x) = u0(x) + c1u1(x) + c2u2(x) (3.1.14)

biçiminde ifade edilebilir; burada c1 ve c2 reel sayılardır.

Hatırlatalım ki (3.1.14) ifadesi (3.1.7) homojen olmayan ALDD-nin genel çözümü

olarak adlandırılmaktadır.

Teorem 3.1.11. u1(x) ve u2(x) fonksiyonları (3.1.8) homojen ALDD’nin keyfi iki

lineer bağımsız çözümü olsun. O halde

u0(x) := u1(x)

∫ x

a

f(s)

p(s)W (s)
u2(s) ds − u2(x)

∫ x

a

f(s)

p(s)W (s)
u1(s) ds

=

∫ x

a

f(s)

p(s)W (s)
(u1(x)u2(s) − u2(x)u1(s)) ds (3.1.15)
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eșitliği ile tanımlı u0(x) fonksiyonu homojen olmayan (3.1.7) ALDD’nin bir özel

çözümü olur; burada W (s) fonksiyonu ile W (s) = W (u1, u2; s) Wronskianı gösterilmiș-

tir.

Teorem (3.1.1)’den direkt olarak așağıdaki sonuç elde edilebilir.

Sonuç 3.1.12. Homojen (3.1.8) ALDD’nin her u(x) çözümünün her sıfırı basittir

yani s ∈ [a, b] noktası u(x)’in bir sıfırı ise (u(s) = 0 ise) o halde u
′
(s) 6= 0 olur.

(Kandemir, 2015)

Bu sonuçtan yaralanılarak așağıdaki teorem elde edilir.(Kandemir, 2015)

Teorem 3.1.13. Homojen (3.1.8) ALDD’nin așikar olmayan her u(x) çözümünün

(Yani u(x) 6≡ 0 biçimindeki her u(x) çözümünün ) sonsuz sayıda sıfırı olamaz. (Yani

sıfırları sonlu sayıdadır.)

İspat. Bu teorem olmayana ergi yöntemi ile ispat edilebilir. Kabul edelim ki, homojen

(3.1.8) ALDD’nin en az bir u0(x) çözümünün sonsuz sayıda sıfırı vardır.

O halde Analizden iyi bilinen Bolzano-Weierstrass teoremi gereği bu sıfırların en az

bir s0 ∈ [a, b] yığılma noktası vardır. Yığılma noktasının tanımı gereği u0(sn) = 0,

n = 1, 2, ... ve sn → s0 olacak biçimde en az bir sn dizisi mevcuttur. u0(x) çözümü

sürekli olduğu için

u0(s0) = lim
n→∞

u0(sn) = 0

eșitliği sağlanır. O halde

u
′

0(s0) = lim
n→∞

u0(sn) − u0(s0)

sn − s0

= lim
n→∞

0 − 0

sn − s0

= 0

eșitliği elde edilir. O halde;

u0(s0) = 0 ve u
′
0(s0) = 0 eșitlikleri sağlandığından Teorem (3.1.1) gereği u0(s) ≡ 0

elde edilir. Çelișki elde ettik. İspat bitti.
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3.2. Sınır Değer Problemleri İçin Green Fonksiyonu

Bilindiği gibi (3.1.7) genel biçimde verilmiș homojen olmayan ALDD, p, q, r, f fonksi-

yonları sürekli ve ayrıca p(x) fonksiyonu sürekli diferansiyellenebilir ve de ∀x ∈ [a, b]

p(x) 6= 0 olduğu durumda

L[u] := −(p(x)u
′
)
′
+ q(x)u = f(x), x ∈ [a, b] (3.2.1)

biçimine dönüștürülebilir.

(3.2.1) biçiminde yazılmıș ALDD-lere kendine eșlenik biçimde yazılmıș ALDD, L[u]

ifadesine ise kendine eșlenik diferansiyel ifade denir. ∀x ∈ [a, b] için p(x) 6= 0 kabul

ettiğimiz için ya ∀x ∈ [a, b] için p(x) > 0 olacak ya da ∀x ∈ [a, b] için p(x) < 0 olacak.

Belirginlik için, genelliği azaltmadan, ∀x ∈ [a, b] için p(x) > 0 kabul edebiliriz.

Șimdi

L[u] := −(p(x)u
′
)
′
+ q(x)u = 0 (3.2.2)

homojen diferansiyel denkleminden ve

Ba(u) := α1u(a) + β1u
′
(a) = 0 (3.2.3)

Bb(u) := α2u(b) + β2u
′
(b) = 0 (3.2.4)

homojen sınır șartlarından olușan sınır değer problemini gözönüne alalım; burada

αi, βi(i = 1, 2) keyfi reel katsayılardır ve doğal olarak |αi|+ |βi| 6= 0 (i = 1, 2) șartını

sağlıyorlar.

Tanım 3.2.1. [a, b]X[a, b] dikdörtgeninde tanımlı ve reel değerli G(x, s) fonskiyonu

verilsin. Eğer bu fonksiyon ∀s ∈ [a, b] için x değișkenine göre

1) L[G(x, s)] = 0, x 6= s

2) Ba[G(•, s)] = Bb[G(•, s)] = 0

3) ∀s ∈ [a, b] için G(x, s) fonksiyonu x değișkenine göre x = s noktasında süreklidir

(yani ∀s ∈ [a, b] için limx→s G(x, s) = G(s, s) eșitliği sağlanır.)
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4)
dG

dx
|x=s+ − dG

dx
|x=s− =

−1

p(s)

șartlarını sağlıyor ise o halde G(x, s) fonksiyonuna (3.2.2)- (3.2.4) sınır değer problemi-

nin (SDP) Green fonsiyonu denir.

Teorem 3.2.2. Eğer;

L[u] = 0, x ∈ [a, b] (3.2.5)

Ba(u) = Bb(u) = 0 (3.2.6)

homojen SDP-nin sadece sıfır çözümü varsa, o halde (3.2.2)-(3.2.4) homojen olmayan

SDP-nin Green fonksiyonu vardır ve tektir.(Naimark, 1967)

3.3. Homojen Olmayan Sınır Değer Probleminin Green Fonksiyonu

Yardımı İle Çözümü

Bu kesimde

L[u] := −(p(x)u
′
)
′
+ q(x)u = f(x), a < x < b (3.3.1)

homojen olmayan diferansiyel denkleminden ve homojen olmayan

Ba(u) := α1u(a) + β1u
′
(a) = f1 (3.3.2)

Bb(u) := α2u(b) + β2u
′
(b) = f2 (3.3.3)

sınır șartlarından olușan sınır değer probleminin (SDP) çözümünün uygun homojen

L[u] = 0, Ba(u) = Bb(u) = 0 (3.3.4)

SDP’nin Green fonksiyonu yardımı ile ifadesi bulunacak. Her yerde p ∈ C1[a, b] ,

q, f ∈ C[a, b] ; f1, f2 ∈ R olduğunu kabul edeceğiz.

Diferansiyel denklemler teorisinden iyi bilinmektedir ki; eğer p(x) fonksiyonu [a, b]

aralığında sürekli diferansiyellenebilir, q ve f fonksiyonları ise aynı aralıkta sürekli
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ise (3.3.1) denkleminin

u(x0) = c1 u
′
(x0) = c2 (3.3.5)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümü vardır ve tektir; burada x0 ∈ [a, b] keyfi noktadır,

c1, c2 ise reel sayılardır.

Șimdi L[u] = 0 denkleminin iki tane lineer bağımsız v(x) ve w(x) çözümlerini

tanımlayacağız.

L[u] = 0 (3.3.6)

u(a) = β1, u
′
(a) = −α1 (3.3.7)

bașlangıç değer probleminin çözümü var ve tektir. Bu çözümü v(x) ile gösterelim.

(3.3.7) șartları gereği

Ba[v] = 0 (3.3.8)

bulunur. Aynı diferansiyel denklemin

u(b) = β2, u
′
(b) = −α2 (3.3.9)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümünü ise w(x) ile gösterirsek

Bb[w] = 0 (3.3.10)

eșitliğinin sağlandığı kolayca görülür.

Teorem 3.3.1. Eğer homojen (3.3.4) SDP’nin bir ve tek așikar çözümü bulunuyorsa

(yani bir tek u = 0 çözümü bulunursa), o halde v(x) ve w(x) çözümleri lineer

bağımsızdır.

İspat. Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki, v(x) ve w(x) çözümleri lineer

bağımlıdırlar. O halde v(x) = c.w(x) olacak biçimde c 6= 0 sayısı bulunur. Bu

durumda (3.3.10) gereği

Bb[v] = Bb[c.w] = c.Bb[w] = 0 (3.3.11)

elde edilir. Böylece v(x) fonksiyonu için
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L[v] = 0, Ba[v] = 0, Bb[v] = 0 (3.3.12)

eșitliklerinin sağlandığı elde edildi. Yani v(x) fonksiyonu (3.3.4)’ün çözümüdür.

O halde teoremin șartı gereği ∀x ∈ [a, b] için v(x) = 0 elde edilir.

Diğer taraftan v(x) çözümünün tanımı gereği de

v(b) = β2, v
′
(b) = −α2 (3.3.13)

eșitlikler sağlanır. |α2| + |β2| 6= 0 olduğu için çelișki elde edildi. İspat bitti.

Teorem 3.3.2. Eğer (3.3.4) homojen SDP’nin bir tek u = 0 çözümü bulunuyorsa, o

halde

L[u] = −f, Ba[u] = f1, Bb[u] = f2

homojen olmayan SDP’nin bir ve tek u0(x) çözümü bulunur ve bu çözüm için

u0(x) =

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds +
f2

Bb[v]
v(x) +

f1

Ba[w]
w(x) (3.3.14)

formülü geçerlidir. Burada G(x, s) çekirdeği (3.3.1)-(3.3.4) homojen SDP-nin Green

fonksiyonudur.

İspat.

ũ(x) :=

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds (3.3.15)

fonksiyonunun (3.3.1) homojen olmayan diferansiyel denkleminin bir özel çözümü

olduğu bilinmektedir. Ayrıca

˜̃u(x) := c1v(x) + c2w(x) (3.3.16)

fonksiyonlar ailesinin L[v] = 0 homojen diferansiyel denkleminin genel çözümü

olduğunu biliyoruz. Burada c1, c2 keyfi reel sabitlerdir. O halde lineer diferansiyel

denklemler teorisinden bilinmektedir ki, (Naimark, 1967)
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u(x) =

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds + c1v(x) + c2w(x) (3.3.17)

fonksiyonlar ailesi (3.3.1) homojen olmayan diferansiyel denklemin genel çözümüdür.

(3.3.17) ifadesini (3.3.2) sınır șartlarında yerine yazarsak

f1 = Ba[u] = Ba[ũ + ˜̃u] = Ba[ũ] + Ba[˜̃u]

= 0 + Ba[˜̃u] = c1Ba[v] + c2Ba[w]

= c2Ba[w] (3.3.18)

eșitliği bulunur, (3.3.17) ifadesini (3.3.3) sınır șartlarında yerine yazarsak

f2 = c1Bb[v] (3.3.19)

eșitliği elde edilir. İlk önce Ba[w] 6= 0 olduğunu gösterelim. Aksini kabul edelim,

yani kabul edelim ki

Ba[w] = 0 (3.3.20)

olsun.

Bu durumda

Ba[v] = 0, Ba[w] = 0 (3.3.21)

eșitlikleri

 α1v(a) + β1v
′
(a) = 0

α1w(a) + β1w
′
(a) = 0

(3.3.22)

denklem sistemi biçiminde yazılabilir.

|α1| + |β1| 6= 0 olduğu için (3.3.22) gereği

∣∣∣∣∣∣ v(a) v
′
(a)

w(a) w
′
(a)

∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.3.23)

elde edilir. Yani

W (v, w; a) = 0 (3.3.24)
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elde edilir.

(3.3.24) gereği v(x) ve w(x) fonksiyonları lineer bağımlıdır. Böylece Teorem (3.3.1)

ile çelișki elde ettik.

Bu nedenle Ba[w] 6= 0 sonucuna varılır.Benzer biçimde Bb[v] 6= 0 elde edilir. O halde

(3.3.18) ve (3.3.19)- dan

c1 =
f2

Bb[v]
, c2 =

f1

Ba[w]
(3.3.25)

bulunur. Bunu (3.3.17)’de yerine yazarsak, talep edilen (3.3.14) formülü elde edilir.

İspat bitti.

Green fonksiyonu ile ilgili en önemli özellik așağıdaki iki teorem ile ifade edilir.

Teorem 3.3.3. Eğer (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin ancak ve ancak așikar

çözümü (yani sıfır çözümü) bulunursa, o halde her f : [a, b] → R sürekli fonksiyonu

için

L[u] = f(x), x ∈ [a, b] (3.3.26)

Ba[u] = Bb[u] = 0 (3.3.27)

homojen olmayan SDP’nin bir tek çözümü bulunur ve bu çözüm için

u(x) =

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds (3.3.28)

formülü geçerlidir; burada G(x, s) fonskiyonu (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin Green

fonksiyonudur.

Teorem 3.3.4. Eğer u = u0(x) fonksiyonu (3.2.5)-(3.2.6) homojen SDP-nin așikar

olmayan bir çözümü ise, o halde (3.3.26)-(3.3.27) homojen olmayan SDP-nin çözümü-

nün mevcut olması için f(x) fonksiyonunun u0(x) fonksiyonuna ortogonal olması,

yani ∫ b

a

f(x)u0(x)dx = 0 (3.3.29)

eșitliğinin sağlanması gerek ve yeter șarttır.
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Șimdi 2.mertebeden ALDD için Green fonksiyonunun bulunması yöntemini bir

örnekle açıklayalım.

Örnek 3.3.5. f : [a, b] → R sürekli fonksiyon olsun.

−u
′′ − 4u = f(x), 0 ≤ x ≤ 1 (3.3.30)

homojen olmayan ALDD-in

u(0) = u(1) = 0 (3.3.31)

sınır șartlarını sağlayan çözümünü araștıralım. (3.3.30) homojen olmayan denkleme

uygun olan

−u
′′ − 4u = 0 (3.3.32)

homojen denkleminin iki tane lineer bağımsız çözümünü bulabiliriz. Örneğin u1(x) =

cos 2x ve u2(x) = sin 2x fonksiyonları (3.3.32) homojen denkleminin iki tane lineer

bağımsız çözümü olduğu açıktır. Teorem(3.1.11) gereği

u0(x) = −
∫ x

0

f(s)

p(s)W (s)
(cos 2x sin2s − sin 2x cos 2s) ds (3.3.33)

fonksiyonu (3.3.30) homojen olmayan denklemin bir özel çözümü olacak.

p(s) = 1, W (s) = cos 2s(sin 2s)
′ − (cos 2s)

′
sin 2s

= 2 cos2 2s + 2 sin2 2s = 2

olduğu için (3.3.33) çözümü

u0(x) = −1

2

∫ x

0

sin 2(x − s)f(s) ds (3.3.34)

biçiminde yazabiliriz.

Bu durumda (3.3.30) homojen olmayan ALDD-nin genel çözümünü

u(x) = u0(x) + c1 cos 2x + c2 sin 2x (3.3.35)
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biçiminde ifade edebiliriz. (3.3.35) ifadesini (3.3.31) sınır șartlarında yerine yazarsak

(3.3.30)-(3.3.31) probleminin çözümünü

u(x) = −1

2

∫ x

0

sin 2(x − s)f(s) ds +
sin 2x

2 sin 2

∫ x

0

sin(2 − 2s)f(s) ds

+
sin 2x

2 sin 2

∫ 1

0

sin(2 − 2s)f(s) ds (3.3.36)

biçiminde buluruz. Eğer G(x, s) fonksiyonunu

G(x, s) =
1

2sin2

 sin 2s. sin[2(1 − x)], eğer s ≤ x ise

sin 2x. sin[2(1 − s)], eğer s ≥ x ise
(3.3.37)

eșitliği ile tanımlarsak (3.3.36) ifadesini

u(x) =

∫ 1

0

G(x, s)f(s) ds (3.3.38)

biçiminde elde ederiz. Ayrıca (3.3.37) ile tanımlı G(x, s) fonksiyonunun verilmiș

probleme uygun homojen

−u
′′ − 4u = 0, u(0) = u(1) = 0 (3.3.39)

SDP-nin Green fonksiyonu olduğunu kolayca gösterebiliriz.

3.4. Sturm-Liouville Problemleri

3.4..1 Klasik Sturm-Liouville Problemi

Bu kesimde Sturm-Liouville probleminin tanımı ve en temel özelliklerini ifade

edeceğiz. λ ∈ C kompleks parametresi (bu parametreye özdeğer parametresi veya

spektral parametre de denir) içeren

L[u] := −(p(x)u
′
)
′
+ q(x)u = λϕ(x)u, a < x < b (3.4.1)
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2. mertebeden homojen ALDD-inden ve

Ba[u] = α1u(a) + β1u
′(a) = 0 (3.4.2)

Bb[u] = α2u(b) + β2u
′(b) = 0 (3.4.3)

sınır șartlarından olușan probleme klasik Sturm-Liouville problemi (SLP) denir.

Burada p(x), q(x) ve ϕ(x) fonksiyonları [a, b] aralığında tanımlı ve sürekli

fonksiyonlardır ve ∀x ∈ [a, b] için p(x) > 0 ve ϕ(x) > 0 olduğu kabul edilir;

αi, βi(i = 1, 2) reel katsayılardır ve |αi| + |βi| 6= 0 (i = 1, 2) șartı sağlanır.

Eğer λ = λ0 değeri için (3.4.1)-(3.4.3) SLP-nin așikar olmayan u0 6≡ 0 çözümü varsa,

λ0 değerine özdeğer, u0(x) fonksiyonuna ise bu özdeğere uygun özfonksiyon denir.

Șimdi çok önemli bir özdeșliği elde edeceğiz. L[u] diferansiyel operatörünün tanımı

gereği

uL[v] − vL[u]

= u(−(pv
′
)
′
+ qv) − v(−(pu

′
)
′
+ qu)

= −u(pv
′
)
′
+ v(pu

′
)
′

= −u(p
′
v

′
+ pv

′′
) + v(p

′
u

′
+ pu

′′
)

= −p(uv
′′ − u

′′
v) − p

′
(uv

′ − u
′
v)

= −p(uv
′ − u

′
v)

′ − p
′
(uv

′ − u
′
v)

= −(p(x)W (u, v; x))
′

Böylece

uL[v] − vL[u] = − d

dx
(p W (u, v)) (3.4.4)

eșitliği elde edildi. Bu eșitliğe Lagrange özdeșliği de denir.

Teorem 3.4.1. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin tüm özdeğerleri reeldir.
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İspat. λ = λ0 özdeğer, u0(x) ise uygun özfonksiyon olsun. O halde

L[u0] = λ0ϕu0, Ba[u0] = Bb[u0] = 0 (3.4.5)

eșitlikleri sağlanır. αi, βi (i = 1, 2) katsayılarının reel olduğunu dikkate alarak

(3.4.5)-deki eșitliklerin kompleks eșleniğini alırsak

L[u0] = λ0ϕu0, Ba[u0] = Bb[u0] = 0 (3.4.6)

elde edilir. Bu eșitlikler gereği λ0-ın kompleks eșleniği olan λ0 sayısı da (3.4.1)-(3.4.3)

SLP-nin özdeğeridir ve bu özdeğere uygun özfonksiyon u0 fonksiyonudur.(3.4.5) ve

(3.4.6)’dan kolayca

u0L[u0] − u0L[u0] = (λ0 − λ0) ϕ |u0|2 (3.4.7)

elde edilir.(3.4.4) Lagrange özdeșliğini uygularsak,

(λ0 − λ0)ϕ|u0|2 = − d

dx
(p W (u0, u0)) (3.4.8)

bulunur. Her iki tarafı integrallersek

(λ0 − λ0)

∫ b

a

ϕ |u0|2dx = p(a) W (u0, u0; a) − p(b) W (u0, u0; b) (3.4.9)

eșitliğini elde ederiz.

Hem u0, hem de u0 fonksiyonlarının her ikisi de birinci sınır șartını sağladığı için,

yani;

α1u0(a) + β1u
′

0(a) = 0

α1u0(a) + β1u0
′
(a) = 0

eșitlikleri sağlandığı için ve de bu lineer denklem sisteminin (α1, β1) 6= (0, 0) çözümü

bulunduğu için bu sistemin determinantı sıfıra eșittir. Dolayısı ile W (u0, u0; a) = 0

elde edildi. Benzer biçimde W (u0, u0; b) = 0 olduğunu gösterebiliriz. Bu nedenle

(3.4.9) eșitliğinin sağ tarafı sıfıra eșittir. O halde
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(λ0 − λ0)

∫ b

a

ϕ |u0|2dx = 0 (3.4.10)

eșitliği elde edilir. u0 6≡ 0 olduğu için ve de ϕ > 0 olduğu için sonuncu eșitlikten

λ0 − λ0 = 0 bulunur. Yani λ0 özdeğerinin reel olduğu ispat olundu.

Teorem 3.4.2. (3.4.1)-(3.4.3) Sturm-Liouville probleminin iki farklı λ ve µ özdeğerleri-

ne sırası ile karșılık gelen u(x) ve v(x) özfonksiyonları ϕ(x) ağırlık fonksiyonuna göre

ortogonaldir, yani;

∫ b

a

u(x)v(x)ϕ(x)dx = 0 (3.4.11)

eșitliği sağlanır.(Titchmars, 1962)

Not 3.4.3. L2
ϕ[a, b] ile [a, b] aralığında ölçülebilir olan ve

∫ b

a

|u(x)|2ϕ(x)dx < ∞

șartını sağlayan tüm fonksiyonların sınıfını gösterelim. Bu lineer uzayda

〈u, v〉L2
ϕ[a,b] :=

∫ b

a

u(x)v(x)ϕ(x)dx (3.4.12)

eșitliğinin bir iç çarpım tanımladığı literatürden iyi bilinmektedir. Yani L2
ϕ[a, b] bir

iç çarpım uzayıdır. O halde Teorem 3.4.2 gereği

λ 6= µ ⇒ 〈u, v〉L2
ϕ[a,b] = 0

elde edilir.

Bu nedenle (3.4.11) eșitliğini sağlayan fonksiyonlara ortogonal (dik) fonksiyonlar

denir. İster teorik matematikte isterse uygulamalarında ortogonallik kavramı çok

önemli bir kavramdır.

Teorem 3.4.4. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin her özdeğerine karșılık en az bir reel değerli

özfonksiyonu mevcuttur.

İspat. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin keyfi bir λ özdeğeri verilsin. u(x) = v(x) + iw(x)

fonksiyonu bu özdeğere karșılık gelen bir özfonksiyon olsun; burada v(x) ve w(x)
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reel değerli fonksiyonlardır. q(x) , p(x) fonksiyonları reel değerli oldukları için ve de

αi, βi (i = 1, 2) katsayıları reel sayılar olduğu için Lu = λϕu eșitliğini

L(v + iw) = L(v) + iL(w) = λv + iλw

biçimimde de yazabiliriz. Burada λ özdeğerinin reel oldğunu dikkate alırsak sonuncu

eșitlikten iki tane

L(v) = λv ve L(w) = λw (3.4.13)

eșitliği elde edilir.

α1u(a) + β1u
′(a) = 0

sınır șartını ise

α1v(a) + iα1w(a) + β1v
′
(a) + iβ1w

′
(a) = 0

biçiminde yazarsak

(α1v(a) + β1v
′
(a)) + i(α1w(a) + β1w

′
(a)) = 0

eșitliğini buluruz. Buradan

α1v(a) + β1v
′
(a) = 0, α1w(a) + β1w

′
(a) = 0 (3.4.14)

eșitlikleri elde edilir. Tamamen benzer biçimde

α2v(b) + β2v
′
(b) = 0, α2w(b) + β2w

′
(b) = 0 (3.4.15)

eșitlikleri elde edilir.

(3.4.13)-(3.4.15) eșitlikleri gereği v(x) ve w(x) reel değerli fonksiyonlarının her ikisi

(3.4.1)-(3.4.3) SLP-nin çözümüdür. u(x) özfonksiyonu sıfırdan farklı olduğu için v

ve w fonksiyonlarından en az biri sıfırdan farklıdır ve dolayısıyla λ özdeğerine uygun

özfonksiyondur. İspat bitti.
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Teorem 3.4.5. (3.4.1)-(3.4.3) SLP’-nin bütün özdeğerleri basit özdeğerlerdir, yani

her bir özdeğere karșılık gelen lineer bağımsız özfonksiyonların maximal sayısı birdir.

Yani her bir özdeğere uygun gelen tüm özfonskiyonlar bir-birinden sabit çarpan ile

elde edilir.

İspat. Keyfi λ özdeğeri ve bu özdeğere uygun keyfi iki tane u1(x) ve u2(x)

özfonksiyonları verilsin. Bu durumda u1 ve u2 fonksiyonları (3.4.2) sınır șartlarını

sağlar. Yani;

α1u1(a) + β1u
′

1(a) = 0 (3.4.16)

α1u2(a) + β1u
′

2(a) = 0 (3.4.17)

eșitlikleri sağlanır.(3.4.16)-(3.4.17) eșitliklerine α1 , β1 değișkenlerine göre homojen

lineer denklem sistemi gibi bakarsak, (α1 , β1) 6= (0, 0) olduğu için bu sistemin

determinantı sıfıra eșittir, yani

W (u1, u2; a) = 0 (3.4.18)

Wronskian sıfıra eșit olduğu için (3.4.1) lineer diferansiyel denkleminin u1 ve u2

çözümleri lineer bağımlıdırlar. İspat bitti.

3.5. Fourier Serileri, Fourier Katsayıları, Besssel Eșitsizliği ve Parseval

Eșitliği

Önceki kesimde L2
ϕ[a, b] iç çarpım uzayını tanımlamıștık. Bu iç çarpım uzayının bir

Hilbert uzayı olduğu bilinmektedir (Griffel, D.H., 2002). Bu uzaydaki norm

‖u‖L2
ϕ[a,b] =

(∫ b

a

|u(x)|2ϕ(x)dx

) 1
2

(3.5.1)

eșitliği ile tanımlanıyor. Bu uzayda (fn(x)) fonksiyon dizisi f(x) fonksiyonuna

yakınsak ise, yani

‖fn(x) − f(x)‖L2
ϕ[a,b] →n→∞ 0 (3.5.2)
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ise o halde (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna orta-kuadratik yakınsaktır denir.

L2
ϕ[a, b] Hilbert uzayında A := {ψn}∞ ortoganal fonksiyonlar sistemi verilsin. Eğer

ϕn(x) :=
1

‖ψn‖L2
ϕ[a,b]

.ψn(x) , n = 1, 2, 3, ....

gösterirsek B = {ϕn(x)}∞1 ortonormal fonksiyonlar sistemi elde edilir. Yani

〈ϕn, ϕm〉L2
ϕ[a,b] = δnm =

 0, n 6= m ise

1, n = m ise
(3.5.3)

eșitlikleri sağlanır.

Tanım 3.5.1. f ∈ L2
ϕ[a, b] fonksiyonu verilsin.

ck := 〈f, ϕk〉, k = 1, 2, ..... (3.5.4)

sayılarına f fonksiyonunun {ϕn}∞, ortonormal fonksiyonlar sistemine göre Fourier

katsayıları denir.

f ∼
∞∑

k=1

ckϕk =
∞∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk (3.5.5)

serisine ise (ister yakınsak olsun, isterse de ıraksak olsun) f fonksiyonunun {ϕn}∞,

ortonormal fonksiyonlar sistemine göre Fourier serisi denir.

En = span{ϕ1, ϕ2, .............ϕn} (3.5.6)

gösterelim. Burada span{ϕ1, ϕ2, .............ϕn} ile ϕ1, ϕ2, .............ϕn fonksiyonlarının

(vektörlerinin) gerdiği lineer alt uzay gösterilmiștir.

En = span{ϕ1, ϕ2, .......ϕn} = {α1ϕ1 + α2ϕ2, .......αnϕn | α1, α2, ........αn ∈ C}

Șimdi En lineer alt uzayında f elemanına (vektörüne, fonksiyonuna) en yakın elamanı

bulmaya çalıșalım, yani

‖f − ψ‖L2
ϕ[a,b] = min

w∈En

‖f − w‖L2
ϕ[a,b] (3.5.7)
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olacak biçimde elemanının mevcut olup olmadığını ve de mevcut ise hangi elaman

olduğunu bulmaya çalıșacağız.

∀w ∈ En alalım. O halde

w = α1ϕ1 + α2ϕ2, .......αnϕn (3.5.8)

olacak biçimde α1, α2, ........αn sayıları mevcuttur. Bu durumda

‖f − w‖2
L2

ϕ[a,b] = 〈f − w, f − w〉L2
ϕ[a,b]

= 〈f, f〉L2
ϕ[a,b] − 〈f, w〉L2

ϕ[a,b] − 〈w, f〉L2
ϕ[a,b] + 〈w,w〉L2

ϕ[a,b]

= ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] −
n∑

k=1

αk〈f, ϕk〉 −
n∑

k=1

αk〈ϕk, f〉 + ‖w‖2
L2

ϕ[a,b]

= ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] −
n∑

k=1

αk〈f, ϕk〉 −
n∑

k=1

αk〈f, ϕk〉 + ‖w‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.9)

eșitliği elde edilir.

ck := 〈f, ϕk〉, k = 1, 2, ..... (3.5.10)

gösterelim.

Șimdi (3.5.9) eșitliğini

‖f − w‖2
L2

ϕ[a,b] = ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] −
n∑

k=1

αkck −
n∑

k=1

αkck + ‖w‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.11)

biçiminde yazabiliriz.

|αk − ck|2 = (αk − ck)(αk − ck)

= αkαk − αkck − αkck + ckck

= |αk|2 − αkck − αkck + |ck|2 (3.5.12)

eșitliğinden yararlanırsak

−αkck − αkck = |αk − ck|2 − |αk|2 − |ck|2 (3.5.13)
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eșitliği elde edilir.

Ayrıca {ϕn} ortonormal sistem olduğu için

‖w,w‖2
L2

ϕ[a,b] = 〈w,w〉L2
ϕ[a,b] =

n∑
k=1

|αk|2‖ϕk‖2 =
n∑

k=1

|αk|2 (3.5.14)

eșitliği sağlanır. (3.5.13) ve (3.5.14) eșitliklerini (3.5.11)-de dikkate alırsak

‖f − w‖2
L2

ϕ[a,b] = ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] −
n∑

k=1

|ck|2 +
n∑

k=1

|αk − ck|2 (3.5.15)

eșitliği elde edilir. Sağ tarafın en küçük değeri αk = ck, k = 1, 2, ....... için elde

edilir. Yani

min
w∈En

‖f − w‖2
L2

ϕ[a,b] = ‖f‖2 −
n∑

k=1

|ck|2 (3.5.16)

elde edilir. Yani

min
w∈En

‖f − w‖2
L2

ϕ[a,b] =

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥
2

L2
ϕ[a,b]

=

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk

∥∥∥∥∥
2

L2
ϕ[a,b]

(3.5.17)

Böylece așağıdaki teoremi elde ettik.

Teorem 3.5.2. f ∈ L2
ϕ[a, b] fonksiyonuna En lineer uzayında en yakın olan eleman

n∑
k=1

〈f, ϕk〉ϕk

elamanıdır. Yani ∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk

∥∥∥∥∥ = min
w∈En

‖f − w‖ (3.5.18)

eșitliği sağlanır.

Sonuç 3.5.3. f ∈ L2
ϕ[a, b] elemanına (fonksiyonuna) En-in en yakın elemanı f

fonksiyonunun

f ∼
n∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk

Fourier serisinin n-ci kısmi toplamıdır.
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Sonuç 3.5.4. (3.5.15) eșitliğinden

min
w∈En

‖f − w‖L2
ϕ[a,b] = ‖f‖2

L2
ϕ[a,b] −

n∑
k=1

|〈f, ϕk〉|2

= ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] −
n∑

k=1

|ck|2 (3.5.19)

eșitliği elde edilir.

Teorem 3.5.5. (Bessel Eșitsizliği) Sayılabilir sayıda B := {ϕn(x)}∞ , fonksiyonlar

sistemi L2
ϕ[a, b] Hilbert uzayında keyfi bir ortonormal sistem ise, o halde

ck := 〈f, ϕk〉 k = 1, 2, .... Fourier katsayıları için
∑∞

k=1 |ck|2 serisi yakınsaktır ve

de
∞∑

k=1

|ck|2 ≤ ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.20)

eșitsizliği sağlanır. (Bu eșitsizlik literatürde Bessel eșitsizliği olarak adlandırılır.)

İspat. (3.5.19) gereği her n ∈ N için

n∑
k=1

|ck|2 ≤ ‖f‖2
L2

ϕ[a,b]

eșitsiliği sağlanır. n → ∞ olmakla limite geçersek (3.5.20) eșitsizliği bulunur. İspat

bitti.

Sonuç 3.5.6. L2
ϕ[a, b] Hilbert uzayında keyfi bir {ψn}∞n ortogonal sistemi verilsin. O

halde ∀f ∈ L2
ϕ[a, b] için

∞∑
k=1

|〈f, Ψk〉|2

‖ψk‖2
L2

ϕ[a,b]

(3.5.21)

serisi yakınsaktır ve de
∞∑

k=1

|〈f, Ψk〉|2

‖ψk‖2
L2

ϕ[a,b]

≤ ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.22)

eșitsizliği sağlanır.(Bu eșitsizlik de Bessel eșitsizliği olarak adlandırılır.)

İspat.

ϕk(x) :=
ψk(x)

‖ψk‖
, k = 1, 2, .....
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gösterirsek {ϕk(x)} fonksiyonlar sistemi L2
ϕ[a, b] bir ortonormal fonksiyonlar sistemi

olușturuyor. O halde (3.5.20) Bessel eșitsizliği gereği

∞∑
k=1

|〈f, ϕk〉|2 ≤ ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.23)

eșitsizliği sağlanır.

〈f, ϕk〉L2
ϕ[a,b] =

〈
f,

ψk

‖ψk‖L2
ϕ[a,b]

〉
L2

ϕ[a,b]

=
〈f, ψk〉L2

ϕ[a,b]

‖ψk‖L2
ϕ[a,b]

(3.5.24)

eșitsizliği gereği (3.5.23)-den talep olunan

∞∑
k=1

∣∣∣〈f, Ψk〉L2
ϕ[a,b]

∣∣∣2
‖ψk‖2

L2
ϕ[a,b]

≤ ‖f‖2
L2

ϕ[a,b]

Bessel eșitsizliği elde edilir.

Tanım 3.5.7. Keyfi H ayrılabilir Hilbert uzayı ve bu Hilbert uzayında keyfi {en}∞1
ortogonal sistemi (i 6= j ⇒ 〈ei, ej〉H = 0) verilsin.

Eğer span({en}∞1 ) := {α1e1 + α2e2 + ........ + αkek| αi ∈ C, k ∈ N} lineer alt uzayı

H Hilbert uzayında her yerde yoğun ise, yani

span({en}∞1 ) = H (3.5.25)

ise {en}∞1 vektörler sistemi H-da tamdır denir.

Sonuç 3.5.8. {en}∞1 vektörler sisteminin H ayrılabilir Hilbert uzayında tam olması

için gerek ve yeter șart ∀ ε > 0 için ∃p = p(ε) ∈ N ve ∃αi = αi(ε) ∈ C, i = 1, 2, .....

sayılarının mevcut olmasıdır ki;∥∥∥∥∥f −
p∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥
H

< ε (3.5.26)

olsun.
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Sonuç 3.5.9. H ayrılabilir Hilbert uzayında keyfi bir {en}∞1 tam ortonormal sistemi

verilmișse
∞∑

k=1

|〈f, ek〉H |2

serisi yakınsaktır ve

‖f‖2
H =

∞∑
k=1

|〈f, ek〉H |2 (3.5.27)

eșitliği sağlanır. (Bu eșitliğe Parseval eșitliği denir.)

Sonuç 3.5.10. L2
ϕ[a, b] Hilbert uzayında keyfi {ψn}∞1 ortogonal sistemi verilsin. Eğer

bu sistem tam ise o halde

∞∑
k=1

∣∣∣〈f, ψk〉L2
ϕ[a,b]

∣∣∣2
‖ψk‖2

L2
ϕ[a,b]

= ‖f‖2
L2

ϕ[a,b] (3.5.28)

eșitliği sağlanır. Bu eșitliğe L2
ϕ[a, b] de Parseval eșitliği denir.

Böylece așağıdaki önemli teoremleri ispat ettik.

Teorem 3.5.11. L2
ϕ[a, b] Hilbert uzayında keyfi {ϕn} tam ortonormal fonksiyonlar

sistemi verilsin. O halde her f ∈ L2
ϕ[a, b] fonksiyonu için

∞∑
k=1

ckϕk, ck := 〈f, ϕk〉L2
ϕ[a,b]

Fourier serisi yakınsaktır ve

f =
∞∑

k=1

ckϕk =
∞∑

k=1

〈f, ϕk〉L2
ϕ[a,b].ϕk

eșitliği sağlanır, yani her f ∈ L2
ϕ[a, b] fonksiyonunun Fourier serisi yakınsaktır ve

kendisine yakınsıyor.

3.6. Salınım ve Ayırma Teorisi

a2(x)y
′′

+ a1(x)y
′
+ a0(x)y = 0 (3.6.1)
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diferansiyel denklemini göz önünde bulunduralım. Burada ∀x ∈ [a, b] için a2(x) 6= 0

ve ai(x) ∈ C[a, b] dir.(3.6.1) denklemini așağıdaki șekilde yeniden yazalım

y
′′

+
a1

a2

y
′
+

a0

a2

y = y
′′

+ p(x)y
′
+ q(x)y = 0

Șimdi sonuncu denklemin her iki tarfını

k(x) = e
∫ x

a p(s)ds

fonksiyonu ile çarpalım. O halde bu denklem

d

dx
(k(x)y

′
) + k(x)q(x)y = 0

biçiminde yazılabilir. g(x) = k(x).q(x) ile gösterirsek, sonuncu denklem kendine

eșlenik olan

(ky
′
)
′
+ g(x)y = 0 (3.6.2)

denklemi biçiminde yazılır.

L(y) = (ky
′
)
′
+ g(x)y

M(y) = a2y
′′

+ a1y
′
+ a0y (3.6.3)

diferansiyel operatörlerini tanımlayalım. M diferansiyel operatörünün eșleniği

M = (a2y)
′′ − (a1y)

′
+ a0y

ile tanımlanır. Bu denklemde gerekli ișlemlerin yapılmasının ardından

M = a2y
′′

+ (2a
′

2 − a1)y
′
+ (a

′′

2 − a
′

1 + a0)y

elde edilir. Bu ifadeden yararlanarak kolayca
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vM(u) − uM(v) = [(a1 − a
′

2)vu + a2(vu
′ − uv

′
)]

′

eșitliğini elde ederiz. Bu eșitlik Lagrange özdeșliği olarak adlandırılır ve

P (u, v) = (a1 − a
′

2)vu + a2(vu
′ − uv

′
)

gösteriminden yararlanarak Lagrange özdeșliğini

vM(u) − uM(v) =
d

dx
P (u, v)

șekilinde yazabiliriz. En son elde edilen bu denklemi integrallersek

∫ b

a

[
vM(u) − uM(v)

]
dx = P (u, v)|ba

formülü bulunur. Bu formüle Green Formülü denir.

Eğer M(u) = M(u) ise M(u) = 0 denklemi kendine eșlenik olarak adlandırılır.

Böylece eğer M(u) = 0 kendine eșlenik ise

a
′

2 = a1

elde edilir. Bu durumda Lagrange Özdeșliği

vM(u) − uM(v) = [a2(vu
′ − uv

′
)]

′
= [a2(x)W (v, u)]

′

denklemine dönüșür, M diferansiyel operatörü ise

M(u) = (a2u
′
)
′
+ a0u

biçiminde ifade edilir.

Açıktır ki (3.6.3) de tanımlanan L operatörü kendine eșleniktir ve (3.6.2)’den önceki

tartıșmalar gösteriyor ki her genel lineer denklem kendine eșlenik biçimde yazılabilir.
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3.6..1 Ayırma Teoremleri

Teorem 3.6.1. (Sturm Ayırma Teoremi)

1) M(y) = 0 denkleminin așikar olmayan her çözümünün [a, b] aralığında en fazla

sonlu sayıda sıfırı olabilir.

2) Her bir çözümün tüm sıfırları basittir.

3) Eğer u1(x) ve u2(x) fonksiyonları M(y) = 0 denkleminin lineer bağımsız çözümleri

ise, o halde u1(x)’in herhangi iki sıfırı arasında u2(x)’in kesin olarak bir sıfırı vardır.

(yani bir tek sıfırı vardır.)

İspat.

1) Aksini kabul edelim yani M(y) = 0 denkleminin așikar olmayan bir çözümünün

[a, b] aralığında sonsuz sayıda sıfırı olsun ve bu sıfırların olușturduğu kümeyi {zn}

dizisi ile gösterelim. Bolzano-Weierstrass teoremi gereği {zn} dizisinin xn → x̂ olacak

șekilde en az bir {xn} alt dizisi mevcuttur. O halde

0 = lim
n→∞

y(xn) = y(x̂)

dir. Ayrıca

y
′
(x̂) = lim

n→∞

y(xn) − y(x̂)

xn − x̂
= 0

dır. Buradan varlık ve teklik teoremi gereği y(x) ≡ 0, yani çelișki elde edildi.İspat

bitti.

2) Aksini kabul edelim yani x̃ ∈ [a, b] noktası y(x) çözümünün basit olmayan sıfır

yeri olsun. O halde

y(x̃) = 0, y
′
(x̃) = 0

elde edilir. Varlık ve teklik teoremine göre bu șartı sağlayan çözüm vardır ve tektir.

Sıfır fonksiyonu da (așikar çözüm de) bu șartları sağladığı için y(x) ≡ 0 elde edilir.

Çelișki elde ettik. İspat bitti.

3) x0, x1’in u1(x)’in aradıșık iki sıfırı olduğunu varsayalım ve kabul edelim ki x0 < x1

olsun. O halde u2(x0) 6= 0 ve u2(x1) 6= 0’dır aksi halde W (u1, u2)(xi) = 0, i = 0, 1

olur. Genelliği bozmadan x ∈ (x0, x1)-de u1(x) > 0, u2(x0) > 0 kabul edelim. u1 ve
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u2 fonksiyonlarının x0 ve x1 noktalarındaki Wronskian’ları için

W (u1, u2)(x0) = −u
′

1(x0)u2(x0)

W (u1, u2)(x1) = −u
′

1(x1)u2(x1)

eșitlikleri sağlanır. u
′
1(x0) > 0 olduğunda W (x0) < 0’dır.Bilinmektedir ki, u1, u2

fonksiyonlarının Wronskianı ișaret değiștiremez bu yüzden W (x1) < 0’dır. Fakat

u
′
1(x1) < 0’dır, yani bu u2(x1) < 0 olmasını gerektirir. Böylece u2(x)’in (x0, x1) de

bir sıfırı olması gerekir.

Eğer bu argümanı u1 ve u2’nin rollerini değiștirerek uygularsak, u2(x)’nin ardıșık

iki sıfırı arasında u1(x)’in bir sıfırı olması gerektiğini görürüz. Böylece u1 ve u2 nin

sıfırları ardıșıktır.

3.6..2 Salınım Teoremleri

Bu kesimde

L(y) = (ky
′
)
′
+ gy = 0 a < x < b

șeklindeki denklemleri ele alacağız. Burada k ∈ C1[a, b], g ∈ C[a, b] ve de ∀x ∈ [a, b]

için k(x) > 0 olduğunu kabul edeceğiz.

Teorem 3.6.2. Li(y) = (ky
′
)
′
+ giy = 0 olsun. Burada g2 > g1 ve g2 (a, b)’nin

herhangi bir alt aralığında özdeș olarak sıfır değildir. Eğer L1(u1) = 0 ve L2(u2) = 0

ise, o halde u1(x)’in herhangi iki ardıșık sıfırının arasında u2(x)’in bir sıfırı vardır.

İspat. Varsayalım ki; u1(x1) = u1(x2) = 0 ve (x1, x2)’da u2(x) 6= 0 olsun. Genelliği

bozmadan (x1, x2)’da u1, u2 > 0 alalım. Lagrange özdeșliğinden

u2L1(u1) − u1L1(u2) =
d

dx

(
k(x)(u2u

′

1 − u1u
′

2)
)

yazılabilir. Ayrıca L1 ve L2 diferansiyel operatörlerin tanımı gereği

L1(u2) − L2(u2) = (g1 − g2)u2
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yazabiliriz.

Böylece

u2L1(u1) − u1 [L2(u2) + (g1 − g2)u2] = (k(x)
(
u2u

′

1 − u1u
′

2)
)′

veya

k(x)(u2u
′

1 − u1u
′

2)| x2
x1

=

∫ x2

x1

(g2 − g1)u1u2dx > 0

elde edilir. u2(x2) ≥ 0, u
′
1(x2) < 0 ve u2(x1) ≥ 0, u

′
1(x1) > 0 olduğundan

k(x)(u2u
′

1 − u1u
′

2)| x2
x1

≤ 0

elde edilir. Bu nedenle bir çelișki elde ettik.

Șimdi, u2(x1) = 0 olduğunu kabul edelim, o halde

k(x)(u2u
′

1 − u1u
′

2)| x2
x1

= k(x2)u
′

1(x2)u2(x2)

eșitliği elde edilir.

Eğer u2(x2) ≥ 0 ise, o halde

k(x)(u2u
′

1 − u1u
′

2)| x2
x1

≤ 0

bulunur yani bir çelișki elde ettik.

Teorem 3.6.3. p, q ∈ C0[a, b] ve z(x)’in

z
′′

+ q(x)z = 0

diferansiyel denkleminin

z(a) = z(b) = 0

șartlarını sağlayan așikar olmayan bir çözümü olduğunu varsayalım. Eğer

∫ b

a

(p − q)z2dx ≥ 0
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ise o halde,

y
′′

+ p(x)y = 0

y(a) = 0

probleminin așikar olmayan bir çözümünün (a, b] aralığında en az bir sıfırı vardır.

İspat. Aksini kabul edelim. Yani (a, b] aralığında y(x) 6= 0 olduğunu varsayalım.

Așağıda

z(z
′′

+ qz) = 0

z2

y
(y

′′
+ py) = 0

özdeșliklerinden yararlanacağız. Birinci ve ikinci eșitliği taraf tarafa çıkartarak

zz
′′ − z2y

′′

y
= z2(p − q)

eșitliğini elde ederiz. Bu eșitliği

z

y
(yz

′ − zy
′
)
′
= z2(p − q)

șekilinde yazabiliriz. Analizden iyi bilinen Hospital kuralı gereği z
′
(a) 6= 0, y

′
(a) 6= 0

, z
′
, y

′ ∈ C[a, b] olduğunda

lim
x→a

z(x)

y(x)
= lim

x→a

z
′
(a)

y′(a)

eșitliği sağlanır.Buradan

∫ b

a

z

y
(yz

′ − zy
′
)
′
dx =

∫ b

a

z2(p − q)dx ≥ 0

eșitsizliği elde edilir.

ilk intaegral ifadede kısmi integrasyon yaparak ve z(b) = 0, y(b) 6= 0, z(a) = y(a) = 0

olduğunu dikkate alarak

z

y
(yz

′ − zy
′
)| b

a −
∫ b

a

(yz
′ − zy

′
)

(
z

y

)′

=

∫ b

a

z2(p − q)dx ≥ 0
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elde edilir. Buradan

0 ≥
∫ b

a

(yz
′ − zy

′
)2

y2
dx

bulunur.

Eğer y(x) = cz(x) ise sağ taraf özdeș olarak sıfırdır, dolayısıyla bu durum için

teoremin ispatı açıktır. Eğer y(x) 6= cz(x) ise sağ taraf pozitiftir ve bir çelișki elde

ederiz. Böylece y(x)-in (a, b]’de sıfırı mevcut olmalıdır.

Not 3.6.4. İspat gösteriyor ki eğer p(x) 6= q(x) ise o halde

∫ b

a

z2(p − q)dx > 0

dır. Bu durumda y(x)’in (a, b) aralığında bir sıfırı vardır.

Aksini kabul ederek ∫ b

a

(yz
′ − zy

′
)2

y2
dx < 0

elde ederiz. Bu bir çelișkidir.

Teorem 3.6.5. ki > 0 olmak üzere ki ∈ C1[a, b], gi ∈ C[a, b] olsun. Eğer z

(k1z)
′
+ g1z = 0

z(a) = z(b) = 0

probleminin așikar olmayan bir çözümü ve y

(k2y)
′
+ g2y = 0

y(a) = 0

probleminin așikar olmayan bir çözümü ve

∫ b

a

(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2dx ≥ 0
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ise o halde y(x)’in (a, b] aralığında en az bir sıfırı vardır.Eğer eșitsizlik mutlak ise

(yani > biçiminde ise), y(x) − in(a, b) aralığında en az bir sıfırı bulunur.

İspat. İlk denklem z ile çarpılıp ikinci denklem de z2

y
ile çarpılıp taraf-tarafa çıkarılırsa

∫ b

a

(k1 − k2)(z
′
)2 + (g2 − g1)z

2 +

∫ b

a

k1

(
yz

′ − zy
′

y

)2

dx =
z

y
(k1yz

′ − k2y
′
z)| b

a

formülü elde edilir. Bu formüle Picone formülü denir. (Swanson, 1975)

İspatın geriye kalan kısmı bir önceki teoremin ispatına tamamen benzerdir.

Teorem 3.6.6. [Sturm- Picone Teoremi]

Varsayalım ki

(k1z
′)′ + g1z = 0

(k2y
′)′ + g2y = 0

olsun. Ayrıca kabul edelim ki g2 ≥ g1 ve k1 ≥ k2 > 0 ve [a, b] de g2 6≡ g1, k1 6≡ k2 ve

z(a) = z(b) = 0

dır. O halde y(x)’in (a, b) aralığında en az bir sıfırı vardır.(Zettl, 1968)

Not 3.6.7. Örneğin așağıdaki șekilde verilen iki diferansiyel denklemi düșünürsek;

y
′′

+ y = 0 y
′′

+ 4y = 0

İkinci denklemin çözümleri birinciden daha hızlı salınım yapar. Daha genel olarak

söyleyecek olursak Sturm karșılaștırma teoremleri farklı denklemlerin çözümlerinin

salımlarının oranını irdeler.
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4. BULGULAR

4.1. İki Aralıklı Sturm-Liouville Denklemleri İçin Karșılaștırma ve

Salınım Özellikleri

İlk önce s = 0, 1, 2, .......,m için f (s)(c ± 0) := limε↓0 f (s)(x ± ε) sonlu limit değerleri

ile her [a, c) ve (c, b] aralığında m. mertebeye kadar sürekli türevlenebilen tüm

f : [a, c) ∪ (c, b] → R fonksiyonlarından olușan yeni bir Cm[a, c − 0] ⊕ Cm[c + 0, b]

fonksiyonel uzayını tanımlayalım. k ∈ C1[a, c − 0] ⊕ C1[c + 0, b], σ ∈ C[a, c − 0] ⊕

C[c + 0, b] , k(c ± 0) 6= 0 , σ(c ± 0) 6= 0 olduğunu varsayarak

−(k(x)y
′
)
′
+ σ(x)y = 0 , x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.1.1)

iki aralıklı Sturm-Liouville denkleminden ve x = c etkileșim noktasında verilen

y(c + 0) = α1y(c − 0) + β1y
′
(c − 0) (4.1.2)

y
′
(c + 0) = α2y(c − 0) + β2y

′
(c − 0) (4.1.3)

iletim koșullarından olușan iki-aralıklı Sturm-Liouville denklemini ele alacağız.

Burada

∣∣∣∣∣∣ α1 β1

α2 β2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ’dır.

Not 4.1.1. Bundan sonra aksini özel olarak belirtmedğimiz durumlarda çözümlerden

bahsederken, bu çözümlerin özdeșlik olarak sıfır olmayan çözümler olduğunu kabul

edeceğiz.

Teorem 4.1.2. İki ayrık aralıkta tanımlı olan (4.1.1) Sturm-Liouville denklemlerinden

ve (4.1.2), (4.1.3) iletim (geçiș) koșullarından olușmuș problemin hiç bir çözümünün

sonsuz sayıda sıfırı mevcut değildir (yani ya hiç bir sıfır yeri mevcut değil, ya da

ancak sonlu sayıda sıfır yeri mevcuttur).

İspat. Teoremi olmayana ergi yöntemi ile ispat edeceğiz. Yani kabul edeceğiz ki,

(4.1.2)- (4.1.3) iki aralıklı SLP-nin sonsuz sayıda sıfır yerine sahip olan en az bir

y(x) çözümü bulunur. Bu sıfır yerlerini x1, x2, x3, .... ile gösterelim. (xn) dizisi



sınırlı olduğu için Bolzano-Weierstrass teoremi (Bayraktar, 2017) gereği bu dizinin

yakınsak olan en az bir (xnk
) alt dizisi mevcuttur. Bu alt dizinin limitini w ile

gösterelim. w ∈ [a, c) , w ∈ (c, b] ve w = c durumlarını ayrı-ayrılıkta inceleyeceğiz.

İlk önce w ∈ [a, c) durumunu inceleyelim. y(xnk
) = 0 olduğu için ve y(x) çözüm

fonksiyonu [a, c) aralığında sürekli olduğu için

y(w) = lim
k→∞

y(xnk
) = 0

dır. y(xnk
) = y(w) = 0 olduğundan

y
′
(w) = lim

k→∞

y(xnk
) − y(w)

xnk
− w

= 0

dır. Buradan sonuç olarak (4.1.1) denkleminin bir çözümü y(w) = y
′
(w) = 0

bașlangıç koșullarını sağlayan (a, c) aralığı üzerindeki y(x) fonksiyonudur. Bu nedenle

lineer diferansiyel denklemler için bașlangıç-değer probleminin çözümünün varlığı ve

tekliği hakkında iyi bilinen teorem (Kandemir,2015) gereği y(x)’in [a, c) aralığında

özdeș olarak sıfıra eșit olduğunu elde ettik. (4.1.2) ve (4.1.3) iletim koșullarını

kullanarak

y(c + 0) = α1y(c − 0) + β1y
′
(c − 0) = 0

elde edilir. Șimdi ỹ(x) =

 y(c + 0) , x = c

y(x) , x ∈ (c, b]
fonksiyonunu tanımlayalım.

O halde

ỹ ′(c) = ỹ ′(c + 0) = y ′(c + 0) = α2y(c − 0) + β2y
′(c − 0) = 0

elde edilir. Dolayısıyla ỹ(c) = ỹ ′(c) = 0 elde edildi ve böylece ỹ(x)’in (c, b] sağ

aralığında da özdeș olarak sıfıra eșit olduğu görülür. O halde y(x) çözümü de (c, b]

aralığında özdeș olarak sıfıra eșit olur. Böylece bir çelișki elde ederek w ∈ [a, c)

durumu için ispatı tamamladık.

İkinci olarak w ∈ (c, b] durumunu araștıracağız. xnk
→ w ve y(xnk

) = 0 olduğu için
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yine de

y(w) = lim
k→∞

y(xnk
) = 0

elde edilir. Bu durumda bir önceki duruma benzer olarak y′(w) = 0 bulunur. Böylece

bir w ∈ (c, b] için y(w) = y′(w) = 0 bașlangıç șartları sağlanmıș olur. O halde

∀x ∈ (c, b] için y(x) = 0 olur. Bu durumda y(c + 0) = y′(c + 0) = 0 eșitliğinin

sağlanacağı apaçıktır. Geçiș șartalarından yararlanarak

α1y(c − 0) + β1y
′
(c − 0) = 0

α2y(c − 0) + β2y
′
(c − 0) = 0

eșitlikleri elde edilir. Bu eșitliklerin ilkini β2 ile ikincisini ise β1 çarptıktan sonra

taraf tarafa çıkarırsak

(α1β2 − α2β1)y(c − 0) = 0

elde edilir benzer biçimde ilk eșitliği α2 ile ikinci eșitliği ise α1 ile çarparak taraf

tarafa çıkarırsak

(α1β2 − α2β1)y
′(c − 0) = 0

eșitliği bulunur. α1β2 − α2β1 6= 0 olduğu için sonuncu iki eșitlikten

y(c − 0) = y′(c − 0) = 0

elde edilir. Șimdi

˜̃y =

 y(x), x ∈ [a, c)

y(c − 0), x = c

fonksiyonunu tanımlarsak, bu fonksiyon (4.1.1) denkleminin ˜̃y(c) = ˜̃y ′(c) = 0

bașlangıç șartını sağlayan çözümü olur ve varlık ve teklik teoremi gereği ∀x ∈ [a, c)

için ˜̃y = 0 yani ∀x ∈ [a, c) için y(x) = 0 olur. Böylece y(x) fonksiyonu tüm

[a, c)∪(c, b] de sıfıra eșit olur. Çelișki elde ettik. Bu durum için de ispat tamamlandı.

Șimdi de w = c durumunu göz önünde bulunduralım. Bu durumda bir (xnks
) alt

dizisi seçebiliriz öyleki; xnks
↑ c veya xnks

↓ c olsun. İlk önce xnks
↑ c durumunu
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araștıralım.

y(c − 0) = lim
s→∞

y(xnks
) = 0

eșitliğini elde ederiz.

Șimdi y
′
(c − 0) = 0 olduğunu göstereceğiz. Bunun için

ỹ(x) =

 y(x), x ∈ [a, c)

y(c − 0), x = c

fonksiyonunu tanımlıyoruz. Ortalama değer teoremini kullanarak her s = 1, 2, ......

için 0 ≤ αs ≤ 1 olacak șekilde bir αs reel sayısı vardır öyle ki;

ỹ(xnks
) = ỹ(c) + ỹ

′
(αsxnks

+ (1 − αs)c)(xnks
− c)

dir. Sonuç olarak ỹ
′
(αsxnks

+ (1 − αs)c) = 0’dır (her s = 1, 2, .... için). s → ∞

iken xnks
↑ c olduğunu dikkate alarak ỹ

′
(c) = 0 elde edilir. O halde y′(c − 0) =

ỹ
′
(c− 0) = ỹ

′
(c) = 0 buradan varlık teklik teoremine göre ∀x ∈ [a, c) için ỹ(x) = 0

bulunur. O halde ∀x ∈ [a, c) için y(x) = 0 elde edilir. Bu ise bir çelișkidir. İspat

xnks
↓ c durumunda tamamen benzer șekilde yapılır.

Teorem 4.1.3. (4.1.1)-(4.1.3) probleminin katsayıları için∣∣∣∣∣∣ α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣∣∣ > 0

șartının sağlandığını kabul edelim. u(x) ve ϕ(x) fonksiyonları bu problemin iki tane

lineer bağımsız çözümü ise, o halde bu çözümlerin sıfır yerleri iç-içe geçer, yani bu

çözümlerin her birinin iki ardıșık sıfır yeri arasında diğerinin bir tek sıfır yeri bulunur.

İspat. u(x) çözüm fonksiyonunun keyfi iki tane ardıșık x1 ve x2 sıfır yerlerini gözönüne

alalım. Bu noktaların her ikisinin aynı bir aralığa ait olması durumu ile farklı

aralıklara ait olma durumlarını ayrı-ayrılıkta araștıracağız. İlk önce x1, x2 ∈ [a, c)

durumunu araștıralım. İspatı olmayana ergi yöntemi ile yapacağız. Yani kabul

edeceğiz ki, ϕ(x) çözümünün (x1, x2) aralığında hiç bir sıfır yeri yoktur. Bu durumda

hem u(x) hem de ϕ(x) çözümleri (x1, x2) aralığında ișaretlerini değișmezler. İlk
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önce u(x) ve ϕ(x) fonksiyonlarının her ikisinin de (x1, x2) aralığında pozitif olduğu

durumu araștıralım. u(x1) = 0 ve ∀x ∈ (x1, x2) için u(x) > 0 olduğundan

u
′
(x1) = lim

h↓0

u(x1 + h) − u(x1)

h
= lim

h↓0

u(x1 + h)

h
≥ 0 (4.1.4)

u(x1) = 0 ve u(x) așikar olmayan çözüm olduğu için u
′
(x1) sıfıra eșit olamaz, yani

u
′
(x1) > 0’dır. Benzer șekilde; u(x2) = 0 ve ∀x ∈ (x1, x2) için u(x) > 0 olduğundan

u
′
(x2) = lim

h↑0

u(x2 + h) − u(x2)

h
= lim

h↑0

u(x2 + h)

h
≤ 0 (4.1.5)

u(x2) = 0 ve u(x) așikar olmayan çözüm olduğu için u
′
(x2) sıfıra eșit olamaz, yani

u
′
(x2) < 0’dır. Sonuç olarak

W (u, ϕ; x1) := u(x1)ϕ
′
(x1) − u

′
(x1)ϕ(x1) = −u

′
(x1)ϕ(x1) ≤ 0 (4.1.6)

ve

W (u, ϕ; x2) := u(x2)ϕ
′
(x2) − u

′
(x2)ϕ(x2) = −u

′
(x2)ϕ(x2) ≥ 0 (4.1.7)

elde edilir. Fakat u(x) ve ϕ(x) fonksiyonlarının Wronskianı ișaret değiștiremez.

Böylece (4.1.6) ve (4.1.7) çelișir.Buradan x1, x2 ∈ [a, c) durumu için ispat

tamamlanmıștır.Șimdi (x1, x2) aralığında u(x) fonksiyonunun negatif, ϕ(x)

fonksiyonunun ise pozitif olduğu durumu araștıralım.Bu durumda u(x1) = 0 ve

∀x ∈ (x1, x2) için u(x) < 0 olduğu için

u
′
(x1) = lim

h↓0

u(x1 + h) − u(x1)

h
= lim

h↓0

u(x1 + h)

h
≤ 0 (4.1.8)

elde edilir. Eğer u′(x1) = 0 olursa, u(x1) = 0 olduğu için u(x) fonksiyonu (4.1.1)

denkleminin u(x1) = u′(x1) = 0 bașlangıç șartlarını sağlayan çözümü olur. Fakat

u0(x) ≡ 0 fonksiyonu da aynı diferansiyel denklemin aynı bașlangıç șartlarını sağlayan

çözümüdür. Çözüm tek olduğu için u(x) fonksiyonu özdeș olarak sıfır olur. Bu ise

kabulümüz ile çelișmektedir. Dolayısı ile u′(x1) 6= 0 ve u′(x1) ≤ 0 elde edilir, yani

u′(x1) < 0 elde edilir. Benzer biçimde u′(x2) > 0 elde edilir. Bu durumda

W (u, ϕ; x1) = u(x1)ϕ
′
(x1) − u

′
(x1)ϕ(x1) = −u

′
(x1)ϕ(x1) > 0 (4.1.9)
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ve

W (u, ϕ; x2) = u(x2)ϕ
′
(x2) − u

′
(x2)ϕ(x2) = −u

′
(x2)ϕ(x2) < 0 (4.1.10)

eșitlikleri bulunur. W (u, ϕ; x) fonksiyonu [x1, x2] aralığında sürekli ve bu aralığın

uç noktalarında ișaretleri ters olduğu için (sol uçta negatif, sağ uçta pozitif) ∃x0 ∈

(x1, x2) mevcuttur ki W (u, ϕ; x0) = 0 olur. Bu durumda u ve ϕ lineer bağımlı olur.

Bu ise teoremin șartları ile çelișmektedir. Bu durum için de ispat tamamlanmıș

oldu.

İkinci olarak x1, x2 ∈ (c, b] durumunu ele alalım. Aksini kabul edelim yani ϕ(x)

fonksiyonunun (x1, x2) aralığında sıfırı olmasın. İlk önce u(x) ve ϕ(x) fonksiyonlarının

her ikisininde (x1, x2) aralığında pozitif olduğunu kabul edelim. u(x1) = 0 ve

∀x ∈ (x1, x2) için u(x) > 0 olduğundan

u
′
(x1) = lim

h↓0

u(x1 + h) − u(x1)

h
= lim

h↓0

u(x1 + h)

h
≥ 0 (4.1.11)

u(x1) = 0 ve u(x) așikar olmayan çözüm olduğu için u
′
(x1) sıfıra eșit olamaz, yani

u
′
(x1) > 0’dır. Benzer șekilde; u(x2) = 0 ve ∀x ∈ (x1, x2) için u(x) > 0 olduğundan

u
′
(x2) = lim

h↑0

u(x2 + h) − u(x2)

h
= lim

h↑0

u(x2 + h)

h
≤ 0 (4.1.12)

u(x2) = 0 ve u(x) așikar olmayan çözüm olduğu için u
′
(x2) sıfıra eșit olamaz, yani

u
′
(x2) < 0’dır. Sonuç olarak

W (u, ϕ; x1) := u(x1)ϕ
′
(x1) − u

′
(x1)ϕ(x1) = −u

′
(x1)ϕ(x1) < 0 (4.1.13)

ve

W (u, ϕ; x2) := u(x2)ϕ
′
(x2) − u

′
(x2)ϕ(x2) = −u

′
(x2)ϕ(x2) > 0 (4.1.14)

elde edilir. Fakat u(x) ve ϕ(x) fonksiyonlarının Wronskian değerleri ișaret

değiștiremez. Böylece (4.1.13) ve (4.1.14) çelișir. Buradan x1, x2 ∈ (c, b] durumu

için ispat tamamlanmıștır. Son olarak a ≤ x1 < c < x2 ≤ b durumunu düșünelim.

İlk önce u(x), ϕ(x) > 0 kabul edelim. Yani

1) ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve ∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0, ϕ(x) > 0
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durumunu inceleyelim. u(x2) = 0, u
′
(x2) 6= 0 olduğundan

u
′
(x2) = lim

h↑0

u(x2 + h) − u(x2)

h
= lim

h↑0

u(x2 + h)

h
≤ 0

dır. u
′
(x2) 6= 0 olduğu için u

′
(x2) < 0 elde edilir. Böylece

W (u, ϕ; x2) = u(x2)ϕ
′
(x2) − u

′
(x2)ϕ(x2) = −u

′
(x2)ϕ(x2) > 0 (4.1.15)

elde ederiz. α1β2 − α2β1 > 0 koșulunu göz önünde bulundurarak ve (4.1.2)-(4.1.3)

iletim koșullarını kullanarak

W (u, ϕ; x2) = W (u, ϕ; c + 0) = u(c + 0)ϕ
′
(c + 0) − u

′
(c + 0)ϕ(c + 0)

= (α1u(c − 0) + β1u
′
(c − 0))(α2ϕ(c − 0) + β2ϕ

′
(c − 0))

− (α2u(c − 0) + β2u
′
(c − 0))(α1ϕ(c − 0) + β1ϕ

′
(c − 0))

= (α1β2 − α2β1)(u(c − 0)ϕ
′
(c − 0) − u

′
(c − 0)ϕ(c − 0))

= (α1β2 − α2β1)W (u, ϕ; c − 0) = (α1β2 − α2β1)W (u, ϕ; x1)

= −(α1β2 − α2β1)u
′
(x1)ϕ(x1) (4.1.16)

elde edilir. u(x1) = 0 , u
′
(x1) 6= 0 ve ∀x ∈ (x1, x2) için u(x) > 0 olduğundan, u(x)

çözümü x1 noktası civarında artmaktadır. Böylece u
′
(x1) > 0’dır. Ayrıca u(x) ve

ϕ(x) fonksiyonlarını ∀x ∈ [a, c) ∪ (c, b]’de u(x), ϕ(x) > 0 olarak kabul ettiğimizden

(4.1.16) ifadesinden

= −(α1β2 − α2β1)u
′
(x1)ϕ(x1) < 0 (4.1.17)

elde ederiz. Fakat (4.1.15) ve (4.1.17) çelișmektedir. Böylece bir çelișki elde ettik.

Böylece ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve ∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0

durumu için ispat tamamlanmıș oldu.

Șimdi ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve ∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

durumunu araștıralım. Bu durumda benzer biçimde u′(x1) > 0 , u′(x2) < 0 ve
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dolayısıyla

W (u, ϕ; x1) = u(x1)ϕ
′
(x1) − u

′
(x1)ϕ(x1) = −u

′
(x1)ϕ(x1) ≤ 0 (4.1.18)

elde edilir. Ayrıca

W (u, ϕ; x2) = u(x2)ϕ
′
(x2) − u

′
(x2)ϕ(x2) = −u

′
(x2)ϕ(x2) ≤ 0

bulunur. Wronskian bir aralıkta ișaret değiștiremedği için sonuncu eșitsizlikten

W (u, ϕ; c + 0) ≤ 0 (4.1.19)

eșitsizliği elde edilir. Geçiș șartlarından yararlanarak

W (u, ϕ; c− 0) = u(c− 0)ϕ
′
(c− 0)−u

′
(c− 0)ϕ(c− 0) = −u

′
(c− 0)ϕ(c− 0) (4.1.20)

ifadesinin ișaretini inceleyeceğiz.u ve ϕ çözümleri geçiș șartlarını sağladıkları için

u(c + 0) = α1u(c − 0) + β1u
′
(c − 0) (4.1.21)

u
′
(c + 0) = α2u(c − 0) + β2u

′
(c − 0) (4.1.22)

ϕ(c + 0) = α1ϕ(c − 0) + β1ϕ
′
(c − 0) (4.1.23)

ϕ
′
(c + 0) = α2ϕ(c − 0) + β2ϕ

′
(c − 0) (4.1.24)

eșitlikleri sağlanır. α1β2 − α2β1 6= 0 olduğu için

T =

 α1 , β1

α2 , β2

 (4.1.25)

matrisinin tersi mevcuttur. Bu matrisin tersini

T−1 :=

 α̃1 , β̃1

α̃2 , β̃2

 (4.1.26)
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ile gösterelim. detT−1 = 1
detT

olduğu için

detT−1 =
1

α1β2 − α2β1

6= 0

olacak. O halde (4.1.21) − (4.1.25) eșitliklerini

 u(c + 0)

u′(c + 0)

 =

 α1 , β1

α2 , β2

 u(c − 0)

u′(c − 0)

 (4.1.27)

biçiminde yazarak her iki tarafa T−1 dönüșümü uygularsak

 u(c − 0)

u′(c − 0)

 =

 α̃1 , β̃1

α̃2 , β̃2

  u(c + 0)

u′(c + 0)

 (4.1.28)

eșitliğini yani,

u(c − 0) = α̃1u(c + 0) + β̃1u
′
(c + 0) (4.1.29)

u
′
(c − 0) = α̃2u(c + 0) + β̃2u

′
(c + 0) (4.1.30)

elde edilir. Tamamen benzer biçimde

ϕ(c − 0) = α̃1ϕ(c + 0) + β̃1ϕ
′
(c + 0) (4.1.31)

ϕ
′
(c − 0) = α̃2ϕ(c + 0) + β̃2ϕ

′
(c + 0) (4.1.32)

eșitlikleri elde edilir. Bu eșitliklerden yararlanarak

W (u, ϕ; c − 0) = u(c − 0)ϕ
′
(c − 0) − u

′
(c − 0)ϕ(c − 0)

= (α̃1u(c + 0) + β̃1u
′
(c + 0))(α̃2ϕ(c + 0) + β̃2ϕ

′
(c + 0))

− (α̃2u(c + 0) + β̃2u
′
(c + 0))(α̃1ϕ(c + 0) + β̃1ϕ

′
(c + 0))

= (α1β2 − α2β1)W (u, ϕ; c + 0) ≥ 0 (4.1.33)
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elde edilir. Wronskian bir aralıkta ișaret değiștiremeyeceği için (4.1.18) ve (4.1.33)-den

∀x ∈ (x1, c) için

W (u, ϕ; x) = 0 (4.1.34)

elde edilir. Bu ise u ve ϕ çözümlerinin lineer bağımsız olduğu varsayımı ile çelișmektedir.

Böylece ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve ∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

durumu için de ispat tamamlanmıș oldu.

Diğer

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0 ve

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0
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• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) > 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) > 0 , ϕ(x) < 0

• ∀x ∈ (x1, c) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

∀x ∈ (c, x2) için u(x) < 0 , ϕ(x) < 0

durumları için ispat benzer biçimde yapılır.

İspat tamamlandı.

Teorem 4.1.4. (4.1.2) ve (4.1.3) iletim koșullarını sağlayan iki aralıklı (4.1.1)

diferansiyel denkleminin her așikar olmayan çözümünün tüm sıfırları basittir.

İspat. İspatı olmayana ergi yöntemi ile yapacağız. Kabul edelim ki (4.1.2) ve (4.1.3)

probleminin öyle bir ỹ(x) çözümü ve öyle bir x0 ∈ [a, c)∪ (c, b] noktası mevcuttur ki

ỹ(x0) = ỹ
′
(x0) = 0

eșitlikleri sağlanır. x0 ∈ [a, c) ve x0 ∈ (c, b] durumlarını ayrı-ayrılıkta ele alacağız.

İlk önce x0 ∈ [a, c) durumunu ele alalım. ỹ(x0) = ỹ
′
(x0) = 0 olduğu için literatürden

iyi bilinen varlık ve teklik teoremi gereği ∀x ∈ [a, c) için ỹ(x) = 0 olur. O halde

ỹ(c − 0) = 0 ve ỹ′(c − 0) = 0 elde edilir. ỹ(x) çözümü geçiș șartlarını sağladığı için

ỹ(c + 0) = α1ỹ(c − 0) + β1ỹ
′
(c − 0) = 0

ỹ
′
(c + 0) = α2ỹ(c − 0) + β2ỹ

′
(c − 0) = 0

elde edilir. Șimdi varlık ve teklik teoremini (c, b] yarı açık aralığında uygularsak

∀x ∈ (c, b] için ỹ(x) = 0 elde edilir. Benzer șekilde x0 ∈ (c, b] alırsak, varlık ve teklik
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teoremi gereği ∀x ∈ (c, b] için ỹ(x) = 0 elde edilir. Buradan ỹ(c+0) = ỹ
′
(c+0) = 0

elde edilir. ỹ(x) çözümü geçiș șartlarını sağladığı için

0 = ỹ(c + 0) = α1ỹ(c − 0) + β1ỹ
′
(c − 0) (4.1.35)

0 = ỹ
′
(c + 0) = α2ỹ(c − 0) + β2ỹ

′
(c − 0) (4.1.36)

eșitlikleri bulunur. Yani

α1ỹ(c − 0) + β1ỹ
′
(c − 0) = 0 (4.1.37)

α2ỹ(c − 0) + β2ỹ
′
(c − 0) = 0 (4.1.38)

eșitlikleri elde edilir. İlk eșitliği β2 ile, ikinci eșitliği −β1 ile çarparak taraf tarafa

toplarsak

(α1β2 − α2β1)ỹ(c − 0) = 0

eșitliği bulunur. α1β2 − α2β1 6= 0 olduğu için ỹ(c − 0) = 0 elde edilir. Eğer (4.1.37)

eșitliğini α2 ile, (4.1.38) eșitliğini ise −α1 ile çarptıktan sonra taraf tarafa toplarsak

(α2β1 − α1β2)ỹ
′
(c − 0) = 0

ve α2β1−α1β2 6= 0 olduğu için ỹ
′
(c−0) = 0 bulunur. Böylece ỹ(c−0) = ỹ

′
(c−0) = 0

elde edilir. O halde varlık ve teklik teoremi gereği ∀x ∈ [a, c) için ỹ(x) = 0 elde edilir.

Yani bu durumda da ∀x ∈ [a, c) ∪ (c, b] için ỹ(x) = 0 elde edildi. İspat bitti.

4.2. Karșılaștırma Teoremleri

Așağıda [a, c)∪ (c, b] iki aralığında sürekli ve f(c± 0) = limε→0 f(c± |ε|) sonlu limit

değerlerine sahip olan tüm reel değerli f : [a, c) ∪ (c, b] → R fonksiyonların uzayını

C[a, c − 0] ⊕ C[c + 0, b] ile göstereceğiz.
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Teorem 4.2.1. q ∈ C[a, c − 0] ⊕ C[c + 0, b] ve α1β2 = 1 ve β1 = 0 olduğunu

varsayalım. Ayrıca z ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕ C(2)[c + 0, b] , z(c ± 0) 6= 0 fonksiyonun

z
′′
(x) + q(x)z(x) = 0 , x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.1)

iki aralıklı diferansiyel deklemin

z(a) = z(b) = 0

sınır koșullarını ve x = c noktasında (etkileșim noktasında)

z(c+) = α1z(c−)

z
′
(c+) = α2z(c−) + β2z

′
(c−) (4.2.2)

iletim koșullarını sağlayan bir çözümü olduğunu kabul edelim.

Ayrıca y ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕ C(2)[c + 0, b] , y(c ± 0) 6= 0 fonksiyonun

y
′′
(x) + p(x)y(x) = 0 , x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.3)

y(a) = 0 (4.2.4)

iki aralıklı (4.2.3) diferansiyel denkleminin, (4.2.4) sınır koșulunu ve x = c noktasında

(etkileșim noktasında)

y(c+) = α1y(c−)

y
′
(c+) = α2y(c−) + β2y

′
(c−) (4.2.5)

iletim koșullarını sağlayan bir çözümü olduğunu kabul edelim.

Eğer

lim
ε→0

(∫ c−ε

a

(p − q)z2dx +

∫ b

c+ε

(p − q)z2dx

)
≥ 0 (4.2.6)

ise, o halde;
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(4.2.3)-(4.2.5) sınır değer iletim probleminin așikar olmayan her bir y ∈ C(2)[a, c −

0] ⊕ C(2)[c + 0, b] , y(c ± 0) 6= 0 çözümü (a, c) ∪ (c, b] iki aralığında en az bir sıfıra

sahiptir.

İspat. y(x) , (4.2.3)-(4.2.5) probleminin herhangi bir așikar olmayan çözümü olsun.

Eğer y(x) ve z(x) lineer bağımlı ise öyle c 6= 0 mecvut olur ki ∀x ∈ [a, c)∪ (c, b] için

y(x) = cz(x) olur. Bu durumda

y(b) = cz(b) = 0

olur. Dolayısıyla y(x) çözümünün (a, c) ∪ (c, b]-de en az bir sıfırı mevcut olur.

Bu yüzden, y(x) ve z(x)’in lineer bağımsız fonksiyonlar olduğunu varsayarak devam

edeceğiz. Aksini kabul edelim ki ∀x ∈ (a, c)∪ (c, b] için y(x) 6= 0 olsun. ∀x ∈ (a, c)∪

(c, b] için y(x) 6= 0 olduğubu kabul ettiğimiz için (4.2.1) ve (4.2.3) denklemlerini

kullanarak z(z
′′

+ qz) = 0 ve z2

y
(y

′′
+ py) = 0 elde ederiz. Bu denklemlerden birini

diğerinden çıkartarak

zz′′ − z2y′′

y
+ qz2 − pz2 = 0

eșitliğini elde ederiz. Bu eșitlikten

zz′′ − z2y′′

y
= z2(p(x) − q(x))

eșitliğini elde ederiz. Buradan

z

y
(yz

′′ − zy
′′
) = z2(p(x) − q(x))
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eșitliği bulunur. Bu eșitlikteki yz
′′ − zy

′′ ifadesini integralleyerek

∫
(yz

′′ − zy
′′
)dx =

∫
yz

′′
dx −

∫
zy

′′
dx

=

∫
yd(z′) −

∫
zd(y′)

= yz′ −
∫

z′d(y) − zy′ +

∫
y′d(z)

= yz′ −
∫

z′y′dx − zy′ +

∫
y′z′dx

= yz′ − zy′ = W (y, z)

eșitliği elde edilir. Buradan

z(x)

y(x)

d

dx
W (y, z; x) = z2(x)(p(x) − q(x)) (4.2.7)

denklemini elde ederiz.

y(a) = z(a) = 0 olduğundan y
′
(a) 6= 0 z

′
(a) 6= 0’dır. Aksi halde iyi bilinen varlık

ve teklik teoreminden y(x) ve z(x) çözümlerinin her birinin özdeș olarak sıfıra eșit

olduğunu elde ederdik. Böylece

lim
x→a

z(x)

y(x)
= lim

x→a

z(x) − z(a)

y(x) − y(a)
=

z
′
(a)

y′(a)
6= 0 (4.2.8)

bulunur.(4.2.8) kullanarak ve y, z ∈ C[a, c−0]⊕C[c+0, b] olduğunu hesaba katarak

(4.2.7)’nin sol tarafının [a, c) ve (c, b] aralıklarında integrallenebilir olduğunu görürüz.

Șimdi (4.2.7) eșitliğini [a, c) ve (c, b] aralıklarında parça parça integrallersek ve (4.2.8)

ifadesini de göz önünde bulundurarak așağıdaki ifadeleri elde ederiz.

lim
ε↓0

(
z(x)

y(x)
W (y, z; x)

∣∣c−ε

c+ε
− z(b)

y(b)
W (y, z; b) − z(a + ε)

y(a + ε)
W (y, z; a + ε)

)
− lim

ε↓0

(∫ c−ε

a

(
z(x)

y(x)

)′

W (y, z; x)dx +

∫ b

c+ε

(
z(x)

y(x)

)′

W (y, z; x)dx

)

= lim
ε↓0

(∫ c−ε

a

(p(x) − q(x))z2(x)dx +

∫ b

c+ε

(p(x) − q(x))z2(x)dx

)
(4.2.9)
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Böylece

lim
ε↓a

z(a + ε)

y(a + ε)
W (y, z; a + ε) =

z
′
(a)

y′(a)
W (y, z; a) (4.2.10)

elde edilir. z(a) = z(b) = 0 olduğundan (4.2.9) eșitliği așağıdaki formda yazılır.

z(x)

y(x)
W (y, z; x)

∣∣c−0

c+0
−

∫ c−0

a

(
W (y, z; x)

y(x)

)2

dx −
∫ b

c+0

(
W (y, z; x)

y(x)

)2

dx

=

∫ c−0

a

(p(x) − q(x))z2(x)dx +

∫ b

c+0

(p(x) − q(x))z2(x)dx (4.2.11)

(4.2.2) ve (4.2.5) iletim koșullarını ve β1 = 0 olduğunu kullanarak

z(c + 0)

y(c + 0)
=

α1z(c − 0)

α1y(c − 0)
=

z(c − 0)

y(c − 0)
(4.2.12)

elde ederiz ve ayrıca

W (y, z; c + 0) = y(c + 0)z
′
(c + 0) − y

′
(c + 0)z(c + 0)

= (α1β2 − α2β1)y(c − 0)z
′
(c − 0) − (α1β2 − α2β1)yz

′
(c − 0)(c − 0)

= (α1β2 − α2β1)W (y, z; c − 0) = W (y, z; c + 0)

= W (y, z; c − 0) = W (y, z; c + 0) (4.2.13)

eșitliğini elde ederiz.(4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13)’den

−
∫ c−0

a

(
W (y, z; x)

y(x)

)2

dx −
∫ b

c+0

(
W (y, z; x)

y(x)

)2

dx

=

∫ c−0

a

(p(x) − q(x))z2(x)dx +

∫ b

c+0

(p(x) − q(x))z2(x)dx ≥ 0 (4.2.14)

denklemi yazılır. y(x) ve z(x) lineer bağımsız olduğundan, sol taraf negatiftir ve

buradan bir çelișki elde ettik. Böylece y(x)-in (a, c)∪ (c, b] aralığında en az bir sıfırı

olmalıdır. İspat tamamlandı.

Not 4.2.2. Teorem (4.2.1)’in (4.2.6) koșulu daha güçlü tutulursa yani;

lim
ε→0

(∫ c−ε

a

(p − q)z2dx +

∫ b

c+ε

(p − q)z2dx

)
> 0 (4.2.15)
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olursa, o halde y(x) çözümünün (a, c)∪ (c, b) kümesinde en az bir sıfır yeri olduğunu

gösterebiliriz. Bunu olmayana ergi yöntemi ile kanıtlayacağız. Yani (4.2.15) șartı

sağlandığı durumda ∀x ∈ (a, c) ∪ (c, b) için y(x) 6= 0 olduğunu kabul edeceğiz. Bir

önceki teorem gereği y(x) çözümünün (a, c)∪ (c, b] -de en az bir sıfır yeri mevcuttur.

y(x) çözümü özdeșlik olarak sıfır olmadığı için lineer diferansiyel denklemler için

bașlangıç-değer probleminin çözümlerinin varlığı ve tekliği hakkında teorem gereği

y
′
(b) 6= 0 olur. Șimdi limitler için Hospital kuralından yararlanarak

lim
x→b

z(b)

y(b)
=

z
′
(b)

y′(b)

eșitliğini elde ederiz. Bu durumda (4.2.14) eșitliği ile çelișki elde edilir. İspat bitti.

Teorem 4.2.3.

(K1(x)z
′
)
′

+ σ1(x)z = 0 x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.16)

(K2(x)y
′
)
′

+ σ2(x)y = 0 x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.17)

șeklinde verilen iki tane iki aralıklı diferansiyel denklemlerde; K1 > 0 , K2 > 0 ve

K1, K2 ; [a, c) ve (c, b] aralıklarında sürekli diferansiyellenebilir ve K1(c ± 0) 6= 0,

K
′
1(c ± 0) , K2(c ± 0) 6= 0, K

′
2(c ± 0) sonlu limit değerlerine sahip fonksiyonlar

olsun ve σ1, σ2 ; σ1(c± 0) , σ2(c± 0) sonlu limit değerlerine sahip, her [a, c) ve (c, b]

aralığında sürekli fonksiyonlardır. Ayrıca z = z(x) ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕ C(2)[c + 0, b],

verilen ilk denklem (4.2.16)’nın z(c±0) 6= 0 , z
′
(c±0) sonlu limit değerlerine sahip,

z(c + 0) = α1z(c − 0)

K1(c + 0)z
′
(c + 0) = α2z(c − 0) +

K1(c − 0)

α1

z
′
(c − 0) (4.2.18)

iletim koșullarını sağlayan așikar olmayan bir çözümü olsun.

Ayrıca y = y(x) ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕ C(2)[c + 0, b] , y(c ± 0) 6= 0 , y
′
(c ± 0) sonlu limit

değerlerine sahip ikinci denklem (4.2.17)’nin așikar olmayan bir çözümü olsun ve,

y(c + 0) = α1y(c − 0)

K2(c + 0)y
′
(c + 0) = α2y(c − 0) +

K2(c − 0)

α1

y
′
(c − 0) (4.2.19)
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iletim koșullarını sağlasın.Ayrıca varsayalım ki z(a) = z(b) = 0 , y(a) = 0 ve

lim
ε↓0

[∫ c−ε

a

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx +

∫ b

c+ε

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx

]
≥ lim

ε↓0

[∫ c−ε

a

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx +

∫ b

c+ε

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx

]
(4.2.20)

olsun. O halde y(x)’in (a, c) ∪ (c, b] ’de en az bir sıfırı vardır.

İspat. y(x) ve z(x) çözümlerinin lineer bağımlı olduğu durumda sonuç așikar olarak

doğrudur. Bu yüzden sadece y(x) ve z(x)’in lineer bağımsız olduğu durumu göz

önünde bulunduracağız. Aksini kabul edelim ki y(x)’in (a, c)∪(c, b] de sıfırı olmasın.

Sonra ilk denklem (4.2.16)’yı z(x) ve ikinci denklem (4.2.17)’yi z2(x)
y(x)

ile çarpıp bir

denklemi diğerinden çıkartarak daha sonra da parça parça integralleyerek așağıdaki

Picone tipindeki formulü elde ederiz.

lim
ε↓0

(∫ c−ε

a

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx +

∫ b

c+ε

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx

)
− lim

ε↓0

(∫ c−ε

a

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx +

∫ b

c+ε

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx

)
= − lim

ε↓0

(∫ c−ε

a

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx +

∫ b

c+ε

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx

)

+ lim
ε↓0

(
z

y
(K1yz

′ − K2y
′
z)

) ∣∣∣∣b
a+ε

− lim
ε↓0

(
z

y
(K1yz

′ − K2y
′
z)

) ∣∣∣∣c+ε

c−ε

(4.2.21)

y(a) = 0 ve z(a) = 0 olduğundan, diferansiyel denklemler teorisinden iyi bilinen

varlık ve teklik teoreminden y
′
(a) 6= 0 ve z

′
(a) 6= 0 elde ederiz. Șimdi iyi bilinen

Hospital kuralını kullanarak

lim
ε↓0

(
z

y
(K1yz

′ − K2y
′
z)

) ∣∣∣∣b
a+ε

=
z(b)

y(b)
(K1(b)y(b)z

′
(b) − K2(b)y

′
(b)z(b))

− z
′
(a)

y′(a)
(K1(a)y(a)z

′
(a) − K2(a)y

′
(a)z(a)) = 0 (4.2.22)

elde ederiz. Ayrıca (4.2.18)ve (4.2.19) iletim koșullarını kullanarak

lim
ε↓0

(
z

y
(K1yz

′ − K2y
′
z)

) ∣∣∣∣c+ε

c−ε

=

(
z

y
(K1yz

′ − K2y
′
z)

) ∣∣∣∣c+0

c−0

= 0 (4.2.23)
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yazabiliriz. O halde (4.2.21) Picone formülünün așağıdaki genelleștirilmiș formunu

elde ederiz.

∫ c−0

a

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx +

∫ b

c+0

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx ≤ 0 (4.2.24)

Tüm (a, c) ∪ (c, b]’de K2(x) > 0 ve W (y, z; x) 6= 0 olduğundan (4.2.24)’ün sol tarafı

kesinlikle pozitiftir. Böylece bir çelișki elde ettik ve ispat tamamlandı.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki Teorem (4.2.3)’de verilen (4.2.20) șartı hariç tüm

șartları sağlanır. Ayrıca

∫ c−0

a

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx +

∫ b

c+0

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx

>

∫ c−0

a

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx +

∫ b

c+0

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx (4.2.25)

șartını sağladığını kabul edelim.O halde y(x) çözümünün (a, c)∪(c, b) açık iki-aralığında

en az bir sıfırı mevcuttur.

İspat. İlk önce y ve z çözümlerinin lineer bağımsız olduğu durumu inceleyelim.

Teorem (4.2.3)-ün ispatında elde edilen (4.2.21), (4.2.22) ve (4.2.23) formüllerinin

bu teoremin șartları altında da geçerli olduğu açıktır. O halde (4.2.21), (4.2.22) ve

(4.2.23)formüllerinden ve (4.2.24) șartından

∫ c−0

a

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx +

∫ b

c+0

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx ≤ 0 (4.2.26)

eșitsizliği elde edilir. ∀x ∈ (a, c) ∪ (c, b) için K2(x) > 0 ve ayrıca y ve z lineer

bağımsız çözümler olduğu için ve ∀x ∈ (a, c) ∪ (c, b) y(x) 6= 0 ve z(x) 6= 0 olduğu

için ∀x ∈ (a, c) ∪ (c, b) için (
W (y, z)

y

)2

> 0

olacak. Bu durumda

∫ c−0

a

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx +

∫ b

c+0

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx > 0 (4.2.27)
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Fakat (4.2.27) eșitsizliği (4.2.26) eșitsizliği ile çelișmektedir. Böylece y(x) ve z(x)

çözümlerinin lineer bağımsız olduğu durum için ispat tamamlanmıș oldu. Șimdi ise

y(x) ve z(x) çözümlerinin lineer bağımlı olduğu durumu inceleyelim. Bu durumda

her x için

W (y, z; x) = 0

olacağından

∫ c−0

a

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx +

∫ b

c+0

K2

(
W (y, z)

y

)2

dx = 0 (4.2.28)

elde edilir. O halde (4.2.21), (4.2.22) ve (4.2.23) ve (4.2.28)-den

∫ c−0

a

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx +

∫ b

c+0

(K1(x) − K2(x))(z
′
(x))2dx

−
∫ c−0

a

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx +

∫ b

c+0

(σ1(x) − σ2(x))z2(x)dx = 0 (4.2.29)

elde edilir. Bu ise teoremin (4.2.25) șartı ile çelișiyor. Böylece teoremin ispatı

tamamlanmıș oldu.

Teorem 4.2.5. z ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕ C(2)[c + 0, b] , z(c ± 0) 6= 0 fonksiyonu

(K1(x)u
′
)
′
(x) + σ1(x)u = 0 x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.2.30)

iki aralıklı diferansiyel denkleminin

u(c + 0) = α1u(c − 0)

K1(c + 0)u
′
(c + 0) = α2u(c − 0) +

K1(c − 0)

α1

u
′
(c − 0) (4.2.31)

iletim koșullarını sağlayan bir çözümü olduğunu varsayalım ve y ∈ C(2)[a, c − 0] ⊕

C(2)[c + 0, b] , y(c ± 0) 6= 0 fonksiyonu

(K2(x)u
′
)
′
(x) + σ2(x)u = 0 (4.2.32)
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denkleminin [a, c) ∪ (c, b] üzerinde aynı (4.2.31) iletim koșullarını sağlayan bir reel

çözümü olsun. Burada Ki, (i = 1, 2) [a, c) ∪ (c, b]’de sürekli diferansiyellenebilir

Ki(c ± 0) 6= 0 , Ki
′
(c ± 0) sonlu limit değerlerine sahip fonksiyonlardır ve σi

[a, c) ∪ (c, b]’de sürekli σi(c ± 0) 6= 0 sonlu limit değerlerine sahip fonksiyonlardır

(i=1,2). [a, c)∪(c, b] aralığında K1(x) ≥ K2(x) > 0 , σ1(x) ≤ σ2(x), σ1(x) 6≡ σ2(x),

K1(x) 6≡ K2(x) ve z(a) = z(b) = 0, z(c± 0) 6= 0 olsun. O halde y(x)’in (a, c)∪ (c, b)

iki açık aralığında en az bir sıfırı vardır.

İspat. Aksini kabul edelim ki y(x)’in (a, c) ∪ (c, b) açık iki aralığında sıfırı olmasın.

O halde Teorem (4.2.3)’den

∫ c−

a

[(K1 − K2)(z
′
(x))2 + (σ1 − σ2)z

2(x)]dx

+

∫ b

c+

[(K1 − K2)(z
′
(x))2 + (σ1 − σ2)z

2(x)]dx

+

∫ c−

a

K2

(
y(x)z

′
(x) − y

′
(x)z(x)

y(x)

)2

dx +

∫ b

c+

K2

(
y(x)z

′
(x) − y

′
(x)z(x)

y(x)

)2

dx

=
z(x)

y(x)
[K1y(x)z

′
(x) − K2y

′
(x)z(x)]| c−

a +
z(x)

y(x)
[K1y(x)z

′
(x) − K2y

′
(x)z(x)]| b

c+

elde ederiz. σ2 ≥ σ1, K1(x) ≥ K2(x) > 0 koșullarını ve (4.2.22)-(4.2.23) eșitliklerini

kullanarak

∫ c−

a

K2

(
y(x)z

′
(x) − y

′
(x)z(x)

y(x)

)2

dx +

∫ b

c+

K2

(
y(x)z

′
(x) − y

′
(x)z(x)

y(x)

)2

dx ≤ 0

elde ederiz. Bu bir çelișkidir. Böylece y(x) (a, c) ∪ (c, b) açık iki aralığında sıfır

olmalıdır.
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4.3. İki Aralıklı Sturm-Liouville Denklemleri

Bu kesimde İki ayrık [a, c) ve (c, b] aralıklarında tanımlı olan

Ly :=
d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = 0, x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (4.3.1)

Sturm-Liouville diferansiyel denklemini inceleyeceğiz. Bu denklemin [a, c)-de tanımlı

olan çözümüne sol çözüm (c, b] aralığında tanımlı olan çözümüne ise denklemin sağ

çözümü diyeceğiz. Ayrıca x = c geçiș noktasında bu çözümleri birbirine "bağlayan"

ilave ek șartlar tanımlayacağız (aksi durumda (4.3.1) diferansiyel denklemi birbirinden

bağımsız olan iki ayrı diferansiyel denkleme ayrıștırılmıș olur). Tez calıșmasında

(4.3.1) diferansiyel denkleminin

y(c + 0) = αy(c − 0), y′(c + 0) = βy′(c − 0) (4.3.2)

geçiș șartlarını sağlayan çözümlerini inceleyeceğiz.

Tanım 4.3.1. (4.3.1) Sturm-Liouville denkleminin ve (4.3.2) geçiș șartlarının olușturduğu

probleme iki aralıklı Sturm-Liouville denklemi diyeceğiz (kısaca 2A-SLD ile göstereceğiz).

2A-SLD’nin çözümlerini așağıdaki yeni fonksiyon uzaylarını tanımlayacağız.

C(0)[a, c − 0] = {f : [a, c) → R| f fonksiyonu her x ∈ [a, c) noktasında süreklidir ve

f(c − 0) := lim
h→0

f(c − |h|) sonlu limiti mevcuttur.(yani f fonksiyonu

[a, c) yarı açık aralığından [a, c] kapalı aralığına sürekli olarak devam

ettirilebilir.)}

C(0)[c + 0, b] = {f : (c, b] → R| f fonksiyonu her x ∈ (c, b] noktasında süreklidir ve

f(c + 0) := lim
h→0

f(c + |h|) sonlu limiti mevcuttur.(yani f fonksiyonu

[c, b) yarı açık aralığından [c, b] kapalı aralığına sürekli olarak devam

ettirilebilir.)}
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C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b]

:=

f(x) =

 f1(x), x ∈ (c, b]ise

f2(x), x ∈ [a, c)ise
| f1 ∈ C[a, c − 0], f2 ∈ C[c + 0, b]



C(k)[a, c − 0] = {f : [a, c) → R| f, f ′, ...., f (k) ∈ C[a, c − 0]}, k = 1, 2, ...

C(k)[c + 0, b] = {f : (c, b] → R|f, f ′, ...., f (k) ∈ C[c + 0, b]}, k = 1, 2, ...

C(k)[a, c − 0] ⊕ C(k)[c + 0, b]

:=

f(x) =

 f1(x), x ∈ (c, b] ise

f2(x), x ∈ [a, c) ise
| f1 ∈ Ck[a, c − 0], f2 ∈ Ck[c + 0, b]



C(0)[a + 0, c − 0] = {f : (a, c) → R| f fonksiyonu ∀x ∈ (a, c) noktasında süreklidir ve

f(a + 0) ve f(c − 0) sonlu limitleri mevcuttur}

C(0)[c + 0, b − 0] = {f : (c, b) → R| f fonksiyonu ∀x ∈ (c, b) noktasında süreklidir ve

f(c + 0) ve f(b − 0) sonlu limitleri mevcuttur}

C(0) [a + 0, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b − 0]

:=

f(x) =

 f1(x), x ∈ (c, b] ise

f2(x), x ∈ [a, c) ise
| f1 ∈ C0[a + 0, c − 0], f2 ∈ C0[c + 0, b − 0]



C(k)[a + 0, c − 0] = {f : (a, c) → R|f, f ′, f ′′, ...., f (k) ∈ C(0)[a + 0, c − 0]}

C(k)[c + 0, b − 0] = {f : (c, b) → R|f, f ′, f ′′, ...., f (k) ∈ C(0)[c + 0, b − 0]}
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C(k) [a + 0, c − 0] ⊕ C(k)[c + 0, b − 0]

:=

f(x) =

 f1(x), x ∈ [a, c)ise

f2(x), x ∈ (c, b]ise
| f1 ∈ C(k)[a + 0, c − 0], f2 ∈ C(k)[c + 0, b − 0]



C(k)(a, c) ⊕ C(k)(c, b)

:=

f(x) =

 f1(x), x ∈ (c, b]ise

f2(x), x ∈ [a, c)ise
| f1 ∈ C(k)(a, c), f2 ∈ C(k)(c, b)


Burada

C(0)(d1, d2) = {f : (d1, d2) → R| f fonksiyonu ∀x ∈ (d1, d2) noktasında süreklidir.}

C(k)(d1, d2) = {f : (d1, d2) → R| f, f ′, ........, fk ∈ C(0)(d1, d2)} k = 1, 2, ...

gösterimlerinden yararlanılmıștır.

(4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin katsayılarının așağıdaki șartları sağladığını kabul edeceğiz.

1. p ∈ C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b]

2. ∀x ∈ [a, c) ∪ (c, b] için p(x) > 0

3. p(c − 0) > 0, p(c + 0) > 0

4. q ∈ C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b]

5. α 6= 0, β 6= 0 (4.3.3)

Tanım 4.3.2.

D(L̃) := {f : [a, c) ∪ (c, b] → R | f ∈ C(1)[a, c − 0] ⊕ C(1)[c + 0, b],

pf ′ ∈ C(1)(a, c) ⊕ C(1)(c, b)} (4.3.4)

kümesinde

L̃f :=
d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y (4.3.5)
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eșitliği ile tanımlı L̃ : C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b] → C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b]

operatörüne (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin ürettiği diferansiyel operatör diyeceğiz.

Not 4.3.3. L̃ operatörünün lineer operatör olduğu apaçıktır.

Tanım 4.3.4. Tanım (4.3.2)-de tanımlı olan L̃ operatörü verilsin

L̃y = 0, y(c + 0) = αy(c − 0), y′(c + 0) = βy′(c − 0) (4.3.6)

eșitliklerini sağlayan her y ∈ D(L̃) fonksiyonuna (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin çözümü

diyeceğiz.

Not 4.3.5. ∀x ∈ [a, c) ∪ (c, b] için y(x) = 0 șartını sağlayan y(x) fonksiyonunun

(4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin bir çözümü olduğu açıktır. Bu çözüme așikar çözüm

denir. İleride aksini özel olarak belirtmediğimiz sürece (4.3.1)-(4.3.2) 2A-SLD’nin

çözümünden bahsederken bu çözümün așikar olmayan çözüm olduğu varsayılacak.

Tek aralıklı Sturm-Liouville denklemi ve bu denklemin çözümü kavramlarını așağıdaki

gibi tanımlayacağız. Kapalı ve sınırlı [a,b] aralığında

Mu :=
d

dx

(
r(x)

du

dx

)
+ s(x)u = 0 x ∈ [a, b] (4.3.7)

biçiminde kendine eșlenik Sturm-Liouville diferansiyel denklemi verilsin. Așağıdaki

șartları sağladığını kabul edeceğiz.

1) r, s ∈ C(0)[a + 0, b − 0]

2) ∀x ∈ (a, b) için r(x) > 0

3) r(a + 0) > 0, r(b − 0) > 0 (4.3.8)

Tanım 4.3.6.

D(M̃) := {u | u ∈ C1[a, b], ru′ ∈ C1(a, b)} (4.3.9)

kümesinde

Mu :=
d

dx

(
r(x)

du

dx

)
+ s(x)u x ∈ [a, b] (4.3.10)
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eșitliği ile tanımlı

M̃ : C0[a + 0, b − 0] → C0[a + 0, b − 0]

lineer operatörüne (4.3.7) tek aralıklı Sturm-Liouville denkleminin ürettiği diferansiyel

operatör denir.

Not 4.3.7. M̃ operatörünün lineer operatör olduğu apaçıktır.

Tanım 4.3.8. M̃(u) = 0 eșitliğini sağlayan u ∈ D(M̃) fonksiyonuna (4.3.7) Sturm-

Liouville denkleminin çözümü denir.

Not 4.3.9. Aksini özel olarak belirtmediğimiz durumlarda (4.3.7) Sturm-Liouville

denkleminin y ∈ D(M̃) çözümünden bahsederken u 6= 0 olduğunu, yani u-nun așikar

çözüm olmadığını kabul edeceğiz.

Teorem 4.3.10. Ly := d
dx

(
p(x) dy

dx

)
+ q(x)y = 0, x ∈ [a, c) ∪ (c, b]

y(c + 0) = αy(c − 0), y′(c + 0) = βy′(c − 0)
(4.3.11)

2A-SLD’i ve

My :=
d

dx

(
r(x)

du

dx

)
+ s(x)u = 0, x ∈ [a, b] (4.3.12)

tek aralıklı Sturm-Liouville denklemi (1A-SLD) verilsin. (4.3.3) ve (4.3.8) șartlarının

sağladığını ve y(x) fonksiyonun (4.3.11) 2A-SLD’nin așikar olmayan keyfi bir çözümü

olduğunu kabul edelim. Ayrıca x1 ∈ [a, c) ve x2 ∈ (c, b] noktalarının bu çözümünün

iki ardıșık sıfırı olduğunu ve

∫ c−0

x1

(
(p(x) − r(x))

(
dy(x)

dx

)2

− (q(x) − s(x))(y(x))2

)
dx

+

∫ x2

c+0

(
(p(x) − r(x))

(
dy(x)

dx

)2

− (q(x) − s(x))(y(x))2

)
dx ≥ 0(4.3.13)

y(c ∓ 0) 6= 0 (4.3.14)

α = 1, p(c + 0) =
1

β
p(c − 0) (4.3.15)
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șartlarının sağlandığını kabul edelim. O halde (4.3.12) SLD’inin u(x1) = 0 șartını

sağlayan her așikar olmayan u(x) çözümünün [x1, c) ∪ (c, x2] kümesinde en az bir

sıfırı mevcuttur.

İspat. Teoremi olmayana ergi yöntemi ile ispat edeceğiz. Ω1 = [a, c) , Ω2 = (c, b]

, Ω = Ω1 ∪ Ω2 gösterimlerinden yararlanacağız. Kabul edelim ki (4.3.12) SLD’inin

u(x1) = 0 ve ∀x ∈ (x1, x2] ∩ Ω için u(x) 6= 0 olacak biçimde en az bir u(x) çözümü

mevcuttur. ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için y(x) > 0 ve u(x) > 0 olduğu durumu inceleyelim.

Bu durumda

y(x)(Ly)(x) − y(x)

u(x)
(Mu)(x) = 0 (4.3.16)

özdeșliğinden ve iyi bilinen Picone formülünden (bak, (Swanson, 1968)) yararlanırsak

așağıdaki eșitlikleri elde ederiz.

∫ c−0

x1+0

(
(p − r)

(
dy

dx

)2

− (q − s)y2 + ru2

(
d

dx

(y

u

))2
)

dx

=
(y

u
(py′u − ryu′)

)
|c−0
x1+0

∫ x2−0

c+0

(
(p − r)

(
dy

dx

)2

+ (q − s)y2 + ru2

(
d

dx

(y

u

))2
)

dx

=
(y

u
(py′u − ryu′)

)
|x2−0
c+0

Bu eșitlikleri taraf-tarafa toplarsak ve

d

dx

(y

u

)
=

W (y, u)

u2

özdeșliğinden yararlanırsak, așağıdaki eșitliği elde ederiz.

∫ c−0

x1+0

(
(p − r)

(
dy

dx

)2

− (q − s)y2 + r

(
W (y, u)

u

)2
)

dx

+

∫ x2−0

c+0

(
(p − r)

(
dy

dx

)2

− (q − s)y2 + r

(
W (y, u)

u

)2
)

dx

=
(y

u
(py′u − ryu′)

)
|x2−0
x1+0 −

(y

u
(py′u − ryu′)

)
|c+0
c−0 (4.3.17)
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Burada W (y, u) ile y(x) ve u(x) fonksiyonlarının Wronskianı gösterilmiștir, yani

W (y, u; x) = y(x)u′(x) − y′(x)u(x) (4.3.18)

y(x) ve u(x) fonksiyonlarının lineer bağımlı olduğu durumda öyle l 6= 0 sabiti

mevcuttur ki, ∀x ∈ Ω için u(x) = ly(x) eșitliği sağlanır. Bu durumda u(x2) =

ly(x2) = 0 olur. Bu nedenle u(x)-in (x1, x2) ∩ Ω kümesinde en az bir sıfırı mevcut

olmuș olur. Yani y ve u fonksiyonları lineer bağımlı olduğu durumda teorem geçerli

olur. Șimdi bu fonksiyonların lineer bağımsız olduğu durumu inceleyeceğiz. Bu

fonksiyonların lineer bağımsız olduğunu ve ∀x ∈ (x1, x2]∩Ω için u(x) > 0 olduğunu

kabul ettiğimiz için
d

(
y
u

)
dx

|x=x0 6= 0 (4.3.19)

olacak biçimde en az bir x0 ∈ (x1, x2] ∩ Ω noktası mevcuttur.

Çünkü eğer ∀x ∈ (x1, x2] ∩ Ω için

(
d

dx

(y

u

))
(x) = 0

olsaydı, (x1, x2] ∩ Ω aralığında y
u

fonksiyonu sabit fonksiyon olurdu ve dolayısıyla

y ve u fonksiyonları linner bağımlı olurdu. Fakat bu fonksiyonların lineer bağımsız

olduğunu kabul etmiștik.
d( y

u)
dx

∈ C(0)[a, c − 0] ⊕ C(0)[c + 0, b] olduğu için ∀x ∈

(x0 − δ, x0 + δ) ∩ (x1, x2] ∩ Ω için

(
d

dx

(y

u

))
(x) 6= 0 (4.3.20)

olacak biçimde en az bir δ > 0 sayısı mevcuttur. Bunu aksini kabul yöntemi ile

gösterebiliriz. Aksini kabul edelim, yani kabul edelim ki ∀δ > 0 için (x0 − δ, x0 +

δ) ∩ (x1, x2] ∩ Ω kümesinde

(
d

dx

(y

x

))
(xδ) = 0
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olacak biçimde bir xδ noktası mevcut olsun δ = 1
n

, xδ = xn gösterirsek xn −→n→∞ x0

ve (
d

dx

(y

x

))
(xn) = 0 n = 1, 2, 3, ....

eșitlikleri elde edilir. Sonuncu eșitlikte n → ∞ olarak limite geçersek

(
d

dx

(y

x

))
(x0) = 0

elde edilir ki, bu da (4.3.20) ile çelișki olușturuyor. Ayrıca ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩

(x1, x2] ∩ Ω için

W (y, u; x) 6= 0 (4.3.21)

sağlanır. O halde teoremin șartlarını da göz önüne alırsak (4.3.17)-nın sol tarafının

sıfırdan büyük bir reel sayıya eșit olduğunu elde ederiz. Eğer u(x2) = 0 ise teoremin

ispatı açıktır. Bu nedenle sadece u(x2) 6= 0 durumunu incelememiz yeterlidir. Bu

durumda

lim
x↑ x2

(y

u
(py′u − ryu′)

)
(x) = 0 (4.3.22)

eșitliği elde edilir. 2A-SLD’inin çözümünün tanımı gereği limx↓ x1 (py′u − ryu′) (x)

limiti mevcuttur. Ayrıca teoremin șartlarından yararlanırsak

lim
x ↓ x1

(py′u − ryu′) (x) = 0 (4.3.23)

eșitliğini elde ederiz. Öte yandan y(x1) = u(x1) = 0 olduğundan ve y(x), u(x)

çözümleri așikar olmayan çözümler olduğundan lineer diferansiyel denklemler teori-

sinden iyi bilinen varlık ve teklik teoremi (Naimark, 1967) gereği y′(x1 + 0) 6= 0

ve u′(x1 + 0) 6= 0 eșitsizlikleri elde edilir. Analizden iyi bilinen L’Hospital kuralı

(Bayraktar, 2010) gereği

lim
x ↓ x1

y(x)

u(x)
=

y′(x1 + 0)

u′(x1 + 0)
(4.3.24)

eșitliği sağlanır.(4.3.22) ve (4.3.23) eșitliklerinden

(y

u
(py′u − ryu′)

)
(x1 + 0) =

y′(x1 + 0)

u′(x1 + 0)
(py′u − ryu′)(x1 + 0) = 0 (4.3.25)
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eșitliği bulunur. O halde

lim
x ↓ c

(y

u
(py′u − ryu′)

)
(x) =

y(c + 0)

u(c)
(p(c + 0)y′(c + 0)u(c) − r(c)y(c + 0)u′(c))

=
y(c − 0)

u(c)

(
1

β
p(c − 0)βy′(c − 0)u(c) − r(c)y(c − 0)u′(c)

)
=

y(c − 0)

u(c)
(p(c − 0)y′(c − 0)u(c) − r(c)y(c − 0)u′(c))

(4.3.26)

eșitliklerini elde ederiz. (4.3.21) , (4.3.22) ve (4.3.25) eșitlikleri gereği (4.3.26)

eșitliğinin sağ tarafı sıfıra eșittir. Sonuç olarak (4.3.17) eșitliğinin sol tarafının

sıfırdan büyük, sağ tarafının ise sıfıra eșit olduğu çelișkisi elde edildi. Aksini kabul

ederek çelișki elde ettik. Böylece ∀x ∈ (x1, x2)∩Ω için y(x) > 0 ve u(x) > 0 olduğu

durum için teoremin ispatı tamamlanmıș oldu.

i) ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için y(x) > 0, u(x) < 0

ii) ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için y(x) < 0, u(x) > 0

ve

iii) ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için y(x) < 0, u(x) < 0

durumları için ispat benzer biçimde yapılabilir.

Teorem 4.3.11. Ly := d
dx

(
p(x) dy

dx

)
+ q(x)y = 0, x ∈ [a, c) ∪ (c, b]

y(c + 0) = αy(c − 0), y′(c + 0) = βy′(c − 0)
(4.3.27)

2A-SLD’i ve

My :=
d

dx

(
r(x)

du

dx

)
+ s(x)u = 0, x ∈ [a, b] (4.3.28)

tek aralıklı Sturm-Liouville denklemi (1A-SLD) verilsin. (4.3.3) ve (4.3.8) șartlarının

sağladığını ve y(x) fonksiyonun (4.3.27) 2A-SLD’nin așikar olmayan keyfi bir çözümü

olduğunu kabul edelim. Ayrıca x1 ∈ [a, c) ve x2 ∈ (c, b] noktalarının bu çözümünün
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iki ardıșık sıfırı olduğunu ve

∫ c−0

x1

(
(p(x) − r(x))

(
dy(x)

dx

)2

− (q(x) − s(x))(y(x))2

)
dx

+

∫ x2

c+0

(
(p(x) − r(x))

(
dy(x)

dx

)2

− (q(x) − s(x))(y(x))2

)
dx > 0(4.3.29)

y(c ∓ 0) 6= 0 (4.3.30)

α = 1, p(c + 0) =
1

β
p(c − 0) (4.3.31)

șartlarının sağlandığını kabul edelim. O halde (4.3.28) SLD’nin u(x1) = 0 șartını

sağlayan her u(x) çözümünün (x1, x2)∩Ω açık kümesinde en az bir sıfırı mevcuttur.

İspat. Bu teoremi de aksini kabul ederek çelișki elde etme yöntemi ile ispat edeceğiz.

Kabul edelim ki (4.3.12) 1A- SLD’nin u(x1) = 0 ve ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için u(x) 6= 0

olacak biçimde en az bir u(x) çözümü mevcuttur. Yine ∀x ∈ (x1, x2)∩Ω için y(x) > 0

ve u(x) > 0 olduğu durumum için ispat yapacağız. y(x) ve u(x) fonksiyonlarının

lineer bağımlı ve lineer bağımsız oldukları durumları ayrı ayrılıkta araștıracağız.

Durum 1. İlk önce y(x) ve u(x)-in lineer bağımlı olduğunu kabul edelim. Bu

durumda öyle l 6= 0 sayısı bulunur ki ∀x ∈ Ω için u(x) = ly(x) eșitliği sağlanır.

Dolayısıyla u(x1) = ly(x1) = 0 ve u(x2) = ly(x2) = 0 elde edilir yani, u(x1) =

u(x2) = 0 olur. Ayrıca ∀x ∈ (x1, c) ∪ (c, x2) için

W (y, u; x) = 0

olacak. Bu durumda teoremin șartı gereği (4.3.26)-nın sol tarafı sıfırdan büyük olan

bir reel sayıya eșit olacak. Ayrıca limx↓ x1 (py′u − ryu′) (x) limitinin mevcut olduğu

ve

(py′u − ryu′) (x2 − 0) = 0

olduğu açıktır. Teorem(4.3.8)’in ispatına tamamen benzer biçimde (4.3.26)-nın sağ

tarafının sıfıra eșit olduğu ispat olunur. Böylece y(x) ve u(x)-in lineer bağımlı olduğu

durum için çelișki elde ettik. Dolayısı ile bu durum için ispat tamamlanmıș oldu.

Durum 2. y(x) ve u(x) fonksiyonlarının lineer bağımsız olduğunu kabul edelim. Bu
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durumda u(x2) = 0 ve u(x2) 6= 0 alt durumlarını ayrı-ayrılıkta incelememiz gerekir.

u(x2) 6= 0 durumu Teorem(4.3.8)’in ispatına tamamen benzerdir. u(x2) = 0 olduğu

durumu inceleyelim. Bu durumda teoremin șartı gereği (4.3.26) eșitliğinin sol tarafı

sıfırdan büyük, sağ tarafı ise sıfıra eșit olur. Çelișki elde edildi. İspat tamamlanmıș

oldu.

Sonuç 4.3.12. Kabul edelim ki, Teorem(4.3.8)’un (4.3.13) șartı dıșında tüm șartları

sağlanır. Eğer ∀x ∈ (x1, x2) ∩ Ω için

p(x) ≥ r(x) , q(x) ≤ s(x) (4.3.32)

șartları sağlanırsa o halde u(x) çözümünün (x1, x2]∩Ω -da en az bir sıfırı mevcuttur.

Sonuç 4.3.13. Kabul edelim ki, Teorem(4.3.8)’in tüm șartları sağlanır ve en az bir

x0 ∈ (x1, x2) ∩ Ω için

|p(x0) − r(x0)| + |q(x0) − s(x0)| > 0 (4.3.33)

eșitsizliği sağlansın. O halde (4.3.12) tek-aralıklı SLD-nin u(x1) = 0 șartını sağlayan

her așikar olmayan u(x) çözümünün (x1, x2)∩Ω kümesinde en az bir sıfırı mevcuttur.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

5.1. Sonuç

Bu tez çalıșmasında Klasik Sturm-Liouville denklemlerinden farklı olan bir

diferansiyel denklemin çözümleri için salınım ve ayırma özellikleri araștırılmıștır.

Araștırdığımız Sturm-Liouville denklemi ortak uç noktası (bu noktaya iletim noktası

da denir ) olan iki ayrık yarı açık [a, c) ve (c, b] aralıklarında tanımlıdır. x = c ortak

uç noktasında ise çözümler üzerine geçiș șartları olarak adlandırılan iki tane ek șart

konulmuștur. Aslında iki farklı aralıkta tanımlı olan iki farklı diferansiyel denklem

araștırılmaktadır; ancak bu denklemler bir-birinden bağımsız değildir, onların

çözümleri geçiș-șartları aracılığı ile bir-birine bağımlı hale getirilmiștir. Bu tür

diferansiyel denklemler literatürde Mukhtarov ve Aydemir (2025), çok-aralıklı

diferansiyel denklemler olarak adlandırılmaktadır. Tez çalıșmamızda iki-aralıklı

Sturm-Liouville denklemlerin çözümlerinin sıfırlarının davranıșları incelenmiștir. Bu

kapsamda hem aynı bir iki-aralıklı Sturm-Liouville denkleminin iki lineer bağımsız

çözümünün sıfır yerleri karșılaștırılmıștır hem de iki tane farklı iki-aralıklı

Sturm-Liouville denklemlerinin çözümlerinin sıfır yerleri karșılaștırılmıștır. Ayrıca

Literatürde ilk defa olarak bu tez çalıșmamızda iki-aralıklı Sturm-Liouville

denkleminin çözümlerinin sıfırları Klasik (yani tek-aralıklı) Sturm-Liouville

denkleminin çözümlerinin sıfırları ile karșılaștırılarak yeni sonuçlar elde edilmiștir.

Tezde elde edilen tüm sonuçlar yenidir. Çok özel bir durumunda benzer klasik

sonuçlar ile çakıșmaktadır. Bu nedenle tez çalıșmamızda elde edilen sonuçlar bilinen

klasik sonuçları genelleștirmektedir. Ayrıca yeni tür problemler araștırıldıdığı için

tez sonuçları Klasik Sturm-Liouville teorisini ve bu teorinin yöntemlerini daha da

geliștirmektedir.



5.2. Öneriler

Bu çalıșmamızda sadece iki-aralıklı Sturm-Liouville denklemleri araștırılmıștır.

Benzer yöntemler ile üç-aralıklı ve genel olarak n-aralıklı (n > 2, n ∈ N) Sturm-

Liouville denklemleri için de salınım ve ayırma özelliklerri araștırılabilir. Tez

çalıșmamızda katsayı fonksiyonları özdeğer parametresinden bağımsızdır. Katsayı

fonksiyonlarının özdeğer parametresine bağımlı olan çok-aralıklı Sturm-Lioville

denklemleri için de benzer sonuçlar elde edilebilir.
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