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OZET

Bu tez ¢alismasinda iki ayrik aralikta taniml olan periyodik Sturm-Liouville probleminin bazi spekt-
ral ozellikleri arastirilmistir. Calisma bes kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisimda, Sturm-Liouville
teorisinin hangi alanlarda kullanildig1 incelenmistir. ikinci kisimda, fiziksel problemlerin Sturm-
Liouville problemine doniistiiriilmesi arastirilmustir. Uciincii kistmda, Sturm-Liouville problemle-
riyle alakali gerekli tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii kisimda, problemimizle ilgili
baslangic-deger problemleri incelenip, bazi integral denklemler ve asimptotik formiiller ile karakte-
ristik denklem tanimlanmustir. Son kisimda ise bu calismada elde edilen sonuglara yer verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, some spectral properties of the periodic Sturm-Liouville problem defined in two disjo-
int intervals were investigated. The thesis consists of five parts. In the first part, the fields in which the
Sturm-Liouville theory is used are examined. In the second part, the transformation of the physical
problems into the Sturm-Liouville problems was investigated. In the third part, the necessary defini-
tions and theorems related to the Sturm-Liouville problems, are given. In the fourth part, initial-value
problems related to our problem are examined, some integral equations, asymptotic formulas and
characteristic equations are defined. In the last part, the results obtained in this thesis are given.
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SEKILLER DIiZiNi

Sekil

Sekil 2.1. Dikey olarak asilmig elastik ¢ubuk

1X



SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

Reel Sayilar Kiimesi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

Ly[a,b] [a,b] tizerinde oOlgiilebilir, 2. kuvvetten Lebesgue anlaminda
integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

L Diferensiyel operator anlaminda integrallenebilen

fonksiyonlarin kiimesi

L* L’nin eslenegi

(uy,up) uy ve up’nin i¢ ¢arpimi

W (5,mi) Wronskian Determinanti

[|u| u vektoriiniin normu

C"[a,D] [a, D] lizerinde taniml1 n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlarin uzay1

Cla,b] [a,b] C R iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay1



1. GIRIS

1836 yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan Sturm-Liouville problemi olarak
adlandirilan sinir-deger problemi literatiirde yerini almistir. Sturm-Liouville teorisi baglangic
olarak 1s1 iletimi problemlerinde uygulanmistir. Bir¢ok fiziksel problem Sturm-Liouville te-
orisiyle arastirllmaktadir. Sinir-deger problemleri matematik uygulamalarinda onemli bir
yere sahip olup ozellikle fizigin mekanik, elastik, kuantum mekanigi, akustik, yerin sis-
mik hareketleri, sesin degisken yogunluklu katmanlarda iletimi, atmosferde biiyiik ol¢cekli
dalgalarin hiz1 gibi daha bir¢ok alanda yapilan hesaplamalarda kullanilmaktadir. Bu alanlar-
daki diferansiyel denklemler genellikle kismi tiirevlidir. Sturm-Liouville problemi sozii edi-
len kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin de8iskenlerine ayirma yontemi veya buna benzer
yontemlerle adi tiirevli denklemlere doniistiiriilmesiyle ortaya ¢ikmistir. Dogal periyodik ve
yar1 periyodik yapilar eski zamanlardan beri insanligin ilgisini ¢ekmistir. Giiniimiizde tek-
noloji diinyasinda bilim adamlar1 6ncelikli malzeme bilimi alaninda ¢alisanlar, sonlu periyo-
dik yapilarin ana bilesenler oldugu yapay ornekleri muazzam bir hizla ortaya ¢ikarmaktadir.
Yillar boyunca periyodiklikle ilgili zengin bir matematiksel alt yap1 gelistirilmistir. Yani pe-
riyodik potansiyellerin insas1 ve bunlarin spesifik ozelliklerinin analizi, modern teknolojik

tasarima rehberlik etmede yardimci olmustur.



2. LITERATUR OZETI

Diferansiyel denklemler teorisi, uygulamali matematigin en 6nemli dalidir. Bazi diferansiyel
denklemler, her tiirlii 6nemli rezonans fenomeninin mekanik ve elektriksel titresimlerinin in-
celenmesi i¢in baslangi¢ noktasini olusturur. Diferansiyel denklemleri calismanin iki temel
yOniinii gérmek onemlidir. Bu yonlerden biri, bilim ve miihendislik alanindaki problemle-
rin matematiksel denklem formuna doniistiiriilmesi ile ilgilidir. Diger yonii ise ilgi cekici
matematiksel denklemleri ortaya cikarmaktir. Diferansiyel denklemler bir¢ok fiziksel prob-
lemin ¢6zlimii icin matematiksel ara¢ haline gelmistir. Adi ve kismi diferansiyel denklemler,
fiziksel olgularin modellenmesi tarihinde uzun siiredir 6nemli roller oynamistir; gelecek-
teki arastirmalarda vazgecilmez araglar olarak hizmet etmeye devam edecektir. Adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin teori ve uygulamalarinda belirli kosullar1 saglayan bir diferansi-
yel denklemin ¢oziimiinii bulmak ilgi ¢ekici olabilir. Kosullar bagimsiz degiskenin yalmizca
bir noktasinda verilirse baslangic sartlari, kosullar bagimsiz degiskenin birden fazla nok-
tasinda verilirse sinir gartlart olarak adlandirilir. n. mertebeden diferansiyel denklemin n tane
baslangic kosullariyla birlikte ¢coziimiiniin bulunmasina baglangi¢c deger problemi denir. n
tane sinir kosullart dikkate alinarak ¢oziimiiniin bulunmasina ise sinir deger problemi olarak
tanimlanir. Sturm-Liouville sinir deger problemi; fizik, miihendislik ve yiizey 1s1 transferi
gibi bir¢ok fiziksel problemi ¢6zmek, titresen bir ipin titresimleri, gerilmis bir ipte enine yer
degistirmeler, dikey olarak asili bir elastik cubuk, diizgiin olmayan bir ¢ubukta 1s1 akisi, da-
iresel simetrik 1s1 akis1 ve benzeri bir¢ok fiziksel problemlerin ¢oziimiinde kullanilmaktadir
(Birkhoff, 1908), (Fulton, 1977), (Hinton & Shaw, 1990), (Langer, 1932). Asagidaki di-
key olarak asilmig elastik ¢ubugun denklemi degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak bir
Sturm-Liouville problemi haline getirildi. Gerilmemis bir elastik ¢ubuk veya agir sarmal
yay, boyunca yer degistirmeleri onlemek i¢in ¢ uzunlugu boyunca sikistirilir ve daha sonra
x = 0ucundan asilir. # = 0 aninda, mengene serbest birakilir ve cubuk kendi agirlig1 nedeniyle
uzunlamasina titregir. y(x, 1), serbest birakildiktan sonra t aninda ¢ubuktaki uzunlamasina yer

degistirmeleri gosteriyorsa, o zaman y(x,t) agagida belirtilen denklemi saglar.
v (x,1) = a*ye(x,t) +g (0<x<c, 1>0) (2.1
Burada g, dalga denkleminin yercekimine bagli ivmesidir. Cubugun uglarinda belirtilen kosullar
¥(0,6) =0, yx(c,t) =0 (2.2)
seklinde yazilir. Baglangi¢ kosullari ise
y(x,0)=0, y(x,1) =0 (2.3)

biciminde gosterilir. Bu sinir deger probleminin ¢dziimiiniin
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y(x,t) = iBn(t) sina,x (2.4)
n=1

serisi bicimde yazilabilecegi gosterilebilir; burada

2n—1)m

a, =
2c

seklinde tanimlansin. Burada siniis fonksiyonlart Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyon-

laridir. Degiskenlerine ayirma yontemi agagidaki homojen dalga denklemine

yxx(xat) — azytt(x7t)

ve

v(0,¢) =0, yy(c,t)

sinir kosullarina uygulandiginda
X'(x)+AX(x) = 0
denklemi ve
X(0)=0, X (c)=0

sinir kosullar: elde edilir. (2.4) serisi (2.1) denkleminde yerine yazildiginda ve

2 & sinoyx
1 = —Z T ,0<x<c
c o,

n=1
ifadesi uygulandiginda

Y [By(1) + (0tsa)*B,(1)] sin ogx = sin 0g,x
n=1

n=1 cOn



esitligi elde edilir. Yani

1 2
Bl(1) + (0a)*Bu(t) = Cof ,(n=1,2,...) (2.5)
ifadesi yazilir. Ayrica (2.3) ifadesinden
B,(0)=0, B,(0)=0 (2.6)

elde edilir. Simdi uygun

U

B, (1) + (0a)*By(t) = 0
homojen denkleminin ¢oziimii
B,(t) = Cjcosayat+Cysinoyat

seklinde yazilir. Burada Cy ve C; keyfi sabitlerdir. (2.5) denkleminin bir 6zel ¢6ziimiiniin

2g

B = g

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla (2.5) homojen olmayan denkleminin genel ¢oziimii

2g

B,(t) = Clcosanat—f—Czsinanat—f—W
n

(2.7)
seklinde yazilir. C; ve C; sabitleri (2.7) ifadesinde (2.6) kosullar1 uygulanarak kolayca bulu-

nur. Sonug olarak (2.5), (2.6) probleminin ¢oziimii

2g

Ba(t) a’co’

(1 —cosayat)

biciminde elde edilir. Boylece problemin ¢oziimii

(o)

2g Z sin 0g,x
a’c oy

y(x,t) = (1 —cosayat) (2.8)

n=1
biciminde elde edilir (Woldegerima, 2011). Bugiine kadar Periyodik Sturm-Liouville prob-
lemleri hakkinda ¢ok genis literatiir mevcuttur (Amiraliyev, 1988), (Amiraliyev & Duru,
2003), (Cai, 2010), (Cen, 2011), (Hermann, 1985), (Lin, 1987). Bizim ¢alismamizda ise
gecis sartlar1 iceren Periyodik Sturm-Liouville probleminin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Gecis sartlarini iceren problemlere (Akdogan & Mukhtrov, 2005), (Allahverdiev & Ugurlu,
2013), (Aydemir & Mukhtarov, 2016), (Aydemir & Mukhtarov, 2017), (Chanane, 2007),
(Kandemir & Mukhtarov, 2016), (O. Mukhtarov, 1994), (M. Mukhtarov O. Sh. ve Kande-



mir, 2002), (O. H. v. A. K. Mukhtarov O. Sh., 2015), (S. Mukhtarov O. Sh. ve Yakubov,
2002), (Olgar, 2017), (Wang & Yao, 2009) calismalarinda rastlanmaktadir.



3. GENEL BILGILER

3.1. Temel Kavramlar ve Tanimlar

Bir araligin her iki u¢ noktasinda sinir kosullarina tabi olan adi diferansiyel denklem ¢6zme
problemine adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemi denir. [a, b] araliginda tanimlanan

sinir deger problemi, agagidaki gibi tanimlanir.

+o +anl(x)%-l—an(x)(]):f(x),agxgb

Bil¢] =7, i=1,2,...,n. Burada L lineer dogrusal operatordiir. « < x < b araliginda a;;, b;j,

¥; reel sabitlerdir ve B; ifadesi

n

Bi[¢] := ilaij[¢]j‘1(a)+ Y b6} (b) s i=1,2,..0m
=

j=1

seklinde tanimlanir. Buradan B; ifadesi sinir operatoriidiir. Sturm-Liouville 6zdeger prob-

lemleri, sinir deger problemlerinin bir sinifidir. #. mertebeden bir lineer diferansiyel operator

4" a (X) dn—l
den Y gy

L, :=ap(x) +.on +apn—1(x)— +ay(x)

biciminde tanimlanir. / araliginda taniml olan ve n. mertebeden parcali tiirevlenebilir fonk-

siyonlarin uzaymi Cy (1) ile gosterelim. f, g € Cj(I) igin,

b
<fig>= [ fx)gax
a
olmak tizere
<Lnf,g>=<f,L.g >

esitligi saglanirsa, L, diferansiyel operatorii kendine egleniktir denir. L nin eslenigi L* ise

tanim geregi ikinci mertebeden

d> d
@ﬂ”(x)—ﬂ%](x)

L= p(x) o

diferansiyel operatorii i¢in asagidaki esitlik elde edilebilir.

<Lfg> = <f,L'g>+]p(fe—rfg)+(r—p)fell’ 3.1)

Burada L* eslenik diferansiyel ifadesi

"

L'g=(pg) —(rg) +qg=pg +(2p —r)g +(p —1 +q)g



seklinde tanimlidir. Yani L* operatorii formal olarak
2 / d " !/
L'=p—+Q2p —r)— —
poat@p =)+ (p —r+q)

biciminde yazilabilir. Bu operatore L nin diizgiin eslenigi denir. L* = L oldugu durumda L
diferansiyel ifadesi kendine egleniktir denir. Buradan L diferansiyel ifadesi kendine eslenik
ise

Lf=(pf) +af

biciminde yazilabilir. L kendine eslenik oldugunda bu ifadeyi formal olarak

d d
L= —(p—
dx(pdx)+q

seklinde gosterebiliriz. Ayrica

d
Ly=—-(po)+q+Ap=L+Ap
X X

bi¢iminde yazilan diferansiyel ifadeye A parametresine bagh diferansiyel ifade denir. Bu-
rada p agirlik fonksiyonu olarak adlandirilan, siirekli pozitif fonksiyondur. Boylece ikinci

mertebeden kendine eslenik diferansiyel ifade i¢in (3.1) esitligi

<Lf,g>=<f,Lg>+p(fe—rfe)| (3.2)

biciminde yazilabilir. Vf, g € C?(a,b) i¢in

p(fe—re)b=0 (3.3)

esitligi oldugunda L operatorii kendine eglenik olur. Burada sinir kosullarini saglayan dife-
ransiyel denklem
Li¢]+Ap9 =0

operator denklemi seklinde yazilir. L kendine eslenik ise onun 6zdegerlerinin tiimii reeldir.
Farkli 6zdegerlerle iliskili 6zfonksiyon ciftlerinin tiimii L?(a,b) de ortogonaldir. I¢ carpim
L?(a,b) uzayinda

<r>= [ g

biciminde tanimlanir. Verilen i¢ carpima uygun norm

17l=vV=77s =y [ Pwar



seklinde tanimlanir. Agirlikl i¢ ¢arpimi

<remp = [ 1sptod (3.4)

biciminde tanimlanir. O halde bu i¢ ¢capimin iirettigi norm

b
1£llp = \/<f,f>p:\/ / F2(x)p (x)dx (3.5)

seklinde tanimlanir. p(x) > 0 oldugundan ve [a,b] iizerinde siirekli oldugundan minimum

degeri a, maksimum degeri f3 ile gosterilirse Vx € [a, ] igin
O<a<px)<B<e
esitsizligi yazilir. Buradan

Va | FISIflp< VB Fl (3.6)

elde edilir.

3.2. Sturm-Liouville Stmir Deger Problemleri

Matematikte ve uygulamasinda iki Fransiz matematik¢i Charles Sturm ve Joseph Liouville

ismi ile adlandirilan klasik bir Sturm-Liouville denklemi,

C(p0 %) + ()9 +Ap(x)0 =0 G

bi¢ciminde tanimlanir. Burada p, g ve p x’in gercek degerli fonksiyonlaridir ve Vx i¢in p (x) >
0 dir, A bir parametredir. p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. Sonlu [a,b] araliginda

taniml (3.7) diferansiyel denkleminden ve

a1p(a)+me'(a) = 0 (3.8)
Bio(b)+P29'(b) = 0 (3.9)

sinir sartlarindan olusan Sturm-Liouville problemini ele alalim. Burada

((Xl,(Xz) 7é (070) s (ﬁlaﬁZ) 7é (070)

ve o, ap ve By, B reel sabitlerdir.

Bu problem
d do B
(P00 +a(x)9 + Ap(x)9 =0



a19(a) + 09’ (a) =0
Bi9(b) + B¢’ (b) =0

biciminde yazilir. Simdi daha genel bicimde sinir deger problemi

a ()¢ +a1(x)¢ +a(x)p = ¢ (3.10)
diferansiyel denklem
0 ¢(a)+ o (a) =0
Bi9(b)+ Ba¢’ (b) =0

sinir sartlarindan olugmaktadir. Burada a;(x)(i = 0,1,2) lerin gercek degerli siirekli fonk-
siyonlar oldugu ve Vx € [a,b] i¢in ap(x) > 0 oldugunu kabul edelim. (3.10) denkleminde

esitligin iki tarafi da ag a boliindiigiinde denklem
" a / a
0+ 59"+ 2o = £y
ao ap ap

biciminde yazilir. Burada
X
/ U bt — h(x)
ao

seklinde gosterilirse, denklem

0" LUy L )2y 0 B (3.11)
agp ap ap
biciminde yazilir.
/ ai
h(x)=—
() =4

oldugu dikkate alinirsa, (3.11) denklemi

d . hx4d9

a4 hx92, _ H
dx(e )+e ) a0¢

dx ap

biciminde yazilir, yani Sturm-Liouville denklemine doniistiiriiliir. Fonksiyonlar

a
5 q(x):_zeh(X)v P(x>:—€ s l:u

ao ao

seklinde tanimlanmustir. [a,b] araligi igindeki tiim x ler i¢in p, ¢ ve p fonksiyonlar siirek-

lidir, p(x) > 0 ve p(x) > 0 kabul edilir. Dolayisiyla verilen sinir kosullarina sahip 6zdeger
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problemi;

L (0% 4 a0+ 20w = 0

dx
a19(a)+omg (@) = 0
Bio(b)+ B2 (b) = 0

sekinde gosterilir.

3.3. Sturm-Liouville Ozdeger Problemlerinin Genel Simflandirilmasi

3.1 Tanim (Regiiler Sturm-Liouville) I = [a, ] arahiginda

d do
d

()T +a(0+Ap(x)0 = O,x €1

o0 (a)+ 09 (a) =0

Bi9(b) +Bag (b) =0

biciminde ifade edilen Sturm-Liouville problemi asagidaki kosullar1 saglandiginda Regiiler

Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir.
1. p, g ve p fonksiyonlar [ iizerinde stirekli ve reel degerlidir.
2. peCl(I)ve ¢ € C*(I)
3. p(x) >0vep(x)>0
4. ay,ap, P, By reel sayilardir ve ||+ || # 0, |Bi|+|B2| # O dir.

5. AeC

3.2 Tamim (Periyodik Sturm-Liouville) Eger p(a) = p(b) ise

C(p0 %) + ()9 +Ap(x)0 =0
0(a) = 9(0)
0'(a)=9'(b)

biciminde ifade edilen Sturm-Liouville problemi Periyodik Sturm-Liouville sinir deger prob-

lemi olarak adlandirilir. Burada p, p,, q ve p fonksiyonlar regiilerlik kosullarini saglar.



11

3.3 Tanim (Singiiler Sturm-Liouville) Regiiler olmayan Sturm-Liouville problemleri tekil(Singiiler)

olarak adlandirilir. Singiiler olma sartlar1 sunlardir:

1. Sturm-Liouville denklemi yari-sonsuz veya sonsuz aralikta verilir.

2. p velveya p katsayilar1 u¢ noktalardan en az birinde sifira yakinsar.

3. p(x), g(x) veya p(x) katsayilarindan biri verilen aralikta siireksiz olabilir.

4. Ug noktalarda siireksizlik veya u¢ noktalarda limit sonsuz olabilir.
Genel olarak, asagidakilerin tiimii Singiiler Sturm-Liouville denklemleridir;

1. Bessel Denklemi; [ ] + [V7 +n2x]p =0, 0 <x < oo

2. Legendre Denklemi; 4[(1—x)%] +n(n+1)p =0, -1 <x<1

3. Hermite Denklemi; j (e” %d_¢) +2ne” 5 =0, —co<x<o0

4. Laguerre Denklemi; 4 [xe xd¢] +ne P =0,0<x<o

2

5. Chebyshev Denklemi; %[ l—xz]%+ \/bqb =0, -1<x<1

3.4 Tamim E lineer uzayida A : E — E lineer Operator verilsin. Herhangi A = Ay ve ugp € H
ug # 0 igin Aug = Aguyg esitligi saglanirsa A sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, Ay 6zdegerine
karsilik gelen fonksiyona 6zfonksiyon denir.

3.1 Teorem L operatorii [a, D] aralig1 iizerinde

d

BT TR
biciminde tanimlansin. O halde
d dv  du >
—vL - _
L) —vLlu) = 5 [p(us —v )] uv e Clab)

esitligi saglanir. Bu esitlige Lagrange 6zdesligi denir (Woldegerima, 2011).

Kamit L nin tanimina gore
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Lyl =—lpo I +av

esitlikleri yazilabilir. Birinci esitlik v ile ikinci esitlik u ile carpilip taraf tarafa ¢cikartildiginda

d . dv d . du

L[] —vLfu] =[] v (]

esitligi elde edilir. $imdi Leibnitz kuralindan yararlanildiginda

W p = Sl T - (P
d . du d du dv
dx[ dx] dx[ v(p )]_< dx)dx

esitlikleri yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikartildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

u%(p%)—v;—x(p%) = %[H(p%)]—%[wp%
] —vifd = u(pT] o)
d dv  du

= a[ p(u E_VE)]

)]

Boylece Lagrange formiilii elde edilir. Lagrange formiiliinden kolayca

<ull]>—<Lidyv> = put v
u,Llv] > — ul,v = puUu——v—
’ ’ PU ™Vl
ile
b d
L@mM—mme: wé—wqw
esitlikleri elde edilir. Son esitlikler Green formiilii olarak adlandirilir. [l

3.5 Tanim Ayn1 homojen sinir sartlarini saglayan u ve v nin iki fonksiyon oldugunu varsa-

yalim. L dogrusal (lineer) operatoriiniin kendine eslenik olmasi i¢in

<u,L[v] >=<L[u],v >

veya

b
LOMﬂﬂme:O
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esitliginin saglanmasi gerekir. O halde

b
[0t = = plap —v R
Green formiiliinden,
[ud_v o v@] b _
p dx dx'?

ifadesi yazilir. Buradan 6zel olarak

sartlar1 saglanirsa, L operatorii kendine eslenik olur.

3.2 Teorem Periyodik Sturm-Liouville probleminde 6zdegerlerin tiimii reeldir.

Kamit A bir 6zdeger, ¢ ise uygun 6zfonksiyon olsun. Yani
L;[9] :=L[#]+Ap¢ =0

Lig) = £ 1p %

» Pa]+CI¢

denklemi ve

sinir kosullar olsun. p,q ve p katsayr fonksiyonlarinin reel degerli oldugunu ve o;, f;;
(i = 1,2) katsayilarinin reel oldugunu ele alalim. Denklemin ve sinir kosullarinin eslenigi

alindiginda

L2[0] = L[9] + Ap9 =0
(a) =9 (b)

¢'(a)=¢'(b)
biciminde yazilir. Ozfonksiyonun eslenigi ¢ ve 6zdegerin eslenigi A dir. Boylece (A,9) ve

(I@) nin Periyodik Sturm-Liouville sinir deger problemi i¢in 6z¢iftler oldugu elde edilir.

Ozfonksiyonlarin ortogonallestirme teoremine gore,

_ b .
(A—T7) / 0(x)9(x)p (x)dx =0



yani

-7 [ 160PpCodx =0

14

esitligi bulunur. p(x) > 0 oldugundan @, [a, D] iizerinde agikar olmayan ¢6ziimdiir. Bu du-

rumda )
[ 19 Pp)dx >0
a
biciminde yazilir. O halde

(-7 [ lo(oPp (=0

esitliginden A — A = 0 ise A = A elde edilir. Dolayisiyla A reeldir.
3.3 Teorem Periyodik Sturm-Liouville sinir deger problemi kendine egleniktir.

Kanit Periyodik Sturm-Liouville sinir degerli problemini ele alalim.

sinir sartlar1 olmak iizere keyfi u,v € C2[a, b] verilsin. O halde

Ll = 5 [p(x) T2] + g(xJu+ 2p (o)
L) = P ) a0y + Ap )y

esitlikleri yazilabilir. Birinci esitlik v ile ikinci esitlik u ile ¢carpilip birbirinden ¢ikartildiginda

d  du d  dv
VL [u] —uly[v] = Va(l’a)—”a(l’a)

)

esitligi elde edilir. Simdi [a, b] aralig1 iizerinde esitligin iki tarafimin da integrali alindi§inda,

[ sl —utahe = pond
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denklemi elde edilir. Bu denklemin sag tarafi icin

ve buradan

esitligi elde edilir. Boylece

esitligi yazilir. Ispat bitti. []
3.4 Teorem A, ve A, sayilari

—]+q(x)y+Ap(x)y =0

periyodik Sturm-Liouville probleminde iki farkli 6zdegerler ise bu 6zdegerlere karsilik ¢,

ve ¢, 0zfonksiyonlari, p agirlik fonksiyonuna gére ortogonaldir.

b
/a OnOmp (x)dx =

ifadesi gosterildiginde ispat biter. ¢, ve @, sirast ile A, ve A,,, (n # m) 6zdegerlerine kargilik

Kanit

gelen 6zfonksiyonlar oldugundan

—[p(x ) ¢n( ) 4 q(x) 9 (x) + A, (x)p (x) P (x) =0

pLLC ¢m( )] 4 q(X) O () + A (X)P () B (x) = 0
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esitlikleri saglanir. ¢, (x) ile birinci denklem, ¢, (x) ile ikinci denklem ¢arpilip ¢ikan sonuglar
birbirinden ¢ikartildiginda,

d

onx) S 1p(0) - 00 (0)] ~ (2

d

E[P(X)%%(X)]+(/1m—/1n)P(X)¢m(X)¢n(X) =0

seklinde yazilir. Buradan

= 23O 0n(5) = Om(x) 5P () - 0a(x)] = 90 (0) - [p(x) -0 ()]
= Pl 9n(x) — (p(x)91,()0]
d

esitligi elde edilir. Her iki tarafin integrali alindiginda, Green formiilii geregi
b / /
(A — An) /a PX)Pn(xX)@u(x)dx = [p(b) = p(@)](99n— Budn)le  (3.12)

elde edilir. p(a) = p(b) oldugundan

[P(5) = (@) (0 — Bl =0
esitligi elde edilir. Buradan

b
(on =) [P0 (x)n () = 0

elde edilir. A,,, # A, i¢in yani A,, — A,, # 0 oldugundan

[ p@)outon(ax=0

esitsizligi elde edilir. Ispat bitti. O

3.1 Sonug Ozfonksiyonlarin ortogonalligi

1. p(a) = 0 ve sinur deger kosullari

veya
2. p(b) =0 ve siur deger kogullari

saglandig1 durumlarda da gecerlidir.



Kamit Eger p(a) = 0 ise sinir kogullar1 saglandiginda
b ! !/
(A — An) /a P(X)Om(x)n(x)dx = p(b)[$,(D)9mn(D) — (D) 9n(D)]
esitligi bulunur. ¢, ve ¢,, icin x = b deki
¢n<a) = ¢n<b) ) d’m(a) = ¢m(b)

0u(a) = 6,(b) , 9,u(a) = B, (D)

sinir kogullart saglandiginda

0(5)0m(b) — 9, (b)9u(b) =0

yazilir. (3.13) denkleminde,

b
(=) [ P (0)90(x)dx =0

esitligi elde edilir. (m # n) ve A, # A,, oldugundan,

[ p@onttn =0

17

(3.13)

elde edilir. Ayni sekilde; p(b) = 0 i¢in de x = a daki sinir kosullar1 saglandiginda ayni sonug

elde edilir.

]
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4. BULGULAR

Bu tez ¢aligmasinda,

diferansiyel denklemi,

periyodik sinir kosullar1 ve ¢ = 0 siireksizlik noktasinda tanimlanan,

u(0) = 8u(07)

w(0") =yu(07)

gecis sartlari ile olusturulan problem incelenmistir. 8, y reel sayilar ve A = u? kompleks

0zdeger parametresidir.
H :=L[—a,0) ® L(0,4q]

H uzayinda u;,u; € H icin

0~ a
<uy,uy >H:= ul(t)ug(t)dt—l— +Lt](l‘)uz(l‘)dl‘ 4.1)
0

—a

esitlidinin bir i¢ carpim tanimladigini gosterecegiz. Ayrica bu calismada 0y = 1 olarak kabul

edelim.

4.1 Teorem H uzayinda (4.1) esitligi bir i¢ ¢arpim tanimlar.

Kanit Oyle ki uj,u» € H ve 8,y € R olmak iizere (4.1) esitliginin i¢ ¢arpim sartlarini

sagladigini asagida gosterelim.

0~ a 0~ a
i: <u1,u1> :/ ulu_ldt—l—/ ujudt :/ ]u1|2dt—|—/ \u1|2dt >0
0+ 0+

—da —a

0~ a
i (upj,u) =0 < \u1|2dt+/ |u1]2dt:0 < u =0
0+

—da
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0-

i : {(ouy + Buo,uz) :/

—da

a
(s +Buu)isds + | (ot -+ Buy )

0~ a 0~ a
:a/ ulu_3dt+06/ uizde + B uzu_3dt+ﬁ/ uyuzdt
0+ — 0t

—da

= ot(uy,u3) + B (uz, u3)

0~ a
v (uy,up) :/ ulu_gdH—/ u i dt
ot

—a

0~ a

= uzu_ldt—f—/ Uy dt
o+

—a
= (up,uy) O
4.1. Smmr Deger Problemi, Ozdegerlerin Reelligi ile Ozfonksiyonlarin Ortogonalligi

Bu kesimde L;[—a,0) @& L,(0,a] Hilbert uzayinda

Lu:=—u (t)+q@)u(t) = pPu(t) , t € [—a,0)U(0,d] 4.2)

biciminde verilmis iki aralikli Sturm-Liouville denklemi

u(—a)—u(a) = 0 4.3)
u(—a)—u(a) = 0 (44)

u(0t)—du(0”) = 0 4.5)
u(0) =y (07) = 0 (4.6)

gecis sartlarinin olusturdugu problemin bazi spektral 6zellikler arastirilmustir. & ve Y reel

sayilar, A = u? kompleks dzdeger parametresidir.

4.2 Teorem (4.2)-(4.6) ifadeleri ile gosterilen sinir-deger-gecis probleminde biitiin 6zdegerler

reel olur.

Kamit Burada u? dzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu u olarak alalim. u fonksiyonunun

eslenigi @ ve u? parametresinin eslenigi E olsun. Bu durumda

—a (1) +q()a(t) = [u(r) 4.7)
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diferensiyel denklemi

u(—a) = —u(a) (4.8)

i(—a) = —il(a) (4.9)
periyodik sinir kosullari ile

u(0") = &u(07) (4.10)

w(0f) = ya(0) (4.11)

gecis sartlar1 yazilir. u ile (4.2) denklemi ve u ile (4.7) esitligi carpildiginda,

—u"ﬁ+q(t)uﬁ = plum (4.12)
—uﬁ”+q(t)uﬁ = U uu (4.13)

elde edilir. (4.12) ve (4.13) ifadeleri birbirinden ¢ikartildiginda

wiil —u = (u? — )i (4.14)

(il —unw) = (u*—1>)um (4.15)

yazilir. Ayni esitligin —a’dan 0~ ’a integrali alindi§inda

07 ! i I 07
/ (il — @) dt = / (12 — ) uaid

—a —a

! ! — 07
(ui —um)?, = / (u? — %) umde

u(07)7 (07)—u (07)@(07) — u(—a)d (—a)+u (—a)i(—a)

o
= / (u? — 12)uude (4.16)

—da

elde edilir. (4.3)-(4.4) ve (4.8)-(4.9) esitlikleri (4.16) denkleminde yerine yazildiginda

w(0)a (07)—u (07)#(07) — u(a)i (a)+u (a)i(a)

)
- / (2wt — W2um)dt (4.17)

—da
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ifadesi bulunur. Aym sekilde (4.15) esitligin 0" ’dan a’ya integrali alindiginda

/(uﬁ/—u/ﬁ)/dt = /(uz—ﬁz)uﬁdt
0 0+

+

(uﬁ/ —u/ﬁ)|(“)+ = /(:(HZ_EZ)MECZI
u(a)i (a) —u (a)a(a) — wu(0")@ (0%)+u (0M)@(0")
= /0+ (W uit — 2 um)dt (4.18)

bulunur. (4.5)-(4.6) ve (4.10)-(4.11) gecis sartlar1 kullanilarak

w(07) = u(0h)
u/ S mm— lu/ *
(07) y (07)
70°) = %u(oﬂ
707) = “d(o
(07) 7 (07)

ifadeleri yazilir. Bu ifadeler (4.18) denkleminde kullanildiginda

u(a)i (a) — o (a)ii(a) — éu(O_)%/ﬁ/(O_)—l—%u/(o_)%ﬁ(o_)
= /Oi(,uz—ﬁz)uﬁdt (4.19)

elde edilir. (4.17) ifadesi ile (4.19) ifadesi taraf tarafa toplandiginda ve 6y = 1 oldugu dikkate

alindiginda
0~ a
0= (u>-—1?) [(/ |u|2dt+/+ |u|2dt)} (4.20)
—a 0

esitligi elde edilir. u 6zfonksiyonu sifirdan farkli oldugundan parantezin i¢i sifirdan farkl
olur. Bu sekilde sonuncu esitlikten

w=p
elde edilir. Ispat bitti. O

4.3 Teorem H := L[—a,0] @ L,[0,a] olmak iizere (4.2)-(4.6) simr-deger probleminin u2
ve u? farkli 6zdegerlerine karsilik gelen u,, ve u, 6zfonksiyonlar: H uzayinda ortogonaldir.

Yani o
/ (OO0 + [t (1)t (1)dt =0 4.21)

—a

esitligi saglanir.
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Kanit 2 ve u? 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar sirasiyla u,, ve u, olup
—ty+ ()t = Pt (422)

—u/,/, +q(t)u, = ,u,%un (4.23)
denklemleri yazilir. (4.22) denklemi u, fonksiyonu ile (4.23) denklemi u,, fonksiyonu ile
carpildiginda

—u;un +q(t)upmu, = /,Ln%umun (4.24)
—umu; +q(t)upmu, = ,u,%umun (4.25)
elde edilir.(4.24) ve (4.25) ifadeleri taraf tarafa ¢ikartildiginda

" "

U, — Uy Uy = (/.L,%, — ,u,%)umun (4.26)

bulunur. (4.26) esitligi —a’den 0~ ’a integrallendiginde

0 / ! ! 07
/ (mity, — tyttn) = (uuri_ur%)/ Umndt

—a —da

! / == 07
(it = tyitn)| 2y = (b, _Nz%)/ Upitnd?

—da
ifadesi yazilir. Boylece

! !

(07 )1t (07) = 1, (0 )t (07)  — ()it (—a) + t, (— )1t (—a)

N
- / (12 — 12 mtndt 4.27)

—da

esitligi bulunur. Verilen problemde (4.3)-(4.4) sinir sartlarinin u,, ve u, 6zfonksiyonlari i¢in

saglandigindan

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (4.27) ifadesinde yerine yazildiginda,

/ !

i (07)1t,(07) = 14, (07 )un (07)  — (@)1 (@) + (@)t (a)

o
= / (U2 — U2 titndt (4.28)

—a
bulunur. Ayni sekilde (4.26) ifadesinin 0" dan a’ya integrali alindiginda

!/ !

a
(ot =ty 5 = [ (3= 12t
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elde edilir. Boylece

! !

(@)t (@) — (@)t (@)~ (0711, (0F) + 14, (07 1, (0F)
- /m(u;—u,f)umundt (4.29)

esitligi bulunur. (4.5)-(4.6) gecis sartlar1 kullanildiginda

n(07) = 8um(07) . 14, (0F) = y14,,(07)
n(0F) = 8, (07) ,  1,(0%) = yu, (07)

bulunur ve (4.29) ifadesinde yerine yazildiginda

! /

(@)t (@) — (@)1t (@)~ Sty (07 ) Y11, (07) + Yt (07) 1t (07)
_ /m(u,i—u,%)umundz (4.30)

elde edilir. 6y = 1 oldugunu dikkate alarak (4.28) ve (4.30) ifadeleri taraf tarafa toplandiginda

0~ a
0= (u2—u?) {/ UpmUpdt +/0+ umundt] (4.31)

—da

oldugu goriiliir. u2, # 12 oldugundan

0~ a
/ Uy Uy dt +/ Upu,dt =0
—a o+

yazilir. O halde
() =0
olur. Yani farkl1 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonal oldugu bulunur. Ispat

bitti. Ol

4.2. Periyodik Problemin Yardimci Baslangic-Deger Problemleri

Bu boliimde (4.2)-(4.6) sinir-deger-gegis problemi ile ilgili olan [—a,0] ,[0,a] araliklarinda

verilen bazi yardimci baglangig-deger problemleri incelenmistir.

4.4 Teorem Her u” € C igin

"

—u (1) +q)u(t) = p*ut) , t€[—a,0] (4.32)

u(—a)=o" (4.33)

u(—a)=p" (4.34)
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baslangic-deger probleminin bir tek s¢1 (¢, u?) ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziim her bir t €
[—a,0) icin u? degiskenine gore biitiin kompleks diizlemde analitiktir, yani V¢ € [—a,0) igin

w? parametresinin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.5 Teorem Her u? € C icin

—u' (1) +q()ut) = pu(t) , 1 €(0,d] (4.35)
u(07, 1) = 8¢/ (0~, u?) (4.36)
u (07, 142) = 3¢, (0, u?) (4.37)

baslangic-deger probleminin bir tek e (x, %) ¢oziimii meveuttur ve bu ¢oziim her bir 1 €
(0,a] icin u? degiskenine gore biitiin kompleks diizlemde analitiktir, yani V¢ € (0,a] icin u?

parametresinin tam fonksiyonudur.

Kanit

diferansiyel denklemi

biciminde yazilip iki defa integrali alindiginda,

= [yt = pu(r))dr+Do(u?) 1 € 0. @38)
)= [ ds [ (g(Iutr) ~ w2u(r))dr+ Do)+ D7), 1€ (0] (439)
0 0

esitligi bulunur. (4.39) denklemine Cauchy integral formiilii uygulanip denklem diizenlendiginde

u(t) = /o @ / (g(r)u(r) — 12u(r))ds + Do(u) + Dy (1)

yani
u(t) = [ =rla(ur) = i2u(r)dr+Do(u i+ Dy(?)  (440)

denklemi bulunur. (4.36)-(4.37) baslangi¢ sartlari, (4.38) ve (4.40) ifadelerinde yerine yazildiginda
u(0") = Dy (u?) = 854 (07, 1)

i (0%) = Do(u?) = 3, (07, u?)
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elde edilir ve (4.40) denkleminde yerine yazildiginda

) = [ = au(r) = 2u())dr +85a (0" B3+ 1 0742) (44D

integral denklemi bulunur. Burada (4.41) integral denklemi ile (4.35)-(4.37) baslangic-deger
probleminin esdeger oldugu goriiliir. (4.41) integral denklemine ardigik yaklagimlar yontemi

uygulanip V¢ € (0,a] igin u? parametresinin tam fonksiyon oldugu gosterilmelidir. Oncelikle
t
U (1, 14%) = /0 (t — ) (q(r) 1 (r) — Wt (r))dr + uo(t, u?) (4.42)

uo(t, 12) = 850 (07, 1)t + 754,07, 1?) (4.43)
seklinde tanimli u,, (¢, ,uz) dizisini ele alalim. Bu diziyi kullanarak
2 2 2 2 2
o (1, ™) + (un (8, 07) —uo (1, 17)) + (ua(t, 17) —ur (£, 07)) + -+ (4.44)

serisini olusturalim. W > 0 igin |u?| < W olsun. 0 < ¢ < a arahginda ¢(t) ve u(t) siirekli fonk-
siyonlardir. Sonlu g(F0) limit degerleri mevcuttur, bu nedenle |g(¢)| <Y, |ug(t)| < Z olacak
sekilde Y > 0 ve Z > 0 sayilar1 vardir. O halde |u,,(t) — u,,—1(¢)| ifadesi ele alindiginda,

m = 1 olmak iizere

jui (1) —uo(t)| =

[ = eyt - wuon)ar
< [ =gyt - wuo(nldr
< [ =g o)+ )

t

< /Ol(t—r)(Y-l—W)Zdr:(Y-l—W)Z/ (t—r)dr

0
’,.2 2
= Y+W)Z {tr— 3} o= +W)Z [tz— %}
2
) —w()] < (¥ +W)zs: 4.45)

esitligi yazilir.
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m = 2 olmak lizere

[ =) - w2 )ar

jua(t) (1) =

~ [ )uo(r) ~ puolr)ar

0
[ 1= rlat) = 2ller ()= wol)ar

<
t 5 r2
< [=na)]+ 1) +W)z5dr
< % /O = (W22 (r)dr
 (Y+w)z
= T/O(rzt—rS)dr
Y+ wyz
B 2 {E]
4
s (t) — (1) < (Y+W)szH (4.46)

bulunur. Sonug olarak m > 2 i¢in tiimevarim metodu uygulandiginda,

2m
n(e) — a1 (0)] < (V4 W)"Z 5 (4.47)
esitsizlikleri yazilir. 0 <t < aolup 0 < 2m < g®m dir, Boylece
Y+W)"Z
|t (1) — tty—1 ()| < % am (4.48)

oldugu goriiliir. 7>, (Yalfn’));"Zazm serisi yakinsak oldugundan (4.42)-(4.43) seklinde belirti-

len u,, (¢, u?) fonksiyonlar dizisi ile olusturulmus

soa(,10%) = o (1, 1) + (ur (1, 12) = uo (1, 1%)) + (w2, 1) —ur (1, 0)) -+ (449)

serisit € (0,a] ve W > Oiile |u?| < W kosullar1 dikkate alindiginda serinin mutlak ve diizgiin
yakinsak oldugu goriiliir. {u? € C : |u?| < W} bolgesinde (4.44) serisinin terimleri anali-
tik oldugundan sz (¢, u?) analitik olur. (4.42) ile tanimlanmis olan u,, (¢, u?) fonksiyonlar
dizisinin
! ! !
n(0) =16, 10) = [ (@) =t (7) = 2 ()dr

" "

(1) =ty 1 (1) = (q(1) = 1) 1 (1) = tm2(1)]

birinci ve ikinci tiirevleri mevcuttur.
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(4.49) serisinde her terim ¢ degiskenine gore diferansiyellenebilir ve

it 1) = il[u;;,m—u;_l(z)]
- il (q(t) — 2) a1 (6) — tin (1)

= (q(t) — u*)ser(t, 1) (4.50)

denklemi saglanmis olur. Yani (¢, u?) fonksiyonu (4.39) denkleminin bir ¢oziimii olur.

Bundan dolayi ispat tamamlanir. ]

4.6 Teorem Her u? € C igin

—u () +q()u(t) = p2u(t) , t < (0,d] (4.51)
u(a) =a’ (4.52)
u(a)=p+ (4.53)

baslangic-deger probleminin bir tek 1,(z,u?) ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziim her bir 7 €
(0,a] icin u? degiskenine gore biitiin kompleks diizlemde analitiktir, yani V¢ € (0,a] icin u?

parametresinin tam fonksiyonudur (Titchmarsh, 1962).

4.7 Teorem Her u” € C igin

—u' (t)+q(u(t) = p2u(t) , t €[—a,0) (4.54)
1
u(0”, %) = <M (0", 1) (4.55)
/ 1
(07, p) = ;n2<0*,u2) (4.56)

baslangig-deger probleminin bir tek 7 (¢, u?) ¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziim her bir ¢ €
[—a,0) icin u? degiskenine gore biitiin kompleks diizlemde analitiktir, yani V¢ € [—a,0) igin

(? parametresinin tam fonksiyonudur.

Kanit

diferansiyel denklemi
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biciminde yazilip iki defa integrali alindiginda,

du_

o= /to(q(r)u(r) —uzu(r))dr—l—Do(,uz) , t €[—a,0) 4.57)

0 s
u(t) = / ds / (q(r)u(r) — u2u(r))dr + Do(u?) + Dy (12) , 1 € [-a,0)  (458)

esitligi yazilir. (4.58) ifadesine Cauchy integral formiilii uygulanip denklem diizenlendiginde

)= [ ar [ aryutr) - wu(r)ds-+ Do(u%)e+ D1 12)

yani
)= [ = Pgr) ~ wuar DDy @59)

esitligi yazilir. (4.55)-(4.56) baslangi¢ kosullar1 (4.57) ile (4.59) integral denkleminde yerine
yazildiginda,

u(07) = Di(2) = (07, 1)

/

r 1
u(07) = Do(u?) = ;,712(0+,Nz)
elde edilir ve (4.59) denkleminde yerine yazildiginda
0 2 ! + 2 LN
ule) = [ (= nlg(Iutr) —wu(r))dr+ gm0 W)+ MO ) @60

integral denklemi bulunur. Burada (4.60) integral denklemi ile (4.54)-(4.56) baslangi¢-deger
probleminin esdeger oldugu goriiliir. (4.60) integral denklemine ardisik yaklagimlar metodu

uygulanip V¢ € [—a,0) icin u? parametresinin tam fonksiyon oldugu gosterilmelidir. Bunun

icin Once
0
(1, 1%) = /t (1 = PGPt (F) — Wttt (F))dr+ o (1, 112) 4.61)
1 1
uo(t, 1) = 512(07, w3)t + oy (07, 1%) (4.62)

seklinde taniml1 u,, (¢, u?) dizisini ele alalim. Bu diziyi kullanarak

(1, 1) + (11 (1, 14%) — uo (1, 12)) + (ua (1, n2) =y (1, 1)) + -+ (4.63)

serisini olusturalim. W > 0 icin |u?| < W olsun. —a <t < 0 arah@inda ¢(t) ve u(t) siirekli
fonksiyonlardir. Sonlu g(F0) limit degerleri mevcuttur bu nedenle |¢(z)| <Y , |up(t)| < Z
olacak sekilde Y > 0 ve Z > 0 sayilari vardir. O halde |uy, (t) — uy,—1 (¢)| ifadesi ele alindiginda,



m = 1 olmak iizere

i (2) —uo(t)| =

IN

IN

IN

jur (t) —uo(1)| <
esitligi yazilir.
m = 2 olmak iizere

Jua(t) — ur (7)]

|uz(t) —ui (1))

[ =)~ wuotr)yar

tfw—ﬂwvwdﬂ—u%aour
[ﬂ**mﬂawum+mmwumw

0 0
/, (t—r)(Y+W)Zdr:(Y+W)Z/t (t = r)dr

Y +W)Z {tr— q P =Y +w)z {(—tz) +

(Y +W)Z@

IN

IN

IN

2

2 2

2!

[ et () - e

T R

0
[ 1= rllatr) = 12 () = o ()
’ 2 (=)
| =g+ 2+ W)zt ar
1 /0
5/; (t—r)(Y +W)*Z(—r*)dt

2 0
—(Y+;V) Z/ (—r2t+r3)dr
t

(Y +W)2Z {t“}

2 12
4

1
(Y +W)°Z

elde edilir. Sonug olarak m > 2 i¢in tiimevarim yontemi uygulandiginda

| () — tty—1 ()| < (Y +W)"Z

2m

(2m)!

esitsizlikleri yazilir. —a <t <0 olup 0 < 2" < @®m dir. Boylece

|”m(t> - ”m—l(t)l <

Y +W)"Z o
(2m)!

|
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(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)
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oldugu goriliir. } -, %azm serisi yakinsak oldugundan (4.61)-(4.62) biciminde tanimlanan

U (t, u?) fonksiyonlar dizisi ile olugturulmus

Mt 12) = uo(t, 1) + (w1 (1, 0%) —uo(r, 1%)) + (2 (1, p2) =i (1, 0%)) -+ (4.68)

serisinin ¢ € [—a,0) ve W > 0 icin |u?| < W bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu
goriiliir. {u? € C: |u?| < W} bolgesinde (4.63) serisinin terimleri analitik oldugundan » (¢, u?)
analitik olacaktir. O halde (4.68) serisinin toplamu #’ye gore diizgiin yakinsaktir. (4.61) ile

tanimlanmis olan u,, (¢, u?) fonksiyonlar dizisinin

)=ty 1) = [ () =i () — -2

" "

(1) =ty 1 (1) = (q(1) = 1) 1 (1) — tm—2(1)]

birinci ve ikinci tiirevleri vardir. (4.68) serisinde her terim ¢ degiskenine gore diferansiyelle-

nebilir ve
M) = L) a0
4 il("(” 1)t (1) — (1)

= (q(t) —u*){uo(t) + Z_:z[umfl(t) — upm—2(t)]}

= (q(t)—p*)m(t,pn?) (4.69)

denklemi saglanmis olur. Yani 1y (¢, u?) fonksiyonu (4.54) denkleminin bir ¢oziimii olur.

Bundan dolay1 ispat tamamlanur. ]

4.3. Temel Coziimler ile Esdeger Olan Integral Denklemler

s,(t,u?) ve n,(t,u?) (1 = 1,2) fonksiyonlarinin u? parametresine gore tam fonksiyon olduk-
lar1 ispatlandi. Bu boliimde yardimci baglangi¢ problemleri ile esdeger olan integral denk-

lemleri bulunup, problemin ilerleyen boliimlerinde A = p? ifadesi kullanilmustur.
4.8 Teorem (4.32)-(4.34) baslangic deger problemi

1
s (t,u?) = o cosp(t+a) ~|—ﬁﬁ_sin,u(t+a)

T ﬁ/_laSinnu’(t_y>%l(y7u2)q0/)dy (470)
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s (t,1?) = —posinp(t+a)+ B cosu(r+a)
+ [ cosut=y)a(ual)dy (@.71)

integral denklemleri ile esdegerdir.

Kanit (4.32) diferansiyel denklemi

u (0)+1Pult) = q(0)ur) (4.72)
biciminde yazilabilir. Verilen esitligi homojen lineer diferansiyel denklem gibi diisiiniip,
w () +p1Pu(t) = 0 (4.73)
¢Ozlimlerini gdzoniine alalim. Bu denklemin genel ¢oziimii

u(t) = do(t)cosur+d;(t)sinut (4.74)

biciminde yazilabilir. Burada do(t) = do(t, u?) ve d; (t) = d; (¢, u?) olarak ele alip (4.72)-nin

¢Ozumiind,
u(t,u®) = do(t,u*)cosut +di(r, u?)sin ur (4.75)
biciminde arayalim. Verilen esitlikte ¢ e gore tiirev alindiginda,

W (t,1?) = dy(t,u?)cos pur — pdo(t, u?) sin ur
+ d;(t,/.tz)sinut+ud1(t,u2)cosut

bulunur. Burada do(t, u?) ve d; (¢, u?) fonksiyonlar1 6yle segilsin ki
do(t, ) cos it +dy (1, u?)sinut = 0 (4.76)
olsun. Boylece
u (t,1?) = —pdo(t,u?)sinpt + pd (t, n?) cos ut (4.77)

bulunur. Tekrardan son esitligin ¢ e gore tiirevi alindiginda

W' (t,0%) = —pdy(t, 1) sinpr — p>do(t, u%) cos
+ udy(t, 1?)cos ut — p2dy (t, u?) sin pt (4.78)
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elde edilir. (4.75)-(4.78) esitlikleri (4.72) esitliginde yerine yazildiginda

—udo(t, u?)sinpt + pd, (1, u%)cospr = q(1)u(t) (4.79)

elde edilir. Simdi (4.76) ve (4.79) esitliklerini bir arada diisiiniip bu esitlikleri d(/)(t) ve d/1 (1)

degiskenlerinin lineer denklem sistemi seklinde ¢oziildiigiinde p # 0 igin,

0 sin ut
/ 1ult cos ut —sinutg(t)u(t
A1) = qt)u(t) peosur | —sinpurq(t)u(r) (4.:50)
cos ut sin ut H
—usinut pcosut
elde edilir. Bu esitlik integrallendiginde,
2 L 2
do(t,u”) = A sin fyq(y)u(y)dy +do(1”) (4.81)
—a
esitligi bulunur. Ayn1 sekilde,
cos ut 0
, — L sin ut fu(t tq(t)ult
d (117 = psinpr q()u(t) | cos prq(t)u(r) 45)
cos it sin ut H
—usinut pcosut
elde edilir. Bu esitlik integrallendiginde,
2 L 2
di(t,p”) = m cos yq(y)u(y)dy +di(p°) (4.83)
—da

bulunur. (4.81) ve (4.83) esitliklerini (4.75) esitliginde yerine yazildiginda

t
) = rcospi | sinpya()uls)dy +do(u?) cos
1 . ! )
+singt | cosauls)dy +di (u?)sin

bulunur. Buldugumuz esitlik diizenlendiginde

/. )
) = [ sing(ey)gOIuls)dy-+do()cospr-+d () sinpr (484

—da

yazilir. Ayni sekilde (4.81) ve (4.83) esitlikleri (4.77) esitliginde yerine yazilip diizenlendiginde

W(t?) = [ cosu(t—y)aly)uly)dy — pdo(?)sinps +dy (42) cos s (4.85)
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bulunur. (4.84)ve (4.85) ifadeleri (4.33) ve (4.34) baslangi¢ sartlarin1 saglar. Bu baglangic
sartlar1 uygulandiginda,

u(—a) = do(u®)cospa—dy(u*)sinpa = o
W (—a) = pdo(u?)sinpa+pdy(p)cospa=p-

lineer denklem sistemini elde edilir. Sabitlerden do(?) ve d; (u?)’ y1 bulmak icin elde edilen
denklem sistemine bakalim. O halde fonksiyonlardan dj(r, u?) ve d, (¢, u?)’ nin ¢oziimlerini

bulmak i¢in yaptigimiz iglemler tekrarlandiginda,

1
do(u?) = (x_cos,ucH—Eﬁ_sinua (4.86)
d(n?) = &B_cosua—a_sinua (4.87)

elde edilir. Bu do(u?) ve d;(u?) degerleri (4.84) integral denkleminde yerine yazilip ve

gerekli diizenlemeler yapildiginda,

u(t,u?) = o cosp(r+a) +iﬁsinu(t+a)
t

1
+ 7 sinp(t —y)q(y)u(y)dy (4.88)

—da

esitligi bulunur. O halde s (, u?) ¢oziimii icin

1
s (t,p?) = a‘cos,u(t%—a)%—;ﬁ‘sinu(t—ka)
1
o sin it —y)q(y) 2 (v, 1%)dy (4.89)

—da

esitligi saglanir. Buradan (4.32)-(4.34) baslangic deger probleminin (4.89) integral denklemi
ile esdeger oldugu goriiliir. Boylece (4.70) integral denklemi ispatlanmis olur. do(u?) ve
d ( ,uz) sabitleri (4.85) ifadesinde yerine yazilip diizenlenirse,

u(t,u?) = —posinp(t+a)+ B cosp(t+a)
!

+ cos i (t —y)q(y)u(y)dy (4.90)

—a

esitligi bulunur. O halde %/1 (t,u?) ¢oziimii icin

(1,1 = —poasinp(r+a)+ B cosp(t+a)
t

+ | cosu(t—y)qg(y)sa (v, u*)dy (4.91)

—da

esitligi saglanir. Bu ise ispati tamamlar. L
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4.9 Teorem (4.51)-(4.53) baslangic deger probleminin tanimlanan 1, (¢, u?) ¢oziimii

1
Mm(,u?) = ofcosu(r—a)+ EB+sinu<t —a)

1 a
£ [ sina(e=)gIm (s 492)
H Jt
Mo(t.u?) = —patsinu(t—a)+ B cospu(t—a)
+ [ cosn(t =)o)y (4.93)

integral denklemlerini saglar.
4.10 Teorem (4.35)-(4.37) baglangic deger probleminin tanimlanan ¢ (z, ,uz) ¢Ozimi

1
ol 0?) = (07 1) cosui-+ 1 (07 sinpt

| Y E
- /0 sin f1 (1 — y)q(y) 502 (y, 1)y (4.94)
(1, 0%) = —pdsa (07, 1) sinpt +y5 (07, u?) cos ur
t
+ /0 cos 1 ( — y)q(y)s2a(y, 1) dy (4.95)

integral denklemlerini saglar.

4.11 Teorem (4.54)-(4.56) baglangi¢ deger probleminin tanimlanan 1 (z, ;,LZ) ¢Ozimi

1 1 .
m,u?) = gnz(0+,u2)cosut+“—ynz(o*,uz)smut

1 /0 .
- / sinf1(t — y)q () (v, u2)dy (4.96)
/ 1 . 1
mu?) = —ugnz(oﬂuz)smuw;nz(o*,uz)cosut
0
+ / cos 1(t —y)qg(y) M (v, 12)dy 4.97)

integral denklemlerini saglar.
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4.4. Baslangic-Deger Problemlerin Coziimlerinin Asimptotik Davramslari

Burada (¢, u?) ve n;(t,u?) (i = 1,2) temel ¢oziimlerinin 6nceki bolimde esdeger oldugu
integral denklemler araciligiyla u? degiskenine gore |u?| — oo olacak sekilde asimptotik

davraniglar1 incelenmistir.

4.12 Teorem A = u?, u = o+ ir, Imp = r olacak sekilde s (¢, u?) fonksiyonu i¢in —a <
t <0 aralifinda

sa(t,u?) = 0@y | |u?| — oo (4.98)
(1) = o(|uleF ) | |u?| — oo (4.99)
1

s (t,u?) = Ot_cos,u(t—ka)—kﬁﬁ_sinu(t—i—a)
1

+ o(me|"(t+a)), 1% — o0 (4.100)
s (t,1?) = —posinp(r+a)+ B cosu(r +a)
+ 0(e"(t+a)), |u?| — oo (4.101)

asimptotik esitlikler saglanir (Titchmarsh, 1962).

4.13 Teorem A = u?, = o +ir, Imp = r olmak iizere sc (¢, u?) fonksiyonu icin 0 <t < a

araliginda

so(t,u?) = 0@y | |u? — o (4.102)
2(tu%) = O(|ule ) u?] — e (4.103)

asimptotik esitlikleri saglanir.

Kanit
F(r,u?) = e Mt 9)s0 ¢, u?) (4.104)
ile gosterelim. sz, (¢, u?) igin integral ifadesi iistteki denklemde yerine yazildiginda.
F(t,u?) = e 918507, u%) cos ur + %W; (0=, u?)sin s

+ &/Ot sin i (r —y)q(v)r2(y, A )dy]
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ve

F(t,u*) = 5%1(0_,[,L2)cos,ute_|r|(’+a)—|—ﬁy%/l (07, u?)sin pre 110+

Lt —|r|(t+a
- [ sinute=y)at)a ey (4.105)

esitlikleri bulunur. (4.98)-(4.99) asimptotik ifadeler gbz Oniine alindiginda,

2(07,4%) = O(e) = [50(07, 1) < Ryel
(07,17 = O(|ule") = |53 (07, u%)| < Rolule™

bulunur. Bu son iki esitsizlikte bulunan degerler (4.105) denkleminde yerine yazilip,

|sinw| < el ve |cosw| < el ifadelerinden yararlamldiginda

|F(t,u2)| < R16€‘r|a \r|t |r\(t+a)_|_R ,Ye|r|a |r|t —|r|(t+a)

o ) sty
= SRR+ / Mg () [F 3,30y
0

1 t
= SRRt [ 1aOIF (%) (4.106)
bulunur. F; ve q; ifadelerini

Fi == max |F(t,u?)|, q1 := max/ lg(y)|dy
1€(0,d]

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

1 t
Flew) < (Rt Rot o [ a)lIFOp?)lay]

1
< SR+ YRy + Wqul

elde edilir.

1
R = 5R1 + ’}/RQ + —F1q1

|

gosterirsek

F.u)| <R = |e "0, 1?) <R
221, 14%)| < RelI4)
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elde edilir. Boylece
%z(l,‘llz) = 0(e|r|(l+a)) ) |‘Ll,2| —®

asimptotik esitligi bulunur. Simdi (4.107) asimptotik esitligini ele alalim. Onceki boliimlerde

/

s, = —uds (07, u?)sinpt +y34, (07, u?) cos
t
- /Ocosu(t—y)CI(y)%z(y,uz)

denklemi bulunmustu. Simdi bu denklem aracili@iyla asimptotik esitligin saglandigini goste-

relim. Daha 6nceden belirttigimiz

(07,47 = O(e) = [50(0, 1) < Ryel
(07,17 = O(|le") = |55 (07, u%)| < Rolule™

esitliklerden yola ¢ikarak

r|a ||t

| — 8541 (07, %) sinpr| < Ry 8|pule

—185 (07, u?)sinur = O(|ule+) (4.107)

asimptotik ifadesi elde edilir. Benzer sekilde,

r\a ||t

|72, (07, %) cos pt| < Ryylule
ifadesinden tanim geregi,
Y0 (07, u?)cospr = O(|ulel+) (4.108)
esitligi yazilir. Buradan
otu?) = 0@ ul] — e
asimptotik ifadesi dikkate alindiginda

= s [l
t€[0,a] JO
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olmak tizere

t t
\/0 cos (1 —y)q(y)saa(y, u*)dy| < /Ocosu(t—y)Q(y)%z(y,uz)dy
t
< / =) () R0+ ) gy
0

< Relle) /0 g ldy
esitsizligi bulunur. Buradan
[ cost=y)ats)satmay = o) (4.109)
esitligi elde edilir. (4.107)-(4.108) ifadeleri %lz(t, u?) integral denkleminde yazildiginda,
1% = O(|ufe+)

asimptotik esitlik bulunur. ]

4.14 Teorem A = u?, u = o +ir, Imu = rolacak sekilde s (¢, %) fonksiyonu i¢in 0 <t < a

araliginda

so(t,u?) = o~ §cospacos it + %ﬁ_5 sin flacos Ut — o~ ysin yasin (it

1 1
+ Eﬁ_ycos,uasin/xt+O(Wew’”’)), |12 — oo (4.110)
%lz(t,,uz) = —uo Sdcospasinut — B dsinpasin it — Qo ysin flacos it
+ B ycospacospur +O(eFD) U] — oo (4.111)

asimptotik esitlikleri saglanir.

Kanit Once (4.110) asimptotik esitliginin saglandigini gosterelim. Bu ifadeyi ispatlamak

icin
2 -2 | PN N
m(t,u”) = 8:a(07,u )cosut+;w1(0 17 sinput
1
o sl )ab) i)y

denkleminde esitligin sag tarafindaki terimlerin asimptotik esitleri incelenecektir. (4.100) ve
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(4.101) ifadelerinden,

1 1
s (0,u%) = a*cosua+ﬁﬁ*sinua+0( ey | — e

e
2 (0,u%) = —pa singa+ B~ cospa+0(el) | |u?| — oo

elde edilir. Buradan

2 (07, u%)cospr = cos,ut[a_cosua—k%B‘sinua%—O(Le""‘)]

|l
1 1
= o cospacosut+ EB_ sin lacos [t + O(We”“)O(e'rlt)

1 1
= o cosuacosut+ﬁﬁfsinuacos,ut%—O( ity (4.112)

\u|

%/1 (07, u?)sinur = sinut [—po sinpa+ B~ cospa+ 0(6“'“)}
= —po sinpasinpr + B~ cos pasin ut + 0(e) 0 (")
= —uo sinpasinut+ B~ cospasinut + O(e"'(t“’)) (4.113)

ifadeleri yazilir. Simdi s (¢, u?) denklemindeki integral ifade degerlendirilecektir. sz (¢, u?)

icin daha Once elde edilen asimptotik esitlik geregi
221, 14%)| < RelI4)
olacak bi¢imde bir R > 0 sabiti vardir. O halde
2 Lo 2
2 [ sinna—nawatuin] < oo [0 ol
1 t
< /0 =) ()[R0 gy

1 a
< Rme"'(‘”)/o lg(y)|dy

yazilir. g 1= maxye(o 4 Jo |4(y)|dy ile tammlandiginda,

1 a
5 [ sinut=)a0)m | < Roromee

esitsizligi bulunur. Buradan

I L +a
- / singt(t —y)q(y)se(y,u>)dy = O(-e+) (4.114)
uJo ]

elde edilir. (4.112)-(4.114) asimptotik ifadeleri s¢ (¢, u?) denkleminde yazilip diizenlemeler
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yapildiginda,

so(t,u?) = aSCosuacos/.tt—l—iﬁ5sinuacosut—|—50(ie|r(’“‘))

]
1
— o ysinuasinut+ ﬁﬁ_ycos Wasin e

1 1
+ —v0 e\r|(t+a) +0 _e|r|(t+a)
i ( ) (| ] )

_ | _ . .
= a 5c0s,uacosut-|—ﬁ[5 O sinuacos it — o~ ysin gasin pt

1 1
+  —B ycosuasin ut + O(—llt+a)
Hﬁ ycos pasin i (!u! )

asimptotik esitligi yazilir. Bu durumda (4.111) asimptotik esitligi ispatlanmig oldu. Simdi
(4.112) asimptotik esitligini ispatlayalim. Oncelikle

s (t,u%) = —p8sa (07, 1) sinut +y5 (0, u?) cos ur
t
+ [ cosplt—y)a0)0:n)dy

denkleminde esitligin sag tarafindaki terimler agsagida incelenmistir.

—us (07, u?)sinur = sinput [—pno cospa— B~ sinpa— uO(ﬁe"aﬂ
—po” cos pasinur — B sin pasin pt 4+ O(e") 0l
= —po cosuasinut— B sinpasinur + O(e'r‘(“r“)) (4.115)

%/1(0_,[,L2)cosut = cos,ut[—ua_sinua+[3_cosua+0(e‘r|”)}

IA

—pa” sinplacos ur + B cos pacos i + O(e" )0l

—po sinpacos fr + B cos pacos put + 0(eF) - (4.116)

%/2 (0, u?) icin integral denklemi incelendiginde

t t
\/0COS#(t—y)Q(y)%z(y,uz)dy\ < /OICOSu(t—y)llq(y)ll%z(y&z)ldy
t
< /O =) ()[R0 gy

< Rellt+0) /0 lq(y)|dy

bulunur. g1 := max,c|o 4 Jo |9(y)|dy seklinde tanimlandigindan,

t
| /0 cos it —y)q(y)sa(y.u2)dy| < Rgyell+o
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esitsizligi bulunur. Buradan

t
[ cosut = y)aymlnuidy = ofele) (4.117)
0
esitligi bulunur. (4.115)-(4.117) asimptotik ifadeleri » (¢, u?) integral denkleminde yazildiginda,

s(t,u?) = —po 8cospasinpt — B8 sinpasinpur + 50(el"+4))
— —po” ysinpacos it + B ysin pasin ut
+ yO(eMtH)y 4 o(elrlt+a)y

bulunur. Son ifadede diizenlemeler yapildiginda,

%;(t,,uz) = —ua dcospasinut — B~ 8 sinpasin ur
—  po ysinpacos it 4+ B ycos pacos pr + O(eFY 12| - oo

asimptotik esitligi bulunur. Buradan (4.112) asimptotik esitligin saglandig1 gosterildi. Boylece

o1 (¢, u?) ve s0(t, u?) fonksiyonlarinin asimptotik formiilleri bulundu. 1y (¢, u?) ve na(t, u?)
fonksiyonlarinin da bulunacaktir. 1y (¢, u?) fonksiyonu 1, (¢, u?) fonksiyonu ile tanimlandigindan
bu formiiller ilk olarak 1, (¢, u?) fonksiyonu i¢in bulunmalidir. Fakat 1, (¢, u?) fonksiyonu-
nun asimptotik formiillerin ispati [Titchmars] kaynaginda bulundugu i¢in burada ispatsiz
ifade edilecektir. []

4.15 Teorem A = u?, u = o +ir, Imy = r olacak sekilde 1, (¢, u?) fonksiyonu icin 0 <t < a

araliginda

m(t,u?) = 0y | u?| — (4.118)
m,u?) = o(luletray | |u?| — oo (4.119)
m(t,u?) = (x+cos,u(t—a)+%ﬁ“Lsin,u(t—a)+O(ﬁe|r|(t+“)) (4.120)

Mo, u%) = —patsinu(t—a)+ BT cosp(t —a) + O(el1+9) (4.121)

asimptotik esitlikleri saglanir (Titchmarsh, 1962).

4.16 Teorem A = u?, u = o +ir, Imp = r olmak iizere 1y (¢, u?) fonksiyonu icin —a < <0

araliginda

m,p?) = o) |u?| — (4.122)
mu?) = o(lulet+ay | |u? — oo (4.123)
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asimptotik esitlikleri saglanir.

Kanit (4.122)-(4.123) asimptotik esitlikler ele alindiginda,

Mol u?) = Oy = my(t,12)] < Ryl
m,p?) = O(ule!“) = [my(t,u?)| < Rolule" )

bulunur.
F(t,u?) = ni(t,p>)e M@ (4.124)

ile gosterilsin. Bu durumda F (¢, u?) fonksiyonu igin

e 1 T ,
F(t,u?) = el ”[gnz(0+,u2)cosut+“—ynz(oﬂuz)smw

+ %/tosin,u(t—y)Q(y)nl()’aNZ)dy}

esitligi yazilir. O halde verilen esitlikte |sinw| < el ve |cosw| < el ifadelerinden ya-

rarlanildiginda,

F(1,1%)] < %Rlelrae_”e_w(a_t) + %R2|u|er“e_”e_|r("_t)

uly
1 0 - r|(y—a —|r|(a—
o el Gl ay

1 1 1 0
S—R+—R+—/ F(y,u*)|d
s " 2 ] i lq)|1F (y, 1) |dy

bulunur. F; ve g ifadelerini

0
Filep?)i= max [Fu?)] g max [ jg(y)ldy
t€[—a,0] te[—a0]J—a

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

1 1 1
F(r,u?)| < [=Ri+=Ry+qi—|F(t,1?
|F(t,17)] [51 R 1|“||1(I~L)H
< Ro

ifadesinden
M1 (e, 1) |e 1@ < Ry = |y (¢, u?)| < Roel"l(@=)

esitsizligi bulunur. Boylece
m (1, 1) = 0(e"™)
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asimptotik esitligi yazilir. O halde (4.122) asimptotik esitligi saglandi. Simdi ise (4.123)
asimptotik esitligini ispatlayalim.

/ 1 . 1
771(%.‘12) = _N3n2(0+7ﬂz)sm.‘”+3—/772(0+=N2)COSW
+ /cosu t=y)q(y)m (v, u*)dy
denklemini ele alalim.

m(t,u?) = o)
Mt u?) = Oo(|ulee)

asimptotik esitlikler ele alindiginda

1 . rla _—|r
|~ msm(0F,p¥)sinp] < —Rllule‘ i)
< _Rl“iler\a t)
bulunur. Boylece
1 ) la—
—psma(0F,p?)sinpr = O(|ufel! @) (4.125)
elde edilir.
1 + .2 1 r\a |7[#)
|=mp (07, ") cospt| < —Ralpfe
Y Y
1
pry —R ‘LL er‘ a— t)
y 2|
ifadesinden
L + 2 |r|(a—t)
(0wt cosur = O(|ule (4.126)

ifadesi bulunur. Daha sonra 1 (¢, u?) = O(e!"(¢")) asimptotik esitligi ve
q1=max,c[_q ]/ 0 . |a(y)|dy seklinde tanimlanan ifade dikkate alindiginda agagidaki esitsizlikler
elde edilir.

0
[ cosut—vaymOu)al < [ ol )0 lm )y
0
< /e|r<y—r>|q(y>|ROe|z<y—a>dy
t

0
< Ryellte=?) / lg(y)|dy



44

Buradan
0
/t cosp(t —y)g(y)m(y,u*)dy = O(e) (4.127)

asimptotik esitligi elde edilir. (4.125)-(4.127) asimptotik ifadeleri n;(t, u?) integral denkle-

minde yazildiginda
m,u?) = o(ule" ) (4.128)

esitligi bulunur. Boylece ispat tamamlanr. ]

4.17 Teorem A = u?, u = o +ir, Imu = r olmak iizere 1, (¢, u?) fonksiyonu icin —a <
t <0 aralifinda

1 1
m(t,u?) = goﬁ COS [La cos (it -+ Eﬁ+ sin Lacos it

1
- )—/OCJF sin asin ut + %}/B*cos,uasinut +0(elMe=1)y  (4.129)

/ 1 1
n(t,u?) = —guoﬁcosuasinut—gﬁ”rsin,uasinut
1 1
- ]—//.wﬁsinuacos,ut—k;/ﬁJ“cos,uacosut+0(]u]e|r‘(“_t)) (4.130)

asimptotik esitlikleri saglanir.
Kanit Bu esitliklerin gosterilmesi i¢in
2 1 + 42 Lot 12y
mu7) = <m0pu )cosut+“—ynz(0 17 sinpur
1[0 )
o[ s 2)g0)m %)y
integral denkleminde esitligin sag tarafi incelenecektir. Once (¢, u?) asimptotik esitliklerden,

1
n(0",u?) = atcospa+ EﬁJr sin a4 0(e!"1%)

Mo(0%,u%) = —potsinpa+ Pt eospa+ O(ule)
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bulunur. Ayrica
1
n2(0+,u2)cosut = cosut [oﬁcosya_kﬁﬁﬁ Sinua+0(6|r|aﬂ
1
= Oc+cos,uacosut—|—E[T“sin/.tacos;,tt-|—O(e\r|a)0(e*|rlt)

1
= ot cospacosut+ EBJ“ sin flacos yur + O(e‘rK“*t)) (4.131)

|‘u|n2(0+,u )sinut = —a sinpasinut
1 1
+ LBt cospasinr + - o(|ule)0(e )
|ul ]
= —aTsinpasinut + mllﬁ’L cos tasin it + O(e1%.132)

elde edilir. Verilen denklemde integral ifadesi incelendiginde 1y (¢, u?) icin teorem geregi,
N1 (1, u2)| < Roell@=1) olmak iizere ¢ ifadesinden ve u? parametresinden bagimsiz bir R > 0

say1S1 MeVCUuttur. g = max;e[_q 0] I . |a(»)|dy olmak iizere

\—/ sin(t —y)g(y)m (v, u?)dy| < ﬁ/o!sinu(t—y)Hq(y)Hm(y,uz)ldy

< ﬁm, 00| g(y) | Roel 10~ dy

1 |
—Roq1e

|

rl(a—t)

esitsizligi yazilir. Boylece

1. ) 1
ﬁmt?smu(t—y)CJ(y)m(y,/JZ)dy = O(—

|7|(a—t)
e (4.133)
TR

oldugu goriiliir. (4.131)-(4.133)ifadeleri 1 (t, %) denkleminde yazilip diizenlemeler yapildiginda,

1 1
m,p?) = goﬁ COS [Lacos (it + Bﬁ+ sin fLacos (it

1
— %/oﬁ sin (asin it + ﬂ[ﬁ cos tasinput +0(e"@y  (4.134)

asimptotik esitligi yazilir. Bu durumda istenilen asimptotik esitlik ispatlanmis oldu. Aym

yontemle iistte yaptigimiz iglemler n; (t,u?) integral denklemi icin uygulandiginda
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/ 1 1
n(,u?) = —g,uoﬁ' cos lasin it — RB+ sin yasin pt

1 1
— ]—/[,Lofr sin yacos yut + w[ﬁcosuacosux—i— O(|ule"@1)Y (4.135)
esitligi bulunur. ]

4.5. Periyodik Smir Deger Gecis Problemi ile Ilgili Karsilastirma Teoremi

4.18 Teorem (Kargsilagtirma Teoremi)

Liu=u"4+r(t)u=0 ve Lyu=u"+s(t)u=0denklemlerir € [—a,0)U (0,a] arahinda
u(—a) = u(a), u'(—a) = u'(a) smir sartlart ve 8y = 1 olacak sekilde u(0") = du(07),
W' (01) = vu/ (07) gegis sartlartyla verilsin. () < s(z) olmak tizere Ly (u;) =0 ve Ly(up) =0

olsun. O halde u;(z)’ in ardigik iki sifir1 arasinda u,(¢)’ nin en az bir sifirt mevcuttur.
Kamit Wl +r({t)ur =0 ve uj+s(t)up=0
esitlikleri sirastyla u> ve u; fonksiyonlariyla ¢arpildiginda,

Wy +r(uuy =0 ve  uhuy +s(t)upu; =0

esitlikleri elde edilir. Verilen esitlikler birbirinden cikartildiginda,

/

(Wjup —vhuy) = [s(t) —r(t)|urun (4.136)

elde edilir. u (¢) fonksiyonunun ardigik iki sifir1 #; ve #, ile gosterilsin. (4.136) esitliginin #;’

den 1’ ye integrali alinirsa,

/t2 [s(t) —r(t)|ujupdt = /:(ulluz - u'zul),dt

I

= Wy —upuy) |

=y ()uz(12) — sy (t2)ur (12) — uay (11 )un (11) 4w (11 )uy (1)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte u; (71) = u;(t2) = 0 oldugu ele alinirsa,

() (12) — s o) = [ 2 15(6) = r(0)]ug adt .137)

n

seklinde yazilir. Varsayalim ki u;(¢) fonksiyonunun (#;,#,) aralifinda sifirt olmasin. O halde

u; ve up fonksiyonlarinin negatif veya pozitif olma durumlarini aragtiralim.



47

A) Varsayalim ki (71,1;) C [—a,0) olsun.

a) ui(t) > 0 ve up(r) > 0 icin (4.137) esitligi incelendiginde, r(r) < s(¢), u(t) > 0 ve
us(t) > 0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf pozitif olur. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin
isaretini aragtirabilmemiz i¢in u) (1) ve u(r2) ifadelerinin isaretlerinin bulunmas: gerekir.
Bu yiizden,

uy (t1+A)—uy (1)

) (th+A)—uy (1)
At At

ull (l‘l) = lim

"(t)) = lim
Ai—0 (1)

Ar—0
ifadelerini ele alalim. Burada u;(7) > O ve u;(z) fonksiyonunun ardigik iki sifirt #; ve 1,
olacagindan, u(¢) fonksiyonu #; noktasinda artan fonksiyon, 7, noktasinda ise azalan fonk-

siyon olacaktir. O halde At ifadesinde negatif ve pozitif olma durumlarini arastiralim.
i) At > 0igin uy(t;) =0 , uy(t; +At) > 0 oldugundan

t+Ar) —u(t 1+ At
di () = lim A TAD Zilt) e (T4

0
Ar—0 At At—0 At -

Fakat ”/1 (t1) # 0 oldugundan buradan ull (1) > 0 bulunur. Diger taraftan Az > 0 olmak iizere

ul(l‘z) =0, ul(l‘z —AZ) >0 oldugundan
th —At) —uy (¢t 1 — At
i (1) = lim Y2780 Z(®) _ o, {2 — A7)

<0
Ar—0 —At A—0  —At

elde edilir. u, (12) # 0 oldugu igin buradan u, (1) < 0 elde edilir.

O halde (t1,1,) araliginda u; (£) >0, us(t) >0 ve | (t;) >0 , u}(r2) <O elde edilir. (4.137)
esitligi bu sartlar dikkate alinip incelendiginde ,

15}
ull (l‘z)uz(l‘z) - ull (l‘])uz(l‘l) = / [S(l‘) - r(t)]uluzdt
131
esitlikte sag tarafin pozitif oldugu, sol tarafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir
celigki olusturacaktir. Bu durumda u,(¢) fonksiyonunun (f1,f,) aralifinda en az bir sifiri

vardir.

b) u;(t) <0 ve up(t) < 0 i¢in (4.137) esitligi incelendiginde, r(z) < s(t) , u;(t) <0 ve
us(t) < 0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf pozitif olur. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin
isaretini arastirabilmemiz i¢in u)(t;) ve u(r2) ifadelerinin isaretlerinin bulunmas: gerekir.

Bu yiizden,

uy (11 A1) —uy (1)

uy (th+Ar)—uy (1)
At ’ At

I/tll (l‘l) = lim

"(t) = lim
At—0 ul(z)

At—0
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ifadelerini ele alalim. Burada u (t) < 0 ve 11,1, u; (¢) fonksiyonunun ardigik iki sifirt olacagindan,
uj (1) fonksiyonu #; noktasinda azalan fonksiyon, 7, noktasinda ise artan fonksiyon oldugunu

gosterecegiz.
i) At > 0 olmak iizere, u;(t;) =0 , u;(t; +At) < 0 oldugu i¢cin

1+ Ar) —u(t ot As
uy () = lim wn+a)—m(n) . ow(n+A)

<0
Ar—0 At Ar—0 At

Fakat ull (t1) # 0 oldugu igin buradan ull (t1) < 0 bulunur. Benzer bigimde
A — —A
ul(l‘z t) ul(l‘z) — lim ul(l‘z l‘)

>0
Ar—0 —At A—0 —At

elde edilir. u (2) # 0 oldugu i¢in buradan u; () > 0 bulunur.

O halde (11,;) arah@inda u; (1) <0 , uz(r) <0 ve u|(r1) <0, u}(t2) > 0 elde edilir. (4.137)

esitligi bu sartlar dikkate alinip incelendiginde,

() (12) =i ey a(t) = [ 1) = rle

n

esitliginde sag tarafin pozitif oldugu, sol tarafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise
bir ¢eligki olusturacaktir. Bu durumda u;(¢) fonksiyonunun (1,7,) aralifinda en az bir sifirt

vardir.

c)up(t) >0veuy(r) < 0icin (4.137) esitligi incelendiginde, r(¢) < s(t) , ui(r) >0veuy(t) <
0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf negatif olur. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin isaretini
aragtirabilmemiz i¢in u (¢;) ve u/ (r2) ifadelerinin isaretlerinin bulunmasi gerekir. Bu yiizden,

uy (t1+AD)—uy (1)
At

uy (A0 —uy (1)

I/t/l (tl) = lim Y;

"(t) = lim
At—0 ul(z)

At—0
ifadelerini ele alalim.
i) At > 0 oldugu durumda u (t; + At) > 0 olacagindan

ui (1 + Ar)
— 7 >90
Ar—0 At AtI—>n0 At -

elde edilir. u} (¢;) # 0 oldugu i¢in buradan u/ (z;) > 0 bulunur.

Diger taraftan At > 0 oldugundan u (t; — At) > 0 olacagindan

th —At) —uy(t th — At
u'l(tz): lim uy (12 ) —ui(t2) = lim —Ml(z )

<0
Ar—0 —At A—0 —At
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elde edilir. u, (12) # 0 oldugu i¢in buradan ), (1,) < 0 bulunur,

O halde (t;,1;) arah@inda u; (1) >0 , up(t) <0 ve u(t1) >0, u}(t2) < 0 elde edilir. (4.137)
esitlii bu sartlar dikkate alinip incelendiginde, esitlikte sol tarafin pozitif oldugu, sag ta-
rafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir ¢eligki olusturacaktir. Bu durumda u(¢)

fonksiyonunun (¢1,#,) araliginda en az bir sifir1 vardir.

d) u1(t) <0 ve up(t) > 0 igin (4.137) esitligi incelendiginde, r(¢) < s(t) , u;(t) <0 ve
us(t) > 0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf negatif olur. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin
isaretini aragtirabilmemiz i¢in u (¢;) ve i/ () ifadelerinin isaretlerinin bulunmasi gerekir. Bu
ylizden,

u1(11+AI)—u1(l1)

uy (2 +AL) —u (t2)
At At

I/tll (ll) = lim

"(t2) = lim
At—0 ul(z)

At—0

ifadelerini ele alalim. Bu durumda &nceki durumlara tamamen benzer yontem ile u} (¢;) < 0

ve ) (t2) > 0 oldugunu gosterebiliriz. (4.137) bu sartlar dikkate alinip incelendiginde,

Uy ()ua () —uy (1)up (1)) = /t2 [s(t) — r(t)]uyupdt

n

esitlikte sol tarafin pozitif oldugu, sag tarafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir
celigki olusturacaktir. Bu durumda u;(r) fonksiyonunun (z,#;) araliginda en az bir sifirt

vardir.

B) Varsayalim (¢1,%,) C (0,a] olsun. Bu durum A) durumuna tamamen benzer bi¢imde ince-

lenebilir.
C) Varsayallm —a <1t; < 0 <t < a olsun.
(wjuz —uyuy) = [s(t) — r(t)Juruz

ile gosterilen (4.136) ifadesini ele aldifimizda #; ve ;, u; (¢) fonksiyonunun ardigik iki sifirt

olacak sekilde, ifadenin iki tarafi #;” den £, ye integrallenirse,

0~ 5] _
/t1 [s(2) — r(t)]uluzdt—k/o+ [s(t) —r()umupdt = (ujus —ubuy) |2 +(ujug — uhuy) |62+
(07 a(07) — s (07 )ur (07) — ()
+ up(t)ur (1) +uy (02)ua(r2) — us (t2) 1 (12)
— 1y (07)uz(0") +up (07 )uy (07)

0y=1veu(0")=6u(07), W' (07) = yu'(07) gegis sartlart ile u;(t;) = u1(t2) = 0 dikkate
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alinirsa,

.
i, (12)ua (1) — il (1) )ua(1y) = / I5(2) — r()]uyuadt

I

/0 2 15(6) = ()] uyadt .138)

+

elde edilir. Varsayalim u;(¢) fonksiyonunun (¢1,7,) araliginda sifirt olmasin. O halde u; ve

uy fonksiyonlarinin negatif veya pozitif olma durumlarini aragtiralim.
a) u(t) >0 ve up(t) > 0igin (4.137) esitligi incelendiginde,

r(t) <s(t) , uy(t) >0 ve uy(t) > 0 olmak iizere esitlikte sag tarafin pozitif oldugu goriilmek-
tedir. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin isaretini aragtirabilmemiz icin u| (t,) ve u}(t,) ifade-

lerinin isaretlerinin bulunmasi gerekir. Bu yiizden,

uy (t1+AH) —uy (1)

uy (t2+AL) —u (t2)
At At

u(r2) = lim

I/tll (t1> = lim A

At—0

ifadelerini ele alalim.
1) At > 0 oldugu durumda

11 < t; + At olacagindan, u; (f; + Ar) > 0 olacaktir. Bu durumda

l/t](l‘l —I—Al‘) >

H+A) —u(t
A () = i A () >0

At—0 At At—0 At

elde edilir. u;(t;) # 0 oldugu i¢in buradan u;(t;) > 0 bulunur. Benzer bigimde u|(f,) < 0
oldugu ispat edilebilir.

Bu durumda u; () > 0, up(¢) > 0 sartlari i¢in ) (t;) > 0 ve u}(f2) < 0 yazilabilmektedir.
(4.138) esitligindeki kosullar dikkate alinip incelendiginde,

Uy (t)ux(ty) —uy (1)ua(t) = /O [s(t) — r(t)|uyupdt + /0:2 [s(t) — r(t)]uyuydt

N

esitlikte sag tarafin pozitif oldugu, sol tarafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir
celigki olugturacaktir. Bu durumda u;(r) fonksiyonunun (¢;,#;) arahiginda en az bir sifiri

vardir.

b) ui(r) < 0 ve uy(t) < 0 igin (4.137) esitligi incelendiginde,, r(r) < s(¢) , ui(t) <0 ve
up (1) < 0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf pozitif olur. Diger taraftan esitlikte sol tarafin
isaretini aragtirabilmemiz i¢in u (¢;) ve u (t,) ifadelerinin isaretlerinin bulunmasi gerekir. Bu

yiizden,
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BT (11 +A1)—uy (1) T (441 —u; (1)
ifadelerini ele alalim. Bu durumda da 6nceki durumlara tamamen benzer bi¢imde u/1 (t1) >
0 ve ”/1 (t2) < 0 oldugu ispat edilebilir. (4.138) esitligindeki kosullar dikkate alimip ince-

lendiginde,

) ()ua(r2) — oy (1)ua(t1) = /O[S(t)—r(t)]uluzdt—l— /O:Z[S(t)—r(t)]uluzdt

1

esitlikte sag tarafin pozitif oldugu, sol tarafin ise negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir
celigki olusturacaktir. Bu durumda u,(r) fonksiyonunun (f1,7,) aralifinda en az bir sifiri

vardir.

c)ui(t) >0 veuy(t) < 0icin (4.137) esitligi incelendiginde, r(r) < s(t) , ui(t) > 0veuy(r) <
0 olmak iizere verilen esitlikte sag taraf negatif olur. Obiir taraftan esitlikte sol tarafin isaretini

aragtirabilmemiz i¢in u (¢;) ve u/ (t2) ifadelerinin isaretlerinin bulunmasi gerekir. Bu yiizden,

/ e u (i 4A)—uy (1) / i Uil tA) —uy (1)

() = fim, Ar t(12) = lim, Al
ifadelerini ele alalim. Burada u;(f) > 0 ve u(¢) fonksiyonunun ardigik iki sifir1 #; ve #,
olacagindan, u;(t;) = u;(t2) = 0 olur. (t1,1,) aralifinda u; (¢) > 0 oldugu i¢in 6nceki durum-

lara tamamen benzer bicimde ”/1 (t1) >0 ve ull (t2) < 0 oldugu ispat edilebilir.

Bu durumda u; () > 0 ve ua(t) < 0 sartlar igin u} (t;) > 0 ve ) (12) < 0 yazilabilmektedir.
(4.138)esitligindeki kosullar dikkate alinip incelendiginde,

Uy (t)ua () —uy (1)ua (1) = /0 [s(t) — r(t)]ujupdt + /(: [s(t) — r(t)]ujuydt

1

esitligin sol tarafinin pozitif, sag tarafinin negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir celigki
olugturacaktir. Bu durumda u;(¢) fonksiyonunun (z1,z;) aralifinda en az bir sifirt vardir.
(t1,12) arahiginda u; (t) < 0 ve up(t) > 0 durumu 6nceki durumlara tamamen benzer bigimde
ispat edilebilir. Bu durumda u;(r) < 0 ve up(¢) > 0 sartlar1 igin u)(¢;) < 0 ve u}(r2) > 0
oldugu yazilabilmektedir. (4.138) esitligindeki kosullar dikkate alinip incelendiginde,

u’l (l‘z)uz(l‘z) — u’l (tl)uz(l‘l) = /0_ [S(l‘) — r(t)]uluzdt-l-/otj[s(t) — r(t)]uluzdt

1

esitlikte sol tarafin pozitif oldugu, sag tarafin negatif oldugu goriilmektedir. Bu ise bir celiski

olusturacaktir. Bu durumda u;(¢) fonksiyonunun (¢1,1,) araliginda en az bir sifir1 vardir. [
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4.6. Karakteristik Fonksiyon

Bu boliimde
Lu = —u (t)+q@)u(t) = p’u(t), t € [—a,0)U(0,d] (4.139)
Liu := u(—a)—u(a)=0 (4.140)
Lu = u(—a)—u(a)=0 (4.141)
Liyu := u(0")—38u(0")=0 (4.142)
Lt = u(0") =y (07)=0 (4.143)

sinir-deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 arasindaki iligski arastirilacaktir. Diger

bolimlerde,

sartlarindan olusan baslangi¢ deger probleminin sadece s (¢, u?) ¢oziimiiniin oldugunu

"

—u (t) +q()u(t) = p*u(t) , 1 €[0,d]

denkleminin p? parametresine bagli

baslangic sartim1 saglayan sadece 1, (¢, u?) ¢oziimiiniin oldugunu ispatlamstik. Ayrica s (¢, u?)

ve 1, (t, u?) fonksiyonlari ile alakali olan

"

—u (1) +q(t)u(r) = p?u(t) , 1€ (0,d]
I/t(0+,‘LL2> =61 (0_,[.L2)
u <0+,I~L2) =77 (0—”“2)
baslangig-deger probleminin sadece e (f,u?) ¢oziimiiniin oldugunu ve aym sekilde

"

—u (t)+q)u(t) = p*ut) , t €[-a,0)

) 1
u(07, 1%) = =m(0", 1%



!

(07, p%)

1
- ()+’ 2
ynz( uo)
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baslangic-deger probleminin sadece 7;(f,u?) ¢oziimiiniin oldugunu ve bu ¢oziimlerin u?

degiskenine gore tam fonksiyon oldugunu ispat etmistik. Bu durumda ¢ (r, u?) ve 1y (¢, u?)

fonksiyonlarmin V¢ € [—a,0] igin, s (¢, u?) ve My (t, u?) fonksiyonlarinin da Vz € [0,a] igin

u? parametresine gore tam fonksiyonu oldugunu gostermistik. Verilen fonksiyonlar [—a, a]

araliginda sifirla devamlarina uygun olmak iizere 3z;(r, u?) ve 1;(t, u?) ile gosterelim. Oyle

ki;

t € [—a,0)
t € (0,4q]

t € [—a,0)
t € (0,4

t € [—a,0)
t € (0,d]

seklinde yazilir. »;(t,u?) ve n;(t,u?) (i = 1,2) olacak sekilde verilen ¢6ziim fonksiyon-

larinin wronskiyeni

(1) = W (it 1), Milt, 12)) = 54i(t, 123 (8, 17) = 55, 021, 1°)

seklinde tanimlanur. s (¢, %) ve 1y (¢, u?) fonksiyonlarinin wronskiyeni @y (1?) ile s (¢, u?)

ve M (t, u?) fonksiyonlarinin wronskiyeni @, (u?) ile gosterilsin. W (¢ (t, u?), n1(t, u?)) ve

W (32 (t, u?), Ma(t, u?)) wronskiyenleri [—a, 0] ve [0, a] araliklarinin her birinde t-degiskeninden

bagimsiz olduklarindan ve (¢, u?) ve 0;(t, u?) (i = 1,2) u? parametresinin tam fonksiyonu

olduklari icin

fonksiyonlar1 u? parametresinin tam fonksiyonlar1 olur.

(4.144)
(4.145)
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4.19 Yardime1 Teorem V u? € C igin

o (u?) = = (u?) (4.146)
esitligi saglanir.
Kanit (4.144)-(4.145) esitlikleri geregi

o (u?) = Wiat,u?), n,u?))
= (07, uH)My (0", 1?) — 56, (0%, u?)ma (0, 1) (4.147)

elde edilir. Diger yandan (¢, u?) ve n;(¢, u?) (i = 1,2) temel ¢oziimlerinin tanimi geregi

0 (07,12) = 8(07,u2)
(07, 1%) = (07,4
m(0*,u%) = &m0 ,p?)
M0, u%) = ymy (07, p?)

yazilir. Verilen esitlikler (4.147)’de yerine yazildiginda

o (u?) = 85 (07, 1)y (0, u?) — v (0, u?) 811 (0, u?)
= 8y (07, )M (07,u%) — 3 (07, u*)m (07, u?))
= Sy (u?)

bulunur. ]

4.1 Sonug¢ o;(u?) ve an(u?) fonksiyonlarinin sifir yerlerinde ¢akisiklik vardir. [—a,0) U
(0,a]’de tanimh (¢, u?) ile 1 (¢, u?) fonksiyonlarin

o | sl p?), t€l-a,0)
%(t’“_{ sr(t,12), 1€ (0,4

2\ 771(%#2)7 Z‘G[—a,())
n(t“u )_{ 772(%#2)7 IG(O,a]

esitlikleri ile tanimlayalim. 8y = 1 oldugu i¢in asagidaki sonug elde edilir.

4.2 Sonug »(t,u?) ve n(t,u?) fonksiyonlarmin wronskiyeni [—a,0) U (0,a] kiimesinde ¢
degiskeninden bagimsiz olacaktir. Bu wronskiyenler V¢ € [—a,0) U (0,a] degerinde, u? pa-
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rametresinin tam fonksiyonu olur. Varsayalim ki

o(u?) =W ((1,u%), n(1,1%))
yazilsin. Bu durumda

o (u?), t€[—a,0)
@ (u?), t€(0,d]

o(u?) = o (1*) = 6—)/602012) = wp(u?) (4.148)
esitligi elde edilir. Diger boliimler de (4.148) esitliginden yararlanilacaktir.

4.20 Teorem (4.139-(4.143) sinir-deger probleminde 6zdegerler @(u?) fonksiyonun sifir

yerlerinden olugmaktadir.

Kanit Varsayalim ki a)(ug) = 0 olsun. O halde ug sayisinin 6zdeger oldugunu gosterelim.
(4.148) esitliginden,

! /

W(HE) = (1) 2,5 (1) = M1 (1) = O

0

elde edilir. Boylece 2 (t)ven 2 (t) fonksiyonlari diferansiyel denklemler teorisinde bilinen
“yi(t),y2(t), e ,yn(t) fonksiyonlar1 n. mertebeden diferansiyel denklemin lineer bagimsiz
cOziimleri ise bu fonksiyonlarin Wronskian determinant1 biitiin noktalarda sifirdan farklidir.”
teoremi geregi lineer bagimlidirlar. Yani

M2 () = K>2(t) (4.149)

olmak iizere K # 0 sayis1 vardir.

Buradan U (t) fonksiyonunun (4.139) denklemini ve (4.140) sinir kosulunu, 2 (t) fonk-
siyonunun ise (4.139) denklemini ve (4.141) sagladig1 goriiliir. (4.149) esitliginden verilen
fonksiyonlarin her biri sinir sartlarini saglar. Bu durumda (4.139)-(4.141) sinir deger proble-
minin ¢Ozlimii bu fonksiyonlar olur. Boylece /,Lg sayisinin 6zdeger oldugu gosterilmis oldu.
Varsayalim ki ,ug verilen problemin 6zdegeri olsun. O halde W(,ug) = 0 esitligini ispatla-
yalim. ug 6zdegeri igin W (u3) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7 2 (1) ve » g(t)

u
fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olur. Genel ¢6ziim;

”(f»#z) =Ky (t7“2) +K2771(f7ﬂ2) +K3%2(tuu2) +K4ﬁ2(t7“2)



yazilacaktir. Bu yiizden ug dzdegerine karsilik gelen her () fonksiyonu

u(t, 1) = K51 (1, 145) + Koy (¢, 145) + K352 (1, 145) + Kafia (2, 145)
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bigiminde yazilir. Bu durumda d; := 3 (t,145) , da =M1 (t,143) , d3 :=302(t,u3) , da:=

(2, /,Lg) ile gosterilirse genel ¢oziim K, K3, K3, K4 sabit sayilar olacak sekilde

u = Kidi+ Kxdr+ Kzds + Kady

4
= Y K.d,
r=1

seklinde yazilir. Problemin 6zdegerleri

Lu=0, (i=1,.,4)

denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimlerini verir. Bu denklem sistemi

4
Liu=1L; (ZK,d,) =0, ir=1,.,4
r=1

seklinde yazilir. Bu sistem agik bir sekilde yazildiginda,

KiLidi + K>Lid> + K3Lds + K4Lids = 0
KiLydy + KoLyds + K3Lods + KaLods = 0
KiLsd, + K>L3d2 + K3Lsds + KaLads = 0
KiLady + Ko Lady + K3Lads + KaLads = 0

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmasi icin katsayilar matrisinin determi-

nanti

Lidy Lidy, Lidy Lidy
Lrdy Lady Lydsy Lpdy
Lidy Lzdr, L3dz Lid,
Lady Lady Lads Lady




dir. Verilen elemanlarin degerleri tek tek hesaplandiginda,

) = (=a)—x(a) =(-a)—s(a) ="

) = Mi(=a)=m(a) =m(=a)—m(a) = m(-a)
) (—a)

) (—a)

(@) = ~n(a)

1
Lidy = Ly (M1 (¢)
Lid; —Ll(%z(t) = Jn(—a)— ~2(a) = %2(—51) —
Lidy=L(M2(1)) = a(—a) —Ma(a) = m(—a) - M2(a) = —«

— B_—O

— /3*
Lody = Lr(T1(t)) = ﬁll(_‘Z)_’:’,l(

= n'y(-a)—n'(
Lody = Lo(50(1)) = »2(—a)—

= 5(—a)— o
Lydy =Ly(ia(1)) = n'5(—a)—n's(

= n5(—a)—m(a)

— 0_ﬁ+

= _[5+

L3d|:L3(%](t)) = %1(0+))—5%1(07)

= —38x(07)
Lydy = L3(Mi(r)) = Mi(07)—&

= m(0") -3¢

= —om(07)
Lyds = L3(50(t)) = (07

Lady =L3(Ma2(1)) = m
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Lidy = Ls(301(t)) = 5 1(01) =y 1(07)

= —y321(07)
Lidy = Ly(f1 (1)) = 1'1(0%)—ym'1(07)
= —777,1(07)
Lidy = Ly(30(1)) = 5 (07) —y3¢5(07)
— ,(0%)
Lidy = Ly(Ta(r)) = 15(07)—ym'5(07)
= n,(0")

o Ni(—a) —0(a) —at

U Y S VS S G
KU=1 sa(0m) —8m(0) =(0") mi(0h)
LA (07) (07 #a(0) (0%

elde edilir. Sinir sartlar1 yerine yazilip determinant hesaplandiginda,

K = Wp(a,m:00)a (n(-a)—BH)+B (e —ni(~a))
+ sa(a)(BT —n(~a)+(a)(ni(—a) — b))

esitligi bulunur. O

4.1 Tamm K(u?) ile tammlanan

K = Wp(a,m:00)a (n(-a)—BH)+B (e —ni(~a))
+ so(a)(BT —n1(—a)+m(a)(ni(—a) — b)) (4.154)

fonksiyonuna (4.2) - (4.6) sinir-deger-gecis probleminin karakteristik fonksiyonu adi verilir.
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5. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda,

diferansiyel denklemi,

periyodik sinir kosullar1 ve ¢ = 0 siireksizlik noktasinda tanimlanan,

u(0) = 8u(07)

W (07) = i (07)
gecis sartlari ile olusturulan problem arastirilmistir.
H:=15]—a,0)® Ly(0,d]
uy,uy € H olmak lizere i¢ ¢carpimi
0~ a

<Up,Up >g:= Ui (l‘)uz(l‘)dt—i— +I/tl(t)uz(l‘)dt
0

—a

biciminde tanimlanmigstir. Yani bu ¢alismada yeni tip bir periyodik Sturm-Liouville prob-
leminin spektral ozellikleri ele alindi. Calisma i¢inde onem verilen 6zelliklerden biri de
tanimlanan aralikta bir siireksizlik noktasinin olmas1 ve bu nokta da gecis sart1 verilip arastirtlmasidir.
Calismadaki yontemlerle yeni sinir-deger-gecis kosullar: tanimlanarak farkli sinir-deger prob-

lemlerinin arastirilmasi yapilabilir.
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