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OZET

IKI BILESENLI FERMiIYON SISTEMLERIN ORGU HESAPLAMALARI
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Elektrik-Elektronik Miihendisligi Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
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Bu tez calismasinda, esit olmayan kiitlelere sahip ve kisa menzilli ¢ekici
potansiyelle etkilesen iki bilesenli fermiyon sistemlerini arastirdik. Bu caligmada,
ozellikle, s6z konusu iki-fermiyonun sac¢ilma uzunlugunun ¢ok biiyiik degerler aldigi
ve ¢ok kiicik baglanma enerjili dimerler olusturdugu durumlari goéz Oniinde
bulundurduk. Bu baglamda ii¢ fermiyondan ve dort fermiyondan olusan sistemlerin
evrenselligi, iki fermiyon sagilma uzunlugu ve iki bilesenli fermiyonlarin kiitlelerinin
orani m4/m, ile tanimlanmaktadir

Orgiin niikleer efektif alan alan teorisini kullanarak, bir-boyutta ve iig-boyutta
fermiyon-dimer sisteminin ve bir-boyutta dimer-dimer sistemlerinin kapsamli bir
analizi yapilmistir. Bu ¢aligmadaki temel konu, evrensel fermiyon-dimer ve dimer-
dimer sac¢ilma uzunluklarmm farkli m4/m_ kiitle oranlar i¢in hesaplanmasidir.
Calismada elde edilen sonuglarimiz, ms/m_ kiitle oran1 degistikce bu evrensel

sacilma uzunluklarinda logaritmik bir artis oldugunu ortaya koyuyor.

Anahtar Kelimeler: Niikleer orgiin efektif alan teorisi, sagilma teorisi,

evrensellik, iki-bilesenli fermiyonlar.



ABSTRACT

LATTICE CALCULATIONS FOR TWO-COMPONENT FERMION SYSTEMS

Engin OLMEZ
Gaziantep Islam Science
and Technology University
Institute of Graduate Studies
Department of Electrical and Electronic Engineering

Master of Science Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Serdar ELHATISARI

In this study, we investigate systems of two-component fermions characterized
by unequal masses and subjected to a short-range attractive potential. Specifically, we
explore scenarios where these fermions form shallow dimers with a considerable
scattering length. The universality of three-fermion and four-fermion systems in this
context is determined by the two-fermion scattering length and the ratio of the mass of
spin-T fermions to spin-{ fermions, denoted as m4/m,

Utilizing Nuclear Lattice Effective Field Theory (NLEFT), we conduct a com-
prehensive analysis of fermion-dimer system in one-dimension and three-dimension,
and dimer-dimer systems in one-dimension. Our focus lies in the calculation of uni-
versal fermion-dimer and dimer-dimer scattering lengths across a range of mass ratio
values, mq/m_ Intriguingly, our findings reveal a logarithmic increase in these

universal scattering lengths as the mass ratio ms/m_ varies.

Keywords: Nuclear Lattice Effective Field Theory, scattering theory, univer-

sality, two-component fermions.
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1 GIRIS

1.1 Literatiir Arastirmasi

1.1.1 Niikleer Kuvvetler

Kuantum Renk Dinamigi (KRD) niikleer fizikte kuvvetli etkilesmeleri basarili
bir sekilde tanimlayan ve Standart Model kapsaminda da yer edinmis temel teoridir.
Yiiksek enerji diizeylerinde bir¢ok niikleer fizik problemi KRD ile ¢oziimlenmistir.
Fakat teori diigiik enerji seviyelerince ciddi zorluklarla kars1 karstya kalmaktadir ki bu
zorluklarin temelinde Sekil 1.1'de gosterildigi gibi giiclii etkilesmeler baglanma

katsayisinin a;(u) enerjinin bir fonksiyonu olarak degismesidir.

0-4 I ] IIIIIlI T I LN ]

o) |

0.0l Lol [ T U
1 2 5 10 20 50 100 200

u (GeV)

Sekil 1.1. Baglanma sabitinin o, (1) enerjinin fonksiyonu olarak degigimi.

Bu durum literatiirde asimptotik serbestlik (asymptotik freedom) olarak
bilinmektedir. Baglanma katsayisinin bu 6zelligi diisiik enerji diizeylerinde a,(u)
katsayis1 tizerinden herhangi bir pertiirbatif yaklagimin basarisiz olmasina yol agmakta
ve teorinin bu enerji diizeylerinde renormalize edilememesine neden olmaktadir.

KRD’nin diisiik enerji diizeylerinde karsilastigi bu zorluklarin iistesinden
ancak bilgisayar teknolojilerindeki biiyiik gelismeler sayesinde uygulanmasi miimkiin
hale gelen niimerik yaklasimlarla gelinmektedir. Bu dogrultuda diisiik enerji
diizeylerinde giiclii etkilesmelerin temel teorisi Orgii Kuantum Renk Dinamigidir
(OKRD). Orgii kuantum renk dinamiginde sistemler diskritize edilmis uzay - zamanda
tanimlanirlar ve bu sayede teorinin renormalizasyonu ve regiilarizasyonu direkt olarak

gerceklesmis olur. OKRD'nin serbestlik dereceleri ve temel pargaciklarr Standart

1



Model’inde temel pargaciklar1 olan kuarklardan ve kuvvet tasiyici gluonlardan
olusmaktadir. Giiniimiizde OKRD ile tekil (yalitilmis) haldeki bir ¢cok hadronun
karakteristik 6zellikleri belirlenmekte ve hem mezon-mezon sacilimi hem de baryon-
baryon sa¢ilimi gibi diisiik enerjili hadronik etkilesimler hesaplanmaktadir (Durr et al.
2008; S. R. Beane et al. 2011; Kurth et al. 2014; Sinya Aoki 2013; Inoue et al. 2015;
Borsanyi et al. 2015; Silas R. Beane et al. 2015; Orginos et al. 2015; S. Aoki et al.
2016).

Ik olarak 1974'te (Wilson 1974) tarafindan temeli atilan OKRD yaklasik son
50 yilda o6nemli bir bi¢imde gelismesine ve basarilarina ragmen iki-niikleonlu
sistemlerin Otesinde ciddi niimerik zorluklarla kargilasmaktadir. Baslica zorluklar
arasinda simiilasyonlarin pion'un kiitlesinin fiziksel kiitlesine ¢ok yakin degerlerle
gerceklestirme gerekliligi ve Orgli boyutlarimin sisteme eklenen pargaciklarin
boyutlarindan bir ka¢ kat kadar biiyiik olmasi gerekliligi gibi temel problemler
siralanabilir. Bir diger sorun ise en onemli niimerik problem olan ve ¢ok sayida
kuarklardan olusan sistemlerin simiilasyonlarinda {istesinden gelinmesi gereken iistel
olarak cok kiigiik sinyal-giiriiltii oranidir. Dolayisiyla diisiik enerjili niikleer fizikte
daha fazla mesafe kaydedebilmek i¢in hadronik serbestlik derecelerini temel alan
yaklagimlar kullanmak gerekir. Serbestlik dereceleri hadronlardan olusan ve diisiik
enerji diizeylerinde notron ile proton etkilesmelerini basarili bir bigcimde tanimlayan
birgok ydntem vardir. Ornegin, yari-analitik Faddeev-Yakubovsky integral denklemi
ile cesitli yaygin potansiyel modelleri kullanilarak dort yada daha az niikleonlardan
olusan sistemler i¢in hesaplamalar miimkiindiir (Stoks, Klomp, Terheggen, et al. 1994;
Machleidt, Sammarruca, Song 1996; Robert B. Wiringa, Stoks, Schiavilla 1995).
Fakat glinlimiize kadar en gercekgi ve basarili niikleer kuvvetler efektif alan teorisiyle
tiiretilmistir (Weinberg 1979;Weinberg 1990; Weinberg 1991; Ordonez, Ray, Kolck
1994; Kolck 1994; E. Epelbaum, Nogga, et al. 2002; E. Epelbaum 2006).

1.1.2 Kiral Efektif Alan Teorisi

Efektif Alan Teorisi(EAT) 1979 yilinda Weinberg tarafindan 6nerilen 6zgiin
bir c¢alisma ile baslayarak giliniiniizde giiclii niikleer etkilesmeleri betimleyen en
basarili ve gelecek icin de umut vaat eden teoridir. Teori hem goreli hemde goreli-
olmayan niikleer etkilesmeler i¢in basarili bir bigcimde ¢oziimler saglamakta, fakat

burada sundugumuz 6zet sadece goreli-olmayan etkilesmelerle sinirli olacaktir.

2



Yine Kay. (Weinberg 1990; Weinberg 1991)’daki ¢aligmalarinda 6nerdigi
kiral efektif alan teorisi niikleer sistemlerin tim dogal simetrilerine riayet eden en
genel lagranjdan yola ¢ikarak iki temel iizerine insa edilmektedir. Teori serbestlik
derecesi olarak hadronlar1 ve mezonlar1 temel parcaciklar olarak kabul eder ve niikleer
potansiyelleri pionun kiitlesi veya hadronlarin bagil momentumu gibi sistemin

parametreleri cinsinden seri agilim1 seklinde tanimlar,
V-="Vio + VNLo *+ VNaro + VN3Lo + (1.1)

Denk. (1.1) protonlar ile ndtronlar arasindaki niikleer potansiyel Q/Amin kuvvet
acilimi bigiminde yazilmaktadir. Burada @, pion kiitlesi m,, ya da niikleonlarin bagil
momentumu p olarak ifade edilirken, A ise teorinin {ist sinirmi temsil eden
maksimum enerji degeridir. Ayrica Denk. (1.1)’deki Vi, terim bas-terim (leading-
order), VyLo terim ise bastan-bir sonraki-terim (next-to-leading-order) vb. bigimde
adlandirilir. Denk. (1.1) *deki her bir terimin icerdigi etkilesimler Weinberg’in 6zgilin
caligmalarinda (Weinberg 1990; Weinberg 1991) 6nerdigi “kuvvet-sayma” (power
counting) yontemi ile belirlenir. Bu yontem, niikleonlar arasindaki etkilesmeleri
betimleyen Feynman diyagramlarini sistemin lagranjinindan Q /A kuvvetlerine bagh
boyut analizlerine gore belirler. Feynman diyagramlarini belirleyen Q /A kuvvetleri
Denk. (1.3)’de verilen topoloji ile tanimlanir ve bu topolojik iliski niikleonlar
arasindaki etkilesmeleri (Q/A)Y bigiminde niikleer kuvvetteki katkilarina gore

hiyerarsik olarak siralar,
1
v=—4+2N+2L+3 Vi(di+3m-2) . (1.2)

Burada L dongii (loop) sayisini, N etkilesmeye giren niikleon sayisini, V;
parametresi etkilesme siirecindeki tepe noktalarmi temsil eder. i tepesine giren
niikleon alan operatdrii sayist n; ve i tepesindeki tiirev terim yada pion kiitlesi sayisi
ise d; ile gosterilmektedir. Sekil 1.2” de niikleon-niikleon kuvvetine katkida bulunan

tic dnemli Feynman diyagrami gosterilmistir ve bu diagramlarin niikleer kuvvetlere
katkilarini belirleyen parametreler Tablo 1'de verilmistir. (a) diyagrami iki niikleonun

nokta-temas etkilesmesini temsil eder ve denklem (1.3)'e goére v = 0 olarak elde
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edilir. (b) diyagrami iki niikleonun 1 —  degis tokusunu temsil eder ve denklem
(1.3)'e gore v = 0 olur. (c) diyagrami iki niikleonun 2 — m degis tokusunu temsil
eder ve denklem (1.3)'e gore v = 2 olarak elde edilir.

Weinberg’in kuvvet-sayim yontemine gore niikleer potansiyele katkida

N N N N N N
I Y
>< | T T, |\
| S W
N N N N N N
(a) (b) (c)

Sekil 1.2. Niikleon-niikleon etkilesmelerin gosteren ii¢ Feynman diyagrami

Tablo 1.1. Sekil 1.2." de gdsterilen Feynman diagramlarina ait ve Denklem (1.3) deki
parametrelerin kuvvet-sayma yontemine gore belirlenen degerleri.

| Diagram | N | L | d; | m; | v]
@ |20 0 4 0
(b) 2|10|di=lda=1|m=2,m=2|0
(c) 20  d1=2,db=2|1m=2m=2| 2

bulunan 2 niikleon, 3-niikleon ve 4-niikleon kuvveleri N3LO terimine Kkadar
hiyerarsik olarak Sekil 3’de gosterilmektedir (Ordonez, Ray, Kolck 1994; Friar, Coon
1994; Kaiser, Brockmann,Weise 1997; Kaiser 2001; E. Epelbaum, Gloeckle, Meissner
1998; Evgeny Epelbaum, Meissner, Gloeckle 2003; E. Epelbaum 2000).

Daha o6nce vurgulandigi gibi Denklem (1.1)'deki terimler ile niikleonlar ve
pionlardan olusturulabilecek en genel lagranjdan elde edilir ve bdylece olasi tiim
etkilesmeler hesaba katilmig olur. Tabiki olusturulan bu lagranj ¢oziimlenmeyi
bekleyen diisiik enerji katsayilarii icermektedir. Bu katsayilarin sistemsel yapist bu
tezin kapsami disinda olmasina ragmen, biitiinliik saglamasi agisindan sadece bas-
terimin acik formu ile kisaca tartisacagiz, yani niikleer potansiyelde sadece (Q/A)°
mertebesindeki Vi, terimi gbz Oniine alacagiz. Kuvvet-sayim yoOntemine gore
(Q/A)° mertebesinde niikleer potansiyel Sekil 1.2°deki kisa menzilli (noktasal-temas)
potansiyeli (a) ve uzun-menzilli 1-pion degis-tokus potansieli (b) diyagramlarindan

olusur ve acik bi¢cimi asagidaki gibidir.



> 2 94 @19 (G2q) -
V:VLO:C5+CTO-1'O'2_ﬁﬁT1'T2 . (13)

Burada f;; = 92.4 MeV pion bozunma sabiti, g, niikleon aksiyel baglanma sabiti,
o; Pauli spin matrisleri, 7; Pauli izospin matrisleri, ve ¢ =p —p  niikleon
momentum transferini temsil eder. Ayrica p reaksiyon Oncesi niikleon momentumu
(ilk momentum), ve p’ reaksion sonrasi niikleon momentumudur (son momentum).
Goriildiigii tizere potansiyel Vi, iki bilinmeyen diisiik enerji katsayist Cs ve C;
icermektedir. Cg ve C; teorik sonuglarla niikleonlarin sag¢ilim deneylerinden elde
edilen verilerle karsilastirilmasi ile ¢oziimlenir ve bdylece niikleer potansiyelin

(Q/A)° mertebesindeki kesin formu elde edilmis olur. Niikleer potansiyel bir iist

- X H I

o XHEHEH] - | -

HH K| -
.

o K -
ettt | PP R T

Sekil 1.3. Weinberg’in kuvvet-sayim yontemine gore 2-niikleon, 3-niikleon ve 4-
niikleon kuvvelerinin niikleer potansiyele katkilari.

mertebeye genisletilerek Vy;o terimi ile yeniden diizenlenir ise, potansiyeldeki
bilinmeyen diigiik enerji katsayililarinin sayisi artar. Fakat ayn1 metot tekrar edilerek
tiim katsayilar es zamanli olarak ¢oziimlenir ve niikleer potansiyelin (Q/A)?
mertebedeki kesin formu elde edilir. Yontem daha yliksek mertebeler i¢in benzer
bicimde tekrarlanir. Bu yontem ile kiral efektif alan teorisi bir efektif niikleer
potansiyeli sistematik bir bicimde yapilandirir ve sonrasinda ise bu efektif potansiyel
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Lippmann-Schwinger denklemi veya Schrodinger denklemi ile ¢6ziimlenir. Bu
islemler sonucunda elde edilen niikleer potansiyel ¢ok niikleonlardan olusan
sistemlerin ¢éziimlerinde kullanilir.

Kiral efektif alan teorisi kullanilarak giiniimiize kadar en yiiksek mertebede
(N4LO) gergeklestirilmis proton-ndtron sagilimindan elde edilen sonuglar Tablo 2°de
verilmigstir (E. Epelbaum, Krebs, U. G. MeiBBner 2015). Tabloda goriildiigii gibi bu
calismada doteryumun fiziksel 6zellikleri yiiksek hassasiyetle hesaplamistir. Ayrica
teorinin tutarliligin1 gostermesi noktasinda tabloda gézlenen en 6nemli sonuglardan
bir digeri niikleer potansiyelde yiiksek terimlere gidildik¢e hesaplamalarin fiziksel

sonuglara yakinsadig1 gergegidir.

1.1.3 Pion-suz Efektif Alan Teorisi

Niikleonlar arasindaki etkilesmeleri incelerken iki niikleonun sahip oldugu
bagil momentumun en hafif mezon olan pion'nun kiitlesinden daha kii¢iik oldugunu
varsayarsak, niikleer kuvvetler sadece niikleonlar arasindaki direk etkilesme ile
tanimlanabilirler (Kolck 1999; P. F. Bedaque, Kolck 2002; E. Epelbaum 2006). Bu

yaklasima pion-suz efektif alan teorisi denir ve niikleonlarin sahip olduklar1 enerjinin

Tablo 1.2. Efektif alan teorisi ile cesitli mertebelerde proton-nbtron sagilimindan
elde edilen sonugclar ve deneysel verilerle karsilastiriimas: E. Epelbaum, Krebs, U. G.
MeiBner 2015. Burada B, dbteriyonun bagh durum enerjisidir, A; S-durum asimtotik
normalizasyon katsayisidir, ) asimtotik D-durum normalizasyon katsayisinin S-durum
asimtotik normalizasyon katsayisina oramidir, r; yarigapi temsil eder, Q kuadrupol mo-
menttir, ve Pp D-durum olasihim gostermektedir.

| | LO | NLO | N2LO | N3LO | N4LO | Deney |
B; [ 2.0235 | 2.1987 | 2.2311 | 2.2246 | 2.2246 | 2.224575(9)
As | 0.8333 | 0.8772 | 0.8865 | 0.8845 | 0.8844 | 0.8846(9)
n | 0.0212 | 0.0256 | 0.0256 | 0.0255 | 0.0255 | 0.0256(4)
rg | 1.990 | 1.968 | 1.966 | 1.972 | 1.972 | 1.97535(85)
Q | 0.230 | 0273 | 0.270 | 0.271 | 0.271 0.2859

Py | 254 | 473 | 450 | 419 | 429

kuvvet tastyici pargacik olan pion iiretimine yeterli olmadigi gercegine



dayanir. Dolayisiyla, pion-suz efektif alan teorisinde serbestlik derecesi sistemdeki
niikleonlar ile belirlenir.

Pion-suz efektif alan teorisinde niikleer kuvvet tanimlanirken pion-degistokus
potansiyelleri ihmal edilir ve Denk. (1.3) ile tanimlanan kuvvet-sayma topoloji

denklemi ile Sekil 3'de tanimlanan kuvvetlerin mertebelerinde yeniden diizenlemeler

| | =.
01 GeV 1GeV Enerji

Sekil 1.4. Niikleer kuvvetlerde olgeklerine aywrma ve degisen enerji seviyesine gire
uy gulanabilecek efektif alan teorilerinin sematik gdsterimi.

yapilmasi1 gerekir. Pion-suz efektif alan teorisi ile ilgili detayli bir incelemeye Kay.
(Kolck 1999; P. F. Bedaque, Kolck 2002; E. Epelbaum 2006) calismalarindan
ulasilabilir.

Niikleer kuvvetlerin tanimlanmasi i¢in formiile edilen bu efektif alan teorileri,
bir ¢ok fizik alanindaki problemlerin ¢oziimlenmesinde basvurulan temel bir yaklagim
olan olgeklerine ayirma yontemine dayanmaktadir. Bu yontem, bir fizik probleminin
¢oziimiinde etkisiz olan fiziksel nicelikleri ekarta eder ve g6zoniinde bulundurulmasi
gereken serbestlik derecesinin belirler. Bu yontemin uygulanmasiyla, ilgilenilen
sistemin gereksiz detaylarindan arindirilmis ve ger¢ek dinamigini betimleyen bir teori
elde edilir. Sekil 4'de niikleer kuvvetlerin Olceklerine ayirimi ve degisen enerji
seviyesine gore uygulanabilecek efektif alan teorisinin bir sematik gdsterimi verilistir.
Goriildiigii gibi, sistemin enerjisi @ =1 GeV ve iizerinde olmast durumunda,
serbestlik derecesi kuarklar ve gliionlardan olusur ve Standard Model'e gore giiclii
niikleer kuvvetlerin temel teorisi olan kuantum renk dinamigi sistemi betimler.
Sistemin enerjisinin 1 GeV = Q = m, olmas1 durumunda, sistemin dl¢ek uzunlugu
(de Broglie dalga boyu) yaklasik olarak niikleonlarin boyutlar1 ile ayn1 biiytikliikle (~
1 fm) olur ve bu durumda niikleonlarin yapi taslar1 olan kuark ve gliionlar ile ilgili

detaylar yararsiz hale gelir. Boylece, bu enerji seviylerinde kiral efektif alan teorisi
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sistemin dinamigini bagarili bir sekilde tanimlar. Sistemin enerjisinin m, = Q olmasi
durumunda ise, pion parcacigina ait detaylar ilgili problemin ¢oziimii i¢in gereksiz
hale gelmektedir ve dolayisiyla pion-suz efektif alan teorisi basarili bir yaklasim olarak

kullanilabilir (H.-W. Hammer, Konig, Kolck 2020).

1.1.4 Diisiik Enerjili Sistemler ve Evrensellik

Bir sistemde, par¢agiklar arasindaki etkilesmenin menzilinin ¢ok kisa olmasi
ve sagilma parametrelerinin (sagilma uzunlugunun) biiyiikk olmasi durumunda
durumunda, sistemin evrensel diisiik-enerji  Ozelliklerine sahip  oldugu
gozlemlenmektedir. Diger bir deyisle bu tiir sistemler, sistemlerin uzunluk
Ol¢eklerinden, sistemdeki pargaciklarin yapi detaylarindan ve pargaciklar arasinda
potansiyelin ¢ok kisa mesafelerdeki davranislarindan bagimsiz parametreler ile
tanimlanirlar. Konu ile ilgili kapsamli bir incelem i¢in Kay. (E. Braaten, H.-W.
Hammer 2006)'ye bakiniz.

Diistik-enerji evrenselligi farkli 6lgeklerdeki fizik alanlari arasinda baglanti
kurabilmemizi saglamasi agisindan oldukc¢a 6nemli ve 6zel bir 6zelliktir. Konu ile
ilgili niikleer fizikten verilebilecek en temel 6rnek niikleon-niikleon sagilimlaridir.
Notron-nétron sacilimda diisiik-enerji uzunluk 6lcegi, yani iki ndtron arasindaki
etkilesmenin menzili, pion pargacigmn kiitlesi ile belirlenir ve my;! ~ 1.4 fm'dir.
Diger taraftan, ndtron-notron sagiliminin S-durum sag¢ilma uzunlugu a, = —18.5
fm'dir (Stoks, Klomp, Rentmeester, et al. 1993). Diger bir niikleer fizik 6rnegi ise
notron-proton sacilimidir. Benzer sekilde, ndtron-proton sacilimida diisiik-enerji
uzunluk 6lgegi my;! ~ 1.4 fm ve nétron-proton S-durum spin-tekli ve spin-iiglii
sagilma uzunluklari, sirasiyla, ags = —23.76 fm ve ay, = 5.42 fm (Stoks, Klomp,
Rentmeester, et al. 1993). Ayn1 zamanda, bir notron ile bir protonun bagli durumu olan
doteriyumun baglanma enerjisi By = 2.2246 MeV'nin bu baghi durumun dogal
diisiik-enerji  6l¢iitii olan m2/my = 21 MeV'den ¢ok daha diisiik oldugu
gerceginden, doteriyumun zayif bagl ve biiyiik sacilma uzunluguna sahip evrensellik
ozelligi gosteren bir atom oldugu sonucuna ulasiriz. Diislik-enerji evrenselliginin
pargacik fiziginden Ornegi, X(3872) olarak adlandirilan doért-kuark baghh durumudur
(Choi et al. 2003). Bu bagl durumun kiitlesinin, (D%, D*°) veya (D%, D*0) tilsimli-
mezon molekiillerinin esik enerjisine ¢ok yakin olmasindan dolayi, X(3872)'in

tilsimli-mezon molekiillerinin zayif bagli bir durumu oldugu Onerilmektedir
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(Tornqgvist 1991; Guo et al. 2018). Bu molekiiliin baglanma enerjisi 0.00(18) MeV
(Patrignani et al. 2016), s6z konusu molekiiliin baglanma enerjisinin dogal 6lgiitii olan
m2/(2u) = 10 MeV degerinden ¢ok daha kiiciik olmasindan dolayr evrensellik
ozelligi gostergigi sonucuna varilir (Eric Braaten, Kusunoki 2004).

Diisiik-enerji evrenselligi, atom fiziginde, diger alanlarda oldugundan ¢ok daha
0zel ve ilgling mekanizmalar ortaya ¢ikarmaktadir. Diisiik-enerji seviyelerinde, alkali
atomlar arasindaki van der Waals potansiyelinin kisa-menzilli bir potansiyel oldugu
yaklasimi miimkiin olmaktadir. Bunun sonucunda, sa¢ilma uzunluklar1 dogal uzunluk
olgiitlerindan ¢ok daha biiyiik olan 3H, °©°Li, *°K, B85Rb ve 133Cs gibi
atomlarda diisiik-enerji evrenselligi gozlemlenmektedir (Eric Braaten, Kusunoki
2004). Asirt soguk kuantum gaz halindeki atomlar arasindaki potansiyel, Feshbach
rezonans (Feshbach 1962) olarak adlandirilan bir mekanizma ile kontrol
edilebilinmektedir. Diger bir ifadeyle, sisteme bir manyetik alan uygulanmasi
durumunda atomlar arasindaki sag¢ilma uzunlugu bu manyetik alanin bir fonksiyonu
olarak tanimli olur ve bu sayede ilgilenilen sistemin dogal diisiik-enerji 6lgiitiinden
cok daha biiylik degere sahip sacilma uzunlugu elde edilerek diisiik-enerji
evrenselligine ulasilabilir. Konu ile ilgili 6rnekler ve kapsamli bir incelem ig¢in Kay.
(E. Braaten, H.-W. Hammer 2006) 'ye bakiniz.

Yukarida s6zii edilen ve diisiik-enerji evrenselliginin gozlemlendigi
sistemlerde tiim fiziksel nicelikler tek bir parametrenin kuvvetlerini igeren boyutsuz
ifadeler olarak gosterilebilirler. Ornegin, iki-bilesenli fermiyonlardan olusan
sistemlerde fiziksel nicelikler yalnizca iki fermiyonun sa¢ilma uzunlugu cinsinden
ifade edilirler. Iki-bilesenli fermiyonlardan olusan dimer-fermiyon sisteminin sa¢ilma
uzunlugu bir ¢ok farkli yontemler kullanilarak hesaplanmistir (Paulo F. Bedaque,
Kolck 1998; Paulo F. Be- daque, H. W. Hammer, Kolck 1998; Gabbiani, Paulo F.
Bedaque, Griesshammer 2000; Paulo F. Bedaque, Rupak, et al. 2003; Elhatisari,
Katterjohn, et al. 2017). Yine benzer sekilde, iki-bilesenli fermiyonlardan olusan
dimer-dimer sisteminin sagilma uzunlugu da farkli yontemler kullanilarak
hesaplanmistir (D. S. Petrov, Salomon, Shlyapnikov 2004; D. S. Petrov, Salomon,
Shlyapnikov 2005; D’Incao et al. 2009; Elhatisari, Katterjohn, et al. 2017). Elde edilen
bu sonuglardan, sistemlerin uzunluk Olgeklerinden, sistemdeki pargagiklarin ig
yapilarinin detaylarindan ve parcagiklar arasinda potansiyelin ¢cok kisa mesafelerdeki
biciminde tiimiiyle bagimsiz oldugu bulunmustur. Diisiik-enerji evrenselliginin
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gozlemlendigi sisteme dahil olan pargaciklarin farkli kiitlelere sahip oldugu
durumlarda incelenmistir (D. S. Petrov 2003; Levinsen, Dmitry S Petrov 2011; Iskin
2010; Elhatisari 2018). Elde edilen sonuclar, kiitlelerin farkli olmasi durumunda
sistemin baz1 6zelliklerinin degistigi, fakat kiitlelerin oraninin, iki fermiyonun sagilma
uzunlugu ile birlikte, yeni bir evrensel parametre olarak sistemlerde tiim fiziksel

niceliklerini tanimladig1 bulunmustur.

2 MATERIYAL ve YONTEM

2.1 Sacilma Teorisi

Bu bolimde kuantum mekaniksel sagilma problemini bir-boyutta ve tig-
boyutta olmak {iizere inceleyecegiz. Burada yapacagimiz genel varsayimlar,
pargaciklar arasindaki potansiyelin merkezcil-simetrik oldugu ve sonlu bir menzile
sahip oldugudur. Ayrica burada, ifadeleri sadelestirme adina A = 1 oldugu birim
sistemini kullanacagiz.

Bu boliimde incelenen konularin igerigi olusturulurken ve kullandigimiz
notasyon belirlenirken kullandindigimiz kaynaklar sunlardir; Elhatisari 2014; Griffiths
2017.

2.1.1 Bir Boyutta Sacilma Teorisi
Kiitleleri m; ve m, olan ve V(x) gibi merkezcil-simetrik bir potansiyelle

etkilesen iki pargagigin Schrodinger denklemi bagil koordinatlarda su sekilde yazilir,

1 d?

HP() = Bp(x) = [~ 3aes + VOO 90 = L) 2.1)

burada yu = mym,/(m; + m,) iki pargagik sisteminin indirgenmis kiitlesidir ve
V(x) merkezcil-simetrik potansitel V(x) = V(—x) ve V(|x| > R) = 0 kosullarini
saglar. Buradaki simetrik potansiyel varsayimin1 matematiksel olarak saglama adina

parite operatorii P'yi tamimlayalim,

P: Vx)->V(—x) . (2.2)
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Potansiyel simetrik oldugundan dolayi, parite operatorii aynm1 zamanda
Hamiltoniyenin komiitatoriidiir, [P,H] = 0, ve Hamiltoniyenin 6zvektorleri ayni
zamanda parite operatoriiniin O6zvektorleridir. Dolayisiyla, parite operatoriiniin

hermitiyen operator oldugu gergegini kullanarak 6zdegerleri asagidaki gibi buluruz,

PY() = 2p(x)
P2p(x) = Pip(x) (2 = %1 . -3)

Burada, parite operatdriiniin 6zdegerleri, Hamiltoniyenin 6zvektoriiniin "tek" ve
"cift" olmak {lizere iki durumunun oldugunu ifade eder. Simdi Denk. (2.1) i¢in

merkezcil potansiyelden ¢ok uzak noktalardaki en genel ¢oziimiinii yazalim,
Pp(x) = Ale™P* + e2US®)~¢m/2] pivx] (2.4)

Burada A normalizasyon katsayisi, kdseli parantez icindeki birinci terim, e~ P*
potansiyele carptiktan sonra yansiyan dalgayi, e’?* potansiyele carptiktan sonra
ilerleyen dalgay1, e?9®) gelen dalganin potansiyele ¢arpmasindan kaynaklanan faz
—ifm

gecikmesini temsil eder ve e parite operatoriinii temsil eder. Denk. (2.4)

asagidaki gibi yeniden yazarak,

— i[6(p)—¢r/2][,—ipx—iS(p)+ifm/2 ipx+id(p)—ifm/2
Yo(x) = Ae [e +e ] . (2.5)
ve parantez disindaki tiim ifadeleri normalizasyon katsayisinin igine gomersek,

Yo(x) = Apcos[px + 8(p) — ¥t /2] , (2.6)

genel ¢ozliimiinii elde ederiz. Bu tez kapsaminda genellikle diisiik-enerji limitleriyle

ilgilendigimizden dolayi, bu limitlerde yararli nicelikler tanimlayabiliriz.

i— ptand(p) + O(p?) £=0
he(x) prl §+ peotd(p) + 0(p?) ¢=1. @D
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Denk. (2.7)'de 06zvektoriin, diisiik-enerji liimitinde (p x < 1) aldig1 formlar
gostermektedir. Bu noktada, Denk. (2.7)'de dalga fonksiyonunu ,(x = a,) =0

yapan a, niceligini sagilma yarigapi olarak tanimlarsak,
ptand(p) = ai +0(®*) £=0
£
pcots(p) = —ai +0(p*» ¢=1, (2.8)
£

denklemlerini elde ederiz. Etkilesen iki parcacigin bagli durumda kalmasi halinde

p = ik ile Denk. (2.4)"1 yeniden diizenleyerek

Yo (x) ~ cot[8(ik) — €m/2]cos(ikx) — sin(ikx)

~ cot[8 (i) — £m/2] (

er+e—KX) ier_ie—Kx

> . , (2.9)

ifadesini elde ederiz. Burada k baglanma momentumudur. Denk. (2.9)'in bagh
durumlar1 tanimlayan anlamli bir ¢6ziim olabilmesi i¢in e** ifadelerin bir birini yok

—KX

etmesi ve yalnizca e cinsinden bir ¢6ziim elde edilmesi gerekir. Bunu saglayan

¢Ozlim ise
cot[d(ik) —¥m /2] =i (2.10)

olur. Elde edilen bu sonu¢ Denk. (2.8) 'de kullanildiginda, diisiik-enerji limitlerinde
baglanma momentumu k ile sagilma uzunlugu a, arasinda k¥ = 1/a, biciminde
birebir baglati elde ederiz ve bunun sonucu olarak baglanma enerjisinin sagilma

uzunlugu cinsinden tanimlanabilecegi sonucuna ulasiriz,

K? 1
B = i 2w 2.11)

Sacilma uzunlugunun fiziksel olarak anlamini netlestirme adina, Sekil 2.1'de

basamak potansiyeki kullanarak elde ettigimiz ¢ozlimler verilmistir. Sekil 2.1'de mavi
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Sekil 2.1. Schriodinger denklemi Denk. (2.1)’nin bir basamak potansiyeli i¢in ¢oziimii.

diiz ¢izgi basamak potansiyeli V(x)'i, siyah diiz ¢izgi Denk. (2.1)'nin ¢oziimii
olan dalga fonksiyonu 1y (x)'yi ve kesikli turuncu ¢izgi ise Denk. (2.7)'ile elde edilen
ve sagilma yarigapini veren bagintiyr temsil etmektedir. Sekil 2.1'den, diistik-enerji
limitlerinde ve sacilma uzunlugunun potansiyelim menzilinden ¢ok biiyiik oldugu
durumlarda, sistem yalnizca sagilma uzunlugu tarafindan betimlenebilir.

Denk. (2.8), potansiyelin sonlu bir menzile sahip olmasi durumunda, Denk.
(2.12) 'deki gibi p?'nin kuvvet serisi olarak yazilabilen analitik bir fonksiyondur

(Bethe 1949; Barlette, Leite, Adhikari 2000),
ptans(p) = — + - +0(pY)  £=0
£
pcots(p) = —al +%rgp2 +opYH ¢t=1. @12
£

Denk. (2.12) efektif menzil agilimi olarak adlandirilir ve ilk terim, sag¢ilma uzunlugu
olarak tanimli, sa¢ilmanin yarigapt hakkinda bilgi verir ve seri acilimda yiiksek

mertebelere gidildikce potansiyelin bi¢imi hakkinda bilgi elde edilir.

2.1.2 Uc Boyutta Sacilma Teorisi

Uc-boyutta ve iki pargaciktan olusan bir sistemde toplam dalga fonksiyonu
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bagil koordinatlarda su sekilde yazilir,
Y@ (r) = R (1) Yom, (6,4) (2.13)

Burada Rt(,p) (r) radyal kisim ve Y, ,,(6,¢) ise kiiresel harmonklerdir. Radyal

kisim igin,
uP @ =r-RP@) . (2.14)

bi¢ciminde yeni bir tanimlama yaparsak, U ;p) (r) dalga fonksiyonu i¢in Schrodinger
denklemi,

1 d? 1 #(1?+1) p?

— o 2P - f) ar wery uPe) = U}p)(r) ,(2.15)
bi¢giminde olur. Burada, potansiyeli W (r,r") bigiminde en genel formda gergel bir
operator olarak tanimlamaktayiz. Potansiyel, R gibi sonlu bir menzile sahip
oldugundan dolayi, W(r,r') potansiyeli r >R veya r' >R durumlarinda

W (r,r") = 0 kosulunu saglamaktadir. Dolayisiyla, U {Ep) (r) dalga fonksiyonu,

dz 164
_idrz + X 1 £( +1)] U(p)( ) f dr’ W(T T') U(p)(T' ) _ p U(p)(r) (216)

bigiminde Schrédinger denlemni saglar ve r',r > R bolgesinde bu denklemin

¢oziimii
2 i - .
uP (r) = /—f’%[hg )(pr) — e2i8¢®) h§,+)(pr)] : (2.17)

olur. Burada h{(,i) fonksiyonlar1 tanimli Riccati Henkel fonksiyonlaridir ve Riccati

Bessel fonksiyonlari cinsinden yazililabilirler,

h$® = +iS,(pr) + C,(pr) (2.18)
14



Bu iligki kullanilarak ifade yeniden yazilirsa,

Utgp) (r) = \/%Pf[COtCS{’(P)Sf(PT) + Co(pr)] (2.19)

sirasiyla, birinci ve ikinci tiirden Riccati-Bessel foksiyonlari, S,(pr) C,(pr),
cinsinden ¢6zlimii elde etmis oluruz.
Bir-boyutaki analizlere benzer adimlar takip edilerek ii¢-boyutta efektif menzil

acilimi asagidaki gibi elde edilebilir (Bethe 1949),

p?t+icotSy(p) = ——+>myp? +
£

0" . (2.20)

2.1.3 Liischer'in Sonlu Hacim Yontemi

Orgii hesaplamalarindan elde edilen en oOnemli bilgi sistemin enerji
0zdegerleridir. Fakat, Liischer tarafindan tiiretilen ¢ok 6nemli bagmtilarlar sayesinde
(M. Lischer 1986; Martin Liischer 1991) periyodik ve sonlu hacime yerlestirlen iki
cismin Ozdegerlerinden sonsuz hacim ve siireklilik limitlerindeki sagilma
parametrelerini elde etmek miimkiindiir. Bununla birlikte, iki-yapili sistemlerin
sacilma parametrelerini direkt olarak sistemin 6zdegerleri ve 6zvektorlerinden elde
eden farkli metotlarda gelistirlmistir (Carlson, Pandharipande, R. B. Wiringa 1984;
Borasoy et al. 2007). Bu c¢aligmada, sacilma parametrelerini Liischer yontemini
kullanarak elde edecegimiz i¢in, bu boliimde yontemi 6zetleyecegiz.

Liischer yonteminin tiiretilmesinin arkasindaki ana fikir, pargaciklarin kisa
menzilli potansiyellerle etkilesmesi durumunda sistemin 6zvektorlerinin asimptotik
formunun taniml1 olmasi ve pargaciklarin periyodik bir 6rgii icinde olmasidir. Toplam
momentumu sifir, aralarindaki potansiyelin menzili X olan ve L boyutlu periyodik
bir 6rgiide tammlanan iki pargacikli! bir sistemi gz oniine alalm. Soz konusu
sistemin dalga fonksiyonu Denk. (2.6)'de tanimlanmistir. x > X oldugu mesafelerde

sistemin dalga fonksiyonunun asimtotik formu asagidaki gibidir,

! Buradaki "ikili pargacikli" sistem, hem noktasal pargagiklari hem de birden fazla pargacigin bagh
halde oldugu bir kompozit yapiy: temsil eder.
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Y(x) ~ cos[px + 6(p)] - (2.21)

Bu dalga fonksiyonu periyodik orgiide tanimli oldugundan dolayi, (L/2) =
Y(=L/2) ve 0xP(x)|L/2 = 0xP(x)|-L/> kosullarimi saglamasi gerekir ve bu
kosullardan asagidaki bagint1 elde edilir,

pL+26(p) =2nm , n=20,12,.. (2.22)

Bu bagint1 ile 6rgii uzunlugu L ve parcaciklarin bagil momentumu p kullanilarak,
direkt olarak sagilma faz kaymast §(p) elde edilir.

Ug-boyutlu sistemlerde ise bagintilar daha karmasik bir forma déniismektedir.
Ug-boyutta kartezyen koordinatlarda tanimlanan bir periyodik orgiide? doniissel
simetriler yalnizca 90 © ve katlarinda tanimlidir ve bu durum stirekli uzayda taniml
olan rotasyonal (doniissel) degismezligin periyodik kiibik 6rgilide kirildig1 anlamina
gelmektedir. Liischer tarafindan tig-boyutlu sistemler i¢in elde edilen bagint1 asagida

verildigi gibidir (M. Liischer 1986; Martin Liischer 1991),

pcotd,(p) = ——S(n) forf = 0,1 . (2.23)
2
Burada 7 = (g—i) olarak tanimlanmakta ve S(n) ise ug¢-boyutli zeta

fonksiyonudur,

. 6(A%-7?
S@) = lim |4 %—zm A - (2.24)
Ayrica, Denk. (2.24)'de tanimli Liischer bagintisinin bir alternatif formu ise su

bicimdedir (M. Liischer 1986; Martin Liischer 1991; Luu, Savage 2011),

=12
— 973/2,1 (9 — n oy e
S() =2n°“e"2n—-1)+e Xz -
A S
N7 (Y Pl VO 229)

2 Bu galisma boyunca periyodik kiibik 6rgii olarak adlandirlacaktir.
16



Denk. (2.23)—(2.25)'de verilen karmasim bagmtilar su sekilde 6zetlenebilir;
peryodik ve L uzunluklu bir kiibik 6rgiideki iki-yapili sistemin bagil momentumunun
bilinmesi durumunda, sacilma faz kaymalar1 bu denklemlerden direkt olarak elde
edilebilir.

Peryodik ve L uzunluklu bir kiibik orgiideki iki-yapili sistemlerin bagil
momentumu i¢in yazilabilecek en genel ifade, £ = 0 i¢in asagidaki baginti ile verilir

(Bour, Koenig, et al. 2011; Bour, H.-W. Hammer, et al. 2012),
2
E(p.L) =7 =By — By + u(AE; (L) + T,(NAE, (L) . (2.26)

Burada p bagil kiitle, B; i'inci yapinin sonsuz hacim limitindeki baglanma enerjisi
i ={1,2}, E;(L) i'inci yapinin L uzunluklu bir kiibik orgiideki baglanma enerjisi i =

{1,2}, ve 1;(n) ise i'inci yapinin enerjisinin topolojik diizeltme ¢arpanidir,

1 Y3 ,cos(2mk; @)
™M) =——=2¢ -
(T]) E;(kz—n) 24k 3(k2_77)2

(2.27)

(Elhatisari, Lee 2014) tarafindan yapilan ¢alisma ile £ > 0 durumunda, bu
topolojik diizeltmenin orgiiniin boyu ile orantili olarak baskilandigi bulunmustur,
t(m) = 1+ 0(1/L), dolayisiyla, Denk. (2.26) £ > 0 durumunda asagidaki formu

alir,
E(p,L) = Z—# +E (L) + E,(L) . (2.28)

Son olarak, periyodik kiibik orgiideki iki ve daha fazla pargac¢igin bir kompozit
yap1 olusturmast durumunda, 6rgiiniin kesikli yapisindan dolayi, bu yapinin kiitlesinin
gercek kiitlesinden genellikle saptigi goriiliir. Dolayisiyla, Liischer yontemi
kullanilarak yapilan hesaplamalarda kompozit yapilarin efektif kiitleleri de goz

oniinde bulunurularak hesaplamalar ger¢eklestirilir.

2.2 Orgii Formalizmi

Bu boliimde, iki-bilesenli fermiyonlar1 periyodik kiibik orgiide tanimlayan
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temel bagintilar1 tanimlayacagiz. Bu ¢alismadaki tiim nicelikleri ve bagintilar1 A =
c =1 olarak tanimlandig1 dogal birim sisteminde tanimlayacagiz. Ayrica,
fermiyonlarin spinlerinin ayn1 dogrultuda polarize oldugunu varsayarak, bilesenlerini
spin- T ve spin- |, Kkiitlelerini ise m; ve m; olarak tanimlayacagiz. Burada
inceledigimiz sistem igin goreli-olmayan limitler gecerlidir ve Schrodinger denklemi

ile tanimlanir. Dolayisiyla, sistemin D-boyuttaki Hamiltoniyen'i asagidaki gibidir,

A= =
B 2mg
S

1 ! l !
+EZS,S’ ff dDr dDr b:,(r ) bs,(T ) Vssr(r_

f dPr VbI(r) Vb, (r)

r YbI(r) bs(r) . (2.29)

Burada s pargagiklarmn tiiriinii (s = {T,1}), by (b;r ) ise pargacik yaratma (yoketme)
operatortidir.

Bu ¢alismadaki hesaplamalarimizda, a ile tanimli bir 6rgii aralikli periyodik
kiibik bir 6rgii kullanilacaktir. Schrodinger denklemindeki tiim fiziksel nicelikleri orgii
birimi (Lu.) olarak adlandirdigimiz birimde tanimlariz. Orgii birimi, fiziksel
niceliklerin a ve a'min kuvvetleri ile carpmiyla elde edilir. Ornegin, parcagiklarin
kiitleleri, niikleer fizik sistemlerinin tanimli oldugu, mega elektron volt (MeV)
Ol¢iistinde verilirken, bu kiitleleri a ile ¢arparak Orgii birimine doniistiiriiriiz. Bu
ornekten anlasildig: lizere, a'nin birimi 1. u./MeV 'dir.

Yukaridaki tanimlamalar 1518inda, goreli-olmayan o6rgii Hamiltoniyen'i

asagidaki gibi tanimlanir,

— 1 IS ~
H=Zsz—ms i X [ NN cf,?f)b;r(n) bs(n+k l)]
+-%so Zms Zn bi(m ) by(n ") Vi (n—

n Nbim) bs(n) . (2.30)

(V)
k

Burada n 6rgii koordinat noktalarini temsil etmektedir, ¢, * ise Laplace operatoriinii

orgiide O(a*") yuvarlama hatasiyla tanimlayan katsayilardir (Lu et al. 2014; Stellin,
Elhatisari, Ulf G. Meifner 2018),
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2 (N)?

—1\k+1

M _ (=D k2 (N+k)! (N—k)!’ fe#0 (2.31)

k N) )
—2 ¥R CIE , k=0 .

2.3 Hesaplamala Araclar

MATLAB, diinyamizda devrim yaratacak sistem ve teknolojilerin
degerlendirilmesini ve tasarlanmasini kolaylastirmak amaciyla bilim adamlarinin ve
miihendislerin kullanimina dzel olarak gelistirilmis bir programlama aracidir. ingilizce
“Matrix Laboratory” kelimelerinin bas harflerinin birlestirilmesi ile olugsmus olan
MATLAB, hesaplamali matematigi ifade etmenin yollarin1 sunar. MATLAB zengin
kiitiiphanesi sayesinde ayni zamanda iki ya da ii¢ boyutlu veri gorsellestirme, goriintii
isleme, animasyon ve sunum grafikleri i¢in grafik ¢izme ve simiilasyon programidir (
The MathWorks 2017). MATLAB, matris islemleri gibi matematik problemlerini
¢ozmek icin faydali bir aractir. Bu problemleri ¢6zmek i¢in iyi bilinen matris
islemlerinden biri de 6zdegerler ve 6zvektorlerin hesaplanmasidir. MATLAB'da eigs()
fonksiyonunu kullanarak 6zdegerler ve 6zvektorler bulunabilir. Hesaplamalarimizda
MATLAB''m  bu fonksiyondan yararlanilmigtir (bkz.Appendix B).
Hesaplamalarimizda kullandigimiz bilgisayar sisteminin 6zelligi ise iizerinde iki adet

Intel Xeon islemcisi bulunan HP'nin Z8 modeli (G4) is istasyonudur.
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3 BULGULAR ve TARTISMA

Bir 6nceki boliimde ifade edildigi gibi, bu g¢alismadaki parametrelerimizi
niikleer fizik sistemlerinde gozlemlenen degerlere gore tanimliyoruz. Fakat, bu
calismada ti¢ ve dort fermiyondan olusan sistemler i¢in elde edilen fiziksel niceliklere
ait sonuglarin, iki fermiyon sisteminin parametreleri cinsinden elde edilmesi
amaglanmaktadir. Diger bir ifadeyle, bu caligmada elde edilen sonugclar, sistemi
olusturan parcaciklarin niceliklerinden (kiitle, baglanma enerjisi vb.) bagimsiz ve
evrensel olacaktir. Bu baglamda, spin-T fermiyonun kiitlesini my; = 1 GeV olarak
seciyoruz ve spin-1 pargacigin kiitlesi m;'ni ise degisken bir parametre olarak
belirliyoruz. Bu sayede, inceledigimiz sistemleri my — o ve m; — oo limitlerinde
analiz edebiliriz. Dolayiyla, bu limitlerde, iki-yapili sistemin indirgenmis kiitlesi u
sabit ve hafif parcacigin kiitlesine esit olur. Ayrica, nihai sonuclarda kesikli 6rgiiden
kaynaklanan hata paylarini ortadan kaldirmak icin, hesaplamalarimizi farkli sa¢ilma

uzunlugu ag'lar igin tekrar ederek, a — 0 limitindeki sonuglari elde ederiz.

3.1 Bir Boyutta iki Bilesenli Fermiyonlar

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar deneysel veya farkli teorik yontemler
kullanilarak elde edilen sonuglarla karsilagtirmali olarak sunulmustur. Fakat, bu
calismada kullanilan yontemlerin etkinligini kiyaslamak adina, dncelikli olarak bir-
boyutta hesaplamalar gerceklestirilmistir ve literatiirde mevcut bulunan Orgil
hesaplamalar1 tekrarlanarak kiyaslamalar yapilmistir. Bu baglamda, Ref. Elhatisari

2018 ¢aligmasini takip ederek bir-boyutta 6rgii hesaplamalar1 gergeklestirilmistir.

3.1.1 Bir Boyutta Fermiyon-Fermiyon Sa¢ilim

Oncelikli olarak, bir spin-T ve bir spin-{ tiiriinde pargaciktan olusan iki-
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fermiyon sistemini inceleyerek hesaplamalarimizi gergeklestirecegiz. Buradaki
hesaplamalarimizda, pargaciklarin delta-fonksiyon potansiyel ile etkilestigini
varsaylyoruz. Dolayisiyla, Denk. (2.30)'de tanimlanan potansiyel asagidaki formda

olur:

V=28, Zn bi(n ) by(n ) S(n—

n "Nbf(m) b, (n) . (3.1)

Burada C, etkilesimin giiciinii tanimlar ve n bir boyutta 6rgli noktalarini temsil eder.
Parcaciklar arasi etkilesme bir delta-fonksiyon potansiyel oldugu durumda, Pauli
disarlama ilkesinden dolayr ayni spin bilesenine sahip olan pargaciklar arasinda
herhangi bir etkilesme olmaz. Dolayisiyla, Denk. (3.1)'de yazilan potansiyel, delta-
fonksiyon potansiyel ile etkilesen ve iki-bilesenli fermiyonlardan olusan tiim
sistemlerde gegerlidir ve bu ¢alismada analiz edilen tiim sistemlerde kullanilmaktadir.

Bu noktada, incelemek istedigimiz sistemleri tanimlayan denklemleri (2.30) ve
(3.1) tanimlamis olduk. Bir sonraki adimda bu denklemleri MATLAB (The
MathWorks 2017) programinda uygulayarak ve MATLAB'in dahili fonksiyonlarindan
eigs () kullanarak, Hamiltoniyenin 6zdeger ve 6zvektorlerini elde ederiz.

Denk. (3.1)'de tanimlanan etkilesimin giicii C,'yi, dimer baglanma enerjisi By
elde edilecek sekilde belirleriz. Bu ayarlama yapilirken, sonlu orgii boyundan
kaynaklanabilecek tiim hatalar1 ortadan kaldirma adina orgiliniin boyu L i¢in ¢ok
biiylik degerler segeriz. Bu islem sonrasinda belirlenen parametreleri kullanarak
hesaplamalarim1 gerceklestiririz. Farkli L degerleri i¢in 6rgii Hamiltoniyenini
tanimlar ve iki-fermiyon sisteminin diisiik enerji seviyelerine karsilik gelen 6zdegeri
E'yi hesaplariz. Ayrica, Denk. (2.22)'deki formiilde kullanilmak iizere, p = \/Z‘M—E
bagintisini kullanarak enerji 6zdegerlerinden fermiyonlar arasindaki bagil momentum
elde edebiliriz. Sekil 6'de Orgii hesaplamalarinda elde edilen fermiyon-fermiyon
sagilma uzunlugu sonuglari, agr, analitik ¢oziimlerle, aq, kargilagtirmali formda

sunulmustur.
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Sekil 3.1. Orgii hesaplamalarindan elde edilen fermiyon-fermiyon sa¢ilma uzunlugu-
nun analitik ¢éziimlere orani.

Orgiide fermiyon-fermiyon sagilma uzunlugu, orgii hesaplamalarinda elde edilen
momentum p ve sagilma faz kaymalar1 §(p)'yi Denk. (2.8) ile tanimli efektif menzil
aciliminda kullanarak elde ederiz. Sagilma uzunlugunun analitik sonuglari ise, Denk.
(2.11) kullanilarak elde edilmistir. Sekil 6'de sunulan hesaplamalar 0.2 ile 15.0
araligindan degisen my/m; oranlart ve farkli orgii araligi degerleri kullanilarak
gerceklestirilmistir. Elhatisari 2018 calismada bu tezde amaglanan hesaplamalara
benzer hesaplamalar gerceklestirilmigtir. Fakat bu calismada, orgii kinetik terimi
tanimindaki Laplace operatorii, O(a®) mertebeden sonlu farklar ydntemi kullanilarak
tanimlanmistir. Bu calismada ise, kullanilan sonlu farklar yontemi mertebesinden
kaynaklanabilecek olas1 sistematik hatalar1 inceleme adina O(a®), 0(a'®) ve
O(a'®) olmak iizere iig farkli mertebeden tanimlanan kinetik terimler ile hesaplamalar
gerceklestirilmistir. Sekil 6'de goriildiigii gibi, my/m, oraninin ¢ok biiyiikk oldugu
durumlarda 6rgii sonuglari ile analitik sonuglar arasinda ¢ok kiigiik sapmalar olmasina
ragmen, genel anlamda tutarlilik gdzlenmektedir. Ayrica bu sonuglar, O(a®)
mertebeden sonlu farklar yonteminin, fermiyon-fermiyon sagilma hesaplamalar i¢in
makul oldugunu gostermektedir. Benzer bigimdeki karsilastirma analizlerimizi ikiden

fazla fermiyonlarin oldugu sistemler i¢in de gerceklestirecegiz.

3.1.2 Bir Boyutta Fermion-Dimer Sa¢ilimi

Bu béliimde, iki spin-T ve bir spin-1 tiirlinde pargaciktan olusan li¢-fermiyon
sistemini  inceleyerek  hesaplamalarimiza ~ devam  edecegiz. = Buradaki
hesaplamalarimizda, O©nceki bdliimde oldugu gibi, iki-parcacik arasindaki

etkilesmenin delta-fonksiyon potansiyel ile tanimlandigini varsayiyoruz. Dolayisiyla,
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Denk. (3.1)'de tanimlanan potansiyel buradaki hesaplamalarimizda da gecerli
olmaktadir. Diisiik enerji limitlerinde, iki bilesenli fermiyonlardan olusan sistemlerde
iki-parcacik etkilesmelerinin Otesindeki {i¢-parcacik veya dort-parcacik vb.
etkilesmelerin hicbiri katki saglamazlar (Elhatisari, Katterjohn, et al. 2017), bu
nedenle fermiyon-dimer sisteminin tanimlayan potansiyel Denk. (3.1)'den ibaret olur.

Bir sonraki adimda, fermiyon-dimer sistemini tanimlayan Hamiltoniyeni
MATLAB programinda tanimlariz ve Lanczos 6zvektor yontemini (Lanczos 1950)
kullanarak farkli L orgli boyutlart icin sistemin Ozdegelerini hesaplariz ve
hesaplanmasi amaglanan fermiyon-dimer sacilma faz kaymalarmi elde etmek icin
gerekli olan verileri elde etmis oluruz. Boliim 2.1.3'de detayl olarak tartisildig gibi
Orgli hesaplamalarinda L orgli boyutu ve buna karsilik gelen bagil momentumu

Liischer yonteminde kullanilarak sagilma faz kaymalarini elde ederiz. Boliim 3.1.1'de,
fermiyon-fermiyon sistem enerjisini p = \/2/,1_E bagintisinda kullanarak bagil
momentumlar1 elde etmistik. Fakat, dimer gibi iki pargaciktan olusan bir kompozit
yapt durumunda bagil momentumun hesaplanmasi biraz daha dikkat gerektirmektedir.
Orgii hesaplamalarinin dogasindaki a # 0 &rgii araligindan dolayi, dimer gibi
kompozit yapilarin kiitlesi, kendisini olusturan pargagiklarin kiitleleri toplami1 my +
m,'dan fakhidir. Dolayisiyla, orgli hesaplamalarindan elde edilen dimer dispersiyon
bagintisin1 Denk. (3.2)'ye uydurarak (fitting) dimer'in etkin kiitlesini elde ederiz:

2
D(pgma) =co 7a—+er pi+- . (3.2)

Burada c;'ler uydurma (fit) ile elde edilen parametreler, p orgiide hareket eden
dimer'in momentumu ve my ise dimer'in gergek kiitlesidir. Birinci terim Otesindeki
terimlerin ihmal edilmesi durumunda, dimer'in etkin kiitlesi mj = mg/cy olur.

Bu noktada, fermiyon-dimer sagilma faz kaymalarimi hesaplayabilmek i¢in
ihtiyacimiz olan tiim parametre ve bagintilar1 elde etmis bulunmaktayiz. Bagil
momentumun hesaplanmasi i¢in tanimlanan Denk. (2.26), fermiyon-dimer sistemi i¢in

asagidaki formu alir:
pZ
Et,=———-Bq—AB% cos(p a L a). (3.3)
2l¢q

Burada Ef, L orgii boyutunda fermiyon-dimer enerjisi, AB; = B — B, dimer
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baglanma enerjisinin L boyutlu sonlu orgii hacimdeki diizeltme terimi, a =
my/(my + my), ve uf; = (1/mi + 1/my)~! fermiyon-dimer sisteminin indirgenmis
kiitlesidir. L, EL;, BS ve uf; niceliklerini 6rgii hesaplamalarindan elde ederek Denk.
(3.3)'de kullaniriz ve bu denklemi bagil momentum p icin ¢ozeriz. Buraya kadar ki
hesaplamalar sonucunda, Boliim 2.1.3'de tanimlanan Liischer yontemini kullanarak
sacilma faz kaymalarimi elde etmek i¢in gerekli tiim nicelikleri (L ve p) elde etmis
oluruz.

Fermiyon-dimer hesaplamalarimizi 29 farkli m;/m; = 0.06 — 15.0 kiitle
oranlar1 icin gerceklestiririz. Ayrica orgli sistemlerinin kesikli aralikli yapisindan
kaynaklanabilecek  herhangi sistematik hatayr ortadan kaldirma adina,
hesaplamalarimizi 19 farkli a = 1.3 — 4.2 fm 6rgii aralig1 i¢in gerceklestirerek a —
0 limitindeki degeri elde ederiz. Son olarak, orgii kinetik terimindeki Laplace
operatorii tanimlamak ic¢in kullanilan sonlu farklar ydntemi mertebesinden
kaynaklanabilecek olas1 sistematik hatalar1 kontrol etmek i¢in, hesaplamalarimizi 3
farkli mertebeden sonlu farklar yontemi kullanarak gerceklestiririz.

Fermiyon-dimer sistemi i¢in Denk. (2.8)'de tanimli sagilma parametrelerini
elde etme adina, orgli hesaplamalarindan elde ettigimiz sagilma faz kaymalarini ve
karsilik gelen bagil momentumu asagidaki denklemde kullanarak fermiyon-dimer

evrensel sagilma uzunlugu agy/asr elde ederiz.

1

(rfd/aff) (affp)z + - (34)

N |-

ay p tand(p) =

asq/agf
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Burada agy; ve r1r; fermiyon-dimer sagilma uzunlugu ve efektif menzilidir.
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Sekil 3.2. Efektif menzil agilimi agptand(p)’mn (agp)?’nin fonksiyonu olarak

grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 parcaciginin spin-| parcaciginin kiitlesine

orani 0.09’dur.
Fermiyon-dimer hesaplamalarimizdan elde ettigimiz sonuglarin bir kism1 Sekil 3.2,
Sekil 3.3 ve Sekil 3.4'te sunulmaktadir. Bu sekillerdeki noktalar, oOrgii
hesaplamalarimizdan elde ettigimiz veri temsil etmektedir. Diger taraftan, bu
sekillerdeki veri noktalar: ile baglantili ¢izgiler ise, agg/ags ve (1iq/ags) sacilma
parameterlerinin elde edilmesi amaciyla noktalarla temsil edilen verilerin Denk.
(3.4)'yve uydurulmasiyla (fitting) elde edilen sonuglar1 temsil etmektedir. Sagilma
parametrelerini elde etmek i¢in gerceklestirdigimiz bu uydurma (fitting) isleminden
dolay1, Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4'te sunulan sonuglarimiz, ags p  tand(p)
niceligi formatinda (affp)z'nin bir fonksiyonu olarak gdsterilmistir.

Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 o6rgli sonuglarimizi, my/m; = 0.09,
my/m; = 0.20 ve my/m; = 1.00 olmak iizere ii¢ farkli kiitle oranlari, orgi
araliginin 19 farkli degeri ve 3 farkli mertebeden sonlu farklar yontemi ig¢in
gostermektedir. Bu sekillerden goriildigii gibi my/m; oranmin 1'e yakin oldugu
degerler icin kullamilan sonlu farklar yontemlerinin ¢ok biiyiik bir farklilik

gostermemesine ragmen, my/m,; 1'den fakli
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Sekil 3.3. Efektif menzil agilimi agptan§(p)’mn (agp)>’nin fonksiyonu olarak
grafifi. Buradaki hesaplamalarda spin-{ parcacigmin spin-| parcaciginin kiitlesine
orani 0.20’dur.
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Sekil 3.4. Efektif menzil acihmi agptand(p)’'mn (agp)*’nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 pargaciginin spin-| parcaciginin kiitlesine
orani 1.00’dur.

oldugu degerler i¢in, oOzellikle orgii araligi a 'min biiyiik degerler aldigi
durumlarda, benimsenen sonlu farklar yonteminin sonuglar1 etkileyebilecegini
gostermektedir. Bu nedenle, asagida, yalmzca O(a'®) mertebeden sonlu farklar

yonteminin kullanildigi hesaplamalara ait sonuglar sunulacaktir.
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Sekil 3.5, fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugu agy/ass'min bazi kiitle
oranlari i¢in elde ettigimiz sonuglarin detaylarini gostermektedir. Sekildeki eksenlerin
birimlerini esitleme adina, agq/agr niceligi a/ag 'min bir fonksiyonu olarak
gosterilmistir. Sekil 3.5'de goriildiigii gibi, agq/ags niceligi orgi araligt a'nin 1.3 —
4.2 fm arahigindan farkli degerleri i¢in gerceklestirilmis ve agg/ags niceliginin a —
0 limitindeki sonuglar elde edilmistir. Ayrica, Sekil 3.5'deki sonuglar, a # 0 orgii
araligindan kaynaklanan sistematik hatalar, m;/m; oraninin kiicik oldugu
durumlarda ihmal edilebilir olmasma ragmen, m;/m; oraninin biiylik oldugu
durumlarda sonuglar1 etkileyebilecek olgiidedir ve a — 0 limitindeki degerlerin elde

edilmesinin gerekliligini gostermektedir.

6.5 S R L D A T
ImT/ml =011 .
:mT/ml =0.33 —e—]
55 Fmy/m; =1.00 -
ke
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= 35 1 &0 00000ettetinye ’
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Sekil 3.5. Fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugunun a/ag nin fonksiyonu olarak
gosterimi. Burada verilen sonuglar, agg/ag’nin a/ag — O limitindeki sonuglarini
gostermektedir. Sonuglar farkli my /m kiitle oranlar i¢in sunulmustur.

Son olarak, bu boliimiin ana sonuglarmi Sekil 3.6'da Born-Oppenheimer
yaklasimi ile elde edilen sonuglarla karsilastirmali olarak sunmaktayiz. Sekil 3.6'da,
fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugu agy/ass'min a — 0 limitindeki degerlerini
kiitle oran1 my/m,'nin bir fonksiyonu olarak gostermektedir. Sekil 3.6'deki sonuglarin
fiziksel yorumu asagida detayl olarak tartisilmaktadir.

m; — oo durumlarda, spin- | par¢acigi neredeyse hareketsiz halde
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olacagindan dolay1 durgun bir pargacik olarak degerlendirilebilir. Spin-{ parcaciginin
bu 6zelligi nedeniyle koordinat merkezinde sabit bir pargacik oldugunu varsayarsak,
bu durumda inceledigimiz fermiyon-dimer sistemi, koordinat merkezinde sabit bir
cekici delta-fonksiyon potansiyeli bulunan bir uzayda iki spin-T parcacigin hareketine
indirgenir. Boyle bir sistemde, spin- T parcaciklarindan biri merkezdeki ¢ekici
potansiyel tarafindan ¢ekilerek dimer't olusturur ve bu spin-T parc¢acik bagli-durum
dalga fonksiyonu ile temsil edilir. Kuantum mekaniginin temel prensiplerinden biri
dalga fonksiyonlar1 arasindaki ortogonallikten, yani sistemin dalga fonksiyonlarinin
birbirlerine dik olasindan dolay1, bu bagli durum dalga fonksiyonun diger tiim sagilma
durum dalga fonksiyonlarina dik olur. Bunun sonucu olarak, ikinci spin-T pargacigi,

koordinat merkezindeki ¢ekici delta-fonksiyon potansiyeline bagli halde

spP_— 1 .1 T T ]
Born-Oppenheimer ©
- Lattice i
4 o® Sl
Y 3 n .
3
=, o°
=
ER )
)
1 ﬁ i
oBe_. . 1 ooy 1y e e
0 4 8 12 16

m;r/ml

Sekil 3.6. Fermiyon-dimer evrensel sa¢ilma uzunlugunun kiitle oran1 m4/m|’nin
fonksiyonu olarak gosterimi. Kirmizi kare noktalar orgii sonuglarim ve siyah yuvarlak
noktalar ise Born-Oppenheimer yaklasimu ile elde edilen sonuglar1 gostermektedir.

bulunan diger spin- T par¢aciginin varligindan tamamen bagimsiz bir bi¢imde
koordinat merkezindeki delta-fonksiyon potansiyelinden sagilir. Sonug olarak, m; —
oo limitinde, fermiyon-dimer sacilma problemi, fermiyon-fermiyon sagilma
problemine indirgenir ve fermiyon-dimer sagilma uzunlugu ise fermiyon-fermiyon

sagilma uzunlugu esit olur. Bu durum Sekil 3.6'de net olarak gézlenmektedir ve m; —
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co imitinde agq/ags — 1 olmaktadir.

my — oo durumlarda, ¢ok hafif olan spin- | pargacigi iki agir spin- T
pargagciklari arasinda degis-tokus edilir ve kuvvet tastyicisi olarak gérev alir. Bu durum
spin-T pargagiklar1 arasinda mj* mezilli bir efektif kuvvetin ortaya ¢gikmasina neden
olur. Bunun sonucu olarak, fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugu m;/m,; kiitle
oraninin bir fonksiyonu olarak artar.

my — oo limitinde, Born—Oppenheimer yaklagimi, fermiyon-dimer sisteminin
¢oziimii icin kullanilabilecek elverigli bir yontem olur. Born—Oppenheimer
yaklasimimin detaylar1 Boliim A.1'de detayli olarak tartisiimaktadir. Bolim A.1'de
elde edilen ¢oziimlerden goriildiigii gibi fermiyon ve dimer arasindaki kuvvet itici bir
kuvvettir ve bunun sonucu olarak kiitle oranin artmasiyla fermiyon-dimer evrensel
sacilma uzunlugunun biiyiikliigii artmaktadir. Orgii sonuglarmi kiyaslama adina,
Denk. (5.6) ile tanimlanan Born—Oppenheimer denklemi ¢dziilerek fermiyon-dimer
evrensel sacilma uzunlugunu elde edilmistir ve sonuglar Sekil 3.6'de sunulmustur.
Goriildigi gibi my — oo limitlerinde 6rgii sonuglari ile Born—Oppenheimer sonuglari
tamamen uyum ic¢indedir.

Sekil 3.6'de vurgulanmasi gereken diger bir nokta ise, @(a'®) mertebeden
sonlu farklar yontemini kullanmamiz neticesinde, bu calismada elde edilen sonuglarin
0(a®) mertebeden sonlu farklar yontemini kullanan Ref. Elhatisari 2018'da elde
edilen sonuglara kiyasla Born—Oppenheimer sonuglar1 ile daha iyi uyum iginde

olmaktadir.

3.1.3 Bir Boyutta Dimer-Dimer Sa¢ilimi

Bu boliimde iki spin-T ve iki spin-1 parcaciklarindan olusan sistemi
inceleyecegiz. Onceki boliimlerde oldugu gibi, iki-par¢acik arasindaki etkilesmenin
cekici bir delta-fonksiyon potansiyel ile tanimlandigini varsayiyoruz. Dolayistiyla,
tanimli potansiyel Denk. (3.1)'de verildigi gibi olur. Bu c¢alismada diisiik enerji
seviyeleriyle ilgilendigimizden dolayi, iki bilesenli fermiyonlardan olusan sistemler
yalnizca iki-parcacik etkilesmeleriyle betimlenmektedir (Elhatisari, Katterjohn, et al.
2017). Diger taraftan, Pauli disarlama ilkesinden dolayi, ayni1 spin bilesene sahip
fermiyonlarin ayni koordinat noktasinda bulunduklari durumlarda toplam dalga
fonksiyonu sifir olur ve bunun neticesinde ayni spin bilesenine sahip fermiyonlar

delta-fonksiyon potansiyeli ile etkilesmezler. Sonu¢ olarak, burada tanimli delta-
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fonksiyon potansiyelin ¢ekici bir potansiyel oldugunu varsaydigimizda, farkli spin
bilesenli fermiyonlar birbirlerini ¢ekerek bagli duruma geger ve dimer olustururlar ve
boyle bir sistemin taban enerji durumu dimer-dimer sistemine karsilik gelir.

Dimer-dimer sacilim parametreleri elde etmek i¢in Denk. (2.30) ve Denk. (3.1)
ile verilen Hamiltoniyeni farkli L orgli boyutlar1 i¢in tanmimlariz. Buradaki
programlamalarimiz icin MATLAB programint kullaniriz ve Lanczos 6zvektor
yontemi (Lanczos 1950) ile dimer-dimer sisteminin 6zdeger ve Ozvektorlerini
hesaplariz.

Bir sonraki adimda, dimer-dimer sisteminin 6zdegerlerinden bagil
momentumu elde ederiz. Bu islem i¢in gerekli olan dimer etkin kiitlesi bir 6nceki
boliimde fermiyon-dimer sistemi i¢in hasaplandigindan dolayi, bu nicelikler burada da
direkt olarak kullanilacaktir. Bagil momentumun hesaplanmasi i¢in tanimlanan Denk.

(2.26)'in dimer-dimer sistemi i¢in formu su sekilde olur:

2
Ei,=2——2 By—2 ABS cos(p a L o). (3.5)
214q

Burada E5; L orgii boyutunda dimer-dimer enerjisi, ABy = B: — B, dimer
baglanma enerjisinin L boyutlu sonlu orgii hacimdeki diizeltme terimi, a =
my/(my +my), ve uiy = (1/mi+ 1/mj)~! dimer-dimer sisteminin indirgenmis
kiitlesidir. L, Ek,, BL ve u}, niceliklerini orgii hesaplamalarindan elde ederek
Denk. (3.5)'de kullaniriz ve bu denklemi bagil momentum p igin ¢ozeriz. Bu iglemler
sayesinde, Bolim 2.1.3'de tanimlanan Liischer yontemini kullanarak sagilma faz
kaymalarini elde etmek i¢in gerekli olan L orgii boyu ve buna karsilik gelen p bagil
momentumu elde etmis oluruz.

Fermiyon-dimer hesaplamalarinda oldugu gibi, dimer-dimer
hesaplamalarimizi da 8 farkli my/m; = 1.0 — 15.0 kiitle oranlari, 19 farklhi a =
1.3 — 4.2 fm orgii aralig1 ve 3 farkli mertebeden sonlu farklar yontemi kullanarak
gerceklestiririz. Bu hesaplamalarin herbiri i¢in elde ettigimiz p bagil momentumu ve
6(p) sacilma faz kaymasini asagidaki denklemde kullanarak dimer-dimer evrensel

sagilma uzunlugu agq/ass elde ederiz.
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ags p tand(p) = —— 4~ (Taa/ass) (affp)2+"' , (3.6)

aqa/agr 2

Burada ayq4 ve rq4 dimer-dimer sagilma uzunlugu ve efektif menzilidir.
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Sekil 3.7. Efektif menzil agihmi agptand(p)nin (agp)>’nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-{ pargaciinin spin-| parcaciginin kiitlesine
orani 1.0’dur.

Dimer-dimer hesaplamalarimizdan elde ettigimiz sonuglarin bir kismi1 Sekil 3.7, Sekil
3.8 ve Sekil 3.9'da sunulmaktadir. Bu sekillerdeki noktalar, 6rgii hesaplamalarimizdan
elde ettigimiz veri temsil etmektedir. Diger taraftan, bu sekillerdeki veri noktalari ile
baglantili gizgiler ise, aqq/ags ve (rqa/ass) sagilma parameterlerinin elde edilmesi
amaciyla noktalarla temsil edilen verilerin Denk. (3.4)'ye uydurulmasiyla (fitting) elde

edilen sonuclar1 temsil etmektedir. Sagilma parametrelerini elde etmek icin
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Sekil 3.8. Efektif menzil agilim agptand(p)’mn (agp)*’nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-{ parcaciginin spin-} parcaciginin kiitlesine
orani 5.0°dur.
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Sekil 3.9. Efektif menzil agihmi agptand(p)’nin (agp)?’nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 parcacifinin spin-| parcacigin kiitlesine
orani 11.0’dur.

gerceklestirdigimiz bu uydurma (fitting) isleminden dolayi, Sekil 3.7, Sekil 3.8 ve
Sekil 3.9°da sunulan sonuglarimiz, agr p  tand(p) niceligi formatinda (affp)z'nin
bir fonksiyonu olarak gosterilmistir.

Sekil 3.7, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 orgili sonuglarimizi, my/m; = 1.0, my;/m; =
5.0 ve m;/m; = 11.00 olmak iizere Ui¢ farkl: kiitle oranlari, 6rgii araliginin 13 farkl
degeri ve 3 farkli mertebeden sonlu farklar yontemi icin gostermektedir. Bu

sekillerden goriildiigii gibi tiim m4/m,; oranlari i¢in, O(a®) mertebeden sonlu farklar
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yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin (ags p)? = 0 noktasinda 6rgii aralifina
bagl olarak ¢cok daha genis bir aralikta sonuglar verdigi anlagilmaktadir. Bu sonug,
mertebeden sonlu farklar yontemi ile elde edilen sonuglarin 6rgii araligina daha giigli
bir bagmmlilik gostermesi olarak yorumlanabilir. Asagida, yalmzca O(a'®)
mertebeden sonlu farklar yonteminin kullanildigi hesaplamalara ait sonuglar

sunulacaktir.
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Sekil 3.10. Dimer-dimer evrensel sagilma uzunludunun a/ag nin fonksiyonu olarak
gosterimi. Burada verilen sonuglar, agq/ag’ nin a/ag — 0 limitindeki sonuglarim
gostermektedir. Sonuglar farkhi my /m, kiitle oranlar i¢in sunulmustur.

Sekil 3.10, dimer-dimer evrensel sagilma uzunlugu agyq/agsnin bazi kiitle
oranlar1 i¢in elde ettigimiz sonuglarin detaylarini gostermektedir. Sekildeki eksenlerin
birimlerini esitleme adina, aqq/ag niceligi a/ag min bir fonksiyonu olarak
gosterilmistir. Sekil 3.10'da goriildiigii gibi, agqq/arr niceligi orgliarahig a'nin 1.3 —
3.5 fm araligindan farkl degerleri igin gerceklestirilmis ve aqq/asr niceliginin a —
0 limitindeki sonuglar elde edilmistir. Ayrica, Sekil 3.10'daki sonuglar, a # 0 6rgii
araligindan kaynaklanan sistematik hatalar, my/m; oraninin biiyiik oldugu
durumlarda 6nemli 6lgiide oldugunu ve a — 0 limitindeki degerlerin elde edilmesinin
gerekliligini gostermektedir.

Son olarak, bu boliimiin ana sonuclarint Sekil 3.11'de Born-Oppenheimer
33



yaklagimi ile elde edilen sonuglarla karsilastirmali olarak sunmaktayiz. Bu sekil,
dimer-dimer evrensel sa¢ilma uzunlugu aqq/afs'nin a - 0 limitindeki degerlerini
kiitle oram1 my/m; 'nin bir fonksiyonu olarak gdstermektedir. Sekil 3.11'deki
sonuclarin fiziksel yorumu asagida detayl olarak tartisiimaktadir.

my — oo durumlarda, goreceli olarak ¢ok hafif olan spin-! pargaciklar iki
spin-T pargagiklar1 arasinda degis-tokus edilir ve kuvvet tasiyicisi olarak gorev alir.
Bu durum spin-T pargagiklart arasinda mj ' mezilli bir efektif kuvvetin ortaya
¢ikmasina neden olur. Bunun sonucu olarak, dimer-dimer evrensel sagilma uzunlugu

my/m, kiitle oraninin bir fonksiyonu olarak artar.

L L L LT
Born-Oppenheimer ©
- Lattice —a—
24 | .
oY
= 18 | L
S ol
0= 0] =
¥ )
= 12 | o s
=
o}
06 =
o
0L | | | I
0 4 8 12 16

Sekil 3.11. Dimer-dimer evrensel sa¢ilma uzunlugunun kiitle oram m4/m, nn
fonksiyonu olarak gosterimi. Kirmizi kare noktalar 6rgii sonuglarimi ve siyah yuvarlak
noktalar ise Born-Oppenheimer yaklagim ile elde edilen sonuglan géstermektedir.

my — oo limitinde, Born—Oppenheimer yaklagimi, fermiyon-dimer sisteminin
¢oziimii i¢in kullanilabilecek elverisli bir yontem olmaktadir. Born—Oppenheimer
yaklasiminin detaylar1 B6lim A.1'de detayli olarak tartisilmaktadir. Bolim A.1'de
elde edilen ¢oziimlerden goriildiigii gibi dimer ve dimer arasindaki kuvvet itici bir
kuvvettir ve bunun sonucu olarak kiitle oranin artmasiyla dimer-dimer evrensel

sacilma uzunlugunun bilyiikliigii artmaktadir. Orgii sonuglarini kiyaslama adina,
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Denk. (A.13) ile tanimlanan Born—Oppenheimer denklemi ¢oziilerek dimer-dimer
evrensel sagilma uzunlugunu elde edilmistir ve sonuglar Sekil 3.11'de sunulmustur.
Goriildiigii gibi my — oo limitlerinde 6rgii sonuglari ile Born—Oppenheimer sonuglari
tamamen uyum i¢indedir.

Sekil 3.11'de vurgulanmasi gereken diger bir nokta ise, O(a'®) mertebeden
sonlu farklar yontemini kullanmamiz neticesinde, bu ¢alismada elde edilen sonuglarin
O(a®) mertebeden sonlu farklar yontemini kullanan Ref. Elhatisari 2018'da elde
edilen sonuglara kiyasla Born—Oppenheimer sonuglar1 ile daha iyi uyum iginde

olmaktadir.

3.2 Uc Boyutta iki Bilesenli Fermiyonlar
Bir onceki bolimde yapilan c¢alismalarla, kullandigimiz yontem ve
hesaplamalarin giivenilirligini sagladiktan sonra, bu bolimde hesaplamalarimizi

literatlirde daha once gergeklestirilmemis 6rgli hesaplamalarina genisletecegiz.

3.2.1 Uc Boyutta Fermiyon-Fermiyon Sagilimu

Ik olarak, bir spin-T ve bir spin-{ tiiriinde parcaciktan olusan iki-fermiyon
sistemini inceleyelim. Buradaki hesaplamalarimizda, parcaciklarin ii¢-boyutlu delta-
fonksiyon potansiyel ile etkilestigini varsayiyoruz. Dolayisiyla, Denk. (2.30)'de

tanimlanan potansiyel asagidaki formda olur:

75 C

V="%a, Za bjG@ ") b(@ ") 6@~

i Nbi() b, () . (3.7)

Burada C, etkilesimin giiciinii tamimlar ve 71 ii¢ boyutta 6rgii noktalarini temsil eder.
Daha once bir-boyuttaki hesaplamalarda tartigildig: gibi, Pauli disarlama ilkesinden
dolay1 aym spin bilesenine sahip olan pargaciklar delta-fonksiyon potansiyel ile
etkilesmezler. Dolayisiyla, Denk. (3.7)'de yazilan potansiyel, delta-fonksiyon
potansiyel ile etkilesen ve iki-bilesenli fermiyonlardan olusan tiim sistemlerde
gecerlidir ve bu ¢alismada analiz edilen tiim sistemlerde kullanilmaktadir.

Bu noktada, incelemek istedigimiz sistemleri tanimlayan denklemleri (2.30) ve

(3.7) tanimlamis olduk. Bir sonraki adimda bu denklemleri MATLAB programinda
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uygulayarak ve MATLAB''n dahili fonksiyonlarindan eigs () kullanarak,
Hamiltoniyenin 6zdeger ve 6zvektorlerini elde ederiz.

Denk. (3.7)'de tanimlanan etkilesimin giicii C,'yi, dimer baglanma enerjisi By
elde edilecek sekilde belirleriz. Bu ayarlama yapilirken, sonlu 6rgii boyundan
kaynaklanabilecek tiim hatalar1 ortadan kaldirma adina orgliniin boyu L i¢in ¢ok
bliyiik degerler seceriz. Bu islem sonrasinda belirlenen parametreleri kullanarak
hesaplamalarimi1 gergeklestiririz. Farkli L degerleri i¢in orgli Hamiltoniyenini
tanimlar ve iki-fermiyon sisteminin diisiik enerji seviyelerine karsilik gelen 6zdegeri

E'yi hesaplariz. Ayrica, Denk. (2.23)—(2.25)'deki formiilde kullanilmak tizere, p =

\/2;1_E bagintisin1 kullanarak enerji 6zdegerlerinden fermiyonlar arasindaki bagil
momentum elde edebiliriz. Sekil 3.12'de 6rgili hesaplamalarinda elde edilen fermiyon-
fermiyon sagilma uzunlugu sonuglari, agr, analitik ¢oziimlerle, a,, karsilagtirmali
formda sunulmustur. Orgiide fermiyon-fermiyon sag¢ilma uzunlugu, orgi
hesaplamalarinda elde edilen momentum p ve sagilma faz kaymalar1 §(p)'yi Denk.
(2.20) ile tanmimh efektif menzil agiliminda kullanarak elde ederiz. Sagilma
uzunlugunun analitik sonuglart ise, ilic-boyutta da gecerli olan Denk. (2.11)
kullanilarak elde edilmistir. Sekil 3.12'de sunulan hesaplamalar 1.0 ile 15.0
araligindan degisen my/m; oranlart ve farkli orgii araligi degerleri kullanilarak
gerceklestirilmistir. Bir boyuttaki analizlerimize benzer olarak, kullanilan sonlu
farklar yontemi mertebesinden kaynaklanabilecek olasi sistematik hatalar1 inceleme
adma 0(a®), 0(a'®) ve 0(a'®) olmak iizere ii¢ farkli mertebeden tanimlanan

kinetik terimler ile hesaplamalar gergeklestirilmistir. Sekil 3.12'de gortildiigi gibi,
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Sekil 3.12. U¢-boyutta drgii hesaplamalarindan elde edilen fermiyon-fermiyon sagilma
uzunlugunun analitik ¢éziimlere orani.

my/m; oraninin ¢ok biiyiikk oldugu durumlarda 6rgii sonuglari ile analitik
sonuclar arasinda ¢ok kiiclik sapmalar olmasina ragmen, genel anlamda tutarlilik
gozlenmektedir. Ayrica, O(a®) mertebeden sonlu farklar yonteminin kullanilmas:
durumunda, yiiksek mertebe ile yapilan hesaplamalara kiyasla gozle goriiliir sapmalar
Sekil 3.12'de gozlenebilmektedir. Benzer bigimdeki karsilastirma analizlerimizi ikiden

fazla fermiyonlarin oldugu sistemler i¢in de gergeklestirecegiz.

322 U Boyutta Fermion-Dimer Sa¢ilimi

Son boliimiimiizde, iki spin-T ve bir spin-{ tiiriinde pargaciktan olusan tig-
fermiyon sistemini iig-boyutlu uzayda inceleyecegiz. Buradaki hesaplamalarimizda,
bir 6nceki boliimde oldugu gibi, pargaciklarin delta-fonksiyon potansiyel gibi bir
potansiyel ile etkilestiklerini varsayiyoruz. Dolayisiyla, Denk. (3.7)'de tanimlanan
potansiyel buradaki hesaplamalarimizda da gecerli olmaktadir. Diislik enerji
limitlerinde, iki bilesenli fermiyonlardan olusan sistemlerde iki-parcacik
etkilesmelerinin Gtesindeki 1iig-, dort-parcacik vb. etkilesmelerin hicbiri  katki
saglamazlar (Elhatisari, Katterjohn, et al. 2017), bu nedenle burada inceleyecegimiz
fermiyon-dimer sistemini tanimlayan potansiyel yalnizca Denk. (3.7) ile tanimli olur.

Bir sonraki adimda, fermiyon-dimer sisteminin Hamiltoniyenini MATLAB
programinda yapilandiririz ve Lanczos 6zvektor yontemini (Lanczos 1950) kullanarak
farkli L oOrgii boyutlari icin sistemin oOzdegelerini hesaplariz. Bu hesaplamalar

sonucunda arzu edilen fermiyon-dimer sagilma faz kaymalarini elde etmek i¢in gerekli
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ve yeterli verileri elde etmis oluruz. Boliim 2.1.3' detayl1 olarak tartisildig: gibi orgii
hesaplamalarinda L orgii boyutu ve buna karsilik gelen bagil momentumu Liischer
yonteminde kullanilarak sagilma faz kaymalarini elde ederiz. B6liim 3.2'de, fermiyon-
fermiyon sistem enerjisini p = \/Zu_E bagintisinda kullanarak bagil momentumlar
elde etmistik. Fakat, Boliim 3.1.2'de datyl olarak tartisildigi gibi, dimer gibi bir
kompozit yapinin var oldugu durumunda bagil momentumun hesaplanmasi biraz daha
karmagik hal almaktadir. Dolayisiyla, buradaki hesaplamalarimizda elde ettigimiz
dimer dispersiyon bagintisini Denk. (3.2)'ye uydurarak (fitting) dimer'in etkin kiitlesini
elde ederiz.

Bu noktada, fermiyon-dimer sa¢ilma faz kaymalarin1 hesaplayabilmek i¢in
ihtiyactmiz olan tim parametre ve bagmtilar1 elde etmis bulunmaktayiz. Orgii
hesaplamalarindan elde edilen verilen Denk. (3.3)'de kullanilarak bagil momentum,
p, elde edilir ve Boliim 2.1.3'de tanimlanan Liischer yontemini kullanilarak sagilma
faz kaymalar elde edilir.

Fermiyon-dimer hesaplamalarimizi 9 farklih my/m; = 0.2 — 9.0 Kkiitle
oranlar1 icin gerceklestiririz. Ayrica orgli sistemlerinin kesikli aralikli yapisindan
kaynaklanabilecek  herhangi sistematik hatayr ortadan kaldirma adina,
hesaplamalarimizi 19 farkli a = 1.3 — 4.2 fm 06rgii aralig1 igin gergeklestirerek a —
0 limitindeki degeri elde ederiz. Son olarak, orgii kinetik terimindeki Laplace
operatorii tanimlamak i¢in kullanilan sonlu farklar ydntemi mertebesinden
kaynaklanabilecek olas1 sistematik hatalar1 kontrol etmek i¢in, hesaplamalarimizi 3
farkli mertebeden sonlu farklar yontemi kullanarak gerceklestiririz.

Fermiyon-dimer sistemi i¢in Denk. (2.20)'de tanimli sagilma parametrelerini
elde etme adina, 6rgli hesaplamalarindan elde ettigimiz sagilma faz kaymalarini ve
karsilik gelen bagil momentumu asagidaki denklemde kullanarak fermiyon-dimer

evrensel sagilma uzunlugu agy/asr elde ederiz.

-1
+ -
agg/agr 2

agg p  cotdy(p) = (Tta/acr) (affp)2+“‘ . (3.8)

Burada ag; ve r1r; fermiyon-dimer sagilma uzunlugu ve efektif menzilidir.
Fermiyon-dimer hesaplamalarimizdan elde ettigimiz sonuglarin bir kismi Sekil 18,

Sekil 19 ve Sekil 20'te sunulmaktadir. Bu sekillerdeki noktalar, oOrgii
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hesaplamalarimizdan elde ettigimiz veri temsil etmektedir. Diger taraftan, bu
sekillerdeki veri noktalari ile baglantili ¢izgiler ise, agg/ags ve (Tiq/ags) sagilma
parameterlerinin elde edilmesi amaciyla noktalarla temsil edilen verilerin Denk.
(3.8)'ye uydurulmasiyla (fitting) elde edilen sonuglar1 temsil etmektedir. Sagilma
parametrelerini elde etmek icin gerceklestirdigimiz bu uydurma (fitting) isleminden
dolay, Sekil 3.13, Sekil 3.14 ve Sekil 3.15'te sunulan sonuglarimiz, agr p  cotd(p)
niceligi formatinda (affp)z'nin bir fonksiyonu olarak gosterilmistir.

Sekil 3.13, Sekil 3.14 ve Sekil 3.15 orgli sonug¢larirmizi, m;/m; = 0.6,
my/my; = 1.0 ve my/m; = 7.0 olmak iizere ii¢ farkli kiitle oranlari, 6rgii araliginin

19 farkli degeri ve 3 farkli mertebeden sonlu farklar yontemi i¢in gostermektedir.
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Sekil 3.13. Efektif menzil agilimi agptand(p)’min (ag p)*’'nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 pargaciginin spin-| pargaciginin kiitlesine

orani 0.6’dur.
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Sekil 3.14. Efektif menzil agilimi agptand(p)’min (agp)*’'nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 parcaciginin spin-| parcacigimn kiitlesine

orami 1.0’dur.

Bu sekillerden goriildiigii gibi kullanilan sonlu farklar yontemleri, hem verilerin

(affp)2 = 0 noktasindaki ile degerini, yani ag; 'ni, hem de verilerin olusturdugu

egrinin egimini, yani 7¢;'ni, etkilemektedir. Bu nedenle, asagida, yalmzca O(al®)

mertebeden sonlu farklar yonteminin kullanildigi hesaplamalara ait sonuglar

sunulacaktir.

Sekil 3.16, fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugu agg/ags'nin bazi kiitle

oranlari i¢in elde ettigimiz sonuclarin detaylarmi gostermektedir. Sekildeki eksenlerin

birimlerini esitleme adina, agq/agr niceligi a/ag 'min bir fonksiyonu olarak

gosterilmistir. Sekil 3.16'da gortldigi gibi, agg/ags niceligi orgl araligt a'nin 1.3 —
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4.2 fm arahigindan farkli degerleri i¢in gerceklestirilmis ve agg/ags niceliginin a —
0 limitindeki sonuglar1 elde edilmistir. Ayrica, Sekil 21'deki sonuglar, a # 0 orgii

araligindan kaynaklanan sistematik hatalar, my/m; oraninin kiigiik oldugu
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Sekil 3.15. Efektif menzil agihmi agptand(p)’mn (ag p)*> nin fonksiyonu olarak
grafigi. Buradaki hesaplamalarda spin-1 pargaciginin spin-] parcaciginin kiitlesine
orani 7.0°dur.
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Sekil 3.16. Fermiyon-dimer evrensel sacilma uzunlugunun a/ag nin fonksiyonu
olarak gosterimi. Burada verilen sonuglar, agq /ag’nin a/ag — 0 limitindeki sonuglarini
gostermektedir. Sonuglar farkli m4 /m, kiitle oranlan igin sunulmustur.

durumlarda ihmal edilebilir olmasma ragmen, m;/m; oraminin biiylik oldugu
durumlarda sonugclari etkileyebilecek dl¢lidedir ve a — 0 limitindeki degerlerin elde
edilmesinin gerekliligini gostermektedir.

Son olarak, bu boliimiin ana sonuclarin1 Sekil 3.17'de Born-Oppenheimer
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yaklagimi ve siirekli uzayda gergeklestirilen hesaplamalar (D. S. Petrov 2003) ile elde
edilen sonuglarla karsilastirmali olarak sunmaktayiz. Bu sekil, fermiyon-dimer

evrensel sagilma uzunlugu agy/agsmin a — 0 limitindeki degerlerini kiitle orani

L PR SRR WA BT
28 [ D.S.Petrov2003 —— ]
i Born-Oppenheimer . . 1
Lattice \

agq ! age

08 - 1

0 2 4 6 8 10
mT/ml

Sekil 3.17. Fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugunun kiitle oran1 m4/m| 'nmn
fonksiyonu olarak gosterimi. Kirmizi kare noktalar 6rgii sonuglarini, siyah diiz ¢izgi
D. S. Petrov 2003 tarafindan elde edilen sonuglar ve kesikli-noktaki siyah ¢izgi Born-
Oppenheimer yaklagimi ile elde edilen sonuglar1 gostermektedir.

my/m,'nin bir fonksiyonu olarak gostermektedir. Sekil 3.17'deki sonuglarin fiziksel
yorumu asagida detayl olarak tartisilmaktadir.

m; — oo durumlarda, spin-l pargacigi neredeyse hareketsiz bir parcacik
olarak degerlendirilebilir ve bu 6zelliginden dolayi, ppin-! parcaciginin koordinat
merkezinde sabit bir pargacik oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda, inceledigimiz
fermiyon-dimer sistemi, koordinat merkezindeki sabit bir ¢ekici delta-fonksiyon
potansiyeli etkisinde hizli hareket eden iki hafif spin-T pargacigindan olusan bir
sisteme indirgenir. Boyle bir sistemde, spin-T pargaciklarindan biri merkezdeki ¢ekigi
potansiyel tarafindan ¢ekilerek kompozit bir dimer olusturur ve bu spin-T pargacik
bagli-durum dalga fonksiyonu ile temsil edilir. Kuantum mekaniginin temel
prensiplerinden biri dalga fonksiyonlar1 arasindaki ortogonallikten, bu bagli durum
dalga fonksiyonun diger tiim sagilma durum dalga fonksiyonlarina dik oldugunu

biliyoruz. Bunun sonucu olarak, ikinci spin-T parcacigi, koordinat merkezindeki
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¢ekici delta-fonksiyon potansiyeline bagli halde bulunan diger spin-T parcaciginin
varligindan tamamen bagimsiz bir bi¢imde koordinat merkezindeki delta-fonksiyon
potansiyelinden sagilir. Sonug olarak, m; — oo limitinde, fermiyon-dimer sacilma
problemi, fermiyon-fermiyon sacgilma problemine indirgenir ve fermiyon-dimer
sacilma uzunlugu ise fermiyon-fermiyon sagilma uzunlugu esit olur. Bu durum Sekil
3.17'de net olarak gozlenmektedir ve m; — oo limitinde agy/agr — 1 olmaktadir.
my = oo durumlarda, bu ¢ok agir spin-T fermiyonlar, ¢ok hafif olan spin-1
parcaciginin degis-tokusu sonucunda olusan bir alanda ¢ok yavas hareket ederler. Bu

durum spin-T pargagiklar arasinda m;j*

meziline sahip bir efektif kuvvetin ortaya
c¢ikmasina neden olur. Bunun sonucu olarak, fermiyon-dimer evrensel sacilma
uzunlugu my/m, kiitle oraninin bir fonksiyonu olarak artar.

Orgii sonuglarmi kiyaslama adma, Denk. (A.6) ile tanimlanan Born—
Oppenheimer denklemi ii¢ boyutlu uzay durumuna genisletilerek ¢ozlilmiistiir.
Fermiyon-dimer sisteminin evrensel sacilma uzunlugunu Born—Oppenheimer
yaklagimi kullanilarak elde edilmistir ve sonuglar Sekil 3.17'de sunulmustur. Ayrica,
ilgili problemin literatiirde mevcut olan ve siirekli uzay limitinde gergeklestirilen bir
diger hesaplama sonuglart da Sekil 3.17'de sunulmustur. Gorilldigi gibi orgi
sonuglar1 (D. S. Petrov 2003) sonuglari ile tamamen uyumlu olmaktadir. Ayrica, bu

hesaplamalarin m; — oo limitlerinde ile Born—Oppenheimer sonuglari tamamen

uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.

4 SONUCLAR ve TARTISMA

Diisiik enerji limitinde veya parcaciklar arasit mesafenin ¢ok biiylik oldugu
durumlarda, iki bilesenli fermiyonlardan olusan sistemler evrensel oOzelliklere
sahiptirler. Evrensellik 6zelligi sayesinde, s6z konusu sistemlere ait tim 6zellikler,
fermiyon-fermiyon sagilma uzunlugu agr cinsinden tanimlanir ve sistem ags ile
Olceklendirilir. Bu tez calismasinda orgii efektif alan teorisini kullanarak, iki bilesenli
fermiyonlardan olusan sistemlerde s6zii edilen evrensellik 6zelligi incelenmistir. Bu
caligmada, delta-fonksiyon potensiyel ile etkilesen ve farkli kiitlelere sahip iki
bilesenli fermiyonlar ele alinmigtir. Fermiyon-fermiyon sagilma uzunlugu ags 'nin
biiylik degerler aldig1 durumlar g6z oniinde bulundurularak evrensellik limitlerinde

analizler gerceklestirilmistir. Bir-boyutta fermiyon-dimer sagilma uzunlugu, bir-
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boyutta dimer-dimer sacilma uzunlugu ve ii¢-boyutta fermiyon-dimer sagilma
uzunlugu s6z konusu limitler hesaplanmigtir. Fermiyon-fermiyon sagilma
uzunlugunun cesitli degerlerini kullanarak hesaplamalar tekrarlanmis ve ardindan
kesikli Orgii yapisindan ortaya ¢ikabilecek hatalar1 ortadan kaldirma adma orgi
sonuglarinin siireklilik sinir1 ekstrapolasyonlar1 gergeklestirilmistir.

Farkli kiitlelere sahip iki bilesenli fermiyonlarda kiitle oram1 buradaki
evrensellik taniminda yeni bir parametre olarak degerlendirilir ve sistemin bazi
Ozelliklerinde bu kiitle oranlarina bagl olarak degisiklikler gézlemlenir. Bu durumlari
inceleme adina, ¢esitli kiitle oranlar1 i¢in bir-boyutta fermiyon-dimer evrensel sagilma
uzunlugu, bir-boyutta dimer-dimer evrensel sagilma uzunlugu ve {ig-boyutta
fermiyon-dimer evrensel sagilma uzunlugu hesaplanmistir. Bu calismada hesaplanan
tiim evrensel sacilma uzunluklarinin, iki bilesenli fermiyonlarin kiitle oranina bagl
olarak logaritmik bir sekilde arttigin1i bulunmustur. Kompozit sistemlerin sagilma
Ozelliklerinin bilinmesi, ¢ok cisim dinamiginin anlasilmasinda biliylik o6nem
tagimaktadir. Bu amacla fermiyon-dimer ve dimer-dimer sistemlerinin sacilma
Ozelliklerini ve evrensel fermiyon-dimer ve evrensel dimer-dimer sagilma
uzunluklarinin kiitle oranina bagimliligini analiz edilmistir.

Bu tez calismasinda, Oncelikle daha once gergeklestirilmis ve literatiirde
mevcut olan bir-boyutta orgii hesaplamalar1 gerceklestirilmistir. Bir sonraki adimda
ise li¢-boyutta fermiyon-dimer hesaplamalar1 gerceklestirilmistir. Bu calismada
gerceklestirilen iic-boyutlu hesaplamalar, 6rgii etkin alan teorisinin kullanilarak

gergeklestirilmis ilk calisma 6zelligini tasimaktadir.
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A.1 Born-Oppenheimer Yaklasim

Bu ¢alismada, 6rgii hesaplamalarindan elde edilen sonuglarin dogrulugunu
kiyaslamak i¢in kullanilabilecek en uygun teorik yontem Born—Oppenheimer
yaklasimidir. Bu amag¢ dogrultusunda, Ref. Griffiths 2017 ve Elhatisari 2018'de
sunulan yontem ve coziimleri takip ederek iki-bilesenli ve farkli kiitlelere sahip

fermiyonlar i¢in Born—Oppenheimer yaklagimini ¢oziimlerini elde edecegiz.

A.1.1 Fermiyon-dimer
Oncelikle, iki adet spin-T ve bir adet spin-! par¢aciklarindan olusan iig-
pargacikli bir sistemi inceleyecegiz. Bu parcaciklarin bir delta-fonksiyon potansiyel
ile etkilestigini varsayalim. Bu durumda sistemin Hamiltoniyeni:
1 2 1 2 1

Hig = —5— 03, —5— 0%, —5— O, +co[6(s —x1) + 803 —x3)] . (A

mq 2my 2mg

Burada 92 = 9d%/0x? olarak tanimlidir; parcaciklarm kiitleleri m;, m, ve ms;
spin-T, spin-T ve spin-1 parcaciklarinin sirasiyla koordinatlart x;, x, ve x3.

Denk.(A.1)"1 bagil koordinatlarda yeniden diizenleyerek su sekilde yazabiliriz:

1 2 1

Hyy = —— L
fa 2u, 23

633 +co[6(y —x/2) +6(y +x/2))] .(A.2)
Buradaki nicelikler su sekilde tanimlidir,

m1 == m2 = mT ,

m3 = mi )

Ha = mT/Z ’

pz = 2mymy/(Zmy +m,)

X =X — X1 ,

mix1+moXxy

y = Tt o (A.3)

mi+my
Bu noktada spin-T pargacigi icin m; — oo limitini alirsak, Schrodinger denklemi su

sekilde yazilir:

—iaf(p(y; X)+ o6y —x/2) +6(y + x/2)]p(v; x) =u(x)P(y;x) . (A4
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Burada ¢(y; x) ifadesi sabit bir x i¢in Denk. (A.4)nin Ozvektoriinii temsil eder.
Benzer sekilde, u(x) ise, sabit bir x i¢in Denk. (A.4)'nin 6zdegerini temsil eder.
Denk. (A.4)de, y'in +x/2 degerlerini aldig1 noktalarda dalga fonksiyonunun
kendisinin siirekli oldugu ve birinci tiirevinin siireksiz oldugu sinir kosullar

kullanilarak, sistemin 6zdegerlerini x'in bir fonksiyonu olarak su sekilde elde ederiz:

w () = = [+ 2w () e P (A3

Burada f = couz ile tamimlidir, W (r) ise Lambert W fonksiyonu olarak bilinen
taniml1 bir fonksiyondur ve £ = 0 (£ = 1) degeri ise sistemin simetrik (asimetrik)
¢Ozlimlerini verir.

Simdi, Denk. (A.4)'nin ¢oziimii olan u,(x) 6zdegerini Denk. (A.2)'de yerine
yazarak, problemin ¢dziimiinii asagidaki Schrodinger denkleminin ¢éziime indirgemis

oluruz:

1

—o 02O + U (IP() = FY() (A.6)

Denk. (A.2)nin ¢6zlimii ve fermiyon-dimer sisteminin toplam dalga fonksiyonu
Y(x,y) =Yx)P(y; x), x1 < x, degisimi altinda Pauli disarlama ilkesinden dolay1
asimetrik 6zellige sahiptir. Dolayisiyla, Denk. (A.1)'nin Born—Oppenheimer yaklagimi
ile elde edilen ¢oziimii, Denk. (A.6) ile tanimli Schrodinger denkleminin ¢ = 1

durumundaki ¢6ziimii olarak bulunur ve s6z konusu yontem cesitli sayisal yontemlerle

kolaylikla elde edilebilir.

A.1.2 Dimer-dimer

Simdi ise iki adet spin-T ve iki adet spin-! fermiyonlardan olusan bir sistemi
inceleyecegiz. Pauli ilkesinden dolayr ayni tiirden parcaciklar birbirleri ile
etkilesmezler. Bu sistemde, farkli tiirden pargagiklarin bir delta-fonksiyon potansiyel

ile etkilestigini varsayalim. Sistemin Hamiltoniyeni su sekilde yazilir:
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1
2m1

2 1 2 1 2 1 2
axl—— 0x2—— axg—— ax4

Hyqg = —
dd Zmz 2m3 2m3

+co[6(x3 —x1) +6(x3 —x) + (x4 —x1) +6(x4 —x3)] - (A7)

Burada m;, m,, ms ve m, parcagiklarin kiitleleri temsil etmekte; spin-T, spin-T,
spin-{, ve spin-l pargaciklarin koordinatlari ise sirasiyla x;, x5, x3 ve x, ile temsil

edilmektedir. Denk. (A.7), bagil koordinatlar cinsinden asagidaki formda yeniden

yazilabilir:
—_ 1 52_ 1 o2 1 42
Hdd T 2w, ax 2u3 ay 2/ az
teo[6(y —x/2) +6(y + x/2))
my y my y
+6(Z e X/Z +m) - 5(2 +X/2 +m)] . (AS)
Burada

mp=m;=m ,

m; =my=m, ,

po =M /2,

pz = 2mym/(Zmy +my)

Uy = (2my + my)my/(2my + 2my)

X=X —X1 ,
_ mix1+myoXxy
y= — X3,
mi+m,
mix1+myx,+msxs
Z = - x4_ . (A9)
mi+my+msg

Denk. (A.8)'de my — oo limitini aldigimizda, Schrodinger denklemi asagidaki formu

alir:
1
[~5 G+ b0 -3/ 4o 50432 @] 607
g 9 4co SE—x/2)+co 8z +x/2)—w(®)|d(zX) =0 . (AL0)

Burada ¢(y,z; x) ifadesi sabit bir x i¢in Denk. (A.10)nin 6zvektoriini
temsil eder. Benzer sekilde, u;(x) + uyu(x) ise, sabit bir x i¢in Denk. (A.10)'nin

0zdegerini temsil eder. Denk. (5.10)'de, y = +x/2 ve z = +x/2 noktalarinda dalga
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fonksiyonunun kendisinin siirekli oldugu ve birinci tiirevinin siireksiz oldugu siir
kosullar1 kullanilarak, sistemin 6zdegerlerini x'in bir fonksiyonu olarak su sekilde

elde ederiz:

U o (1) = 2 [By + LW (D)1 By e* )] (A1)

2uz

Uge() = 2 [B + 2W(D 1 By e B (A12)

2/
Burada 3 = colz, Pa = Coig, W(r) ise Lambert W olarak bilinen tanimli bir
fonksiyondur, ve £ =0 (£ =1) degeri sistemin simetrik (asimetrik) ¢oziimiinii
Verir.

Bu asamada, elde ettigimiz uz ,(x) ve uy,(x) ¢oziimlerini Denk. (A.8)'de

yerine yazarak bizi ¢dzlime ulastiracak Schrodinger denklemini elde etmis oluruz:
1
— o O + Uz (0P + U (Y(E) = F() . (A1)
Dimer-dimer sisteminde, Denk. (A.8)'nin ¢6ziimii olan W(x,y,z) = Y (x)p(y, z; x)
toplam dalga fonksiyonu x; < x, degisimi altinda asimetrik Ozellige sahiptir.
Dolayisiyla, Denk. (A.7)nin Born—Oppenheimer ¢o6ziimii Denk. (A.13)nin

[us,1(x) +ugo(x)]/2 + [uz o(x) + us1(x)]/2 potansiyeli igin ¢oziimii ile elde

edilir.

B EK BOLUM

53



B.1 Bir Boyutta Fermiyon-Fermiyon Hesaplamalar: I cin MATLAB
Kodlar

clear all
format long
numeigs = 5;

iKine = 3;
hbarc = 197.3; % (MeV * fm)"-1
mass = 938.92; % MeV

c0=-0.1;
a=1/200; % MeV~"-1

nA =2; % particle number

mass_A = [mass mass]*a; % particle mass

mu = 1/(1/mass_A(1) + 1/mass_A(2)); % reduced mass
ndim = 1; % spatial dimension

nL =0;
for L = 30:60; % l.u. (lattice units)
nL=nL +1;

% Kinetic Term
r = [0:LA(ndim*nA-ndim)-1];

for nn = 0:nA-1

for ndir = 1:ndim

nr{nn+1,ndir} = mod(floor(r/L*(ndim*nn+ndir-1)),L);
end

end

wN(1:iKine) = 0.0;

wNO = 0.0;

for k = (min(1, iKine)):iKine

wN&K) =(-DMk+ 1)

*2.0

*factorial(iKine)2 ...

/(k"2 * factorial(iKine + k) * factorial(iKine - k));
wNO = wNO + wN(k);

end

for nn = 0:nA-1

Hkin{nn+1} = sparse(L"(ndim*nA-ndim),L*(ndim*nA-ndim));

for ndir = 1:ndim

Hkin{nn+1} = Hkin{nn+1} + sparse(r+1,r+1,wNO0*2.0/(2.0*mass_A(nn+1)));
end

end
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for nn = 0:(nA-2)
for ndir = 1:ndim
for nK = 1:iKine
r_p =1 - nr{nn+1,ndir } *LA(ndim*nn+ndir-1) ...
+ mod(nr{nn+1,ndir} + nK,L)*LA(ndim*nn+ndir-1);
r_m =r - nr{nn+1,ndir } *LA(ndim*nn+ndir-1) ...
+ mod(nr{nn+1,ndir} - nK,L)*L*A(ndim*nn+ndir-1);
Hkin{nn+1} = Hkin{nn+1} ...
+ sparse(r+1,r_p+1,-wN(nK)/(2.0*mass_A(nn+1))) ...
+ sparse(r+1,r_m+1,-wN(nK)/(2.0*mass_A(nn+1)));
end
end
end

nn = nA-1;
for ndir = 1:ndim
for nK = 1:iKine
rp=r;
rm=r;
for ni = 0:(nA-2)
r_p =r_p - nr{ni+1,ndir } *LA(ndim*ni+ndir-1) ...

+ mod(nr{ni+1,ndir} - nK,L)*LA(ndim*ni+ndir-1);
r_m =r_m - nr{ni+1,ndir } *LA(ndim*ni+ndir-1) ...
end
+ mod(nr{ni+1,ndir} + nK,L)*L"(ndim*ni+ndir-1);
Hkin{nn+1} = Hkin{nn+1} ...
+ sparse(r+1,r_p+1,-wN(nK)/(2.0*mass_A(nn+1))) ...
+ sparse(r+1,r_m+1,-wN(nK)/(2.0*mass_A(nn+1)));
end

end

% Potential
fori=1:nA

for j =1+1:nA

Vdelta = ones(1,LA(ndim*(nA-1)));

for ndir = 1:ndim

Vdelta = Vdelta.*(nr{i,ndir} == nr{j,ndir});
end

Vint{i,j} = cO*spdiags(Vdelta’, 0, ...

end end
LA(ndim*nA-ndim),LA(ndim*nA-ndim));

% Hamiltonian
HH = sparse(LA(ndim*(nA-1)),LA(ndim*(nA-1)));
fori=1:nA

HH = HH + Hkin{i};
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for j =i+1:nA

HH =HH

+ Vint{i,j};

end

end

% Eigenvalues

opts.isreal = 0;

opts.issym = 1;

opts.maxiter = 3000;

[~,dd] = eigs(HH,numeigs,’sr’ ,opts);
energ = real(diag(dd));

[~,ord] = sort(energ);

Energies = energ(ord)/a;

%
En = Energies(Energies>0)
p(nL) = sqrt(2*mu/a*En(1));
delta(nL) =-p(nL)*(L*a)/2;

end

B = abs(Energies(1));
aff = 1/sqrt(2*mu/a*B)*hbarc
Continuum states and momenta

f=fit((p’/hbarc).”2,(p’/hbarc).*tan(delta’), poly1’)
plot(f,(p/hbarc).”2,(p/hbarc). *tan(delta),’ro”)

coefficientValues = coeffvalues(f);
aff _latt = 1/coefficientValues(2)
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