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Bu tezde, iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde genelleştirilmiş lineer pseudo-

benzerlik grupları, genelleştirilmiş pseudo-benzerlik hareket grupları ve pseudo-benzerlik 

hareket grupları anlatıldı. Bu grupların elemanlarının hiperbolik sayılarla ilişkileri verildi. 

Bu gruplar için iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde 𝑚-tane noktanın invaryantları 

bulundu. İki tane 𝑚-noktadan oluşan sistemin bu gruplar altında denklik(veya pseudo-

benzerlik) şartları, bu noktaların invaryantları cinsinden verildi. Buna ek olarak, verilen iki 

tane 𝑚-noktadan oluşan sistemin denklik şartları sağlandığında, bir nokta sistemini diğerine 

dönüştüren pseudo-benzerlik dönüşümlerinin görüntüsü bu iki sistemdeki noktaların ortak 

invaryantları cinsinden elde edildi. 
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      1. GENEL BİLGİLER 
 

      1.1. GİRİŞ 

 

      1872 yılında Felix Klein’in Erlangen Programında “geometri” yi, “𝐴 bir küme, 𝐺’de 𝐴 

kümesini kendisine dönüştüren dönüşümlerden meydana gelen bir grup olmak üzere, 𝐴 

kümesinin 𝐺’nin elemanları olan dönüşümler altında değişmez(invaryant) kalan 

özelliklerinin incelenmesi olarak tanımlamıştır. Bu tanım, geometriyi cebirsel bir kavram 

olan dönüşümler grubuyla birleştirmek zorunda kalmıştır [10]. 
      F.Klein, dönüşümleri kullanarak geometrik özellikleri incelemiştir. Bu yaklaşımda bir 𝐴 

kümesinden bir 𝐵 kümesine yapılan bir dönüşümde, 𝐴 kümesindeki elemanların bazı 

geometrik özellikleri ile 𝐵 kümesindeki görüntülerinin özellikleri aynı ise bu dönüşüm bu 

iki küme arasındaki bazı özellikleri korumaktadır. Bu korunan özelliklere invaryant 

özellikler; bu özellikleri koruyan dönüşümlere invaryant dönüşümler denilmektedir [5]. 
      Bu bakış açısıyla, Öklid geometrisindeki özellikler; dönmeler, yansımalar ve 

ötelemelerin Öklid grubu altında invaryanttır. Benzer şekilde, projektif geometrideki 

özellikler, projektif dönüşümlerin grubu altında invaryanttır [22]. 
      Geometrinin bu tanımı ve invaryant teori ile birleştirilmesi çok önemlidir. Bu yaklaşımla 

örneğin, 𝑛-boyutlu Öklid geometrisinde iki tane noktanın invaryantını incelemek, Öklid 

grubu altında bu iki noktanın invaryantını bulmakla eşdeğerdir ve Öklid geometrisinde bu 

iki noktanın invaryantı, bu noktalar arasındaki uzaklıktır. 

      Öklid geometrisinde, açıların ve uzaklıkların oranlarını koruyan dönüşümlere benzerlik 

dönüşümleri denir. Bu dönüşüm, şekilleri benzer şekillere dönüştürmektedir. Bir benzerlik 

dönüşümü, bir dönme, bir yansıma, bir öteleme ve belirli oranda ölçekleme (büyütme veya 

küçültme)den ibarettir[4, 23]. Benzerlik dönüşümleri altında değişmeyen geometrik 

özelliklere benzerlik geometrisi adı verilmekte ve benzerlik geometrisindeki invaryant 

özellikler  benzerlik grupları altında incelenmektedir [7, 8].  
      İnvaryant teorideki temel problemlerden biri noktalardan oluşan bir sistemin 

invaryantlarının bulunmasıdır. Bu problemin; bilgisayar grafikleri, nesne tanıma 
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problemleri, robot hareketleri gibi alanlarda uygulamaları vardır. Bu uygulamaların amacı,  

nesnelerin otomatik belirlenmesidir. Bu belirlemeyi yapmak için verilen iki tane m noktadan 

oluşan sistemler arasındaki invaryant ilişkilerin ve bir nokta kümesini diğerine dönüştüren 

dönüşümün bulunması önemlidir. Bu problem matematik literatüründe, denklik problemi 

olarak bilinmektedir. Öklid uzayındaki benzerlik geometrisi için bu problemin çözümü [7, 8]’de verilmiştir. 

      Benzer düşünceyle, 𝑛-boyutlu Minkowski uzayında pseudo-benzerlik dönüşümleri 

tanımlanmış ve bu dönüşümlere karşılık gelen pseudo-benzerlik grupları altında eğriler, 

manifoldların bazı özellikleri incelenmiştir [9, 23]. 
     İki boyutlu indeksi 1 olan pseudo-Öklid uzayında iki tane lineer pseudo-benzerlik  grubu 

için 𝑚-tane noktanın benzerlik problemleri, bu noktaların invaryantları yardımıyla çözülmüş 

ve Bezier eğrilerinin denklik problemlerine uygulamaları verilmiştir [27]. 
     İki boyutlu Minkowski uzayındaki benzerlik geometrisinde  tüm pseudo-benzerlik 

grupları tanımlanmış ve parametrik eğrilerin pseudo-benzerlik problemleri çözülmüştür [20]. 
      Bu tez çalışmasında [13]’de verilen 𝑇-şekil kavramı açısından Lorentz benzerlik 

geometrisinde 𝑚-tane noktanın invaryantları yardımıyla, verilen iki 𝑚-tane noktadan oluşan 

sistemin benzerlik problemlerinin çözümleri verilecektir. 

     Bu tezde, iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde, genelleştirilmiş lineer pseudo-

benzerlik dönüşümleri altındaki genelleştirilmiş lineer pseudo-benzerlik grupları ile bu 

dönüşümlere ötelemelerin eklenmesiye oluşan genelleştirilmiş pseudo-benzerlik grupları 

için 𝑚-tane noktanın invaryantları elde edilmiştir. Bu invaryantlar yardımıyla benzerlik 

problemleri çözülmüştür. Dahası, [27]’de önerilen problemlerden birincisinin tam çözümü 

verilmiştir. Ayrıca çözümü verilmeyen lineer pseudo-benzerlik dönüşümlerine öteleme 

dönüşümlerinin eklenmesiyle elde edilen pseudo-benzerlik grupları için de benzerlik 

problemleri çözülmüştür. 

     Bu problemlerin çözümünde, pseudo-benzerlik gruplarındaki dönüşümler hiperbolik 

sayılar cebiri ile ilişkilendirilmiş ve hiperbolik sayılar cebirindeki özellikler kullanılarak 

problemlerin çözümü verilmiştir. 
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      1.2. Hiperbolik Sayılar Cebiri 

 

      Bu bölümde hiperbolik sayılarla ilgili kavramlara yer verilecektir. Bu kavramlar ve 

detaylı bilgiler için [3, 6, 11, 21] çalışmaları incelenebilir. 

      Tanım 1.2.1.  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ ℝ2 olmak üzere  𝑎 ⊕ 𝑏 = (𝑎1, 𝑎2) + (𝑏1, 𝑏2) = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2) şeklinde tanımlanan işleme ℝ2’de 

toplama işlemi denir. 

      Tanım 1.2.2.  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ ℝ2 olmak üzere  𝑎 ⊙ 𝑏 = (𝑎1, 𝑎2) ⊙ (𝑏1, 𝑏2) = (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2, 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1) şeklinde tanımlanan işleme ℝ2’de çarpma işlemi denir. 

      Tanım 1.2.3. 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ ℝ2 olmak üzere ℝ2 de ⊕:  ℝ2 × ℝ2 ⟶ℝ2 ve ⊙:  ℝ2 × ℝ2 ⟶ℝ2  işlemleri verilsin.  

Bu takdirde (ℝ2, ⊕, ⊙) kümesine Hiperbolik sayılar kümesi denir ve ℍ ile gösterilir. 

      Teorem 1.2.1. ℍ kümesi birimli, değişmeli, birleşmeli bir cebirdir. 

 

 ℍ cebirine; hiperbolik sayıların cebiri denir.  

      Tanım 1.2.4. (0,1) ∈ ℍ sayısına hiperbolik birim denir ve ‘𝑗’ ile gösterilir. 

      Önerme 1.2.1.  𝑗 = (0,1),  𝑗𝟐 = 1 = 𝑒 ve keyfi 𝑥 = (𝑎1, 𝑎2) ∈ ℍ,  𝑥 = 𝑎1𝑒 + 𝑎2𝑗 
şeklinde yazılır. 

      ℍ’nin bir alt kümesi ℝ′ = {𝑎𝑒|𝑎 ∈ ℝ} ve ℝ izomorftur. 

      ℝ′ alt kümesini ℝ ile tanımlarsak; 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ için ℍ’nin elemanları 𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 
şeklindedir. Hiperbolik sayılardaki çarpma, 

      (𝑎1 + 𝑎2𝑗)(𝑏1 + 𝑏2𝑗) = (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑗 şeklinde olur. 

      𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗, 𝑦 = 𝑏1 + 𝑏2𝑗 vektörleri için < 𝑥, 𝑦 >= 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 şeklindedir. O 

zaman  < 𝑥, 𝑦 >, ℍ üzerinde bilineer formdur ve < 𝑥, 𝑥 >= 𝑎12 − 𝑎22, ℍ üzerinde 

kuadratik formdur. Kolaylık için Ǫ(𝑥) =< 𝑥, 𝑥 > ile göstereceğiz. 
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      Hiperbolik sayıların matris gösterimini açıklayalım. 

      𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑗 ∈ ℍ  olsun. 𝑀𝑥 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) ile gösterelim. Bu şekildeki tüm matrislerin 

kümesini  𝑀𝐻 = {𝑀𝑥|𝑥 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ} ile gösterelim. 𝑀𝐻 kümesi üzerinde, standart matris 

işlemleri olan matrislerde toplama, iki matrisi çarpma ve bir skalarla bir matrisi çarpma 

işlemlerini alalım. O zaman 𝑀𝐻 birimli, değişmeli ve birleşme özelliği olan bir cebirdir. 𝑀𝐻 

ile ℍ cebirleri izomorftur. 

      Önerme 1.2.2. 

      (1) 𝑀:𝐻 ⟶ 𝑀𝐻 

      𝑥 ⟶ 𝑀𝑥 dönüşümü 𝐻 ve 𝑀𝐻 cebirlerinin izomorfizmidir. 

      (2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için Ǫ(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡(𝑀𝑥) ve Ǫ(𝑥𝑦) = Ǫ(𝑥)Ǫ(𝑦)’dir. 

 

      Bir 𝐻 vektör uzayının 𝜑 endomorfizmi, 𝜑:ℍ ⟶ ℍ, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için 𝜑(𝜑(𝑥)) = 𝑥 ve 

 𝜑(𝑥𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) ise 𝐻 cebirinin involüsyonu olarak adlandırılır. Herhangi   𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 ∈ 𝐻 elemanı için 𝑊(𝑥) = 𝑎1 − 𝑎2𝑗 olarak gösterelim. 

      Önerme 1.2.3. 𝑊:ℍ ⟶ ℍ, ℍ cebirinin bir involüsyonudur. ∀𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 ∈ ℍ için  

      𝑥 +𝑊(𝑥) = 2𝑎1, < 𝑥, 𝑥 >= 𝑥𝑊(𝑥), 𝑥𝑊(𝑥) = 𝑎12 − 𝑎22 ∈ ℝ’dir. 

      Önerme 1.2.4. Ǫ(𝑥) fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

(1) ∀𝑥 ∈ ℍ, ∀𝜆 ∈ ℝ, için Ǫ(𝜆𝑥) = 𝜆2Ǫ(𝑥). 
(2) 𝑒 ∈ ℍ, için birim elemanı için Ǫ(𝑒) = 1. 

(3) ∀𝑥 ∈ ℍ, için Ǫ(𝑥) = Ǫ(𝑊(𝑥)) = 𝑥𝑊(𝑥) = 𝑊(𝑥)𝑥. 

(4) ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℍ, için < 𝑥, 𝑦 >=< 𝑊(𝑥),𝑊(𝑦) >. 

      Önerme 1.2.5.  𝑥 ∈ ℍ olmak üzere 𝑥−1 ∈ ℍ mevcuttur ⇔  Ǫ(𝑥) ≠ 0’ dır.  

Bu durumda  𝑥−1 = 𝑊(𝑥)Ǫ(𝑥)   ve  Ǫ(𝑥−1) = 1 Ǫ(𝑥)’dir.  

 

      1.3. İki Boyutlu Minkowski Uzayı ile Hiperbolik Sayılar Cebiri Arasındaki 
 

                Bağlantılar 

 

Bu kısımdaki bilgiler [3, 11, 16] nolu çalışmadan alınmıştır. ℝ reel sayılar cismi olsun.  
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      Tanım 1.3.1. ℝ reel sayılar cismi, 𝑉,  ℝ üzerinde 𝑛 ≥ 1 boyutlu keyfi reel vektör uzayı 

olmak üzere,  𝑔:𝑉 × 𝑉 → ℝ dönüşümü 

      (i) 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için 

 𝑔(𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2, 𝑦) = 𝑎𝑔(𝑥1, 𝑦) + 𝑏𝑔(𝑥2, 𝑦) ve  𝑔(𝑥, 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2) = 𝑎𝑔(𝑥, 𝑦1) + 𝑏𝑔(𝑥, 𝑦2). 
      (ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑦, 𝑥). 
      (iii) ∀𝑦 ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 olduğunda 𝑥 = 0 özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme 

genelleştirilmiş iç (skaler) çarpım denir. Bu iç çarpım ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑥, 𝑦) veya 〈𝑥, 𝑦〉 ile 

gösterilir. 

      Dahası, 𝑔: 𝑉 × 𝑉 → ℝ dönüşümüne (i) durumunda bilineer dönüşüm, (ii) durumunda 

simetrik dönüşüm ve (iii) durumunda ise bozulmamış (nondegenerate) dönüşüm denir. 

      Tanım 1.3.2. 2-boyutlu ℝ 2 reel vektör uzayında tanımlı indeksi 1, bilineer, simetrik ve 

bozulmamış özelliklerine sahip olan  𝑔:ℝ 2 × ℝ 2 → ℝ,  𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2 
genelleştirilmiş iç çarpıma  Lorentz iç çarpımı denir. 

      ℝ 2 de Lorentz iç çarpımlı uzaya iki boyutlu Lorentz uzayı(veya iki boyutlu Minkowski 

uzayı) denir. Bu uzay kısaca 𝐸12 ile gösterilecektir. Literatürde bu uzay 𝑀 ile de gösterilir ve 

indeksi 1 olan pseudo-öklid uzayı olarak da adlandırılır. 

      Tanım 1.3.3. 

      (i)  0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐸12 için 〈𝑥, 𝑥〉  = 0  ise 𝑥′e ışıksal (null veya lightlike) vektör denir. 

      (ii)  𝑥 ∈ 𝐸12 için 〈𝑥, 𝑥〉  < 0  ise 𝑥′e zamansal (timelike) vektör denir. 

      (iii)  𝑥 ∈ 𝐸12  için 〈𝑥, 𝑥〉  > 0 veya 〈𝑥, 𝑥〉  = 0  ise 𝑥′e uzaysal (spacelike) vektör denir. 

Örnek 1.3.1. 

      1)  𝑥 = (5,5) ∈ 𝐸12 olmak üzere, 〈𝑥, 𝑥〉  = 25 − 25 = 0 olduğundan 𝑥 ışıksal vektördür. 

      2) 𝑥 = (2,6) ∈ 𝐸12 olmak üzere, 〈𝑥, 𝑥〉  = 4 − 36 = −32 < 0 olduğundan 𝑥 zamansal 

vektördür. 

      3) 𝑥 = (3,2) ∈ 𝐸12  olmak üzere, 〈𝑥, 𝑥〉  = 9 − 4 = 5 > 0 olduğundan 𝑥 uzaysal 

vektördür.  

      4) 𝑥 = (4,4) ∈ 𝐸12 olmak üzere, 〈𝑥, 𝑥〉  =0 olduğundan 𝑥 uzaysal vektördür. 

      Teorem 1.3.1. 𝐸12 Lorentz uzayı ve 𝑒1 = (1,0), 𝑒2 = (0,1) ∈ 𝐸12 olmak üzere,  𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) = 〈𝑒𝑖, 𝑒𝑖 〉 = ±1 ve 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) =  〈𝑒𝑖, 𝑒𝑗 〉  = 0, 𝑖 ≠ 𝑗  olan  {𝑒𝑖, 𝑖 = 1,2} şeklinde bir 

taban vardır. 𝐸12 Lorentz uzayında {𝑒1, 𝑒2} ortogonal tabanı lineer bağımsızdır. 

 

      𝑂(1,1) kümesini {𝐹: 𝐸12 ⟶ 𝐸12|〈𝐹𝑥, 𝐹𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑦〉, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸12} ile gösterelim. 
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𝑂(1,1)’in bir elemanını {𝑒1 𝑒2} ortonormal tabanına göre 2 × 2 tipinde matris olarak 

düşünebiliriz. 𝑊 involüsyonunun matrisini {𝑒1 𝑒2}  tabanına göre 𝑊 ile de gösteririz. 

O zaman, 𝑊 = ‖𝑤𝑖𝑠‖𝑖,𝑠=1,2, burada 𝑤11 = 1, 𝑤12 = 𝑤21 = 0, 𝑤22 = −1’dir. 𝑥 = 𝑎1 + 𝑗𝑎2, 𝑦 = 𝑏1 + 𝑗𝑏2 ∈ ℍ olsun.  〈𝑥, 𝑦〉 = 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 bilineer formunun matrisi 𝑊’ye eşittir. 𝐶 = ‖𝑐𝑖𝑠‖𝑖,𝑠=1,2 olmak üzere  𝐶𝑇 ile 𝐶’nin transpozunu gösterelim.  

Bu takdirde 𝑂(1,1)’deki ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℍ için  〈𝐶𝑥, 𝐶𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 eşitliği 𝐶𝑇𝑊𝐶 = 𝑊 eşitliğine 

denktir. Bu durumda 𝑂(1,1)={𝐶 = ‖𝑐𝑖𝑠‖ |𝐶𝑇𝑊𝐶 = 𝑊} şeklindedir. 

      Önerme 1.3.1. 𝐶 ∈ 𝑂(1,1) olsun. Bu takdirde, 𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 1 veya 𝑑𝑒𝑡(𝐶) = −1’dir. 

 

      Şimdi 𝑆𝑂(1,1) ile {𝐶 ∈ 𝑂(1,1)|𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 1} kümesini gösterelim. 

      Önerme 1.3.2.  

      (1)  𝑂(1,1) bir grup ve 𝑆𝑂(1,1), 𝑂(1,1)’in bir alt grubudur. 

      (2)  𝑂(1,1) = 𝑆𝑂(1,1) ∪ {𝐶𝑊|𝐶 ∈ 𝑆𝑂(1,1)}. 
      𝑑𝑒𝑡(𝐶) ≠ 0 olacak şekilde tüm 𝐶 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) ∈ 𝑀𝐻   matrislerinin kümesini 𝐺𝑀𝐻 ve  {𝐶 ∈ 𝐺𝑀𝐻|𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 1} kümesini 𝑆𝑀𝐻 ile gösterelim. 

      Teorem 1.3.2. 𝑆𝑂(1,1) = 𝑆𝑀𝐻. 

 

      Şimdi ℍ∗ = {𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ|Ǫ(𝑧) ≠ 0} olsun. 𝑥 = 𝑎1 + 𝑗𝑎2 ∈ ℍ∗, 𝑦 = 𝑏1 + 𝑗𝑏2 ∈ ℍ, 

      𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) olsun. 

      𝑧𝑦 = (𝑎𝑏1 + 𝑏𝑏2𝑏𝑏1 + 𝑎𝑏2) = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑏1𝑏2) = 𝑀𝑧𝑦.                                                                                       (1)  

Buradan  𝑀ℍ∗ = {𝐶 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) |𝑑𝑒𝑡(𝐶) ≠ 0} tanımlayalım. 

      Önerme 1.3.3. ℍ∗ ve 𝑀ℍ∗  izomorftur. 

      İspat: Önerme 1.2.2’den açıktır. 

 

      1.4. Lineer Pseudo-Benzerlik Grupları 
 

      Bu kısımda, ℍ+∗  ve 𝑆(ℍ+∗ ) lineer pseudo-benzerlik gruplarının tanımları ve teoremleri [27] nolu çalışmadan derlenmiştir. 

      Hiperbolik sayılar kümesi ℍ = {𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏| 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑗2 = 1, 𝑗 ∉ ℝ} ve 
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ℍ∗ = {𝑥 ∈ ℍ|Ǫ(𝑥) ≠ 0} kümesini alalım. ℍ+∗ = {𝑥 ∈ ℍ|Ǫ(𝑥) > 0} ve 𝑆(ℍ+∗ ) = {𝑥 ∈ ℍ|Ǫ(𝑥) = 1} kümelerini tanımlayalım. 

      Önerme 1.4.1. ℍ+∗  ve 𝑆(ℍ+∗ ), ℍ∗ ın alt gruplarıdır. 

      Not 1.4.1. ℍ+∗ = {𝜆𝑥|𝜆 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝑆(ℍ+∗ )} şeklinde ifade edilebilir. 

{𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏 𝑏 𝑎) | 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ+∗ } kümesini düşünelim. Bu kümeyi 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ile 

gösterelim. 

𝑊 = (1 0 0 −1)  ve 𝑥 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ olmak üzere, 𝑥 ile 𝑊 matrislerinin çarpma işlemi  𝑥𝑊 

olsun. Bu durumda  {𝑀𝑧𝑊|𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏 𝑏 𝑎) , 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ+∗ } kümesini alalım ve bu 

kümeyi 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ile gösterelim. 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∪ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) kümesini, 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ile gösterelim. 

      Önerme 1 4.2. 

      (i) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) kümesi, matrislerde çarpma işlemine göre gruptur. 

(ii) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) kümesi, 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)’nin bir alt grubudur. 

      (iii) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∩ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = ∅’dir. 

      Teorem 1.4.1. 

      (i) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) = {𝑀𝑧: 𝐸12 → 𝐸12|𝑧 ∈ ℍ+∗ } = ℍ+∗  

      (ii) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = {𝑀𝑧𝑊:𝐸12 → 𝐸12|𝑧 ∈ ℍ+∗ } = ℍ+∗𝑊 

      (iii) 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∪ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = ℍ+∗ ∪ℍ+∗𝑊 

 

      𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) veya 𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olsun. 

      Tanım 1.4.1. 𝐸12’de iki sistem 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}  ve 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} olmak üzere, ∀ 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 𝑦𝑖 = 𝑔𝑥𝑖 eşitliğini sağlayan 𝑔 ∈ 𝐺 mevcut ise 𝑋 ve 𝑌 sistemlerine 𝐺- 

benzer(𝐺-denk) denir ve 𝑋 ∼𝐺 𝑌 ile gösterilir. 

      Tanım 1.4.2. 𝐺 bir grup  ve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸12 olmak üzere, ∀𝑔 ∈ 𝐺 için 
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      𝐹(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥2, … , 𝑔𝑥𝑚) = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) ise 𝐹′ye 𝐺-invaryant fonksiyon denir. 

      Teorem 1.4.2. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸12, 𝐹: 𝐸12 × 𝐸12 → ℝ olmak üzere, 

      (i) 𝐹(𝑥, 𝑦) =  〈𝑥,𝑦〉Ǫ(𝑥) fonksiyonu 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      (ii) 𝐹(𝑥, 𝑦) =  [𝑥 𝑦]Ǫ(𝑥)  fonksiyonu 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır.  

      (iii) 𝐹(𝑥, 𝑦) = ([𝑥 𝑦]Ǫ(𝑥))2 ve 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑔𝑛〈𝑥, 𝑦〉 fonksiyonları  𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      Not 1.4.2. 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚} ve 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} iki sistem ve 𝑥1 ≠ 0, 𝑦1 = 0 

olsun. Bu durumda 𝑋  ve 𝑌 sistemleri 𝐺-benzer değildir. 𝑥1 = 0, 𝑦1 = 0 durumunda, bu 

sistemlerin 𝐺-benzerlik problemleri (𝑚-1) tane noktadan oluşan {𝑥2, 𝑥3… , 𝑥𝑚}, {𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑚} sistemlerinin 𝐺-benzerlik problemlerine indirgenir. Bundan 

dolayı 𝑋 ve 𝑌 sistemlerinin 𝐺-benzerlik problemlerini 𝑥1 ≠ 0, 𝑦1 ≠ 0 durumunda incelemek 

gerekir. 

      Önerme 1.4.3.  𝑥, 𝑦 ∈ ℍ ve 〈𝑥, 𝑥〉 ≠ 0 olsun. Bu takdirde, 𝑦𝑥−1 ∈ ℍ mevcut ve 

      𝑦𝑥−1 = 〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑥〉 + 𝑗 [𝑥 𝑦]〈𝑥,𝑥〉                                                                                                       (2) 

şeklinde yazılabilir. 

Bu durumda  𝑦𝑥−1 elemanının matris formundaki görüntüsü  

      𝑀𝑦𝑥−1 = (〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑥〉 [𝑥 𝑦]〈𝑥,𝑥〉[𝑥 𝑦]〈𝑥,𝑥〉 〈𝑥,𝑦〉〈𝑥,𝑥〉)                                                                                                    (3) 

 şeklindedir. Ayrıca, det𝑀𝑦𝑥−1 ≠ 0 ⇔ 〈𝑦, 𝑦〉 ≠ 0 dır. 

      Tanım 1.4.3. 𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸12 olmak üzere 𝑚-tane noktadan oluşan {𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑚} 
sistemine 𝐸12’de 𝑚-tane noktadan oluşan sistem (𝑚-sıralısı) denir. 

      Tanım 1.4.4. 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚} bir 𝑚-sıralısı olmak üzere 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 ve bazı 𝑠 ∈ ℕ 

için 𝑄(𝑥𝑠) ≠ 0 ise bu 𝑚-sıralısına bozulmamış 𝑚-sıralı (𝑚-tane noktadan oluşan sistem) 

denir. Aksi takdirde bozulmuş 𝑚-sıralı denir. 

      Örnek 1.4.1. (1) 𝑚 = 2 için 𝑋 = {𝑥1 = (1,0), 𝑥2 = (2,0)} sistemi bozulmamıştır. 

                   (2) 𝑚 = 2 için 𝑋 = {𝑥1 = (1,1), 𝑥2 = (2,−2)} sistemi bozulmuştur.  

      Not 1.4.3. 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚} sistemi m tane noktadan (hiperbolik sayıdan) oluşan 

bozulmamış bir sistem olsun.  𝑋 sistemi bozulmamış olduğundan 〈𝑥𝑖, 𝑥𝑖〉 = 0, 𝑖 = 1,2,… , 𝑘 − 1 ve 〈𝑥𝑘, 𝑥𝑘〉 ≠ 0, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚 olan  𝑘 ∈ ℕ vardır. Bu durumda 𝑝(𝑋) = 𝑘 

olarak gösterilecektir. Örneğin, 〈𝑥1, 𝑥1〉 ≠ 0 durumunda, 𝑝(𝑋) = 1 dir. Dahası,  
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𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} iki sistem olmak üzere,  𝑋 ~ 𝐺 𝑌 ise 𝑝(𝑋) = 𝑝(𝑌) 
dir. Açıkça 𝑝(𝑋) fonksiyonu 𝑋 in  bir 𝐺 −invaryantıdır. 

      Teorem 1.4.3.  𝑚 ≥ 1 için 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki 

sistem ve 〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉 ≠ 0, 〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉 ≠ 0 olsun. Bu takdirde 

      𝑋  ~𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)𝑌 ⇒            
{   
   𝑝(𝑋) = 𝑝(𝑌)𝑠𝑔𝑛(〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉) = 𝑠𝑔𝑛(〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉)〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑖〉〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = 〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑖〉〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉[𝑥𝑝(𝑋) 𝑥𝑖]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = [𝑦𝑝(𝑌) 𝑦𝑖]〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉

                                 (4)           

∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑋) − 1, 𝑝(𝑋) + 1,… ,𝑚 

      Tersine, varsayalım (4) eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, 𝑦𝑖 = 𝑀𝑧𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  

olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)  mevcuttur ve  𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)  elemanının 

görüntüsü 

      𝑀𝑧 = (〈𝑥𝑝(𝑋),𝑦𝑝(𝑋)〉〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 [𝑥𝑝(𝑋) 𝑦𝑝(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉[𝑥𝑝(𝑋) 𝑦𝑝(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 〈𝑥𝑝(𝑋),𝑦𝑝(𝑋)〉〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉)                                                  (5)  

 

şeklindedir. 

      Not 1.4.4. 𝐸12 de 1 = (1,0) elemanını düşünelim. Bu eleman matris biçiminde  𝐼 = (1 00 1) yazılabilir. Bu takdirde, 𝐼 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑊 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olmak üzere 

 1 = 𝐼1 = (1 00 1) (10) ve 1 = 𝑊1 = (1 00 −1) (10) dır. Bundan dolayı 𝑦 = 𝑀𝑧𝑥 eşitliğini 

sağlayan 𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)’ nin teklik özelliği 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) grubu için doğru değildir. 𝐸12 de 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚} bir 𝑚-sıralısı olsun. Bu sistemin rankı 𝑟(𝑋) ile gösterilecektir. 

Açıkça 𝑟(𝑋), 𝑋 in bir 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryantıdır. 

      Teorem 1.4.4. 𝑚 ≥ 1 için 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki 𝑚-sıralısı ve 〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉 ≠ 0, 〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉 ≠ 0, 𝑟(𝑋) = 𝑟(𝑌) = 1  olsun. Bu takdirde 

      𝑋  ~𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)𝑌 ⇒ { 
 𝑝(𝑋) = 𝑝(𝑌)𝑠𝑔𝑛(〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉) = 𝑠𝑔𝑛(〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉)〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑖〉〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = 〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑖〉〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉

                                                 (6) 

∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑋) − 1, 𝑝(𝑋) + 1,… ,𝑚 
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      Tersine, varsayalım (6) eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, 𝑦𝑖 = 𝑀𝑧𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  

olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)  mevcuttur ve 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)  elemanının görüntüsü (5) 

ifadesinde verilmiştir. 

      Not 1.4.5. 𝑚 > 1 durumunda 𝐸12 de  bir 𝑚-sıralısı 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚} ve  𝑟(𝑋) = 2 olsun. Bu durumda 𝑥𝑃(𝑋) ile üretilen 𝐸12 nin lineer alt uzayını {𝜆𝑥𝑃(𝑋)│𝜆 ∈ ℝ} ile 

gösterelim. 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 olmak üzere 𝑥𝑠 ∉ {𝜆𝑥𝑃(𝑋)│𝜆 ∈ ℝ} olan 𝑠 sayısının en küçük değerini 𝑞(𝑋) ile gösterelim. Açıkça 𝑞(𝑋) sayısı, 𝑋 in bir 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryantıdır. 

      Teorem 1.4.5. 𝑚 ≥ 1 için 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki 𝑚-sıralısı ve 〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉 ≠ 0, 〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉 ≠ 0, 𝑟(𝑋) = 𝑟(𝑌) = 2  olsun. Bu takdirde   

       

      𝑋  ~𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)𝑌 ⇒   
{  
  
   
 𝑝(𝑋) = 𝑝(𝑌)𝑞(𝑋) = 𝑞(𝑌)𝑠𝑔𝑛(〈𝑥𝑝(𝑋), 𝑥𝑝(𝑋)〉) = 𝑠𝑔𝑛(〈𝑦𝑝(𝑌), 𝑦𝑝(𝑌)〉)([𝑥𝑝(𝑋) 𝑥𝑞(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉)2 = ([𝑦𝑝(𝑌) 𝑦𝑞(𝑌)]〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉)2〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑖〉〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = 〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑖〉〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉[𝑥𝑝(𝑋) 𝑥𝑘][𝑥𝑝(𝑋)𝑥𝑞(𝑋)] = [𝑦𝑃(𝑌) 𝑦𝑘][𝑦𝑝(𝑌) 𝑦𝑞(𝑌)]

                        (7)                          

∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑋) − 1, 𝑝(𝑋) + 1,… ,𝑚 

      Tersine, varsayalım (7) eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, 𝑦𝑖 = 𝑀𝑧𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  

olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)  mevcuttur ve 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)  elemanının 

görüntüsü için aşağıdaki durumlar mevcuttur 

      (i)  
[𝑥𝑝(𝑋) 𝑥𝑞(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = [𝑦𝑝(𝑌) 𝑦𝑞(𝑌)]〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉 durumunda,  𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)  ve 𝑀𝑧  elemanının 

görüntüsü (5) ifadesinde verilmiştir. 

      (ii) 
[𝑥𝑝(𝑋) 𝑥𝑞(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋),𝑥𝑝(𝑋)〉 = − [𝑦𝑝(𝑌) 𝑦𝑞(𝑌)]〈𝑦𝑝(𝑌),𝑦𝑝(𝑌)〉 durumunda, 𝑀𝑧 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ve 𝑀𝑧  elemanının 

görüntüsü 

      𝑀𝑧 = (〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑦𝑝(𝑋)〉〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 〉 − [𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑦𝑝(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 〉[𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑦𝑝(𝑋)]〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 〉 − 〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑦𝑝(𝑋)〉〈𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑥𝑝(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 〉)                                                                (8) 

şeklindedir. 

 



                                    

      2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 
 

      2.1. İki Boyutlu Lorentz Uzayında 𝑻-Şekil Kavramı 
 

      𝑇 en az iki elemanlı bir küme ve 𝐸12 iki boyutlu Lorentz uzayı olsun. 𝛺(𝑇, 𝐸12) ile 𝑇 kümesinden 𝐸12’e tüm dönüşümlerin kümesini gösterelim. Bu durumda 𝛺(𝑇, 𝐸12) = {𝑢: 𝑇 ⟶ 𝐸12 | 𝑇 en az iki elemanlı bir küme}’dir. 

      Tanım 2.1.1. 𝑢 ∈ 𝛺(𝑇, 𝐸12) elemanına 𝐸12 uzayında bir 𝑇-şekil denir. 

Burada özel olarak  𝑇  kümesini, 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 1 olmak üzere 𝑇 = {1,2, … ,𝑚} olarak 

alalım. Bu durumda 𝑢 ∈ 𝛺(𝑇, 𝐸12) elemanının görüntüsü  

      𝑢: 𝑇 ⟶ 𝐸2,            

          𝑡 ⟶ 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑡, 𝑢 = {𝑢(1), 𝑢(2),… , 𝑢(𝑚)} = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} şeklindedir. 

Açıkça 𝑇 kümesi 𝑚 elemanlı sonlu bir küme ise 𝑢 ∈ 𝛺(𝑇, 𝐸12)’e bir 𝑚 tane noktadan oluşan 

sistem veya 𝑚-sıralı denir. 

      Tanım 2.1.2. 𝐺 bir grup ve 𝑇 = {1,2,… ,𝑚}, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 1 olsun. 𝑢, 𝑣 ∈ 𝛺(𝑇, 𝐸12)  iki 𝑇-şekil (𝑚-sıralı) olmak üzere 𝑔𝑢 = 𝑣 eşitliğini sağlayan 𝑔 ∈ 𝐺 mevcutsa 𝑢 ve 𝑣  𝑇-

şekillerine 𝐺-denk denir. Bu durum 𝑢 ∼𝐺 𝑣 ile gösterilir. 

Bu tanıma göre 𝑢 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} ve 𝑣 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} olduğundan bu tanım, iki tane 𝑚-sıralının 𝐺-denklik tanımını vermektedir. 

 

Aşağıdaki bölümlerde Lorentz benzerlik geometrisindeki gruplar ve bu geometrideki iki  𝑇-şeklin(𝑚-sıralının) invaryantları ve benzerlik problemlerinin çözümü verilmiştir. 
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      2.2. Genelleştirilmiş Lineer Pseudo-Benzerlik Grupları 
 

Hiperbolik sayılar cebiri ve lineer pseudo-benzerlik grupları önceki bölümde verilmiştir. Bu 

kısımda, Genelleştirilmiş Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplarına ait yapılan çalışmalar 

verilecektir. 

      Önerme 2.2.1. ℍ∗, ℍ’deki çarpma işlemine göre bir gruptur. 

      İspat: 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ ℍ∗ keyfi 𝑢 = 𝑢1 + 𝑗𝑢2, 𝑣 = 𝑣1 + 𝑗𝑣2, 𝑤 = 𝑤1 + 𝑗𝑤2 olsun. Bu 

takdirde tanım gereği   < 𝑢, 𝑢 >≠ 0, < 𝑣, 𝑣 >≠ 0, < 𝑤,𝑤 >≠ 0’dır. 

      (i)  < 𝑢𝑣, 𝑢𝑣 >=< 𝑢, 𝑢 >< 𝑣, 𝑣 >≠ 0 olduğundan 𝑢𝑣 ∈ ℍ∗ olup kapalılık özelliği 

sağlanır. 

      (ii)   𝑢(𝑣𝑤) = (𝑢1 + 𝑗𝑢2)[(𝑣1 + 𝑗𝑣2)(𝑤1 + 𝑗𝑤2)] = (𝑢1 + 𝑗𝑢2)[(𝑣1𝑤1 − 𝑣2𝑤2) +𝑗(𝑣2𝑤1 + 𝑣1𝑤2)] = 𝑢1𝑣1𝑤1 − 𝑢1𝑣2𝑤2 − 𝑢2𝑣2𝑤1 − 𝑢2𝑣1𝑤2 + 𝑗𝑢1𝑣2𝑤1 + 𝑗𝑢1𝑣1𝑤2 +𝑗𝑢2𝑣1𝑤1 + 𝑗𝑢2𝑣2𝑤2 = 𝑤1[(𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2) + 𝑗(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)] + 𝑤2[(−𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) +𝑗(𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2)] = [(𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2) + 𝑗(𝑢2𝑣1 + 𝑢1𝑣2)](𝑤1 + 𝑗𝑤2) = [(𝑢1 + 𝑗𝑢2)(𝑣1 +𝑗𝑣2)](𝑤1 + 𝑗𝑤2) = (𝑢𝑣)𝑤 

 olup birleşme özelliği sağlanır. 

      (iii)  𝑒 = 1 + 𝑗0 ∈ ℍ∗ dır.  

      (i∨)  𝑢 = 𝑢1 + 𝑗𝑢2 ∈ ℍ∗, 𝑎 = 𝑎1 + 𝑗𝑎2 ∈ ℍ için (𝑢1 + 𝑗𝑢2)(𝑎1 + 𝑗𝑎2) = 1 + 𝑗0 olsun. 

𝑢1𝑎1 + 𝑗𝑢1𝑎2 + 𝑗𝑢2𝑎1 + 𝑢2𝑎2 = 1 + 𝑗0  denkleminden  
 𝑢1𝑎1 + 𝑢2𝑎2 = 1𝑢2𝑎1 + 𝑢1𝑎2 = 0}  lineer sistemi 

elde edilir. Bu sistemin çözümünden 

𝑎1 = |1 𝑢20 𝑢1||𝑢1 𝑢2𝑢2 𝑢1| = 𝑢1𝑢12−𝑢22 ,  𝑎2 = |𝑢1 1𝑢2 0||𝑢1 𝑢2𝑢2 𝑢1| = −𝑢2𝑢12−𝑢22  elde edilir.  

Buradan  𝑎 = 𝑎1 + 𝑖𝑎2 = 𝑢1−𝑗𝑢2𝑢12−𝑢22 = 𝑢<𝑢,𝑢> = 𝑢Ǫ(𝑢) ve  < 𝑢, 𝑢 >≠ 0 olduğundan 𝑢 ∈ 𝐻∗ 
elemanının tersi vardır ve 𝑎 = 𝑢Ǫ(𝑢)  ile ifade edilir. 

(i), (ii), (iii) ve (i∨)’den ℍ∗, ℍ’deki çarpma işlemine göre bir gruptur. 
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      Şimdi  {𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) |𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ 𝐻∗} kümesini düşünelim. Bu kümeyi 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ile gösterelim. 

      𝑊 = (1 0 0 −1)  olmak üzere, (2) denkleminden 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ olmak üzere, 𝑧 ile 𝑊 

matrislerinin çarpma işlemi 𝑧𝑊 olsun. Bu durumda  

{𝑀𝑧𝑊|𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏 𝑏 𝑎) , 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗} kümesini alalım ve bu kümeyi 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ile 

gösterelim. 

      𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∪ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) kümesini, 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ile gösterelim. 

      Önerme 2.2.2.  

      (i) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) kümesi matrislerde çarpma işlemine göre bir gruptur. 

      (ii) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) kümesi, matrislerde çarpma işlemine göre 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)’nin bir alt 

grubudur. 

      (iii) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∩ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = ∅’dir. 

       İspat: Önerme 2.2.1’den kolayca görülür. 

      Tanım 2.2.1. 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) grubuna 𝐸12 nin yönlendirmeyi koruyan genelleştirilmiş 

lineer pseudo-benzerlikler grubu denir [20]. 
      Tanım 2.2.2. 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) grubuna 𝐸12 nin genelleştirilmiş lineer pseudo-benzerlikler 

grubu denir [20]. 
 Yukarıdaki bilgiler doğrultusunda aşağıdaki teorem elde edilir. 

      Teorem 2. 2. 1. 

      (i) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) = {𝑀𝑧: 𝐸12 → 𝐸12|𝑧 ∈ ℍ∗}=ℍ∗ 
      (ii) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = {𝑀𝑧𝑊:𝐸12 → 𝐸12|𝑧 ∈ ℍ∗}=ℍ∗𝑊 

      (iii) 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ∪ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) = ℍ∗ ∪ℍ∗𝑊 
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      2.3. Genelleştirilmiş Lineer Pseudo-Benzerlik Grupları İçin Benzerlik 
 

               Problemleri 

 

        𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ∈ 𝐸12, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olmak üzere, 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} 
kümeleri 𝑚 tane hiperbolik sayıdan (noktadan) oluşan iki sistem olsun. 𝐻 = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) veya 𝐻 = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olsun.  

      Tanım 2.3.1. 𝐸12 de iki sistem  𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} olmak üzere         ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 eşitliğini sağlayan  𝑔 ∈ 𝐻 mevcut 𝑈 ve 𝑉 sistemlerine 𝐻-

benzer denir ve 𝑈 ∼H 𝑉 ile gösterilir. 

      Tanım 2.3.2. 𝐻 bir grup ve 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚 ∈ 𝐸12 olmak üzere, ∀𝑔 ∈ 𝐻 için 

 𝐹(𝑔𝑢1, 𝑔𝑢2, … , 𝑔𝑢𝑚) = 𝐹(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚) ise 𝐹: 𝐸12 × 𝐸12 ×⋯× 𝐸12⏟            𝑚−𝑡𝑎𝑛𝑒 ⟶ℝ’ye 𝐻-invaryant 

fonksiyon denir. 

      Teorem 2. 3. 1.  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸12, 𝐹:𝐸12 × 𝐸12 → ℝ  olmak üzere 

      (i) F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      (ii) F(𝑢, 𝑣) = [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

      (iii) F(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      İspat: 

      (i) F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢>  fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryant olduğunu göstermek için 

∀𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = F(𝑢, 𝑣) olduğunu gösterelim. 

Öncelikle  F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonunun 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant olduğunu gösterelim. 

𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)olsun. Bu takdirde, 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ için 𝑔=𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏 𝑏 𝑎) şeklindedir. 

Buradan 
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𝑀𝑧𝑢 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑢1𝑢2) = (𝑎𝑢1+𝑏𝑢2𝑏𝑢1+𝑎𝑢2) ve 𝑀𝑧𝑣 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑣1𝑣2) = (𝑎𝑣1+𝑏𝑣2𝑏𝑣1+𝑎𝑣2) elde edilir. 

O halde, F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = <𝑔𝑢,𝑔𝑣> <𝑔𝑢,𝑔𝑢>=
<𝑀𝑧𝑢,𝑀𝑧𝑣> <𝑀𝑧𝑢,𝑀𝑧𝑢> = <(𝑎𝑢1+𝑏𝑢2,𝑏𝑢1+𝑎𝑢2),(𝑎𝑣1+𝑏𝑣2,𝑏𝑣1+𝑎𝑣2> <(𝑎𝑢1+𝑏𝑢2,𝑏𝑢1+𝑎𝑢2),(𝑎𝑢1+𝑏𝑢2,𝑏𝑢1+𝑎𝑢2)> 

=
𝑎2𝑢1𝑣1+𝑎𝑏𝑢1𝑣2+𝑎𝑏𝑢2𝑣1+𝑏2𝑢2𝑣2−𝑏2𝑢1𝑣1−𝑎𝑏𝑢1𝑣2−𝑎𝑏𝑢2𝑣1−𝑎2𝑢2𝑣2𝑎2𝑢1𝑢1+𝑎𝑏𝑢1𝑢2+𝑎𝑏𝑢2𝑢1+𝑏2𝑢2𝑢2−𝑏2𝑢1𝑢1−𝑎𝑏𝑢1𝑢2−𝑎𝑏𝑢2𝑢1−𝑎2𝑢2𝑢2 = 𝑢1𝑣1(𝑎2−𝑏2)+𝑢2𝑣2(𝑏2−𝑎2)𝑢1𝑢1(𝑎2−𝑏2)+𝑢2𝑢2(𝑏2−𝑎2) = (𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑣1−𝑢2𝑣2)(𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑢1−𝑢2𝑢2) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> = 𝐹(𝑢, 𝑣)’dir. 

Dolayısıyla F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

Şimdi  F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonunun 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryant olduğunu gösterelim. 

𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olsun. Teorem 2.2.1’den  𝑔 = 𝑀𝑧𝑊’ dır. 

𝑀𝑧𝑊 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (1 0 0 −1) = (𝑎 −𝑏 𝑏 −𝑎), 𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0 şeklinde yazılabilir. 

𝑀𝑧𝑊𝑢 = (𝑎 −𝑏𝑏 −𝑎) (𝑢1𝑢2) = (𝑎𝑢1−𝑏𝑢2𝑏𝑢1−𝑎𝑢2), 𝑀𝑧𝑊𝑣 = (𝑎 −𝑏𝑏 −𝑎) (𝑣1𝑣2) = (𝑎𝑣1−𝑏𝑣2𝑏𝑣1−𝑎𝑣2) şeklindedir. 

F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = < 𝑔𝑢, 𝑔𝑣 > < 𝑔𝑢, 𝑔𝑢 > = (𝑎𝑢1 − 𝑏𝑢2)(𝑎𝑣1 − 𝑏𝑣2) − (𝑏𝑢1 − a𝑢2)(𝑏𝑣1 − 𝑎𝑣2)(𝑎𝑢1 − 𝑏𝑢2)2 − (𝑏𝑢1 − 𝑎𝑢2)2  

 = 𝑎2𝑢1𝑣1−𝑎𝑏𝑢1𝑣2−𝑎𝑏𝑢2𝑣1+𝑏2𝑢2𝑣2−𝑏2𝑢1𝑣1+𝑎𝑏𝑢1𝑣2+𝑎𝑏𝑢2𝑣1−𝑎2𝑢2𝑣2𝑎2𝑢12+𝑏2𝑢22−2𝑎𝑏𝑢1𝑢1−𝑏2𝑢12−𝑎2𝑢22+2𝑎𝑏𝑢1𝑢2  

 = 𝑢1𝑣1(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑣2(𝑎2−𝑏2)𝑢12(𝑎2−𝑏2)−𝑢22(𝑏2−𝑎2) = (𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑣1−𝑢2𝑣2)(𝑎2−𝑏2)(𝑢12−𝑢22) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> = F(𝑢, 𝑣)’dir. 

Dolayısıyla F(𝑢, 𝑣)= 

<𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonunun  𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryanttır. 

F(𝑢, 𝑣) fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant ve  𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryant olduğundan  

F(𝑢, 𝑣)= 

<𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      (ii) F(𝑢, 𝑣) = [𝑢 𝑣] <𝑢,𝑢> fonksiyonu  𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant olduğunu göstermek için 

∀𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) için F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = F(𝑢, 𝑣) olduğunu gösterelim. 
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𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olsun. Bu takdirde, 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ elemanı 𝑔=𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏 𝑏 𝑎) 

şeklindedir. Bu durumda, 

𝑀𝑧𝑢 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑢1𝑢2) = (𝑎𝑢1+𝑏𝑢2𝑏𝑢1+𝑎𝑢2),  ve 𝑀𝑧𝑣 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑣1𝑣2) = (𝑎𝑣1+𝑏𝑣2𝑏𝑣1+𝑎𝑣2)  elde edilir. 

O halde, 

F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = [𝑔𝑢 𝑔𝑣]< 𝑔𝑢, 𝑔𝑢 > = (𝑎𝑢1 + 𝑏𝑢2)(𝑏𝑣1 + 𝑎𝑣2) − (𝑏𝑢1 + a𝑢2)(𝑎𝑣1 + 𝑏𝑣2)(𝑎𝑢1 + 𝑏𝑢2)2 − (𝑏𝑢1 + 𝑎𝑢2)2= 𝑎𝑏𝑢1𝑣1 + 𝑎2𝑢1𝑣2 + 𝑏2𝑢2𝑣1 + 𝑎𝑏𝑢2𝑣2 − 𝑎𝑏𝑢1𝑣1 − 𝑏2𝑢1𝑣2 − 𝑎2𝑢2𝑣1 − 𝑎𝑏𝑢2𝑣2𝑎2𝑢1𝑢1 + 𝑎𝑏𝑢1𝑢2 + 𝑎𝑏𝑢2𝑢1 + 𝑏2𝑢2𝑢2 − 𝑏2𝑢1𝑢1 − 𝑎𝑏𝑢1𝑢2 − 𝑎𝑏𝑢2𝑢1 − 𝑎2𝑢2𝑢2 
         = 𝑢1𝑣2(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑣1(𝑎2−𝑏2)𝑢1𝑢1(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑢2(𝑎2−𝑏2) = (𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑣2−𝑢2𝑣1)(𝑎2−𝑏2)(𝑢12−𝑢22) = [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢> = F(𝑢, 𝑣)’dir. 

Böylece F(𝑢, 𝑣)  fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

      (iii)  F(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2   fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryant olduğunu göstermek için ∀𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = F(𝑢, 𝑣) olduğunu gösterelim. 

Öncelikle  F(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 fonksiyonunun 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant olduğunu 

gösterelim. 

𝑔 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)olsun. Bu takdirde 𝑔 elemanı 𝑀𝑔 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎),  𝑑𝑒𝑡𝑀𝑔 ≠ 0 şeklinde yazılabilir. 𝑀𝑔𝑢 = (𝑎𝑢1+𝑏𝑢2𝑏𝑢1+𝑎𝑢2), 𝑀𝑔𝑣 = (𝑎𝑣1+𝑏𝑣2𝑏𝑣1+𝑎𝑣2) şeklindedir. 𝐹(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = ( [𝑔𝑢 𝑔𝑣]<𝑔𝑢,𝑔𝑢>)2 = ((𝑎𝑢1+𝑏𝑢2)(𝑏𝑣1+𝑎𝑣2)−(𝑏𝑢1+a𝑢2)(𝑎𝑣1+𝑏𝑣2)(𝑎𝑢1+𝑏𝑢2)2−(𝑏𝑢1+𝑎𝑢2)2  )2 
                    = ( 𝑎𝑏𝑢1𝑣1+𝑎2𝑢1𝑣2+𝑏2𝑢2𝑣1+𝑎𝑏𝑢2𝑣2−𝑎𝑏𝑢1𝑣1−𝑏2𝑢1𝑣2−𝑎2𝑢2𝑣1−𝑎𝑏𝑢2𝑣2𝑎2𝑢1𝑢1+𝑎𝑏𝑢1𝑢2+𝑎𝑏𝑢2𝑢1+𝑏2𝑢2𝑢2−𝑏2𝑢1𝑢1−𝑎𝑏𝑢1𝑢2−𝑎𝑏𝑢2𝑢1−𝑎2𝑢2𝑢2)2 
                    = (𝑢1𝑣2(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑣1(𝑎2−𝑏2)𝑢1𝑢1(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑢2(𝑎2−𝑏2))2 = ((𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑣2−𝑢2𝑣1)(𝑎2−𝑏2)(𝑢12−𝑢22) )2 = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 = 𝐹(𝑢, 𝑣)’ 
dir. Dolayısıyla 𝐹(𝑢, 𝑣) fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

Şimdi F(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 fonksiyonunun 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryant olduğunu gösterelim. 

𝑀𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olsun. Bu takdirde 𝑔1 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ mevcuttur öyle ki 𝑔 = 𝑔1𝑊 dir. 
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𝑀𝑔𝑢 = (𝑎 −𝑏𝑏 −𝑎) (𝑢1𝑢2) = (𝑎𝑢1−𝑏𝑢2𝑏𝑢1−𝑎𝑢2), 𝑀𝑔𝑣 = (𝑎 −𝑏𝑏 −𝑎)(𝑣1𝑣2) = (𝑎𝑣1−𝑏𝑣2𝑏𝑣1−𝑎𝑣2) şeklindedir. F(𝑔𝑢, 𝑔𝑣) = ( [𝑔𝑢 𝑔𝑣]<𝑔𝑢,𝑔𝑢>)2 = ((𝑎𝑢1−𝑏𝑢2)(𝑏𝑣1−𝑎𝑣2)−(𝑏𝑢1−a𝑢2)(𝑎𝑣1−𝑏𝑣2)(𝑎𝑢1−𝑏𝑢2)2−(𝑏𝑢1−𝑎𝑢2)2  )2 
                 = ( 𝑎𝑏𝑢1𝑣1−𝑎2𝑢1𝑣2−𝑏2𝑢2𝑣1+𝑎𝑏𝑢2𝑣2−𝑎𝑏𝑢1𝑣1+𝑏2𝑢1𝑣2+𝑎2𝑢2𝑣1−𝑎𝑏𝑢2𝑣2𝑎2𝑢1𝑢1−𝑎𝑏𝑢1𝑢2−𝑎𝑏𝑢2𝑢1+𝑏2𝑢2𝑢2−𝑏2𝑢1𝑢1+𝑎𝑏𝑢1𝑢2+𝑎𝑏𝑢2𝑢1−𝑎2𝑢2𝑢2)2 
                 = (𝑢2𝑣1(𝑎2−𝑏2)−𝑢1𝑣2(𝑎2−𝑏2)𝑢1𝑢1(𝑎2−𝑏2)−𝑢2𝑢2(𝑎2−𝑏2))2 = ((𝑎2−𝑏2)(𝑢1𝑣2−𝑢2𝑣1)(𝑎2−𝑏2)(𝑢12−𝑢22) )2 = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 = F(𝑢, 𝑣)’ 
dir. Dolayısıyla 𝐹(𝑢, 𝑣) fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryanttır. 

𝐹(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2   fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant ve 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)-invaryant 

olduğundan  𝐹(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2  fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır.∎ 

      𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2, 𝑣 = 𝑣1 + 𝑖𝑣2 ∈ ℍ olmak üzere (𝑢1 𝑣1 𝑢2 𝑣2) matrisinin determinantını [𝑢 𝑣] ile gösterelim. Bu takdirde  [𝑢 𝑣] = 𝑑𝑒𝑡 (𝑢1 𝑣1 𝑢2 𝑣2)’dir. 

      Teorem 2.3.2. 𝑢, 𝑣 ∈ ℍ∗olsun. Bu takdirde 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur ve 𝑀𝑧 elemanının görüntüsü,  

      𝑀𝑧 = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )                                                                                                   (9) 

𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0  şeklindedir. Bu durumda 𝑢 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑣’dır. 

      İspat:  𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin mevcut olduğunu gösterelim. 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin elemanları 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ için  𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎),   𝑎2 − 𝑏2 ≠ 0 

şeklindedir. Bu takdirde, öncelikle 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ için   

 𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0 olan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ’nin mevcut olduğunu 

gösterelim. 

 𝑢 = (𝑢1𝑢2), 𝑣 = (𝑣1𝑣2) olsun. 

𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 eşitliğinden (𝑣1𝑣2) = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (𝑢1𝑢2) ise 
𝑣1 = 𝑎𝑢1 + 𝑏𝑢2𝑣2 = 𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢1 }  sistemi elde edilir.  
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Bu sistemin çözümünden 

 𝑎 = |𝑣1 𝑢2𝑣2 𝑢1||𝑢1 𝑢2𝑢2 𝑢1| = 𝑢1𝑣1−𝑢2𝑣2𝑢12−𝑢22 , 𝑏 = |𝑢1 𝑣1𝑢2 𝑣2||𝑢1 𝑢2𝑢2 𝑢1| = 𝑢1𝑣2−𝑢2𝑣1𝑢12−𝑢22  elde edilir. Ancak Ǫ(𝑢) ≠ 0 olduğundan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ mevcuttur. Diğer taraftan, 

 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑢1𝑣1−𝑢2𝑣2)2−(𝑢1𝑣2−𝑢2𝑣1)2(𝑢12−𝑢22)2 = 𝑢12𝑣12+𝑢22𝑣22−2𝑢1𝑣1𝑢2𝑣2−𝑢12𝑣22−𝑢22𝑣12+2𝑢1𝑣1𝑢2𝑣2(𝑢12−𝑢22)2  

 

 = 𝑢12(𝑣12−𝑣22)−𝑢22(𝑣12−𝑣22)(𝑢12−𝑢22)2 = (𝑢12−𝑢22)(𝑣12−𝑣22)(𝑢12−𝑢22)2 = <𝑣,𝑣><𝑢,𝑢> = Ǫ(𝑣)Ǫ(𝑢)’dir.  

𝑢, 𝑣 ∈ ℍ∗olduğundan  Ǫ(𝑣) ≠ 0 ve Ǫ(𝑢) ≠ 0’dır. Böylece 𝑎2 − 𝑏2 ≠ 0’dır. Dolayısıyla 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 olan 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)  mevcuttur. 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 eşitliğinden 𝑀𝑧 = 𝑣𝑢−1 = <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) + 𝑗 [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢)  dan (9) eşitliği elde edilir. 

Şimdi 𝑣 = 𝑧𝑢 = 𝑀𝑧𝑢 eşitliğini sağlayan 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’ nin tekliğini gösterelim. 

Varsayalım ki 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 eşitliğini sağlayan 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcut olsun. Bu takdirde, 

      𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 ve (1) eşitliğinden 𝑀𝑧 = 𝑣𝑢−1’dir.                                                                      (10) 

 Varsayalım, 𝑣 = 𝑀𝑤𝑢 olacak şekilde 𝑤 ≠ 𝑧 olan 𝑀𝑤 mevcut olsun.  

      𝑣 = 𝑀𝑤𝑢 ve (1) eşitliğinden 𝑀𝑤 = 𝑣𝑢−1’dir.                                                                   (11) 

(10), (11)’den 𝑀𝑧 = 𝑀𝑤’dır. Bu durumda 𝑧 = 𝑤’dir. Yani, varsayımla çelişir. Bu takdirde 

 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 olan bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur. 

      Örnek 2.3.1.  𝑢 = (1,2), 𝑣 = (−2,5) ∈ ℍ∗ ve 𝑀𝑧 = ( 4 −3−3 4 ) ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 
olsun. Açıkça Ǫ(𝑢) = −3 ≠ 0 ve Ǫ(𝑣) = −21 ≠ 0’ dır. Buradan (−25 ) = ( 4 −3−3 4 ) (12) 
olduğundan 𝑢 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑣’dir. 

      Teorem 2.3.3. 𝑢, 𝑣 ∈ ℍ∗ olsun. Bu takdirde 𝑣 = 𝑔𝑢  veya 𝑣 = ℎ𝑢 olacak şekilde 𝑔, ℎ ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur. Bu durumda, 𝑔 = 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve ℎ = 𝑀𝑧𝑊 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)’dir. Burada  𝑔’nin görüntüsü (3) deki gibi ve ℎ’nin görüntüsü ise 
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      ℎ = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) − [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) −<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )                                                                                                   (12) 

 𝑑𝑒𝑡ℎ ≠ 0 şeklindedir. Bu durumda 𝑢 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑣’dir. 

      İspat: Öncelikle 𝑣 = 𝑔𝑢 olacak şekilde 𝑔 = 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin mevcut olduğu 

Teorem 2.3.2’de gösterilmiştir. Şimdi, 𝑣 = ℎ𝑢 olacak şekilde ℎ ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12)’nin 

mevcut olduğunu gösterelim. 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin elemanları  

 𝑧 = 𝑎 + 𝑗𝑏 ∈ ℍ∗ için 𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎), 𝑎2 − 𝑏2 ≠ 0 olduğundan 

 ℎ = 𝑀𝑧𝑊 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎)𝑊 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ve det𝑀𝑧𝑊 ≠ 0 olan  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ’nin mevcut 

olduğunu gösterelim. 𝑢 = (𝑢1𝑢2), 𝑣 = (𝑣1𝑣2) olsun. 

 𝑣 = 𝑀𝑧𝑊𝑢 eşitliğinden (𝑣1𝑣2) = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎) (1 0 0 −1) (𝑢1𝑢2) şeklinde olur. Buradan  

𝑣1 = 𝑎𝑢1 − 𝑏𝑢2, 𝑣2 = −𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢1 sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünden, 

𝑎 = |𝑣1 −𝑢2𝑣2 𝑢1 || 𝑢1 −𝑢2−𝑢2 𝑢1 | = 𝑢1𝑣1+𝑢2𝑣2𝑢12−𝑢22 , 𝑏 = | 𝑢1 𝑣1−𝑢2 𝑣2|| 𝑢1 −𝑢2−𝑢2 𝑢1 | = 𝑢1𝑣2+𝑢2𝑣1𝑢12−𝑢22  elde edilir. Ancak Ǫ(𝑢) ≠ 0 

olduğundan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ mevcuttur. Diğer taraftan, 

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑢1𝑣1+𝑢2𝑣2)2−(𝑢1𝑣2+𝑢2𝑣1)2(𝑢12−𝑢22)2 = 𝑢12𝑣12+𝑢22𝑣22+2𝑢1𝑣1𝑢2𝑣2−𝑢12𝑣22−𝑢22𝑣12−2𝑢1𝑣1𝑢2𝑣2(𝑢12−𝑢22)2 =
𝑢12(𝑣12−𝑣22)−𝑢22(𝑣12−𝑣22)(𝑢12−𝑢22)2 = (𝑢12−𝑢22)(𝑣12−𝑣22)(𝑢12−𝑢22)2 = <𝑣,𝑣><𝑢,𝑢> = Ǫ(𝑣)Ǫ(𝑢)’dir. 

 Ǫ(𝑢) ≠ 0 ve Ǫ(𝑣) ≠ 0 olduğundan 𝑎2 − 𝑏2 ≠ 0’dır. Dolayısıyla 

 𝑣 = 𝑀𝑧𝑊𝑢 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) mevcuttur.  𝑣 = ℎ𝑢 eşitliğinden 𝑣 = 𝑀𝑧𝑊𝑢 = 𝑀𝑧𝑢̅ dir. Buradan  

      ℎ = 𝑀𝑧𝑊 = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) − [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) − <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )’dir. 
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      Not 2.3.1. 𝑚 ≥ 1, 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} sistemi m-tane noktadan (hiperbolik sayıdan) 

oluşan bozulmamış bir sistem olsun. Not 1.4.3’den 𝑝(𝑈) ile bu bozulmamış sistemdeki iç 

çarpımı sıfırdan farklı olan ilk elemanın indisidir. 

      Önerme 2.3.1. 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} bozulmamış bir sistem ve 𝐻 = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olmak 

üzere 𝑝(𝑈) fonksiyonu 𝐻-invaryanttır. 

      İspat:  

      (i)  𝐻 = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olsun. 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} bozulmamış bir sistem  

olduğundan < 𝑢𝑖, 𝑢𝑖 >= 0, ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑘 − 1, < 𝑢𝑘, 𝑢𝑘 >≠ 0, ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚 olan 

 𝑘 ∈ ℕ vardır. Bu durumda 𝑝(𝑈) = 𝑘 olsun.  ∀𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) için 𝑝(𝑀𝑧𝑈) = 𝑝(𝑈) 
olduğunu gösterelim. 

𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olduğundan, 𝑀𝑧 = (𝑎 𝑏𝑏 𝑎), 𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0’dır. Bu durumda 𝑀𝑧𝑈 sistemi 

de bozulmamıştır. Gerçekten U bozulmamış olduğundan, ∃𝑢𝑠 ∈ 𝑈, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚,  
 < 𝑢𝑠, 𝑢𝑠 >≠ 0’dır. 𝑀𝑧𝑈’yu alalım. Bu takdirde 𝑀𝑧𝑈 = {𝑀𝑧𝑢1,𝑀𝑧𝑢2, . . . , 𝑀𝑧𝑢𝑚}’dir. 

  < 𝑀𝑧𝑢𝑠,𝑀𝑧𝑢𝑠 >= 𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 < 𝑢𝑠, 𝑢𝑠 >≠ 0 olduğundan 𝑀𝑧𝑢𝑠 bozulmamıştır. 𝑝(𝑈) = 𝑘 

olduğundan tanımdan < 𝑢𝑘 , 𝑢𝑘 >≠ 0 ve < 𝑀𝑧𝑢𝑘,𝑀𝑧𝑢𝑘 >≠ 0 olup 𝑝(𝑀𝑧𝑢𝑘) = 𝑘’dir. 

      (ii)  𝐻 = 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olsun. Bu durumda ispat (i)’deki gibi yapılır. 

      Sonuç: Önerme 2.3.1’den 𝑝(𝑈) fonksiyonu, 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

     Teorem 2. 3. 4. 𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚}, 𝐸12 de iki sistem 

ve  < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 olsun.  

Bu takdirde 

      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒ {  
  𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑖]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>

                                                              (13) 

  ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1,… ,𝑚 
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      Tersine, varsayalım (13) eşitlikleri sağlansın. Bu durumda 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur ve 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) elemanının 

görüntüsü 

      𝑀𝑧 = (<𝑢𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> [𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> <𝑢𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)                                                                           (14) 

𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0’dır. 

      İspat: 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝑀) 𝑉  olsun. Bu takdirde 𝑣𝑖 = 𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde  𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur. Teorem 2.3.1’den ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 

için  
<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> , [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> ve 𝑝(𝑈) fonksiyonları 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryant olduğundan 

(13)’deki eşitlikler sağlanır. 

Tersine varsayalım ki (13)’deki eşitlikler sağlansın. < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0 olduğundan 

Önerme 1.2.5’e göre 𝑢𝑝(𝑈)−1 ∈ ℍ ∗mevcut olup ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 

için 

      𝑢𝑖𝑢𝑝(𝑈)−1 = <𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> + 𝑗 [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>’dir.                                                                   (15) 

< 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 olduğundan Önerme 1.2.5’e göre 𝑣𝑝(𝑉)−1 ∈ ℍ ∗ mevcut olup 

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 için  

      𝑣𝑖𝑣𝑝(𝑉)−1 = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> + 𝑗 [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑖]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>’dir.                                                                     (16) 

 (13) eşitlikleri, (15) ve (16) eşitliklerinden  

      𝑢𝑖𝑢𝑝(𝑈)−1 = 𝑣𝑖𝑣𝑝(𝑉)−1 elde edilir.                                                                                      (17) 

Şimdi 𝑧 = 𝑣𝑝(𝑉)𝑢𝑝(𝑈)−1 ∈ ℍ ∗  elemanını alalım. 𝑣𝑝(𝑉) = 𝑣𝑝(𝑉)(𝑢𝑝(𝑈)−1𝑢𝑝(𝑈)) = (𝑣𝑝(𝑉)𝑢𝑝(𝑈)−1)𝑢𝑝(𝑈) ve  𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) olduğundan 

 𝑣𝑝(𝑈) = 𝑧𝑢𝑝(𝑈)’dir. 

 (17) eşitliğinden ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1,… ,𝑚 için  
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𝑣𝑝(𝑈)(𝑢𝑖𝑢𝑝(𝑈)−1) = 𝑣𝑝(𝑈)(𝑣𝑖𝑣𝑝(𝑉)−1) elde edilir. Bu eşitlik kullanılarak 

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 için  𝑣𝑖 = (𝑣𝑝(𝑈)𝑣𝑝(𝑈)−1)𝑣𝑖 = 𝑣𝑝(𝑈)(𝑣𝑝(𝑈)−1𝑣𝑖) = 𝑣𝑝(𝑈)(𝑢𝑝(𝑈)−1𝑢𝑖) = (𝑣𝑝(𝑈)𝑢𝑝(𝑈)−1)𝑢𝑖 
         = 𝑧𝑢𝑖  
elde edilir. Böylece ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1,… ,𝑚 ve 𝑧 = 𝑣𝑝(𝑈)𝑢𝑝(𝑈)−1 ∈ ℍ ∗ için 𝑣𝑖 = 𝑧𝑢𝑖 elde edilmiş olur. (2) eşitliğinden ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖’dir. 

Önerme 1.2.5, Teorem 2.2.1, Önerme 2.2.1 ve 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) eşitliğinden  𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 = <𝑣𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> elde edilir. < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 olduğundan 

𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 ≠ 0 ve Teorem 2.2.1 ile 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝑀)’dir. Böylece  𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉’dir. 

Şimdi, ∀𝑖 = 1,2, … ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖 eşitliğini sağlayan 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin tekliğini 

ispatlayalım. Varsayalım ∀𝑖 = 1,2, … ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑧𝑢𝑖  eşitliğini sağlayan  𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcut olsun. Bu takdirde (2) eşitliği ve Teorem 2.2.1’den 𝑀𝑧 = 𝑀𝑤  

olan bir tek 𝑤 ∈ ℍ∗ mevcuttur. Buradan ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑀𝑤𝑢𝑖 elde edilir. (2)  

eşitliğinden ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑤𝑢𝑖 elde edilir. < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0 olduğundan  𝑣𝑝(𝑈) = 𝑤𝑢𝑝(𝑈) eşitliğinden 𝑤 = 𝑣𝑢𝑝(𝑈)−1 = 𝑧 ∈ ℍ∗ dır. Böylece teklik ispatlanmış olur. 

Şimdi 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin görüntüsünü elde edelim. Önerme 1.4.3’den  

𝑧 = 𝑣𝑝(𝑈)𝑢𝑝(𝑈)−1 = <𝑢𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>+ 𝑗 [𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> olduğundan 𝑀𝑧 matrisi (5)’deki gibidir. 

Örnek 2.3.2. 𝑈 = {𝑢1 = (2,2), 𝑢2 = (1,−1), 𝑢3 = (3,7)} 
                      𝑉 = {𝑣1 = (2,2), 𝑣2 = (3,−3), 𝑣3 = (−1,11)} sistemlerini ve 

 𝑀𝑧 = ( 2 −1−1 2 ) ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) alalım. Gerçekten 𝑀𝑧 = ( 2 −1−1 2 ) ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 
için ∀𝑖 = 1,2,3 için 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖 olduğundan 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Örnek 2.3.3. 𝑈 = {𝑢1 = (2,2), 𝑢2 = (1,−1), 𝑢3 = (3,7)}, 
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                            𝑉 = {𝑣1 = (2,2), 𝑣2 = (3,−3), 𝑣3 = (−1,11)} sistemlerini alalım ve 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 olduğunu gösterelim. Bu sistemde 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) = 3 olduğundan 

 < 𝑢3, 𝑢3 >≠ 0 ve < 𝑣3, 𝑣3 >≠ 0’dır. (13)’den 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) = 3,  

<𝑢3,𝑢1><𝑢3,𝑢3> = <𝑣3,𝑣1><𝑣3,𝑣3> = 15, [𝑢3 𝑢1]<𝑢3,𝑢3> = [𝑣3 𝑣1]<𝑣3,𝑣3> = 15, 
<𝑢3,𝑢2><𝑢3,𝑢3> = <𝑣3,𝑣2><𝑣3,𝑣3> = −14 , 

[𝑢3 𝑢2]<𝑢3,𝑢3> = [𝑣3 𝑣2]<𝑣3,𝑣3> = 14  
eşitlikleri sağlandığından 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ‘dir. (13) eşitliklerinin sağlandığı durumda, 𝑀𝑧 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) elemanının görüntüsü (14) eşitliğinden elde edilir. Yani, 

 𝑀𝑧 = (<𝑢3,𝑣3><𝑢3,𝑢3> [𝑢3 𝑣3]<𝑢3,𝑢3>[𝑢3 𝑣3]<𝑢3,𝑢3> <𝑢3,𝑣3><𝑢3,𝑢3>) = ( 2 −1−1 2 ) ve 𝑑𝑒𝑡𝑀𝑧 = 5 ≠ 0’dır. 

      Not 2.3.2. 𝐸12 de 1 = (1,0) elemanını düşünelim. Bu eleman matris biçiminde  𝐼 = (1 00 1) biçiminde yazılabilir. Bu takdirde 𝐼 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑊 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) 
olmak üzere, 

1 = 𝐼. 1 = (1 00 1) (10)  ve  1 = 𝑊. 1 = (1 00 −1) (10)’dır.  

Bundan dolayı 𝑉 = 𝑀𝑧𝑈 eşitliğini sağlayan 𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)’nin teklik özelliği 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için doğru değildir. 

      𝐸12 de 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}  𝑚-tane noktadan oluşan bir sistem olsun. Bu sistemin rankını 𝑟(𝑈) ile gösterelim. Açıkça 𝑟(𝑈), 𝑈’ nun bir 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryantıdır. 

      Önerme 2.3.2.  𝑟(𝑈), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      İspat: 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑚 ≥ 1, 𝑢𝑖 ∈ 𝐸12 olsun. 𝑟(𝑈)’nun 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryant olduğunu göstermek için ∀𝐹 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için 𝑟(𝐹𝑈) = 𝑟(𝑈) olduğunu gösterelim. 𝑟(𝑈) = 𝑘 ve 0 ≤ 𝑘 ≤ 2  olsun. Bu takdirde 𝑈’da 𝑘 

tane lineer bağımsız vektör vardır. Bunları 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 ile gösterelim.  
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Bu durumda 𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) = |< 𝑢1, 𝑢1 > ⋯ < 𝑢1, 𝑢𝑘 >  ⋮             ⋱            ⋮ < 𝑢𝑘, 𝑢1 > ⋯ < 𝑢𝑘, 𝑢𝑘 >|   ≠ 0’dır. 

Şimdi ∀𝐹 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için 𝐹𝑈 = {𝐹𝑢1, 𝐹𝑢2, … , 𝐹𝑢𝑚}’yi düşünelim. 

𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝐹𝑢1, 𝐹𝑢2, … , 𝐹𝑢𝑘) = |< 𝐹𝑢1, 𝐹𝑢1 > ⋯ < 𝐹𝑢1, 𝐹𝑢𝑘 >  ⋮             ⋱            ⋮ < 𝐹𝑢𝑘, 𝐹𝑢1 > ⋯ < 𝐹𝑢𝑘, 𝐹𝑢𝑘 >| 
= |𝑑𝑒𝑡𝐹 < 𝑢1, 𝑢1 > ⋯𝑑𝑒𝑡𝐹 < 𝑢1, 𝑢𝑘 >  ⋮             ⋱            ⋮ 𝑑𝑒𝑡𝐹 < 𝑢𝑘, 𝑢1 > ⋯𝑑𝑒𝑡𝐹 < 𝑢𝑘, 𝑢𝑘 >| = (𝑑𝑒𝑡𝐹)𝑘 |< 𝑢1, 𝑢1 > ⋯ < 𝑢1, 𝑢𝑘 >  ⋮             ⋱            ⋮ < 𝑢𝑘, 𝑢1 > ⋯ < 𝑢𝑘, 𝑢𝑘 >| = (𝑑𝑒𝑡𝐹)𝑘𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘) ≠ 0 ’dır.    

Yani 𝐹𝑈’da en az 𝑘 tane lineer bağımsız vektör vardır. Yani 𝑘 ≤  𝑟(𝐹𝑈)’dur.  

Ancak 𝑘 <  𝑟(𝐹𝑈) = 𝑙 ise 𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝐹𝑢1, 𝐹𝑢2, … , 𝐹𝑢𝑙) = (𝑑𝑒𝑡𝐹)𝑙𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑙) =0’dır. Bu durumda 𝑟(𝑈) = 𝑘 < 𝑙 olduğundan 𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑙) = 0’dır. Bu ise bir 

çelişkidir. Yani 𝑟(𝐹𝑈) = 𝑘’dır. Böylece 𝑟(𝐹𝑈) = 𝑟(𝑈)’dur. 

      Teorem 2.3.5.  𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki 

sistem, < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 ve 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 1 olsun. Bu takdirde  

      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ { 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>                                                            (18) 

  ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1,… ,𝑚 

      Tersine, varsayalım (18) eşitlikleri sağlanır. Bu durumda 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2, … ,𝑚 

olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur ve 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) elemanının görüntüsü 

(14) ifadesinde verilmiştir. 

      İspat: 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 olsun. Bu takdirde 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur. Teorem 2.3.1’den ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1,… ,𝑚 

için  
<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>  ve 𝑝(𝑈) fonksiyonları 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryant olduğundan (18)’deki 

eşitlikler sağlanır.  

      Tersine, varsayalım ki (18)’deki eşitlikler sağlansın. 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 1 olduğundan 
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 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 için 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑈) 𝑣𝑖]<𝑣𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)> = 0’dır. 

Bu durumda Teorem 2.3.4’deki (13) eşitlikleri sağlanır. Bu takdirde Teorem 2.3.4’den  𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur. Ancak 

 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ⊂ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olduğundan 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 elde edilir. < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0 olduğundan Önerme 1.2.5’e göre 𝑢𝑝(𝑈)−1 ∈ ℍ mevcut olup 

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 için 𝑢𝑖𝑢𝑃(𝑈)−1 ∈ ℍ∗ dır.  

Şimdi 𝑧 = 𝑣𝑃(𝑈)𝑢𝑃(𝑈)−1 ∈ ℍ∗ elemanını alalım. (2) eşitliğinden 𝑉 = 𝑧𝑈 = 𝑀𝑧𝑈’dir. 

Teorem 2.3.4’den 𝑀𝑧’nin görüntüsü (5)’deki gibidir. 

      Örnek 2.3.4.  𝑈 = {𝑢1 = (1,−2), 𝑢2 = (−2,4)} 
                             𝑉 = {𝑣1 = (−4, −1), 𝑣2 = (8,2)} iki sistem ve 

 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 1 olsun. Bu takdirde 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉olduğunu gösterelim.  

Bu sistemlerde, 

 𝑝(𝑈) = 1 olduğundan < 𝑢1, 𝑢1 >≠ 0, 𝑝(𝑉) = 1 olduğundan < 𝑣1, 𝑣1 >≠ 0’dır. Buradan  

 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) = 1, 
<𝑢1,𝑢2><𝑢1,𝑢1> = <𝑣1,𝑣2><𝑣1,𝑣1> = −2  olup 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

Tersine, 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) = 1, 
<𝑢1,𝑢2><𝑢1,𝑢1> = <𝑣1,𝑣2><𝑣1,𝑣1> = −2 ve 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 1 olsun. Bu 

durumda,  𝑀𝑧 = (<𝑢1,𝑣1><𝑢1,𝑢1> [𝑢1 𝑣1]<𝑢1,𝑢1>[𝑢1 𝑣1]<𝑢1,𝑢1> <𝑢1,𝑣1><𝑢1,𝑢1>) = (2 33 2)’dir. 

      Not 2.3.3. 𝑚 > 1 durumunda 𝐸12 de 𝑚 tane noktadan oluşan bir sistem ve 

 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} olsun. Varsayalım 𝑟(𝑈) = 2 olsun. Önceki bölümden Not 1.4.5’den 𝑞(𝑈)’yu alalım. 

      Önerme 2.3.3. 𝑞(𝑈) sayısı 𝑈’nun bir 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryantıdır. 

      İspat: 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑚 > 1 için 𝑟(𝑈) = 2 olsun. Bu takdirde 𝑈 bozulmamış 

olduğundan 𝑝(𝑈) = 𝑘’dır. Özel olarak  𝑘 = 1 olsun. 



26 

 

 

 

Bu takdirde < 𝑢1, 𝑢1 >≠ 0 olup 𝑢1 lineer bağımsızdır. 𝑟(𝑈) = 2 olduğundan 𝑈’da 𝑢𝑙, 
 2 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚 olan 𝑢1 ile lineer bağımsız olan bir vektör mevcuttur. Bu durumda 𝑞(𝑈)’nun 

tanımından 𝑞(𝑈) = 𝑙’dir.  𝐹 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) için 𝐹𝑈 = {𝐹𝑢1, 𝐹𝑢2, … , 𝐹𝑢𝑚}’yi alalım. Önerme 2.3.1’den 

 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝐹𝑈) olduğundan 𝐹𝑈’da 𝐹𝑢1 vektörü mevcut ve lineer bağımsızdır. Diğer 

taraftan 𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝐹𝑢1, 𝐹𝑢𝑙) = (𝑑𝑒𝑡𝐹)2𝑑𝑒𝑡𝐺𝑟(𝑢1, 𝑢𝑙) ≠ 0 olduğundan 𝐹𝑢1, 𝐹𝑢𝑙 lineer 

bağımsızdır. Bu durumda 𝑞(𝐹(𝑈)) = 𝑙 olup 𝑞(𝑈) = 𝑞(𝐹𝑈)’dir. 

      Teorem 2.3.6. 𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki 

sistem < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 ve 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 2 olsun. 

Bu takdirde 

      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒
{  
   
 𝑝(𝑈)=𝑝(𝑉)𝑞(𝑈)=𝑞(𝑉)( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2=( [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>)2<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>= <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)>

                                                              (19) 

∀𝑖, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑖 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈)’dir. 

      Tersine, varsayalım (19) eşitlikleri sağlansın. Bu durumda 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur ve 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) elemanın görüntüsü 

için aşağıdaki durumlar mevcuttur. 

      (i) 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunda 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑀𝑧 elemanının 

görüntüsü (14) ifadesinde verilmiştir. 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunda 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ve 𝑀𝑧 elemanının 

görüntüsü, 

      𝑀𝑧 = (<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > − [𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ >[𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > − <𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ >)                                                                       (20) 
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şeklindedir. 

      İspat: 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 olsun. Bu takdirde  𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur.  

Teorem 2.3.1’den ∀𝑖, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈) için 𝑝(𝑈), 𝑞(𝑈), ( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2, <𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> ve 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> fonksiyonları 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryant olduğundan (19)’daki 

eşitlikler sağlanır. 

      Tersine, varsayalım ki (19)’daki eşitlikler sağlansın. 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 2 ve 𝑝(𝑈), 𝑞(𝑈) 
sayılarının tanımı kullanılarak [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)] ≠ 0 ve [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)] ≠ 0’dir. Dahası  

< 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 olduğundan 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> ≠ 0 ve 

 
[𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> ≠ 0’dir. Buradan ( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2 = ( [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>)2 eşitliğinden  

[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> veya 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> elde edilir. 

      (i)  
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunu ele alalım. Bu takdirde 

𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) ve 𝑞(𝑈) = 𝑞(𝑉) eşitliklerinden  ∀𝑖, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈) için 

 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>, 

<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> ve 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)> 

eşitlikleri sağlanır.  ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈) için 

 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> ve 

[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)> eşitliklerinden 

 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑈) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)> ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈) elde edilir.  

Böylece Teorem 2.3.4’deki (13) eşitlikleri sağlanır. Dolayısıyla Teorem 2.3.4’e göre  𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olan bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur ve 𝑀𝑧’nin 

görüntüsü (5) şeklindedir. 
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      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunu ele alalım. Bu takdirde 

𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) ve 𝑞(𝑈) = 𝑞(𝑉) eşitliklerinden ∀𝑖, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈) için 

[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>  ve  
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)> eşitliklerinden 

 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> elde edilir. 

 Bu son eşitlik 
[𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> = − [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑊𝑢𝑝(𝑈) 𝑊𝑢𝑘]<𝑊𝑢𝑝(𝑈),𝑊𝑢𝑝(𝑈)> şeklinde yazılabilir. Ancak  

𝑊𝑢𝑝(𝑈) = 𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ olduğundan 
[𝑣𝑝(𝑈) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)> = [𝑊𝑢𝑝(𝑈) 𝑊𝑢𝑘]<𝑊𝑢𝑝(𝑈),𝑊𝑢𝑝(𝑈)> olarak yazılabilir. Bu durumda 

teoremin ispatı (i) durumunun koşullarını sağlayan 𝑊𝑈 = {𝑊𝑢1,𝑊𝑢2, . . . , 𝑊𝑢𝑚} ile 

 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} sistemlerinin benzerlik problemine dönüşür. Bu takdirde (i) 

durumundaki gibi 𝑣𝑖 = 𝐾𝑧(𝑊𝑢𝑖) = (𝐾𝑧𝑊)𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 

 𝐾𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) matrisi vardır ve 𝑀𝑧 = 𝐾𝑧𝑊 matrisinin görüntüsü (20) şeklindeki gibi 

elde edilir.∎ 

      Örnek 2.3.5. 𝑈 = {𝑢1 = (3,1), 𝑢2 = (1,3), 𝑢3 = (−2,−10)} 
                            𝑉 = {𝑣1 = (4,0), 𝑣2 = (0,−4), 𝑣3 = (2,14)} iki sistem ve  

𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 2 olsun. 𝑀𝑧 = (32 −1212 −32 ) ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) alalım. Bu durumda 

 ∀𝑖 = 1,2,3 için 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖 olduğundan 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Örnek 2.3.6. 𝑈 = {𝑢1 = (3,1), 𝑢2 = (1,3), 𝑢3 = (−2,−10)} 
                            𝑉 = {𝑣1 = (4,0), 𝑣2 = (0,−4), 𝑣3 = (2,14)} iki sistem ve 

 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 2 olsun. Bu takdirde 𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉olduğunu gösterelim.  

Bu sistemlerde 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉) = 1 olduğundan < 𝑢1, 𝑢1 >≠ 0 ve  < 𝑣1, 𝑣1 >≠ 0’dir. 𝑞(𝑈)’nun tanımından 𝑞(𝑈) = 2, 𝑞(𝑉)’nun tanımından 𝑞(𝑉) = 2’dir. Buradan  𝑞(𝑈) = 𝑞(𝑉) = 2’dir. Teorem 2.3.6’daki (19) eşitlikleri 
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( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2 = ( [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>)2 = 1,  

<𝑢𝑝(𝑈),𝑢2><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣2><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> = 0,  

<𝑢𝑝(𝑈),𝑢3><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣3><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)> = −72 ,  

<𝑢𝑝(𝑈),𝑢3><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣3><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> = 12  sağlanır. Teorem 2.3.6’daki (ii) eşitliği  

 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> sağlandığından  𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) elemanının görüntüsü 

(20) eşitliğinden elde edilir. Yani 𝑀𝑧 = (32 −1212 −32 )’dir. 

 

      2.4. Pseudo-Benzerlik ve Genelleştirilmiş Pseudo-Benzerlik Hareket Grupları 
 

      𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olsun. 𝐺 × 𝑇𝑟(2) ile 𝐸12 

nin tüm ötelemeleri ve 𝐺’nin elemanlarıyla üretilen 𝐸12 nin tüm dönüşümleri grubunu 

gösterelim. 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) × 𝑇𝑟(2) grubunu 𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ile gösterelim. 𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) = {𝐹: 𝐸12 → 𝐸12|𝐹𝑥 = 𝑔𝑥 + 𝑏, 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), ∀𝑥 ∈ 𝐸12, 𝑏 ∈ 𝐸12}’dir. 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) × 𝑇𝑟(2) grubunu 𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ile gösterelim. 𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) = {𝐹: 𝐸12 → 𝐸12|𝐹𝑥 = 𝑔𝑥 + 𝑏, 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), ∀𝑥 ∈ 𝐸12, 𝑏 ∈ 𝐸12}’dir. 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) × 𝑇𝑟(2) grubunu 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ile gösterelim. 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) = {𝐹: 𝐸12 → 𝐸12|𝐹𝑥 = 𝑔𝑥 + 𝑏, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), ∀𝑥 ∈ 𝐸12, 𝑏 ∈ 𝐸12}’dir. 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) × 𝑇𝑟(2) grubunu 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ile gösterelim. 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) = {𝐹: 𝐸12 → 𝐸12|𝐹𝑥 = 𝑔𝑥 + 𝑏, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), ∀𝑥 ∈ 𝐸12, 𝑏 ∈ 𝐸12}’dir. 

      Önerme 2.4.1. 𝑢1, 𝑣1 ∈ ℍ olmak üzere 𝑣1 = 𝐹𝑢1 olacak şekilde 𝐹 ∈ 𝐺 × 𝑇𝑟(2) 
mevcuttur. 
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      İspat: Açıktır. 

      ℕ doğal sayılar kümesi ℕ𝑚 = {1,2, . . . , 𝑚}’dir. 𝑧 ∈ ℍ olsun. ∀𝑗 ∈ ℕ𝑚 için 𝑦𝑗 = 𝑧 olan {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚} sıralısını 𝑧1𝑚 ile gösterelim. Yani, 𝑧1𝑚 = {𝑧, 𝑧, . . . , 𝑧}⏟      𝑚−𝑡𝑎𝑛𝑒 ’dir. 

𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚} ∈ 𝐸12 olsun. Bu durumda 𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚} − {𝑢𝑚 , 𝑢𝑚 , … , 𝑢𝑚} = {𝑢1 − 𝑢𝑚 , 𝑢2 − 𝑢𝑚 , . . . , 𝑢𝑚−1 −𝑢𝑚 , 0}’dir. 

      Önerme 2.4.2. 𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olsun. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} ∈ 𝐸12 olmak üzere,  

𝑈 ∼𝐺×𝑇𝑟(2) 𝑉 ⇔ 𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚 ∼𝐺 𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚’ dir. 

      İspat: ⟹: Varsayalım ki 𝑈 ∼𝐺×𝑇𝑟(2) 𝑉 olsun. Bu takdirde ∀𝑖 ∈ ℕ𝑚 için 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏 

olacak şekilde 𝑔 ∈ 𝐺 ve 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Özel olarak 𝑖 = 𝑚 için 𝑣𝑚 = 𝑔𝑢𝑚 + 𝑏 

olduğundan 𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚’dir. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏 eşitliğinden  𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏 = 𝑔𝑢𝑖 + (𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚), ∀𝑖 ∈ ℕ𝑚’dir. Bu eşitlikten 

 𝑣𝑖 − 𝑣𝑚 = 𝑔𝑢𝑖 − 𝑔𝑢𝑚 = 𝑔(𝑢𝑖 − 𝑢𝑚), ∀𝑖 ∈ ℕ𝑚’dir. Yani {𝑢1 − 𝑢𝑚 , 𝑢2 − 𝑢𝑚 , . . . , 𝑢𝑚−1 − 𝑢𝑚 , 0} ∼𝐺 {𝑣1 − 𝑣𝑚 , 𝑣2 − 𝑣𝑚 , . . . , 𝑣𝑚−1 − 𝑣𝑚 , 0} olur.  

Bu da 𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚 ∼𝐺 𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚 demektir. 

                ⟸: Varsayalım 𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚 ∼𝐺 𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚 olsun. Bu takdirde {𝑢1 − 𝑢𝑚 , 𝑢2 − 𝑢𝑚 , . . . , 𝑢𝑚−1 − 𝑢𝑚 , 0} ∼𝐺 {𝑣1 − 𝑣𝑚 , 𝑣2 − 𝑣𝑚 , . . . , 𝑣𝑚−1 − 𝑣𝑚 , 0}’dir. 

Bu takdirde  𝑣𝑖 − 𝑣𝑚 = 𝑔(𝑢𝑖 − 𝑢𝑚), ∀𝑖 ∈ ℕ𝑚 olacak şekilde 𝑔 ∈ 𝐺 mevcuttur. 𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 olsun. Bu eşitlikten 𝑣𝑚 = 𝑔𝑢𝑚 + 𝑏’dır. O zaman 𝑣𝑖 − 𝑣𝑚 = 𝑔(𝑢𝑖 − 𝑢𝑚) ve 𝑣𝑚 = 𝑔𝑢𝑚 + 𝑏 eşitliklerinden 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 ∈ ℕ𝑚 elde edilir. Böylece 𝑈 ∼𝐺×𝑇𝑟(2) 𝑉 olur. 

      Sonuç 2.4.1. 𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olsun. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} ∈ 𝐸12 olmak üzere, 
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𝑈 ∼𝐺×𝑇𝑟(2) 𝑉 ⇔ {𝑢1 − 𝑢𝑚 , 𝑢2 − 𝑢𝑚 , . . . , 𝑢𝑚−1 − 𝑢𝑚} ∼𝐺 {𝑣1 − 𝑣𝑚 , 𝑣2 − 𝑣𝑚 , . . . , 𝑣𝑚−1 − 𝑣𝑚} 
dir. 

      Teorem 2.4.1. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki 

tane 𝑚-sıralısı ve Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒
{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)

           (21)  

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

      Tersine, (21)’deki eşitlikler sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 

olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüleri    

      𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. 

      İspat: Önerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.3’den elde edilir. 

      Örnek 2.4.1. 𝑚 = 3 için 𝑈 = {𝑢1 = (1,2), 𝑢2 = (2,3), 𝑢3 = (4,4)} ve  𝑉 = {𝑣1 = (1,3), 𝑣2 = (2,4), 𝑣3 = (5,4)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (−3,−2), 𝑢2 − 𝑢3 = (−2,−1) } ve 𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (−4,−1), 𝑣2 − 𝑣3 = (−3,0) } olup Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0 ve Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0’dir. 

𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉  ise aşağıdaki özellikler sağlanır. Gerçekten 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉  olsun. 

 Bu takdirde 
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      𝑝(𝑈 − 𝑢313) = 𝑝(𝑉 − 𝑣313) = 1,  

      𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢1 − 𝑢3)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣1 − 𝑣3)) = 1, 

       
<𝑢1−𝑢3,𝑢2−𝑢3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = <𝑣1−𝑣3,𝑣2−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = 45, 

      
[𝑢1−𝑢3  𝑢2−𝑢3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) = [𝑣1−𝑣3  𝑣2−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) = −15 ’dir. 

Tersine, 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (−3,−2), 𝑢2 − 𝑢3 = (−2,−1) } ve 

              𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (−4,−1), 𝑣2 − 𝑣3 = (−3,0) } alalım. Bu takdirde Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve (21) eşitlikleri sağlandığından  

𝑔 = (<𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) [𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3)[𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) <𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) ) = ( 2 −1−1 2 ) ve 𝑏 = 𝑣3 − 𝑔𝑢3’den  

𝑏 = (1,0) elde edilir. Dolayısıyla 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉  ‘dir. 

        Teorem 2. 4. 2.  𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚}sistemleri 𝐸12 de 

iki tane 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 

 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 1 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ {  
  𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

         (22) 

 ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

Tersine, (22)’deki eşitlikler sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 olacak 

şekilde bir tek 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 

 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü 

      𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve  
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𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. 

          İspat : Önerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.4’den elde edilir. 

          Örnek 2. 4. 2.  𝑚 = 4 için 𝑈 = {𝑢1 = (2,−1), 𝑢2 = (0,5), 𝑢3 = (−1,8), 𝑢4 = (1,2) } ve  𝑉 = {𝑣1 = (7,0), 𝑣2 = (7,16), 𝑣3 = (7,24), 𝑣4 = (7,8)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (1,−3), 𝑢2 − 𝑢4 = (−1,3), 𝑢3 − 𝑢4  = (−2,6)} ve 𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (0,−8), 𝑣2 − 𝑣4 = (0,8), 𝑣3 − 𝑣4 = (0,16)} olup 

 Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0 ve Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢414) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣414) = 1’dir. 

𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise aşağıdaki eşitlikler sağlanır. Gerçekten 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 olsun. Bu takdirde 

        𝑝(𝑈 − 𝑢414) = 𝑝(𝑉 − 𝑣414) = 1,  

        𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢1 − 𝑢4)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣1 − 𝑣4)) = −1, 

        
<𝑢1−𝑢4,𝑢2−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣2−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 0, 

        
<𝑢1−𝑢4,𝑢3−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣3−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 34 , 

        
<𝑢1−𝑢4,𝑢1−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 1’dir. 

Tersine, 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (1,−3), 𝑢2 − 𝑢4 = (−1,3), 𝑢3 − 𝑢4  = (−2,6)} ve  

              𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (0 − 8), 𝑣2 − 𝑣4 = (0,8), 𝑣3 − 𝑣4 = (0,16)} olsun. Bu 

takdirde Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve (22) eşitlikleri sağlandığından  

𝑔 = (<𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) [𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4)[𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) <𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) ) = (3 11 3) ve 𝑏 = 𝑣4 − 𝑔𝑢4’den  

𝑏 = (2,1) elde edilir. Dolayısıyla 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Teorem 2.4.3.  𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki 

tane 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 2 olsun. Bu durumda  
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𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉  ise  

{  
   
  
    
 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑞(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))([𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) )2 = ([𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚    𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) )2  (23)< 𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚 , 𝑢𝑖 − 𝑢𝑚 >Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) = < 𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚 , 𝑣𝑖 − 𝑣𝑚 >Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  𝑢𝑘 − 𝑢𝑚][𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  ] = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚  𝑣𝑘 − 𝑣𝑚][𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚]

 

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1,  ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚 − 1, 

 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚).  
      Tersine, (23) eşitlikleri sağlansın. Bu takdirde  𝑣𝑖 = 𝑀1𝑢𝑖 + 𝑏1 ve 𝑣𝑖 = 𝑀2𝑢𝑖 + 𝑏2 

olacak şekilde 𝑀1, 𝑀2 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐸12 mevcut ve   

      (i)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda  𝑀1 ∈𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑀1’in görüntüsü Teorem 2.4.1’deki gibidir. 𝑏1 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü de 

Teorem 2.4.1’deki gibidir. 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑢−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = − [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda  ise 𝑀2 = 𝑀1. 𝑊 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüleri 

      𝑀2 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
  ve 

   𝑏2 = 𝑣𝑚 −𝑀2𝑢𝑚 şeklindedir. 

      İspat: Önerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.5’den elde edilir. 

      Örnek 2.4.3.  𝑚 = 3 için  𝑈 = {𝑢1 = (3,2), 𝑢2 = (1,3), 𝑢3 = (2,−1)} ve 
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𝑉 = {𝑣1 = (9,6), 𝑣2 = (6,6), 𝑣3 = (4,−1)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (1,3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−1,4) } ve 𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (5,7), 𝑣2 − 𝑣3 = (2,7) } olup Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢313) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣313) = 2’dir. 

𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise teoremdeki koşullar sağlanır. Gerçekten, 

      𝑝(𝑈 − 𝑢313) = 𝑝(𝑉 − 𝑣313) = 1,  

      𝑞(𝑈 − 𝑢313) = 𝑞(𝑉 − 𝑣313) = 2,  

      𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢1 − 𝑢3)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣1 − 𝑣3)) = −1, 

      ([𝑢1−𝑢3   𝑢2−𝑢3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) )2 = ([𝑣1−𝑣3   𝑣2−𝑣3]Ǫ(𝑣1−𝑣3) )2 = 4964, 
       

<𝑢1−𝑢3,𝑢2−𝑢3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = <𝑣1−𝑣3,𝑣2−𝑣3>Ǫ(𝑣1−𝑣3) = 138 , 

       
[𝑢1−𝑢3  𝑢2−𝑢3][𝑢1−𝑢3  𝑢2−𝑢3] = [𝑣1−𝑣3  𝑣2−𝑣3][𝑣1−𝑣3  𝑣2−𝑣3] = 1’dir. 

Tersine, 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (1,3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−1,4) } ve 

              𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (5,7), 𝑣2 − 𝑣3 = (2,7) } alalım. Bu takdirde Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve (23) eşitlikleri sağlandığından Teorem 2.4.3’e göre  

  𝑀1 = (<𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) [𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3)[𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) <𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) ) = (2 11 2) ve 𝑏1 = 𝑣3 − 𝑔𝑢3 = (1,−1)’dir. 

Dolayısıyla 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Örnek 2.4.4. 𝑚 = 3 için 

 𝑈 = {𝑢1 = (3,2), 𝑢2 = (1,3), 𝑢3 = (2,−1)} ve 

 𝑉 = {𝑣1 = (6,−2), 𝑣2 = (1,−6), 𝑣3 = (7,3)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (1,3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−1,4) } ve 𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (−1,−5), 𝑣2 − 𝑣3 = (−6,−9) } olup 
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 Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢313) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣313) = 2’dir.  

𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise Teorem 2.4.3’deki koşullar sağlanır. Gerçekten 

      𝑝(𝑈 − 𝑢313) = 𝑝(𝑉 − 𝑣313) = 1,  

      𝑞(𝑈 − 𝑢313) = 𝑞(𝑉 − 𝑣313) = 2, 

      𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢1 − 𝑢3)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣1 − 𝑣3)) = −1, 

      ([𝑢1−𝑢3   𝑢2−𝑢3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) )2 = ([𝑣1−𝑣3   𝑣2−𝑣3]Ǫ(𝑣1−𝑣3) )2 = (−78 )2 = (78)2 = 4964, 
       

<𝑢1−𝑢3,𝑢2−𝑢3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = <𝑣1−𝑣3,𝑣2−𝑣3>Ǫ(𝑣1−𝑣3) = 138 , 

       
[𝑢1−𝑢3  𝑢2−𝑢3][𝑢1−𝑢3  𝑢2−𝑢3] = [𝑣1−𝑣3  𝑣2−𝑣3][𝑣1−𝑣3  𝑣2−𝑣3] = 1’dir. 

Tersine, 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (1,3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−1,4) } ve 

              𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (−1,−5), 𝑣2 − 𝑣3 = (−6,−9) } alalım. Bu takdirde 

 Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve (23) eşitlikleri sağlandığından 

   𝑀2 = (<𝑢1−𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) − [𝑢1−𝑢3 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3)<𝑢1−𝑢3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) − [𝑢1−𝑢3 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3)
) = (2 −11 −2) ve 𝑏2 = 𝑣3 −𝑀2𝑢3 = (2,−1)’dir. 

Dolayısıyla 𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Teorem 2.4.4. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki 

tane 𝑚-sıralısı ve Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒
{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)
<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

                              (24)  

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 
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      Tersine, (24)’deki eşitlikler sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 

olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüleri  

      𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. 

      İspat: Önerme 2.4.2. ve Teorem 2.3.4’den elde edilir. 

      Örnek 2.4.5. 𝑚 = 4 için 𝑈 = {𝑢1 = (2,−1), 𝑢2 = (1,3), 𝑢3 = (−2,0), 𝑢4 = (2,3) } ve 𝑉 = {𝑣1 = (7,0), 𝑣2 = (8,11), 𝑣3 = (−4,−1), 𝑣4 = (11,12)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (0,−4), 𝑢2 − 𝑢4 = (−1,0), 𝑢3 − 𝑢4  = (−4,−3)} ve 𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (−4,−12), 𝑣2 − 𝑣4 = (−3,−1), 𝑣3 − 𝑣4 = (−15,−13)} olup Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0 ve Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0’dir. 

𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ise Teorem 2.4.4’deki koşullar sağlanır. Gerçekten, 

      𝑝(𝑈 − 𝑢414) = 𝑝(𝑉 − 𝑣414) = 1,  

      
<𝑢1−𝑢4,𝑢2−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣2−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 0, 

       
<𝑢1−𝑢4,𝑢3−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣3−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 34,  

       
<𝑢1−𝑢4,𝑢1−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 1, 

      
[𝑢1−𝑢4  𝑢2−𝑢4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) = [𝑣1−𝑣4  𝑣2−𝑣4]Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 14, 

      
[𝑢1−𝑢4  𝑢3−𝑢4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) = [𝑣1−𝑣4  𝑣3−𝑣4]Ǫ(𝑣1−𝑣4) = −1,  

      
[𝑢1−𝑢4  𝑢1−𝑢4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) = [𝑣1−𝑣4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 0’dir.  
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Tersine, 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (0,−4), 𝑢2 − 𝑢4 = (−1,0), 𝑢3 − 𝑢4  = (−4,−3)} ve  

              𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (−4,−12), 𝑣2 − 𝑣4 = (−3,−1), 𝑣3 − 𝑣4 = (−15,−13)} 
alalım. Bu takdirde Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve (24) eşitlikleri sağlandığından 

  𝑔 = (<𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) [𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4)[𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) <𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) ) = (3 11 3) ve 𝑏 = 𝑣4 − 𝑔𝑢4 = (2,1)’dir.  

Dolayısıyla 𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Teorem 2.4.5.  𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de 

iki tane 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 −𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 1 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ { 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)                                  (25) 

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

      Tersine, (25)’deki eşitlikler sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 

olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüleri 

      𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. 

      İspat: Önerme 2.4.2. ve Teorem 2.3.5’den elde edilir. 

      Örnek 2.4.6. 𝑚 = 3 için 𝑈 = {𝑢1 = (1,0), 𝑢2 = (−3,6), 𝑢3 = (−1,3)} ve  𝑉 = {𝑣1 = (1,1), 𝑣2 = (−1,9), 𝑣3 = (0,5)} olsun. Bu takdirde 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (2,−3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−2,3) } ve 𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (1,−4), 𝑣2 − 𝑣3 = (−1,4) } olup 
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Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢313) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣313) = 1’dir.  

𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise Teorem 2.4.5’deki şartlar sağlanır. Gerçekten, 

      𝑝(𝑈 − 𝑢313) = 𝑝(𝑉 − 𝑣313) = 1,  

      
<𝑢1−𝑢3,𝑢2−𝑢3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = <𝑣1−𝑣3,𝑣2−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) = −1’dir. 

      Tersine, 𝑈 − 𝑢313 = {𝑢1 − 𝑢3 = (2,−3), 𝑢2 − 𝑢3 = (−2,3) } ve 

                    𝑉 − 𝑣313 = {𝑣1 − 𝑣3 = (1,−4), 𝑣2 − 𝑣3 = (−1,4) } alalım. Bu takdirde Ǫ(𝑢1 − 𝑢3) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣3) ≠ 0 ve (25) eşitlikleri sağlandığından 

𝑔 = (<𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) [𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3)[𝑢1−𝑢3  𝑣1−𝑣3]Ǫ(𝑢1−𝑢3) <𝑢1−𝑢3,𝑣1−𝑣3>Ǫ(𝑢1−𝑢3) ) = (2 11 2) ve 𝑏 = 𝑣3 − 𝑔𝑢3 = (−1,0)’dır. 

Dolayısıyla 𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Teorem 2.4.6. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki 

tane 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 −𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 2 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise 

      

{   
  
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑞(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)([𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) )2 = ([𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚   𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚) )2

<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑘−𝑢𝑚][𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ] = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑘−𝑣𝑚][𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]
                    (26) 

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1,… ,𝑚 − 1, 
 ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚 − 1, 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚). 
      Tersine (26)’daki eşitlikler sağlansın. Bu takdirde 𝑣𝑖 = 𝑀1𝑢𝑖 + 𝑏1 ve 𝑣𝑖 = 𝑀2𝑢𝑖 + 𝑏2 

olacak şekilde 𝑀1, 𝑀2 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐸12 mevcut ve  
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      (i)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)  durumunda  𝑀1 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olup 𝑀1’in görüntüsü Teorem 2.4.3’deki gibi ve 𝑏1 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü de 

Teorem 2.4.3’deki gibidir. 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑢−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑈𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = − [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda ise 𝑀2 = 𝑀1. 𝑊 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olup 𝑀2’nin görüntüsü, 

        𝑀2 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
  ve 

𝑏2 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü ise 𝑏2 = 𝑣𝑚 −𝑀2𝑢𝑚’dir. 

      İspat: Önerme 2.4.2 ve Teorem 2.3.6’dan elde edilir. 

      Örnek 2.4.7.  𝑚 = 4 için  𝑈 = {𝑢1 = (1,3), 𝑢2 = (−5,0), 𝑢3 = (2,3), 𝑢4 = (−1,2)}  𝑉 = {𝑣1 = (4,7), 𝑣2 = (−7,−14), 𝑣3 = (9,10), 𝑣4 = (3,0)}  𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (2,1), 𝑢2 − 𝑢4 = (−4,−2), 𝑢3 − 𝑢4 = (3,1) }  𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (5,7), 𝑣2 − 𝑣4 = (−10,−14), 𝑣3 − 𝑣4 = (6,10) }  Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢414) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣414) = 2’dir. 

𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise Teorem 2.4.6’daki şartlar sağlanır. Gerçekten,  

      𝑝(𝑈 − 𝑢414) = 𝑝(𝑉 − 𝑣414) = 1,  

      𝑞(𝑈 − 𝑢414) = 𝑞(𝑉 − 𝑣414) = 3, 

      ([𝑢1−𝑢4   𝑢3−𝑢4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) )2 = ([𝑣1−𝑣4   𝑣3−𝑣4]Ǫ(𝑣1−𝑣4) )2 = (−13 )2 = (−13 )2 = 19, 
       

<𝑢1−𝑢4,𝑢1−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 1, 

       
<𝑢1−𝑢4,𝑢2−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣2−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = −2,  
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[𝑢1−𝑢4  𝑢2−𝑢4][𝑢1−𝑢4  𝑢3−𝑢4] = [𝑣1−𝑣4  𝑣2−𝑣4][𝑣1−𝑣4  𝑣3−𝑣4] = 0’dir.  

Tersine, 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (2,1), 𝑢2 − 𝑢4 = (−4,−2), 𝑢3 − 𝑢4 = (3,1) }  
             𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (5,7), 𝑣2 − 𝑣4 = (−10,−14), 𝑣3 − 𝑣4 = (6,10) }  için 

 Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve (26) eşitlikleri sağlandığından 

          𝑀1 = (<𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) [𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4)[𝑢1−𝑢4  𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) <𝑢1−𝑢4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) ) = (1 33 1)  ve  𝑏1 = 𝑣4 − 𝑔𝑢4 = (−2,1) 
elde edilir. Dolayısıyla 𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉’dir. 

      Örnek 2.4.8. 𝑚 = 4 için  𝑈 = {𝑢1 = (1,3), 𝑢2 = (−5,0), 𝑢3 = (2,3), 𝑢4 = (−1,2)}  𝑉 = {𝑣1 = (−10,1), 𝑣2 = (−7,−14), 𝑣3 = (−9,4), 𝑣4 = (−9,−4)}  𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (2,1), 𝑢2 − 𝑢4 = (−4,−2), 𝑢3 − 𝑢4 = (3,1) }  𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (−1,5), 𝑣2 − 𝑣4 = (2,−10), 𝑣3 − 𝑣4 = (0,8) }  Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢414) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣414) = 2’dir. 

𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise Teorem 2.4.6’daki şartlar sağlanır. Gerçekten, 

      𝑝(𝑈 − 𝑢414) = 𝑝(𝑉 − 𝑣414) = 1, 

      𝑞(𝑈 − 𝑢414) = 𝑞(𝑉 − 𝑣414) = 3, 

      ([𝑢1−𝑢4   𝑢3−𝑢4]Ǫ(𝑢1−𝑢4) )2 = ([𝑣1−𝑣4   𝑣3−𝑣4]Ǫ(𝑣1−𝑣4) )2 = (−13 )2 = (13)2 = 19, 
      

<𝑢1−𝑢4,𝑢1−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = 1, 

      
<𝑢1−𝑢4,𝑢2−𝑢4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) = <𝑣1−𝑣4,𝑣2−𝑣4>Ǫ(𝑣1−𝑣4) = −2,  

      
[𝑢1−𝑢4  𝑢2−𝑢4][𝑢1−𝑢4  𝑢3−𝑢4] = [𝑣1−𝑣4  𝑣2−𝑣4][𝑣1−𝑣4  𝑣3−𝑣4] = 0’dir. 

Tersine, 𝑈 − 𝑢414 = {𝑢1 − 𝑢4 = (2,1), 𝑢2 − 𝑢4 = (−4,−2), 𝑢3 − 𝑢4 = (3,1) }  
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             𝑉 − 𝑣414 = {𝑣1 − 𝑣4 = (−1,5), 𝑣2 − 𝑣4 = (2,−10), 𝑣3 − 𝑣4 = (0,8) }  için Ǫ(𝑢1 − 𝑢4) ≠ 0, Ǫ(𝑣1 − 𝑣4) ≠ 0 ve (26) eşitlikleri sağlandığından 

   𝑀2 = (<𝑢1−𝑢4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) − [𝑢1−𝑢4 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4)<𝑢1−𝑢4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣1−𝑣4>Ǫ(𝑢1−𝑢4) − [𝑢1−𝑢4 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣1−𝑣4]Ǫ(𝑢1−𝑢4)
) = (1 −33 −1) ve 𝑏2 = 𝑣4 −𝑀2𝑢4 = (−2,1)  

elde edilir. Dolayısıyla 𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ’dir. 

 



 

      3. BULGULAR  

 

      Tezde elde edilen bulguları şu şekilde sıralayabiliriz. 

      1.  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸12, 𝐹:𝐸12 × 𝐸12 → ℝ  olmak üzere 

      (i)  F(𝑢, 𝑣) = <𝑢,𝑣> <𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

      (ii)  F(𝑢, 𝑣) = [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢> fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12)-invaryanttır. 

      (iii) F(𝑢, 𝑣) = ( [𝑢 𝑣]<𝑢,𝑢>)2 fonksiyonu 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)-invaryanttır. 

Teorem 2.3.1’de gösterilmiştir. 

      2. 𝑢, 𝑣 ∈ ℍ∗olsun. Bu takdirde 𝑣 = 𝑀𝑧𝑢 olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 
mevcuttur ve 𝑀𝑧 elemanının görüntüsü  

                                         𝑀𝑧 = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )’dir.                                             

   𝑢 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑣’dır. Teorem 2.3.2’de gösterilmiştir. 

      3. 𝑢, 𝑣 ∈ ℍ∗ olsun. Bu takdirde 𝑣 = 𝑔𝑢  veya 𝑣 = ℎ𝑢 olacak şekilde 𝑔, ℎ ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur. Bu durumda, 𝑔 = 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve ℎ = 𝑀𝑧𝑊 ∈
𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) dir . Burada, 𝑔’nin görüntüsü      𝑔 = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) ) ve ℎ’nin görüntüsü  

ℎ = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) − [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) −<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )’dir. 𝑢 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑣 ‘dır. Teorem 2.3.3’de gösterilmiştir. 

      4. 𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} 𝐸12 de iki sistem ve 

 < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 olsun.  

Bu takdirde 
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      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒ {  
  𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑖]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>

 

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 

Tersine, {  
  𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑖]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑖]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>

     eşitlikleri sağlansın. Bu durumda  

𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde bir tek 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) mevcuttur ve 

 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) elemanının görüntüsü 

𝑀𝑧 = ( 
 < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑣𝑝(𝑈) >< 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) > [𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]< 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >[𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]< 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) > < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑣𝑝(𝑈) >< 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >) 

 
 

 şeklindedir. Teorem 2.3.4’de gösterilmiştir. 

      5. 𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki sistem,  < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 ve 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 1 olsun. Bu takdirde  

      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ { 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>                            

 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑝(𝑈) − 1, 𝑝(𝑈) + 1, … ,𝑚 

Tersine, { 𝑝(𝑈) = 𝑝(𝑉)<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>  eşitlikleri sağlansın. Bu durumda 

 𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur ve  𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) elemanının görüntüsü  

                                                 𝑀𝑧 = (<𝑢𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> [𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> <𝑢𝑝(𝑈),𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>) 
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şeklindedir. Teorem 2.3.5’de gösterilmiştir. 

      6. 𝑚 > 1 için 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} kümeleri 𝐸12 de iki sistem  < 𝑢𝑝(𝑈), 𝑢𝑝(𝑈) >≠ 0, < 𝑣𝑝(𝑉), 𝑣𝑝(𝑉) >≠ 0 ve 𝑟(𝑈) = 𝑟(𝑉) = 2 olsun. Bu takdirde 

      𝑈 ∼𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒
{  
   
 𝑝(𝑈)=𝑝(𝑉)𝑞(𝑈)=𝑞(𝑉)( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2=( [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>)2<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>= <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)>

                                        

 ∀𝑖, 𝑘 = 1,2,… ,𝑚; 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈)’dır. 

Tersine, 

{  
   
 𝑝(𝑈)=𝑝(𝑉)𝑞(𝑈)=𝑞(𝑉)( [𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>)2=( [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>)2<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑖><𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)>= <𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑖><𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)>[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑘]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑞(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑘]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑞(𝑉)>

   eşitlikleri sağlansın. Bu durumda  

𝑣𝑖 = 𝑀𝑧𝑢𝑖, ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑚 olacak şekilde 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) mevcuttur ve  𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) elemanın görüntüsü için aşağıdaki durumlar mevcuttur. 

      (i) 
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunda 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑀𝑧 elemanının 

görüntüsü  

                                              𝑀𝑧 = (<𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) [𝑢 𝑣]Ǫ(𝑢) <𝑢,𝑣> Ǫ(𝑢) )’dir. 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈) 𝑢𝑞(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈),𝑢𝑝(𝑈)> = − [𝑣𝑝(𝑉) 𝑣𝑞(𝑉)]<𝑣𝑝(𝑉),𝑣𝑝(𝑉)> durumunda 𝑀𝑧 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) ve 𝑀𝑧 elemanının 

görüntüsü 

                            𝑀𝑧 = (<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > − [𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ >[𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑣𝑝(𝑈)]<𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > − <𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑣𝑝(𝑈)><𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝑢𝑝(𝑈)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ >)                 

şeklindedir. Teorem 2.3.6’da gösterilmiştir. 
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      7. 𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) olsun. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} ∈ 𝐸12 olmak üzere,  

𝑈 ∼𝐺×𝑇𝑟(2) 𝑉 ⇔ 𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚 ∼𝐺 𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚 Önerme 2.4.2’de gösterilmiştir. 

      8. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, , 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki tane 𝑚-

sıralısı ve Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒
{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)

                   

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

 

Tersine, 

{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛(Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)

    

 eşitlikleri sağlansın. Bu durumda 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin 

görüntüleri    

                   𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.1’de gösterilmiştir. 

      9. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚}sistemleri 𝐸12 de iki tane 𝑚-

sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 

 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 1 olsun. Bu durumda 
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      𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ {  
  𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

     

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

 

Tersine, {  
  𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

   

eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü 

                   𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.2’de gösterilmiştir. 

      10. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚},  𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki tane 

 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 2 olsun. Bu durumda  

𝑈 ∼𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒
{  
   
   
  𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑞(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚)) = 𝑠𝑔𝑛 (Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚))([𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) )2 = ([𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚   𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚) )2

<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑘−𝑢𝑚][𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ] = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑘−𝑣𝑚][𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]

  

∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1, 
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 ∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚 − 1, 𝑘 ≠ 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚)  𝑣𝑖 = 𝑀1𝑢𝑖 + 𝑏1 ve 𝑣𝑖 = 𝑀2𝑢𝑖 + 𝑏2 olacak şekilde 𝑀1,𝑀2 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐸12 

mevcuttur. Bu durumda  

      (i)   
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda 

 𝑀1 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olup 𝑀1’in görüntüsü 

            𝑀1 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 

olup 𝑏1 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü ise 𝑏1 = 𝑣𝑚 −𝑀1𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.3’de 

gösterilmiştir. 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑢−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = − [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda  

𝑀2 = 𝑀1. 𝑊 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olup 𝑀2’nin görüntüsü  

         𝑀2 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
  

 olup 𝑏2 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü ise 𝑏2 = 𝑣𝑚 −𝑀2𝑢𝑚 şeklindedir Teorem 2.4.3’de 

gösterilmiştir. 

      11. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki tane 

 𝑚-sıralısı ve Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) 𝑉 ⇒
{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)
<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

                  

 ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 
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Tersine, 

{   
   𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)
<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑖−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑖−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)

   eşitlikleri sağlansın. 

Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . ,𝑚 olacak şekilde bir tek 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 

bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin görüntüleri  

                   𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.4’de gösterilmiştir. 

      12. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚}, 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki tane 

 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 

 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 1 olsun. Bu durumda 

      𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ⇒ { 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)        

 ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1, . . . , 𝑚 − 1 

Tersine, { 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)<𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑢𝑖−𝑢𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = <𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚,𝑣𝑖−𝑣𝑚>Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)     

eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, 𝑣𝑖 = 𝑔𝑢𝑖 + 𝑏, ∀𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 olacak şekilde bir tek 

 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve bir tek 𝑏 ∈ 𝐸12 mevcuttur. Dahası 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏 ∈ 𝐸12 nin 

görüntüsü  

                   𝑔 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 
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𝑏 = 𝑣𝑚 − 𝑔𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.5’de gösterilmiştir. 

      13. 𝑚 > 1  ve 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚}, , 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} sistemleri 𝐸12 de iki tane 

 𝑚-sıralısı Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) ≠ 0, Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) ≠ 0 ve 

 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚) = 2 olsun. Bu durumda 

𝑈 ∼𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) 𝑉 ise 

{  
  
   
 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑝(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) = 𝑞(𝑉 − 𝑣𝑚1𝑚)([𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) )2 = ([𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚    𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚) )2< 𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚 , 𝑢𝑖 − 𝑢𝑚 >Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚) = < 𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚 , 𝑣𝑖 − 𝑣𝑚 >Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  𝑢𝑘 − 𝑢𝑚][𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚) − 𝑢𝑚  ] = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚  𝑣𝑘 − 𝑣𝑚][𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚   𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚) − 𝑣𝑚]

 

  ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) − 1, 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚) + 1,… ,𝑚 − 1,∀𝑘 = 1,2,… ,𝑚 − 1,  𝑘 ≠ 𝑝(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚), 𝑘 ≠ 𝑞(𝑈 − 𝑢𝑚1𝑚). 
 Tersine eşitlikler sağlansın. Bu takdirde 𝑣𝑖 = 𝑀1𝑢𝑖 + 𝑏1 ve 𝑣𝑖 = 𝑀2𝑢𝑖 + 𝑏2 olacak şekilde 𝑀1, 𝑀2 ∈ 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) ve 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐸12 mevcut ve 

      (i)   
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚   𝑢𝑞(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda  𝑀1 ∈𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) olup 𝑀1’in görüntüsü  

𝑀1 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve 

 𝑏1 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü 𝑏1 = 𝑣𝑚 −𝑀1𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.6’da gösterilmiştir 

      (ii)  
[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  𝑢𝑞(𝑢−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚]Ǫ(𝑈𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) = − [𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚  𝑣𝑞(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑣𝑝(𝑉−𝑣𝑚1𝑚)−𝑣𝑚)   durumunda  

𝑀2 = 𝑀1. 𝑊 ∈ 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚−(𝐸12) olup 𝑀2’nin görüntüsü  
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            𝑀2 = ( 
 <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − [𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚)[𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚]Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) − <𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,𝑣𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑣𝑚>Ǫ(𝑢𝑝(𝑈−𝑢𝑚1𝑚)−𝑢𝑚) ) 

 
 ve  

𝑏2 ∈ 𝐸12 nin görüntüsü 𝑏2 = 𝑣𝑚 −𝑀2𝑢𝑚 şeklindedir. Teorem 2.4.6’da gösterilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

      4. İRDELEME 

 

      Bu tezin amacı, [20]’de verilen genelleştirilmiş lineer pseudo-benzerlik grupları ve bu 

gruplara ötelemelerin eklenmesiyle oluşan hareket grupları ile [27] de açık problem olarak 

önerilen hareket grupları için iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde 𝑚-tane noktanın, 

Lorentz benzerlik grupları altında invaryant fonksiyonlarını bulmaktır. Bu fonksiyonlar 

yardımıyla, 𝑚-tane noktadan oluşan iki farklı sistem için, bir sistemi diğer sisteme 

dönüştüren Lorentz benzerlik dönüşümünün görüntüsünü bu nokta sistemlerinin invaryant 

fonksiyonları yardımıyla elde etmek olarak belirlenmiştir. 

      Öklid uzayında benzerlik geometrisine ait pek çok çalışma mevcuttur [1, 2, 4, 8, 19]. 

Ancak Lorentz  benzerlik geometrisi yeni geliştirilen bir alandır. Bu uzayda eğriler teorisine 

ve manifoldlara ait bazı çalışmalar yapılmıştır [9, 12, 17, 18, 23, 24, 25].  Bu iki boyutlu 

Lorentz benzerlik geometrisinde elde edilen gruplar [9, 18] çalışmalarında incelenen 

gruplardan daha geniştir. 

      Yaptığımız literatür araştırmasında, bu geometride noktalardan oluşan sistemlerin 

invaryant teori açısından denklik problemlerinin çözümüne [27] hariç başka çalışmalarda 

rastlanılmamıştır. Bu problemlerin n boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde geliştirilmesi 

ve Bézier eğrilerine uygulamaları yapılabilir. Ancak, bu tezde hiperbolik sayılar cebirinin 

özellikleri de kullanılmıştır. 𝑛-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde farklı bir yöntemin 

geliştirilmesi gerekmektedir. 

      Dahası, benzerlik geometrisinin bilgisayar grafikleri, nesne tanıma problemleri ve 

Newton mekaniğinde  uygulamaları vardır [14, 15, 26]. Bu Lorentz benzerlik geometrisinin 

de Einstein’ın  özel görelilik teorisi alanındaki uygulamaları incelenebilir. 

 
 

 

 

 

 



 

      5. SONUÇLAR 

 

      1. 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) ve 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) grupları için invaryant fonksiyonlar Teorem 

          2.3.1’de gösterildi. 

      2. Bir nokta için 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) benzerlik şartının olmadığı ve bir noktayı diğer 

          noktaya dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.3.2’de gösterildi. 

      3. Bir nokta için 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12)benzerlik şartı ve bir noktayı diğer noktaya dönüştüren 

          dönüşümün görüntüsü Teorem 2.3.3’de gösterildi. 

      4. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin 𝑚-tane noktası için 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) benzerlik 

          şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya dönüştüren dönüşümün görüntüsü 

          Teorem 2.3.4’de verilmiştir. 

      5. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 1 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta için 

          𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya dönüştüren 

          dönüşümün görüntüsü Teorem 2.3.5’de verilmiştir. 

      6. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 2 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta için 

          𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya dönüştüren 

          dönüşümün görüntüsü Teorem 2.3.6’da verilmiştir. 

      7. 𝐺 = 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12), 𝐺𝐿𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) grupları için 

          𝐺 × 𝑇𝑟(2)’de    𝑚-sıralının denklik problemi, 𝐺’de (𝑚 − 1)-sıralının denklik 

          problemine dönüşümü Önerme 2.4.2’de verilmiştir. 

      8. 𝑚-tane nokta için 𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚 tane 

          noktaya dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.1’de verilmiştir. 

      9. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 1 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta için 



54 

 

 

 

          𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya dönüştüren 

           dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.2’de verilmiştir. 

      10. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 2 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta 

            için 𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya 

            dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.3’de verilmiştir. 

      11. 𝑚-tane nokta için 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚+(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane 

            noktaya dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.4’de verilmiştir. 

      12. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 1 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta 

            için 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya 

            dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.5’de verilmiştir. 

      13. 𝑚 > 1 tane noktadan oluşan sistemin rankının 2 olduğu durumda, 𝑚-tane nokta 

            için 𝐺𝑃𝑆𝑖𝑚(𝐸12) benzerlik şartları ve 𝑚-tane noktayı diğer 𝑚-tane noktaya 

            dönüştüren dönüşümün görüntüsü Teorem 2.4.6’da verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

      6. ÖNERİLER 

 

      Bu tez çalışmasındaki sonuçların yardımıyla ve 𝑛-boyutlu Lorentz benzerlik 

geometrisinde aşağıdaki problemlerin araştırılması önerilmektedir. 

      1. 𝑛-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde 𝑚-tane noktanın denklik probleminin 

          çözümünün araştırılması; 

      2. 𝑛-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde Bézier eğrilerinin ve yüzeylerinin 

          denklik problemlerinin çözümünün, bu eğrilerin ve yüzeylerin kontrol noktaları 

          yardımıyla çözümünün incelenmesi; 

      3. Lorentz benzerlik geometrisindeki  özel görelilik teorisinde kullanılan grupların 

          belirlenmesi ve uygulama problemlerinin çözümünün araştırılması; 

      4. Mimarlık alanında, Lorentz benzerlik geometrisinin kullanım alanlarının 

          araştırılması ve bu alandaki etkilerinin geliştirilmesi. 
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