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Yiiksek Lisans Tezi
OZET

IKi BOYUTLU LORENTZ BENZERLIK GEOMETRISINDE NOKTALARIN
INVARYANTLARI

Kader OZBEKTAS
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. idris OREN
2022, 58 Sayfa
Bu tezde, iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde genellestirilmis lineer pseudo-
benzerlik gruplari, genellestirilmis pseudo-benzerlik hareket gruplar1 ve pseudo-benzerlik
hareket gruplar1 anlatildi. Bu gruplarin elemanlarmin hiperbolik sayilarla iliskileri verildi.
Bu gruplar icin iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde m-tane noktanin invaryantlari
bulundu. Iki tane m-noktadan olusan sistemin bu gruplar altinda denklik(veya pseudo-
benzerlik) sartlari, bu noktalarin invaryantlari cinsinden verildi. Buna ek olarak, verilen iki
tane m-noktadan olusan sistemin denklik sartlar1 saglandiginda, bir nokta sistemini digerine

dontistiiren pseudo-benzerlik doniisiimlerinin goriintiisii bu iki sistemdeki noktalarin ortak

invaryantlari cinsinden elde edildi.

Anahtar Kelimeler: invaryant, pseudo-benzerlik doniisiimleri, hiperbolik sayilar, Lorentz

benzerlik geometrisi
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Thesis Master
SUMMARY

INVARIANTS OF POINTS IN THE TWO DIMENSIONAL LORENTZIAN
SIMILARITY GEOMETRY

Kader OZBEKTAS
Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Dog. Dr. idris OREN
2022, 58 Pages

In this thesis, the generalized linear pseudo-similarity groups, the generalized pseudo-
similarity motion groups and pseudo-similarity motion groups in two-dimensional
Lorentzian similarity geometry are introduced. Relations between the elements of these
groups and hyperbolic numbers are given. Invariants of m-points in two dimensional
Lorentzian similarity geometry are found for these groups. The equivalence (or pseudo-
similarity) conditions of the two systems consisting of m-points for these groups are given
in terms of the invariants of these points. Moreover, for the given two systems consisting of

m-points satisfying the equivalence conditions, the evident forms of pseudo-similarity

transformations are obtained in the terms of common invariants of these systems.

Key Words: Invariant, pseudo-similarity transformations, hyperbolic numbers, Lorentzian

similarity geometry
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1. GENEL BILGILER

1.1. GIRIS

1872 yilinda Felix Klein’in Erlangen Programinda “geometri” yi, “A bir kiime, G’de A
kiimesini kendisine doniistiiren doniisiimlerden meydana gelen bir grup olmak {iizere, A
kiimesinin G’nin elemanlar1 olan doniigimler altinda degismez(invaryant) kalan
ozelliklerinin incelenmesi olarak tanimlamistir. Bu tanim, geometriyi cebirsel bir kavram

olan doniisiimler grubuyla birlestirmek zorunda kalmugtir [10].

F.Klein, doniistimleri kullanarak geometrik 6zellikleri incelemistir. Bu yaklasimda bir A
kiimesinden bir B kiimesine yapilan bir donilisimde, A kiimesindeki elemanlarin bazi
geometrik Ozellikleri ile B kiimesindeki goriintiilerinin 6zellikleri ayn1 ise bu doniisiim bu
iki kiime arasindaki bazi Ozellikleri korumaktadir. Bu korunan ozelliklere invaryant

ozellikler; bu 6zellikleri koruyan doniisiimlere invaryant doniisiimler denilmektedir [5].

Bu bakis agisiyla, Oklid geometrisindeki o6zellikler; dénmeler, yansimalar ve
otelemelerin Oklid grubu altinda invaryanttir. Benzer sekilde, projektif geometrideki

ozellikler, projektif doniisiimlerin grubu altinda invaryanttir [22].

Geometrinin bu tanimi ve invaryant teori ile birlestirilmesi ¢ok 6nemlidir. Bu yaklagimla
ornegin, n-boyutlu Oklid geometrisinde iki tane noktanin invaryantmi incelemek, Oklid
grubu altinda bu iki noktanin invaryantini bulmakla esdegerdir ve Oklid geometrisinde bu

iki noktanin invaryanti, bu noktalar arasindaki uzakliktir.

Oklid geometrisinde, agilarin ve uzakliklarm oranlarini koruyan déniisiimlere benzerlik
doniisiimleri denir. Bu doniisiim, sekilleri benzer sekillere doniistiirmektedir. Bir benzerlik
doniisiimii, bir donme, bir yansima, bir 6teleme ve belirli oranda dl¢ekleme (biiyiitme veya
kiigiiltme)den ibarettir[4,23]. Benzerlik doniisiimleri altinda degismeyen geometrik
ozelliklere benzerlik geometrisi adi verilmekte ve benzerlik geometrisindeki invaryant

ozellikler benzerlik gruplari altinda incelenmektedir [7, 8].

Invaryant teorideki temel problemlerden biri noktalardan olusan bir sistemin

invaryantlarinin - bulunmasidir. Bu problemin; bilgisayar grafikleri, nesne tanima



problemleri, robot hareketleri gibi alanlarda uygulamalar1 vardir. Bu uygulamalarin amaci,
nesnelerin otomatik belirlenmesidir. Bu belirlemeyi yapmak icin verilen iki tane m noktadan
olusan sistemler arasindaki invaryant iligkilerin ve bir nokta kiimesini digerine doniistiiren
doniisimiin bulunmast énemlidir. Bu problem matematik literatiiriinde, denklik problemi
olarak bilinmektedir. Oklid uzayindaki benzerlik geometrisi i¢in bu problemin ¢dziimii

[7,8] de verilmistir.

Benzer diisiinceyle, n-boyutlu Minkowski uzaymnda pseudo-benzerlik doniistimleri
tanimlanmis ve bu doniisiimlere karsilik gelen pseudo-benzerlik gruplar: altinda egriler,

manifoldlarin bazi 6zellikleri incelenmistir [9, 23].

Iki boyutlu indeksi 1 olan pseudo-Oklid uzayinda iki tane lineer pseudo-benzerlik grubu
icin m-tane noktanin benzerlik problemleri, bu noktalarm invaryantlar1 yardimiyla ¢oziilmiis

ve Bezier egrilerinin denklik problemlerine uygulamalari verilmistir [27].

Iki boyutlu Minkowski uzaymdaki benzerlik geometrisinde tiim pseudo-benzerlik
gruplar1 tanimlanmis ve parametrik egrilerin pseudo-benzerlik problemleri ¢oziilmiistiir

[20].

Bu tez calismasinda [13]’de verilen T-sekil kavrami acisindan Lorentz benzerlik
geometrisinde m-tane noktanin invaryantlar1 yardimiyla, verilen iki m-tane noktadan olusan

sistemin benzerlik problemlerinin ¢oziimleri verilecektir.

Bu tezde, iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde, genellestirilmis lineer pseudo-
benzerlik doniistimleri altindaki genellestirilmis lineer pseudo-benzerlik gruplar1 ile bu
doniisiimlere otelemelerin eklenmesiye olusan genellestirilmis pseudo-benzerlik gruplari
icin m-tane noktanin invaryantlar1 elde edilmistir. Bu invaryantlar yardimiyla benzerlik
problemleri ¢oziilmiistiir. Dahasi, [27]de 6nerilen problemlerden birincisinin tam ¢6ziimii
verilmigtir. Ayrica ¢oziimii verilmeyen lineer pseudo-benzerlik doniisiimlerine Gteleme
doniisiimlerinin eklenmesiyle elde edilen pseudo-benzerlik gruplar1 i¢in de benzerlik

problemleri ¢oziilmiistiir.

Bu problemlerin ¢oziimiinde, pseudo-benzerlik gruplarmdaki doniisiimler hiperbolik
sayilar cebiri ile iligkilendirilmis ve hiperbolik sayilar cebirindeki 6zellikler kullanilarak

problemlerin ¢6ziimii verilmistir.



1.2. Hiperbolik Sayilar Cebiri

Bu boliimde hiperbolik sayilarla ilgili kavramlara yer verilecektir. Bu kavramlar ve

detayli bilgiler i¢in [3, 6,11, 21] ¢alismalari incelenebilir.
Tamm 1.2.1. a = (a;,a,), b = (by, b,) € R? olmak iizere

a® b= (ay,a;)+ (by,by) =(a; +by,a, + b;) seklinde tamimlanan igleme R?’de

toplama islemi denir.
Tamm 1.2.2. a = (a,,a,), b = (by, b,) € R? olmak iizere

a®b=(a,a) © (by,by) = (a1b; + ayb,,a,;b, + a,b;) seklinde tanimlanan isleme

R?’de ¢arpma islemi denir.

Tamm 1.2.3. a = (ay,a,), b = (b1, b,) € R? olmak iizere R? de
@: R? x R? > R? ve ©: R? x R? — R? islemleri verilsin.
Bu takdirde (R?, @, ©) kiimesine Hiperbolik sayilar kiimesi denir ve H ile gosterilir.

Teorem 1.2.1. H kiimesi birimli, de§ismeli, birlesmeli bir cebirdir.

H cebirine; hiperbolik sayilarin cebiri denir.
Tamim 1.2.4. (0,1) € H sayisina hiperbolik birim denir ve ‘j’ ile gosterilir.

Onerme 1.2.1. j=(0,1), j2=1=-¢e ve keyfi x = (aj,a,) EH, x=a,e+a,j
seklinde yazilir.

H’nin bir alt kiimesi R" = {ae|a € R} ve R izomorftur.

R’ alt kiimesini R ile tanimlarsak; a;,a, € R i¢in H’nin elemanlar1 x = a; + a,j

seklindedir. Hiperbolik sayilardaki carpma,
(aq + azj)(by + byj) = (a1b1 + ayb,) + (a1b, + a,b,)j seklinde olur.

X =aq +a,j, y=b; + b,j vektorleri i¢cin < x,y >= a,b; —a,b, seklindedir. O
zaman < x,y >, H iizerinde bilineer formdur ve < x,x >= a,%2 —a,?, H iizerinde

kuadratik formdur. Kolaylik igin Q(x) =< x, x > ile gosterecegiz.



Hiperbolik sayilarin matris gdsterimini agiklayalim.

a
b

kiimesini My = {M,|x = a + jb € H} ile gosterelim. M}, kiimesi iizerinde, standart matris

x=a+bjeH olsun. M, = ( 2) ile gosterelim. Bu sekildeki tiim matrislerin

islemleri olan matrislerde toplama, iki matrisi ¢arpma ve bir skalarla bir matrisi carpma
islemlerini alalim. O zaman My birimli, degismeli ve birlesme 6zelligi olan bir cebirdir. My
ile H cebirleri izomorftur.

Onerme 1.2.2.

(1) M:H — My

x — M, doniisiimii H ve My cebirlerinin izomorfizmidir.

(2) Vx,y € H icin Q(x) = det(M,) ve Q(xy) = Q(x)Q(y) dir.

Bir H vektor uzaymin ¢ endomorfizmi, ¢: H — H, Vx,y € H icin @(¢p(x)) = x ve
@(xy) = @(x)@(y) ise H cebirinin involiisyonu olarak adlandirilir. Herhangi
X = a, + a,j € H elemani igcin W(x) = a; — a,j olarak gosterelim.

Onerme 1.2.3. W: H — H, H cebirinin bir involiisyonudur. Vx = a; + a,j € H icin

x+ W) =2a,, <x,x >= xW(x), xW(x) = a,? — a,? € Rdir.

Onerme 1.2.4. 0(x) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(1) Vx € H, VA € R, icin Q(Ax) = 220(x).

(2) e € M, i¢in birim elemant i¢in Q(e) = 1.

(3) Vx € H, i¢in Q(x) = Q(W(x)) = xW (x) = W (x)x.

4) Vx,y e H, icin < x,y >=< W(x), W (y) >.

Onerme 1.2.5. x € H olmak iizere x ! € H mevcuttur & Q(x) # 0’ dur.

1

-1 _ W(x) -1 — La .
Bu durumda x o Ve O(x™1) 0D dir.

1.3. iki Boyutlu Minkowski Uzay1 ile Hiperbolik Sayilar Cebiri Arasindaki
Baglantilar

Bu kisimdaki bilgiler [3, 11, 16] nolu ¢calismadan alinmustir.

R reel sayilar cismi olsun.



Tanim 1.3.1. R reel sayilar cismi, V, R iizerinde n = 1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi
olmak iizere, g:V X V — R doniisiimii

(1) a,b€RVx,y €Vigin
glaxy + bxy,y) = ag(xy,y) + bg(xy,y) ve g(x,ay; + by,) = ag(x,y,) + bg(x,y,).

(i) Vx,y € V igin g(x,y) = g(y, x).

(iii) Vy € Vigin g(x,y) = 0 oldugunda x = 0 &zelliklerini sagliyorsa bu doniisiime
genellestirilmis i¢ (skaler) ¢arpim denir. Bu i¢ ¢arpim Vx,y € V icin g(x,y) veya (x, y) ile
gosterilir.

Dahasi, g:V XV — R doniisiimiine (i) durumunda bilineer doniisiim, (ii) durumunda
simetrik doniisiim ve (ii1) durumunda ise bozulmamis (nondegenerate) doniisiim denir.

Tamm 1.3.2. 2-boyutlu R ? reel vektdr uzaymda tanimli indeksi 1, bilineer, simetrik ve
bozulmamis o6zelliklerine sahip olan g:R?xR2->R, glxy) =x9; — X2V
genellestirilmis i¢ ¢arpima Lorentz i¢ ¢carpimi denir.

R 2 de Lorentz i¢ garpimli uzaya iki boyutlu Lorentz uzayi(veya iki boyutlu Minkowski
uzayi) denir. Bu uzay kisaca E? ile gosterilecektir. Literatiirde bu uzay M ile de gosterilir ve
indeksi 1 olan pseudo-0klid uzay1 olarak da adlandirilir.

Tanim 1.3.3.

(i) 0 # x € EZ icin {(x,x) = 0 ise x'e 151ksal (null veya lightlike) vektor denir.

(i) x € EZ icin (x,x) < 0 ise x’e zamansal (timelike) vektor denir.

(iii) x € EZ icin (x,x) > 0 veya (x,x) = 0 ise x'e uzaysal (spacelike) vektor denir.

Ornek 1.3.1.

1) x = (5,5) € E? olmak iizere, (x,x) = 25 — 25 = 0 oldugundan x 1s1iksal vektordiir.

2) x = (2,6) € E? olmak iizere, {(x,x) =4 — 36 = —32 < 0 oldugundan x zamansal
vektordiir.

3) x =(3,2) € E? olmak iizere, (x,x) =9—4=5>0 oldugundan x uzaysal
vektordiir.

4) x = (4,4) € E} olmak iizere, (x, x) =0 oldugundan x uzaysal vektordiir.

Teorem 1.3.1. EZ Lorentz uzayi ve e; = (1,0), e, = (0,1) € E olmak iizere,
glep,e) =(eje ) ==x1ve g(ei, ej) = (e, ej) =0,i #j olan {e;, i = 1,2} seklinde bir

taban vardir. Ef Lorentz uzaymda {e,, e,} ortogonal tabani lineer bagimsizdir.

0(1,1) kiimesini {F: E? — EZ?|(Fx,Fy) = (x,y),Vx,y € E}} ile gosterelim.



0(1,1)’in bir elemanmi {e; e,} ortonormal tabanina gore 2 X 2 tipinde matris olarak
diisiinebiliriz. W involiisyonunun matrisini {e; e,} tabanina gore W ile de gosteririz.
O zaman, W = ||wl; 5212, burada wy; = 1, wy, = wyy = 0, wyp, = —1’dir.
x =aq +ja,,y = by + jb, € H olsun.
(x,¥) = a;b; — a, b, bilineer formunun matrisi W’ye esittir. C = ||c;;ll; s=1 , olmak iizere
CT ile C’nin transpozunu gosterelim.
Bu takdirde 0(1,1)deki Vx,y € H icin (Cx, Cy) = (x,y) esitligi CTWC = W esitligine
denktir. Bu durumda 0(1,1)={C = ||c;s|| |CTWC = W} seklindedir.

Onerme 1.3.1. € € 0(1,1) olsun. Bu takdirde, det(C) = 1 veya det(C) = —1"dir.

Simdi SO(1,1) ile {C € 0(1,1)|det(C) = 1} kiimesini gosterelim.
Onerme 1.3.2.

(1) 0(1,1) bir grup ve SO(1,1), 0(1,1)’in bir alt grubudur.

(2) 0(1,1) =So0(1,1) U {cW|C € SO(1,1)}.

Z Z) € My matrislerinin kiimesini G My ve

{C € GMy|det(C) = 1} kiimesini SM, ile gosterelim.
Teorem 1.3.2. SO(1,1) = SM,,.

det(C) # 0 olacak sekilde tim C = (

Simdi H* = {z = a + jb € H|Q(2) # 0}olsun. x = a; + ja, € H*,y = b, + jb, € H,

M, = (Z Z) olsun.
_ ab1 + bbz _ a b <b1> _
y= (bb1 + ab2> =(5 o) b,) = Mz 0

a
b

Onerme 1.3.3. H* ve My izomorftur.

Buradan My- = {C = ( Z) |det(C) # 0} tanimlayalim.

Ispat: Onerme 1.2.2°den agiktir.
1.4. Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplarn

Bu kisimda, H} ve S(H3}) lineer pseudo-benzerlik gruplarinin tanimlar1 ve teoremleri

[27] nolu ¢alismadan derlenmistir.

Hiperbolik sayilar kiimesi H = {z = a + jb| a,b € R, j2 =1,j & R} ve



H* = {x € H|Q(x) # 0} kiimesini alalim.
H} = {x € H|Q(x) > 0} ve S(H?}) = {x € H|Q(x) = 1} kiimelerini tanimlayalim.
Onerme 1.4.1. H, ve S(H?), H* m alt gruplaridur.

Not 1.4.1. H, = {Ax|1 € R, x € S(H})} seklinde ifade edilebilir.

{m, = (¢ ’(’1 )lz=a+jbeH;} kimesini disinelim. Bu kimeyi LPSim*(E2) ile

gosterelim.

W = (3 i) 1) ve x = a + jb € H" olmak iizere, x ile W matrislerinin ¢arpma islemi xW

a b

olsun. Bu durumda {MZW|MZ = (b a),z =a+jbe€ ]I-]Ii} kiimesini alalim ve bu

kiimeyi LPSim™~(EZ) ile gosterelim.
LPSim*(E?) U LPSim~ (E?) kiimesini, LPSim(E?) ile gosterelim.
Onerme 1 4.2.
(i) LPSim(EZ) kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine gore gruptur.
(ii) LPSim™* (EZ) kiimesi, LPSim(E?) nin bir alt grubudur.
(i) LPSim* (E2) n LPSim~ (E%) = ¢’dir.
Teorem 1.4.1.
() LPSim*(EZ) = {M,:E? - E?|z € H}} = H}
(i) LPSim™~(E?) = {M,W:E? - E?|z € H}} = H} W

(iii) LPSim(E?) = LPSim*(EZ) U LPSim™~(E?) = HY U Hi W

G = LPSim(E}) veya G = LPSim* (E?) olsun.

Tamm 1.4.1. EZ°de iki sistem X = {x1, X3, ..., X;n} ve Y = {y1, V5, ..., V1 } olmak iizere,

Vi=12,..,micin y; = gx; esitligini saglayan g € G mevcut ise X ve Y sistemlerine G-

benzer(G-denk) denir ve X £ Y ile gosterilir.

Tanim 1.4.2. G bir grup ve x4, x5, ..., X, € E12 olmak tlizere, Vg € G i¢in



F(gxq,9xs, oy 9Xm) = F(x1, X3, ..., X;) ise F'ye G-invaryant fonksiyon denir.

Teorem 1.4.2. x,y € E?, F:E? X EZ > R olmak iizere,

(i) F(x,y) = ;x(—i’)) fonksiyonu LPSim(EZ)-invaryanttir.

(i) F(x,y) = % fonksiyonu LPSim*(E?)-invaryanttir.

2
(iii) F(x,y) = (E;(—fg) ve F(x,y) = sgn(x,y) fonksiyonlar1 LPSim(E%)-invaryanttir.

Not 1.4.2. X ={x, x5, ..., xp}ve Y = {y1, V2, ... i} iki sistem ve x; #0,y; =0
olsun. Bu durumda X ve Y sistemleri G-benzer degildir. x; = 0,y; = 0 durumunda, bu
sistemlerin G -benzerlik problemleri (m-1) tane noktadan olusan
{x5, %3 oo, X}, V2, V3, o) Vi } sistemlerinin G-benzerlik problemlerine indirgenir. Bundan
dolay1 X ve Y sistemlerinin G-benzerlik problemlerini x; # 0,y; # 0 durumunda incelemek
gerekir.

Onerme 1.4.3. x, y € H ve (x, x) # 0 olsun. Bu takdirde, yx~! € H mevcut ve

-1 &y syl
yXx - (x,x) + (x,x) (2)
seklinde yazilabilir.
Bu durumda yx~?! elemanmm matris formundaki goriintiisii
y)  [xy]
| xx) {xx)
Mo =y e ©)

(xx)  (xx)
seklindedir. Ayrica, detM,,-1 # 0 & (y,y) # 0 dur.

Tamm 1.4.3. x;, %, ..., X, € EZ olmak iizere m-tane noktadan olusan {x,x, ..., X}
sistemine E7’de m-tane noktadan olusan sistem (m-siralis1) denir.

Tanmm 1.4.4. X = {x,, x,, ..., X, } bir m-siralis1 olmak lizere 1 < s < m ve bazi1 s € N
icin Q(xg) # 0 ise bu m-swralisina bozulmamis m-sirali (m-tane noktadan olusan sistem)
denir. Aksi takdirde bozulmus m-sirali denir.

Ornek 1.4.1. (1) m = 2 i¢in X = {x; = (1,0),x, = (2,0)} sistemi bozulmamustir.

(2)m = 2igin X = {x; = (1,1),x, = (2,—2)} sistemi bozulmustur.

Not 1.4.3. X = {x;,x5, ..., x;,} sistemi m tane noktadan (hiperbolik sayidan) olusan
bozulmamus bir sistem olsun. X sistemi bozulmamis oldugundan (x;, x;) = 0,
i=12,..,k—1ve(xy, x;) # 0,k =1,2,..,molan k € N vardir. Bu durumda p(X) = k
olarak gosterilecektir. Ornegin, (x;,x;) # 0 durumunda, p(X) = 1 dir. Dahasi,



X ={x1,%2, 0, X1, Y = {¥1,¥2, .., ¥} iKi sistem olmak iizere, X LY ise p(X) =p(Y)
dir. Agikg¢a p(X) fonksiyonu X in bir G —invaryantidir.
Teorem 1.4.3. m > 1 icin X = {x,%5, ..., X 1, Y = {y1, V2, ..., Vi } kiimeleri E? de iki

sistem ve (X (x), Xp(x)) # 0,{Vp(v), Yp(v)) # 0 olsun. Bu takdirde

( p(X) =p(Y)
sgn({(xpey Xpo0))) = sgn(Ypery Vo))
LPSim+(Ef) (x X') ( )
_ { p(X)Xi — Yp()Yi (4)
xp)Xp0)  Yp)Ypr))
[xp(X) xi] — [yp(Y) Yi]
\ (xpeXpx))  YpmYp)

vi=12,...pX)-1,pX)+1,..,m
Tersine, varsayalim (4) esitlikleri saglansimn. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2,...,m
olacak sekilde bir tek M, € LPSim*(E?) mevcuttur ve M, € LPSim*(EZ) elemanmm
gorintiisi
(p0Yp)  [pe) Vel
Gepaoxp0)  XpooXpen)

M, = 5
z [xp) Yool (p)¥px) )

XpxXpx)  (XpoXpx)

seklindedir.

Not 1.4.4. EZ de 1 = (1,0) elemanin diisiinelim. Bu eleman matris bigiminde

I = ((1) (1)) yazilabilir. Bu takdirde, I € LPSim*(E2) ve W € LPSim(EZ) olmak iizere

1=11= ((1) (1)) ((1)) ve l=W1= ((1) _01) ((1)) dir. Bundan dolay1 y = M, x esitligini

saglayan z € LPSim(E?)’ nin teklik 6zelligi LPSim(E?) grubu i¢in dogru degildir.
E? de X = {x1, %3, ..., X;n} bir m-siralis1 olsun. Bu sistemin ranki (X) ile gosterilecektir.
Acikca 7(X), X in bir LPSim(E})-invaryantidir.

Teorem 1.4.4. m > 1 icin X = {x1,%5, ..., X}, Y = {¥1, V2, .., Vi } kiimeleri EZ de iki
m-siralist ve (X, (x), Xpx)) # 0, Vpr), Ypr)) # 0,7(X) = r(Y) = 1 olsun. Bu takdirde

p(X) = p(Y)
; 2
5 PSmED ) sgn((pe0, %p00)) = gy Yom)) ©)
(xpx)xi) _ (Yp)Yi)
k (XpXpx)  Ypm)¥pr))

vi=12,..,.p(X) -1, p(X)+1,..,m
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Tersine, varsayalim (6) esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2,...,m
olacak sekilde M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(EZ) elemanmin goriintiisii (5)
ifadesinde verilmistir.

Not 1.4.5. m > 1 durumunda Ef de bir m-siralist X = {xy, x5, ..., X, } ve

r(X) = 2 olsun. Bu durumda xpy, ile iiretilen E7 nin lineer alt uzayin {Axp(x) | 1 € R} ile

gosterelim. 1 < s < m olmak lizere xg & {Axp(x) | AE ]R} olan s sayisinin en kii¢lik degerini
q(X) ile gosterelim. Agik¢a q(X) sayisi, X in bir LPSim(E?)-invaryantidir.

Teorem 1.4.5. m > 1 icin X = {x1,%5, ..., X}, Y = {y1, V2, ..., Vi } kiimeleri E? de iki
m-siralist ve (X, (x), Xpx)) # 0, {¥pv), Ypr)) # 0,7(X) = r(Y) = 2 olsun. Bu takdirde

( p(X) = p(Y)
q(X) =q()
sgn($xpc0r Xpan)) = sgn(Ypy Vo))
o 2 2
LPSlm(E1)Y ([xp(x) xq(X)]) _ ([yp(Y) yq(Y)]) .
- = 9 p A px)) V) Ypm)) 7
(Xp0)Xi) _ Yp) i)
XpXpx)  Yp)Vpx))
oo ] _ _[ean vl
\ [pooxqx] Ve Yaw)l

vi=12,...p(X)—-1,p(X)+1,..,m
Tersine, varsayalim (7) esitlikleri saglansin. Bu durumda, y; = M,x;,i = 1,2,...,m
olacak sekilde bir tek M, € LPSim(E?) mevcuttur ve M, € LPSim(E?) elemaninin

goriintiisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur

o lpox .
(i oo Xq0l _ Dpw) Yaw)] durumunda, M, € LPSim*(EZ) ve M, elemannin

Xpx)»Xpx))  Yp@)Ypx))

goriintiisii (5) ifadesinde verilmistir.

o oo x Ypr) Y o
ii) p00 *qe0l _ _ e Yol durumunda, M, € LPSim~(EZ) ve M, elemanmm
(Xp0)Xp(x)) Ypm)Yp))
goriintusi
Fovpx) %m0 vl
M. = (Fp G0 %p(x)) (Fp 0 Xp0) )
“ Fo0 Yol Fproveo!
(Fp GO %p(x) (Fp 0 Xp)

seklindedir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. iki Boyutlu Lorentz Uzayinda T-Sekil Kavram

T en az iki elemanl bir kiime ve EZ iki boyutlu Lorentz uzay1 olsun.
Q(T,E?) ile T kiimesinden EZ’e tiim doniisiimlerin kiimesini gosterelim. Bu durumda
Q(T,E?) = {u:T — E? | T en az iki elemanli bir kiime}’dir.

Tamm 2.1.1. u € (T, E?) elemanina E? uzayimnda bir T-sekil denir.

Burada 6zel olarak T kiimesini, m € N ve m > 1 olmak iizere T = {1,2, ..., m} olarak
alalim. Bu durumda u € Q(T, E?) elemaninmn goriintiisii

wT — E?,

t — ut) =up, u={u(),ul),.., u(m} = {uy, u,, ..., u,, } seklindedir.

Acikca T kiimesi m elemanl sonlu bir kiime ise u € 2(T, E?)’e bir m tane noktadan olusan
sistem veya m-sirali denir.

Tamm 2.1.2. G bir grup ve T = {1,2, ..., m}, m € N, m > 1 olsun. u,v € 2(T,E?) iki
T-sekil (m-swrali) olmak lizere gu = v esitligini saglayan g € G mevcutsa u ve v T-
sekillerine G-denk denir. Bu durum u £vile gosterilir.

Bu tanima gore u = {uy, Uy, ..., Uy} V€ V = {vy, Uy, ..., Uy} 0ldugundan bu tanim, iki tane

m-sralinin G-denklik tanimini vermektedir.

Asagidaki boliimlerde Lorentz benzerlik geometrisindeki gruplar ve bu geometrideki iki

T-seklin(m-siralinin) invaryantlar1 ve benzerlik problemlerinin ¢6zlimii verilmistir.



12

2.2. Genellestirilmis Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplan

Hiperbolik sayilar cebiri ve lineer pseudo-benzerlik gruplar1 dnceki boliimde verilmistir. Bu
kisimda, Genellestirilmis Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplarma ait yapilan calismalar

verilecektir.
Onerme 2.2.1. H*, H’deki ¢arpma islemine gére bir gruptur.

Ispat: u,v,w € H* keyfi u=u; +ju,, v=v,+jv,, w=w; +jw, olsun. Bu

takdirde tanim gereg§i < u,u ># 0, <v,v ># 0, <w,w >+ 0’drr.

(1) <uv,uv >=<u,u ><v,v ># 0 oldugundan uv € H* olup kapalilik 6zelligi

saglanir.

(i) u(ww) = (ug +ju)[(vy + jv) (W + jwy)] = (wy + jur) [(vywy — vow,) +
J(Wawy +viwy)] = wyviwy — w VW, — UV Wy — UV Wy + U VoW F U vy +
Juaviwy + jupvawy = wy[(Uy vy — upv2) + j(wav, — upvy)] + wol(—uy v, — upvy) +
Jivs — upvr)] = [(wavr — upvy) 4 j(Uavy + wyvp)I(wy + jws) = [(wy + juz) (w1 +

Jv)l(wy + jwy) = (uv)w
olup birlesme 6zelligi saglanr.
(iii)) e =1+ jO € H" dur.
(iV) u =uy +ju, € H*,a = a; + ja, € Higin (u; + ju,)(a; + ja,) = 1+ jO olsun.

uiaq +uza, =1

} lineer sistemi
u2a1 + ulaz = 0

u a, +juya; + juza; +uza, =1+ jO denkleminden

elde edilir. Bu sistemin ¢dziimiinden

‘1 uZ‘ ’ul 1’
_ 10wl _ W _upy of _ —up ..
A =Ty w) = 2. 2 2=y w =T 2. 2 elde edilir.
| ui—uz ‘ u?-u,
Uz Uy Uy Ug
. u—ju u u .
Buradan a = a, + ia, = 2% = = ve <u,u>#*0 oldugundan u € H*
1 2

uZ-uy?2 T <uu>  Qu)

elemaninin tersi vardir ve a = % ile ifade edilir.

(1), (ii), (iii) ve (iV)’den H*, H’deki ¢arpma islemine gbre bir gruptur.
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simdi {M, = (¢ Z) z=a+jb€H"} kimesini disinelim. Bu kiimeyi

GLPSim*(E?) ile gosterelim.

W= (3 _O 1) olmak iizere, (2) denkleminden z = a + jb € H* olmak iizere, z ile W

matrislerinin ¢arpma islemi zW olsun. Bu durumda

Z l;),z =a+jbe ]HI*} kiimesini alalim ve bu kiimeyi GLPSim™~(EZ) ile

{mwm, = (

gosterelim.
GLPSim*(E?) U GLPSim™~ (E%) kiimesini, GLPSim(E?) ile gosterelim.
Onerme 2.2.2.

(i) GLPSim(E?) kiimesi matrislerde ¢carpma islemine gore bir gruptur.

(i) GLPSim™*(E?) kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine gére GLPSim(E?) nin bir alt

grubudur.
(iii) GLPSim™* (E?) N GLPSim™(EZ) = @’dir.
Ispat: Onerme 2.2.1°den kolayca goriiliir.

Tamm 2.2.1. GLPSim*(E?) grubuna EZ nin ydnlendirmeyi koruyan genellestirilmis

lineer pseudo-benzerlikler grubu denir [20].

Tamm 2.2.2. GLPSim(EZ) grubuna E? nin genellestirilmis lineer pseudo-benzerlikler

grubu denir [20].

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 2. 2. 1.
(i) GLPSim*(E}) = {M,: E} > E?|z € H*}=H"
(ii) GLPSim™(E) = {M,W:E? - E}|z € H*}=H*W

(iii) GLPSim(EZ) = GLPSim™*(EZ) U GLPSim™(E}) = H* U H'W
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2.3. Genellestirilmis Lineer Pseudo-Benzerlik Gruplan I¢in Benzerlik

Problemleri

u;,v; € E?, i =1,2,..,m olmak iizere, U = {u,uy, ...,un}, V ={v, vy, ..., 0}

kiimeleri m tane hiperbolik sayidan (noktadan) olusan iki sistem olsun.
H = GLPSim™*(E?) veya H = GLPSim(E%) olsun.

Tamm 2.3.1. EZ de iki sistem U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v1, v, ..., v, } olmak iizere

Vi=1,2,..,micin v; = gu; esitligini saglayan g € H mevcut U ve V sistemlerine H-

benzer denir ve U ~ V ile gosterilir.
Tamm 2.3.2. H bir grup ve uy, Uy, ..., U, € EZ olmak iizere, Vg € H igin

F(guq, guy, ..., Guy) = F(uy, uy, ..., Uy,) ise F1E? X EZ X - X E? — R’ye H-invaryant

m-—tane

fonksiyon denir.

Teorem 2. 3. 1. uw,v € E?, F:E} X E? > R olmak iizere

u,v>

(i) F(u,v) ==

fonksiyonu GLPSim(E?)-invaryanttir.

u,u>

(i) F(y,v) = <[ZZ]> fonksiyonu GLPSim™* (E?)-invaryanttir.
(iii) F(u,v) = (M)Z fonksiyonu GLPSim(E?)-invaryanttir.
<u,u>
Ispat:
(1) F(u,v) = :::; fonksiyonu GLPSim(EZ)-invaryant oldugunu gdstermek igin

Vg € GLPSim(E}) igin F(gu, gv) = F(u, v) oldugunu gosterelim.

<u
<

Oncelikle F(u,v) =

u?; fonksiyonunun GLPSim™* (EZ)-invaryant oldugunu gdsterelim.

g € GLPSim* (E#)olsun. Bu takdirde, z = a + jb € H* i¢in g=M, = (a

b . .
b a) seklindedir.

Buradan
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M=y o) () = Gureie) vemw = (5 ) (1) = (urvess) elde eaic.
O halde,

<gu,gv> <MzuMzv> _ <(aui+buzbuj+auy),(avi+bvy,bvi+avy>

F(gu, gv) =

<gu,gu>_<MZu,Mzu> <(aui+buy,bui+auy),(aus+buy,bui+auy)>

a’uq v, +abuqvy+abuyvy+b?uyv,—b?u vy —abu v, —abuy v —aluy v,

a?ujuq+abujuy+abusug +b2usuy—b2uu—abuquy—abuug —ausu,

_ uyv1(a?-b2)+u,v,(b2-a?) _ (a?=b?)(u v1—uzv5) _ Sur> F(u, v)’dir.

uguq(a2-b2)+uyuy(b%2-a?) (a?2-b2)(uqui—uzuy) <uu>

Dolayisiyla F(u,v) = ZZ 1;; fonksiyonu GLPSim™* (E?)-invaryanttir.

Simdi F(u,v) = fonks1yonunun GLPSim~ (E?)-invaryant oldugunu gdsterelim.

g € GLPSim™(E?) olsun. Teorem 2.2.1°den g = M,W" d.

(l;)l Z) (1 0 ) _ (a :l;) detM, # 0 seklinde yazilabilir.

MZWZ( 0o -1/~ \p

mwu= (5 Z0) (i2) = (zaia)- mawo = (5 Zg) () = (r=23z) sidindeair

<gu,gv> (aw —buy)(av, — bv,) — (buy — au,)(bv, — av,)

Flgu, gv) = < gu,gu> (au; — bu,)? — (bu, — au,)?

a?uqv;—abuvy—abuy vy +b3uy v, —b%u vy +abu, v, +abu, v —au,v,

a?uy2+b2uy2-2abuqus—b2u2—a2u,2+2abuqu,

_ u1v1(a®-b?)-upvy(a®-b?) _ (a®-b?)(uyv1-u,vy) — Sv= _ F(u, v)'dir.

ui2(a2-b2)—u,2(b2—a2)  (a2-b2)(u12-uy2) <uu>

Dolayisiyla F(u, v)= fonk51y0nunun GLPSim~(E?)-invaryanttir.
F(u, v) fonksiyonu GLPSim* (E?)-invaryant ve GLPSim™~ (E{)-invaryant oldugundan
F(u, v)— fonk51y0nu GLPSim(E?)-invaryanttir.

]

(i) F(u,v) = fonk51y0nu GLPSim* (E?)-invaryant oldugunu gdstermek igin

Vg € GLPSim* (E?) i¢in F(gu, gv) = F(u, v) oldugunu gdsterelim.
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g € GLPSim*(E?) olsun. Bu takdirde, z = a + jb € H* elemam g=M, = (g 2)

seklindedir. Bu durumda,
M=y o) () = (tans) vem= (5 ) (22) = (o) eide caitie
O halde,

[gugvl  (aw; + buy)(bv, + av,) — (buy + auy)(avy + bv,)
< gu,gu> (auy + buy)? — (bu, + au,)?

F(gu, gv) =

abu1v1 + azulvz + bzqul + abquz - abu1v1 - b2u1v2 - a2u2v1 - abuzvz

a2u1u1 + abu1u2 + abu2u1 + bzuZuz - b2u1u1 - abu1u2 - abu2u1 - azuzuz

_ wava(a®-b?)-upvi(a®-b?) _ (@®=b*)(uivp—upvy) _ [uv]
T wgug(a?-b2)—uyuy(a?-b2)  (a?-b2)(u12-ux?)  <uu>

= F(u, v)’dir.

Boylece F(u,v) fonksiyonu GLPSim™*(E?)-invaryanttir.

2
(i) F(u,v) = (JZZL) fonksiyonu GLPSim(E?)-invaryant oldugunu gdstermek igin

Vg € GLPSim(E}) icin F(gu, gv) = F(u, v) oldugunu gosterelim.
N 2
Oncelikle F(u,v) = (%) fonksiyonunun GLPSim™*(EZ)-invaryant oldugunu

gosterelim.

g = a + jb € GLPSim* (E#)olsun. Bu takdirde g elemani M, = (Z 2)’

detMy #0 seklinde yazilabilit. Mgu = (#472%2) Moy = (2172%)  seklindedir.

bui+au, bvi+av,

F(gu,gv) _ ( [gu gv] )2 _ ((aul+bu2)(bv1+av2)—(bu1+au2)(av1+bv2) )2

<gu,gu> (aui+buy)%—(bui+auy)?

2
_ ( abuqvi+a?u vy +b2uy v +abuyvy—abuyvi—b%u v, —a?u, v, —abu, v, )
a?uquq+abujuy+abuysug +b2uuy—b2uu—abuuy—abusu—auu,

_ (u1v2(az—bz)—uzvl(az—bz))z _ ((az—bz)(u1172—u2171))2 _ ( [uv] )2 = Fuv)’

uquq(a?2-b2)—uyu,(a?-b?) (a?-b?)(u12-uy?) <uu>
dir. Dolayisiyla F(u, v) fonksiyonu GLPSim* (E#)-invaryanttir.

uv]

2
<[uu>) fonksiyonunun GLPSim~(E?)-invaryant oldugunu gdsterelim.

Simdi F(u, v) = (

M, € GLPSim~(E}) olsun. Bu takdirde g; = a + jb € H* mevcuttur dyle ki g = g, W dir.
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M= (5 ) ()= Guin) M= 2 ()= () sektindedin

F(gu,gv) _ ( [gu gv] )2 _ ((au1—buz)(bvl—avZ)—(bul—auz)(avl—va) )2

<gu,gu> (auq—buy)2—(bu;—auy)?

2
_ ( abuqvy—a?u v, —b?uyv, +abuyvy,—abu vy +b?u vy +au, vy —abuyv, )

a?uquq—abuquy—abuyug +b2uyuy—b2uu +abuus+abusu —aluu,

_ (uzvl(az—bz)—ulvz(az—bz))z _ ((az—bz)(ulvz—uzvl))z — (M)Z =F(u,v)’

uiuq(a2-b2)—uyu,(a2-b2)) (a?-b?)(u12-uy?) <uu>
dir. Dolayisiyla F(u, v) fonksiyonu GLPSim™~(E?)-invaryanttir.
2
F(u,v) = (%) fonksiyonu GLPSim*(E?)-invaryant ve GLPSim~(E?)-invaryant

oldugundan F(u,v) = (M

2
. : "
<u’u>) fonksiyonu GLPSim(E{)-invaryanttir. m

u "

) matrisinin determinantint
U, v

u=1uy+iu,, v=v;+iv, € H olmak iizere (

u, v
[u v] ile gosterelim. Bu takdirde [u v] = det (uz1 v12)’dir.

Teorem 2.3.2. u,v € H*olsun. Bu takdirde v = M,u olacak sekilde bir tek M, €

GLPSim™ (E?) mevcuttur ve M, elemanmin goriintiisii,

<u,v> [uv]

_ | 9w o)
M, = [uv] <uv> ©)
o) o)
GLPSim*(E?)

2

detM, # 0 seklindedir. Bu durumda u ~ v’drr.

Ispat: v = M,u olacak sekilde M, € GLPSim™*(E?)’nin mevcut oldugunu gésterelim.

a b

M, € GLPSim*(E?)’nin elemanlar1 z = a + jb € H* i¢cin M, = (b a)’ a*—b*#0

seklindedir. Bu takdirde, 6ncelikle z = a + jb € H" i¢in

M, = (Z Z) € GLPSim*(E?) ve detM, #0 olan a,b € R'nin mevcut oldugunu

gosterelim.

u= (”1), V= (vl) olsun.
Uz U2

v = M,u esitliginden (5;) _ (a b) (32) o V1= au; +buy

b a v, = au, + bu, } sistemi elde edilir.
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Bu sistemin ¢ziimiinden

|1’1 u2| Uq 1’1‘
_ vy Uyl _ UiV~ UgV2 _luy vyl _ uqva—upvy J .
a = u2| = b= uz‘ = e elde edilir. Ancak Q(u) # 0 oldugundan
Uz Uy Uy Uq
a, b € R mevcuttur. Diger taraftan,
a? —p? = (Wav1—upv2) = (U1 V2~ Upv1)? — U1 201 2+ U202 - 22U vy UV — U 21 2 —up v 242U v up vy
(u12-uy?)? (g2 —1y2)2

_ U1 2(v12-v22)—uy 2 (v12-v,2) _ (u12-uz?)(v12-v,2) _ Svw> Q(v),dir
(u1?2-uy?)? (u12-uy?)? <uu>  Q(w) |

u, v € H*oldugundan Q(v) # 0 ve Q(u) # 0°dir. Boylece a? — b? # 0’dir. Dolayisiyla

v = M,uolan M, € GLPSim™*(EZ) mevcuttur.

1o s> Y gan (9) esitligi elde edilir.

v = M,u esitliginden M, = vu ow 7’ ow

Simdi v = zu = M,u esitligini saglayan M, € GLPSim*(EZ)’ nin tekligini gdsterelim.

Varsayalim ki v = M,u esitligini saglayan M, € GLPSim*(EZ) mevcut olsun. Bu takdirde,
v = M,u ve (1) esitliginden M, = vu~dir. (10)
Varsayalim, v = M, u olacak sekilde w # z olan M,, mevcut olsun.
v = M, u ve (1) esitliginden M,, = vu~1’dir. (11)
(10), (11)’den M, = M,,,’dir. Bu durumda z = w’dir. Yani, varsayimla ¢elisir. Bu takdirde

v = M,u olan bir tek M, € GLPSim* (E?) mevcuttur.

4 =3

Ornek 23.1. u=(12),v=(-25€H ve M, = (_3 A

) € GLPSim™* (E?)

olsun. Agik¢a Q(u) = —3 # 0 ve O(v) = —21 # 0’ dir. Buradan (_52) = (_43 _43) (;)

5 GLPSim*(E?) )
oldugundan u ~ v’dir.

Teorem 2.3.3. u, v € H" olsun. Bu takdirde v = gu veya v = hu olacak sekilde g, h €
GLPSim(E?) mevcuttur. Bu durumda, g = M, € GLPSim*(E?) ve h=M,W €

GLPSim~(E?)’dir. Burada g’nin goriintiisii (3) deki gibi ve h’nin goriintiisii ise
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<u,v> . M
_ | o o(w)

h = [Zv] _ <uy> (12)
o) o(uw)

) ) GLPSim(E?) )
deth # 0 seklindedir. Bu durumda u ~ v’dir.

Ispat: Oncelikle v = gu olacak sekilde g = M, € GLPSim™*(EZ) nin mevcut oldugu
Teorem 2.3.2°de gosterilmistir. Simdi, v = hu olacak sekilde h € GLPSim™(E?)’nin

mevcut oldugunu gésterelim. M, € GLPSim™ (E?) nin elemanlari

z=a+jb € H" icin M, = (a b), a? — b? # 0 oldugundan
b a
h=M,W = (Z Z) W € GLPSim=(EZ) ve detM,W # 0 olan a,b € R'nin mevcut

oldugunu gosterelim. u = (Z;), = (z;) olsun.

v = M,Wu esitliginden (1’2) = (Z Z) ( 3 _0 1) (Z;) seklinde olur. Buradan

v, = auq — bu,, v, = —au, + bu, sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢dziimiinden,
V1 —uz| Ui
— |V2 U | w1 tupv; _ ‘—uz v2| UV tuUyvy o
a= [T = e b= R elde edilir. Ancak Q(u) # 0
Uz Uy Uz U

oldugundan a, b € R mevcuttur. Diger taraftan,

2 2

_ (u1v1+u2v2)2—(u1vz+uzv1)z _ u12v12+u22v22+2u1v1u2v2—u12v2 —Up

(u12-uy?2)? (uq2-uy?)?

2
v 2UqV UV
a2 bZ 1 1vi4%2v2

u12(v12-v22)—uy2 (v12-v,2) _ (u12-uz?)(v12-v,2) _ Svw> Q(v),dir
(u12-uy?)2 (u12-u3?)2 <uu> Q)

Q(u) # 0 ve Q(v) # 0 oldugundan a? — b? # 0°dir. Dolayisiyla
v = M,Wu € GLPSim~(E{) mevcuttur.

v = hu esitliginden v = M,Wu = M,u dir. Buradan

<u,v> _ @
_ _ | o) o) 1, 4:
h=M,W = [T v] _ <uy> dir.

0(w) o)
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Not 2.3.1. m > 1, U = {uy, uy, ..., Uy, } sistemi m-tane noktadan (hiperbolik sayidan)
olusan bozulmamis bir sistem olsun. Not 1.4.3’den p(U) ile bu bozulmamis sistemdeki i¢

carpimi sifirdan farkli olan ilk elemanin indisidir.

Onerme 2.3.1. U = {uy, u,, ..., U, } bozulmamus bir sistem ve H = GLPSim(EZ) olmak

tizere p(U) fonksiyonu H-invaryanttir.

Ispat:

(i) H = GLPSim™(E?) olsun. U = {uy, u,, ..., U, } bozulmamus bir sistem
oldugundan < u;,u; >=0,Vi = 1,2, ...,k — 1, < uy,u, ># 0,Vk = 1,2,..., molan

k € N vardir. Bu durumda p(U) = k olsun. VM, € GLPSim*(E?) icin p(M,U) = p(U)

oldugunu gosterelim.

Z Z), detM, # 0’dir. Bu durumda M, U sistemi

de bozulmamistir. Gergekten U bozulmamis oldugundan, Ju; € U, 1 < s < m,

M, € GLPSim*(E2) oldugundan, M, = (

< ug, ug >#* 0°dir. M,U’yu alalim. Bu takdirde M,U = {M,u,, M, u,,..., M u,,} dir.

< Myus, Myus, >= detM, < ug,ug ># 0 oldugundan M,ug; bozulmamstir. p(U) =k

oldugundan tanimdan < wu,, u, ># 0 ve < M,u;, M,u;, >+ 0 olup p(M,u,) = k’dir.
(ii) H = GLPSim™~(E?) olsun. Bu durumda ispat (i)’deki gibi yapilir.
Sonug: Onerme 2.3.1°den p(U) fonksiyonu, GLPSim™ (EZ)-invaryanttr.

Teorem 2. 3. 4. m > 1 i¢in U = {uy, uy, ..., Uy}, V = {v1, vy, ..., v}, E? de iki sistem

ve < up(U),up(U) >F O, < Up(y), Up(y) >+ 0 olsun.

Bu takdirde
( p(U) = p(V)
GLPSim"’(Ef) J <up(U),ui> _ <vp(V),vi>
~ V = { <tpaiptpw)>  <Upw)Vpw)> (13)
| lpawpuwl [ vil
k<uzaw)'uz»w)> <Up(v)Yp(v)>

vi=12,..,p(U)—1,p(U)+1,..,m
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Tersine, varsayalim (13) esitlikleri saglansin. Bu durumda v; = M,u;, Vi=1,2,...,m

olacak sekilde bir tek M, € GLPSim*(EZ) mevcuttur ve M, € GLPSim™* (EZ) elemaninin

goriintusi
<wwyvpwy>  [Upw) V)]
<u v)u U> <u v)u U>
M, = p(U) Up(U) p(U)Up(U) (14)
[upw) o)) <upwyVpw)>
<Up)Up)>  <Up)UpU)>
detM, # 0’dr.
. GLPSim™* (M) . . .
Ispat: U ~ V' olsun. Bu takdirde v; = zu;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde

z € GLPSim*(E?) mevcuttur. Teorem 2.3.1°den Vi = 1,2,..,p(U) = 1,p(U) + 1, ...,m

icin “Up@)i [4p) vl ve p(U) fonksiyonlar1 GLPSim™* (E?)-invaryant oldugundan

<Up)Up)> <Upw)Upw)>

(13)°deki esitlikler saglanir.

Tersine varsayalim ki (13)’deki esitlikler saglansm. < u,yy, Up) >+ 0 oldugundan
Onerme 1.2.5°e gore up(U)‘l € H *mevcut olup Vi =1,2,..,p(U) —1,p(U)+1,..,m

icin

<u US> ) u u; Y q:
1 — p(U)Yi + [ p(U) l] dlr (15)
<Up)UpU)> <Up)UpW)>

Uillpu)
< Vpw) Vpv) ># 0 oldugundan Onerme 1.2.5%e gore V' € H* mevcut olup

vi=12,..,p(U)—-1,p(U) +1,..,migin

<v V> ) v vi| .
1 — pW)Yi [ p(V) l] dlr (16)
<VpW)Vpv)> <UpW)Vp(¥)>

ViVpvy
(13) esitlikleri, (15) ve (16) esitliklerinden

Uiy~ = ViV~ elde edilir. (17)
Simdi z = vy)Upy ™' € H* elemanini alalim.
Upw) = Vo) (Upwy o)) = (Vo oy ™ Upw)y ve p(U) = p(V) oldugundan
Vpu) = ZUp(y) dir.

(17) esitliginden Vi = 1,2, ...,p(U) — 1,p(U) + 1, ..., m i¢in
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vy (Witpy 1) = Vo) (vivpy 1) elde edilir. Bu esitlik kullanilarak
Vi=12,..,p(U) = L,p(U) + 1, .., m icin

vi = (Vo) Vp) "IV = Vo) (Vo)1) = Vpy (Upwy ™) = (Vp oy tpany s
= zu;
elde edilir. Boylece Vi = 1,2,...,p(U) — 1,p(U) + 1, ..., m ve z = vy Uy~ ' € H* igin
v; = zu; elde edilmis olur. (2) esitliginden Vi = 1,2, ..., m i¢in v; = M,u;’dir.
Onerme 1.2.5, Teorem 2.2.1, Onerme 2.2.1 ve p(U) = p(V) esitliginden

<v U >
detM, = @@

P W elde edilir. <y, Upw) >F 0, < Vpw), Vp) ># 0 oldugundan

) ] GLPSim™(E}) _
detM, + 0 ve Teorem 2.2.1 ile M, € GLPSim*(M)’dir. Béylece U ~ V- dir.

Simdi, Vi = 1,2, ..., m i¢in v; = M,u; esitligini saglayan M, € GLPSim™*(E?) nin tekligini

ispatlayalim. Varsayalim Vi = 1,2, ..., m icin v; = zu; esitligini saglayan

M, € GLPSim™ (E?) mevcut olsun. Bu takdirde (2) esitligi ve Teorem 2.2.1°den M, = M,,
olan bir tek w € H* mevcuttur. Buradan Vi = 1,2, ..., m i¢in v; = M, u; elde edilir. (2)
esitliginden Vi = 1,2, ..., m i¢in v; = wu; elde edilir. < u,y), Uy ># 0 oldugundan

1 =z € H* dir. Boylece teklik ispatlanmis olur.

Vpu) = Wllp(p) esitliginden w = vy, )~
Simdi M, € GLPSim*(E?)’nin goriintiisiinii elde edelim. Onerme 1.4.3’den

_ Sy - [uw) vpw)
<Up)UpW)> <Up)UpW)>

Z = VpUpy oldugundan M, matrisi (5)’deki gibidir.

Ornek 2.3.2. U = {u; = (2,2),u, = (1,—-1),u3 = (3,7)}
vV ={v, =(2,2),v, = (3,-3),v3 = (—1,11)} sistemlerini ve

2 -1
-1 2

-1

M, = ( _21 , ) € GLPSim*(E?) alalm. Gergekten M, = ( ) € GLPSim* (E?)

GLPSim*(E?)
icin Vi = 1,2,3 i¢in v; = M,u; oldugundan U ~ v dir.

Ornek 2.3.3. U = {u; = (2,2),u, = (1,-1),u3 = (3,7)},
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V={v, =(22),v,=(3,-3),v; = (—1,11)} sistemlerini alalim ve
GLPSim™*(E%) ) _
~ V oldugunu gosterelim. Bu sistemde p(U) = p(V) = 3 oldugundan
< Uz, U3 >+ 0ve < V3, VU3 >= 0°drr. (13),den

p(U) =p(V) =3,

<uz,u;> _ <v3,v1> _ 1 [U3 ul] _ ['U3 Ul] _ 1
<u3,u3> <U3,U3> 5’ <U3,U3> <U3,U3> 5,
<usz,uz> _ <v3,Up> _ -1 [U3 uz] _ ['U3 Uz] _ 1
<u3,u3> <U3,U3> 4 ’ <U3,U3> <U3,U3> 4
GLPSim™*(E?)

esitlikleri saglandigindan U ~ V “dir. (13) esitliklerinin saglandig1 durumda, M, €
GLPSim™* (E?) elemaninin goriintiisii (14) esitliginden elde edilir. Yani,
<uz,vz>  [u3vs]

<U3,U3> <U3,U3> _ ( 2
[uzvz]  <usvz> -1

M, = _21) ve detM, = 5 # 0’dur.

<U3,U3> <u3,u3>
Not 2.3.2. E? de 1= (1,0) elemanmi diisiinelim. Bu eleman matris biciminde

I = ((1) (1)) bi¢iminde yazilabilir. Bu takdirde I € GLPSim*(EZ) ve W € GLPSim™(E?)

olmak iizere,

1=r11=(; )@ ver=wi=(; °)@dr

Bundan dolayr V = M,U esitligini saglayan z € GLPSim™(E?)’nin teklik o6zelligi
GLPSim(E?) i¢in dogru degildir.

El2 de U = {uy,u,, ..., u,,} m-tane noktadan olusan bir sistem olsun. Bu sistemin rankini

r(U) ile gosterelim. Agik¢a r(U), U’ nun bir GLPSim(E?)-invaryantidir.
Onerme 2.3.2. r(U), GLPSim(E?)-invaryanttr.
Ispat: U = {u;,uy, ..., uy}, m = 1, u; € EZ olsun.

r(U)’nun GLPSim(E#)-invaryant oldugunu gostermek igin VF € GLPSim(E}) icin
r(FU) = r(U) oldugunu gosterelim. r(U) = k ve 0 < k < 2 olsun. Bu takdirde U’da k

tane lineer bagimsiz vektor vardir. Bunlari u,, u,, ..., uy ile gosterelim.
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< ul,ul > e < ul,uk >

Bu durumda detGr(uy, uy, ..., ux) = # 0’dur.

< Uk, U > o < U, U >

Simdi VF € GLPSim(E?) icin FU = {Fuy, Fuy, ..., Fu,}’yi diisiinelim.

< Fuy, Fuy > - < Fuy, Fu;, >
detGT(Ful, Fuz,...,Fuk) = : . .

< Fuy, Fu; > - < Fuy, Fu, >

detF <uy,uq > --detF < uq,u, > <upup > < ug,u >

= (detF)¥

detF < uy,uy > --detF < ug,u > < Up,Up > < U, Uy >

= (detF)*detGr(uy, u,, ..., u) # 0 °dir.
Yani FU’da en az k tane lineer bagimsiz vektor vardir. Yani k < r(FU)’dur.

Ancak k < r(FU) =1 ise detGr(Fuq, Fu,,..,Fu;) = (detF)'detGr(uy, uy, ..., u;) =
0’drr. Bu durumda r(U) = k <l oldugundan detGr(uy,uy, ...,u;) = 0°dir. Bu ise bir
celiskidir. Yani r(FU) = k’dir. Béylece r(FU) = r(U)’dur.

Teorem 2.3.5. m > 1icin U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v1,v,, ..., vy} kilmeleri EZ de iki
sistem, < Uy, Upw) >F 0, < Vpr), Vpry ># 0 ve r(U) = r(V) = 1 olsun. Bu takdirde

U GLPSim(E2) p(U) =pV)

V= <Up(y)Ui> _ <Vpw)Vi> (18)
<up)Up)>  <YpW)Vpv)>

vi=12,...,p(U)-1,p(U)+1,..,m

Tersine, varsayalim (18) esitlikleri saglanir. Bu durumda v; = M,u;, Vi=1,2,...,m
olacak sekilde M, € GLPSim(EZ) mevcuttur ve M, € GLPSim(E?) elemaninm goriintiisii
(14) ifadesinde verilmistir.

ispat: U GLPST(E%) V' olsun. Bu takdirde v; = M,u;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde
M, € GLPSim(E?) mevcuttur. Teorem 2.3.1’den Vi = 1,2,...,p(U) — 1,p(U) + 1,...,m

<up(U),ui>

icin ve p(U) fonksiyonlar1 GLPSim(E})-invaryant oldugundan (18)’deki
<Upu)Up()>

esitlikler saglanir.

Tersine, varsayalim ki (18)’deki esitlikler saglansin. r(U) = r(V) = 1 oldugundan
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Vi=12,..,p(U)—1,pU) +1,..,micin Loyl Pl _ 0’dur.

<upw)Upw)>  <Vp)VpU)>

Bu durumda Teorem 2.3.4’deki (13) esitlikleri saglanir. Bu takdirde Teorem 2.3.4’den
v; = Myu;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde M, € GLPSim™*(E?) mevcuttur. Ancak

GLPSim(E?)
M, € GLPSim*(E?) c GLPSim(E%) oldugundan U ~ "V elde edilir.

< Up (), Upu) ># 0 oldugundan Onerme 1.2.5’¢ gore up(U)‘1 € H mevcut olup
Vi=12,..,p(0) = 1,p(U) + 1, ..., m igin uupy,~* € H* dur.

Simdi z = vpyyUp) * € H* elemanm alalm. (2) esitliginden V = zU = M,U’dir.
Teorem 2.3.4’den M, nin goriintiisii (5)’deki gibidir.
Ornek 2.34. U = {u,; = (1,-2),u, = (—2,4)}
V ={v, = (—4,—-1),v, = (8,2)} iki sistem ve

) GLPSim(E}) .
r(U) = r(V) = 1 olsun. Bu takdirde U ~ Voldugunu gosterelim.

Bu sistemlerde,

p(U) = 1 oldugundan < u;,u; ># 0, p(V) = 1 oldugundan < v,,v; >+ 0’dir. Buradan

GLPSim(E?
p(U) = p(V) =1, k2> — S22 _ 9 olup U T( 2 v dir.

’ <u1,u1> <'U1,'U1> -

Tersine, p(U) =pV) =1, Stte? _ S22 — 9 ve r(U)=r(V) =1 olsun. Bu

<u1,u1> <V1,V1>

<uq,v1> [uq v4]

<UL U>  <uqu> 2 3\,
durumda, M, = . . =( )’dlr.

[uq v4] <uq,v1> 3 2

<'LL1,'LL1> <u1,u1>
Not 2.3.3. m > 1 durumunda E? de m tane noktadan olusan bir sistem ve

U = {uy,uy, ..., U} olsun. Varsayalim r(U) = 2 olsun. Onceki boliimden Not 1.4.5°den

q(U)’yu alalim.
Onerme 2.3.3. q(U) sayis1 U’nun bir GLPSim(E2)-invaryantidir.

Ispat: U = {uy,u,, ..., u,,}, m > 1 icin r(U) = 2 olsun. Bu takdirde U bozulmamis
oldugundan p(U) = k’dir. Ozel olarak k = 1 olsun.
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Bu takdirde < uy,u; ># 0 olup u, lineer bagimsizdir. r(U) = 2 oldugundan U’da u;,

2 <1 < m olan u, ile lineer bagimsiz olan bir vektor mevcuttur. Bu durumda q(U)’nun

tanimindan q(U) = [’dir.
F € GLPSim(E%) icin FU = {Fu,, Fu,, ..., Fu,,}’yi alalim. Onerme 2.3.1°den

p(U) = p(FU) oldugundan FU’da Fu, vektori mevcut ve lineer bagimsizdir. Diger
taraftan detGr(Fuq, Fu,) = (detF)?detGr(uy,u;) # 0 oldugundan Fu,, Fu, lineer
bagimsizdir. Bu durumda q(F(U)) = [ olup q(U) = q(FU)’dir.

Teorem 2.3.6. m > 1 icin U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v4, vy, ..., v, } kiimeleri E? de iki

sistem < Uy (), Upy >% 0, < Uy, Vpry >%# 0 ve r(U) = r(V) = 2 olsun.

Bu takdirde

( p(U)=p(V)
q(U)=q(V)
2 2
[ ]\ _( oo Pqw)]
<UpU)¥pU)> <Up()Vp(v)>
<up(U),ul-> _ <‘Up(V),‘Ui>

<UpU)¥p(U)”> <YpV)Up(V)>
[pwn ] _ _[pan v
\ <upwylqw)>  <Vpw)Vqw)>

GLPSim(E?)

V=< (19)

Vi,k =1,2,...m;i # p(U),k # p(U), k # q(U)’dir.

Tersine, varsayalim (19) esitlikleri saglansin. Bu durumda v; = M,u;, Vi =1,2,...,m
olacak sekilde M, € GLPSim(EZ) mevcuttur ve M, € GLPSim(E?) elemanin goriintiisii
icin asagidaki durumlar mevcuttur.

[wpw) vyl _ [vpw) vaw)]

= durumunda M, € GLPSim*(E?) ve M, elemaninin
<UpyUpW)>  <Vp)Vp(v)>

goriintiisii (14) ifadesinde verilmistir.

e upyu V) ¥ .
(ii [Mpw vqwl _ _ o) Pq durumunda M, € GLPSim™(E?) ve M, elemanmm
<Upu)Upw)> <Vpw)Vp(v)>
goriintiisi,
<BwYrw> [T vewl
M. = <UpW)Up(U)> <Up)Upw)> (20)
z [H@ v <Tamyvpw>

<Up(u)Upw)> <UpW)UpU)>
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seklindedir.
. GLPSim(E?) ] )
Ispat: U ~ V olsun. Bu takdirde v; = M,u;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde
M, € GLPSim(E?) mevcuttur.

2
Teorem2.3.1’denVi, k = 1,2,...,m; k # p(U), k # q(U) i¢cin p(U), q(U), (M) ,

<UpU)UpU)~>

<up(U),ui> ve [up(U) uk]
<Up)UpU)> <Up()UqU)>

fonksiyonlar1 GLPSim(E?)-invaryant oldugundan (19)’daki
esitlikler saglanir.

Tersine, varsayalim ki (19)’daki esitlikler saglansin. r(U) = r(V) = 2 ve p(U), q(U)

sayilarmin tanimi kullanilarak [up(u) uq(U)] # 0 ve [vp(v) vq(V)] # 0’°dir. Dahas1

[upw) uqw))
<UpU)UpU)~>

< Upwy Upw) >F 0, < V), Vp) >F 0 oldugundan #* 0 ve

2 2
. 1 . u u v 4 qew e
pw vqm] # 0’dir. Buradan ( L@ ¥ew) ) = ( [0 Paw)] ) esitliginden
<Vpw)Vpw)> <Up)UpU)> <UpW)Vp(¥)>

u u v v u u v v .
ow vl _ wvawl | oy el _ _ vw vewl e it
<Up)UpW)>  <VpW)Yp)> <Up)UpU)> <UpW)Vp()>

[upw) byl _ [vp) vaw)l

durumunu ele alalim. Bu takdirde

<up)Upw)>  <Vpw)Vpw)>
p(U) = p(V) ve q(U) = q(V) esitliklerinden Vi, k = 1,2,...,m;k # p(U),k # q(U) i¢in

o vl _ o vawl <ot <wwr> o waywd o) vid
<upyUp@)>  <VpW)Vp)>  <Up)UpW)>  <Vp\)Vp1)> <Up)Uq)>  <Vp)Yq)>

esitlikleri saglanir.

vk =1,2,..,m;k = p(U), k # q(U) i¢in

u u v v u u v v g .
vl _ vwrawl ey ud  _ vew v esitliklerinden
SupyUpw)>  <Vpw)Ypw)>  <UpW)Uqw)>  <Vp()Vq(v)>

u u v v ege

bty s d g5 g2 p(U) elde edilir.

<Up)Up@)>  <Vpw)Pp(w)>
Boylece Teorem 2.3.4°deki (13) esitlikleri saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.3.4’e gore

v; = Myu;, Vi=12,..,m olan bir tek M, € GLPSim*(E) mevcuttur ve M, nin

goriintiisii (5) seklindedir.
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[pw) vl _ _ oy vawl
<Up)Upw)> <Vpw)Vp(v)>

(i1) durumunu ele alalim. Bu takdirde

p(U) = p(V) ve q(U) = q(V) esitliklerinden Vi, k = 1,2, ...,m; k # p(U), k # q(U) icin

ow vl _ _ e vaw] Ty md [ v

= esitliklerinden

<UpW)Up(u)> <Up)Vp(v)> <Up)Uq)>  <VpW)Vq()>

u u v v e

by o vid elde edilir.
<UpW)Up)> <Upv)Vp(v)>

s v v u u wWu Wwu . ey
Bu son esitlik bowyvd  _ __wwwd Wi Wi seklinde yazilabilir. Ancak
<Vp)Yp(v)> <upytpw)>  <Wiupw)Wipw)>
pwy vl [Wupw) Wu]

Wuy, ) = Upy) oldugundan olarak yazilabilir. Bu durumda

<VpWypw)>  <Wipw)yWip(w)>

teoremin ispat1 (i) durumunun kosullarmni saglayan WU = {Wu,, Wu,,..., Wu,,} ile

V ={v,, v, ..,v,} sistemlerinin benzerlik problemine doniisir. Bu takdirde (i)

durumundaki gibi v; = K,(Wu;) = (K,W)u,;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde

K, € GLPSim™ (E?) matrisi vardir ve M, = K, W matrisinin goriintiisii (20) seklindeki gibi

elde edilir.m
Ornek 2.3.5.U = {u; = (3,1),u, = (1,3),u3 = (—2,—10)}
V ={v, = (4,0),v, = (0,—4),v; = (2,14)} iki sistem ve
-1

_23 € GLPSim(E?) alalim. Bu durumda

2

r(U) =r(V) = 2 olsun. M, =

NIk, N|W

GLPSim(E?) )
Vi = 1,2,3 i¢in v; = M,u; oldugundan U ~ Y dir.

Ornek 2.3.6. U = {u; = (3,1),u, = (1,3),u3 = (—2,—10)}
V ={v, = (4,0),v, = (0,—4),v; = (2,14)} iki sistem ve

GLPSim(E?) ]
r(U) = r(V) = 2 olsun. Bu takdirde U ~ Voldugunu gosterelim.

Bu sistemlerde p(U) = p(V) = 1 oldugundan < u,,u; >+# 0 ve < vy,v; ># 0°dir.
q(U)’nun tammmindan q(U) = 2, g(V)’nun tanimindan q(V) = 2’dir. Buradan

q(U) = q(V) = 2’dir. Teorem 2.3.6’daki (19) esitlikleri
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( [upw) uq) )2 _ ( [vp) va)] )2 —1

<uUpw)yUpw)> <UpW) Vp()>

<up(U),u2> _ <'Up(V),'U2> _ 0
- - ’
<Upy¥pw)>  <Vp()Vp()>
<upwyUsz> _ <Vpw)V3> _ __7

Uy Ug)>  <Vpm)Vqw)> 2

<up(U),u3> _ <'Up(V),'U3>

1 o o e TR
= = = saglanir. Teorem 2.3.6’daki (i1) esitligi
<UpytpW)>  <Ypw)Vpv)> 2

[vow) vaw] _ _ [vpw) vawl
<UpW)Up)> <Vp)Vp(v)>

saglandigindan M, € GLPSim(E?) elemanmin goriintiisii

-1

2 154
3 |dir.

2

(20) esitliginden elde edilir. Yani M, =

2.4. Pseudo-Benzerlik ve Genellestirilmis Pseudo-Benzerlik Hareket Gruplar

G = LPSim™*(E?), LPSim(E?), GLPSim* (E?), GLPSim(E}) olsun. G X Tr(2) ile E?
nin tiim otelemeleri ve G’nin elemanlariyla iiretilen EZ nin tiim ddniisiimleri grubunu

gosterelim.

LPSim*(E?) X Tr(2) grubunu PSim™*(E?) ile gosterelim.

PSim*(E?) = {F:E? -» E?|Fx = gx + b, g € LPSim*(E?),Vx € E?,b € EZ} dir.
LPSim(E?) X Tr(2) grubunu PSim(E}) ile gosterelim.

PSim(E?) = {F:Ef - Ef|Fx = gx + b, g € LPSim(E?),Vx € E%,b € E}} dir.
GLPSim*(E?) X Tr(2) grubunu GPSim™*(E}) ile gdsterelim.

GPSim*(E}) = {F:Ef - E}|Fx = gx + b,g € GLPSim*(E}),Vx € E},b € EZ}Ydir.
GLPSim(E?) x Tr(2) grubunu GPSim(E?) ile gosterelim.

GPSim(E?) = {F:Ef - E}|Fx = gx + b, g € GLPSim(E?),Vx € E,b € E}} dir.

Onerme 2.4.1. u;, v; € H olmak iizere v; = Fu, olacak sekilde F € G x Tr(2)

mevcuttur.
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Ispat: Agiktr.

N dogal sayilar kiimesi N,,, = {1,2,...,m}’dir. z € H olsun. Vj € N,,, i¢in y; = z olan

Vi, V2, ..o Y} siralisim z1,, ile gosterelim. Yani, z1,, = {z, z,..., z} dir.

m-—tane

U= {u;,uy,...,uy,} € E? olsun. Bu durumda

U—upnly, = {u,uy, oo Uyt — U Uy, oo U} = (U — U, Uy — Uy v v ey U q —

., 0 dir.
Onerme 2.4.2. G = LPSim™*(E?), LPSim(E?), GLPSim*(E2), GLPSim(E?) olsun.

m>1 veU = {uy,uy,...,upt, V={vy,v,...,0,} € E? olmak iizere,

GXTr(2) G .
~ VelU-u,l,~V-y,1,’ dr.

. . GXTr(2) . . ..
Ispat: =: Varsayalim ki U 4 V olsun. Bu takdirde Vi € N,,, icin v; = gu; + b

olacak sekildle g € G ve b € E? mevcuttur. Ozel olarak i =m icin v, = gu,, + b

oldugundan b = v, — gu,,’dir. Bu durumda, v; = gu; + b esitliginden
v; = gu; + b = gu; + (v, — gum), Vi € N, ’dir. Bu esitlikten
Vi — Uy = gU; — guym = g(u; — uy,), Vi € N, ’dir. Yani
{fu; —up, Uy — Uy, ooy Uy — Uy, 0} £ {vi— v V2 — Voot U1 — U, 0} Olur.
BudalU —u,1, <V —v,1, demektir.
&: Varsayallm U — u,,1,, Ly - VU, 1, olsun. Bu takdirde
fu; —up,up — Uy, oo, Upy—g — Uy, 0} £ (v, — VU, V2 — Uy e ooy U1 — Uy, 037dir.
Bu takdirde v; — v, = g(u; — uy,,), Vi € N,,, olacak sekilde g € G mevcuttur.
b = v,, — gu,, olsun. Bu esitlikten v,,, = gu,,, + b’dir. O zaman v; — v, = g(u; — u,,) ve
Uy = gup, + b esitliklerinden v; = gu; + b, Vi € N, elde edilir. Boylece U T V olur.
Sonu¢ 2.4.1. G = LPSim* (E?), LPSim(E?), GLPSim™* (EZ), GLPSim(E%) olsun.

m>1 veU = {u,uy,..., Uy}, V={v,v,,...,0,} € E? olmak iizere,
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GXTr(2) G
~ Ve lu —uUpuy —Up, .oy Umeg — Uyt ~ V1 =V, Vo — Uy oo oy U1 — U}
dir.
Teorem2.4.1.m > 1 ve U = {uy,uy,...,up}, V = {vy,v,,...,0,} sistemleri E? de iki

tane m-siralist ve Q(Upw—-up,1,,) — Um) # 0, Q(Wpw—v,,1,,) — Vm) # 0 olsun. Bu durumda

( p(U—uy,l,,) =pV —-v,1,)
SQ”(Q(up(u—um1m) —Upy)) = SQ”(Q(Vp(V—vm1m) = Um))
(2
PSlmN(El) V= ) <up(U_um1m)—um,ui—um> — <VpU-umim) " VmVi—Vm> (21)
OUpW-umim)—Um) O(Up(U-um1m)~Um)
[up(U—um1m)_um ui_um] — [Vp(U—um1m)—Vm Vi_vm]

\ OUpW-umim)—Um) O(Up(U-um1m) ~Um)

vi=12,....,p(U—-uply,) —1,p(U—-u,1,)+1,....m—1

Tersine, (21)’deki esitlikler saglansin. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi=12,...,m
olacak sekilde bir tek g € LPSim*(EZ) ve bir tek b € E? mevcuttur. Dahas1 g €

LPSim*(E?) ve b € E? nin goriintiileri

/<uP(U—um1m)_um’vP(U—umlm)_vm> [uP(U—umlm)_um Vp(U—umlm)_Vm]
QUpU-umim)~Um) Q(Up(U-um1m) —Um)
g = | | ve
[Up -t 10m) %M PpW-uimin) "Vm]  <UpU-tign 1) " EM VP U=ty 1) ~Vm>
\ OUp(U-um1m)—Um) QUp(U-um1m) ~Um) /

b = v,, — gu,, seklindedir.
Ispat: Onerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.3’den elde edilir.
Ornek 2.4.1.m = 3 icin
U={u =(01,2),u, =(23),u; = (44)} ve
V ={v, =(13),v, = (2,4),v3 = (54)} olsun. Bu takdirde
U—uzl; ={u; —u; =(-3,-2),u, —uz = (—2,—1) } ve
V—v313 ={v; —v3 = (—4,—1),v, — v3 = (—3,0) } olup
Q(uy —u3z) # 0ve Q(v, —v3) # 0°dir.

psim*(EZ) ) ) psim*(E?)
~ V ise asagidaki 6zellikler saglanir. Gergekten U ~ V' olsun.

Bu takdirde
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p(U —u3l3) =p(V —v313) =1,

sgn(Q(u; —uz)) = sgn(Q(v, —v3)) = 1,

<ui—Uuz,Upz—uUz> _ <v1—V3,U,—V3> _ 4

Q(ui-us) Q(ui—us3) 5’
[ui—us up—us] _ [v1-v3 vp—vs] _ _—l,dll‘
Q(ui—us) Q(ui—uz) 5

Tersine, U — uz1; = {uy —u3 = (-3,-2),u, —uz; = (—=2,—1) } ve
V—v313 = {v; —v; = (—4,-1),v, — v3 = (—3,0) } alalim. Bu takdirde
Q(uy; —u3z) # 0, 0(v; —v3) # 0 ve (21) esitlikleri saglandigindan
<uq1—Uusz,v1—v3> [u1—uz v1—-v3]

Q(ui-us) Q(ui—uz) _ ( 2 -1

[ui—usz v1—v3]  <u;—uzv1-vz> —1 2

Q(u1—us) Q(ui-us3)

g= )Veb=v3—gu3’den

. psim* (Ef) :
b = (1,0) elde edilir. Dolayisiyla U ~ vV “dir.

Teorem2.4.2. m>1 veU = {u;, uy,...,up}, V ={vy, v,,..., vy, }sistemleri EZ de

iki tane m-siralist Q(Up-u,,1,,) — Um) * 0, O(Wpw-v,y1,,) — Vm) * 0 ve
rank(U —u,1,) = rank(V —v,,1,,) = 1 olsun. Bu durumda

psim(E?
~( 1) V= 4 sgn (O(up(u_umlm) - um)) = sgn (Q(UP(V_Umlm) - Um)) (22)
I <Up (U—gm 1)~ Uomo Ui~ Um> _ <Vp(V—vim i) ~VmVi—Vm>
k QUp(U-um1m)—Um) Q(Vp(V—vmlm) _Um)

vi=1.2,....p(U-uyl,,)—1,pU-u,l1,)+1,....m—1

Tersine, (22)’deki esitlikler saglansin. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi = 1,2,...,m olacak
sekilde bir tek g € LPSim(E?) ve bir tek b € Ef mevcuttur. Dahas1 g € LPSim(E?) ve

b € Ef nin goriintiisii

/<uP(U—um1m)_um’vP(U—umlm)_vm> [uP(U—umlm)_um 171’(U—um1m)_vm]\
OUpU-umim)~Um) OUpWU-umim) ~Um)

g= ve
[UpU-tm1m) “Um VpU-umim)~Pm]  <UpU-umim) "UmVpU-um1m) ~Vm>

O(UpU-umim)~Um) OUpWU-umim)~Um)
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b = v,, — gu,, seklindedir.

Ispat : Onerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.4’den elde edilir.

Ornek 2. 4.2. m = 4 i¢in
U={u, =2,-1),u; =(0,5),u; = (—1,8),us, = (1,2) } ve
V ={v, =(7,0),v, = (7,16),v3 = (7,24),v, = (7,8)} olsun. Bu takdirde
U—udy,={u; —u,=(1,-3),u, —u, = (—1,3),u3 —uy, = (—2,6)}ve
V-v,1,={vy —v, = (0,-8),v, — v, = (0,8),v3 — v, = (0,16)} olup
Q(uy —uy) #0ve Q(v; —vy) # 0verank(U —uyl,) = rank(V —v,1,) = 1°dir.

psim(EZ) L psim(E?)
~  V ise asagidaki esitlikler saglanir. Gergekten U~ ~ ~ V olsun. Bu takdirde

p(U —usly) =p(V —v,1,) = 1,
sgn(Q(us — uy)) = sgn(Q(v, — vy)) = —1,
<U1—U4,UZ—U4> <U1—U4,,'UZ—'U4,> _

- =0,
Q(u1—uq) Q(w1—-v4)

<u1—u4,u3—u4> _ <U1—U4,,'U3—'U4,> _ 3

Q(u1—uq) T 0wi-vy) 4

)

<u1—u4,u1—u4> _ <'U1—'U4,,'U1—'U4_> _

= = 1°dir.
Q(u1—uq) Q(w1-v4) .

Tersine, U —uyl, = {ug —uy = (1,-3),u, —u, = (—1,3),u3 —u, = (—2,6)} ve

V - U4_14_ = {Ul - U4_ = (0 - 8), vz - U4 = (0,8), U3 - U4 = (0,16)} Olsun. Bu
takdirde Q(u; —uy) # 0, Q(v; — v,) # 0 ve (22) esitlikleri saglandigindan

<Us—U4V1—Vs>  [Ug—Ug V1—V4]

O(ug—uy) O(u1—uy) _ (3 1 _ _ ,
g = [wi—uy v1-v,]  <uzj—ugvi-v,> |~ \1 3) veb = Vg — GUy den
O(u1—u4) O(u1—uy)

psim(E2) ]
b = (2,1) elde edilir. Dolayisiyla U~  V’dir.

Teorem2.4.3. m > 1 ve U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v1, v5,..., 0, } sistemleri E? de iki

tane m-siralist Q(Upw-wp1,) — Um) F 0, QWpw-v,1,,) — Vm) # 0 ve

rank(U —u,,1,,) = rank(V — v,,1,,) = 2 olsun. Bu durumda
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psim(E?)
~ V ise

( p(U_umlm) = p(V_vmlm)
qU —up,l,) =q(V —v,1,,)
591 (Q(pu-rim1n) = tm)) = 597 (O(Wp=spy1) — ¥m))

2
<[up(U_um1m) —Un uQ(U_umlm) - um]>

Q(up(u_umlm) - um)

2
_ [”p(v—vmlm)—”m vq(v—vmlm)—vm]> (23)

- ( Q(vp(V—vmlm) - vm)

< UpU-umlym) — Umy Ui — Um > _ < Up-vmim) ~ Vms Vi = Um >

Q(up(U—umlm) - um) - Q(vp(V—vmlm) - vm)
[up(U—umlm) — Up Uy = Uy _ [vp(V—vmlm) — Up Vg = U
\ [up(U—umlm) —Unm UqU-umly) — Um ] [vp(V—vmlm) —Um Vq-vmim) — vm]

Vi=12,...,p(U—=upl,) —1,pU —uply) +1,...om—1, Vk=12,..,m—1,
k+#pU—u,uly), k#qU—uy,l,).

Tersine, (23) esitlikleri saglansin. Bu takdirde v; = Myu; + b; ve v; = Myu; + b,
olacak sekilde M,, M, € LPSim(E%) ve by, b, € EZ mevcut ve

durumunda M; €

@ [%p (Ut 1) ~¥m Uq(U-umim)~Ym] _ [Vp—vmim) =Vm Vq—vpmim)~Vm]
OUp(U-umim)~Um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm)

LPSim*(E?) ve M;’in goriintiisii Teorem 2.4.1°deki gibidir. b; € E? nin goriintiisii de

Teorem 2.4.1°deki gibidir.

con [Up (Ui i) ~%m Uqu—up 1) ~%m] [Vp(V-vim1m) ~Vm Vq(V-vamim)=Vm] .
(ii) PU—umlim) q(u-umim) _ _ PpV-vmim) qV-vmim) durumunda ise

QQUpU-umim)~Um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm)

M, = M;.W € LPSim~(E?) ve b € E? nin goriintiileri

/<W’v1’(u_um1m)_vm> _ [uP(U—umlm)_um 1JIJ(U—umlm)_vm]\
OUpU-umim)—Um) Q(UpU-umim)~Um)
M, = | | ve
[uP(U—umlm)_um vp(U—umlm)_vm] _ S%pU-umim) " ¥mYpU-umim) ~Vm>
O(UpU-um1m)~Um) O(UpU-umim)~Um) /

b, = v, — M,u,, seklindedir.
Ispat: Onerme 2.4.2 ve Teorem 1.4.5’den elde edilir.
Ornek 2.4.3. m = 3 icin

U={u, =@32),u,=(13),u; =(2,—-1)} ve
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V ={v, = (9,6),v, = (6,6),v5 = (4,—1)} olsun. Bu takdirde

U—uzl; ={u; —us; =(1,3),u, —uz; = (—1,4) } ve

V—v313 ={v; —v3 = (57),v, —v3 = (2,7) } olup

Q(uy —u3) #0,0(vy —v3) # 0verank(U —uzl3) = rank(V — v313) = 2’dir.

psim(EZ) )
~  V ise teoremdeki kosullar saglanir. Gergekten,

p(U —u3l;3) = p(V —v;313) = 1,
qU —u3l3) = q(V —v313) = 2,
sgn(Q(uy —uz)) = sgn(Q(v, —v3)) = —1,

([ul—u3 uz—u3])2 - ([v1—v3 Uz—v3])2 y
Q(u1—us) Q(v1—v3) 64’

<ui—Uusz,Upz—uz> . <v1—V3,Up—V3> _ 13

b

Q(ui-us) T 0(w1-v3) I
[ug—us up—uz] — [v1—v3 v3—v3] = 1°dir.
[u1—usz uz—us] [vi—v3 v2—v3]

Tersine, U — uz1; = {u; —u; = (1,3),u, —uz = (—1,4) } ve
V—v313 = {v; —v3 = (57),v, — v3 = (2,7) } alalm. Bu takdirde
Q(u; —uz) # 0, 0(v; —v3) # 0 ve (23) esitlikleri saglandigindan Teorem 2.4.3’¢ gore

<ui-uzvi1—vs>  [ui—usz v1-vs]

_ 0(ug-us3) Q(u1—us3) (2 1 _ _ y 1
My = [ug—us v1-vs] <uz-ugvi-vs> | (1 2) veby =v; — gus = (1’_1) dir.
O(ug—u3) O(ug—u3)
pSim(E%) )
DolayisiylaU ~ ~  V’dir.

Ornek 2.4.4.m = 3 igin
U={u =(32),u, =(1,3),u; =(2,—-1)} ve
V ={v, =(6,-2),v, = (1,—-6),v; = (7,3)} olsun. Bu takdirde
U—uszl; ={u; —u; =(13),u, —uz = (—1,4) } ve

V - U313 = {Ul - U3 = (_1, _5), 1.72 - 1.73 = (_6, _9) } Olup
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Q(uy —u3z) #0,0(vy —v3) #0verank(U — uzl;) = rank(V — v313) = 2°dir.

psim(£?) | .
~  V ise Teorem 2.4.3’deki kosullar saglanir. Gergekten

p(U —u3l3) =p(V —v313) =1,
qU —uzl3) = q(V —v313) = 2,
sgn(Q(u, —uz)) = sgn(Q(vy —v3)) = —1,
[ui—uz up—usl 2 _ (Ivi-v3 vy-v3] 2 (=7 2 (7 2 _4
( 0(uq—us3) ) - ( 0(v1—-v3) ) - ( 8) - (8) 64’

<ui—Uuz,Upz—uUz> _ <vV1—V3,Up—V3> _ 13

Q(ui-us3) Q(w1-v3) 8’
[ug—usz up—usz) — [v1-v3 v—v3] = 1’dir.
[ui—us up—usz] [v1-v3 v—v3]

Tersine, U — u315 = {uy —u; = (1,3),uy, —us = (—1,4) } ve

V—v31; = {v, —v; = (—1,-5),v, — v3 = (—6,—9) } alalim. Bu takdirde

Q(uy —u3) # 0, Q(vy — v3) # 0 ve (23) esitlikleri saglandigindan

<u;—u3v;—vz>  [Uij—uz vi—vs]
O(ui—uz) O(ui—uz) 2 -1 ]
MZ = = (1 _2) Ve bz = U3 — M2u3 = (2,—1)’(111‘
<u —uzv—vz> [u1=u3z vi—v3]
O(ui—uz) O(ui—uz)

PSim(E%) )
Dolaywisiyla U~ ~ ~ V’dir.

Teorem2.4.4.m > 1 ve U = {uy, uy,..., U}, V = {v1,v,,..., 0, } sistemleri E? de iki

tane m-siralist ve Q(Upy—u,,1,,) — Um) F 0, Q(Vpw—-v,,1,,) — Vm) # 0 olsun. Bu durumda

( p(U - umlm) = p(V - vmlm)
GPsim*(E?) <Up(U-umim)  YmUi—Um> _ <Vp(V-vmim) " YmVi—Vm>
- O(Up(U-um1m)~Um) Q(vp(V—vmlm)_Vm) (24)
[up(U—umlm)_um ui_um] _ [Vp(V—vmlm)_Vm Vi_vm]
\ OUpW-umim)~Um) QWpV-vmim)~Vm)

vi=12,....,p(U—-u,l,)—1,pU—-u,l,)+1,....m—1
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Tersine, (24)’deki esitlikler saglansin. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi=12,...,m
olacak sekilde bir tek g € GLPSim*(E?) ve bir tek b € E? mevcuttur. Dahasi g €

GLPSim*(E?) ve b € E? nin goriintiileri

/<up(U—um1m)‘um"’p(U—umlm)‘vm> [up(U—umlm)‘“m 1’p(U—umlm)"’m]\
OUpU-umim)~Um) OUp(U-um1m) ~Um)
g=| | ve

\[up(U—umlm)_um Vp(U—um1m)‘vm] <up(U—um1m)_um'vp(U—umlm)_Vm>/

O(Up(U-um1m)—Um) OUp(U-um1m) ~Um)

b = v,, — gu,, seklindedir.

Ispat: Onerme 2.4.2. ve Teorem 2.3.4’den elde edilir.

Ornek 2.4.5. m = 4 icin
U={u, =2,—-1),u, = (1,3),u3 = (—2,0),us = (2,3) } ve
V={v, =(7,0),v, = (8,11),v; = (—4,—1),v, = (11,12)} olsun. Bu takdirde
U—uly, ={u; —uy, =(0,—-4),u, —u, = (-1,0),u3 —uy, = (—4,-3)} ve
V-v,1,={vy —v, =(—4,-12),v, — v, = (-3,—-1),v3 — v, = (—15,—13)} olup
Q(u; —uy) # 0ve Q(v; —v,) # 0°dir.

Gpsim*(E}) . .
~ V ise Teorem 2.4.4’deki kosullar saglanir. Gergekten,

p(U—u,ly) =plV —v,1,) =1,

<U1—U4,UZ—U4> _ <'U1—'U4_,'U2—'U4_> _

0
Q(u1—uq) Q(w1—v4) ’
<u1—u4_,u3—u4> _ <'U1—'U4_,'U3—'U4_> _ 3
Q(u1-uq) Q(w1-v4) 4
<u1—u4_,u1—u4> _ <'U1—'U4_,'U1—'U4_> _ 1
Q(u1-uq) Q(w1-v4) ’
[ —us Up—Us] _ [V1—V4 Va—vs] _ 1
Q(u1—uq) Q(w1—-v4) 4
[u1—uq uz—ugl — [Vi—Vs V3—V4] =1
Q(u1—uy) Q(w1—v4) ’
[ug—uy ui—uy) [V1—vs V1—v4] .
1 4 1 41 1 4 V1 4 — O’dll‘.

Q(ur—us)  Q(v1—v4)



38

TerSine, U-—- U414 = {ul — Uy = (0, —4),u2 — Uy = (_1,0),U3 — Uy = (_4‘,_3)} ve

V—uly={v; —v, = (—4,-12),v, —v, = (-3,-1),v3 — vy = (—15,-13)}
alalim. Bu takdirde Q(u; —uy) # 0, Q(v; — v,) # 0 ve (24) esitlikleri saglandigindan

<UL—UL V1 —V4>  [U1—Uyg V1—V4]
_ O(ug—uy) O(u1-u4) _(3 1 _ _ )1
9= [uy—uy V1-Vy]  <Us—UgVi-Ve> | (1 3) veb =v; — gu, = (2,1)’dir.
Q(u1—uq) Q(u1-uq)

GPSim™*(E?) .
Dolayisiyla U ~ V" dir.

Teorem 2.4.5. m>1 ve U = {u;, uy,..., U}, V={vy,v,,...,0,} sistemleri EZ de
iki tane m-swralist Q(Up-up1,) — Um) # 0, O(Wpw-vp1,) — Vm) # 0 ve rank(U —

unl,,) =rank(V —v,1,,) = 1 olsun. Bu durumda

p(U - umlm) = p(V — vmlm)

GPSim(E?)
~ <Up(U-umim) “YmUi—Um> _ <VpV-vpm1m) ~VmVi—Vm>

(25)

O(Up(U-um1m)—Um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm)

vi=12,....,.p(U-u,1,)-1,pU-u,1,,)+1,.... m—1

Tersine, (25)’deki esitlikler saglansin. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi=1,2,...,m
olacak sekilde bir tek g € GLPSim(E?) ve bir tek b € E? mevcuttur. Dahas1 g €

GLPSim(E?) ve b € EZ nin goriintiileri

/<uP(U-um1m)_um’vP(U-umlm)_vm> [uP(U-umlm)_um Vp(U—umlm)_Um]\
OUpU-umim)—Um) QUpW-um1m) —Um)
g = | | ve

\[uP(U-umlm)_um VpW-umim)~Vm]  <UpU-um1m) UMV (Ut 1) ~Vm> /

O(UpU-um1m) —Um) O(UpU-um1m) ~Um)
b = v,, — gu,, seklindedir.
Ispat: Onerme 2.4.2. ve Teorem 2.3.5’den elde edilir.
Ornek 2.4.6. m = 3 igin
U={u, =(,0),u, =(-3,6),u3; = (—1,3)} ve
vV ={v, = (,1),v, = (—1,9),v3 = (0,5)} olsun. Bu takdirde
U—uszl; ={u, —u; =(2,-3),u, —uz = (—2,3) } ve

vV — U313 = {Ul - U3 = (1, _4), 1.72 - 1.73 = (_1,4) } Olup
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Q(uy —u3z) #0,0(v; —v3) #0verank(U —uzl3) = rank(V — v313) = 1’dir.

GPSim(EZ) )
~ V ise Teorem 2.4.5’deki sartlar saglanir. Gergekten,

p(U —uszl3) =p(V —v313) =1,

<uq—uUz,Up;—U3> _ <v1—V3,Up—V3> _

= —1’dir.
Q(ui—us) Q(ui—uz)

Tersine, U — uz15 = {u; —us = (2,-3),u, —u3z = (—=2,3) } ve
V — V3 13 = {171 — V3 = (1, _4‘), Vy — VU3 = (_1,4‘) } alalim. Bu takdirde
Q(uy —u3) # 0, Q(vy, —v3) # 0 ve (25) esitlikleri saglandigindan

<ui—uzV;—v3z>  [ui—uz v1-vs3]

_ Q(ui—u3z) Q(ui—us) _(2 1 il _ _ s
9= [ug—us v1—-v3]  <ug-uzv;-v3> | (1 2) ve b =v3 — guz = (=1,0)"dr.
Q(u1—-us) Q(ui-us3)

GPSim(E%) )
Dolayisiyla U ~ V°dir.

Teorem 2.4.6.m > 1 ve U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v1,Vy,..., vy, } sistemleri Ef de iki
tane m-swralist  Q(Upy-u,1,,) — Um) 0, OWpw-v,1,) —Vm) 0 ve rank(U —

Upnly) =rank(V —v,1,,) = 2 olsun. Bu durumda

Gpsim(Ef)

V ise

( p(U—-u,l,,)=pWV —-1v,1,,)
q(U - umlm) = q(V - Umlm)

2 2
([uP(U—umlm)_um qu—umlm)—um]> _ ([VP(V—lem)_vm vq(V—Umlm)_vm])
Q(up(U—umlm)_um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm)

4 (26)
<Up(U-umim) " bmli—Um>  <Vp(V—vpm1,) " VmVi—Vm>
O(UpU-um1m)~Um) B Q(VP(V—lem)_vm)
[up(U—umlm)_um uk_um] _ [Vp(V—vmlm)_Vm 17k_17m]
V' [p-umim)~Um UqU-umim)~tm | B [Vp(V—vm1m) ~Vm Vq-vm1m)~Vm]

vi=1.2,..,p(U-uyl,)—-1,pU-u,l,)+1,....m—1,
Vk=1,2,...m—1,k #p(U—uply k+qU—u,l,).

Tersine (26)’daki esitlikler saglansmn. Bu takdirde v; = Myu; + b; ve v; = Myu; + b,
olacak sekilde M;, M, € LPSim(E?) ve by, b, € Ef mevcut ve
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@ (Mo 1) ~¥m Y-ty ~¥m] _ [Yp@—vimin) "V Yew-vmip=ml g g o
Q(up(U—umlm)_um) Q(vp(V—vmlm)_vm) 1

GLPSim*(E?) olup M;’in goriintiisii Teorem 2.4.3’deki gibi ve b; € EZ nin goriintiisii de
Teorem 2.4.3°deki gibidir.

(ll) [up(U—umlm)_um uq(u—umlm)_um] — [vp(V—Umlm)_vm vq(V—lem)_vm] dul‘ul’nunda lse
Q(Up(U—umlm)—um) Q(”p(V—vm1m)_Vm)

M, = M;.W € GLPSim™(E?) olup M, nin goriintiisii,

/<Wﬂvp(U—um1m)_vm> _ [up(U—umlm)_um 1;Z’(U—umlm)_vm]
OUp(U-um1m)~Um) O(UpW-um1m)~%m)
M2 = | | ve
[uP(U—umlm)_um UP(U—umlm)_vm] _ SUpU-umim) “¥mVpU-umim) ~Vm>
OUp(U-umim) ~Um) O(UpW-umim)~%m) /

b, € EZ nin goriintiisii ise b, = v,,, — Myu,, dir.
Ispat: Onerme 2.4.2 ve Teorem 2.3.6’dan elde edilir.
Ornek 2.4.7. m = 4 igin
U={u =(13)u; =(=50),u3 = (23),us = (-1,2)}
V={v,=%7),v, =(-7-14),v3 = (9,10),v, = (3,0)}
U—udy={u;—uy =D u—upy=(-4-2)us —u, =31}
V—-—v,1, ={v, —v, =(5,7),v, —v, = (—10,—14),v; — v, = (6,10) }
Q(u; —uy) # 0,0 —vy) # 0 verank(U —uyly) = rank(V —v,1,) = 2°dir.

Gpsim(E2) )
~ V ise Teorem 2.4.6’daki sartlar saglanir. Gergekten,

p(U —usly) =p(V —u,1,) =1,
qU —uy1y) = q(V —v,1,) =3,

[us—us uz—1us]) _ ([vi—vs v3—v4] 2 _ (1 2 _ (1 2 _1
( Q(ul—U4) ) - ( Q(vl—w,) ) - ( 3 ) - ( 3 ) - 9’

<'LL1—'LL4_,'LL1—'LL4_> _ <U1—U4_,'U1—'U4> _

=1
Q(u1-uq) Q(w1-v4) ’

<UL~ Ug,Up—Uy> _ <U1—U4_,172—174_> _

=-2
Q(u1—uq) Q(w1—v4) ’
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U1—Uyg Up—U V1—Vy VU=V .
[1 4 U2 4-]=[1 4 Y2 4]=0,dlr.

[us—us us—usl  [v1-vs v3-v4l
Tersine, U —uy1, = {uy —uy = (2,1),uy; —uy = (—4,-2),u3 —u, = (3,1) }
V—-vl1,={v,—v,=(57),v,—v, =(-10,—-14),v5; — v, = (6,10) } icin
Q(uy —uy) # 0, Q(vy — vy) # 0 ve (26) esitlikleri saglandigindan

<U—Ug, V1 —Vyg> [u1—uy v1-v4]

_ O(u1—uyq) O(u1—uyq) _(1 3 _ _
My = [us—uq v1-v4]  <ug—UgV1-Vs> | (3 1) ve by = v, —gus = (=21)
O(u1—u4) O(u1-u4)

L GPsim(E?) )
elde edilir. Dolayisiyla U ~ V- dir.

Ornek 2.4.8. m = 4 icin
U={u, =(,3),u, = (=5,0),u; = (2,3),us, = (—1,2)}
V={v, = (=10,1),v, = (=7,—14),v5 = (=9,4), v, = (=9, —4)}
U—udy, ={u; —u, = (2,1, uy; —uy = (—4,-2),u; —uy, = (3,1) }
V—-v,1,={v; —vy,=(-15),v, —v, = (2,-10),v3 —v, = (0,8) }
Q(u; —uy) #0,0(w; —vy) # 0 verank(U —uyly) = rank(V —v,1,) = 2°dir.

Gpsim(Ef) )
~ V ise Teorem 2.4.6°daki sartlar saglanir. Gergekten,

p(U—-u,ly) =pV —v,1,) =1,

q(U _u4_14_) = q(V - U4_14_) = 3,

(ess) = (52 = G) = 6) =5

<'LL1—'LL4_,'LL1—'LL4_> _ <'U1—'U4_,'U1—'U4> _ 1
O(u1—ug) Q(W1—v4) ’

<'LL1—'LL4_,'LL2—'LL4_> _ <'U1—'U4_,'U2—'U4> _ 2
O(u1—ug) Q(W1—v4) ’

[us—uq up—uy] _ [V1—v4 V2—v4] _ 0’dir

[u1—us uz—uyl [v1—v4 v3—v4]

Tel‘sine, U— u414 = {ul - u4 = (2,1),“2 - u4 = (_4,_2),u3 - u4 = (3,1)}
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V—-v,1,={v; —v,=(-15),v, —v, = (2,-10),v3 — v, = (0,8) } icin

Q(uy —uy) # 0, (v, —v,) # 0 ve (26) esitlikleri saglandigindan

<U —UgV1—Vs> [Ug—Uy v1-04]
O(ui—ug) O(ui—ug) 1 =3
Mz = = (3 _1) ve b2 = V4 — M2u4 = (_2,1)
SUI—ULV1I—V> [ui=uy v1—v4]
O(us—ug) O(ui—ug)
Gpsim(E?) L

elde edilir. Dolayisiyla U ~ V dir.



3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgular1 su sekilde siralayabiliriz.

1. u,v € E3, F:E? X E} > R olmak iizere

u,v>

(i) F(u,v) =Z fonksiyonu GLPSim(E2)-invaryanttir.

uu>

(i) F(u,v) = % fonksiyonu GLPSim™* (E2)-invaryanttir.

2
(iii) F(u, v) = (%) fonksiyonu GLPSim(E?)-invaryanttir.

Teorem 2.3.1°de gosterilmistir.
2.u,v € H*olsun. Bu takdirde v = M,u olacak sekilde bir tek M, € GLPSim™* (E?)

mevcuttur ve M, elemaninin goriintlisti

<u,v> M
_ | ow o) 1, 4.
M, = vl <up> dir.
o(w) o(w)

GLPSim™(E?) o
~ v’dir. Teorem 2.3.2°de gdsterilmistir.

3. u,v € H* olsun. Bu takdirde v =gu veya v = hu olacak sekilde g,h €
GLPSim(E?) mevcuttur. Bu durumda, g = M, € GLPSim™(EZ) ve h=M,W €

<u,v> [uv]
GLPSim~(E?) dir . Burada, g nin goriintiisii = | 006D ) o ponin pbriintiisii
1 : X g 9= [uv] <u,v> g
ow) ow)
<u,v> [mv] "
o ) GLPSim(E%) o
h=[ 2™ 00 s gir, ~ " v “dir. Teorem 2.3.3’de gosterilmigtir.
[T v] _ <uy>
0w 0w

4.m>1icin U = {uy, Uy, ..., U}, V = {v1, vy, ..., U} Ef de iki sistem ve
< Upwy, Upw) >F 0, < Vpy, Vpy >F 0 olsun.

Bu takdirde
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( p(U) =pV)
GLPSim* (EZ) | Sty = =¥z

~ V= 4 <up(y up(u)> <Vpv)Vp(v)>
[ [upw) wil [vpw) vil
k<up(u) UWW)>  <Vp)Vpw)>

vi=12,...p(U)—-1,p(U)+1,..,m
p(U) =p(V)
<up(U) u;> <vp(V)'vi>
p(U) up(u)> <Vp).Vp()>

[vp(V) vi]
<VpW)Vpw)>

up(U) ;]
<uUp(u) up(u)>

(

|
Tersine, 4 <u

|

v, = Mu;, Vi=1,2, ...,

M, € GLPSim*(E?) elemanmin goriintiisii

m olacak sekilde bir tek M,

esitlikleri saglansm. Bu durumda

€ GLPSim™(E?) mevcuttur ve

/ < Upw) Vp) >

M, = |

[wow) Vo] \

< Upwy Upw) > < Upw) Upw) =

\ [wow) Vo]

< Upw), Vp() >/

< Upwy Upw) > < Upw) Upw) =

seklindedir. Teorem 2.3.4’de gosterilmistir.

5.m > 1icin U = {uy,u,, ...,

< Uy, Upy >F 0, < Uy, Vpry ># 0 ve r(U) = r(V) = 1 olsun. Bu takdirde

GLPSLm(E ) p(U) =p(V)
U V=1 <uypwyi> _ <vpw)vi>
<upy¥pW)>  <Yp)Vp()>

vi=12,...,p(U)—1,p(U)+1,..,m
p(U) =pV)
Tersine, § <up).ui> _ _Stpwyvi>
<upyUp)>  <VpW)Vp()>
v, =Muu;,Vi=1,2,.

M, € GLPSim(E?) elemaninm goriintiisii

<UpW)VpW)>

um}’ V= {vll Voyveey

esitlikleri saglansin. Bu durumda

,m olacak sekilde M, € GLPSim(EZ) mevcuttur ve

[upw) V)]

<Up)Up)>

M. =
z [upw) vpw)]

<Upu)yUp)>

<UpW) VpW)>

<Upu)Up)>

<Upu)Up)>

v, } kilmeleri EZ de iki sistem,
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seklindedir. Teorem 2.3.5°de gosterilmistir.
6.m > 1icin U = {uy,uy, ..., up}, V= {vy, vy, ..., v, } kilmeleri EZ de iki sistem
< up(U),up(U) >F O, < vp(V),vp(V) >%#* 0 ve T(U) = T(V) = 2 olsun. Bu takdirde

( p(U)=p(V)
q(U)=q()
2 2
[4ow) “aw)] _ o) Pa)]
<UpU)¥pW)> <Up)Vp(v)>
<up(U),ui> _ <‘Up(V),‘Ui>
<Up)UpW)> <VpW)Vp(v)>
[up(U) uk] — [”p(V) ”k]
\ <upw)Ugw)>  <Vpw)Vqw)>

GLPSim(E?
lln( 2 V=4

Vi,k =1,2,...m;k # p(U),k # q(U)’dur.

( p(U)=p(V)
q(U)=q(V)
2 2
(o) ¥qwn] \ _( 12000 Pqw]
<UpW)¥pU)> <UpW)Vp()>
<up(U),ui> » <‘Up(V),vi>
<UpW)¥pW)> <Tp)Vp(v)>
[up(U) uk] — [vp(V) vk]
\ <Up@yUqw)>  <VpW)Vaw)>

Tersine, < esitlikleri saglansin. Bu durumda

v; = M,u;, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde M, € GLPSim(E?) mevcuttur ve
M, € GLPSim(E?) elemanin goriintiisii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur.

[wow) vgw] _ o) va
<uUp)Up)>  <VpW)Vp()>

durumunda M, € GLPSim*(E?) ve M, elemanmin

goruntiisi
<u,v> [uv]
_ | ow o) |, ;.
M, = [uv] <uv> dir.
o(w) o(w)
N ORZTON, [vpa) Paw)] 2
(ii =— durumunda M, € GLPSim~(E{) ve M, elemanmnin
<Upu)Upw)> <VpW)Vp(v)>
goriintusi
<GwYrw> [T vewl
M. = | SO <Up)UpW)>
z B o] <THaoyvpwy>
<Up ) UpW)> <Up ) UpW)>

seklindedir. Teorem 2.3.6’da gosterilmistir.
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7.G = LPSim*(E?), LPSim(EZ), GLPSim™ (E?), GLPSim(E?) olsun.

m>1 veU = {uy,uy, ...,y }, V="{w,v,,...,v,,} €EZ olmak iizere,

GXTr(2) G . . ..
~ Ve U-u,l, ~V-uv,1,, Onerme 2.4.2°de gosterilmistir.

8.m>1 veU={u,uy .., uyl,, V="_{w,v,...,v,} sistemleri EZ de iki tane m-

siralist ve Q(Upw-up1,,) — Um) F 0, Q(Wpw—v1,y) — Vm) # 0 olsun. Bu durumda

( p(U—uy,l,,) =pV —-v,1,)
SQ”(Q(up(u—um1m) —Upy)) = SQ”(Q(Vp(V—vm1m) = Um))
psim*(E?
Slm~( 1) V= ) <up(U_um1m)—um,ui—um> _ <Up(U-um1im) " YmVi—Vm>
OUpW-umim)—Um) O(Up(U-um1m)~Um)
[<up(U—um1m)_um ui_um] — [Vp(U—umlm)_Vm Vi—Vm]
\ Q(up(u—umlm)—um) O(up(U—umlm)_um)

vi=12,....p(U—-uply,) —1,p(U—-u,1,)+1,....m—1

( p(U 2 umlm) = p(V - Umlm)
Sgn(o(up(u—umlm) —Upy)) = Sgn(o(vp(v—vmlm) — Um))
Tersine, 4 SUp(U gy 1) UMY _ <Vp(U i 13m) ~Vm Vi~ Vm>
OUp(U-umim)~Um) OUp(U-um1m)~Um)
[<UpU—rum1mm)—tm Ui—lm] _ [vp-wmim)—Vm vi—vm]
\ O(UpW-umim)~Um) T O(UpU—umim) —tm)

esitlikleri saglansin. Bu durumda v; = gu; + b, Vi = 1,2,..., m olacak sekilde bir tek g €
LPSim*(E?) ve bir tek b € E? mevcuttur. Dahas1 g € LPSim*(EZ) ve b € E? nin

goriintiileri

/<uP(U—um1m)_um’vp(U-um1m)_vm> [up(U—umlm)_um 171’(U—um1m)_vm]
OUp(U-um1m)~Um) O(Up(U-wmim)~Um)
g = | | ve
[uP(U—umlm)_um vp(U—umlm)_Vm] <UpU-umim) " UYmVpU-umim) “Vm>
\ Q(Up(U-um1m)~Um) Q(Up(U-umim) " Um) /

b = v, — gu,, seklindedir. Teorem 2.4.1°de gosterilmistir.

9.m>1 ve U={u,uy...,upt, V=1_{v,v,..., v, }sistemleri E? de iki tane m-

stralist Q(Upy-upy1,,) — Um) F 0, QWpw-v,,1,,) — Vm) #* 0 ve

rank(U — u,,1,,) = rank(V — v,,1,,) = 1 olsun. Bu durumda
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p(U —uy,l,,) =pV —v,1,,)

<up(U_um1m)—um,ui—um> _ <vp(V_,,m1m)—vm,vi—vm>

(
, |
U PSWL(E%) V= { sgn (Q(up(U—umlm) - um)) = Sgn (Q(vp(V—vmlm) - vm))
|
k OUpWU-umim)—Um) B Q(Vp(V—vmlm) _Vm)

vi=12,....p(U—-uply,) —1L,p(U—-u,1,)+1,....m—1

p(U—uyul,) =pV—-v,1,)

(
|

Tersine, 4 sgn (Q(UP(U—umlm) - um)) = sgn (Q(”p(V—vmlm) - vm))
|
\

<uP(U—um1m) —UmUi—Um> _ <VP(V—Um1m) —VUmVi—Vm>

OUp(U-umim)~Um) Q(Vp(V—vm 1m)_77m)

esitlikleri saglansin. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi = 1,2,..., m olacak sekilde bir tek g €

LPSim(E?) ve bir tek b € EZ mevcuttur. Dahas1 g € LPSim(EZ) ve b € EZ nin goriintiisii

<UpW-um 1) “UmVpW-um1m) ~Vm>  [UpU-um1im)~¥m VpU-umim) ~Vm]
Q(up(U—um1m)_um) O(up(U—umlm) —Um)
g= ve

Q(UpU-umim)—Um)

[Up W 1m)~¥m VpW-umim)~Vm]  <UpW-um 1)~ UM p(U=um1m) VM
OUpW-umim)~Um)

b = v,, — gu,, seklindedir. Teorem 2.4.2’de gosterilmistir.

100m>1 veU ={uy, Uy, ..., Uy}, V ={v1,v,,...,0,]} sistemleri El2 de iki tane
m-siralist Q(Up—u1,) — Um) F 0, OWpw-v1,,) — Vm) # 0 ve

rank(U —u,1,,) = rank(V — v,,1,,) = 2 olsun. Bu durumda
( p(U - umlm) = p(V - vmlm)
q(U - umlm) = q(V - vmlm)
sgn (Q(up(u_umlm) - um)) =sgn (Q(vp(v_vmlm) - vm))
[VP(V—lem)_vm vq(V—lem)_vm]

2 2
<[uP(U—um1m)_um uq(U—umlm)_um]> — ( )
Q(up(U—umlm)_um) Q(Vp(V—vmlm)_vm)

psim(E?
”’i( 1) V=

<uP(U—um1m) —Um,Uj—Um> _ <VP(V—Vm1m) —“VUm,Vi—Vvm>

Q(up(U—umlm)_um) - Q(Vp(V—vmlm)_vm)

[up(U—umlm)_um uk_um] [vp(V—vmlm)_”m ”k—vm]

\ [up(U—umlm)_um Ug(U-umim) " Um ] [vp(V—lem)_vm vq(V—Umlm)_vm]

vi=12,....,p(U—-u,l,)—1,pU—-u,l,)+1,....m—1,
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Vk=12,...m—1,k#pU—uy,l,), k+qU—uyl,)

v; = Mju; + b; ve v; = Myu; + b, olacak sekilde M,, M, € LPSim(E?) ve by,b, € E?

mevcuttur. Bu durumda

(1) [up(U—umlm)‘um uq(U—umlm)_um] — [”p(V—vm1m)_Vm 17q(V—vm1m)_Vm] durumunda

Q(up(U—umlm)‘um) Q(”p(V—vm1m)_Vm)

M, € LPSim*(E?) olup M, in goriintiisii

[up(U—um 1m) " U¥m Vp(U-umim) —vm]

O(Up(U-um1m) ~Um) |

/<up(U—um1m) —“UmVp(U-umim)  Vm>
Q(up(U—umlm) —Um)

M, = |
[up(U—um1m)_um Up(U—um1m)_'7m]

OUpU-umim)—Um)

<Up (U=t 1m) “UmVp(U=ttm 1) “Vm> /

0(UpU-umim)—Um)

olup b, € E? nin goriintiisii ise b; = v, — Mju,, seklindedir. Teorem 2.4.3’de
gosterilmistir.

V(1 —Vm Vgv-— —,
_ v v Yew—vmim) ~vm] durumunda
O(Vp(vV—vpm 1m)~Vm)

(ll) [uP(U—umlm)_um uq(u—umlm)_um] —

OUpU-umim)—Um) p

M, = M;.W € LPSim™~(E?) olup M, nin goriintiisii

_ [uP(U—umlm) “Um Vp(U-umim) _vm]

<UpU-umim) “YmVpU-umim) " Vm>
O(Up(U-um1m) ~Um)

O(UpW-umim)~Um)

M2:

_ <Up(U-umim)  ¥mVp(U-umim) ~Ym>
O(Up(U-um1m) ~Um)

[uP(U-umlm)_um vP(U-umlm)_vm]
O(UpW-umim)~Um)
olup b, € EZ nin goriintiisii ise b, = v, — Myu,, seklindedir Teorem 2.4.3’de

gosterilmistir.

1l.m>1 veU = {ug,uy,...,upn}, V= {v,,v,,...,0,} sistemleri E de iki tane

m-siralist ve Q(Upy—u,,1,,) — Um) # 0, Q(Vpw-v1,,) — Vm) # 0 olsun. Bu durumda

( PU = uply) =p(V —vyly)
GPsim*(E?) <Up(U-umim) ~ YmUi—Um> _ <Vp(V-vmim) " YmVi—Vm>
~ = O(UpU-um1m)~Um) Q(VP(V—lem)_vm)
[up(U—umlm)_um ui_um] _ [Vp(V—vmlm)_Vm Vi_vm]
\ OUpWU-umim)~Um) OWp(V-vmim)~Vm)

vi=1.2,...,p(U-uyl,,)—1,pU-u,l1,)+1,....m—1
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( p(U - umlm) = p(V - vmlm)

<up(U_um1m)—um,ui—um> _ <vp(V—‘Um1m) —“VmVi—Vm>

Tersine, < O Wsimim—tm)  OWp—vyi—Vm) esitlikleri saglansin.
[up(U—um1m)—um ui—um] _ [vp(V—vm1m)—”m 171"'7m]
\  OQUpU-umim)~Um) OWpW-vmim)~Vm)

Bu durumda, v; = gu; + b, Vi = 1,2,...,m olacak sekilde bir tek g € GLPSim™* (E?) ve

bir tek b € EZ mevcuttur. Dahast g € GLPSim™ (EZ) ve b € EZ nin goriintiileri

/<up(U—um1m)_um'vp(U—um1m)_'7m> [up(U—um1m)_um Vp(U—um1m)_Vm]
OUpW-umim)~Um) O(UpU-umim)—Um)
g= | | ve
[up(U—umlm)_um Up(U_um1m)—Vm] <UpU-um1im) “¥mVpU-umim) “Vm>
\ O(UpWU-um1m)~Um) O (UpWU-umim)~%m) /

b = v,, — gu,, seklindedir. Teorem 2.4.4’de gosterilmistir.

12m>1 veU = {ug,uy,...,up}, V ={vy,v,,...,0,} sistemleri E? de iki tane
m-siralist Q(Up—up1,) — Um) F 0, OWpw—-v1,,) — Vm) # 0 ve
rank(U —u,,1,,) = rank(V — v,,1,,) = 1 olsun. Bu durumda

<up(U_um 1m) —Um,Uj—Um> _ <VP(V-Vm1m) —VUm,Vi—Vm>

OUp(U-um1m)~Um) N Q(Vp(V—vmlm)_Vm)

Gpsim(E2)

vi=12,...,p(U—-uy,l,,) —1,p(U—-u,l,)+1,....m—1

p(U - umlm) = p(V - vmlm)

Tersine, <Up (Ui 1) ~UmAi=Um>  <Vp—pp 1)~ VmVi=Vm>

OUp(U-umim)~Um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm)
esitlikleri saglansm. Bu durumda, v; = gu; + b, Vi = 1,2, ..., m olacak sekilde bir tek

g € GLPSim(E}) ve bir tek b € Ef mevcuttur. Dahas1 g € GLPSim(E?) ve b € E¥ nin

goriintusi

/<uP(U—um1m)_um’vp(U—umlm)_vm> [up(U—umlm)_um VP(U—umlm)_vm]
QUp(U-um1m)~Um) O(Up(U-wmim)—Um)

g= ve
[UpU-um1m)~Um VpW-umim)~Vm]  <UpW-um 1) UMV U=umm 1) ~Vm>

O(UpWU-umim)~Um) O(UpU-umim)~Um)
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b = v,, — gu,, seklindedir. Teorem 2.4.5’de gdsterilmistir.

13.m>1 veU = {ug,uy, ..., U}, , V = {vy,v,, ..., vy, } sistemleri EZ de iki tane
m-siralist Q(Upy—up1,) — Um) F 0, OWpw—-vp1,) — Um) # 0 ve
rank(U —u,,1,,) = rank(V — v, 1,,) = 2 olsun. Bu durumda

GPSim(E?)
~ " Vise
( p(U—uy,l,) =pV —-v,1,)
qU —upyl,) =q(V —v,1,,)

2 2
<[uP(U_um1m) —Unm uQ(U_umlm) B um]> _ <[UP(V_Vm1m) ~— Um vQ(V_lem) - Um]>
Q(up(U—umlm) - um) Q(UP(V_lem) - vm)
< UpU-umly) — Um Ui — Um > _ < Up(V-vmim) ~ Vm:Vi = Unm >
Q(up(U—umlm) r um) Q(vp(V—vmlm) - vm)

[uP(U_umlm) —Um Uy — um] [Vp(v—vm1m) —Um Vg — Vm]

\ [up(U_umlm) —Un uCI(U_umlm) —Un ] [UP(V_lem) ~Un vQ(V_lem) - Um]

vi=12,..,p(U—-uy,l,)—1,p(U—-u,l,,)+1,..m—1,vk=12,..,m—1,

k#pU—u,1n).k #qU —u,1,).

Tersine esitlikler saglansin. Bu takdirde v; = M u; + b; ve v; = M,u; + b, olacak sekilde

M;, M, € LPSim(E?) ve by, b, € E? mevcut ve

() Lewumim~tn Ygw-upipm=tm] _ Ppvvmimvm Yewovmim=ml g e e
OUp(U-um1m)—Um) Q(Vp(V—vmlm)_Vm) 1

GLPSim*(E?) olup M, in goriintiisii

/<uP(U—um1m)_um’vP(U-um1m)_vm> [uP(U—umlm)_um l71’(’-’—um1m)_vm]\

O(Up(U-um1m)~%m) O(Up(U-um1m)~%m)
M, = ve
[uP(U—umlm)_um Vp(U-umim) _vm] <Up(U-um1im) “UYmVpU-umim) "Vm>
O(Up(U-um1m)~%m) O(Up(U-um1m)~%m)

b, € E? nin goriintiisii b; = vy, — M;ju,, seklindedir. Teorem 2.4.6’da gosterilmistir

(ll) [uP(U—umlm)_um u‘l(u_umlm)_um] — [UP(V—lem)_vm vq(V—lem)_vm] durumunda
Q(Up(U—umlm)_um) Q(”p(V—vmlm)_vm)

M, = M;.W € GLPSim™~(E%) olup M, nin goriintiisii
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/<uP(U—um1m)_um’vp(U—umlm)_vm> _ [uP(U—umlm)_um UP(U—umlm)_vm]
Q(UpU-umim) —Um) Q(up(u—um1m)—um)
M2 = | | veE
[uP(U—umlm)_um vp(U—umlm)_vm] _ SUpW-umim) ~YmVpU-umim) “Vm>
OUpW-umim)—Um) Q(Up(U-wum1m)~Um) /

b, € E? nin goriintiisii b, = v,,, — M,u,, seklindedir. Teorem 2.4.6’da gosterilmistir.



4. IRDELEME

Bu tezin amaci, [20]’de verilen genellestirilmis lineer pseudo-benzerlik gruplari ve bu
gruplara Otelemelerin eklenmesiyle olusan hareket gruplari ile [27] de agik problem olarak
onerilen hareket gruplari i¢in iki boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde m-tane noktanin,
Lorentz benzerlik gruplar1 altinda invaryant fonksiyonlarini bulmaktir. Bu fonksiyonlar
yardimiyla, m-tane noktadan olusan iki farkli sistem ic¢in, bir sistemi diger sisteme
dontistiiren Lorentz benzerlik doniistimiiniin goriintiisiinii bu nokta sistemlerinin invaryant
fonksiyonlar1 yardimiyla elde etmek olarak belirlenmistir.

Oklid uzayinda benzerlik geometrisine ait pek ¢cok calisma mevcuttur [1, 2, 4, 8, 19].
Ancak Lorentz benzerlik geometrisi yeni gelistirilen bir alandir. Bu uzayda egriler teorisine
ve manifoldlara ait baz1 ¢alismalar yapilmistir [9, 12, 17, 18, 23, 24, 25]. Bu iki boyutlu
Lorentz benzerlik geometrisinde elde edilen gruplar [9, 18] c¢alismalarinda incelenen
gruplardan daha genistir.

Yaptigimiz literatlir arastirmasinda, bu geometride noktalardan olusan sistemlerin
invaryant teori agisindan denklik problemlerinin ¢oziimiine [27] hari¢ baska caligmalarda
rastlanilmamistir. Bu problemlerin n boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde gelistirilmesi
ve Bézier egrilerine uygulamalar1 yapilabilir. Ancak, bu tezde hiperbolik sayilar cebirinin
ozellikleri de kullanilmistir. n-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde farkl bir yontemin
gelistirilmesi gerekmektedir.

Dahasi, benzerlik geometrisinin bilgisayar grafikleri, nesne tanima problemleri ve
Newton mekaniginde uygulamalari vardir [14, 15, 26]. Bu Lorentz benzerlik geometrisinin

de Einstein’m 6zel gorelilik teorisi alanindaki uygulamalar1 incelenebilir.



. SONUCLAR

. GLPSim™*(E?) ve GLPSim(E%) gruplari igin invaryant fonksiyonlar Teorem
2.3.1°de gosterildi.

. Bir nokta icin GLPSim™* (E?) benzerlik sartinin olmadig1 ve bir noktay: diger
noktaya doniistiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.2°de gosterildi.

. Bir nokta icin GLPSim(EZ)benzerlik sart1 ve bir noktay1 diger noktaya doniistiiren
doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.3’de gosterildi.

. m > 1 tane noktadan olusan sistemin m-tane noktasi i¢in GLPSim*(E?) benzerlik
sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya dontistiiren doniisiimiin goriintiisii
Teorem 2.3.4°de verilmistir.

. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 1 oldugu durumda, m-tane nokta icin
GLPSim(E?) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay: diger m-tane noktaya déniistiiren
doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.5°de verilmistir.

. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 2 oldugu durumda, m-tane nokta i¢in
GLPSim(E?) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya déniistiiren
doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.3.6’da verilmistir.

.G = LPSim* (E?), LPSim(E?), GLPSim™* (E}), GLPSim(E?) gruplari i¢in
G X Tr(2)’de m-swralinin denklik problemi, G’de (m — 1)-swralinin denklik
problemine déniisiimii Onerme 2.4.2°de verilmistir.

. m-tane nokta i¢in PSim™* (EZ) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m tane
noktaya doniistiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.4.1°de verilmistir.

. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 1 oldugu durumda, m-tane nokta i¢in
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PSim(E?) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya doniistiiren
doniistimiin goriintiisii Teorem 2.4.2°de verilmistir.

10. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 2 oldugu durumda, m-tane nokta
icin PSim(E?) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya
doniistiiren doniistimiin goriintiisii Teorem 2.4.3’de verilmistir.

11. m-tane nokta icin GPSim* (E?) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane
noktaya doniistiiren doniisiimiin goriintiisii Teorem 2.4.4’de verilmistir.

12. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 1 oldugu durumda, m-tane nokta
icin GPSim(E%) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya
doniistiiren doniistimiin goriintiisii Teorem 2.4.5°de verilmistir.

13. m > 1 tane noktadan olusan sistemin rankinin 2 oldugu durumda, m-tane nokta
icin GPSim(E}) benzerlik sartlar1 ve m-tane noktay1 diger m-tane noktaya

doniistiiren dontistimiin goriintiisii Teorem 2.4.6’da verilmistir.



6. ONERILER

Bu tez c¢alismasindaki sonuglarin yardimiyla ve n-boyutlu Lorentz benzerlik

geometrisinde agagidaki problemlerin arastirilmasi onerilmektedir.

1. n-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde m-tane noktanin denklik probleminin
¢Oziimiinilin arastirilmast;

2. n-boyutlu Lorentz benzerlik geometrisinde Bézier egrilerinin ve yiizeylerinin
denklik problemlerinin ¢6zlimiiniin, bu egrilerin ve yiizeylerin kontrol noktalar1
yardimiyla ¢oziimiiniin incelenmesi,

3. Lorentz benzerlik geometrisindeki 6zel gorelilik teorisinde kullanilan gruplarin
belirlenmesi ve uygulama problemlerinin ¢dziimiiniin arastirilmast;

4. Mimarlik alaninda, Lorentz benzerlik geometrisinin kullanim alanlarinin

arastirilmasi ve bu alandaki etkilerinin gelistirilmesi.
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