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OZET

Bu tez, yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tezin konusu ile ilgili temel
bilgiler ve literatiir verilmistir. ikinci béliimde, olasilik teorisi ve olasilik dagilimlar ile
ilgili temel kavramlar ve tanimlar verilmistir. Uciincii boliimde, integral denklemlerin
ozellikleri ve siiflandirilmast ile ilgili temel tanimlamalari verilmistir. Dordiincii
boliimde, Diferansiyel Dontlisiim Metodunun (DDM) temel tanimlari, 6zellikleri, Volterra
integral denklemlerin ¢6ziim yontemleri ve ilgili 6rnekler verilmistir. Besinci boliimde,
baslangi¢ kosullar1 veya katsayilart siirekli olasilik dagilimlarindan secilerek elde edilen
rastgele iki boyutlu Volterra integral denklemlerin, karisik Volterra — Fredholm integral
denklemlerin ve iki boyutlu rastgele lineer olmayan Volterra integral denklem sistemlerin
Diferansiyel Doniisiim Metodu (DDM) kullanilarak ¢6ziim davraniglarinin olasilik
karakterleri incelenmistir. Elde edilen ¢o6ziimlerin olasilik karakteristiklerinden en
kullanigh olan beklenen deger, varyans ve giiven araliklart hesaplanarak elde edilen
¢oziimlerin grafikleri Maple veya Matlab programi yardimiyla ¢izdirilmistir. Altinci
boliimde, ilgili bulgular ve tartismalar incelenmistir. Yedinci bdliimde, tezde ele alinan

sonuclar 6zetlenmistir.
Anahtar Kelimeler: Diferansiyel doniisiim metodu, Volterra integral denklem,

Rastgele iki boyutlu volterra integral denklem, Beklenen deger, Varyans, Giiven

araliklari

Vi



SUMMARY

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, basic information and
literature related to the subject of the thesis are given. In the second chapter, basic
concepts and definitions for probability theory and probability distributions are given. In
the third chapter, the properties and classification of integral equations and their basic
definitions are given. In the fourth chapter, basic definitions and properties of Differential
Transformation Method (DTM), solution methods of Volterra integral equations and
related examples are given. In the fifth chapter, the probability characters of the solution
behaviors of random two—dimensional Volterra integral equations, mixed Volterra -
Fredholm integral equations and two-dimensional random nonlinear Volterra integral
equation systems obtained by selecting initial conditions or coefficients from continuous
probability distributions were studied using the Differential Transformation Method
(DTM). The graphs of the solutions obtained by calculating the expected value, variance
and confidence intervals, which are the most useful of the probability characteristics of
the obtained solutions, were plotted with the help of the Maple or Matlab program. In the
sixth chapter, the relevant findings and discussions are examined. In the seventh chapter,
the results discussed in the thesis are summarized.

Keywords: Differential transformation method, Volterra integral equation,

Random two-dimensional volterra integral equation, Expected value, Variance,

Confidence intervals
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1. GIRIS

Bu calismada, iki boyutlu Volterra integral denklemleri katsayilar1 veya baslangic
kosullan1 stirekli olasilik dagilimlarindan diizgiin, normal, gamma ve beta segilerek
olusturulan iki boyutlu rastgele Volterra integral denklemlerinin yaklasik analitik
¢ozlimleri Diferansiyel Donilisiim Metodu (DDM) kullanilarak elde edildi. Elde edilen

cozlimlerin olasilik karateristikleri hesaplandi.

Bilindigi lizere adi diferansiyel denklemler integral denklemlerine
doniistiiriilebilirler. Integrasyon smirlarmna gére de smiflandirilabilirler. En ¢ok bilinen
tirleri Volterra ve Fredholm integral denklemleridir. Ayrica tiirev igeren integral

denklemleri de integro Volterra veya integro Fredholm seklinde ifade edilir.

Son yillarda, lineer olmayan integral denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimleri igin
cok sayida yontem gelistirilmistir. Bunlardan, literatiirde yaygin olarak kullanilan

yontemlerden Diferansiyel Doniisiim Metodunu (DDM) inceleyelim.

Zhou (Zhou, 1986) tarafindan makalesinde ortaya ¢ikan diferansiyel doniigiim
metodu Genellestirilmis Taylor serisi metodu baz alinarak, Taylor serisi ¢6ziimiindeki
tirev katsayilarini (algoritma) iteratif yolla hesaplayan bir metod olmasinin yanisira
diferensiyel denklemleri (Laplace ve Fourier doniisiimii gibi) cebirsel denklemlere
dondastirmektedir. Zhoo makalesinde elektrik devreleri lizerindeki lineer ve lineer
olmayan baslangi¢ yada sinir deger problemlerinin ¢6ziimlerini DDM ydntemi ile elde

etmistir.

Chen ve Ho (Chen, Ho, 1996) makalesinde, diferansiyel doniisiim metodunu 6z

deger problemlerinde uygulamigtir.

Chen ve Ho (Chen, Ho, 1999) makalesinde, lineer olmayan bir diferansiyel
denklem ¢6ziimii i¢in bu yontemi kullanmistir ve DDM, diferansiyel denklem ¢oziimii

icin kullanmaya baslanmistir.

Chen ve Ho (Chen, Ho, 1999) makalesinde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu gelistirmistir ve kismi diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimii iginde DDM kullanmaya baglamiglardir.

Jang ve digerleri (Jang, 2000) makalelerinde, baslangi¢c sinir deger problemleri
¢oziimiinde Diferansiyel Doniisiim Metodunu (DDM) kullanarak yaklagik analitik

¢Oziimler elde etmislerdir.



Hassan (Hassan, 2002) makalesinde, diferansiyel donlisim metodu yardimiyla,
Strum-Lioville 6zdeger problemi i¢in 6zdeger ve normallestirilmis 6zdeger fonksiyonu

elde etmistir.

Hassan (Hassan, 2002) bir diger makalesinde ise tek boyutlu DDM ile ikinci ve
dordiincii mertebe diferansiyel denklemlerin 6zdeger ve normallestirilmis 0z

fonksiyonlarini elde etmistir.

Ayaz (Ayaz, 2003) makalesinde, iki boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde Diferansiyel Doniisiim Metodu (DDM) kullanmis ve bu sayede iki boyutlu

kismi diferansiyel denklemler i¢in yeni doniisiim fonksiyonlar1 tanimlamistir.

Ayaz (Ayaz, 2004) makalesinde, DDM ile cebirsel ve lineer diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmislerdir.

Chen (Chen, 2004) makalesinde, lineer olmayan denklem sisteminin ¢éziimiini

yeni algoritmalar tanimlamak suretiyle DDM yardimiyla elde etmistir.

Arikoglu ve Ozkol (Arikoglu, Ozkol, 2005) makalesinde, lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin DDM kullanmis ve igerisinde integral yapilari

bulunan yeni doniisiim fonksiyonlar1 tanimlamislardir.

Kurnaz ve Digerleri (Kurnaz, Digerleri, 2005) makalesinde, n boyutlu
Diferansiyel Doniisiim Metodunu tanimlamiglar ve n. mertebeden bir diferansiyel

denklemin DDM yardimi ile ¢oziilebilecegini gostermislerdir.

Kurnaz ve Oturanc (Kurnaz, Oturanc, 2005) makalesinde, linner yada lineer
olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimiini DDM kullanarak elde

etmislerdir.

Bildik ve Digerleri (Bildik, Digerleri, 2006) makalesinde ise kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini hem DDM hem de Adomian Ayristirma YoOntemiyle elde

ederek her iki yontemi karsilagtiritlmiglardir.

Arikoglu ve Ozkol (Arikoglu, Ozkol, 2006) makalesinde, lineer ve lineer olmayan
fark denklemleri i¢in Diferansiyel Donilisim Yontemini tamimlamislar ve birkag

uygulama ile yontemin etkinligini gostermislerdir.

Momani ve Digerleri (Mamani, Digerleri, 2007) makalesinde, Diferansiyel
Dontisim Metodunu kesirli mertebeden adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin

kullanmislardir.



Erturk ve Digerleri (Erturk, Digerleri, 2008) makalesinde ¢oklu mertebeli lineer ve
lineer olmayan caputo anlaminda Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini

Diferansiyel Doniisiim Metodu ile elde etmislerdir.

Odibat (Obibat, 2008) makalesinde, lineer ve lineer olmayan ayrilabilir ¢cekirdekli
Volterra integral denkleminin Diferansiyel Doniisiim Metodu ile seri ¢oziimii elde edilmis

ve tam ¢oziimleri ile karsilastirmislardir.

Islam ve Digerleri ( Islam, Digerleri, 2009) makalesinde 12. mertebeden 6zel bir

siir deger problemini Diferansiyel Doniisiim Metodu ile ¢ozmiislerdir.

Biazar ve Eslami (Biazar, Eslami, 2010) , Telgraf denklemini Diferansiyel

Doniisiim Metodu yardimi ile ¢ozmiislerdir.

Yaghoobi ve Torabi (Yaghoobi, Torabi, 2011) makalesinde, lineer olmayan 1s1
transfer problemi Diferansiyel Doniisiim Metodu ile ¢ozmiisler, elde edilen sonuglari
VIM ve HPM ile karsilastirmislardir.

Ganji ve Digerleri (Ganji, Digerleri, 2012) makalesinde trafik ilerleme problemine
karsilik gelen lineer olmayan problemi DDM ile ¢ézmiisler ve 4. mertebeden Runge-

Kutta yontemiyle elde edilen sonuglarin analizleri yapilarak karsilastirilmistir.

Bu tez calismas1 7 boliimden olusmustur. Birinci boliimde; yontemin ortaya ¢ikis
siireci ve genel literatiir 5zetine yer verilmistir. Ikinci boliimde; olasilik teorisi ve olasilik
dagilimlar1 hakkinda temel tanimlar verilmistir. Ugiincii bliimde; integral denklemlerin
ozellikleri ve smiflandirmast hakkinda tanimlamalart  yapilmistir.  Dordiincii
boliimde; Diferansiyel Doniisim Metodunun tanimlari, 6zellikleri, Volterra integral
denklemlerinin ¢6ziim yontemleri ve ornekler {izerinde analizleri yapilmistir. Besinci
boliimde, baslangi¢ kosullar1 veya katsayilart siirekli olasilik dagilimlarindan segilerek
elde edilen rastgele iki boyutlu Volterra integral denklemlerin, karisik Volterra —
Fredholm integral denklemlerin ve iki boyutlu rastgele lineer olmayan Volterra integral
denklem sistemlerin Diferansiyel Donilisim Metodu (DDM) kullanilarak ¢6ziim
davraniglarinin olasilik karakterleri incelenmistir. Elde edilen ¢oziimlerin olasilik
karakteristiklerinden en kullanish olan beklenen deger, varyans ve giiven araliklari
hesaplanarak elde edilen ¢dziimlerin grafikleri Maple veya Matlab programi yardimiyla
cizdirilmistir. Altinci boliimde; ilgili bulgular ve tartigmalar incelenmistir. Yedinci

boliimde; tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.



2. OLASILIK TEORISi VE OLASILIK DAGILIMLARI
Bu boliimde, olasilik teorisi ile ilgili temel kavramlari, tanimlar1 ve bazi 6zellikleri

verilmigtir.

2.1. Olasilik Teorisi ile lgili Temel Kavramlar

2.1.1. Olasihgin Klasik Tanimi
Olasiligin klasik tanimi olasiligin birinci teorik tanimindan 6nce ortaya konmustur.
Bu nedenle olasiligin klasik tanimi, olasiligin birinci teorik tanimindan elde edilmelidir.

Bunun i¢in asagidaki iki kosul saglanmalidir.

1. Q= {w;,w,,..wy}olur.

2. Her wj,basit olasilig1 ayni p olasiligina sahiptir. Yani,
P1=P2=""=Pn=DP
olur. Bu kosullar altinda VB S Q olayinin olasiligini bulalim.
B = {Wil,WiZ, ...Win}, 0<m<n
olsun. Olasiligin birinci teorik tanimina dayanarak
P(B) = Xjwijen Pwi, =Pwy, + Puy, 7+ Dwy, (2.1)
=p+p+p+--+p=mp  (mtane)
yazilabilir. Simdi p yi bulalim.

{p;, i = 1}, dizisinin 2. Ozelligine gore,

n
ZPi =1
=1

dir. Buradan;
1
p+p+p+-~+p=1=>np=1=>p:a
elde edilir. Bu nedenle
m
P(B) = = —
(B) =mp =—
yazilabilir. Boylece B olaymin klasik anlamda olasiligi,

P(B) ==

olur. Burada n basit olaylar uzaymin eleman sayis1 m ise B olayin1 gerceklestiren

elemanlarin sayisidir.



2.1.2. Beklenen Degerin Tanimi

Rastgele degiskenin istatistiksel karakteristikleri arasinda en onemlisi beklenen
degerdir. Deneysel calismalarda beklenen deger yerine ortalama deger de kullanilir.
(Q, & P(.)) olasilik uzayinda reel degerler alan bir §(w) rastgele degiskeni verildiginde
eger [ , 5(W)P(dw) integrali varsa, bu integrali degerine §(w) rastgele deZiskeninin
beklenen degeri denir.

Beklenen deger asagidaki gibi gosterilir.

E E(w) = f £(w)P(dw)
n

2.1.3. Moment Cikaran Fonksiyonlar
&(w) kesikli dagilima sahip bir rastgele degisken olsun.

o

Ye(2) = E(zf(w)) = Z z"P(E(w) =n) = Z z"B, (2.2)
n=0

n=0
fonksiyonuna §(w)’nin moment ¢ikaran fonksiyonu denir.

Bu seri en azindan |z| < 1 igin yakinsaktir. Moment ¢ikaran fonksiyonlar genellikle §(w)

rastgele degiskeninin degerleri negatif olmayan tam sayilar oldugunda kullanilir.

2.1.4. Dagihim Fonksiyonu
Rastgele degiskenin dagilimi ile islem yapmak her zaman kolay degildir. Bu

nedenle olasilik teorisinde rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu kavrami verilir.

§(w), (Q,&P(.)) olasilik uzaymi(R, B, Mg(.)) se¢im uzayma doniistiiren reel degerli

rastgele degisken olsun. Bu durumda biliyoruz ki, VB € B i¢in
M:(B) = P{w:§(w) € B}

¢(w) rastgele degiskeninin dagilimidir.

Ozel durumda;

B = (—0,x) Ve x € R olursa §(w) rastgele degiskeninin dagilimi daha basit bir sekil alir.

Bu durumda asagidaki tanim1 yapalim.



Bir rastgele degiskenin dagiliminda B = (—oo, x)alinirsa,

Me{(—c0,x)} = P{w: §(w) € —00,x} = P{w: §(w) < x}
fonksiyonuna £(w) rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.
Dagilim fonksiyonunu,

Fy(x) = P{w: §(w) < x}

seklinde gosterilir.

2.1.5. Varyans
Ve(w) = E[§(w) — E £(w)]? sayisia &(w) rastgele degiskeninin varyansi denir.

Bir baska deyisle varyans, rastgele degiskenin aldigi degerlerin beklenen degerden

sapmasidir. Varyans icin baska formiil
Ve(w) = E[§(w) — E§(w)]?
= E[§*(w) — 28(w)E¥(w) + (E&(w))?]
= E§*(0) — 2[E§(w)]* + [E§(w)]?
= Eg* () — [E&(w)]?

seklinde verilebilir.

2.2. Baza Olasihik Dagilimlar:

2.2.1. Normal Dagihmin Ozellikleri
Normal dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ N(u, o?) dir.

Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

1
My(t) = E[etX] = e®t+27°t) (2.3)
X ~ N(u, 0?) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi

E[X] = wE[X?] = u?> + o?veVar[X] =o? (2.4)
6



bulunur. Momentler kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler icin
E[XY ] = E[X]E[Y ]

olur.

2.2.2. Diizgiin Dagilimin Ozellikleri
Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ U(a, ) dir.

Diizgiin dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

_ eﬁt_eat

— tx
My () = Ele™] == (2.5)
X ~ U(a, p) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
—_R)2
E[x] ==L var[x] = “L- (2.6)

bulunur.

2.2.3. Gamma Dagilimin Ozellikleri
Gamma dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,X ~ G (a, ) dir.

Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

1

— tX] —

Mx(t) = E[e¥] = T 50° (2.7)
X ~ G(a, p) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi

E[X] = aB,Var[X] = ap? (2.8)

bulunur.

2.2.4. Geometrik Dagihmin Ozellikleri
Geometrik dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ G (p, q) dir.
Geometrik dagilimim moment ¢ikaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak

My(t) = E[et] = 2 (2.9)

1—-qget



X ~ G(p, q) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
E[X] = % Var[X] = pi (2.10)

bulunur.

2.2.5. Standart Beta Dagilimin Ozellikleri
Oncelikle @ > 0, B > 0 parametresine bagh B(a,) fonksiyonu tanimlayalim

(Feller, 1968). Fonksiyon
1

B(a, B) =f x* (1 — x)P1dx (2.11)
0
seklindedir.
Yogunluk fonksiyonu tanimindan;
AP e
, X
fx) = B(a,B) (2.12)
0 ,diger x'ler
I'(0).T(B)
B(a,B) =7 2.13
@B =t (213)

seklinde tanimlanir. (R.J.Larsen, M.L. Marx, 1986)

Beta Dagiliminin Beklenen Degeri

a

X~B(a,B) ise E[X] = —

a+p
_ ap
Varlx] = (@+pB)2(a+p+1)
21 a(a+1)
EIX] = (a+B+1D(a+p)
E[X°] ala+ 1D(a+2)

T @tp+2)@+B+ D+t p

B ala+D(a+2)..(a+(n—-1))
(@t B+n—-D@+p+n=2)..(a+B+1D(a+p)

E[X"]

Y, ve Y; bagimsiz rastgele degiskenler oldugundan E[Y,,Y;] = 0 olur. Yani Y, ve Y; in

beklenen degeri sifir olur.



N

xy(t) = Z MO (2.14)

k:OO

N
xuazzij [x(0]e

Var[xy(t)] = Cov(x(i),x(j)) thi+j (2.15)

M=

N
J=01

Cov(x (i), x(j)) = E(x()x()) — E[X|E[X,], vi,j = 0,1, ..., N. (2.16)

1l
o

2.2.6. Uggensel Dagilimin Ozellikleri
Bir X rastgele degiskeni,

Z(X_a) a<x<c

> (b—a)(c—a)’
FE=1"" 20 -x) y .
bG-b-0 =%

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse genellestirilmis iiggensel dagilima
sahiptir.(Feller, 1968) Burada a ve b sirasiyla rastgele degiskenin (olasilik yogunluk

fonksiyonunun) alabilecegi en kii¢iik ve en biiyiik degerlerken, ¢ dagilimin mod degeridir.
Beklenen degeri ve varyansi

a+b+c a’?+b%>+c?>—ab—ac—bc
E(X) =(3—),Var(X) = 18

ile verilir.

Ucgensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu;

(b—c)e* — (b—a)e + (c — a)e’t

M(t) = 2 (b—a)(c—a)(b—c)t?

(2.17)

2.2.7. Ustel Dagilimin Ozellikleri
Stirekli tipteki t rastgele degiskeni bir parametreli listel dagilima sahip ise beklenen

deger ya da ortalamasi

E(t) =



dir. (Evans, Hasting, Peacock, 1993)

Stirekli tipteki t rastgele degiskeni bir parametreli iistel dagilima sahip ise varyansi
1
Var(t) = =

dir. (Evans, Hasting, Peacock, 1993)

Ustel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu;

A
MX(t) = E[etX] = m
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3.INTEGRAL DENKLEMLERIN OZELLIiKLERI VE SINIFLANDIRMASI
Integral denklemlerin uygulamalar1 miihendislik alanlarinda ¢ok yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Integral denklemlerin temel tanimlarina bu béliimde verilmistir.

Tanmim: Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda oldugunu
gosteren denklemlerdir (Aksoy, 1998).

Integral denklemler cesitli 6zelliklerine gore siniflandirilmustir.

Burada integral denklemlerin kisaca genel 6zelliginden bahsederek, ardindan iizerinde

calismak istedigimiz integral denklemlerin siniflandirilmasi yapilacaktir.

3.1. integral Denklemlerin Genel Ozellikleri

Integral denklemlerin genel yapisini incelemek icin;

b
ulx) = f(x) +/1j k(x, t)u(t)dt (3.1)

integral denklemi ele alinsin. Burada, u(x) bilinmeyen fonksiyon, f(x) bilinen

fonksiyon, A parametre, k(x, t) ¢ekirdek fonksiyondur.

3.2. integral Denklemlerin Simflandiriimasi
Integral denklemler lineerlige, homojenligine, tekillige, smirlarina ve bilinmeyen

fonksiyonun bulundugu yere gore siniflandirilir.

Burada integral sinirlarina gére siniflandirma durumunu inceleyelim.

3.2.1. integral Simirlarina Gére Simiflandirma
Integral sinirlarina gore siiflandirmada integral smirlarmin sabit olma veya degisken
icerme durumu dikkate alinir. Bu siniflandirmaya gore integral denklemleri Fredholm ve

Volterra integral denklemler olmak {izere iki grupta toplanir.

Fredholm integral Denklemleri:



Integral smirlar1 sabitlerden olusan (3.1) yapisindaki integral denklemler Fredholm

integral denklemleri olarak siniflandirilir.
Volterra Integral Denklemleri:

Integral smirlarindan biri degisken olan,
X
u(x) = £(x) + 2 f kCx, u(t)dt (3.2)
a

yapisindaki integral denklemler Volterra integral denklemleri olarak siniflandirilir.

3.3. Integro -Diferansiyel Denklemler
Denklemlerin i¢inde bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevlerinin bulundugu integral
denklemlerine genel olarak integro - diferansiyel denklemler denir. integro-iferansiyel

denklemlerin 6zel ¢ézlimleri i¢in verilen sartlardan baslangi¢ sartlarina dikkat edilir.
Bilinmeyen fonksiyonun m. mertebeden tiirevlerinin bulunduruldugu;

Fredholm integro — diferansiyel denklemi,
b
u™x) = f(x) + A f k(x,t) u(t) dt (3.3)
a
ele alinsin ve Volterra integro-diferansiyel denklemi ise,

u™(x) = f(x) + 2 f k(x,t) u(t) dt (3.4)
0

m
olarak ele alinsin. Burada u(™ (x) = Zx—;f olarak ifade edilir. Baglangi¢ sartlar1 integral

denkleminin ¢éziimii igin  u(0), u’(0), u”(0), ..., u™V(0) degerleri integral
denklemi ile birlikte verilir. (Wazwaz, 2011).

Ornegin,

ul"(x) = x% + f C+x*—tu®)dt, uw©0)=0, w(©0)=1 u"(0)=0
0
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Verilen integro-diferansiyel denklemi iginde, tiglincli mertebeden tiirevinin bulundugu
Fredholm integro-diferansiyel denklem o6rnegidir. integro-diferansiyel denklemi ile

verilen baslangig sartlar1 u(0) = 0, u'(0) = 1, u"(0) = 0 degerleridir.

3.4. iki Boyutlu integral Denklemler
u(x, t) bilinmeyen fonksiyonun iki katli integralin i¢inde bulundugu integral

denklemler iki boyutlu integral denklemlerdir.

Iki boyutlu Fredholm integral denklemleri,

d b
ulx,t) =f(x,t) + f f k(x,t,y,z)u(y,z)dydz, x € |a,b], t €[c,d] (3.5)

c a

yapisina; iki boyutlu Volterra integral denklemler ise,

t x

ulx,t) = f(x,t) + jjk(x, t,y,2)u(y,z)dydz (3.6)
0

0

yapisina sahiptir. Bu integral denklemlerdeki k(x, t,y, z) ¢ekirdek fonksiyonlar, f(x,t)

bilinen fonksiyonlar ve u(x, t) bilinmeyen fonksiyonlardir.
Ornegin;

t x
1 1 1
u(x, t) = x3et + gx“ - §x4e2t - szt + f f(y + e*)uu(y, z)dydz, x € [a,b]
00

Integral denklemi iki boyutlu lineer olmayan Volterra integral denklemidir.

3.5. Integral Denklem Sistemleri
Integral denklem sistemleri, birden fazla integral denklemin bir arada ele alidig1
sistemlerdir. Integral denklem sistemlerinin analitik ¢dziimlerine ulasmak genellikle

zordur. Bundan dolay1 ¢ogu zaman yaklasik ¢éziimleri bulunur.

n bilinmeyenli n tane denklemden olusan lineer Fredholm integral denklem sistemi

13



n

b n
Z ;i (Vu;(x) = f;(x) + f z kii(x, u;(Ddt,  j=123..n. (3.7)
a i=1

i=1

seklinde de ifade edilebilir. (3.7) integral denklem sistemindeki u;(x) bilinmeyen
fonksiyonlar, kj;(x,t) cekirdek fonksiyonlar, a;;(x) katsayr fonksiyonlar1 ve fj(x)
bilinen fonksiyonlardir. (Yusufoglu, 2008), (Tulga, 2006), (Kajani, Shehni, 2001).
Ornegin;

1
7

u, (x) =2+E+fxT+t(u1(x) +u2(x))dt
0

1

u, (x) = x3 — %x +1-— j xt(ug (x) + uy(x))dt
0

integral denklem sistemi, iki bilinmeyen fonksiyon ve iki denklemden olusan lineer

Fredholm integral denklem sistemidir.

X

(ul(y' Z)Z + Uy (}" Z))d}/dZ

t
1 1 1
u (x,t) = et +—-x% ——t* + —e*t? — —xzet+f
1 (% 8) 4 8 8

0

1 1 1
uz(x,t)zxet—gx +3t3—§e‘2xt2+ x2et

1
|

f (w3, 2) — w3, 2))dydz
0

integral denklem sistemi ise, iki bilinmeyen fonksiyon ve iki denklemden olusan lineer

olmayan iki boyutlu Volterra integral denklem sistemidir.
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4. DIFERANSIYEL DONUSUM  METODUNUN  INTEGRAL
DENKLEMLERDE KULLANIMI

Bu boliimde Diferansiyel Dontisiim Metodunun (DDM), bir boyutlu ve iki boyutlu
diferansiyel doniisiim metodunun tanimi, genel 6zellikleri ve diger kullanilan metotlar ele
alinacaktir. Diferansiyel doniisim metodu kullanilarak 6rneklerin = ¢oziimleri

bulunacaktir.

4.1. Diferansiyel Doniisiim Metodu (DDM)

DDM diferansiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir metottur. Son
yillarda bu metot; diferansiyel denklem sistemlerinde (Ayaz, 2004), kismi diferansiyel
denklemlerde (Chen, 1999), (Jang, Chen, Liu, 2001), integral ve integro-diferansiyel
denklemlerde (Arikoglu, Ozkol, 2005), (Odibat, 2008), iki boyutlu lineer ve lineer
olmayan volterra integral denklemlerde (Tari, Rahimi, Shahmorad, Talati ,2005)

uygulanmistir.

Bu metodun integral denklemlerde kullanimi, bir boyutlu integral denklemlerde
DDM’nin kullanimi ve iki boyutlu integral denklemlerde DDM’nin kullanimi olmak

lizere ayr1 ayr1 ele alalim.

4.1.1. Bir Boyutlu Integral Denklemlerde Diferansiyel Doniisiim Metodunun
(DDM) Kullanimi
Tek bilesenden olusan f(x) fonksiyonun diferansiyel doniisiim fonksiyonu F (k)

olmak iizere, bu fonksiyonun tek boyutlu diferansiyel doniisiimii;

FU =4 dxk

1 ld" f(x)l 4

=40

f (x) orijinal fonksiyon ve F (k) doniisiim fonksiyonu olmak tizere, F (k) nin diferansiyel

ters doniigiim fonksiyonu ise;

FG) = Y FUOGx = x)* (42)
k=0

serisi ile ifade edilir.



(4.1) ve (4.2) esitliklerinden yararlanilarak;

had — X, k gk
f(x)zz(x kT) f(x)
k=0

dxk

ifadesi yazilabilir.

(4.3)

Kullanilan bazi fonksiyonlarin doniisiim fonksiyonlar1 Tablo 2.1°de verilmistir.

Tablo 2.1. Bir boyutlu bazi fonksiyonlarin doniigiimii

Orijinal Fonksiyon
f(x) = ux) + v(x)
f(x) = au(x)
f(x) = v(x)u(x)

_du(x)
f=—
_d"u(x)
o =—=

X

f(x) = fu(t)dt

X0

fx) =x
flx) = e
f(x) =sin(wx + a)

f(x) = cos (wx + a)

Do6niisiim Fonksiyonu

F(k) =U(k) FV(k)

F(k) = aU(k)

k
F(k) = Z VWV (k —7)
r=0

Fk) = (k+ DUk + 1)

(k+r)!

F(k) = o

Uk +n)

Utk — 1)

Fl) = ——

F(k)=6(k—n)={(1): ’;;Z
/1k
F(X):E

PR
Pl = (”k +a)
Kl cos ) a

16



Tablo 2.1°de verilen basit fonksiyonlar bir boyutlu fonksiyonlarin doniistim fonksiyonlari

da integral denklemlerin DDM ile ¢oziimiinde kullanilmaktadir.

Teorem 4.1.1.1: (Arikoglu, Ozkol 2005)

) = u ()uz(x) oty g () tn (%)
fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;

k kn-1 k3 ko

F(k) = Z z z z Uy (k1)U (ky — kq) e Un_q (ko1 — kn_2)Up(k

kn_1=0 le—2=0 k2=0 k1=0

— ko) (44)
olarak ifade edilir.

Teorem 4.1.1.2:

X

fG) = j o(Ou(®)dt

Xo
fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;
= Uk =k, — 1)
FUO = ) V) ————=,F(0) = 0 (45)

k1=0
olarak ifade edilir.

Teorem 4.1.1.3:

f) = f 1y (O (8) o s (Ot (D)t

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;

kn—1 ks k3

F(k)=% kE DD D U Uy, = Ky Uy Uy = ki) Un (K

kn_1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0

—kp-1—1) (4.6)
olarak ifade edilir.

Teorem 4.1.1.4:

17



FG) = v(x) f w(O)dt

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;

Utk —k;—1)
k—k,

Fk) = Z V() JF(0) = 0

olarak ifade edilir.

Teorem 4.1.1.5:

f(x) = v1(x0)v,(x) ---vn—l(x)vn(x)f U (O (0) - tn—q (O up (t)dt

Xo
fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;

km+n-1 k3

(4.7)

F(k) = S _U1(k1 — DUy (kg — k1) . Upy—1 (ke
ki

kmin-1=1Kkmin-2=1 kz=1k;=1

— km-2)Um (km — k1) x Vi(kiy1 — kin)Va (kmao
i km+1) Vn—l(km+n—1 - km+n—2)Vn(k - km+n—1)

olarak ifade edilir (Arikoglu, Ozkol, 2008), (Odibat, 2008), (Toker, 2008).

(4.8)

4.1.2. iki Boyutlu integral Denklemlerde Diferansiyel Doniisiim Metodunun

(DDM) Kullanimi

Iki bilesenden olusan f(x,t) fonksiyonun (x,,t,) icin iki boyutlu diferansiyel

doniisiim fonksiyonu F(m,n) olmak lizere;

m+n

F@m,n) = m!n! laxmatn

fx, t)l

.X':.X'O,tZtO

seklinde tanimlanir. F(m,n) fonksiyonun ters doniisiimii ise;

F0 =D Fomm G — %)™t — to)"

m=0n=0

serisi ile ifade edilir. (4.9) ve (4.10) esitliklerinden yararlanilarak;

18
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* 2 1 am+n
fa =) —— [axm o t)] (x = x)™ (¢ = )" (411)

m=0n=0 xX=xo0,t=to
elde edilir. Ayrica (4.10) serisi, sonlu seri olarak;

N N

Ft) =) D Flmm)(x = xo)™(t = to)" (4.12)
0

m=0n=

Sik kullanilan bazi iki boyutlu fonksiyonlarin doniisiim fonksiyonlar1 Tablo 2.2°de

verilmistir.

Tablo 2.2. iki boyutlu baz1 fonksiyonlarmn déniisiimii

Orijinal Fonksiyon Doniisiim Fonksiyonu
fx,t) =u(xt)+v(xt) F(m,n) = U(m,n) + V(m,n)
f(x,t) = au(x,t) F(m,n) = aU(m,n)

0 = u(x, Hv(x,t Y

k=01r=0
fxt) = a(;i’ct) F(m,n) = (m+ 1)U(m + 1,n)
a 4 =
f(xr t) = (axtt) F(m' Il) (Tl + 1)U(m’n + 1)
k+r A |
f(x, t) = —a ax::;:;_t) F(m,n) = (m:' ) (n :‘!T‘)' Um+k,n+r)
t x 1
f(x:t)=j]u(y,z)dydz F(m,n)=%U(m—1,n—1)
00
ft) =x'tr F(m,n) = 6y8n, = 6(m —k,n—1)
_ {1, m=kn=r
0, m=zkn+r
f(x: t) = x"e“t am™ n

a
F(m,n) = F&n'k = Wd(m —k)
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Tablo 2.3. (Devami)

Orijinal Fonksiyon Doniisiim Fonksiyonu

n

f(x,t) = x*sin (at + b)

a .
F(m,n) = F(Ym,k sm(

n

2

Zl+b)

= %6(m — k)sin (%+ b)

n

f(x,t) = xkcos (at + b)

a

n

= Eé(m — k)cos (n77r+ b)

a nm
F(m,n) = —7 Om,ic COS (7 + b)

Tablo 2.2°de verilen iki boyutlu fonksiyonlar disinda teoremlerle verilen yapilardaki iki

boyutlu fonksiyonlarin doniisiim fonksiyonlar1 da integral denklemlerin DDM ile

¢Oziimiinde sik¢a kullanilmaktadir.
F(m,0) = F(0,n) =0, m,n = 0,1 ... olmak tizere;

Teorem 4.1.2.1:

fat) =] [ uly,2)v(y, z)dydz
/]

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu;

~1m-1
Uk nr)Vim—-k—-—1n—r—1)

0

3
3

1

mn
r

F(m,n) =

0

&
1l

olarak ifade edilir (Arikoglu, Ozkol, 2008).

Teorem 4.1.2.2:

t x
foot) = f f (9, Dix (v, D (v, 2)dydz
00

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

-1m-1n-r-1m-k-1

3
3

1

mn
r

F(m,n) =

0

-1)

=
Il
o

0 g= p=0
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(4.13)

Z Uitk,NU,(p,)Us(m—k—p—r,n—r—gq

(4.14)



olarak ifade edilir (Arikoglu, Ozkol, 2008).

Teorem 4.1.2.3:

fx, t) = v(x, t)ffu(y, z)dydz
00

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

F(m,n) = minz:

olarak ifade edilir edilir (Arikoglu, Ozkol, 2008).

Um—-k—-1n—r—-1)
(m—k)(n—r)

V(k, 1)

wp43

Teorem 4.1.2.4:

txuy@
e[ 102

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

U(m, n)—ZZ(m k+ D=1+ DVr)Fm—k+1,n—r+1)

=0r=0

olarak ifade edilir edilir (Arikoglu, Ozkol, 2008).

Teorem 4.1.2.5:

f(x,t) =0f0]x (y’z)dydz

fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

m+1n+1

U(m,n) = Z ZV(k,r)F(m—k+ IL,n—-r+1)

k=0 r=0

m+1)n+1)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

olarak ifade edilir (Al-Khaled, Allan, 2005), (Arikoglu, Ozkol, 2008), (Linz, 1985).
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4.1.3. U¢ Boyutlu integral Denklemlerde Diferansiyel Doniisiim Metodunun
(DDM) Kullanimi
Uc  bilesenden olusan f(x,y,t) fonksiyonun (xo,¥o,t,) icin iic boyutlu

diferansiyel doniisiim fonksiyonu F(k, m,n) olmak iizere;

F(k,m,n) = f(x,y,t) (4.18)

xX=X0,Yy=Yo,t=tp

1 ak+m+n
k!'m!n! [

dxkaymatn

seklinde tanimlanir. F(k, m,n) fonksiyonun ters doniisiimii ise;

fe,y,t) i

k=0m

D FCkm ) (= x0) (v = 3o (¢ = to)" (4.19)

0n=0

serisi ile ifade edilir. (4.18) ve (4.19) esitliklerinden yararlanilarak;

ally, °0 Wo 1 ak+m+n
ey 0= > D wmi 3eeaymge ¥ (= x)*
k=0m=0n=0 xX=X0,Yy=Yo,t=to
— ¥o)"(t — t)" (4.20)

elde edilir. Ayrica (4.19) serisi, sonlu seri olarak;

N N N
oy, =) > ) Fllmm( - 1) - yo)"(t = )" (421)

k=0 m=0n=0

seklinde alinabilir.

4.1.4. N - Boyutlu Integral Denklemlerde Diferansiyel Déniisiim Metodunun
(DDM) Kullanimi
N - bilesenden olusan f (x4, x5, ... X,,) fonksiyonun (x4, x5, ... x,,) i¢in N - boyutlu

diferansiyel doniisiim fonksiyonu F(kq, ky, ... k;,) olmak iizere;

F(ky, Ky, o k)

1 PX1+az Xy

= % % knf(xl,xz, ...xn) (422)
kilky! . ky!|0x%10x,%2 ... 0x, X1= %10 X2 = X2 Xn =g

seklinde tanimlanir. F(k4, k», ... k;,) fonksiyonun ters doniisiimii ise;
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f(x1, %9, .. xp)

= Z Z T Z F(kl, kz, ...kn)(xl - xlo)kl(xz - xZO)kZ e (xn
k1=0k,=0 kp=0

— X)) (4.23)

serisi ile ifade edilir. (4.22) ve (4.23) esitliklerinden yararlanilarak;

f(xllxz' e X )
gxitxzttxn
Z Z Z kl' kZ k | [axlklaxzkz L. Ox knf(xl'xZ' ...xn) (xl
k1=0k,=0 kn= n X1=X19,X2=X2¢,-Xn=%Xn,
kn
—x1y) " (2 = 229)% o (X — g ) (4.24)

elde edilir. Ayrica (4.23) serisi, sonlu seri olarak;

f(x1! xZ! "'xn)

N N N
= z Z . Z F(xq, %9, ... Xp) (x1 xlo)kl(xz —xzo)kz ...(xn

— Xn,) (4.25)

seklinde alinabilir.

4.1.5. indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yonetemi
Indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi igin kabul edelim ki iki boyutlu

diferansiyel denklemin ¢oziimii;

Z U(h, t)x*th

k=0 h=0

s

u(x,t) =

seklinde olsun. Yukaridaki fonksiyonun diferansiyel doniisiim ¢oziimii

ak+h
U(x,t) = l
0

k! h! laxhathu(x, Oy,

olarak tanimlanmusti.
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0

u(x,t) = Z Z Up px*th

k=0 h=0
oldugundan fonksiyonu agik halde yazilirsa,
Uo,00 UpX, Ugax?, ..., Uy ot, Uy 1 xt, Uy 5tx?, ..., Uy ot?, Uy 1 2, ...

elde edilir. Buradaki terimlerin t’nin kuvvetlerine gore diizenleme yapilirsa yani;

Birinci grup:
tO Z Uk'ox
k=0
Ikinci grup:
t! Z Ukllx
k=0
Ugiincii grup:
t2 z Uk_zxk
k=0
vb...

olarak gruplanir.

bdylece

Uge = ) Un() "
h=0

fonksiyonu elde edilir. Buradaki bilgilere gore asagidaki tanimlar verilmistir.

(Keskin, 2010)
Tanmm 4.1.5.1: (Keskin, 2010)

Iki bilesenli u(x, t) fonksiyonun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k, h) olmak iizere,

u(x, t) nin t boyunca hesaplanacak ¢6ziimiin,
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u(x,t) = ) Up(x)th
,Z:o »

seklindedir.
Tamm 4.1.5.2: (Keskin, 2010)

Iki bilesenli u(x, t) fonksiyonun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k, h) olmak iizere,

u(x, t) nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel doniistimii,

1[o"
Up(x) = H[mu(x, t)l

t=0
seklindedir.

Tamm 4.1.5.3: (Keskin, 2010)

Up(x) nin t boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonun tersi;

u(x,t) = ) Uy(x)th
hZO ;

seklinde tanimlanir. Yukaridaki iki esitlik dikkate alinarak asagidaki esitligi ede edebilir.

> 1 [oh
Uh(x)=zmlmu(x,t)l th

h=0
Tamim 4.1.5.4: (Keskin, 2010)

Iki bilesenli u(x, t) fonksiyonun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k, h) olmak iizere,

u(x, t) nin x boyunca hesaplanacak ¢6ziimii

u(x,t) = ) Up(x)th
hZO »

seklindedir.
Tamm 4.1.5.5: (Keskin, 2010)

Iki bilesenli u(x, t) fonksiyonun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k, h) olmak iizere,

u(x, t) nin x boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel dontisiimi,
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1[a"
Up(x) = E[ﬁu(x, t)l

t=0

seklindedir.

4.2. Integral Denklemleri Céziimiinde Kullanilan Diger Metotlar

Integral denklemlerin ¢oziimiinde kullamilan, analitik ve sayisal ¢dziimleri igin
diger metotlar ise; Seri Céziim Metodu (SCM), Adomain Ayristirma Metodu (AAM),
Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM), Homotopi Analiz Metodu (HAM), Homotopi
Pertiirbasyon Metodu (HPM), Direkt Hesaplama Metodu (DHM)’dur (Saadati, 2009),
(Wazwaz, 2009), (Wazwaz, 2011), (Ganji, 2007), (Adomian, 1992), (Adomian, 1994).

4.2.1. Seri Coziim Metodu (SCM)
Seri Coziim Metodu (SCM) genellikle diferansiyel denklemler ve integral
denklemlerde Taylar serilerine direkt bagli olan metotdur.

Seri Coziim Metodunun (SCM) integral denklemlerinde nasil kullanildigini incelemek

gerekirse;
u™(x) = f(x) + AJ k(x,t) u(t) dt (4.23)
0

Volterra integral denklemini ele alalim.

u(x) bilinmeyen fonksiyonun analitik fonksiyon oldugu diisiiniiliirse bu fonksiyon;

u(x) = 2 apx" (4.24)
n=0

Serisi ile ifade edilir. Bu seri incelenen (4.23) Volterra integral denklemi esitliginin her

iki tarafina yazilirsa;

P

Z a4 = T(f(x)) + AJ k(x, 0) (Z ant“> dt (4.25)

n=0 n=0
0

esitligi elde edilir. (4.25) esitliginin her iki tarafindaki seriler acilirsa;
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X
ap + a;x + azx? + - =T(f(x)) + /’Lf k(x,t)(ag + a t + ayt? + ) dt (4.26)
0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte yer alan T(f(x)) ifadesi f(x) fonksiyonun Taylar
serisidir. (4.25) veya (4.26) esitliginin sag tarafinda yer alan integral alinip x’in aym
kuvvetlerinin katsayilar1 bir araya getirildiginde ve esitliginin diger tarafinda yer alan
aynmi kuvvetlere sahip x’in katsayilariyla esitlendiginde yineleme baglantisi elde edilir.
Elde edilen yineleme baglantis1 ¢oziilerek a,(n = 0) katsayilari bulunur. Bulunan
katsayilar (4.24) serisinde yerine yazildiginda integral denklemin bir ¢6zliimii var ise bu

¢Oziim elde edilir. Tam ¢6ziimiin olmadig1 veya bulunmadigi durumlarda farkli metotlar

kullanilabilir. (Wazwaz, 2011),(Aksoy, 1998)

4.2.1.1. Seri Coziim Metodu ile Integral Denklemlerin Céziimleri

4.2.1.1.1. Ornek-1

X
u(x) =12 + 4x — 12e* + 8xe* + f(x —tu(t)dt (4.27)
0

Volterra integral denklemini seri ¢6ziim metodunu kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim: u(x) fonksiyonunun seri agilimi
u(x) = Z a,x"
n=0
(4.27) denkleminde yerine yazilirsa
[ee] X
Z apx™ =12 + 4x — 12e* + 8xe* + f(x —tu(t) dt
0

n=0

Denklemler agik sekilde yazilarak, ayni dereceli terimlerin katsayilar1 esitliginden,
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ap + ayx + ax? + azx3 + a,x* ...

x? x3
=12+4x—12<1+x+—+—+--->

2! 3!
+8x(1+ +x2+x3+ +an2+alx3+azx4+a3xs+a4x6
S AT AT 2 "6 12 ' 20 ' 30
_.|_ .o
2 3 4 4 5 5
apx a; x> 5x* ayx* 7x> azx
= 2x? 2x3
et et T2 T30 T 20
aop\ , a13<5 a2>4<7 a3>5
= — 2+ — -+ —= —+— =
(2+ z)x +( + 6)x + 6+12 x* + 30+20 X
ay=0,a, =0,a, =2,a;=2,a4, =1,as =§,...
bulunur. Béylece bulunan degerler seride yerine yazilirsa,
x x? x3
u(x) = 2x%(1 + il
elde edilir. Boylece analitik ¢6ziim
u(x) = 2x%e*
elde edilir.
4.2.1.1.2. Ornek-2
1
u'(x) =—-11—-6x + f(l —xt)u(t)dt ,u(0) =1 (4.28)
-1

Fredholm integro-diferansiyel denklemini seri ¢6ziim metodunu kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim: u(x) fonksiyonunun seri agilimi ve tlirevi

(o]
u(x) = Z a,x"
n=0

(4.28) denkleminde yerine yazilirsa
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(0] 1 (0]
Z na,x" 1 =—-11—-6x + f ((1 — xt) Z antn) dt
n

n=1 -1 —0

Baglangi¢ kosulundan ay = 1 bulunur. Bu deger denklemde yerine yazilarak, ayni

dereceli terimlerin katsayilari esitliginden,
a; + 2a;x + 3azx? + -
2 2 2 2
=-9 +§a2 +§a4 +7a6 +§a8
2 2 2 2
+ (—6 —30 g T 50s —§a7>x

a;=-9a,=0n=2

Bulunur. Béylece analitik ¢oziimii, a, = 1 ile birlikte

u(x) =1-—9x
elde edilir.
4.2.1.1.3. Ornek-3
X
u'x)=1- J u(t)dt ,u(0)=0 (4.29)

0

Volterra integro-diferansiyel denklemini seri ¢oziim metodunu kullanarak ¢6ziiniiz.

Coziim: u(x) fonksiyonunun seri agilimi ve tlirevi

(o]
u(x) = z a,x"
n=0

(4.29) denkleminde yerine yazilirsa

X

Z na,x"1=1- f (Z antn> dt

n=1 n=0
0

ifadesi integralden kurtulup yeniden yazildiginda,
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(0] (0]
n—1 1 n
na,x =1- — A, 1X
n

bulunur, burada x’in dereceleri esitlenirse

(o] [ee] 1
a, + Z(n + Dayqx"=1- 2 Ean_lx"
n=1

bulunur. Denklemin her iki yaninda aymi dereceli terimlerin katsayilar1 esitlenirse ve

baslangi¢ kosullarindan a, = 0 oldugu hesaba katilirsa,

1
Ay = O,Cll = 1,an+1 = —man_l,n >1
Buradan da
="
azn = 0,a3n41 = Znt Dl
elde edilir. O halde denklemin seri ¢6ztimii
B X x X
u(x) = 1—§+§—ﬁ+‘“
Boylece analitik ¢oziimii,
u(x) = sin(x)
elde edilir.
4.2.1.1.4. Ornek-4
X 1
u(x) = —4 + 14x — 12x? — x3 + x* + f(x —u(t)dt + J(x + tu(t) dt (4.30)
0 -1

Volterra-Fredholm integral denklemini seri ¢6ziim metodunu kullanarak ¢dziiniiz.

Coziim: u(x) fonksiyonunun seri a¢ilimi

o)

u(x) = Z a,x"

n=0
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(4.30) denkleminde yerine yazilirsa

X

Zanx” = —4+ 14x — 12x? — x3 +x4+j(x—t)2ant"dt
n=0 —

n=0
0

1

+ j(x+t)2ant"dt
n=0

-1
Denklemler agik sekilde yazilarak, ayni dereceli terimlerin katsayilar1 esitliginden,

ap + a1 x + a,x? + azx3 + a,x* ...

= —4 4+ 14x — 12x% — x3 + x*

N apx?  a;x®  axt  azx® aux
2 6 12 20 30

6
+ + + + +>

2 2 2 2 2
+ (Zaox +§a1 +§a2x+§a3 +§a4x+§a5 + )

2 2 2 2 2 ao\ ,
=—4+—a1+—a3+—a5+(14+2a0+—a2 +—a4+--~)x+(—12 +—)x

3 5 7 3 5 )
S+ )3 92 ey
+( 1+6)x +(1+12)x +
a0=0,a1:6,a2=—12,a3:a4:a5:...:0

bulunur. Boylece bulunan degerler seride yerine yazilirsa tam ¢6ziim,
u(x) = 6x — 12x?

elde edilir.
4.2.1.1.5. Ornek-5

u(x) = 10x + 8x% + f fl (s — u(t)dtds (4.31)
g /-1

Karisik Volterra-Fredholm integral denklemini Taylor seri ¢6ziim metodunu kullanarak

¢Ozlinliz.
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Coziim: u(x) fonksiyonunun seri a¢ilimi
u(x) = z a,x™
n=0
(4.31) denkleminde yerine yazilirsa
oo X co
1

Z a,x™ = 10x + 8x? + f f (s—1t) Z a,t™ dtds

n=0 0 =1 n=0
Denklemler agik sekilde yazilarak, ayni dereceli terimlerin katsayilari esitliginden,

ag + ayx + a,x? + azx3 + a,x* ..

_ 2 2 A 6, T8

= 10x + 8x +(a0+3+5+7+9+ )x?
2 2 2

+(-3o—ga—sas—gar = )x

2 2 2 2 a, a, ag ag )
—(10—§a1—§a3—7a5—§a7—--->x+(8+a0+?+E+7+?+---)x

aO = O,a1 = 6,(12 = —12,(13 = a4 = a’5 = e — O
bulunur. Boylece bulunan degerler seride yerine yazilirsa analitik ¢6ztim,
u(x) = 6x — 12x2

elde edilir.
4.3. iki Boyutlu Volterra integral Denkleminin DDM Céziimii icin Ornekler

4.3.1. Ornek-1
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢oziimii ele alinsin.
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1 1 1 1
u(x,t) =xe t+t—xt— §x4 — xt%et + xtet + 3 x*e t — Zx3t2 - Exzt2

t x
+ f f(xy + te?)u(y, z)dydz
00

U(x,t) =xe t+t
U@ ,0)=0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U(0,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak iizere;

n m
()" 1
U(lm,n) = Z z O 51067”}(— + 6m 06n 1 6m,16n,1 - _6m.46n.0
(n—=0D! 3
1=0 k=0
n m 1 n m 1
_zz5k16l2 mk '+Zz6k1 116mk |
L (n—=1D! Lt L ( D
1v D™ 1 1
3. D Sa SuoBmic Gy~ 3 Omadnz ~ 5 0madna
1=0 k=0
n-1m-1 n—-l-1m-k-1
+ 5 510 (m k)(n — l) [ Z z 6r,16s,0U(m —k—r
1=0 k=0 §=0  r=0
—1,n—l—s—1)]

n—-l-1m—-k-1

1 1
+ 6k’061'1(m—k)(n—l)[2) Z) 80 EU(m—k—r
5= r=

—1,n—l—s—1)]

olarak bulunur. Bulunan U(h, k) ¢6ziimler yerine yazilirsa,

u(x,t):ZZU(hk)x t —t+x—xt+§xt —gxt +th + -
k=0 h=0
=xe t+t
elde edilir.
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4.3.2. Ornek-2
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢6ziimii ele alinsin.

t x
1 1
u(x, t) = xsint — Zx X Scost — —x sin?t + f f(xy2 + cos z)u(y, z)dydz
00

U(x,t) = x sint

U(0,0) =0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U(0,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak iizere;

U(m,n)
1 o 1 nm
'Sm,lsm— 46m46n0+4( N mscos7
n m n—-lm-k
1 1 nt  (n—l—s)n
—Zzz 6k,2 61,0 67-,0 6m—k—r,0 mSln7 smf
=0 k=0 s=0 r=0
n-1m-1 1 n—-l-1m-k-1
4 61010 Gy G l)[ Z Z 8,280 Um—k—1—1n—1—s
=0 k=0 s=0 r=0
n-1m-1
1 1 nm
- 1) +%l_0 a (6,(,0 M 0057) Um—-k—-1n-1-1)

olarak bulunur. Bulunan U(h, k) ¢oziimler yerine yazilirsa,

co

u(x, t) = N U(h, k)x*th = Xt—lxt3 +lxt5 —lxt7 +lxt9 + - = x sint
’ 3! 5! 7! 9!
k=0 h=0

elde.edilir.
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4.3.3. Ornek-3
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢6ziimii ele alinsin.

1 1 1 1
u(x,t) =xe t+t+ §x5 + xt — 3 x°et — Exzt2 + ZX4t2 — xt?e t — xte™t

t x
+ f f(xzy + te Hu(y, z)dydz
00

U(x,t) = xet —t

U(0,0) =0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U(0,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak iizere;

n m
(- 1
UGmm) = ) ) 81 108mic et + Omodns + 5 OmsOno + Smadus
(n—1D! 3
1=0 k=0
n m
1 1 1 1
- §Z Z 1,5 01,00m i m-Dl 2 Om20n2 + 1 Om,a0n,2
1=0 k=0
n m n m
(=D (=D
=D D ks BBy D D B B
1=0 k=0 " 1=0 k=0
n-1m-1 1 n—-l-1m-k—-1
+ Z 6k,2 SIO(m k)(n— [ T16SOU(m k—T'
=0 k=0 s=0 r=0
—1,n—l—s—1)]
n-1m-1 n—-l-1m-k—-1
+ 5k0511( k)( l)(_l)[ STO_'U(m_k
=0 k=0 s=0 r=0

—r—l,n—l—s—l)]

olarak bulunur. Bulunan U(h, k) ¢oztimler yerine yazilirsa,
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SR 1 1 1
u(x, t) = Z Z UCh, kK)x*th =t —x + xt +5xt2 +§xt3 +Ex1:4 + - =xet —t
k=0 h=0 ' ' '

elde edilir.

4.3.4. Ornek-4
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢6ziimii ele alinsin.

t x

1

u(x,t) = x cost — Zx sint + x sin?t + j f(xzy2 — sin z)u(y, z)dydz
00

U(x,t) = x cost
U ,0)=0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U(0,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak iizere;

U(m,n)
1 nm 1 . nr
!6m1COS__4(n|) m6sm7
111 m n—-l m—k (n—l—s)n
+1226k2610 Z Om—k-r,0 '(n—l—s)'sm_ smf
=0 k=0 s=0 r=0
n—-1m-1 1 n—l-1m-k-1
4 6"'26l'°(m—k)(n—l)[z Z 8,280 Um—k —1—1Ln—1—s
=0 k=0 s=0 r=0
n-1m-1
pl-2 8o = sint ™) Um—k — Ln—1—1
D=7 2 D (Beo gy sing) Um—k=1n—1-1)
1=0 k=0

u(x, t) = S U(h, k)x*th = x—lxt2 +lxt4 —lxt6 +lxt8 + -+ = x cost
’ 2! 4! 6! 8!
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elde edilir.
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5. RASTGELE iKi BOYUTLU VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERIN COZUM DAVRANISLARI

Bu bolimde Diferansiyel Doniisim Metodunun (DDM) kullanarak iki boyutlu
Volterra integral denklemler, karisik Volterra—Fredholm Denklemler ve iki boyutlu
rastgele lineer ve lineer olmayan Volterra integral denklem sistemlerin yaklasik analitik
¢cozliimt, olasilik karakterleri incelenerek beklenen degeri, varyansi ve giiven araliklari

bulunmustur.

5.1. Rastgele Iki Boyutlu Volterra integral Denklemlerin Coziim

Davramslari i¢cin Ornekler

5.1.1. Ornek-1
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢6ziimii ele alinsin.
B t x
u(x,t) = Bx cost —Zx sint + x sin?t + f j(xzy2 —sinz)u(y,z)dydz (5.1)
00

burada B~U (a, B) diizgiin dagilima sahip rastgele degiskenler olmak iizere, rastgele iKi
boyutlu lineer Volterra integral denkleminin yaklasik analitik ¢6ziimiinii DDM yontemi

ile ¢oziiniiz ve olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.
Coziim:
U(x,t) = Bx cost
Uu(,0) =0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U(,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak tizere;



B nm B nm
' O 1 COS— — en) Ome sin—-
n m n—-lm-k
B 1 nr . (n—1l—-s)m
+ ZZ z (5k,2 61'0 6r,0 6m—k—r,0 m&‘ln7 smT
=0 k=0 s=0 r=0
n-1m-1 1 n—-l-1m-k-1
+ 6k'26l'0(m—k)(n— l)[ Z Z 0r20s0Um—k—r—1n—-1-s
=0 k=0 s=0 r=0
n-1m-1
-2 (51'"”)U( k—1n—1-1)
— k,0 T sin 5 m yn
=0 k=0

olarak bulunur. Bulunan U(h, k) ¢ozlimler yerine yazilirsa,

0

N k+h 1 2 1 4 1 6 1 8
u(x,t)=z U(h, k)x*t =Bx—zBXt +ZBXt —ant +§th + -
k=0 h=0

= Bx cost

elde edilir.

B~U(a,B) diizgiin dagilima sahip rastgele degisken olmak {izere,

Bt _ ,at
M.(0) = Ele] = (r—ose

a+f (a—p)? . g
B~U(a,p) ,E[B] = - Var[B] = - bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak,
A,B~U(a,pB)
Beklenen Degeri;

xcost(a + B)

Elu(x,t)] = E[Bx cost] = x costE(B) = 5

Varyanst,

(a —p)?

Var[u(x,t)] = Var[Bx cost] = x? cos?tVar[B] = x? cos?t T

hesaplanabilir.
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B~U(a, B) i¢in 6zel olarak o = 2, B = 1 segilirse,
Beklenen Deger;

3xcost
Elu(x,t)] = —

u(x,t)'nin beklenen degeri

LLIESINNN
RS
S
e,
LS
o
AU

20 W\
S

%5

S5

3 ‘:\ “““;‘:’;’7” PR P ""?“‘:“:‘?“:\‘r \l

“‘ ‘3‘ i

WS S

AY50% 00 17 TR
‘\\\“ﬂ“\‘a‘;” { 7 3 iy
\y

E(u(x,1)

NNy

SN

ANy A\Y
X

Sekil 1. a = 2, = 1 degerleri i¢in (5.1) denkleminin beklenen degeri

ve
Varyansi;

x? cos?t
Var[u(x,t)] = EETEE
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u(x,t)nin varyansi

Var(u(x,t))

i,

R
4

\\{"\4 S

i

#&3 )

2N

Sekil 2. a = 2, B = 1 degerleri i¢in (5.1) denkleminin varyansi

bulunur.

Alt Giliven Sinir;

AGS = E(u(x)) -3 /Var(u(x))

Ust Giiven Sinirt;

UGS = E(u(x)) +3 ’Var(u(x))
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u(x,t)nin %99 glven araligi

O
‘\\\\\\\\\\‘
S IR
“%‘%&‘m:«:&a‘
\\“‘ ‘ st

ST

Sekil 3. a = 2, $ = 1 degerleri i¢in (5.1) denkleminin K=3 i¢in giliven araliklar1

olarak bulunur.

5.1.2. Ornek-2
Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin diferansiyel doniimiim

metodu (DDM) ile ¢oziimii ele alinsin.
C C D C
u(x,t) = Cxe t — Dt + §x5 + Dxt — Exzt2 + Zx“t2 -3 x%et — Dxt?e

t x
— Dxte™t + J f(xzy + te ™ ?u(y, z)dydz (5.2)
00

burada C~G(«, ) Gamma dagilima ve D~Beta(a, b) sahip rastgele degiskenler olmak
lizere, rastgele iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin yaklasik analitik

¢ozlimilinii DDM yontemi ile ¢dziiniiz ve olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.

Coziim:
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U(x,t) = Cxet — Dt
U ,0)=0
U(m,0) = F(m,0), m=12..N
U@,n) = F(0,n), n=12..N mn=12,..N

olmak tizere;

n m
1
UG, = €)' 8s Suami G5y ~ E Smodns +30msBno + E s
1=0 k=

o

N5
w| O
[
1=
&
3
>
=)
s
=
~

—_

E
Y 6m,2 6n,2 + Z 6m,46n,2 -

Y
1=0 k=0 D!
n m (_1)n—l n m (_1)n—l
—E Z 2 Ok,1 61,20mk RN E Z z 01,1 01,10mk e
1=0 k=0 1=0 k=0
n—-1m- 1 n—-l-1m-k-1
4 25 T [ Z S Ulm—k —r
=0 k=0 s=0 r=0
—1,n—l—s—1)l
n-1m-1 n—-l-1m-k-1
+ 6ro00 ! (-1 1) l Um—k
KOPLL m —k)(n = 1) Y
=0 k=0 s=0 r=0
—r—1,n—l—s—1)]
olarak bulunur. Bulunan U(h, k) ¢6ziimler yerine yazilirsa,
S 1 1 1
u(x, t) = z Z U(h, k)x*t" = Cx — Dt + Cxt + — 5 Cxt? +— T Cxt3 +— 2 Cxt* +
k=0 h=0
= Cxe' — Dt

elde edilir.

C~G(a,B) Gamma dagilima sahip bir rastgele degisken ve a@ = 4 ve f = 3 olsun.
Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

1

Mo(t) = Ele™] = ——
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dir. x~G (e, B) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi,

E[x?] = (e + a®)p?,
Var[x] = ap?
hesaplanabilir.

D~Beta(a,b) 6zel olarak a = 1,b = 2 segilirse D~Beta(a = 1,b = 2) ortalama kare

hesap ve DDM kullanilirsa, beklenen deger ve varyans

E[u(x, )] = Z Z E(u(k, h))xkt"

k=0 h=0
ve beta dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

M,(a,b,t) = E[e®]

o k-1 k
S ()
B a+b+r]k!

x~Beta(a,b) ise,

Var®) = G b2t b D)

Bu momentler kullanilirken, x ve y bagimsiz rasgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y]
, bu yaklagik formiiller kullanilarak, beklenen deger ve varyans, asagidaki gibi
hesaplanabilir. Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise

E[x.y] = E[x]E[y] oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri
Elu(x,t)] = Xr_oXr_o E(u(k, h))x*th
E[u(x,t)] = E[C xet — D t]

=xe'E(C) — tE(D)
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= xet(ap) - t(ﬁ

Var[u(x,t)] = Var[C xet — D t]
= x%e?Var(C) + t*Var(D)

abt?
@+b)Z@+b+1)

= x2e2tqpB? +

Ozel olarak, a = 4, = 3 seqilirse, C~G(a =4, =3) ve D~Beta(a=1,b=2)

i¢in,
Beklenen Deger;
a t
— t i = t_ _
Elu(x,t)] = xe'(aB) — t (a n b) 12xe 3
u(x,t)'nin beklenen degeri
z
=)
w

Sekil 4. a = 4,8 = 3,a = 1 ve b = 2 degerleri i¢in (5.2) denkleminin beklenen degeri

ve
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Varyansi;

Var[u(x,t)] = x?e**ap? + abt® — 36x2e2t + ﬁ
’ (a+b)’(a+b+1) 18

u(x,t)'nin varyansi

Var(u(x,t))

Sekil 5. a = 4,8 = 3,a = 1 ve b = 2 degerleri i¢in (5.2) denkleminin varyansi
olarak bulunur.
Giiven Araligy;

Alt Giiven Siniri;

AGS = E(u(x)) -3 /Var(u(x))
UGS = E(u(x)) +3 fVar(u(x))

Ust Giiven Sinirt;
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u(x,t)nin %99 given araligi

2000 -,

Sekil 6. « = 4,3 = 3,a = 1 ve b = 2 degerleri i¢in (5.2) denkleminin K=3 i¢in giiven
araliklar

olarak bulunur.

5.2 Kanisik Volterra-Fredholm Integral Denklemler

f(x) ve K(x,t) analitik fonksiyonlar olmak tizere, iki ayr1 formda

X b
ulx) =f(x)+ Blj K, (x, t)u(t)dt + Bzf K, (x, t)u(t)dt (5.3)
0

a

ya da bu iki formu birlestiren integraller igeren,

X b
u(x)=fx)+41 JfK(s, t) u(t)dtds (5.4)
0 a

integral denklemlerdir.

Yukaridaki (5.3) denkleminde birbirinden ayrik Volterra ve Fredholm integralleri
kullanilirken, (5.4) denkleminde ise Volterra ve Fredholm integralleri igeren ¢ift katl bir

integral kullanilmistir. Ayrica tiim integral denklemlerde oldugu gibi bilinmeyen u(x)
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fonksiyonu hem integral isareti altinda hem de disinda yer aliyorsa ikinci tip, eger sadece

integral isareti altinda yer aliyorsa birinci tip olarak adlandirilir.

5.2.1. Ornek-1
Asagidaki karisik Volterra-Fredholm integral denklemi ele alinsin.

x 1
u(x) = Bx e* — Be™1x? +f fru(s)dtds (5.5)
0 -1

burada B~U (a, B) diizgiin dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere, rastgele karigik

Volterra-Fredholm integral denkleminin analitik ¢6ziimiinii Taylor seri ¢6ziim metodu ile

¢Oziiniiz ve olasilik karakteristiklerini hesaplayiniz.
Coziim:

u(x) fonksiyonunun seri agilimi

u(x) =§:

n:

(5.5) denkleminde yerine yazilirsa

(o]

X
1 (o]
z a,x"™ = Bx e* — Be 1x? + f rz a,stdtds
-1 n=o
0

n=0

Denklemler agik sekilde yazilarak, ayni dereceli terimlerin katsayilari esitliginden,

ag + a;x + ax? + azx® + a,x* ...

X3 4 5 6 X7 1 1 1
- B et ) -Bl——t———
<x+x +2+6+24+120+720> TR TIRETRT
1 1 a, a Qg ag
_ - 2 _“ _* _5 _9° 2
St +(a0+3+5 +9)x
1 1 1 1 a, ag ag
—Bx+|B-B(l-—t -t — e
x+[ ( TR TR TR TEtT Yy

+(§)x3+(§)x+() (io ()
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a0=0,a1=B,a2=B,a3= , Ay =

N S

bulunur. Béylece bulunan degerler seride yerine yazilirsa tam ¢oziim,

3 x4 xS

() =B(x+x+=++ +x6+x7+ = Bxe*
WX = BT T T e T 22120 T 720 - pxe

olarak bulunur.
B~U(a,B) diizgiin dagilima sahip rastgele degisken olmak tizere,

pt _ ,at
M.(0) = Elet] = Tr—ss

a+p (a—pB)? . -
B~U(a,p) ,E[B] = - Var|B] = —a bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bu yaklasik formiiller kullanilarak,

A; BNU(“,ﬁ)
Beklenen Degeri;
xe*(a+
Elu(x)] = E[Bx e*] = x e*E(B) = (Tﬁ)

Varyansi;

o @B

Var[u(x)] = Var[Bx e*] = x?e**Var[B] )

hesaplanabilir.
B~U(ea, B) i¢in 6zel olarak o = 1, B = 2 segilirse,
Beklenen Deger;

3x e*

Eu(x)] =

49



700 ¢

600

500

400

E(u(x))

300

200

100

u(x)'nin beklenen degeri

L L L L

L L L

-1l E(ux)

r r

0.5 1 15 2

2.5 3 3.5

Sekil 7. a = 1, B = 2 degerleri i¢in (5.5) denkleminin beklenen degeri

ve

Varyansi;

Var[u(x)] =

50

x2 2X
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u(x)'nin varyansi

4000 [ L L |8 |8 |8 L T
== var(ux)) |f
3500 - H
i
3000 |- I?r
1
I
/
2500 - -
A 2
= !
S 2000 - [
: "

1500 - I,'.‘I -

1000
500 - -
(‘r r r r

Sekil 8. a = 1, B = 2 degerleri i¢in (5.5) denkleminin varyansi

8

bulunur.
Giiven Araliklar;

Alt Giiven Sinir;

AGS = E(u(x)) -3 /Var(u(x))

Ust Giiven Sinirt;

UGS = E(u(x)) +3 /Var(u(x))
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Given Araliklar

900 [ L L |8 |8 |8 L |8 a
800 - -4 - Eu-3*stdu 7

--Il- Eu [}
700 - -} - Eu+3*stdu

o
N. [}

600 - ' md
s s
500 - o s
oo
400 - pm A

pa H

300 -

3 Standart Sapmalik Given Araligi

200

100

Sekil 9. o = 1, 8 = 2 degerleri icin (5.5) denkleminin K=3 i¢in giiven araliklar1

bulunur.

5.3. iki Boyutlu Rastgele Lineer Volterra integral Denklem Sistemi

Bu kisimda iki boyutlu rastgele lineer Volterra integral denklem sistemlerinin beklenen

degeri, varyansi ve giiven araliklarin hesaplanacaktir.

5.3.1. Ornek-1

Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denklem sistemi ele alinsin.

Bx3 At?® Ae*td

x t
Betx3
u(x, t) = Ae*t? + 33 + 3 +ff[v(r,s)—u(r,s)]drds (5.6)
00
t
Bx3 At Ae*t3 Betx3 ;
v(x,t) = Betx? — 3 + T 3 +ff[u(r,s)—v(r,s)]drds (5.7)
00
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Burada A~G(a, ) Gamma ve B~N (u,c?) normal dagilima sahip rastgele degiskenler
olmak iizere, rastgele iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin yaklasik analitik
¢oziimiinii Indirgenmis DDM yéntemi ile ¢oziiniiz ve olasiik karakteristiklerini

hesaplayiniz.

Coziim:

Yukarida verilen denklemlerin tam ¢oziimleri
u(x, t) = Ax?t?
v(x,t) = Betx?

(5.6) ve (5.7) ile verilen denklemlerin her iki tarafinin indirgenmis diferensiyel doniisiimii

alinirsa, asagidaki iteratif iliski elde edilebilir

. Bx3 A Ae* Bx3
Up(x) = Ae* 6y, +T6k,0 —§5k,3 + =3 0k3 ~ 3y
x| k-1 X | k-1
1 1
_Ef Z Uy (r) dr+Ef Z Vis(r)| dr
0 k1=0 0 k1=0
_ Bx* Bx® A Ae* Bx3
Vk(x)_k_ 3 Oko+30k3 5 0ks T 3y
x| k-1 X | k-1
1 1
+Ef Z Uy (1) dr—Ef Z V()| dr
0 k1=0 0 k1=0
iteratif hesaplamalardan sonra ,
Ui () ={ Ax® k=2
k 0, aksi takdirde’

5 5 Bx? Bx?
Vo(x) = Bx?,Vi(x) = Bx*,V,(x) = 7,V3(x) ==

u(x, t) = Ax?t?
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v(x,t) = Betx?
olarak bulunur.

A~Gamma(a, ) Gamma dagilima sahip rastgele degisken olmak tizere, Gamma

dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanarak

1
MX(t) = E[etx] = (1—ﬁt)“'

(5.8)

A ~ G(a, p) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi

E[A] = aB,Var[B] = aB? bu momentleri kullanirken, x ve ybagimsiz rastgele
degiskenleri i¢in E[xy] = E[x]E[y], bagintisindan faydalanarak beklenen deger ve

varyans hesaplanabilir.
X ~ N(u, 0), Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan
Myx() = E[e¥] = e+ (59)
B ~ N(u,c?) rastgele degiskeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansi
E[B] = w,E[B?] = u?> + o?veVar|[B] = oc?

Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] = E[x]E[y]

oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri
Eu(x, t)] = E[Ax?t?]
= x?t’E(A)
= x%t%af
E[v(x,t)] = E[Betx?]
= xt?E(B)

=elx?u

Var[u(x,t)] = Var[Ax?t?]
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=x*t*Var(4)

= x*t*ap?
Var[v(x,t)] = Var[Be'x?]

= e?'x*Var(B)

— o2yt 2

Ozel olarak, @ = 4,8 = 3,1 =5 ve o2 = 4 segilirse, A~Gamma(a =4,8=3) ve
B~N(u = 5,062 = 4) i¢in,

Beklenen Deger;
E[u(x,t)] = x?t?af = 12x2t?

E[v(x,t)] = etx?u = 5etx?
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u(x,t)'nin beklenen degeri

1000 -, “‘“
e
o o‘:‘:‘:‘:’:‘:‘"
~ 600 ““““""““““
. IR

Sekil 10. @ = 4,8 = 3,u = 5 ve 6 = 4 degerleri igin (5.6) denkleminin beklenen
degeri

u(x, t)'nin beklenen degeri yukarida verilmistir (Sekil 10). Rastgele degiskenlerin

varyanslarinin ug degerleri su sekilde elde edilir:
min [E(u(x,t))] =0

max[E(u(x,t))] =972

56



v(x,t)'nin beklenen degeri

E(v(x,1)

Sekil 11. a = 4,B = 3,u = 5 ve 62 = 4 degerleri i¢in (5.7) denkleminin beklenen
degeri

v(x,t)'nin beklenen degeri yukarida verilmistir (Sekil 11). Rastgele degiskenlerin

varyanslarinin ug degerleri su sekilde elde edilir:
min [E(v(x,t))] =0

max[E(v(x,t))] = 903,8492
ve
Varyansi;
Var[u(x,t)] = x*t*ap? = 36x*t*

Var[v(x,t)] = e?*x*c? = 4e%tx*
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u(x,t)nin varyansi

Var(u(x,t))

Sekil 12. « = 4, = 3, = 5 ve 6% = 4 degerleri i¢in (5.6) denkleminin varyansi

olarak bulunur.

u(x, t)'nin varyansi yukarida verilmistir (Sekil 12). Rastgele degiskenlerin varyanslarinin

uc degerleri su sekilde elde edilir:

min [Var(u(x,t))] =0

max[Var(u(x,t))] = 2361,96
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v(x,t)'nin varyansi

Var(v(x,t))

Sekil 13. « = 4, = 3, = 5 ve 6% = 4 degerleri i¢in (5.7) denkleminin varyansi
ry

olarak bulunur.

v(x, t)'nin varyansi yukarida verilmistir (Sekil 13). Rastgele degiskenlerin varyanslarinin

uc degerleri su sekilde elde edilir:

min [Var(v(x,t))] =0

max[Var(v(x,t))] = 13,0710
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u(x,t)nin %99 glven araligi

2500 -
2000

1500 -

Sekil 14. a = 4, = 3, u = 5 ve 62 = 4 degerleri i¢in (5.6) denkleminin giiven araliklart

olarak bulunur.

u(x, t)'nin given araliklar1 Sekil 14'te verilmistir. Giliven araliklarinin ug¢ degerleri su

sekildedir:
min (E(u(x, t)) — 35td(u(x, t))) = —486

max(E(u(x,t))) + 3std(u(x,t))) = 2430.

Burada K = 3 yaklasik %99 giiven aralig1 verir.
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v(x,t)nin %99 glven aralig

2000 -,

1500

Sekil 15. a = 4, = 3, = 5 ve 0% = 4 degerleri i¢in (5.7) denkleminin giiven
araliklar

olarak bulunur.

v(x, t)'nin giiven araliklar1 Sekil 15'te verilmistir. Giiven araliklarinin u¢ degerleri su

sekildedir:

min (E(v(x,£)) — 3std (v(x, 1)) = —180.7698

max(E(v(x,t))) + 3std(v(x,t))) = 1988.5.

Burada K = 3 yaklasik %99 giiven aralig1 verir.

5.4. iki Boyutlu Rastgele Lineer Olmayan Volterra integral Denklem Sistemi

Bu kisimda iki boyutlu rastgele lineer olmayan Volterra integral denklem sistemlerinin

beklenen degeri, varyansi ve giiven araliklarin hesaplanacaktir.
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5.4.1. Ornek-1

Asagidaki iki boyutlu lineer olmayan Volterra integral denklem sistemini
diferansiyel doniimiim metodu (DDM) ile ¢oziimii ele alinsin.

,t) = Ax?t? —
u(x, t) X oc +

f(u(r, s)? —v(r,s)?)drds (5.10)

O\R

v(x,t) = Bxt? — 7E +

f(u(r, s)? —v(r,s)¥)drds (5.11)

O\R

burada A~U(a, B) diizgiin dagilima ve B~Beta(a, b) sahip rastgele degiskenler olmak
tizere, rastgele iki boyutlu lineer olmayan Volterra integral denkleminin yaklasik analitik
¢oziimiinii Indirgenmis DDM yontemi ile ¢oziiniiz ve olasilik karakteristiklerini

hesaplayiniz.

Cozim:
Yukarida verilen denklemlerin tam ¢oziimleri
u(x, t) = Ax?t?;v(x,t) = Bxt?.

(5.10) ve (5.11) ile verilen denklemlerin her iki tarafinin indirgenmis diferensiyel

dontistimii alinirsa, asagidaki iteratif iligki elde edilebilir.

A?x55(k—-5) B?x 56(k— 3)
25 +

j Z Up, M Ug_, -1 (1) dr——f lz Vi, Wi—gey -1 () | dr
=0

A2x58(k — 5) s B3x75(k — 4)

U, (x) = CAx?*5(k — 2) —

Vi (x) = Bx6(k — 2) —

25 28
1] &
+Ef Z Ukl(r)Uk_lﬁ—l(r) dr
o |50
1 (x [ k-1 k1
_EJ‘ Z Z sz(r)vk_kz(r)vk—k1—1(r) dr
0 _k1=0k2=O
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Iteratif hesaplamalardan sonra ,

_ x2 k=2 _ X, ke =2
Uie() = {0, aksi takdirde *'* ) = {0, aksi takdirde

u(x,t) = Ax?t?
v(x,t) = Bxt?
olarak bulunur.

A~U(a, B) diizgiin dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere,

eBt _ eat
M,(t) = E[e"] = ————=
4 (B —a)t
a+p (a—p)? : <
A~U(a,pB) \E[A] = - Var[A] = — bu momentleri kullanirken, x ve y bagimsiz

rastgele degiskenleri igin E[xy] = E[x]E[y], bagintisindan faydalanarak beklenen deger
ve varyans hesaplanabilir. B~Beta(a, b) beta dagilima sahip rastgele degisken olmak

lizere, beta dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

M,(a,b,t) = E[e®]

[e9) k—1
Y ([ ¢
B a+b+r]k!

r=0

x~Beta(a, b) ise, beklenen deger ve varyans

Elx] =

a+b

ab
(a+b)’(a+b+1)

Var(x) =

Bu momentler kullanilarak ve x ve y rasgele bagimsiz degisken ise E[x.y] = E[x]E[y]

oldugundan, beklenen deger ve varyansin yaklasik formiilleri
Efu(x,t)] = E[Ax?t?]

= x?t?E(A)
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o)

E[v(x,t)] = E[Bxt?]

= xt?E(B)

= xt? (a-cll-b)

Var[u(x,t)] = Var[Ax?t?]

= x4t _ yhpt (@B
—xtVar(A)—xt( - )

Var[v(x,t)] = Var[Bxt?]

abx?t*
(a+b)?(@a+b+1)

= x%t*Var(B) =

Ozel olarak, a = 2, =4,a=2 ve b=3 secilirse, A~U(a=2,=4)
B~Beta(a = 2,b = 3) igin,

Beklenen Deger;
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u(x,t)'nin beklenen degeri

250 -, “‘“
SO0
: BSOS

Sekil 16. a = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.10) denkleminin beklenen
degeri

u(x, t)'nin beklenen degeri yukarida verilmistir (Sekil 16). Rastgele degiskenlerin

varyanslarinin u¢ degerleri su sekilde elde edilir:
min [E (u(x,t))] = 0)

ve

max[E (u(x,t))] = 243
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v(x,t)'nin beklenen degeri

E(v(x,t))

Sekil 17. a = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.11) denkleminin beklenen
degeri

v(x,t)'nin beklenen degeri yukarida verilmistir (Sekil 17). Rastgele degiskenlerin

varyanslarinin u¢ degerleri su sekilde elde edilir:

min [E(v(x,t))] =0
ve
max[E(v(x,t))] = 10.8

ve

Varyansi;

(a_ﬁ)z _x4t4
12 >_ 3

Var[u(x, t)] = x*t* (

Varl o] = abx?t* 3 x*t*
arlv Ol = e s b+ D) 25

66



u(x,t)nin varyansi

Var(u(x,t))

Sekil 18. a = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.10) denkleminin varyansi

olarak bulunur.
u(x, t)'nin varyansi yukarida verilmistir (Sekil 18). Rastgele degiskenlerin varyanslarinin

uc degerleri su sekilde elde edilir:

min [Var(u(x,t))] =0
ve

max[Var(u(x,t))] = 2187
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v(x,t)'nin varyansi

Var(v(x,t))

Sekil 19. a = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.11) denkleminin varyansi

olarak bulunur.

v(x, t)'nin varyansi yukarida verilmistir (Sekil 19). Rastgele degiskenlerin varyanslarinin

uc degerleri su sekilde elde edilir:

min [Var(v(x,t))] =0
ve

max[Var(v(x,t))] = 29.16

Beklentilerin giiven araliklarina iliskin sonuglar asagida verilmektedir (Sekil 20 ve Sekil
21). Burada giiven araliklarini elde etmek i¢in ii¢ standart sapma kullanilir ve kesikli ¢izgi
giiven araliginin iist sinirini, kesikli noktali ¢izgiler ise araliin alt uglarin1 gosterir.

Rastgele degiskenlerin beklenen degerleri i¢in giiven araliklari,

(E[u(x,t)] — K.std(u(x, t)),
E(u(x,t)) + K.std(u(x,t))
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esittir ve bu standart sapmalardan elde edilebilir. K = 3 i¢in bu formiil, normal dagilan
rastgele degiskenin yaklasik beklenen degeri icin yaklasik %99 giiven araligi verir
(Merdan v.d,2018). MATLAB (2013a) ile %99 giiven aralig1 cizilirse Sekil 20.'deki
grafik elde edilir. Ug sigma kurali olarak bilinen bu popiiler kural, normal dagilan bir
degisken i¢in degerlerin yaklasik %99,73'"liniin ortalamanin yaklasik ii¢ standart sapmasi
icinde oldugunu gosterir. Bu nedenle, uygun parametreler kullanilarak, sirasiyla sinirl ve
siirsiz destekli iki siirekli dagitim icin sonuglarin varyasyonlarini karsilastiracagiz.
Uygun parametreler, rastgele etkiler icin neredeyse tiim olasi degerlerin her iki dagilim

i¢cin de ayni araliktan ¢ekilmesini saglayacaktir.

u(x,t)nin %99 given araligi

Sekil 20. a« = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.10) denkleminin giiven
araliklar

olarak bulunur.

u(x, t)'nin given araliklar1 Sekil 20'te verilmistir. Giiven araliklarinin ug¢ degerleri su
sekildedir:
min(E(u(x,t)) — 3std(u(x,t))) = 0,0025
max(E(u(x,t))) + 3std(u(x,t))) = 383.2961
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Burada K = 3 yaklasik %99 giiven aralig1 verir.

v(x,t)'nin %99 guven aralig

30 -

Sekil 21. a« = 2,3 = 4,a = 2 ve b = 3 degerleri i¢in (5.11) denkleminin giiven
araliklar
olarak bulunur.

v(x, t)'nin giiven araliklart Sekil 21'te verilmistir. Giiven araliklarinin u¢ degerleri su

sekildedir:
min (E(v(x, t)) — 35td(v(x, t))) =—-5.4

max(E(v(x,t))) + 3std(v(x,t))) =27

Burada K = 3 yaklasik %99 giiven aralig1 verir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasindan elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore, Seri ¢éziim
metodu kullanilarak; Volterra integral denkleminin ¢6zliimii, Fedholm integro
diferansiyel denkleminin ¢oziimii, Volterra — Fredholm integral denkleminin ¢6ziimii,
karisik Volterra — Fredholm integral denkleminin Taylor seri ¢6ziim metodu kullanilarak

¢Oziillmistiir.

Diferansiyel Doniisim Metodunu (DDM) ile iki boyutlu Volterra integral
denklemlerin yaklasik analitik ¢Oziimlerine daha kolay ve hizli ulasildigi sonucuna
varilmistir. Iki boyutlu Volterra integral denklemler ve sistemler ile ilgili literatiirdii

Tiirk¢e kaynagin az oldugu goriilmiistiir.

iki boyutlu Volterra integral denklem ve denklem sistemlerinin katsayilar1 veya
baslangic kosullart siirekli olasilik dagilimlarindan diizgiin, normal, gamma ve beta

secilerek rastgele hala getirilmistir.

Rastgele iki boyutlu Volterra integral denklem ve sistemlerinin g¢oziimleri
Diferansiyel Doniisim Metodunun (DDM) ile elde edilerek, rastgele ¢oziim
davraniglarindan en Onde gelen beklenen deger, varyans ve giliven araliklarim
hesaplayarak Maple veya Matlab paket programi yardimiyla ¢izilerek bulunan sonuglar

yorumlanmugtir.



7. SONUC VE ONERILER
Bu tez calismasinda, Diferansiyel Doniisiim Metodu (DDM) ile iligli literatiir 6zeti

ve genel bilgiler verilmis olup yontemin integral denklemlere uygulanmasi gdsterilmistir.

Integral denklemlerin 1,2,3 ve n-boyuta kadar olan kismi Diferansiyel Déniisiim

Metodu kullanarak nasil ¢oziilebilecegi gosterilmistir.

Rastgele hale getirilen iki boyutlu Volterra integral denkleminin ¢ozimii
Diferansiyel Doniisiim Metodu ile elde edilip, ¢oztimlerinin olasilik karakteristiklerinden
en ¢ok kullanigh olan beklenen degeri, varyans ve giiven araliklari hesaplanmistir. Elde

edilen ¢oziimlerin grafikleri Maple veya Matlab programi yardimiyla ¢izdirilmistir.

Tezde yapilan galisamaya ilaveten, iki ve daha yiiksek boyutlu rastgele integral
denklemlerinin yaklasik analitik ¢6ziimleri literatiirde yaygin olarak kullanilan Adomian
Ayristirma Metodu, Varyasyonel iterasyon Metodu, Homotopi Analiz Metodu ve

Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile bulunabilir.
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