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OZET

IKi BOYUTTA HIPERBOLIK KARMASIK SAYILAR

Bu ¢alismada iki boyutta hiperbolik karmasik sayilar ile ilgili genel bilgiler
verilmigtir. Hiperbolik karmasik say1 i¢in iistel ve trigonometrik ifadelerin elde
edilisinden bahsedilmistir. Ayrica iki-karmagik say1 degerli temel fonksiyonlar igin
ozellikler sunulmustur. Kuvvet serileri yardimiyla tanimlanan iki-karmasik degerli
fonksiyonlar ve bu fonksiyonun analitikligi verilmistir.

Daha sonra, hiperbolik iki-karmasik degerli reel bilesenli fonksiyonlarin kismi
tiirevleri arasindaki esitlik iliskilerinin mevcut oldugu gosterilmistir. Ayrica iki-
karmasik fonksiyonun iki nokta arasindaki integrali noktalar1 birbirine baglayan
yoldan bagimsizdir. Diger taraftan ¢arpanlara ayirma tek olmamasina ragmen bir
hiperbolik iki-karmasik polinom lineer veya ikinci dereceden garpanli bir ¢arpim
olarak yazilabilir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik karmasik sayi, Iki-karmasik sayi, Iki-karmasik

degerli fonksiyon
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ABSTRACT

HYPERBOLIC COMPLEX NUMBERS IN TWO DIMENSIONS

In this study, general information about two-dimensional hyperbolic complex
numbers is provided. The logarithmic and trigonometric expressions for a hyperbolic
complex number are discussed. Additionally, the properties of the two complex-valued
functions are presented. The two-complex valued functions defined by power series
and their analyticity are given.

Furthermore, it is shown that there are equality relations between the partial
derivatives of the hyperbolic two-complex valued real component functions. It is also
noted that the integral of the two complex functions between two points is independent
of the path connecting the points. On the other hand, despite not being able to be
separated into factors, a hyperbolic two-complex polynomial can be written as a linear
or quadratic product of factors.

Keywords: Hyperbolic complex number, Two-complex number, Two-complex

valued functions
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KISALTMALAR
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GIRIS

iki boyutta hiperbolik karmasik sayilar kavranu Olariu tarafindan verilmistir
(Olariu, 2000). Literatiirde bu say1, split karmasik say1, double karmasik say1, perplex
say1 olarak da adlandirilabilir (Fjelstad, 1986; Gokhan, 2011; Cakir, 2017). Borota ve
Osler, spacetime say1 olarak adlandirdiklari, hiperbolik sayilarin 6zelliklerini
vermisler ve 2002 yilinda hiperbolik say1 degiskenli fonksiyonlar1 incelemislerdir
(Borota, vd., 2000). Hiperbolik karmasik sayilar Catoni ve digerleri tarafindan
kullanmistir ve gelistirilmistir (Catoni, vd., 2004). Ayrica, Sobczyk, hiperbolik sayilari
tanitmis ve geometrik yorumuna odaklanmustir (Sobczyk, 1995). Hiperbolik sayilar ile
ilgili daha genis ¢apli ¢alismalara da ulasmak miimkiindiir (Fjelstad, 1998; Callahan,
2000; Catoni, vd., 2005; Catoni, vd., 2008; Catoni, vd., 2011).

Bir  karmastk say1 x +iy  olarak yazilabilir ve  genligi

p=(x*- yz)% seklinde hesaplanir. Bir karmasik sayir igin kutup agisi 6 ise
0 = arctan(y/x) olur (Baskan, 2000). Diger taraftan kuaterniyonlar dort boyutta
tanimlanan bir hiper karmagsik say1 sistemidir ve iki kuaterniyonun g¢arpimi islemi
degismeli degildir (Finko-Richter, 2022). Bunlar oktoniyonlar ve sedeniyonlardir
(Imaeda-Imaeda, 2000; Conway-Smith, 2003).Tiim bu say1 sistemleri iki-karmasik
say1 sisteminin sagladig 6zelliklere sahip degillerdir.

Bu caligmada tanimi verilen iki boyutta hiper karmasik say1 sistemi degismeli
ve birlesimlidir. Bu sistem ile analitik iki-karmasik fonksiyon ve yol integrali
tanimlanabilir. Bu tezde iki-karmasik sayilar u = x + 8y, x,ye R, 1-§ =4, § 2=1
kosullarini saglayacak sekilde tanimlanmustir (Yaglom, 1979). Geometrik olarak u iki-

karmasik sayis1 A = (x,y) seklinde gosterilebilir (Sekil 1).

(Hiperbolik Eksen)
A

u(x,y)

Ml ——————

» (Reel Eksen)

Sekil 1. A noktasinin geometrik gosterimi



Ayrica u ve v iki karmasik sayilari i¢in u = v = 0 ise uv = 0 olur. Diger
taraftan u = (x, y) olmak tizere iki karmasik sayilardan x = y biri dogrusu tizerinde

ise digeri de x = —y dogrusu iizerindedir. Bu durumda da uv = 0 seklindedir (Olariu,

2000).



1. GENEL BiLGILER

Bu béliimdeki bilgiler (Olariu, 2000) kaynagindan alinmistir. Bu ¢alismada,
(Olariu, 2000) kaynaginin cevirisi yapilarak ayrintili incelenmistir.
Tanim 1.1. ( IKi-karmagik sayinin iistel formu )
x+y>0,
x—y>0
olacak sekilde tanimlanan u = x + §y iki-karmasik saymin iistel formu :
u = ped?
seklindedir.

Burada p genligi,
p=(7 -y
ve

0<6<=,

x+y
x=y

tan 6 =

olmak iizere A argiimenti de

A=Intan6

seklindedir.

Tamim 1.2. (IKi-karmasik sayinin trigonometrik formu )
d=(x? +y):

olmak iizere

u = dv/sin 26 exp{(1/,)8 In tan 6}

ile verilir.
Not 1.2. u = x + dy iki-karmasik saymin x = +y dogrusu iizerinde genligi p = 0
dir. Ayrica

1

p¢0=>x+6y

oldugunda mevcuttur. Eger
u1 = xl + 6y1’
u2 = xz + 6y2



genlikleri sirasiyla p;, p, Ve argiimentleri sirasiyla A;, A, olan iki-karmasik sayilar
ise;
WUy = X1X; + V1Yo + 6(X1Y2 + ¥1X2)

U, Ve u, iki-karmasik sayilarin ¢arpimi olmak iizere bu ¢arpimin genligi ve argiimenti

sirastyla
P = P1P2;
/1 = Al + AZ

seklindedir. Bu nedenle, iki-karmasik sayilarin ¢arpiminda genligi p, A argiimentlerin
toplamidir. Bu 6zellik karmasik sayilarin 6zelliginin aynisidir (Olariu, 2000).
Yukarida verilen kavramlarin uygulamasi asagidaki gibi verilebilir.

Ornek 1.1.

L0<6<Z, i.0<6<Z,
p#0, p=0,
x+16y x =y
u; =3+290 u; =3+30
u, =5+46 u, =3-36

olmak iizere; genlikleri, arglimentleri ve u; u, ifadelerinin ¢éztimleri asagidaki gibidir.
Coziim:
i)uu, =3-5+2-44+63:-4+2-5)
=15+ 8 + §(12+10)
=23+ 226
p = p1pz i¢in
pr=(32= 272 =15 ve p, = (52— 4%)2 =3
ifadelerinden
p=3-V5
sonucu bulunur.
A= A; + 1, olmak iizere 1 i¢in
342

tan91=% olup tan91=372—5

A =Ilntanf;=1In5

ve 1, igin



tan 6, =% olup tan @ , =E=9
A, =Intan8, =1In9
elde edilir. Boylece
A=mn5+4+Imn9 =In45
olarak bulunur.
i) uu, =3-34+3-(=3)+63B-(-3)+3-3)
=9—-9+68(-9+9)
=0
dir. Buradan
p = p1p2 i¢in
pr= (3239
= (= (3>
=0
dir. Oyleyse
p=0

olarak bulunur.



2. HIPERBOLIK iKi-KARMASIK SAYILARIN CEBIiRSEL OZELLIiKLERI

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik sayilar ile ilgili temel tanim, teorem ve

ispatlar verilecektir.

2.1. On Bilgiler

Tanim 2.1.1. G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel
yapisi agsagidaki aksiyomlart sagliyorsa (G,*) ikilisine bir grup denir.

1) *,G de bir ikili islemdir.

2) * isleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani, V a,b,c € G igin,
ax(bxc)=(axb)*c

dir.

3) * isleminin G de birim elemani vardir. Yani, V a € G igin,

axe=e*xa=a

olacak sekilde 3e € G vardir.

4) * islemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani a € G igin,
axal=aqa?!
olacak sekilde 3a~! € G bulunabilir (Callialp, 2000).
Not 2.1.1.

*a=e

1) (G,*) grubunun birim eleman: tektir. Gergekten kabul edelim ki e ve e’ iki birim
eleman olsun. e birim eleman oldugundan V a € G igin;

ar*e=e*xa=a

olur. Ozel olarak a = e’ alinirsa

e'xe=exe =¢'

bulunur. Ayni sekilde e’ bir birim eleman oldugunda

Va€eGigine' xa=axe' =a

dir. Ozel olarak a = e alinirsa

e'xe=exe' =e

bulunur. Boylece e’ = e olur.

2 (G,*) grubunun V g € G elemaninin tersi tektir. Kabul edelim ki g nin tersi g, ve g,

olsun. Bu halde,

g*gr=g1*g=eveg*xg, =g,*xg=e



esitlikleri saglanir (Callialp, 2000).

Tamm 2.1.2. (G,*) bir grup ve

Vab€eGicina*xb=>bx*a

degisme oOzelligi saglaniyorsa G grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir
(Callialp, 2000).

Tanim 2.1.3. R # @ kiimesi lizerinde taniml1 iki ikili islem @ ve © olsun. Asagidaki
aksiyomlari saglayan (R,,(©) cebirsel yapisina bir halka denir.

I. (R,) bir degismeli gruptur.

il. © isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

iii. © isleminin @ islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir:
Va,b,c€R i¢cina(b+c) =ab + acve (a+ b)c =ac+ bc

dir (Callialp, 2000).

Tamim 2.1.4. (R,®,©) cebirsel yapisi bir halka olsun.

I.Vx€ERi¢cine(®x =x (O e = x olacak bigimde e € R varsa e ye R halkasinin
birimi denir ve R ye birimli halka ad1 verilir.

ii.Vx,y €ERi¢cinx ©y =y O xise R ye bir degismeli halka denir (Callialp, 2000).
Tamim 2.1.5. R bir halka ve R nin her eleman1 @ # S € R olsun. Eger S kiimesi R nin
islemlerine gore halka sartlarini sagliyorsa S ye R nin althalkasi denir (Callialp, 2000).
Onerme 2.1.1. A # @, A alt halkadire Va,b € A,a—b € A,a-b € A dir (Calhalp,
2000).

Tanim 2.1.6. F birimli, degismeli bir halka ve 1, # O olsun. Eger F degismeli ise F
ye bir cisim adi verilir (Callialp, 2000).

Tamm 2.1.7. R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger V a,b € R i¢in;
i. fla+b) =f(a) + f(b),

ii. f(ab) = f(a) f(b)

ise f ye, R den S ye bir halka homomorfizmasi denir (Callialp, 2000).

Tamm 2.1.8. (G,©) ve (G',®) iki grup olmak tizere f: G — G' bir fonksiyon olsun.
Eger Va,b € G icin

fl@a®b) =f(a)®fb)

oluyorsa 0 zaman f ye grup homomorfizmasi adi verilir. Eger f homomorfizmasi
birebir ise 0 zaman f ye bir monomorfizma, f orten ise epimorfizma, f birebir ve drten

ise bir izomorfizma adini alir (Callialp, 2000).



Tamm 2.1. Hiperbolik karmasik say1 (x, y) sirali ikili olmak tizere h = (x, y) seklinde
tanimlanir (Goksal, 2011).

Hiperbolik iki-karmasik sayilarin kiimesi HTC olarak gosterilir.

Tamm 2.2. @ : HTC x HTC — HTC toplama islemi h = (x,y), k = (z,w) € HTC
olmak tzereh@ k = (x,y) P (z,w) = (x +z,y +w) seklinde tamimlanir ve
hiperbolik iki-karmasik sayilarin toplami olarak adlandirilir (Goksal, 2011).

Tamm 2.3. O : HTC X HTC - HTC ¢arpma islemi h = (x,y), k = (z,w) € HTC
olmakiizereh O k = (x,y) © (z,w) = (xz + yw, xw + yz) seklinde tanimlanir ve
hiperbolik iki-karmasik sayilarin ¢arpimi olarak adlandirilir (Goksal, 2011).

Teorem 2.1. (HITC,®,) bir degismeli ve birimli halkadir (Goksal, 2011).

Ispat: H kiimesi;

1. (H,E) ikilisi degismeli gruptur.
)VA = (a,b), B = (c,d)veC = (e,f) € HTC igin;

AD (BDHC)=(AD B) D C ozelligi saglanir:
ABBOC)=(ab)® ((cd)®(e,f)=(ab)D(c+ed+f)
=(a+(c+e)b+@+f))=(a+c+db+d+f)

ADBBC=((ab)®(d))Bf)=(@a+cb+d)®(ef)
=(a+c)+e(b+d)+f)=(@+c+db+d+f)
Bu esitliklerden A @ (B @ C) = (A @ B) @ C oldugu goriiliir.

i) VA = (a,b), B=1(c,d) € HTCi¢in A @ B = B @ A seklindedir.
AD@B=(ab)® (c,d)=(a+c,b+d)

B®A=(,d) @ (ab)=(c+ad+b)

esitliklerinden A @ B = B @© A oldugu goriiliir.

iii) VA = (a,b) € HTCi¢cin A @ 0 = 0 @ A = A olacak sekilde 0 = (0,0) € HTC
vardir ve

A+0=(ab)+ (x,y) =(ab)

at+x=a

b+y=»b

x=0,y=0

bulunur.

iv) A € HTCicin A @ X = X @ A = 0 olacak sekilde X € HTC eleman vardir.



ADX=(ab)® (x,y)=0=>(a+x,b+y)=(00)

olur.Buradan; x+a=0 = x=—avey+b=0ve y=—-b
seklindedir.

Dolayisiyla X = (—a, —b) € HTC bulunur. Boylece (H,&) bir abel gruptur.
2. (HTC,©) birlesme 6zelligini saglar. Gergekten

VA, B,C € HTC ve A = (a,b),B = (¢,d), C = (e, f) igin:

AOBOCLC) =(a,b)® ((c, d) ©® (e,f)) = (a,b) © (ce + df,cf + de)
= (a(ce +df) + b(cf +de),a(cf + de) + b(ce + df))
= (ace + adf + bcf + bde,acf + ade + bce + bdf)

AOB)OC= ((a,b) O (c, d)) O (e, f)=(ac+bd,ad + bc) © (e, f)
= ((ac + bd)e + (ad + bc)f, (ac + bd)f + (ad + bc)e)
= (ace + bde + adf + bcf,acf + bdf + ade + bce)

Bu esitlikten A © (B © €) = (A © B) © C oldugu sonucu ¢ikar.

3. © ikili iglemi @ ikili islemi lizerine sagdan ve soldan dagilir. Gergekten

VA,B,C € HTC i¢in A= (a,b),B = (c,d),C = (e,f) ise
AOB®C)=(a,b)O((cd) @ (e.f)=(ab)O(c+ed+f)
=(alc+e)+bd+f),ald+f)+b(c+e))
= (ac + ae + bd + bf,ad + af + bc + be)
AOBDMUOC)=((ab)O(d)® ((ab) O (/)
= (ac + bd, ad + bc) @ (ae + bf,af + be)
= (ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be)
Bu esitlikten ;
AOB®CO=A0BDMUOC)
sonucu ¢ikar. Benzer sekilde
(ABB)OC=(A0C0)DBOC)
oldugu gosterilebilir.
Ayrica VA,B € HTC ve A = (a,b),B = (c,d) ise
AO®B =(a,b) ®© (c,d) = (ac + bd,ad + bc)
BOA=(d) O (ab)=(ca+bd,cb+da),;
oldugundan (HTC,®,) degismeli halkadir.



Ek olarak € = (1,0) € HTC elemani ve VA = (a, b) HTC i¢in
AOe=(a,b)®(1,0)=(al+b0,bl1+al)=A

olur ki bu (HTC,®,®) halkasinin birimli oldugunu gosterir.

Uyari 2.1. (HTC,,©) bir cisim degildir.

Ispat: Cisim olsa idi VO # A € HTC i¢in A~! € HTC olurdu.

Fakat VO # A = (a,a) € HTC eleman1 goz oniine alinsin. Bir B = (x,y) HTC i¢in
AOB=¢=(a,a) ©(xy) =(1,0) = (ax + ay,ax + ay) = (1,0)

ax+ay=1
ax+ay =20

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece A O B = ¢ olacak sekilde B € HTC mevcut
olmayip (HTC,,©) bir cisim olamaz.

Teorem 2.2. HTC hiperbolik sayilar halkasi R reel sayilar cismine izomorf ve cisim
olan alt kiimeyi kapsar.

Ispat: M = {(a,0),a € R}, M € HTC alt kiimesi gz 6niine alinsin.

(0,0) € M olup M # @ dir. Simdi M nin cisim oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in;

i. M, HTC nin bir alt halkasidir.

ii. M, birimlidir.

iii. VO # (a,0) € M i¢in (a,0)"! € M oldugu gosterilmelidir.

i.V(a,0),(b,0) €M i¢in

e (0,006(MB,0)=(@—b0)eM

e (a,00)OMB,0)=((@-b+0-0,a-0+0-b)=(ab,0) € M oldugundan

M, HTC nin bir alt halkasidir.

ii. e = (1,0) € M oldugundan M birimli bir halkadir.

iii. VO # (a,0) € M igin a # 0 oldugundan a™! = leRr olup

a
(@,0) @ (3,0) = (1,0) = £ olur ki (,0)~* = (,0) bulunur.
Boylece (M,®,(©) bir cisim olur.

Simdi M nin R ye izomorf oldugunu gosterelim.

f:M - R, f(a,0) = a bir izomorfidir. Gergekten

e V(a,0),(h,0)E M igin

f((a,0) ® (b,0)) = f(a+b,0)

f((a,0) © (b,0)) = f(ab,0)
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(a,0),(b,0) € Mig¢in f(a,0) = f(b,0) >a=b= (a,0)=(h0)

olup f birebirdir.

e Vy € Ricinx = (y,0) olarak alinirsa

fG)=f0) =y

olup f ortendir. Boylece f bir izomorfi olup M = R dir.

Notasyon 2.1. (a, 0) hiperbolik iki-karmasik sayisinin izomorfu olan a reel sayisi
olarak gosterilecek yani; (a, 0) = a alinacaktir.

Tamm 2.4. Bir A = (a,b) € HTC hiperbolik iki-karmasik sayisinda a reel sayisina
A nin reel kismi, b reel sayisin

a A nin hiperbolik kismi denir ve

Re(A) = a,Hp(A) =b

seklinde yazilir (Goksal, 2011).

Notasyon 2.2. (0,1) hiperbolik iki-karmasik sayis1 ¢ ile gosterilecektir. Yani;

01) =6

alinacak ve hiperbolik birim olarak adlandirilacaktir.

Sonuc 2.1. 6% = 1 dir.

Ispat: 5 = 66 = (0,1)(0,1) = (0+1,0+0) = (1,0) =1

elde edilir.

Teorem 2.3. A= (a,b) € HTCig¢in A =a+ b seklinde tek tirli yazlabilir.
Buradan,

(a,b) =a+ b

seklinde yazilir.

Ispat: A = (a,b) = (a,0) + (b,0) = (a,0) + (0,1)(0,b) = a + &b elde edilir.
Tamim 2.7. A € Rile A € HTC sayisinin ¢arpimi,

R X HTC — HTC, AO(a, b) = (Aa, Ab) seklindeki sayiya bir hiperbolik saymnin bir

reel skaler ile ¢arpimi denir.
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2.2. Hiperbolik Iki-Karmasik Sayilarin Temel Ozellikleri

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik sayilarla ilgili temel tanim ve ornekler
verilecektir.
Tamm 2.2.1. Hiperbolik iki-karmasik (x;,y;) ve (v4,y,) sayilarin toplami,
(1 +x2,¥2 +y1)
seklinde hiperbolik iki-karmasik sayidir.
Tamm 2.2.2. Hiperbolik iki-karmasik (x;,y,) ve (x,,y,) sayilarin ¢arpimi,
(x1%2 + Y1Y2, X1Y2 + Y1X2)
seklinde hiperbolik iki-karmasik say1 olarak tanimlanir.
Notasyon 2.2.1. Iki-karmasik say1
u=(x,y) =x+9dy
seklinde yazilarak temsil edilebilir. Burada § asagidaki 6zelligi saglayan bir bazdir.
1-6=6,6%= 1)
dir.
Tanmim 2.2.3. uy = x1 + 6y1, U, = x, + 8y, iki-karmasik sayilar1 verilsin.
X; = X, ve y; = Y, esitlikleri saglaniyorsa, u; ve u, iki-karmasik sayilari esittir denir.
Tamm 2.2.4. u; = x, +6y,, u, = x, + 8y, iki-karmasik sayilart verilsin. Bu
durumda iki-karmasik sayilarin toplama ve ¢carpma iglemi sirasiyla,
U+ Uy =% +x 601 +y2) (2)
UylUy = X1X3 + Y1Y2 + 6(x1Y2 + y1x2) 3
seklinde tanimlanir.
Yukarida verilen kavramlarin uygulamasi agsagidaki gibi verilebilir:

Ornek 2.2.1.

0<o< g, p # 0 olmak lizere u; = 4+ 26, u, = 5+ 38 iki-karmagsik sayilari

verilsin. Bu durumda u, + u, ve u;u, islemlerini hesaplayalim.
Coziim:
u+u, =4+286)+ (5 +39

=44+5+6(12+3)

= 9+ 65(5)

= 94+5¢8
Uy = (44 26) - (5+36)

=4-54+3-2+6(4-3+2-5)
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=204+6+6(12+ 10)
=26+ 6(22)
=26+ 226
elde edilir.
Tanim 2.2.5.0 = 0 + 6 - 0 sayisina iki-karmagik sifir sayisive 1 = 1 + & - 0 sayisina
da birim iki-karmasik sayis1 denir.
Not 2.2.1. u = x + Jdy iki-karmasik sayisinin tersi u; = x; + 8y, olsun. Bu durumda

uu,; = 1 yazilir. Carpma islemi kullanilirsa

xxg+yy; =1 4)
yx;+xy; =0
X Yy
X;‘f'y(—;) =1
X y
yv+X( v)
X X
Xy X _
v v
elde edilir.

(4) sistemi v # 0 durumunda,

X1 =7 (5)
Y1 = _% (6)
¢ozlimiine sahiptir. Burada

v=x?—y? (7)
seklindedir. v ifadesi

vy =x+Yy,

v_=x—y (8
olmak iizere

V=0,0_ ©)
seklinde yazilabilir.

Tamim 2.2.6. v, v_ degiskenleri, kanonik hiperbolik iki-karmasik degiskenler olarak
adlandirilir. Hiperbolik Iki-karmasik u = x + 8y sayinim tersi vardir. Ancak
vy, =0veyav_=0 (20)

olmasi durumunda u = x + &y hiperbolik iki-karmasik sayisinin tersi yoktur.
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x, y degiskenlerinin keyfi degerleri i¢cin v nin degeri pozitif veya negatif olabilir. Eger
v=>0ise

p=v72, v>0 (11)
degeri hiperbolik iki-karmagik saymin argiimentidir. (10) ifadesinde dogrularin
normalleri birbirine diktir. (10) ifadesine gore bu dogrular diigiim dogrular1 olarak
adlandirilir.

Not 2.2.2. u = x + 8y iki-karmasik sayisinin tersi u; = x; + §y; olmak iizere;

uu; =0 >u=0veyau; =0

seklindedir ya da iki-karmasik sayilardan biri x + dx digeri de x — &x seklindedir.
Yukarida verilen kavramlart uygulamasini aragtiralim

Ornek 2.2.2.

N0<O< g, p # 0 olmak lizere u = 3 — 36 iki-karmasik say1 olsun.

mo<e< %, p = 0 olmak tizere u = 3 — 3§ iki-karmasik say1 olsun.
Bu durumda yukarida anlatilan ters ifadelerine gore ¢oziimleri arastiralim.
Coziim:

N0<o< g, p # 0 olmak tizere 3 — 3§ oldugunda,

v=1x2—-y?

v=32—-(-2)2=9-4=5

olarak bulunur. Buradan v = x2 — y? olmak iizere v, = x +y, v_ = x — y ifadeleri

asagidaki gibidir;
vy=x+Yy

v, =34+(-2)=1
ve

v_=Xx—Y

v=3—-(-2)=5

sonuglart bulunur. Ayricav = v, v_ ifadesi,
V=v,v_

v=1-5=5

elde edilir. Boylece v, = 0 veya v_ = 0 olmadigindan 3 — 2§ nin ¢arpmaya gore
1

tersi, ——

hesaplayalim;
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1 3428 3+28 3426 3

— == = =-+4
3-268 32-2 9—4 5 5
(3+29)

6

vl

tersi elde edilir.

no<ae <§,p = 0 olmak tizere u = 3 — 36§
oldugunda ise,

v=2x2—1y?

v=32—-(-3)2=0

olarak bulunur.

vy =x+Yy

v, =34+(-3)=0
ve

v_=x—Y

v.=3-(-3)=6

sonuglari bulunur. Ayrica v = v, v_ ifadesi,

V=v,U_

v=0-9=0

elde edilir. Boylece v, = 0 veya v_ = 0 oldugundan u = 3 — 3§ nin ¢arpmaya gore

. 1
tersi iIse —,
3-38

hesaplayalim;

1 3+38 _ 3+38 _ 3+38

3-35 3232 9.9 0
(3+39)

ifadesi tanimsiz oldugundan tersi yoktur.

Uyar: 2.2.1. Bu ifadelerde p # 0 oldugunda u = x + y§ hiperbolik iki-karmasik
sayisinin tersi vardir.

p = 0 oldugunda ise u = x + y§ hiperbolik iki-karmasik sayismin tersi mevcut
degildir.
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3. HIPERBOLIK IKi-KARMASIK SAYILARIN GEOMETRIK GOSTERIMIi

Bu kisimda hiperbolik iki-karmagik sayilarla ilgili temel tanim, teorem, ispatlar
ve ornekler verilecektir.
Tamm 3.1. x + &y hiperbolik iki-karmasik sayisi, koordinatlari (x, y) olan bir noktasi
A olsun. Eger 0, iki boyutlu uzay xOy uzaymin orijini ise, A noktasinin O noktasina
olan uzaklig1
d? = x* +y? (12)
seklindedir. d, x + &y iki-karmasik sayisinin modiilii olarak adlandirilir.
(x+¥)? + (x —y)* =2d? (13)
oldugundan x +y ve x-y ise
x+y = V2dsin®,
x —y =+/2dcosf (14)
seklinde verilebilir. Boylece
x = dsin(6 + ”/4),
y = —dcos(0 +7/,) (15)
olur.
Yukarida verilen kavramlarin uygulamasini arastiralim.
Ornek 3.1. u = 2 + & iki-karmasik say1s1 verilsin. d, u nun modiilii olmak iizere
(x + y)? + (x — y)? = 2d? ifadesinin ¢dziimiinii ve 6 agilarin1 hesaplayalim.
Coziim:
(x +¥)* + (x —y)* = 2d”
32 +12 = 2d?
10 = 2d?
5=d?
V5=d
olur. d, u nun modiilii oldugundan (13) ifadesini kullanarak d = /5 elde edilir. Ayrica
(14) ifadelerini kullanarak 6 agilarin1 agagidaki gibi hesaplariz.
)x +y =+2dsing
3 = V10sinf
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—— = sinf

V10

bulunur. Buradan 6 ag¢isim

3
arcsin(—o) =0

V10
6 =71,56
olarak hesaplanir.

x —y =+/2dcosf

1 =+/10cos8

! 7]
—— = cos
V10

bulunur. Buradan 6 agisi ise

1
arccos(—o) =0

V10
6 =71,56
olarak hesaplanir. Ayrica (15) ifadelerinden de 6 acilar1 agagidaki gibi hesaplariz.
x = dsin(6 + ”/4)

2= \/gsin(e + ”/4)
2
ﬁ = sin(9 + T[/4)

bulunur. Buradan 6 agis1

2
arcsin(—s) =0+7/,

\/_
0+7/, = 6343

0 = 18,44
olarak hesaplanir.
y = —dcos(6 +7/,)

1 = —V/5cos(8 + n

% = —cos(6 + 77/4)

bulunur. Buradan 6 agisi ise

arccos(Tlg): 6+7/,
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6+7/ 4 = 63,43
0 = 18,44
olarak hesaplanir.

Notasyon 3.1. Hiperbolik iki-karmasik sayilar

u=x+ 94y,
U, =x, +6y;,
u2=x2+6y2

olsun. Buradan hiperbolik iki-karmasik say1 carpimi u = u;u, ve kanonik hiperbolik
iki-karmasik v,, v_ degiskenleri, (8) ifadesi sonucu olarak

vjy = Xj +y; oldugundan j = 1,2 igin

Viy =% +y; = V2d;sinb,

Vay = X + ¥, = V2d,sinb,

ve

v;_ = x; — yj oldugundan j = 1,2 i¢in

V- =x; — Yy, = V2d;cos6;,

Voo = X, — Y, = \2d,c050,

elde edilir. Ayrica

2d} = v}, + v,

Xty = \/idjsinHJ-,

Xj—yj = ﬁdjcosej (16)
isej = 1,2 i¢in

Vi = V14 V24,

V_ = V_Vy_,

elde edilir. Ayrica

tanf = tanf,;tanb, a7

seklinde gosterilir.

Uyart 3.1. (17) ile verilen ifadeler asagidaki 6zelliklerin sonucudur:

(erxz +y1Y2) + (012 + y1x2) = (1 + ¥1) (%2 + ¥2) (18)
(erxz + y1Y2) — (1Yo + y1x2) = (4 — ¥1) (X2 — ¥2) (19)
Ayrica u = uqu, oldugundan (17) ifadesinin sonucu olarak

V=10, (20)
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ifadesi verilebilir. Buradan
V1 = V14V1-,
U2 = Va4 V2,
oldugundan
V=10V = (V1401-) (V24 V2-)
elde edilir. Burada j = 1,2 igin
V) = ViU (21)
elde edilir.
Verilen kavramlarin uygulamasini arastiralim.
Ornek 3.2. Iki-karmasik say1 u; = 3 + 668, u, = 2 + & olsun. Bu durumda
u=uu,
i) v=wvv,
iii) tanf = tanb;tanb,
ifadelerini hesaplayalim.
Coziim:
Du=uwu,=3-24+46-1+6§3:-1+6-2)
=6+6+6(3+12)
=12+ 46 (15)
=12+ 156
elde edilir.
vy, =x;+y; = j=12 i¢gin
Vg =% +y;=3+6=9
Vyy =X +Yy,=2+1=3
elde edilir.
vio=x—y; > j=1.2 i¢in
Vi_=X1—y;=3—6=-3
Vy_=x,—y,=2—-1=1
elde edilir. Buradan
Vy = V4V =9-3 =27
v.=v,_V,_=(-3)-1=-3
elde edilir. Ayrica

1.71 = 171+171_
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172 = 172+172_
¢Ozlimiinden de

V= 171172

V=010, = (01401-) (V4 v2-) = [9- (=3)][3 1] = =27 -3 = 81

seklinde hesaplanir.
Iii) tanf = tanB;tanb, igin
xX1+Yy1 _ E _ 9

Z =_-3

tanf, = = =
17 x,-y;  3-6 -3

X2+Yo _2+1_§_ 3

tanf, = s 211
tan@ = tanb tanf, = tand = (-3):-3 =-9
seklinde hesaplanir. Buradan

(x1262 + y1¥2) + (X112 + ¥1%2) = (1 + y1) (32 + ¥2)
(e1xz + ¥1¥2) — (012 + y1x2) = (4 — ¥1) (X2 — ¥2)
elde edilir. Ayrica

v>0,v,>0 v,>0 =p=pp,

yazilir. Burada j = 1,2 igin

1/2

Pj =17
seklindedir.

Yukarida verilen ifadenin uygulamasini inceleyelim.

Ornek 3.3. u; = 2+ 8, u, = 3 + 28 iki-karmasik sayis1 verildiginde

v >0, vy >0, v, > 0 olmak lizere p = p;p,
yazilabildigini gosterelim.

Coziim:

viy =x;+y; = j=12 igin
Vig=x1+y;=2+1=3

Vyp =Xy +y, =3+2=5

elde edilir. Ayrica,

vio=x—Yy; = j=1.2 i¢in
Vi_=x1—y;=2—-1=1

Vy_ =X, —y,=3—-2=1

elde edilir. Ayrica (20) ifadesi kullanilarak

171 = 171+171_
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172 = 172+172_

V=00, = (W40 ) (W v,-) = (3-1)(5-1) =3-5=15
bulunur ve (22) ifadesinden

pr=@2 -y =22 -1) =3

pa= (2 =)= (32 =222 =5

elde edilir. Bu ifadeler sonucunda da (23) ifadesinden

= p=p;p; =V3-V5 =15

elde edilir.

Tanmim3.3. Iki-karmasik say1

_ 146 _1-8

+T 5 6 2
ortogonaldir. Yani
e,e_=0
seklindedir. Ayrica su 6zellige de sahiptir:
e2=e,, e2=e_
Boylece e, ve e_ kanonik hiperbolik iki-karmasik taban olarak adlandirilir.
u = x + &y iki-karmasik sayisi
x+o6y=(x+ye,+(x—ye_
olarak yazilabilir.
Yukarida verilen ifadelerin uygulamasini inceleyelim.
Ornek 3.4. u = 3 + § iki-karmasik sayisinda

x+ 38y =((x+ye, + (x —y)e_ yazimim arastiralim.

Coziim:
3+6=03+1(22)+6-1 (%)
=@ (7)+ (%)
=2+28)+1-9)
=346

oldugu goriiliir.
Uyart 3.1. (12) esitligi kullanilirsa;

u=v,e, +v_e_
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seklinde yazilir. Bu ifade hiperbolik iki-karmasik saymin kanonik formu olarak

adlandirilir.Eger
u] = Uj+e+ + U]’_e_ ,

j =1,2veu = u u, ise hiperbolik iki-karmasik sayilarin ¢arpimi, (17) esitlikleriyle
ifade edilir.

Tanim 3.4. u = x + 6y iki-karmasik sayis1

G %) @)

matrisi ile temsil edilebilir.

w =x; + 6y,

Uy =% + 6,

iki-karmasik sayilarinin ¢arpimi
u=x+74y

olmak {izere ¢arpimi

G 0=06: 6 =) (30)
seklinde de verilir. Burada

det(; ) =v 31)

oldugu da goriiliir. O halde, (22) esitligi matrislerin ¢garpiminin determinantinin, ¢arpan
matrislerin determinantlarinin ¢arpimina esit oldugunun bir sonucudur.
Yukarida verilen ifadelerin uygulamasini inceleyelim.

Ornek 3.5.u; = 3+ 668, u, = 2 + & iki karmasik sayis1 verilsin.

X
Bu durumda det ( y) = v determinantini hesaplayalim.

y X

Coziim:

G D=6 26 %)
G =G )G 2
=(12 15)

15 12

12 15

det(15 12

)=]2-12—15-15=—81

X
Buradan v = v, v, = —81 oldugundan det (y 2(/) = v oldugunu gordiik.
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4. IKI-KARMASIK SAYININ USTEL VE TRIGONOMETRIK FORMLARI

Bu boliimde iki-karmasik sayinin {istel ve trigonometrik formlar ile ilgili

kavramlardan bahsedecegiz.
Tamim 4.1. u, iki-karmagik degiskenli u fonksiyonunun iistel fonksiyonu,
=1 tutt 4l (32)
serisiyle tanimlanabilir. Buradan
e(1l2) = gl glz (33)
ifadesinin yazilabildigini gosterelim;
w =x; + 8y,
Uy =X + 8y,
up +u; = (g +x3) + 50y +y2)
oldugundan
eU1tuz) — o(x1+x2)+6(y1+y2)
yazabiliriz. Buradan
eWituz) — o(X1+x2)+6(V1+Y2)

= e*1™2[cos(y; + y2) + 8sin(y; + y,)]

= e*1e*2[(cosy, cosy, — siny;siny,) + &(siny,cosy, + cosy;siny,)]

= e*1e*2[(cosy, + § siny;) - (cosy, + 6 siny,)]

= e*1[(cosy; + § siny;)] - [e*2(cosy, + & siny,)]

— pl1. gU2
oldugu aciktir.
Tamim 4.2. u = x + &y iki-karmasik sayis1 ise
el = oX . o8V
olarak hesaplanir. (1) esitligine gore,
§2m =1, §2mtl = § (34)
seklinde yazilir. Burada m dogal bir sayidir. Ayrica e% ifadesi
e% = coshy + §sinhy (35)
fu) =e*=e* %

= e*(cosy + dsiny)

seklinde yazilir.
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Yukarida verilen ifadelerin uygulamasini inceleyelim.
Ornek 4.1.
1) e* =¢e*- ey

= e*(cosm + &sinm)

= e*(—1+50)

2) ezi3n6 — ez . e31‘[6‘

= e? - (cos(£3m) + 8sin(+3m))
= e? - (cos(xm) + sin(xm))
=e?-(-1+6-0)
=—e
oldugunu gordiik.
Uyart 4.1. %Y = cosh y + & sinh y esitliginden
(cosht + §sinht)™ = coshmt + § sinh mt (36)
ifadesine ulasilabilir (Cakir, 2017).
Tanim4.3. v, =x+y >0,
v_=x-y>0
kosullarini saglayan u = x + &y, iki-karmasik sayisi
x + 8y = eX1ton (37)
formunda yazilabilir. (37) ve (35) dikkate alindiginda x ve y fonksiyonlar1 x; ve y,;
Cinsinden asagidaki gibi yazilir.
x = e*tcoshy, (38)
y = e*tsinhy, (39)
(38) ve (39) esitliklerinden

X, = %ln(v+v_), Yy, = %lni—i (40)

oldugunu gérmek kolaydir (Olariu, 2000).

Tanim 4.4. u iki-karmasik sayisi

u = pexp (64) (41)
seklinde yazilabilir. Buradax + y > 0vex —y > 0 i¢in

p=(*—yH?
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(x + )
x — )

dir. (41) esitligi, d ve 0 degerleri yardimiyla

=G ) In{——--}
u=p exp(% d Intan 9) (42)
seklinde yazilabilir. Bu ifade 0 < 6 < % olmak tizere u iki-karmagik sayisinin istel

formudur.

p ile d uzaklig arasindaki iliski

p = dsin/? 26 (43)
ile verilir. Bu ifade (42) esitliginde yerine yazilirsa

u = dsin'/226 exp(% Slntan 9) (44)
elde edilir. Bu son esitlik u iki-karmasik sayisinin trigonometrik formudur (Olariu,
2000).
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5. iIKi-KARMASIK DEGIiSKENLi TEMEL FONKSiYONLAR

Bu boliimde iki karmasik degiskenli fonksiyonlar ile ilgili kavramlardan
bahsedecegiz.
Tanim 5.1. v, =x+y >0,

v=x—-y>0

kosullarini saglayan iki karmasik say1 u ve uy,
u=et (45)
esitligi
u; = lnu

seklinde tanimlanir. (42) géz 6niine alinirsa

lnu=lnp+%6lntan9 (46)
elde edilir. (46) ve (17) esitliklerinden

In(uyuy) =Inuy + Inwy, (47)
sonucuna ulasilir. (46) ifadesi agilirsa

InCx +6y) == (1+ ) In(x +y) +5 (1 = 8) In(x — y) (48)
elde edilir.

Ayrica (46) esitligi (24) esitliginin yardimiyla
Inu= e, Inv, +e_Inv_ (49)
elde edilir (Olariu, 2000).
Tanim 5.2. v, =x+y >0,
v=x—-y>0
kosullarini saglayan iki-karmasik say1 u ve tistel fonksiyonu u™

ve reel n degeri igin,

u" = enlnu (50)
olarak tanimlanir. (50) ve (47) esitlikleri kullanilirsa;

(U u)" = ufuz (51)
elde edilir.

Ayrica lnu i¢in (49) ifadesini kullanilarak, (25) ve (26) esitlikleri géz Oniine

alindiginda

X+t = A+ +y)" +5(1—8)(x - y)" (52)

2
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elde edilir.
n tam say1 olmak tizere herhangi x ve y i¢in, (52) gecerlidir.
n = —1 i¢in (52) ifadesi

an =it ) (53)

x+y  x-y

seklindedir (Olariu, 2000).

Tamm 5.3. Iki-karmagik degerli cosu Ve sinu trigonometrik fonksiyonlari

2 4
cosu=1—=4"=—+-. (54)
20 a4
. ud | ub
sinu=u——+—+- (55)
serileriyle tanimlanir. Burada karmasik sayilara benzer olarak
cos(u; + u,) = cosu, cosu, — sinu; sinu, (56)
sin(u; + u,) = sinu, cosu, + cosu, sinu, (57)

ozellikleri gegerlidir (Olariu, 2000).

Hiper-kompleks degiskenli §y ifadesinin siniis ve kosiniis fonksiyonlar1

cosdy = cosy, sindy = §siny (58)
seklinde ifade edilebilir. (58), esitligindeki ifadenin ve (56) ve (57) ozellikleri
yardimiyla x + 8y iki-karmasik sayisinin kosiniis ve siniis fonksiyonlari temel
fonksiyon cinsinden verilebilir (Olariu, 2000).

Tanim 5.4. iki-karmasik degiskenli u fonksiyonunun hiperbolik fonksiyonlar1 cosh u

ve sinh u ,
2 4

coshu=1+=+%L+... (59)
20 4l

. ud  us

sinhu=u+—+—+-- (60)
31 sl

serileriyle tanimlanir. Seri ¢arpimiyla kontrol edilebilir ki, uq, u, iki karmasik sayilar
icin de asagidaki 6zellikler gecerlidir

cosh(u; + u,) = coshu, coshu, + sinhu, sinhu, (61)
sinh(u; + u,) = sinhu, coshu, + coshu, sinhu, (62)
Hiper-karmagik degerli 8y ifadesinin cosh ve sinh fonksiyonlart,

cosh §y = coshy,sinh§y = § sinhy (63)
seklinde ifade edilebilir. (61) , (62) esitligindeki ifadelerin ve (63) ifadesindeki
ozellikler yardimiyla x 4+ 8y iki-karmasik sayisinin kosiniis ve siniis fonksiyonlari

temel fonksiyon cinsinden verilebilir (Olariu, 2000).
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Tanim 5.5. iki-karmasik degiskenli u fonksiyonunun hiperbolik fonksiyonlari cosh u

ve sinh u ,

sinhu = > (e“*—e™)

1
coshu = 5 (e“*+e™)

ifadeleri toplanirsa;
e*=coshu + sinhu

elde edilir. ifadeler ¢ikarilirsa;
e “=coshu — sinhu

ifadesine ulasilir. Ayrica

sinh(—u) = 5 (e % —e%) = —sinhu

1
cosh(—u) = E(e‘u + e%) = coshu

olarak tanimlanir. Ayrica

sinhu
tanhu =

coshu

coshu
cothu =

sinhu

ifadelerde gecerlidir (Baskan,2000).

Teorem 5.2. u, u;,u, € C olmak iizere

e“=coshu + sinhu

e “=coshu — sinhu

olup

i. cosh(uy + u,) = coshu, coshu, + sinhu, sinhu,
ii. sinh(u; + u,) = sinhu, coshu, + coshu; sinhu,
iii. cosh?u — sinh?u = 1

ifadeleri gecerlidir.

fspat:
i. cosh(u; + u,) = coshu, coshu, + sinhu, sinhu,

= i(e“1 +eM)(e"z + e H2)+ i (e¥r —e 1) (e¥2 — e7¥2)

— l(eu1+u2 + e—u1+u2 _ eul—uz _ e—ul—uz + eu1+u2
4
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—p UrtUz__pUs—Uz _ e—u1—u2)
— 1 (eu1+u2 + e—u1—u2)
2
= cosh(u; + u,)
elde edilir. Benzer sekilde
ii. sinh(u; + u,) = sinhu; coshu, + cosh u, sinhu
1 2 1 2 1 2
= %(eul —e “)(e"2 + e7H2)+ i (e*r +e™™)(e¥2 — e™™2)
— l(eu1+u2 _ e—u1+u2 + eul—uz _ e—ul—uz + eu1+u2 + e—U1+U.2
4
—eU1 Uz _ e—u1—u2)
— 1 (eu1+u2 — e—u1—u2)
2
= sinh(u; + u,)
elde edilir. Yine benzer olarak
. 1 _ 1 4
iii. cosh?u — sinh?u = Je"+e w2 — Je"—e u)2

= i(ezu +24e % —e 42— e72U)

1
=.@
=1

elde edilir.
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6. IKI-KARMASIK USTEL SERILER

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik seriler ile ilgili temel tanim, teorem ve
ispatlar verilecektir.
Tamim 6.1. Iki-karmasik seri,
ag+a, +a,+--+a,+ - (64)
seklinde sonsuz bir toplami olan bir yapidir. Bu yapinin katsayilar1 ler iki-karmagsik
sayilardir. Serisinin yakinsakligi, 2 reel bileseninin yakinsakligina goére tanimlanir.
Bununla birlikte iki-karmasik degerli serinin yakinsakligi iki-karmasik degisken
kullanilarak incelenebilir. Mutlak yakinsaklik i¢in ana kriter, karsilastirma teoremidir.
Ayrica
u=x+dy,
iki-karmasik sayisinin modiilii
[ul = (22 + y2)1/2, (65)
seklinde tanimlanir. Bu nedenle esitlik (13) e gore
d = |u|
elde edilir (Olariu, 2000).
Tanim 6.1. uy Ve u, iki-karmasik sayilarinin u; + u, toplaminin modiilii
||u1|+|u2||S|u1+u2|S|u1|+|u2| (66)
esitsizligini saglar.
Tanim 6.2. u, Ve u, iki-karmasik sayilariin u,u, ¢arpiminin modiilii i¢in
lugu,| < V21w || (67)
esitsizligi gecerlidir.
Dikkat edilirse karmasik sayilar i¢in (67), ifadesinde gecerli olan &zellik burada
degismistir. Esitlik

X1 = Y1
X2 = Y2
Veya

X1 =~V
X2 = =Y2

durumlarinda gerceklesir. Diger taraftan

u=u =uy
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ise

[u?| < V2ul? (68)
elde edilir. (70) ifadesindeki esitsizlik,

lu™| < 20m=D/2|y|m (69)
esitsizligini igerir. (70) ve (72) denklemlerinden

lau™| < 2™/2|a||u|™ (70)

sonucu ¢ikar.

Tanmim 6.3. u iki-karmagik degiskenli kuvvet serisi,

ap + a;u + au? + - qut + -, (71)
seklinde bir seridir.

oo (00] l
S0 @'l < 220 272]alul (72)
oldugundan, bu serinin mutlak yakinsak olmasi i¢in yeter kosul
lim Y2l 4 (73)
l—>o00 lal

olmasidir. Bu nedenle seri,
lul < cq (74)
kosulu altinda mutlak yakinsaktir. Burada

BT lail
Co = lm = (75)
seklindedir.

(71) serisinin yakinsakligi, herhangi bir x, y, z, t degerleri ve [ nin tamsay1 degeri igin
gegcerli olan (52) formiilii yardimiyla da incelenebilir. Eger

a =ay +96ay,

Ay = ai + ayy,

Al = a; —ay (76)
ise, (25) ve (26) esitlikleri yardimiyla

ae, = Apey,

ae_ =A;_e_ 7
oldugu gosterilir. Bu da serinin (71) ifadesini
Z?O=O(Al+v-l|-e+ + Al_vie_) (78)

olarak verir. Burada v,,v_, (9) esitliginde tanimlanmustir. (78) ile verilen serinin

mutlak yakinsaklig1 i¢in yeterli kosullar,
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. A
hml e | <1

oo Al

lim MAe=llv-l g (79)

-0 |Ap-|
kosullaridir. Bu nedenle esitlik (78) deki seri,

lx +y| <c,,
lx —yl <c_ (80)
kosullar igin mutlak yakinsaktir. Burada,
_ . |Al+| _ . |Al—|
“ = llLrg |AL+1,+]” = lll»r?o |AL+1,-] (81)

Esitsizlikleri (78) serisinin yakinsaklik bolgesinin kenarlari
x =xy

aciortaylarina paralel olan bir dikdortgen oldugunu gosterir.
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7. IKi-KARMASIK DEGISKENLIi ANALITiK FONKSIYONLAR

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik degiskenli analitik fonksiyonlar hakkinda
bilgiler verilecektir.

7.1. Hiperbolik iki-Karmasik Degiskenli Fonksiyonlarin Tiirevleri

Tanim 7.1. Iki-karmasik degiskenli bir f(u) fonksiyonunun tiirevi, asagidaki dzellige
sahip bir f'(u) fonksiyonu olarak tanimlanir.

|lu — uy| — 0 iken;

|(f () = (o)) — f(wo)(w —up)l = 0,lu —ugl - 0 (82)
olur. Eger u — u, arasindaki fark bir diigtim hiper yiizeylerinden birine paralel degilse,

(85) esitligi asagidaki sekilde de yazilabilir:

F(ug) = lim L8070 (83)
Uu-uUg

u-ug
Tamm 7.2. f(u) iki-karmasik degiskenli bir fonksiyon ve m tamsayi olsun. Bu
durumda f(u) = u™ fonksiyonun tiirevi,

f'w) = mu™™

seklindedir.

u™ = [ug + (u —uy)]™ ise

m! -
W= 2p=0 s ug (= up)?, (84)

yazilabilir.

(82) esitligi ile verilen f'(u) fonksiyonu, unun u, a dogru uzayda hangi yonde
yaklastigina bagli degilse, f(u) fonksiyonu analitiktir denir (Catoni, vd., 2005). Iki-
karmagik say1 degerli olmak {izere u™ analitiktir. Clinkii u™ — ug* farki her zaman
denklem (84) den goriilecegi gibi, u — u, a orantilidir. Bu durumda, u nun tamsay1
kuvvet serileri de iki-karmasik degisken u nun analitik fonksiyonlar1 olacaktir. Bu
sonug aslinda herhangi bir degismeli cebir i¢in gegerlidir.

Tamim 7.3. f(u) iki-karmasik degiskenli bir analitik fonksiyon olsun. Eger f (u),

u = 0 noktasi etrafinda bir seriyle agilirsa,

f@) = Xz aru” (85)
elde edilir. Bu ifade farkli bir u, noktasi etrafinda f (u) fonksiyonunun genislemesidir

ve
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fw) = E@ocr(u —up)® (86)
seklinde gosterilir.

Bu ifadeler (85) denklemindeki u* ifadesinin (84) denkleminde yerine konulmastyla
elde edilir. Serilerin kesinlikle yakinsak oldugunu varsaymak ve elde edilen ifadedeki

terimleri u, m artan kuvvetine gore siralamak gerekir. Yani

. k+1)!
F) = 52100 2 qpub(u — 1) (87)
seklinde elde edilir. (85) denklemindeki fonksiyonun u = u, noktasinda k dereceden

tlirevinin,
o (kK+D)!
f(k)(uo) = lonakHu(l) (88)

seklinde olmasi durumunda (87) denklemindeki fonksiyonunun u = u, noktasi

etrafinda genislemesi

o 1
fW) = Xito f® (o) (u — up)* (89)
seklinde olur. Bu ifade 2 boyutta karmasik fonksiyonlarin seri genislemesine benzer
bir durumdur. (89) denklem (86) denklemindeki serinin genisletilmis katsayilarin

oldugunu gosterir. Ayrica

ek = = f®(uo) (90)
seklinde gosterilir.

Temel fonksiyonlarin tiirevlerinin ve integralinin nasil elde edilecegine dair kurallar
seriler yardimiyla elde edilebilir ve bu seriler 2 boyutta karmasik fonksiyonlara
karsilik gelen serilere benzer bir formda olmasi kosuluyla, tiirev ve integral kurallari
degismez, yani aynidir.

Tamm 7.3. u iki-karmagik degerli f(u) iki-karmagsik fonksiyonu x ve y reel olmak
tizere P(x,y) ve Q(x,y) reel fonksiyonlari cinsinden yazilirsa;

f@) =P(x,y) +6Q(x,y) (91)
elde edilir. Bu durumda P, Q fonksiyonlarinin parcali tiirevleri arasinda esitlik

bagintilart mevcuttur. Bu iliskiler, f fonksiyonunun tiirevi yazilarak asagidaki gibi

elde edilir:
, ap aP EJ6) aQ
Axliry_)o iy [5 Ax + 5Ay +6 (5 Ax + aAy)] (92)

Burada (83) denklemindeki u — u, farki, Ax + §Ay seklindedir. P,Q fonksiyonlarinin

pargali tiirevleri arasindaki iliskiler, (92) denklemindeki sirasiyla
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Ax - 0,

Ay =0

sonra

Ax = 0,

Ay -0

konularak elde edilir. Bu bagmtilari sunlardir:

aP _ 3Q

ax dy (93)
9Q _ opP

ax dy (94)

(93) ve (94) ozellikleri karmagsik bir fonksiyonun ger¢ek ve sanal bilesenleri igin

Riemann iliskilerine benzerdir. (93) ve (94) denklemlerinden P, Q bilesenlerinin

9%p  9%p
ax2  9y? - %)
2% _ 9%Q
axz  dy? 4 e

denklemlerinin ¢oztimlerinin oldugu gorilir. (95) ve (96) denklemlerinden
goriilebilecegi gibi, iki-karmasik degiskenli analitik fonksiyonun P, Q bilesenleri x, y

degiskenlerine gore dalga denkleminin ¢oziimleridir (Olariu, 2000).
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8. IKI-KARMASIK FONKSIYONLARIN INTEGRALLERI

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik fonksiyonlarin integralleri ile ilgili temel

tanimlar verilecektir.

8.1. Hiperbolik Fonksiyonlarin integral Ozellikleri

Tamm 8.1. Iki-karmasik fonksiyonlarm tekillikleri m > 0 olmak iizere T
— Yo

seklindeki terimlerden elde edilir. Bu tiir terimler i¢eren fonksiyonlar sadece u = u,
noktasinda degil, ayrica u, noktasindan gegen ve diigiim gizgilerine paralel olan tim
noktalarda da tekil olur (Olariu, 2000).

Tanim 8.2. Tekil noktalar1 olmayan bir bolgede bulunan bir yol tizerinde A, B noktalar1
arasinda iki-karmasik fonksiyonun integrali yoldan bagimsizdir, bu da bir analitik
fonksiyonun tekil noktalar1 olmayan bir bdlgede bulunan bir dongii iizerinde

integralinin sifir oldugu anlamina gelir ve

$. f(wdu =0 (97)
seklinde gosterilir.

fspat:

f) =P(x,y) +6Q(x,)

ifadesindeki, f(u) fonksiyonu ve

du = dx + 6dy

ifadesi

$. fdu=0
da yerine yazarsak asagidaki denklem elde edilir:
$. fwdu = §, [(Pdx + Qdy) + 6(Qdx + Pdy)] (98)

Eger P, Q fonksiyonlar1 I' diigiimii tarafindan g¢evrelenen X yiizeyinde regiilerse

(diizenliyse) I' diiglimii boyunca bulunan integral, Stokes teoreminin yardimiyla,

oP 0Q
dy ox
ve

op _ 90
ox dy
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formundaki terimlerin X yiizeyi iizerinde bir integrale doniistiiriilebilir. Burada (93)

ve (94) ifadelerine gore

oP  9Q __
ady ax
ve

o _a0_,
ox dy -

seklindedir. Boylece (97) ifadesi ispatlanmis olur (Olariu, 2000).
Iki-karmasik saymnm iistel formu, denklem (41), devirli bir degisken icermez
ve bu nedenle, (1) denkleminde tanimlanan iki-karmagik sayilara rezidii kavrami

uygulanmaz.
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9. IKI-KARMASIK POLINOMLARIN CARPANLARA AYRILMASI

Bu kisimda hiperbolik iki-karmasik polinomlarin ¢arpanlara ayrilmast ile ilgili

bilgiler yer almaktadir.
Tamm 9.1. m dereceden u = x + Jy iki-karmasik degerli bir polinom
P,(w) =um™+au™t+ -+ a,_u+ta, (99)
formundadir. Burada sabitler genel olarak iki-karmasik sayilardir. Eger
A = Ay + 6Qpyy,
i=0,1,..,migin
(9) ve (76) denklemleri kullanilirsa polinom P, (u) asagidaki sekilde yazilabilir:
Pp=[vP+ A v o+ A vy + Apy]es +

[V + A v™ e+ Ay v+ Ay e (100)
(100) denkleminde gergel katsayili m dereceden polinomlarin her biri, katsayili lineer
veya kuadrik ¢arpanlarin ¢arpimi ya da lineer ¢arpanlarin ¢arpimi olarak yazilabilir.
Notasyonun daha sade olmasi i¢in
Pn =21y —vi)ey + T2 (v- — v )e (101)
yazilabilir.
Burada v, ifadeleri her zaman karmasik eslenik ¢iftleridir ve v;_ ifadeleri i¢in de
aynisi gegerlidir. (25) ve (26) denklem 6zelliklerine gore, polinom P, (1) ;
Brn(u) = 121wy —vies + (v — vy )e ] (102)
formundaki carpanlarin ¢arpimi olarak yazilabilir. Bu bagmti, (28) denkleminin
yardimiyla asagidaki sekilde yazilabilir:
Br(u) = [T12,(u —wy) (103)
Burada
l=1,.. migin
U =eu v, +e_v_ (104)
(101) Denkleminde tanimlanan v;, ve v,_ kokler, istege gore siralanabilir. Yani
denklem (104), her grupta | ye gore v;, , v;_koklerinin siralandig1 cesitli yollara
kargilik gelen B,(u) polinomunun m kok uy,...,u,, kimelerini verir. Boylece
denklemdeki hiper-karmasik bilesenler, (101) ayri ayr1 alindiginda bir degerli
carpanlara ayirmalara sahiptir. Polinom B, (u)dogrusal ¢arpanlarin bir ¢arpim olarak

birgok farkli sekilde yazilabilir.
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Tamm 9.2. P(u) = u? — 1 ise derece m = 2 dir. Polinomun katsayilar
a,=0,a,=-1

dir. a, nin iki-karmasik bilesenleri

Ay = —1,a, = 0

seklindedir. A,,, A,_ bilesenleri ise

Ay = -1,

A, = -1

dir. P(u) nin (100) denklemindeki ifadesi
Pw)=e,(v2 —1)+e_(v2—-1)

seklindedir ve (103) denkleminin carpanlara ayrilmasi
u?—1=(u-u)u-up)

seklindedir. Buradan

u, = te, te_

U = —Ug

dir. Carpanlar su sekildedir:
u?r—1=@w+1u-1),
w—1=wWw+6)u-95)

Boylece

(e, e ) =e +e =1

oldugu agiktir.
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10. HIPERBOLIK  IKi-KARMASIK SAYILARIN INDIRGENEMEZ
MATRISLERLE TEMSILI

Xy
y x

isimlendirilir ve

Tanim 10.1. ( ) denklemindeki matris u iki-karmasik sayisiyla gosterilirse U diye

1

V2
1

V2
seklindedir. Buradan

1 (x+tYy 0 )
TUT _( 0l ke (106)

T = (105)

S-Sl

oldugu aciktir.

Tanim 10.2. iki-karmasik saymin ¢arpimi igin

vy = x + Yy,

v =Xx — Y

degiskenleri i¢in bagmtilar (17) denkleminde yazilir. TUT ! matrisi u = x + &y iki-

karmasik sayinin indirgenemez gosterimini saglar (Catoni, vd., 2012).
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11. SONUC

Iki-karmasik sayilarini p genligini ve A argiimentini igeren iistel formu vardir.
Kuvvet serileri yardimiyla tanimlanan iki-karmagik fonksiyonlar analitiktir. Ayrica
iki-karmagik fonksiyonlarin bilesenlerinin kismi tiirevleri de birbirleriyle yakindan
iliskilidir iki-karmasik fonksiyonlarin integralleri fonksiyonlarin diizgiin oldugu
bolgede yoldan bagimsizdir. iki-karmasik degiskenli polinomlar lineer veya kuadrik

carpanlarin ¢arpimlar1 seklinde yazilabilir.
11.1. Oneriler

Bu sistemin genellemesi olarak n boyutta degismeli karmasik sayilar tanitilip,

bunlarin cebirsel yapilari ile ilgili ¢aligmalar verilebilir.
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