iKi DEGISKENLi ARITMETIK FONKSIYONLAR

Funda CETIN

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK

GAZI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

HAZIRAN 2007
ANKARA



Funda CETIN tarafindan hazirlanan IKi DEGISKENLI  ARITMETIK
FONKSIYONLAR adli bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu

onaylarim.

Yrd. Dog¢. Dr. Naim TUGLU

Tez Yoneticisi

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek

lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Bagkan: : Prof. Dr. Sait HALICIOGLU %

Uye . Prof, Dr. Dursun TASCI (w
£

Uye : Yrd. Dog. Dr. Naim TUGLU

Tarih 112706 /2007

Bu tez, Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygundur.



TEZ BILDIRIMI

Tez icindeki bitiin bilgilerin ctik davrams ve akademik kurallar gercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu

calismada orijinal olmayan her tiirlit kaynaga eksiksiz atif yapildignm bildiririm.

/-
J 4%

“Funda CETIN



iv

iKi DEGISKENLi ARITMETIiK FONKSiYONLAR
(Yiiksek Lisans Tezi)

Funda CETIN

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Haziran 2007

OZET

Bu caliymada, tek degiskenli aritmetik fonksiyonlarin o6zellikleri ile bu
fonksiyonlarin Dirichlet ve birimsel carpimlar1 incelenip cebirsel yapilar:
verildi. iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar tammlanarak bu fonksiyonlarn,
Dirichlet carpimlar, iirete¢ fonksiyonlar1 ve cesitli 6zellikleri incelendi. Ayrica
iki degiskenli Nagell ve Ramanujan toplam fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin

birimsel benzerleri gosterildi.

Bilim Kodu :204.1.025

Anahtar Kelimeler : Aritmetik fonksiyon, Dirichlet carpim, Ramanujan
toplam

Sayfa Adedi : 99

Tez Yoneticisi : Yrd. Doc. Dr. Naim TUGLU



ARITHMETIC FUNCTIONS OF TWO VARIABLES
(M.Sc.Thesis)

Funda CETIN

GAZIi UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
June 2007

ABSTRACT

In this study, properties of arithmetic functions of one variable and their
Dirichlet and unitary multiplication were studied, and their algebraic structures
were given. Arithmetic functions of two variables were defined and their
Dirichlet multiplications, generating functions and various properties were
examined. Besides, Nagell totient and Ramanujan’s sum functions and their

unitary analogues were shown.

Science Code :204.1.025

Key Words : Arithmetical functions, Dirichlet multiplication,
Ramanujan sum

Page Number : 99

Adviser : Assist. Prof. Dr. Naim TUGLU



vi

TESEKKUR

Caligmalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren sayin hocam
Yrd. Dog. Dr. Naim TUGLU’ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Tezi hazirlamam
esnasinda kiymetli tecriibelerinden faydalandigim Prof. Dr. Dursun TASCI ve Yrd.
Do¢. Dr. Ercan ALTINISIK’a tesekkiirii bir bor¢ bilirim. Bu siirecte manevi
desteklerini esirgemeyen Prof. Dr. Yunus AKCAMUR’a, Yrd. Dog¢. Dr Nurettin
TURKAN’a, Yrd. Dog. Dr. Akin Osman ATAGUN’e ve Yrd. Dog. Dr. Abdullah
SONMEZOGLU’na tesekkiir ederim. Yine manevi destekleriyle beni higbir zaman

yalmz birakmayan aileme ve nisanlim Yiiksel TASDEMIR e sonsuz tesekkiirler.



vil

ICINDEKILER

Sayfa
OZET .ottt iv
ABSTRACT ...ttt sttt st sb et et e bt et s enaeens v
TESEKKUR ..ottt ettt ettt e ettt es et es s s es e enenesenenas vi
TCINDEKILER ..ot vii
L GIRIS ettt 1
2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER..........ccoociiiiiiiiiiiiieeieeee 2
2.1. Aritmetik FONKSTYONIAr.......ccooviiiiiiieiieiecieee e 2
2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimi.........ccccooeevenienenniniinceieneenne, 12
2.3. Carpimsal FONKSIYONIar ..........cccoeviiiiiiiiieiiieie et 23
2.4. Dirichlet Serileri ve Ureteg FONKSiyonlar .............cocococovevvueuevevevceeseeneennnnn, 36
3. BIRIMSEL CARPIM........oomiuiuiuiieieeeeee e 41
3.1. Aritmetik Fonksiyonlarin Birimsel Carpimi ...........ccooceeviieniiniienieniieceee, 41
4. IKi DEGISKENLI ARITMETIK FONKSIYONLAR .......coevoviieeeeeeeeeeeane. 50
4.1. iki Degiskenli Aritmetik FONKSIyONIar ............cocooveveueveveeeeeeeeeeieeeceeeseeennans 50

4.2. Iki Degiskenli Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Serileri ve Ureteg
FONKSIYONIATT ...vviiiiieiiiciiecieeee ettt 59
5.NAGELL VE RAMANUJAN FONKSIYONLARI.........cccccoeveiumemeerererersnen. 64
5.1. Nagell Toplam FOnKSiyOonU...........ccceeeviieiiiiiniiieiiieesiee et eree e 64
5.2. Ramanujan Toplam FONKSIYONU .......c.ccccveveuieiiieiieiieeiieniie e 65
6. BIRIMSEL BENZER NAGELL VE RAMANUJAN FONKSIYONLARI.......... 79
6.1. Birimsel Benzer Nagell Toplam Fonksiyonu...........c.ccccveevienieeciieniienieennnns 79

6.2. Birimsel Benzer Ramanujan FOnKSIyonu ...........cccoecveeeieniienieniieenieeieeieenns 88



viii

Sayfa
T SONUQC ..ttt ettt et et b e bbbttt et et e e e 97
KAYNAKLAR ..ottt 98

OZGECMIS oo es e e e e e s s es e e s ee e ee e eeees 99



1. GIRIS

Matematik biliminde 6nemli bir yer tutan sayilar teorisi ayn1 zamanda matematigin
diger alanlari i¢in de temel olusturmaktadir. Unlii matematik¢i Carl Friedrich Gauss
sayilar teorisinin 0nemini vurgulamak amaciyla: “Matematik, bilimlerin kraligesi
oldugu gibi, sayilar teorisi de matematigin kralicesidir” demistir. Sayilar teorisi diger
bir adiyla aritmetik, reel veya kompleks sayilar ve bunlarin 6zelliklerini inceleyen bir

bilim dalidir.

Matematigin tiim alanlarinda temel olusturan fonksiyon konusu sayilar teorisinde de

aritmetik fonksiyon veya teorik say: fonksiyonu olarak ele alinmistir.

Pozitif tam sayilar kiimesinden reel veya kompleks sayilar kiimesine tanimlanan

fonksiyonlara aritmetik fonksiyon veya teorik sayi fonksiyonu denir [1].

Aritmetik fonksiyonlar iizerinde tanimlanan Dirichlet carpim ile yeni bir aritmetik
fonksiyon elde edilmektedir. Bdylece aritmetik fonksiyonlar iizerinde tanimh
Dirichlet ¢arpim ile Dirichlet terse sahip aritmetik fonksiyonlarin kiimesi bir grup
yapisi teskil etmektedir. Ayrica ¢arpimsal fonksiyonlar kiimesi bu grup i¢in bir alt

grup tanimlayacaktir.

Birimsel bolen kavramindan yola ¢ikilarak aritmetik fonksiyonlar {izerinde bir diger

carpim tiirli olan birimsel ¢arpim verilebilmektedir.

Ayrica tek degiskenli aritmetik fonksiyonlarin genellestirilmisi olan iki degiskenli
aritmetik fonksiyonlar tanimlanmaktadir. ki degiskenli aritmetik fonksiyonlardan
Nagell ve Ramanujan toplam fonksiyonlarinda oldugu gibi bazi 6zel hallerde iki

degiskenli bu fonksiyonlar tek degiskenli temel fonksiyonlara doniisebilmektedir.

Ayrica birimsel bolenlik ele alinarak tek degiskenli ve iki degiskenli aritmetik

fonksiyonlarin birimsel benzer fonksiyonlar1 elde edilebilmektedir.



2. BAZ1 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

[Ik olarak aritmetik fonksiyonun tanimi verilip ardindan bazi temel aritmetik

fonksiyonlar ve bunlarla ilgili teoremler incelenecektir.

2.1. Aritmetik Fonksiyonlar

2.1. Tanim

Pozitif tamsayilar kiimesinden reel veya kompleks sayilar kiimesine tanimlanan

fonksiyonlara aritmetik fonksiyon ya da teorik sayi fonksiyonu denir [1].

2.2. Tamim

Dys Ps»--» P, asal sayilar olmak tizere her n=p“...p,“ pozitif tamsayisi i¢in

1, n=1
k
un)= (—l) , a=a,=..=a, =1
0, diger durumlarda

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona g Mobius fonksiyonu denir.

Tanimdan da anlasildig1 gibi n pozitif tamsayisinin ¢arpanlarindan en az biri tam

kare iceriyorsa u(n) =0 olacaktir.

1 den 10’a kadar olan sayilarin x# Mobius fonksiyonu altinda goriintiileri asagida

verilmistir.

u(n) | 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1




Mobius fonksiyonunun temel ozelliklerinden birini gosteren asagidaki teoremi

verelim.

2.1. Teorem

Her neZ" igin

Z/‘(d)zﬂﬂl:{l n=1,

d‘n 0 n> 1
fspat

n=1 ise esitlik agiktir. n>1 ise Aritmetigin Temel Teoreminden » tamsayisi,

n=p“..p"* bi¢ciminde asal sayilarin garpimi olarak yazilabilir. Bu durumda

z,u(d ) toplaminda, d =1 oldugu ve » nin aynk asallarin g¢arpimi olarak
d|

yazilabildigi durumlarda x sifirdan farkli olacagindan;

> u(d)=p()+u(p)+ ot u(p )+ 1(pips)+ oot tt(poipy )+t P2y

<
:1+G€j(—l)+(§j(—l)2 +...+[@(—1)"

=(1-1)"

=0.

2.3. Tanim

neZ" olmak lizere n den kii¢iik veya n ye esit n ile aralarinda asal olan pozitif
tamsayilarin sayisin1 veren fonksiyona Euler ¢ fonksiyonu denir ve ¢ ile gosterilir

[2]. Yani



A={d:(d,n)=1,d <n } olmak iizere ¢(n)=s(4) dir. 1 den 10’a kadar olan

sayilarin Euler ¢ fonksiyonu altinda goriintiileri asagida verilmistir.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4
2.2. Teorem

Her neZ" igin

D p(d)=n.

d‘n
fspat

Pozitif tam sayilar kiimesini 1 den n ye kadar ayrik siniflara ayiralim. Ayrica n nin

her d bdéleni igin
A(d)={k:(k,n)=d 1<k <n|

olsun. Eger k € A(d) ise bu durumda (S’gJZI olur. Yani A(d) smifindaki

no_. n .
tamsayilarin sayisi, i yi gecmeyen ve i ile aralarinda asal olan sayilarin sayisi

kadardir. ¢ fonksiyonunun tanimindan, A(d ) smifindaki tam sayilarin @[SJ adet

olduklar1 sdylenir. Her bir tamsay1 sadece bir sinifa dahil olacagindan ve » de bu

ayrik siniflardaki elemanlarin toplamina esit olacagindan » = Z(p(gj esitligi elde

d‘n

edilir. Boylece




bulunur.

Asagida verilen teorem Euler ¢ fonksiyonu ile x4 Mobius fonksiyonu arasindaki

iligskiyi gdstermektedir:
2.3. Teorem

Her neZ" igin

p(n)=2> u(d)—.

d‘n

Ul

fspat

(n,k)=1 igin |[ (nfk)]] =1, diger durumlarda [[ (nfk)]] =0 oldugundan

biciminde yazilabilir. Burada £ sayilar1 n den kiiclik veya n ye esit olan tamsayilari

gostermektedir. Teorem 2.1 den

n

o(n)=3 3 u(d)=3 3 u(a)

1d|(n.k) k=1 d




olup, bu esitlik » nin d bdleni igin ¢arpimlart d yi veren ve 1<k <n sartina uyan

tim k& sayilarinin toplammi verir. Eger k=¢gd almirsa 1<k <n oldugundan

1<g< S dir. Boylece

n

p(n)= Y u(d)=¥ u(d) 1= u(d) =

d‘n q=1 d‘n gq=1 d‘n

&

elde edilir.

2.4. Teorem

Her neZ" igin

(o(n)an(l—%].

Pl
jspat
n =1 degeri icin ¢(1)=1 olarak tanimlanr.

n>1ve p,p,,..,p, ler n nin ayrik asal bolenleri olsun. Bu durumda

H(l—ljzl—zpi+zplp ) G S Y 2.1)

pln p i it pipjpk pipj"'pr

Es. 2.1 esitliginin sag tarafindaki Z terimi ile » nin p,p,,p, asal

PiP;DPi
carpanlarindan farkli i{i¢ tanesinin biitiin olas1 c¢arpimlarinin toplami ifade

edilmektedir. Benzer sekilde Es. 2.1 esitligindeki her bir terim » nin asal



carpanlarindan (1 <k< r) olacak sekilde farkli £ tanesinin biitlin olas1 ¢arpimlarinin

toplamindan olusmaktadir. Boylece esitligin sag tarafi i% bigiminde olur. Burada

d, n nin bir boleni olup ya 1 ya da ayrik asallarin ¢carpimindan olusacaktir. +1

sirasi ise tamamen ,u(d) ile ilgilidir. Eger d, herhangi p, asalinin karesi ile

boliiniiyorsa ,u(d ) =0 olur. Boylece Es. 2.1 esitligin sag tarafi Z—’u (d)

d‘n

ye esit olur.

Teorem 2.3 den

o) = Y u(d) =y )

d‘n d d‘n d

olup, boylece

olur. ¢ nin pek ¢ok 6zelligi bu ¢arpim formiiliinden yararlanilarak elde edilebilir.
2.5. Teorem

Euler ¢ fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

k k-1

a) p asal ve k >1 igin (p(p">=p —p

d

b) (m,n)= d olmak iizere (mn)= p(m)p(n) Ad)

¢) (m,n)=1 ise p(mn)=@(m)p(n)



d) alp ise p(a)| p(b)

e) n>3 igin ¢(n) gifttir.

f) Eger n, r tane farkl tek asal ¢arpana sahipse bu durumda 2’|(p(n) dir.
jspat

a) Teorem 2.4 de n = p" alinirsa ispat agiktir.

b) Teorem 2.4 den

olur. Ayrica m.n nin her asal boleni ya m yi bolen bir asal ya da n yi bdlen bir
asaldir. Eger bu asallar hem m hem de n yi bdlilyorsa bu durumda (m,n) yi de

boler. Buradan

1 1
== |[T|1-=] etm el
(P(m”)zl—[(ll):l;n[( pjl;l( p]_ m__n

mn ol p 1—[ (1 _lj (Piid)
p‘(m,n) p

bulunur.



¢) (m,n)=1 olsun. (b) seceneginde (m,n)=d=1 almrsa @(mn)=p(m)p(n) elde

edilir.

d) a|b ise b=ac ve 1<c<b olacak sekilde ceZ" vardir. Eger ¢=5b ise bu

durumda a =1 olup ispat agiktir. Eger ¢ <b ise bu durumda (b) segeneginden

d =(a,c) olmak iizere

o6) = plac) = plakpl)—L — dpla) 2

(2.2)

elde edilir. ¢ =1 ise d =1 olup ¢(b)=¢(a) olur. ¢ >1 igin

(a,c)zd:>d|a ve d|c

olup d | c=c=dc, olacak sekilde ¢, e Z* vardir. (d,c,)=d, ise (b) seceneginden

dir. Bu islemlere (c,,,,d,)=1 olana kadar devam edilirse

r+l1°%r

elde edilir. Bunlar Es. 2.2 ifadesinde yazildiginda
plb)=dd, d,...d 1¢(c,. )pla)

olup, buradan go(a)|go(b) elde edilir.
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e) Eger n=2"* (k > 2) ise (a) segeneginden go(n) nin ¢ift oldugu bulunur. Eger n en

az bir tek asal ¢arpana sahipse

-1 n
oln)=n] [F—= p=1=c[[r-1 (2.3)
lp_n[ P lep_n[ 1,,_[

p‘n

olup, burada c(n) tamsayidir. H p —1 ¢ift oldugundan go(n) cift olarak elde edilir.

p‘n

/) Eger n, r tane farkl tek asal carpana sahipse H p —1 ifadesinde en az r tane 2

pln

carpani bulunur. Boylece 2"

p(n) elde edilir.

Hp—l olup, Es. 2.3 den 2’
pln

2.4. Tamim

k, negatif olmayan bir tamsayr ve neZ® olmak {izere n nin biitin pozitif
bdlenlerinin k. kuvvetlerinin toplami olarak tanimlanan fonksiyona bolen fonksiyon

denir ve o, ile gosterilir. Yani VneZ" igin;

Oy (”)=Zd"

d‘n
olur. Ozel olarak

O'(n) =0, (n) n nin bolenlerinin toplamini,

T(I’l) =0, (n) n nin bolenlerinin sayisini veren fonksiyondur.
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2.1. Ornek

n=12 i¢in r(n), o*(n) ve o, (n) degerleri asagidaki sekildedir:

7(12)=0,(12)=>.1=6

dfi2

c(12)=0,(12)=> d =1+2+3+4+6+12=28

dji2

0,(12)=)d* =1 +2°+3*+4> + 6" +12°=210

dji2

2.5. Tanim

k

k negatif olmayan bir tamsayr olmak iizere ¢, (n)=n" bigiminde tanimlanan

aritmetik fonksiyona kuvvet fonksiyonu denir. Ozel olarak k =0 olmasi durumunda

¢ =¢, ile gosterilir ve Zeta fonksiyonu adini alir. Her ne Z" igin ¢ (n) =1 dir.

Aritmetik fonksiyonlar kiimesi iizerinde bir¢ok ikili islem tanimlanabilir. f ve g
aritmetik fonksiyonlar olmak iizere f + g toplami ve f.g c¢arpimi bilinen kurallar

ile belirlenir. Yani her n € Z" igin
(f+g)(n)=s(n)+g(n) (fg)(n)=r(n)g(n)
ile tanimlanir.

Aritmetik fonksiyonlarin toplam ve carpimlar1 degisme, birlesme ve dagilma

ozelliklerine sahiptir.
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2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimi

Teorem 2.3 de ¢(n)=Y u(d )S oldugu gosterilmisti. Bu esitlikte sag taraftaki

d‘n
toplam ifadesi sayilar teorisinde sik sik karsilasilan bir yapidir. Bu toplam ifadeleri

genel olarak f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak iizere;

> fld)g (3) yapisindadir.

2.6. Tanim

f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak {izere her n € Z" igin;

hn)=3 7 (a)e 4]

d‘n

biciminde tanimli 4 aritmetik fonksiyonuna f ile g nin Dirichlet ¢arpimi (Dirichlet

konvolisyonu) denir ve & = f * g ile gosterilir [3].

2.2. Ornek

(@) =T @[ 5] -Ta 1= =a (0

d‘n d‘n d‘n
olup boylece o, =¢, *¢ dir.

Asagida verilen teorem Dirichlet ¢arpimin cebirsel 6zelliklerini gdstermesi agisindan

Onemlidir.
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2.6. Teorem
f, g ve h aritmetik fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
i) f*g=g*f (degisme)
i) (f*g)*h=f*(g*h) (birlesme)
iii) [ *(g+h)=(/*g)+(/*h) (dagilma)
fspat

i) Dirichlet ¢arpimin tanimindan her n € Z" igin

(r+2)m =T s ()¢ ]

d‘n

olup d, n nin bir boleni oldugundan n=d.k olacak bigimde k €Z" vardir. Bu

durumda

(7+8)(m) =X 1[4 ]e®)

k‘n

olup 6zel olarak d =k almirsa

(r+8)(n)=X7(4 e(@)

d‘n

= > g(d)f (gj

d‘n

=(g*/)(n)



bulunur.

ii) (f*g): F ve (g*h)z G olsun. Buradan

() ](m)= [ *4](n)
- ¥ F(d)h(a)

-3 [Z f(dl)g(dz)]h(ds)

i=n \ did,=d

= 2. f(d)g(d)h(d)

did,dy=n

[/ *(g*h)](n)=[f*G](n)
:dg_:nf(dl)G(d)

d d

-3 @) T
dezd::nf(dl)g(dz)h(ds)

£l )h(4)

Es. 2.4 ve Es. 2.5 den
(£ &)* hl(n) =1 *(g *h)](n)
oldugundan

[ *g)*h]=r*(g*n)]
bulunur.

iii) neZ" igin

14

(2.4)

(2.5)



[/*(g+h)](n) Zf g+h(2j

-gri)e(5 (3]
=;f(d)g(§]+f(d)h(”
:;f(d)g(§j+;f(d)h(gj

=(/*g)(n)+(f*h) (n)
=[(f*g)+(f*n)](n)-

&
N

2.3. Ornek

n =10 igin (/*g)(10) = (g* /)(10) oldugunu gdsterelim.

2.4. Ornek

n =10 icin [(f * g)* 1](10)=[f * (g * #)](10) oldugunu gosterelim.

15



[(7*€)*K]n)= 3 (£*&)(d)h(a)
-Z[Z e o

oldugundan

[(7*&)*n](10)=Lf (1)g()]r(10)+[f (1)g(2)+(2)2(1

[ £ (g (5)+/(5)g(1)]A(2)

L (1)2(10)+7(2)2(5)+f(5)a(

)]h(3)

2)+ £(10) g(1) ] (1)

[/*(g*n)](10)= £ (1)[g(1)h(10)+g(2)h(5)+g(5)h(2) +g(10)A(1)]

(2)Le(W)A(5)+2(5)A(1)]

£ (5) g ()A(2)+2(2)(1) ]+ £ (10)[ g (1A (1)]

olup gerekli islemler yapilarak iki denklemin esit oldugu bulunur.

Simdi Dirichlet ¢arpim i¢in birim eleman tanimlayalim.

16
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2.7. Tamim

Her neZ" igin

biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonuna Dirichlet ¢arpima gére birim fonksiyon

denir [1].
2.7. Teorem

Her f aritmetik fonksiyonu ve & Dirichlet carpimina gore birim fonksiyonu i¢in
fr8=6%f=1.

fspat

(r+)(n) =X r(@)o( 5= (@) | = 1)

d‘n d‘n

A aritmetik fonksiyonlarin kiimesi olmak {izere (2, +) nin degismeli bir grup oldugu
kolaylikla gdsterilebilir. Diger taraftan Dirichlet ¢carpim tanimindan f,g €A i¢in
f *g e oldugundan kapalilik 6zelligi saglanir. Teorem 2.6 (i)-(iii) den birlesme,
degisme ve dagilma oOzellikleri saglanir. Ayrica Teorem 2.7 den birim mevcuttur. O
halde A, kiimesi fonksiyonlarda toplama ve Dirichlet ¢arpim olarak tanimlanan

aritmetik carpim ikili islemleri ile degigsmeli ve birimli bir halkadir.
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2.8. Tamim

, bir aritmetik fonksiyon olsun. f*g=g* f =0 olacak sekildeki g aritmetik
y g=8

fonksiyonuna f nin Dirichlet tersi denir.

fs f (1) # 0 olacak sekilde bir aritmetik fonksiyon ise f nin Dirichlet tersi '

n=1igin f"l(l):ﬁ

n>1igin £~ (n) :—ﬁ%f&yl (d)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir [1].

2.8. Teorem
f aritmetik fonksiyonunun Dirichlet tersi f~' varsa tektir [4].
fspat

Kabul edelim ki; g ve 4, f nin Dirichlet tersi olan iki aritmetik fonksiyon olsun.

Bu durumda
g=5*g=(h*f)*g:h*(f*g):h*5=h.
2.5. Ornek

f(n)=3n+5 bigiminde tammli aritmetik fonksiyon icin f'(10) degerini

hesaplayalim.



1 1
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f(1)#0 oldugundan, f'(1)=—~= =—  ve 10’un bolenleri 1, 2, 5 ve 10

) 8

oldugundan;

d<10

f4u@:-7ﬁﬂfamf4uwvxﬂf*@wvwmf*@ﬂ

—_LIO) -1 _M -1 _& _1
_ f(l)f (1) f(l)f (2) f(l)f (5)

bu ifade diizenlenirse

0= -2 22 @51 (6)

elde edilir. f7'(2) ve f7'(5) yi bulmaliyiz.

@)=L (2 )= T ()
f(@—hﬂU%fLJf(@— Sl )]
AC) P
Y
olup
£(2)= i 1

(2.6)
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bulunur.

7 )=—ﬁ%f@f”(d):_ s
"%f_l()

buradan

bulunur. ' (2) ve [ (5) Es 2.6 esitliginde yerine yazilirsa

. 351 20 ., | 35 20( 11) 11{ 20
o) =-2 12 1) L= 22011/ 20)

bulunur.

2.9. Teorem

f ve g iki aritmetik fonksiyon olsun. f (1) #0 ve g(l) # 0 olmak lizere

(f*g) =f"*g™"
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Teorem 2.1 den Y u(d)=5(n) olup burada Dirichlet garpim ve ¢(n) nin

d‘n

tanimindan her n € Z" i¢in;

(7)) =S¢ 5 =S () =5

d‘n d‘n

elde edilir. O halde ¢ ve u fonksiyonlar: birbirlerinin Dirichlet tersi olup ¢ = ™'

ve u=¢" dir.

Mobius fonksiyonunun bu temel 6zelligi Dirichlet fonksiyonunun birlesme 6zelligi

de kullanilarak asagida ifade edecegimiz teoremin ispatinda kolaylik saglayacaktir.

2.10. Teorem (Mébius inversiyon Formiilii)

f bir aritmetik fonksiyon olsun. Her n € Z"

g(n)= ;f(d) < f(n) = Zu(d)g(gj = ng)g(d)

d‘n d‘n
fspat

(=): VYneZ" igin; g(n)= Zf(d) olsun.
d‘n
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Zﬂ(d)g(§j= 2, H(d)g(dy)

d‘n did,=n

= D, u(d)Y,f(d)

didy=n d|d, @7
= > ud) f(d)

dld‘n

=2/ u(d)

d‘n d

d

Es. 2.7 esitliginde son ifadede f(d) nin katsayist durumunda olan ikinci toplam,
Teorem 2.1 e gore g= 1 (n=d) disinda sifirdir. Boylece Es. 2.7 esitligi f(n) e esit

olur. Ikinci bir yéntem olarak

g(n)=>f(d) ise g=f*¢ olup

gru=(f*{)ru=r*({*u)=r*s=r.

(<:): f (n) = Z g(d ) ,u(gj olsun. Dirichlet ¢arpimin tanimindan ifade f=g*u
d‘n

bigiminde yazilabildiginden her n € Z" igin;
[rE=(g*u)*¢=g*(u*¢)=g*s=g

elde edilir. Bu ise;

g(n)=;f(d)§(§j:2f(d)

d‘n

olmasi1 demektir.
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Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 de ispatladigimiz esitlikler Mébius Inversiyon formiilii

kullanilarak de ifade edilebilir. Yani

n=yp(d) < co(n):;d ﬂ(gj ZZﬂ(d)s-

d‘n

Yine Mébius Inversiyon formiiliinden her n € Z* i¢in
O'k(n)=2dk = =26k(d),u[§j.
d‘n d‘n

2.3. Carpimsal Fonksiyonlar

f (1)7& 0 olan f aritmetik fonksiyonunun tersi Tanim 2.8 de verildi. A aritmetik
fonksiyonlarin kiimesinin bir alt kiimesi olan f (1) # 0 bigimindeki biitiin aritmetik

fonksiyonlarin kiimesi, Dirichlet carpima gore bir degismeli gruptur. Bu grubun alt

gruplarindan biri olan ¢arpimsal fonksiyonlarin kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.
2.9. Tanim

f, 0zdes olarak sifir olmayan bir aritmetik fonksiyon olmak {izere (m,n) =1 olan

her m,neZ" igin;

f(mn)= f(m)f(n) (2.8)

esitligi gergeklesiyorsa f aritmetik fonksiyonuna c¢arpimsal (¢arpanlanabilir)
fonksiyon denir. Eger Es. 2.8 ifadesi biitiin m,n € Z" igin saglaniyorsa, bu takdirde

f aritmetik fonksiyonuna tam ¢arpimsal (tam ¢arpanlanabilir) fonksiyon denir.
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2.6. Ornek

Tanim 2.5 de tamimlanan & (n)znk kuvvet fonksiyonu tam c¢arpimsal bir
fonksiyondur. Yine ¢, nin O6zel hali olarak tanimlanan ¢ fonksiyonu da tam

carpimsal fonksiyondur. Gergekten her m,n € Z" igin;

¢, (mn) = (mn)k =m'n* = ¢, (m)é’k (n)

olup, £ =0 alindiginda da ¢ nin tam ¢arpimsal oldugu agiktir.

2.7. Ornek

Dirichlet ¢arpiminin 6 birim fonksiyonu tam ¢arpimsaldir. Gergekten m = n =1 igin
5(mn)=1=6(m) 5(n)

olur. Eger m veya n den en az birisi 1 den farkli ise bu durumda &(m.n)=0 olup

5(m) veya &(n) fonksiyonlardan herhangi biri 0 olacagindan
S(mn)= 5(m) 5(n)
bulunur.

2.8. Ornek

Mobius fonksiyonu ¢arpimsal ancak tam ¢arpimsal degildir. Gergekten m =n =1

igin

plmn) = 1= u(m) p(n)
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olur. Ayrica (m,n) =1 olmak iizere eger m ya da n den en az birisi tam kare carpan

igeriyorsa ,u(m) veya ,u(n) den biri 0 olup

p{mn) = 0=pu(m) ps(n)

Diger bir durum ise; p, ve g, sayilari ayrik asallar1 i¢in m = p,....p, ve n=gq,.....q,

olmak tuzere

plm)=(=1)" ve p(n)=(-1)

olup

ulmn)= (=1)"" = pu(m) u(n)

olur ve boylece u carpimsaldir. g niin tam carpimsal olmadigim1 gostermek igin
aksine bir ornek vermek yeterli olacaktir. /,1(4)20 oldugu halde /,1(2) y(2)=1 olup

m=n=2 igin
pilmn) # pi(m) p(n)
oldugundan u tam carpimsal degildir.

2.9. Ornek

Euler ¢ fonksiyonu ¢arpimsal ancak tam carpimsal degildir. Gergekten Teorem 2.5
(c) segeneginden Euler ¢ fonksiyonunun c¢arpimsal oldugu sdylenebilir. Ancak

¢ (4)=2 oldugu halde ¢(2) p(2)=1 olup m =n =2 igin

o(mn) = p(m) p(n)
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oldugundan Euler ¢ fonksiyonu tam ¢arpimsal degildir.

2.10. Ornek

f ve g iki aritmetik fonksiyon olmak iizere;

(/-g)(n)=1(n)g(n)

ve (g(n)# 0) olmak iizere

islemleri tammlansin. Eger f ve g carpimsal fonksiyonlar ise (f.g) ve

(ij fonksiyonlar1 da ¢arpimsal; eger f ve g tam carpimsal fonksiyonlar ise( f .g)
g

ve (i) fonksiyonlart da tam ¢arpimsaldir.

g
2.11. Teorem
f fonksiyonu ¢arpimsal ise bu durumda f (l) =1 dir.
fspat

Her neZ" igin (n,1)=1 olup f carpimsal oldugundan f(n)=£1)f(n) olarak

yazilir. Ayrica f carpimsal oldugundan sifirdan farkli bir fonksiyon olup f (l) =1

bulunur.
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2.12. Teorem

f fonksiyonu f (l):l olan bir aritmetik fonksiyon, p, ler asal sayilar ve a, >1

olacak sekilde tamsayilar olmak iizere;
a) f carpmsal < f(p"..p." )= f(p")--f (p.")

b) f carpimsal olsun. /' tam carpimsal < f (p“): f (p)“ (tim p asallar1 ve a>1

i¢in).

2.13. Teorem

f ve g carpimsal fonksiyonlar olsun. Bu durumda f * g de ¢arpimsaldir.
Ispat

h=f*g ve (m,n)=1 olmak iizere

homn) = X1 (0)[ ™

c|mn

olup burada mn nin her ¢ boleni ¢ = ab bigiminde ve a|m ve b|n dir. Ayrica

Buradan
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()= ¥ 1 (ab)e[ ")

ab‘mn

ajm
b‘n

SWOHEHWIOHE

am b
= h(m)h(n)

Boylece

(f*g)(mn)=[(£*&)(m) ][ (f*&)(n)]
elde edilir.
2.1. Uyan

Iki tam carpimsal fonksiyonun Dirichlet carpimlarmin tam c¢arpimsal olmasi

gerekmez.

Gergekten, ¢, ve ¢ fonksiyonlar1 tam g¢arpimsal oldugu halde o, =¢, *¢{ olmak
lizere o, tam carpimsal bir fonksiyon degildir. m=2 ve n=8 degerleri i¢in
o, (mn)# o, (m)o,(n) oldugundan sonug olarak iki tam garpimsal fonksiyonun

Dirichlet ¢arpimlarinin tam ¢arpimsal olmas1 gerekmez
2.14. Teorem

g ve f*g fonksiyonlari ¢garpimsal ise bu durumda f* de ¢arpimsaldir.
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fspat

f carpimsal olmadiginda f*g nin de c¢arpimsal olmadigini gosterirsek ispat

tamamlanmig olur. 2= f*g olsun. f carpimsal olmadigindan (m,n)=1 olacak

sekildeki m,n pozitif tamsayilari i¢in
S (mn)# f(m) f(n)

dir. Eger mn=11se f(1)#= f(1)f(1) olup f(1)# 1 bulunur.

olup, buradan /4 nin carpimsal olmadigi sonucu elde edilir. Eger mn >1 ise bu

durumda (a,b)=1 olacak sekildeki a,b pozitif tamsayilari ve ab<mn igin

f(ab)= f(a)f(b) alinabilir.

)= 3 lab)e ™| rlom) (1)

bin
ab<mn

- T 0 O( e[ o

=X (@) 2 0l - ) (1) ()

a‘m b‘n

Buradan f(mn)# f(m)f(n) oldugundan

h(mn) = h(m)h(n)
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olup 4 carpimsal degildir.
2.15. Teorem
g carpimsal fonksiyon ise bu durumda g nin Dirichlet tersi g~ de ¢arpimsaldir.
Ispat

(g* g‘l) = o0 olup g ve J fonksiyonlar1 ¢carpimsal oldugundan Teorem 2.14 den

g~ de carpimsaldir.

2.16. Teorem

f bir carpimsal fonksiyon olsun.

f tam carpimsal < 7' = uf
Ispat

(:>): [, tam ¢arpimsal fonksiyon olsun. Bu durumda her n € Z" i¢in;

(uf* f)(n)=2 u(d) ( ] n)D p(d) {f(l)ZI "

d‘n d‘n 0, n# 1

olup, uf * f=06 bulunur.

k

(c): f'=puf olsun. p asal sayis1 ve k>1 tamsayisi igin f(pk):f(p)

oldugunu gosterirsek Teorem 2.12 den tam ¢arpimsallik gdsterilmis olur. £ = 1 i¢in

esitlik vardir. £ >2 i¢in f (pk’l)z f (p)k_1 olsun. £ > 2 ig¢in



Ve

O halde; f (pk): f (p)k oldugundan f tam g¢arpimsaldir.
2.17. Teorem

f bir carpimsal fonksiyon, p asal say1 ve k£ >2 tamsay1 olmak iizere

f 71(1)"): 0 < f tam c¢arpimsal fonksiyondur.

2.18. Teorem

f, g, h aritmetik fonksiyonlar ve f bir ¢carpimsal bir fonksiyon olsun.

31
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f tam carpimsal fonksiyon < f(g*h)= fg* fh
2.10. Tanim

neZ" olmak lizere

A(n)= logp, n=p" (m=>1)
0,  diger durumlarda

ile tanimlanan aritmetik fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir.

1 den 10’a kadar olan sayilarin Mangoldt fonksiyonu altinda goriintiileri asagida

verilmistir

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(n) 0 log2 | log3 | log2 | log5 | 0 | log7 | log2 | log3 | 0
2.19. Teorem

Her neZ" igin

logn = ZA(d) (2.9)

d‘n
fspat

n=11ise logl=0=A(l) dir.

,
n>lven=[]p" ise

k=1
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logn = Zak log p,

k=1

olur. ZA(d ) ifadesinde sifirdan farkli terimler » nin d bdlenleri arasindan p,”,

m=1,2,..,a, k=12,..,r biciminde olanlardan gelmektedir. Bu durumda

ro 4

ZA ZZA(pk )-ZZlogpk Zaklogpk logn.
din k=1 m=1 k=1 m=1
2.20. Teorem

Her neZ" igin

An)=> uld )logg = —dZn: p(d)logd

d‘n

jspat

Es. 2.9 esitligine Mobiiis Inversiyon Formiilii uygulanirsa

)= u(d log—

d‘n

=logn)_ u(d)->_ u(d)logd

d‘n d‘n

n)logn—z,u(d)logd

d‘n

=-> u(d)logd

d‘n

elde edilir.



2.11. Tanim

D1sPys---» P, asal sayilar olmak tizere her n = p,“...p,* pozitif tamsay1si i¢in

" { 1, n=1
I’l) = @ +ay ..ty a a
(_1) , n=pl..pt

biciminde tanimlanan fonksiyona Liouville fonksiyonu denir [1].
2.21. Teorem

Liouville fonksiyonu tam ¢arpimsaldir.

fspat

m=n=1 ise
m=p“.p~* n=pn.p" olsun. Budurumda

olup,
Z(mn) _ (_1)a1+---+ak+bl+-~-+b, _ Z(m)ﬂ,(n)

elde edilir.
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2.22. Teorem

Her neZ" igin

> A(d)

d‘n

n Kkare ise
O diger durumlarda

Ve

g(n)=z/”t(d) olsun. Bu durumda g carpimsaldir. Boylece g(p“) degerlerini

d‘n

incelemek yeterli olacaktir.

( ) D A(d)=1+A( )+/1(p2)+...+/1(p")

d‘p

=1-1+1-..+(-1)

B 0, atek
|1, aift

k
Eger n= H p,“ ise g = H g( ) olur. Burada eger a, lerden en az biri tek ise

i=

bu durumda g(pi”” )= 0 olacagindan g(n) =0 olur. Eger q, lerin hepsi ¢ift ise her i

icin g(pi”’ )= 1 olup g(n) =1 olur. Buradan da anlagilacagi gibi eger n bir tam kare
ise g(n)=1, aksi takdirde g(n)=0 olur.

A tam carpimsal fonksiyon oldugundan Teorem 2.16 dan
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Ayrica p(n)A(n)=p*(n)= ‘ ,u(n)‘ oldugundan esitlik agiktir.

2.4. Dirichlet Serileri ve Uretec Fonksiyonlar
2.12. Tanim

f aritmetik bir fonksiyon ve s bir reel say1 olmak tizere

.. (2.10)

ile tanimlanan seriye f fonksiyonunun Dirichlet serisi denir.

Dogal olarak her s reel sayisina karsilik bir Dirichlet serisi elde edilecektir. Ancak

bu serilerin mutlak yakinsak olmasi beklenemez. Es. 2.10 esitligindeki seri s, reel

say1st igin mutlak yakinsak olsun. n€Z" ve s>, igin

S| _|f o] 1] _| s

s s

n n n’ n’

olup, Karsilastirma Testinden her s > s, i¢in seriler mutlak yakinsak olur.
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2.13. Tanim

f fonksiyonunun Dirichlet serisi s > s, degerleri i¢in mutlak yakinsak ise bu serinin

yakinsadig1 fonksiyona f aritmetik fonksiyonunun irete¢ fonksiyonu denir.

¢ aritmetik fonksiyonunun Dirichlet serisi

$E0)_$1 11, 1,

~ n ~n 1" 2 n'

olup, bu seri s >1 i¢in yakinsak ve s<1 i¢in raksaktir. s>1 i¢in tanimlanan bu

fonksiyona Riemann Zeta fonksiyonu denir ve ¢ (s) ile gosterilir.

2.23. Teorem

f ve g aritmetik fonksiyonlar olsun. f ve g nin Dirichlet serileri s>s, i¢in

mutlak yakinsak ve

ise f =g dir.

2.24. Teorem

f ve g aritmetik fonksiyonlarinin iirete¢ fonksiyonlari sirastyla

F)=3 ) ve g(s)- 3. 81

n=l1 n



s > s, i¢in mutlak yakinsak olsun. Bu taktirde s > s, i¢in
i) ( f+ g) nin iirete¢ fonksiyonu F +G dir.

ii) (f *g) nin iireteg fonksiyonu F.G dir.

. . 1 ..
iii) Eger f~' varsa f'nin iirete¢ fonksiyonu = dir.

2.13. Ornek
;(S)ﬂ(s):g(g*:v)(”) :g5n?) ~1
olup

38
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bulunur. Ayrica ¢~ = 1 oldugundan Teorem 2.24 (iii) den de aciktir.

2.14. Ornek

@ = ¢, * u oldugundan Teorem 2.24 (ii) den

= , §>2

o) (61 u)n)_£(s-)
D

s
n=1 N n=1

2.25. Teorem

J carpimsal bir aritmetik fonksiyon ve f fonksiyonunun Dirichlet serisi s > s, i¢in

mutlak yakisak olsun. Bu durumda s > s, igin

K 2s
n=l N

S ()l Le) S(P)
> _1;[[1 » J

dir. Bu ifadeye f fonksiyonunun Dirichlet serisinin Euler Carpimi denir. Eger f

tam carpimsal ise s > s, i¢in

olur [1].

2.15. Ornek

f(n) olarak swrasiyla ¢'(n), p(n), ¢(n) ve A(n) carpimsal fonksiyonlar1 alinirsa,

Dirichlet serilerinin Euler ¢arpimlari
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3. BIRIMSEL CARPIM

Bu bolimde birimsel bdlen kavrami, Ozellikleri ve fonksiyonlarin birimsel

carpiminin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Birimsel boélen fikri, ilk olarak Vaidayanathaswamy [5] tarafindan ortaya atilmistir.
Vaidayanathaswamy, birimsel bdlen kavramini “blok-¢carpan” olarak adlandirmustir.

Simdi kullanilan "birimsel bolen" terimini literatiire Eckford Cohen kazandirmistir.
3.1. Aritmetik Fonksiyonlarin Birimsel Carpim

3.1. Tanim

dneZ ve d, n nin bir boleni olmak tizere (d,gjzl olacak sekildeki d

bolenlerine, n nin birimsel bélenleri (iiniter bolenleri) denir ve d ||n seklinde

gosterilir [6].

Acik olarak (l, n) =1 oldugundan 1, n nin en kiiciik birimsel bdleni, » de kendisinin

en biiyiik birimsel bolenidir. Bunlar disinda » nin asikar olmayan birimsel bdlenleri
n nin asallarin kuvvetinden olusan carpanlarinin birimsel 6zelligi tasiyanlarindan

gelmektedir [7].
3.2. Tanim

d, n tamsayilar ve d >0 olsun.n nin birimsel bolenleri arasindan d nin bolenleri
olanlarin en biiyligiine d ve n tamsayilarinin en biiyiik ortak birimsel boleni denir
ve (d,n). ile gosterilir.

Hansen ve Swanson [8], d ve n tamsayilariin en kiiclik ortak birimsel katini

seklinde tanimlamislardir.

[d,n]. =

5 1)+
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3.1.Teorem

Eger a||b ve b|| ¢ ise bu durumda a|| ¢ dir.

3.2. Teorem

Birimsel bolenler ¢iftler halinde bulunur. Eger d, n icin bir birimsel bdlen ise e

n i¢in birimsel bolendir.
3.3. Teorem

n tamsayisinin kanonik formda yazilist n = H p/" olmak iizere d, n igin birimsel

i=1
. . _ 4 ﬂi _ _ .
bolen ise d = H p/ olup burada S =0 veya S =¢, dir.
i=1

3.3. Tanim

d, n e Z olmak iizere eger (d,n), =1 ise d ile n tamsayilarina yar: asal denir.

3.4. Teorem

b

p bir asal say1 olsun. Eger a <b ise (p“,pb)* =1, eger a>b ise (p”,pb)* =p
dir.

3.5. Teorem

d, n nin bir birimsel béleni olsun. Bu durumda (g,n) =1 olmas1 i¢in gerek ve

¥

yeter sart n =d olmasidir.
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3.6. Teorem

d ve n tamsayilari igin ((n,d),d), =(n,d), dir.

3.7. Teorem

*

n nin bir d boleninin  nin birimsel bdéleni olmasi i¢in gerek ve yeter sart d H (n,r)

olmasidir. Eger d H (n,r), ve (S,gj =1 ise bu durumda d = (n,7), dur.

3.8. Teorem

Eger (a,b), = d ise bu durumda (%,Sj =1 dir.

3.9. Teorem

(s.£)=1 olsun. (x,5), = (x.7), =1 ise (x,st), =1 dir.
3.10. Teorem

Eger a=b(modr) ise (a,r), = (b,r), d.

Bu ozelliklerle verilen birimsel bolen kavrami bizi aritmetik fonksiyonlarin birimsel

carpimi kavramina gotiirecektir.

3.4. Tanim

f ve g herhangi iki aritmetik fonksiyon ve n € Z" olsun.
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(ro9)(n)=37(0)e (4]

dHn

ile tanimli aritmetik fonksiyona, f ile g nin birimsel ¢arpimi (iiniter konvoliisyonu)

denir ve @ g ile gosterilir [9].

Birimsel ¢arpimin tanimindan degismeli ve birlesmeli oldugu kolaylikla gosterilebilir
Eger n asal carpanlarinin kare veya daha biiyiik kuvvetlerini igermiyorsa bu
durumda 7 nin her bir boleni ayn1 zamanda » nin birimsel bolenidir. Bu nedenle n
nin higbir boleni kareli ifade igermiyorsa bu noktada birimsel ¢arpim ile Dirichlet

carpim cakigir. Dirichlet ¢arpimin birimi olan 6 ayn1 zamanda birimsel ¢arpim igin

de birimi ifade eder. A aritmetik fonksiyonlar kiimesi olmak iizere her f € A icin
f@o=0Df=f

dir.

3.11. Teorem

(A, +,®) sifir bolenli, degismeli bir halkadir.

fspat

Birimsel carpimin degisme, birlesme ve dagilma Ozelliklerini sagladigi agiktir.

Ayrica 6 birim elemant ile (A,+,® ) degismeli ve birimli bir halkadir.

Sifirdan farkli iki aritmetik fonksiyon;
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bi¢iminde tanimlansin. (z1 @ zz) sifir fonksiyon olup (A,+,@® ) sifir bolenlidir.

3.5. Tanim

f aritmetik fonksiyonunun birimsel ¢arpim altinda tersine f nin eslenik (conjugate)
fonksiyonu denir ve conj ( f ) ile gosterilir. Dirichlet ¢arpimdaki gibi burada da

conj ( f ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1) # 0 olmasidir.

3.12. Teorem

Eger f ve g carpimsal fonksiyonlar ise f @ g de ¢arpimsaldir.
3.1. Sonug

Eger f carpimsal fonksiyon ise z f (d ) de carpimsal fonksiyondur

dHn
3.13. Teorem

Eger f carpimsal fonksiyon ve » nin kanonik formda gosterimi » = H p° ise
lr

> F(@)=T1(+7(r"))-

d|lr pln

3.6. Tanim

w(n), n tamsayisinin asal ¢arpanlarinin sayisini gostermek tizere (w(1) =0)

H(m)y = (=1
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biciminde tanimh aritmetik fonksiyonuna birimsel benzer (unitary analogue) Mobius

fonksiyonu denir ve u ile gosterilir.

3.14. Teorem

4 birimsel benzer Mobius fonksiyonu carpimsaldir.
3.15. Teorem

Her neZ" igin

a1,

dfn n#l
yani

(1" ®)(n)=5(n) dir[7].

Bu teoremden, ¢ fonksiyonun birimsel ¢arpima gore tersinin  birimsel benzer

Mobius fonksiyonu oldugu goriilmektedir.

3.16. Teorem (Birimsel Benzer Mébius Inversiyon Formiilii)

f bir aritmetik fonksiyon olmak {izere her n € Z" igin

2()=21 (@) & 1= u (e[ )

e T d
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3.17. Teorem

Eger g carpimsal bir fonksiyon ve g(n):z f (d) ise f de carpimsal bir

dH n

fonksiyondur.

Yine » modiiliine gore indirgenmis kalan siifina birimsel benzer yar1 indirgenmis

kalan sinifi karsilik gelecektir.
3.7. Tanim

r ile yar1 asal ve r modiliine gore kalan sinifinin elemani olan tamsayilarin

kiimesine » modiiliine gore yar: indirgenmis kalan sinifi denir.

3.18. Teorem

x, r modiiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin eleman1 ve (a,r) =1 ise ax

degerleri de » modiiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin elemani olur.
3.8. Tanim

n ile yar1 asal olan ve n den kiigiik veya n ye esit pozitif tamsayilarin sayisini veren

fonksiyona birimsel benzer Euler ¢ fonksiyonu denir ve ¢ ile gosterilir.
3.19. Teorem

n tamsayist igin n=>_¢'(d) dir.

dHn
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3.20. Teorem
¢ fonksiyonu carpimsaldir.

3.21. Teorem

n pozitif tamsayisi igin =~ @ (n) =n ZM dir.

dH n
3.22. Teorem

r pozitif tamsayisinin kanonik gosterimi » = H p“ olsun. Bu durumda
ol

dir.

Dirichlet carpima benzer olarak 7 (n)= 21 n nin birimsel bolenlerinin sayisini;
dHn

*

o (n) = ; d n nin birimsel bolenlerinin toplamini gostermektedir.

3.23. Teorem
o’ fonksiyonu ¢arpimsaldir.

3.24. Teorem

w(n) n tamsayisinin asal carpanlarinin sayisini gostermek iizere her n pozitif

tamsayist i¢in
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n=le,“' (le, a, 21, i=1,2,...,s) olsun. Buradan w(n)=s olur. ¢, n pozitif

i=1

/ s
tamsayisinin birimsel boleni ise =1 veya ¢ = H p/,1<j<s dir. t #1 i¢in ( ]
J

i=l1

tane birimsel bolen vardir. Bu durumda

Benzer olarak her n=[]p" (s21, a, 21, i=1,2,...,s) pozitif tamsay1s i¢in

i=1

o (n) = li[(ler[“")

dir [7].
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4. iKi DEGISKENLi ARITMETIK FONKSIYONLAR
4.1. Iki Degiskenli Aritmetik Fonksiyonlar

4.1. Tanim

F:7"xZ" — C ile tammlanan F fonksiyonuna iki degiskenli aritmetik fonksiyon

denir, n,,n, € Z* olmak iizere F(n,n,) ile gosterilir [7].

Tek degiskenli aritmetik fonksiyonlar icin gegerli olan 6zelliklerin bir kismi iki
degiskenli aritmetik fonksiyonlar icin de kolaylikla gosterilebilir. Ilk olarak iki

degiskenli aritmetik fonksiyonlarin ¢arpimsallik 6zelligi tizerinde durulacaktir.
4.2. Tanim

F, 6zdes olarak sifir olmayan iki degiskenli bir aritmetik fonksiyon olmak iizere

(mi, n j) =1 olanher m,,n; (1<i, j <2) pozitif tamsayilar igin

F(mlnl,mznz):F(ml,mz)F(nl,nz) (4.1)
esitligi saglaniyorsa F aritmetik fonksiyonuna ¢arpimsal fonksiyon denir. Eger
bitlin - m,,n, (1<, j<2) pozitif tamsayilar i¢in Es. 4.1 esitligi saglaniyorsa F

fonksiyonuna tam ¢arpimsal fonksiyon denir [3].

Bazi kaynaklarda (ml., nj) =1, (1<i,j<2) sarti yerine (mm,, mn,)=1

verilmektedir.
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4.3. Tanim

g, h tek degiskenli carpimsal aritmetik fonksiyonlar olmak iizere her m,n pozitif

tamsayilari i¢in
F(m,n) = g(m)h(n)

bi¢ciminde tanimlanan iki degiskenli F fonksiyonuna yari-¢carpimsal fonksiyon denir

ve F' =(g:h) ile gosterilir.

Tek degiskenli ve iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar arasinda bazi temel

benzerlikler asagida verilmistir.

Eger F iki degiskenli aritmetik fonksiyonu ¢arpimsal ise bu durumda
F(m,, my)=F(m.1, my.1)=F(m,, my)F(1,1)

olup F(1,1)=1 dir.

4.4. Tamim

F ve G iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar olmak tizere her m,n € Z" igin

(F**G)(m,n) =3 S F(d,e) G(%Zj (4.2)

d‘m e‘n

biciminde tanimli iki degiskenli aritmetik fonksiyona F ile G iki degiskenli

aritmetik fonksiyonlarimin Dirichlet ¢arpimi denir ve F **G ile gosterilir [10].
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Iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar igin Dirichlet carpimin degisme ve birlesme

ozelliklerini sagladigi kolaylikla gosterilebilir.

Ayrica Dirichlet ¢arpiminin birim elemani tek degiskenli aritmetik fonksiyonlarin

birimi cinsinden

1, m=n=1

(5:5)(m,n):5(m)5(n)={

0, diger durumlarda
esitligi ile tanimlanir [7].

4.5. Tanim

F iki degiskenli aritmetik fonksiyon olmak iizere
F**G=G**F =(5:0)

olacak sekildeki iki degiskenli G aritmetik fonksiyonuna F nin Dirichlet tersi denir

ve G=F"" ile gosterilir.
4.1. Teorem

F iki degiskenli aritmetik fonksiyonunun Dirichlet tersinin olmasi igin gerek ve

yeter sart F(1,1)# 0 olmasidir.

4.2. Teorem

F, G iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar ve f, g tek degiskenli aritmetik

fonksiyonlar olsun. Eger F(1,1)#0 , G(1,1)#0 ve f(1)=0, g(1)=0 ise
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(F**G)™ = F*1oG™ ve (fig) ' =f"ig™
iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar i¢in
(F+G)(m,n) = F (m,n)+G(mn), (~F)(m.n)=—F(m.n), 0(m,n)=0.

Sonug olarak iki degiskenli aritmetik fonksiyonlarin kiimesi fonksiyonlarda toplama

ve Es. 4.2 esitliginde verilen Dirichlet carpim ile birimli ve degismeli bir halkadir.
4.3. Teorem

F, G ve H iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar olsun. F' tam c¢arpimsal fonksiyon

ise
F(G**H)=FG**FH.
fspat

F tam carpimsal fonksiyon. Bu durumda

(F(G**H))(mn)IF(mn)ZZG(dt)H(g?j

d‘m t‘n

x5 w3

d‘m t‘n

:ZZF(d,t)G(d,t)F(%,%]H(%,ﬁj

d‘m t‘n

=(FG**FH )(m,n).

k k
m= le.“" ve n= le.ﬂ' olsun. Eger F(m,n) carpimsal ise bu durumda
i=1 =)
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Eger F (m, n) tam carpimsal ise bu durumda

k

F(m,n):HF(pi,l)a' F(l,pi)ﬂ‘

i=1
dir [3].
4.4. Teorem

F, G iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar olsun. Eger F ve G carpimsal

fonksiyonlar ise F' **G de ¢arpimsaldir.
fspat

F ve G g¢arpimsal fonksiyonlar olsun. (ml.,nj ):1 (1<i,j<2) olmak lizere

(F**G)(m]nl,mznz): Z Z F(dl,dz)G[%,%j.
1 2

d, ""l”l dz‘mznz

= ZF(ab,cd)G(m‘—Zl,%J

- ab ~ cd
b‘nl d‘nz

-y ZF(a,c)F(b,d)G[ﬂ,&jG(%,Z—zj
a‘ml c‘mz a c
b‘nl d‘nz

m, m n n
=Y F(a,c)G| —L1,—2% F(b,d)G| —=L,—=~
> (o g jz< )2

c‘mz d‘nz

:(F**G)(ml,mz)(F**G)(nl,nz).
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4.6. Tanim

m ve n pozitif tamsayilar olsun. Her m,n sayilart icin U (m,n) iki degiskenli

aritmetik fonksiyonu, ¢ fonksiyonu yardimiyla

U(m,n)=(§é’)(m,n):é'(m)é'(n)
ile tanimlanir [3].
4.7. Tamim

m , n pozitif tamsayilar ve g Mobius fonksiyonu yardimiyla

Ai(myn)= (4 ) (mym) = pa(m) (1)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona iki degiskenli i1 Mébius fonksiyonu denir [11].

U ve i iki degiskenli aritmetik fonksiyonlar i¢in

B = (e ) * ¥ :6) = (5:5)

oldugundan U ve jz fonksiyonlari birbirlerinin Dirichlet tersi olup
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4.5. Teorem ( Iki degiskenli fonksiyonlar icin Mobius inversiyon formiilii )

F iki degiskenli bir aritmetik fonksiyon olsun. Her n,n, € Z" igin

G(n,ny)=>. > F(d,dy)) < F(n,n,) ZZG(dl,d),u[ j

d\|m dy|n, dy|ny dy|n,

=> > ji(d,.d, )G[ J

difm dan,
Ispat
(=): G=F**U olsun.
G**fi=(F**U)**f= F**(U**f)= F**§:5)=F.
(<): F=G** olsun.

F*¥U =(G**)**U = G**(a**U) = G**(5:6) = G.

4.1. Ornek
(F**U)(6,8) =" > F(d,,d,) (6,2}
PAPAT d, d,
=>(F(d,.1)+ F(d,,2)+F(d,,4)+F(d,8))
d[6
= F(L1)+ F(L,2)+ F(1,4)+ F (1,8)+ F (2,1)+ F(2,2) + F(2,4)+ F(2,8)
+F(3,1)+F(3,2)+ F(3,4)+ F(3,8)+ F(6,1)+ F(6,2)+ F(6,4)+ F (6,8)
4.8. Tanim

f tek degiskenli bir aritmetik fonksiyon olmak tlizere
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f(n), m=n

0, diger durumlarda

ile taniml1 P( f ) fonksiyonuna f nin esas (principal) fonksiyonu denir [10].

4.6. Teorem

f, g tek degiskenli iki aritmetik fonksiyon ve bunlarin esas fonksiyonlar1 P(f) ve

P(g) olmak iizere

P(f)**P(g)=P(/*g).
Ispat

Eger m = n ise bu durumda

((r) P () (mm)= X P(1)(coe) Pl 2.2

d‘m e‘n

=Zf(d)g(§j

d‘n

=(/*g)(n)

=P(f*g)(m,n)
Eger m # n ise esas fonksiyonun tanimidan

P(f*g)m,n)=0 ve P(f)m,n)=0, P(g)m,n)=0

olup boylece
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(P(r)**P(g))m,n)=0

olur. Her iki durum igin de
(P(f)**P(g))im,n)=P(f * g)m,n)
olup

(P(f)**P(g))=P(f *g)

elde edilir.

Benzer sekilde f, tek degiskenli aritmetik fonksiyon ve f nin Dirichlet tersi [~

varsa

bi¢imindedir.
4.2. Ornek

f, g ve h tek degiskenli aritmetik fonksiyonlar olsun. (P( f )**(g : h)) fonksiyonu
ve f(1),g(1),2(1) sifirdan farkli olmak iizere ve (P(f)**(g:%)) fonksiyonunun

tersini bulalim.
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(P74 () )= T P(1)(doe) (200 5.2

d‘m e‘n

T3 ( J(3)
- 233

Teorem 4.2 den

4.2. Iki Degiskenli Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Serileri ve Uretec

Fonksiyonlar:

4.9. Tanim

F iki degiskenli bir aritmetik fonksiyon ve s,,s, reel sayilar olmak {izere

iiF nl,n2

n = nzln 2

ile tanimlanan seriye iki degiskenli aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet serisi denir

[10].
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4.7. Teorem

F ve G aritmetik fonksiyonlarinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla DF ve DG olsun.

Yani;

olmak iizere DF + DG de (F + G) nin iirete¢ fonksiyonudur.
4.8. Teorem

F ve G aritmetik fonksiyonlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 sirasiyla DF ve DG olsun.

o © F**G n]:nz)

DF (s,,s,) DG(s,,s, :ZZ

m=1ny=1 n] n2

Bazi iki degiskenli aritmetik fonksiyonlarin {irete¢ fonksiyonlar1 asagida verilmistir.

4.3. Ornek

U =(¢ :¢) iki degiskenli aritmetik fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu

4.4. Ornek

= (u: p) iki degiskenli aritmetik fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu
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ii(&:é)(n,,nz) :ii(&é)(l,l) 1

S115
n o n, m=1n,=1 "1™

Diger taraftan Teorem 4.8 de F'=U ve G = i alinarak (0 :0) birim fonksiyonunun

irete¢ fonksiyonu bulunur.

4.6. Ornek

1, (m,ny)=1
0, diger durumlarda

H(nl,nz):{

esitligi ile tanimlanan iki degiskenli aritmetik fonksiyon i¢in tirete¢ fonksiyonu

Gergekten



1, n, =n,

)|

0, diger durumlarda

esitligi ile tanimlanan iki degiskenli aritmetik fonksiyonu i¢in lirete¢ fonksiyonu

62



4.8. Ornek

D (n ; )= 1 n, |n,
e 0, diger durumlarda

esitligi ile tanimlanan iki degiskenli aritmetik fonksiyon i¢in tirete¢ fonksiyonu

[
s
[
.

Bl S
g
~

N
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5. NAGELL VE RAMANUJAN FONKSIYONLARI

Bu boliimde temel iki degiskenli aritmetik fonksiyonlardan Nagell ve Ramanujan

toplam fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri incelenecektir.
5.1. Nagell Toplam Fonksiyonu
5.1. Tanim

n negatif olmayan bir tamsay1 ve » pozitif bir tamsay1 olsun.

sartlarin1 saglayan 1< x <r bi¢imindeki x tamsayilarinin sayisina Nagell toplam

fonksiyonu denir ve ﬁ(n,r) ile gosterilir [6].
5.1. Ornek
n=12 ve r =10 igin O(n,r) degerini bulalim.

1<x<10 i¢in (x,lO) =1 sartin1 saglayan x degerleri x=1, 3,7, 9 olup bunlardan
(12— x,10)=1 sartim saglayan x degerleri x=1,3, 9olur. Boylece 6(12,10)=3

olarak bulunur.
5.2. Ornek
n=r=10 igin O(n,r) degerini bulalim.

Ornek 5.1 deki (x,10)=1 sartin1 saglayan x degerleri ayni zamanda (10— x,10)=1

sartin1 saglar. Buradan 6(10,10) =4 bulunur. Bu da ¢(10) degeridir.
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5.1. Teorem

n ve r pozitif tamsayilar olsun. Eger n = r ise bu durumda
H(r,r)Z(p(r).
fspat

r pozitif bir tamsayir olsun (x,r)zl ve 1<x<r sartlarm saglayan x

tamsayilarinin sayisi go(r) fonksiyonunu verecektir. Eger (x,r) =1 ise (r—x,r) =1

oldugundan 6(r,r)=¢(r) bulunur.

Ayrica @(n,1) =1 oldugu kolaylikla gésterilebilir.

Simdi iki degiskenli diger bir fonksiyon olan ayni zamanda sayilar teorisinde de ¢ok

Oonemli bir yeri olan Ramanujan toplam fonksiyonu verilecektir.
5.2. Ramanujan Toplam Fonksiyonu

5.2. Tanim

n bir tamsay1 ve r pozitif bir tamsay1 olmak {izere

C (n,r)=Ze@
ile tanimlanan C (n,r) fonksiyonuna Ramanujan toplam fonksiyonu denir [4].
Burada toplam, 1<z<r ve (z,r)zl sartint saglayan z tamsayilart lizerinden

alinmaktadir. Ayrica herhangi z,z, pozitif tamsayilart icin z =z, (mod r)
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2rzizn 2rizon

oldugunda e © =e ’ olacagindan z ler r modiiline gore indirgenmis kalan
siifinin elemanlar1 olur. Ramanujan toplam fonksiyonunda n ye argument, r ye

indeks denir.

Ramanujan toplam fonksiyonunun tanimindan her neZ igin C(n,1)=l oldugu

acgiktir.

r sabit ve n pozitif bir tamsayis: oldugunda C(.,r) ve n sabit ve r pozitif bir
tamsay1 oldugunda C(n,.) ile gosterilen aritmetik fonksiyonlar elde edilir. Bazi

kaynaklarda Ramanujan toplam fonksiyonu C, (n) bigiminde gosterilmektedir.

5.2. Teorem

r pozitif bir tamsay1 olmak tizere

C(O,r) = (p(r).

jspat

oldugundan bu toplamin degeri z tamsayilarin sayis1 kadar olacaktir. 1<z<r ve

(z,r)=1 sartim saglayan z tamsayilar1 ¢(r) kadar olup esitlik agiktir.

5.3. Teorem

a, n birer tamsay1 ve r pozitif bir tamsay1 olsun. Eger (a , r) =1 ise bu durumda
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C(an,r)zC(n,r).

fspat

z, r modiiline gore indirgenmis kalan smifinin bir elemani olsun. (a,r)zl

oldugundan az degerleri de yine r» modiiliine gore indirgenmis kalanlar sinifinin

elemani olacagindan C(an,r) ve C(n,r) fonksiyonlarmin tanmundan esitlik

bulunur.

Asagida verilecek Lemma yardimiyla Ramanujan toplam fonksiyonunun

carpimsallig1 kolaylikla gdsterilebilecektir.
5.1. Lemma

(m,,m,)=1 ve h,, m, modiiline gore indirgenmis kalan simfinin bir elemans; 4, de
m, modiliine gore indirgenmis kalan smifinin bir eleman1 olsun. Bu durumda

h = h,m, + hym, de m;m, modiiliine gore indirgenmis kalan sinifinin elemanidir [6].

5.4. Teorem

Ramanujan toplam fonksiyonu C (n , r), r ye gore carpimsal fonksiyondur. Yani her

n tamsayisi ve (r,s)=1 olacak sekildeki r,s pozitif tamsayilari igin

C(n,rs)=C(n,r)C(n,s).

fspat

(r,s)zl olsun. z,, r modiiliine gore indirgenmis kalan sinifinin elemani, z, de s

modiiliine gore farkli indirgenmis kalan sinifinin eleman1 olsun. Bu durumda
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27izyin 27izyn 27i(zy5+2,7) 27izn

C Ze r Ze s —ZZe rs —Ze s 5.1

LIS

z=z,8+z,r ve z, rs modiiline gore indirgenmis kalan sinifinin eleman1 olmak
tizere Lemma 5.1 kullanmilarak Es. 5.1 esitliginde ¢ift toplamdan tek toplama

gegilebilir. Boylece C (n ,rs) nin tanimindan
C(n,rs) = C(n,r)C(n,s)
elde edilir.

Asagidaki teorem Ramanujan toplam fonksiyonu C (n,r) nin, Mobius fonksiyonu

ve birim fonksiyon yardimiyla da elde edilebilecegini gostermesi acisindan

Onemlidir.
5.5. Teorem

n bir tamsay1, r pozitif bir tamsay1 ve (n, )=k olsun. Bu durumda

n)=Yaul %)

d|k
jspat

z, r modiline gore tim kalan smifinin biitin elemanlar1 olsun. Mobius

fonksiyonunun toplam 6zelliginden

L (zr)=1

2 ”(dl):{o, (z:r);tl

dl‘(z,r)
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olup C (n,r) fonksiyonunun tanimindan z, » modiiliine gore kalan sinifinin
elemani ya da bagka bir ifadeyle z ler (z, r) =1 sartin1 saglayan tamsayilar olacaktir.

Bu durumda (z,7) =1 igin

Z n(d)=1

d, ‘ (z,r)

olacagindan

yazilabilir. Burada d, ‘(z,r) oldugundan d, |z ve d, |r olur. Boylece toplam ifadeleri

yer degistirilerek

2rizn

C(nr)=Yu(d) Y e

d, ‘r d, ‘z
1<z<r

elde edilir. d1|z oldugundan z =sd, olacak sekilde en az bir s tamsayist vardir.

Ayrica 1 <z <r oldugundan s =1,2, ...,L degerlerini alacaktir. Buradan

dLI 2risdn I

Clnr)=2pu(d)De © =X u(d)Ye g

dy|r s=1 dy|r s=1

roo. . r . . .
olup eger z|n ise s iizerinden toplam 7 ye esit olacaktir. Eger — [ n ise s
1 1 1

tizerinden toplam O olur. Boylece



olur. Burada dL yerine d yazildiginda
1

C(n,r)=;y(§jd

n

dir. d|r ve d|n oldugunda (n,7)=k olmak iizere d

(n,r) olacagindan

C(n,r)=2d,u(§j

djk

elde edilir.
5.1. Sonug

p bir asal say1 olsun.

i) Eger p’|n ve 0<b<a ise bu durumda

i) Eger p”|n ve b>a ise bu durumda

C(n,p”):p”_l(p—l).
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iii) Eger p | n ise bu durumda

0 a=2,
C(n,p“)— -1 a=1,
1 a=0

Ispat

i) p bir asal ve 0<h<a araliginda p’ ||n olsun. Bu durumda (n,p”)zpb dir.

Teorem 5.5 den

C(n.p')= Zdﬂ[fla}=ﬂ(p”)+...+p”lﬂ(p””)wbﬂ(p”)

d‘ph

-b

bulunur. Bu ifadede son terim olan pb,u( p* ) degerine bakildiginda a—b degeri

diger p kuvvetlerin en kiiciik olan1 olacagindan eger a—b > 2 ise toplamdaki tiim
terimler 0 olurken a—b =1 olmasi durumunda sadece p’u(p) terimi sifirdan farkl

olacaktir. Buradan

bulunur.

if) Eger p”|n ve b>a ise bu durumda (n,p“) = p* olur.

C(n.p")= Zdﬂ(i;]=p”"ﬂ(p)+p”ﬂ(1)=p”" (p-1)

d‘p"



72

bulunur.

iii) p | n olsun. Bu durumda p“ | n olacagindan (n, p“)zl olur.

. 0, a=2
C(n,p”):Zdy([;j:,u(p”)z -1, a=1
i 1, a=0
bulunur.
5.2. Sonug

Her r pozitif tamsayisi i¢in
C(l,r) = ,u(r).
jspat

r pozitif tamsayismin tiim degerleri i¢in (1,7)=1 oldugundan

C(l,r):Zd,u(gjzlu(r)

dft
dir.

Simdi Ramanujan toplam fonksiyonu ile ilgili verilen tanim ve teoremler kullanarak

ornekler incelenecektir.



73

5.3. Ornek

C (9,4) degerini Ramanujan toplam fonksiyonun tanimindan hesaplayalim.

z, mod4 e gore indirgenmis kalan sinifinin elemani olmak {izere z, 1 ve 3

degerlerini alacaktir. Boylece

27i9z 27i9 27i27 i 27 i
C(9,4)=Ze 4 =et +e t =e? +e?

z=1,3

9 .. 9« 277 .. 27«%
=| coOS— +isin— |+| cos——+isin——
2 2 2 2

( T ﬂj ( 3z .. 37rj

=| COS—+1I1SIn— |+| COS—+1SIn—
2 2 2 2
=(0+i.1)+(0+i(-1))

=0

bulunur. Diger bir yol olarak Teorem 5.5 kullanilirsa, (9 ,4) =1 oldugundan

C(9,4)=Zdﬂ(gj=ﬂ(4)=0

d|l
elde edilir.

5.4. Ornek

C (12, 9) degerini Ramanujan toplam fonksiyonun tanimindan hesaplayacak olursak

z, mod9 a gore indirgenmis kalan sinifinin elemani olmak iizere z; 1,2, 4,5, 7, 8

degerlerini alacaktir. Burada her bir z degeri yazilip hesaplama yapmak giic
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olacaktir. Ancak C(12,9)=C(12,32) ve 3||12 oldugundan Sonu¢ 5.1 (i) den

b=1, a=2ve a-b=1 olup, C(12,9)=C(12,3*)=-3 bulunur.
5.6. Teorem

olsun. Bu durumda

n bir tamsay1 ve r pozitif bir tamsay1 olmak iizere m =

(nr)

jspat

p bir asal say1 ve a pozitif bir tamsay1 olsun. C (n,r), @, u fonksiyonlarinin her

biri » ye gore carpimsal oldugundan r nin kanonik formda gosterimini r = p®

olarak almak yeterli olacaktir. Burada {i¢ durum ortaya ¢ikar:

L Durum: 0<b<a ve p’|jn ise m= p_b olur. Bu durumda
p

bulunur.
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II. Durum:b>a ve p||n ise m=1 olup,

bulunur.

III. Durum: p | n ise (n,p” ) =1 olacagindan m = p“ olup

air, 7))

( ) nin bulunan tiim degerleri Sonug 5.1 den C (n, p”) degerlerine esit
@(m

olup ispat tamamlanmais olur.

5.7. Teorem

s >1 ve n,r pozitif tamsayilar olmak iizere C (n, r) aritmetik fonksiyonunun lireteg

fonksiyonu

i C(n,r)_ aH(n)
Z P é’(s)ns_l .

r=1

fspat

n sabit pozitif tamsayisi1 ve her » pozitif tamsayisi i¢in Teorem 5.5 den
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C(n,r)

rS

yazilabilir. Bu durumda s>1 i¢in z Dirichlet serisi mutlak yakinsaktir.

r=1

Boylece s >1 i¢in Teorem 2.24 (ii) den

s L] ;GJHZ%(") (5.2)

dir. Herhangi bir f/* fonksiyonu

r, r|n

f(V)={0’ i

biciminde tanimlansin. Bu durumda Es. 5.2 ifadesi ve f fonksiyonunun tanimidan

2l s 13 /U)

n d‘n r=1 r

olur. Bu esitlikteki Dirichlet serisinin sifirdan farkli terimlerin sayisi sonlu sayida
oldugundan bu seri s reel sayisinin tiim degerleri i¢in mutlak yakinsaktir. Yine r

pozitif tamsayisinin tiim degerleri i¢in

(r+2)(r)= 3 du 5] =)

)

dir. s >1 icin Teorem 2.24 (ii) den
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olur. Boylece istenilen elde edilmis olur.

Ayrica her n pozitif tamsayisi igin
‘C(n,r)‘ <o(r)

oldugundan s >1 i¢in mutlak yakinsak olan bu seri

gc(n;r) :i[ 3 d”(éj}%

n n=1 d‘(n,r)

biciminde yazilabilir. Burada » pozitif tamsayisinin her d boéleni ayn1 zamanda »

icin de bir bolen olup n = md olarak alindiginda

gc(n;r) :i( 3 dﬂ(gn%

n n=1 d‘(n,r)

:;P"@gwl@“}

(S ze()

Boylece s >1 igin
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dir.

Bulunan bu formiil daha genel olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

J aritmetik fonksiyonunun Dirichlet serisi s > s, i¢in mutlak yakinsak olmak iizere

r pozitif tamsayis1 ve s > s, igin

000, )51

m=1 m

Eger f fonksiyonu tam ¢arpimsal ise bu durumda s > s, i¢in

3L )ler) (70 J(st‘lf(d)u(gj]

n=1 m=1 M

dir. Ornegin; f fonksiyonu olarak tam ¢arpimsal A Liouville fonksiyonu

alindiginda s >1 icin Ornek 2.15 de verilen

> l(n B ¢ (2s)
2700
esitliginden

gi(”);(n (;d‘ A(d [dn

bulunur.
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6. BIRIMSEL BENZER NAGELL VE RAMANUJAN FONKSIYONLARI

Bu bdliimde, Boliim 5 de verilen Nagell toplam fonksiyonu ve Ramanujan toplam
fonksiyonlariin birimsel benzer fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri
incelenecektir.

6.1. Birimsel Benzer Nagell Toplam Fonksiyonu

6.1. Tanim

n negatif olmayan bir tamsay1 ve » pozitif bir tamsay1 olsun.

(x,r)* = (n - x,r)* =1

sartlarin1 saglayan, 1< x <r bi¢cimindeki x tamsayilarinin sayisina birimsel benzer

Nagell toplam fonksiyonu denir ve 8 (n, r) ile gosterilir [6].

6.1. Ornek

" (16,12) degerini bulalim.

1<x<12 i¢in (x,12)* =1 sartin1 saglayan x tamsayilar1 x=1, 2,5,7,10, 11 olup
bunlardan (16—x,12)* =1 sartin1 saglayan x degerleri x=2,5,11 olur. Bdylece

0" (16,12) =3 olarak bulunur.

Teorem 5.1 den n=r olmast durumunda @(n,7)=¢(r) oldugu biliniyor. Benzer

sekilde n = r i¢in 0" (n, r)= o (r) oldugu asagidaki teoremle verilmistir.
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6.1. Teorem

n ve r pozitif tamsayilar olsun. Eger n =r ise
o (r,r) =0 (r)

fspat

r pozitif bir tamsayr olsun. (x,r)* =1 ve 1<x<r sartlanin1 saglayan x
tamsayilarinin sayist (o*(r) fonksiyonunu verecektir. Eger (x,r)* =1 ise bu durumda

(r—x,r), =1 oldugundan 6" (r,r)=¢"(r) dir.
Ayrica 6" (n,1)=1 oldugu kolaylikla gosterilebilir.

49*(n,r) nin r ye gore ¢arpimsal oldugunun ispati, birimsel bolen ve izomorfizmin

ozellikleri kullanilarak asagida verilmistir.

(9*(n,r) fonksiyonunun degerini tanimindan hesaplamak yerine fonksiyonun
carpimsallik ozelligi kullanilarak, p asali ve a pozitif tamsayisi icin 6?*(11,1")

ifadesini 6" (n, p° ) yardimiyla hesaplamak daha kolay olacaktir.
6.1. Lemma

(s,t)=1,s#1 ve t#1 igin r=st olsun. Negatif olmayan her n tamsayis igin

S, T've R kimeleri
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S:{y:léyés ve (y,s)*:(n—y,s)*zl}
T={z:1<z<t ve (z,t),=(n-z1), =1} (6.1)

Rz{x: I<x<rve (x,r)* :(n—x,r)* =1}
biciminde tanimlansin. Eger x € R ise y ve z i¢in

xzy(mods), 0<y<s
(6.2)

xzz(modt), 0<z<t
olup, ye S ve zeT dir [6].
6.2. Teorem

Negatif olmayan her »n tamsayisi igin (9*(n,r), r ye gbre carpimsal bir

fonksiyondur.
fspat

(s,t) =1,s#1 ve t#1 i¢in r =s¢ olsun. Yine S,7 ve R kiimeleri Es. 6.1 deki gibi
tanimlansin. g:R — SxT donlisimi y ve z Es. 6.2 deki gibi olmak iizere
g(x) = ( y,z) ile tanimlansin. g nin iyi tanimh oldugu, g nin tanimindan ve Es. 6.2
deki kongriiansdan agiktir. Simdi g nin bire-bir ve Orten bir doniisiim oldugunu

gosterelim. g(x)=(y,z) ve g(x')=(»,z) olsun. g nin tammindan

x=y(mods)

x=z(mod¢)
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’

X

y(mods)

x' z(modt)

denklikleri vardir. (s,¢)=1 oldugundan

v=y(mods)

z(modt)

1%

kongriians sistemi [O, st] kapali araliginda tek ¢6ziime sahiptir. Boylece x =x" olup

g bire-bir olur. g nin érten oldugunu gésterelim. (y,z)eSxT ve x, [0,st] kapali

araliginda
v=y(mods)
v= Z(modt)

kongriians sisteminin tek ¢oziimii olsun. Gostermemiz gereken xe€ R oldugudur.

x€R olmasi i¢in x, 1<x<r ve (x,7),=(n-x,r), =1 sartlarmi saglamaldir,
(s,t)=1 igin (x,5),=1 ve (x¢t),=1 oldugundan Teorem 3.9 dan
(x,st), =(x,r), =1 bulunur. Benzer sekilde (n—x,7),=1 bulunur. Yani xeR
olacagindan g Ortendir. g birebir ve orten bulundugundan R ile Sx7T izomorftur.

Dolayisiyla R nin eleman sayis1 S x7 nin eleman sayisina esittir. Boylece 9*(n,r),

r ye gore ¢arpimsal bir fonksiyondur.

p asal sayis1 ve a pozitif tamsayisi icin 6 (n, p”) fonksiyonu 1<x<p® ve
(x, p° )* = (n -x, p° )* =1 sartlarin1 saglayan x tamsayilarinin sayisini verecektir. Bu

durumda p“|n ve p®[n durumlan igin 0*(11, p”) degerini ayr1 ayr1 hesaplamak

gerekecektir.
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6.3. Teorem

p bir asal say1 ve n negatif olmayan sabit bir tamsay1 ise

. . “—1, “
7iep ):{i"—z, bl

dir.
Ispat

X={1,2,...,p” —1} ve p“|n olsun. 9*(n,p”) degeri hesaplanirken, x tamsayilar

X kiimesinin elemanlar: arasindan secilecektir. p“ nin birimsel bolenleri yalnizca 1
ve p“ dir. Ayrica her x€ X i¢in p“ [ x ve p“ | n—x olur. O halde her x € X igin

(x,p” ) :(n—x,p“)* =1 bulunur. Boylece eger p“|n ise 0*(n,p“)=p“ -1
olacaktir. Diger taraftan p“ | n olsun. X U{O} kiimesi p“ modiiliine gore tam kalan
sistemini olusturur. Bu durumda x=n (mod p”) olacak sekilde bir xe X U{0}
vardir. Fakat p“ [n oldugundan x# 0dir. Bunun anlami (n -x, p* ) #1 olacak

sekilde en az bir x € X oldugudur. Buradan da p“ [ n ise @ (n, p“)z p“ —2 olarak

bulunur.

5

0 (n,r) carpimsal oldugundan ve H*(n, p“) degeri her p asali i¢in hesaplanarak

0 (n, r) nin hesaplanmasinda kolaylik saglayacaktir.

6.4. Teorem

r tamsayisinin kanonik formda yazilis1 » = H p“ olmak iizere
plr
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(9*(n,r)=H(p” —I)H(p” —2)

P° ‘n p*In
dir.
Ispat

n negatif olmayan sabit bir tamsay1 olsun. 6" (n,r) fonksiyonu r ye gore ¢arpimsal

bir fonksiyon oldugundan

o (n,r) :HH* (n,p”)

plr

a

yazilabilir. Buradan eger p“|n ise 49*(n,p“):p“—1 eger p“In ise

o (n,p”) = p“ —2 oldugundan

0 (n.r)=T1(r" =) 1(r"-2)

piin pin
bulunur.

6.2. Ornek

6" (21,15) degerini hesaplayalim.
15=35 ve 3|21 fakat 5/21 oldugundan Teorem 6.4 geregince

6" (21,15)=(3-1)(5-2) =6 du.
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r tam sayisinin kanonik formda yazilis1 » = H p“ olmak lizere her p asal sayisi igin
plr

eger p[n ise 6 (n,r) hesaplamirken garpanlar yalmzca ( p"—2) ler olacaktir.

p° |n olmasi durumunda da benzer sekilde yalnizca ( p'— 1) carpanlar1 gelecektir.

6.1. Sonug

r pozitif tamsayisinin kanonik formda yazilis1 » = H p“ olsun. Eger (n, r)* =1 ise

|

2
pa

9*(n,r)=H(p“ —2):FH(1—

plr plr
fspat

(n,r), =1 oldugundan r nin n yi bélen p nin higbir asal kuvveti olmayip her p

icin p* [ n dir. Boylece

0 (nr)=T1(r"-2)

ol
bulunur. Esitligin diger kismu ise agiktir.

6.2. Sonug

r pozitif tamsayisinin kanonik formda yazilis1 r :H p* olsun. Eger r|n ise bu
pr

durumda

0 ) =T =) =T 1= =o' (0.

plr plr
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fspat

r|n oldugundan » nin her p asal boleni i¢in p”|n dir. Boylece

0 (n.r)=T1(p’ —1)=1;P” H(l-;{,jﬂﬂ(l—M

plr plr plr

olur. Son ifade ¢’ (r) ye esit olur. Bdylece r|n olmast durumunda 6" (n,r)=¢"(r)

bulunur.

6.5. Teorem

r pozitif tam sayisinin kanonik formda yazilis1 » = H p“ olsun. Bu durumda
lr

>0 (n.d)=T1r'TI(r"-1)

dlr Pl pIn
Ispat

r=[]p* olsun. 8" (n,r) fonksiyonu r ye gére ¢arpimsal oldugundan » 6" (n,d)

plr dlr

de carpimsaldir. p*

r olacak sekildeki her p asali igin ) 6" (n,d) deeri

4’

yardimiyla ZH* (n,d ) degeri hesaplanir. Teorem 6.3 den

dHr

. e N e e\ ) P P
de (n.d)=6"(n,1)+0"(n,p*)=1+6"(n,p )_{p“—l, o
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Boylece

>0 (nd)=T1r'TI(r" -1)

d|lr Pl ptin
bulunur.

6.6. Teorem

r pozitif tamsayisinin kanonik formda yazilis1 » = H p“ olsun. Bu durumda

plr

jspat

Bolim 3 den x ve ¢ fonksiyonlarmin ¢arpimsal oldugu biliniyor. Ayrica ¢

fonksiyonu hicbir zaman sifir olamayacagindan bu iki fonksiyonun boliimleri

tanimlidir ve Ornek 2.10 dan ¢arpimsaldir. Béylece Teorem 3.13 den

£ (d) o, )
2 ¢*<d>g(l go*(pa)]

(n,d)*:l
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olur. Ayrica ¢ (r) = H( p - 1) oldugu goz éniine almirsa

plr

elde edilir.

6.2. Birimsel Benzer Ramanujan Toplam Fonksiyonu

Bu boliimde iki degiskenli bir baska aritmetik fonksiyonun birimsel benzeri
verilirken ayni zamanda daha 6nceden verilen Ramanujan toplam fonksiyonu ile
ilgili paralelliklerde gosterilecektir.

6.2. Tanim

n bir tamsay1 ve » pozitif bir tamsay1 olmak {lizere
ol (n, r) = Z e

ile tanimlanan C” (n,r) fonksiyonuna birimsel benzer Ramanujan toplam fonksiyonu

denir [6]. Burada toplam, 1<z<r ve (z,7),=1 sartim saglayan z tamsayilar

tizerinden alinmaktadir. z ler » modiiliine gore yari indirgenmis kalan sinifinin

elemanlar1 olacaktir.

Ramanujan toplam fonksiyonunun tanimindan her n € Z igin C” (n , 1) =1 dir.
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6.3. Ornek

Cc (4,12) degerini, birimsel benzer Ramanujan toplam fonksiyonunun tanimindan

hesaplayalim. z, mod12 ye goére yari indirgenmis kalan sinifinin elemani olmak

tizere z, 1,2, 5,7, 10, 11 degerlerini alacaktir. Boylece

C'(412)= > ™

2=1,2,5,7,10,11

27i4 27i8 27i20 27i28 27i40 27id4
:el2 +el2 +e 12 +e 12 +e 12 +e 12

2r .. 2w 4z .. 4rx
=3| cos— +isin— |+ 3| cosS—+isin—
3 3 3 3

6.7. Teorem
r pozitif bir tamsay1 olmak iizere C*(0,r)=¢ (r) dir.

fspat

C (0,r)=>1

z

olacagindan bu toplamin degeri z tamsayilarin sayisi kadar olacaktir. 1<z <r ve

(z,r)* =1 sartin1 saglayan z tamsayilar1 ¢’ (r) kadar olup esitlik agiktir.
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6.8. Teorem
r pozitif bir tamsay1 olsun. Eger (a,r) =1 ise bu durumda C” (an,r) =C (n,r) dir.
Ispat

z, r modiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin elemani olsun. (a,r)=1
oldugundan az degerleri de yine » modiiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin
elemanlar1 olacagindan C"(an,r) ve C (n,r) fonksiyonlarmmn tanimindan esitlik

bulunur.
6.9. Teorem

n bir tamsay1 ve r pozitif bir tamsay1 olmak {izere

. ) r|n,
ZC (n’d)_{O r|n.

dHr
fspat

z, r modiiliine gore tam kalan simifinin eleman1 olmak tizere

2rinz r, I"ll’l
D e’ =
0,

rln

2rinz 2rindz

z e’ =Z e (6.3)
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Es. 6.3 esitliginde sag taraftaki icteki toplam ifadesi C” (n,%) ye esit olup

o or)_ 2”:”2_ r, rln
ZC (n,g]— Z e —{0’

dJr 2(modr) rln

olur. g yerine d alindiginda yalmizca toplam ifadesindeki terimlerin yeri
degiseceginden esitlik bozulmadan istenilen elde edilmis olur.
Boliim 3 de verilen Teorem 3.19, Teorem 6.9 un bir sonucu olarak da elde edilebilir.
6.3. Sonug

r pozitif tamsayis1 igin

2.9 (d)=r.

dHr
jspat

Teorem 6.7 den C"(0,r)=¢ (r) olup ayrica her pozitif r tamsayisi i¢in [0

oldugundan Teorem 6.9 dan

20 (d)=2.C(0.d)=r.

dHr dHr
6.10. Teorem

n bir tamsay1 ve 7 pozitif bir tamsay1 olmak iizere C” (n,r) fonksiyonu r ye gore

carpimsal bir fonksiyondur. Yani; her n tamsayisi ve (r,s)zl olacak sekilde 7, s

pozitif tamsayilar1 i¢in
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5

C (n,r) ol (n,s) =C' (n,rs).
jspat

(r,s) =1 olsun. z,, » modiiline gore yar1 indirgenmis kalan simifinin elemant, z, de

s modiiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin eleman1 olsun. Bu durumda

2rinz 2rinz, 2mn zls+zzr 2 7izn

) C)=Fe e -T¥e 1 -e

I}

Burada z=zs+z,r olup z, rs modiiliine gore yar1 indirgenmis kalan sinifinin
elemanlar1 olacagindan ¢ift toplam ifadesi tek toplam olarak yazilmistir. Bulunan son

toplam C”(n,rs) ye esit oldugundan buradan

ol (n,r) ol (n,s) =C" (n,rs)

bulunur.

6.4. Sonug

r pozitif tamsayisi igin ¢ (r) fonksiyonu garpimsaldir.

fspat

Cc (0, r) =¢ (r) ve C’ (n, r) fonksiyonu da ¢arpimsal oldugundan sonug agiktir.
6.11. Teorem

r pozitif tamsayist i¢in 4" (r)=C"(1,r).
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fspat

g fonksiyonunu g(r)=> C"(1,d) ile tammlayalim. Teorem 6.9 dan

dHr

ZC*(I,d):{r’ rlt

T 0, r/f1

oldugundan
1, r=1
& (r) - {0, r#l

olur. Birimsel benzer Mobius inversiyon formiiliinden

¢ (L) =Y u (d)g(gj (6.4)

dHr

olup ayrica

olmak {iizere Es. 6.4 esitliginin sag tarafindaki toplam ifadesinde yalnizca r=d

olmas1 durumunda sifirdan farkli degerler geleceginden
i (r)=C (1r)

bulunur.
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6.5. Sonug

r pozitif tamsayisi i¢in y*(r) fonksiyonu 7 ye gore ¢arpimsal bir fonksiyondur.
6.12. Teorem

n bir tamsay1 ve r pozitif bir tamsay1 olmak tlizere

Ispat

g fonksiyonu

g(r):{r, rln

0, r|n
bi¢giminde tanimlansin Teorem 6.9 dan

2.C (nd)=g(r)

dHr

olacagindan birimsel benzer Mobiiis inversiyon formiiliinden

¢ (nr)= 4 (d) g@ 6.5)

dHr

olur.
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r r
_’ _n
g(ij: d’ d
d 0, L}(n
d

olmak iizere Es. 6.5 esitligindeki toplam ifadesinde sifirdan farkli terimler yalnizca

§| n olmasi durumunda geleceginden

c*<n,r>=;ﬂ*(d>g(§j=;u*<d>§=zu*(1jd

Zln 4

bulunur. Bu esitlik

bi¢iminde de ifade edilebilir.

6.6. Sonug

r pozitif bir tamsay1 olmak iizere

6.7. Sonug

p asal sayisi ve a pozitif bir tamsayisi i¢in
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fspat

p“ nin birimsel bolenleri yalnizca 1 ve p* olup eger p* |n ise Teorem 6.12 den

bulunur. Eger p* | n ise C” (n,p”)= u (p”) =—1 bulunur.
6.4. Ornek

C"(4,12) degerini Teorem 6.12 den hesaplayacak olursak

C'(412)=> du (%j

d|12
d|4

12 nin birimsel bélenleri 1, 3, 4 ve 12 olup bunlardan yalnizca 1 ve 4, 4 iin bir béleni

oldugundan

C*(4,12) = " (12)+ 4" (3).4=(=1)" +(=1)(4) =-3.
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7. SONUC

[k boliimde sayilar teorisinin énemi ifade edilmis, aritmetik fonksiyonlar hakkinda

cesitli bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, aritmetik fonksiyon tanimi, bazi aritmetik fonksiyonlar ve bunlarin
ozellikleri incelenmistir. Aritmetik fonksiyonlar {izerinde tanimlanan Dirichlet
carpiminin cebirsel Ozellikleri gosterilmistir. Aritmetik fonksiyonlar kiimesinin alt
gruplarindan carpimsal ve tam ¢arpimsal fonksiyonlara yer verilmis. Ayrica aritmetik

bir fonksiyonun Dirichlet serileri ve iirete¢ fonksiyonu ifade edilmistir.

Ucgiincii béliimde birimsel bdlen tanimi ve gesitli dzellikleri verilmis, birimsel bdlen
yardimiyla aritmetik fonksiyonlarin birimsel ¢arpimlar1 belirlenmistir. Ayrica bazi

aritmetik fonksiyonlarin birimsel benzerlerinin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii bolimde iki degiskenli aritmetik fonksiyon tanimlanmis, tek degiskenli
aritmetik fonksiyonlar i¢in verilen bazi Ozelliklerin iki degiskenli aritmetik
fonksiyonlar iginde gegerli olabilecegi gosterilmistir. Iki degiskenli aritmetik

fonksiyonlarin Dirichlet serileri ve iirete¢ fonksiyonlarina yer verilmistir.

Besinci bolimde iki degigkenli aritmetik fonksiyonlardan Nagell ve Ramanujan
toplam fonksiyonlarinin gesitli 6zellikleri incelenmis ve bu fonksiyonlarin bazi 6zel

durumlarda tek degiskenli temel aritmetik fonksiyonlara doniistiigli gosterilmistir.

Altinct boliimde, Boliim 3 ve Bolim 5 den yararlanilarak Nagell ve Ramanujan
toplam fonksiyonlarinin birimsel benzerleri tanimlanmis ve bu fonksiyonlarin gesitli
ozellikleri incelenmistir. Bazi1 6zel durumlarda tek degiskenli temel aritmetik

fonksiyonlara doniistiigli gosterilmistir.
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