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teoremlerine yer verilmistir.
Ikinci boliimde; oncelikle klasik Gadjiev lbragimov opreatorleri ile yaklasimin temel

ozellikleri verilmis daha sonra bu operatoriin Goniil,Coskun (2013) tarafindan verilen bir

genellestirmesinin yaklagim 6zellikleri incelenmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

Yaklasim Teorisi; verilen bir fonksiyona daha basit ama daha kullanisli fonksiyonlarla
yaklasimi inceler. Bu anlamda basit fonksiyonlar icin ilk akla gelen 6rnek polinomlardir. Bu
mantiktan yola ¢ikarak Chebyshev 1854°de verilen bir polinomun polinomlar sinifi i¢inde bir
fonksiyona yakin olup olmadigini diizgiin norma gore veren bir kriter ortaya koymustur.
Weierstrass 1885°de siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklasim yapilabilecegini ortaya
koyan bir teorem vermistir. Weierstrass Teoreminin en ¢ok bilinen ispati Bernstein tarafindan

1912 yilinda verilmistir.

Bernstein’in kanit yontemi yaklasim teorisinde onemli bir adimdir. Bunu izleyen yillarda
kapal1 aralikta siirekli fonksiyonlara yaklasim yapilirken degisik dogrusal pozitif operatorler

tanimlanip kullanilmaya baslanmistir.

Yaklasim teorisinde ii¢ dnemli durum belirlenmelidir. Bunlarin ilki yaklasim yapilacak
f fonksiyonu, ikincisi yaklagim fonksiyonunun dahil oldugu uzay, sonuncusu ise yaklasimin

f fonksiyonuna ne kadar hizli yaklagtigidir.

1970’de Gadjiev-Ibragimov tarafindan kendi adlariyla anilan [0, A] tizerinde bir operator
tanimlanarak Korovkin Teoreminin kosullarini sagladigi gosterilmistir. Daha sonra bir¢ok
arastirmaci bu operatdr iizerinde calismistir. Ornegin 1997°de Dogru, 1999°da Gadjiev ve
Ispir, 2003°de Aral, 2008°de Ispir ve digerleri, 2012°de Coskun, 2013°de Géniil ve Coskun,
2018’de Herdem ve Biiyiikyazic1 tarafindan farkli genellestirmeler yapilarak yaklasim

Ozellikleri incelenmistir.

Bu tezde Goniil, Coskun tarafindan tanimlanan genellestirmenin iki degiskenli hali
tanimlanarak bu operatoriin siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizi ve temel yaklasim

Ozellikleri incelenmistir.



1.1 BAZI FONKSiYON UZAYLARI VE DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLER
Tanim 1.1.1

D c R olmak iizere f: D — R herhangi bir fonksiyon ve a € D olsun.
lim f(x) = f(a)
x—-a

esitligini saglayan f fonksiyonuna a noktasinda stzireklidir denir. D nin her noktasinda stirekli

olan fonksiyona D iizerinde siirekli fonksiyon denir (Coskun 2002).

Tanim 1.1.2

f:D = R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her € > 0 i¢in en az bir § > 0 sayis1 var ve
|x —y| < & olan her x,y € Digin |f(x) — f(y)| < € esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna
D kiimesi tizerinde diizgiin siireklidir denir (Coskun 2002).

Uyan 1.1.1

n € N olmak tiizere f,;: D » R fonksiyonlar1 verilmis olsun. Bu durumda (f,,) fonksiyon

dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi igin gerekli ve yeterli kosul
lim £, (0 = F()Il = 0
olmasidir.

Tanim 1.1.3

R de tanimlanmis ve [a, b] araliginin tiim noktalarinda siirekli ayrica a’da soldan ve b’de
sagdan siirekli olan fonksiyonlar uzayina [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzayr denir ve
kisaca Cla,b] seklinde gosterilir. Agikga C[a, b] bir dogrusal uzaydir (Hacisalihoglu ve
Haciyev 1995).



Tamm 1.1.4
f:R - Rve f,[a, b]’de siirekli olsun.
Cla, b] uzaymnda norm;

If llcra,py = max |f(x)]
asxs<b

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev1995).
Tamm 1.1.5
p: R — [1, oo siirekli ve her x € R igin

lim p(x) = o

|x|—00

olsun. Bu durumda her x € R i¢in

|f ()] < Mgp(x) (1.1)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B,(R) uzay: denir. p fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir (Gadjiev 1976).
Tamm 1.1.6

C,(R) = {f € B,(R): f sijrekli} seklinde tamimli agirlik uzayr R iizerinde bir dogrusal

uzaydir.
Tanim 1.1.7

B,(R) ve C,(R) agirlikli uzaylar i¢in norm;

RN 4€5]
£1lp = sup2c5 (1.2)



biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tamm 1.1.8

p:R - [1, o] siirekli ve

l;}gnw p(x) =

seklinde bir fonksiyon olmak iizere her f € C,(R) igin

im £ = K < (1.3)

|x|—>00 p(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayr C ;‘(R) ile gosterilir ve agikga bu uzay C,(R) uzayinin

bir alt uzayidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanmm 1.1.9

X ve Y iki fonksiyon uzay1, L: X — Y bir doniisiim olsun. Her f € X i¢in,

L(f,x) = g(x) (1.4)

olacak sekilde bir g € Y bulunuyorsa L’ ye operatérdiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).

Ornek 1.1.1

f,10,1] araliginda taniml bir fonksiyon olmak {izere,

1 n

Do) = [ K 0) FOE = 4 DY Pus) [ Pr©F e
0

0 k=0

ifadesine Durmeyer operatorii denir.



Tanim 1.1.10

X, Y dogrusal uzaylar f;, f, € X ve a;, @, € R olsun.

L: X — Y operatdrii i¢in,

L(ayfi + azfz,x) = a1 L(f1, x) + azL(f2, x)

esitligi saglaniyorsa L operatdriine dogrusaldir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanmm 1.1.11

Xt ={f:f(x)=0,vx R} ve Yt :={g:g(x) =0,Vx € R}

iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X — Y operatorii i¢in,

L(X*) c Y* oluyorsa L’ye pozitif operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyar1 1.1.2

i) L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara doniistiirir.

Soyle ki; f(x) < 0 olsun. Bu durumda her x € R i¢in —f(x) = 0 olur.

L pozitif oldugundan

L(-f,x) =0
dir. L dogrusal oldugundan

—L(f,x) =0

olur. O halde L(f, x) < 0’dir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



i) Dogrusal pozitif operatdrler monotondurlar.

Her x € R igin f(x) < g(x) olsun. Bu durumda her x € R i¢in

f(x)—gx) <0

olur. Boylece her x € R igin

fF-9x) <0

esitsizligi bulunur. Uyar1 1.1.2 i) den L(f — g,x) < 0 oldugundan L(f,x)—L(g,x) <0

esitsizligi saglanir. Bu ise

L(f,x) < L(g,x)

olmasi1 demektir.

Ornek 1.1.2

Asagidaki operatorler agik¢a dogrusal ve pozitiftir.
i) f € C[0, ) ve x € [0, ) olmak iizere,

Sa(f3x) = e—nxi f (E) (nlz?k

n
k=0
ifadesine Szazs operatdrii denir.

ii) f € C[0,1] ve n € N olmak tizere

man

LD =Y tna® Y P @ foe),  xe ol
m=1 k=0 n

ile tanimli operatore Szazs-Mirakyan-Bernstein (SMB) operatérii denir; burada



e X (nx)m

Qn,m(x) = ml ) m e NO
p (x)=(n)xk(1—x)"‘k 1<k<n
nk k y s S n.

Tanim 1.1.12
X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operator olsun. Her f € X i¢in

IL(F, 0y < Clifllx

esitsizligini saglayan bir C > Osayisi varsa L operatoriine smirli operatér denir. Bu

C sabitlerinin en biiylik alt sinirina L operatdriiniin normu denir.
ILllx>y = inf{C: IL(f, ) lly < ClIf Il x} (1.5

seklinde gosterilir.
Tamm 1.1.13

X ve Y normlu uzaylar ve L: X = Y dogrusal sinirli operator olsun. f € X olmak iizere

IIf1lx # 0 olsun. Bu durumda L’nin normu;

LGy
16
IFlxzo 1/ lx (9

LIl x-y =

bi¢iminde de tanimlanabilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tanm 1.1.14

L: C, - B, dogrusal pozitif operatorii igin
ILlle,-s, = ILC2, )1l
dir.



Uyar1 1.1.3

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y tanimli, dogrusal pozitif bir operator olsun. Bu durumda;
IL(f, 201 < L{f %) (1.7)
esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev1995).

Kant.

L dogrusal pozitif bir operatér olsun. Uyart 1.1.2 ii) geregi dogrusal pozitif operatorler

monoton oldugundan;

—Ifl < f <Ifl
esitsizligine L operatdrii uygulanirsa;
L(=Ifl,x) < L(f,%) < L(If]. %)
olur. L operatoriiniin dogrusalligindan,
—L(fLx) = L(f,x) < L(f],%)
olacaktir. Boylece |L(f,x)| < L(|f],x) bulunur.
Uyan 1.1.4

i) L: C, = B, dogrusal pozitif operatrii simirhidir. Yani

LG < Lllc,-5, £, (18)

esitsizligi saglanir. Gergekten;



LI,
Llec g = sup ————— = ||L(p, x
ILlle,s, = sup =A== = LGl

olur. ||f1l, # 0 olan her f € C, igin,

IL(f, 0l
I, < Lo, 0|l

esitsizligi  gecerlidir. Bu ise |[L(f,0)ll, < IL(o, OI,lIfIl,  esitsizliginin = saglanmasi

demektir. C := |[L(p, x)||, olarak almirsa L operatdriiniin smirl1 oldugu goriiliir.

i) L: C, — B, dogrusal pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda f € C,, olmak lizere

IL(F, 0, < MIIfIl,
esitsizliginin saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul

ILCp, l, < M
olmasidir (Coskun 1997).

Kanit.
i) (=):

L:C, - B, dogrusal pozitif bir operatdr ve f € C, olsun. Bu durumda L(f,x) € B, olup her
x € Rigin |L(f,x)| < Mp(x) esitsizligi saglanir. Ayrica p € C, oldugundan |L(p,x)| <
Mp(x) olur. L pozitif ve p = 1 oldugundan, L(p,x) = 0 olup her x € R igin

L(f,x) < Mp(x)

L(p,x) sup L(p,x)
: —£ <
olur. Buradan o = Mve g )

< M olacagindan acik¢a



IL(p, ), S M < o0

elde edilir. Yani L:C, » B, dogrusal pozitif operatorii ||L(f,x)|| < M|[f]l, esitligini
sagladigindan bu durumda

IL(Cp, )ll, <M
olur.

(<):

Diger taraftan herhangi bir L operatdrii i¢in

IL(o, l, < M

esitsizligi gecerli olsun. Bu durumda operatoriin dogrusal pozitifligi ve monotonlugu
kullanilarak her f € C, i¢in

IL(f, )| < L(fl,x)
_(Iflo®
B L( p(t) ’x>

sup If]
< L( te%%p(t):x>
= [Ifll,LCp, x)

olacagindan her iki taraf p(x) fonksiyonuna béliintip supremumu alinirsa

su |L(f'x)| su L(p,x)
e oy < Wl ek

esitsizligi gecerli olup

ILCF, 0o < NFNL LG,

olur. Buradan

IL(F, 0, < MIIfl,

sonucuna ulasilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.
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1.2 SUREKLI FONKSIYON UZAYINDA KOROVKIN TiPLi TOREMLER
Tamm 1.2.1 (Korovkin Teoremi)
m = 0,1,2 olmak tizere L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi igin

rllii{}olan(tm,X) —x™l¢crap =0

seklindeki ti¢ kosul saglaniyorsa bu durumda [a, b] de siirekli ve a’da soldan b’'de sagdan

stirekli tim R de sinirli her f fonksiyonu i¢in
lim 1L (£, ) = £ lcfap) = O
esitligi gecerlidir (Korovkin 1960).
Kamt.
f, R’de smirli oldugundan her x € R i¢in
lfGl=M
olacak sekilde en az bir M > 0 vardir.

f € Cla, b] oldugundan her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir, Oyle ki x,t € [a, b] igin ve
|t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)| < € olur.

Hert € Rve x € [a, b] i¢in |t — x| < § oldugunda da |f(t) — f(x)| < € esitsizligi dogrudur.
Gergekten

x €la,b] ve té&la,b] olsun. [t—x| < oldugunda |f(t) — f(x)| <& esitsizligi

f fonksiyonu a’da soldan b'de sagdan siirekli oldugu i¢in yine dogrudur.
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t—x|?

62

Diger taraftan |t — x| > § oldugunda ise | > 1 olup agikca

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikler ve liggen esitsizligi kullanilarak her € > 0 i¢in
2M 2
F(O) — Fl < 2M <2t — x| +¢ (1.9)
esitsizligi elde edilir. Ayrica
ILn(f, %) = FCOllcrap) = ILn(F (O — FO) + f(x), %) = f(Olclan)
= ILn (f (&) = f(x), ) +Lyn(f (), %) = F Ol g,

S L (F @) = £ O, Ol crap) + 11f Dl erapillLn (L x) = Llciap

esitsizligi gecerli oldugundan hipotezden (&,) sifir dizisi olmak tizere

”Ln(]-: x) - 1”C[a,b] < &

olacaktir. Boylece

2M
”Ln(fr x) - f(x)“C[a,b] < Slan(l' x) - 1”C[a,b] + e+ F ||Ln(t2, x) - lelc[a,b]

=2allLn(t, %) = xll¢fa,p) + b2ILn (1, %) = Lll¢lap)
bulunur. Ayrica (1.9) esitsizliginden son esitsizligin her iki tarafinin limiti alinacak olursa;

1im 1Ly (f, ) = £ llciap = 0

esitligi gosterilmis olur. Dolayisiyla her f € C[a, b] i¢in L,(f,x), f fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.
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Korovkin Teoreminin gercel sayilar kiimesi iizerinde siirekli olan fonksiyonlar i¢in gegerli
olmadigin1 veren asagidaki teorem Haciyev tarafindan kanitlanmis olup Haciyev Teoremi
olarak bilinir.

Teorem 1.2.2 (Haciyev Teoremi)

C, dan B, uzayina doniisiim yapan bir L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi; m = 0,1,2 olmak

uzere
lim || L, (t™, x) — x™|[, = 0
n—oo
seklindeki ti¢ kosulu saglasin. Bu durumda en az bir f* € (, igin
Tim |IL (F, ) = £ GO, > 0
esitsizligi gecerlidir (Gadjiev 1976).
Sonuc¢ 1.2.1
C, dan B, uzaymna doniisiim yapan L, dogrusal pozitif operatorler dizisi i¢in m =0,1,2
olmak iizere
lim ||L, (t™, x) — x™|[, = 0
n—-oo

seklindeki ti¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € C[’,‘ i¢in

Tim L (f, ) = F@ll, = 0
esitligi saglanir. Dolayisiyla C, agirlikli uzayinda Korovkin Tipli bir teorem gegerli olmayip

C [I,‘ alt uzaymda gecerlidir.
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1.3 SUREKLILIK MODULU

Bu béliimde operatorlerin yaklasim hizin1 hesaplamak i¢in kullanilan yontemlerden biri olan

stireklilik modiilii ve agirliklr siireklilik modiiliiniin 6zellikleri verilecektir.

L, (f,x) keyfi bir dogrusal pozitif operatorler dizisi olmak tizere ||L,(f) — f|| = 0(n — o)
olmast L,(f,x) in f(x) e diizgiin olarak yakinsadigini gosterir. Yaklasma hiz1 a, —
0, (n - o) olmak tizere, ||L,(f,x) — f(x)|| < c.a, olacak sekilde a,, lerin belirlenmesiyle
hesaplanir. «, ler L, operatorii ve f fonksiyonuna bagh olarak degisirler. Yaklasma hizi
problemi olarak adlandirilan bu hesaplama sonlu aralikta genel olarak w(f,d) seklinde

gosterilen suireklilik modiilii yardimiyla yapilir.
Tamm 1.3.1

f € Cla,b]olsun. vV § > 0 igin

W(f,8) = e BIf@© = FG

|t—x|<6
ile tanimlanan w(f, &) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Onerme 1.3.1

f € Cla, b] olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler gegerlidir.

) w(f,8) =0

i) 8, < 8, i¢in w(f,61) < w(f,d,)

iii) Her m € N igin w(f,md) < m w(f, )

iv) Her 2 € R* i¢in w(f,A6) < (1 + 1) w(f,5)
V) Emedf,8) =0

Vi) [f(©) = fF()] < w(f, |t —x])

[t—x|

Vi) [f (1) = f)I < A+ =) w(f,6)
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C[’,‘(IR) uzaymda tanimli fonksiyonlar ic¢in yaklagim hizi hesabinda kullanilan stireklilik

modiili ve temel Ozellikleri verilecektir.
Tanim 1.3.2

Her f € C[’)‘(R) icin

_ f (x+h)—f ()|
B0 = o iBanes OomEe0 (19

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli stireklilik modiilii denir.

N(f,8) nin baz1 temel 6zellikleri literatiirde birgok kaynakta bulunabileceginden Onerme

1.3.2 de kanitina deginilmeden verilmistir.
Onerme 1.3.2
fec Z,‘(]R{) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.

i) 6 = 0 olmak tizere 2(f,§); & nin monoton artan bir fonksiyonudur.
i) Her f € CX(R) i¢in (lsirgn(f, 8) = 0 olur.

iii) A nin her pozitif degeri igin
Q(f,26) <41+ D)+ 62)0(f,6)
esitsizligi gecerlidir.

iv) Her f € CX(R) ve x,t € [0, o[ igin

If(6) = fO)] <41+ 62, 6)A +x)(A + (t—x)?) <1 + L ; xI) drr.
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BOLUM 2
GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI ILE YAKLASIM
2.1 KLASIK GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI

Bu kesimde Gadjiev, Ibragimov (1970) tarafindan literatiire kazandirilan (klasik) Gadjiev-

Ibragimov operatoriiniin C[0, A] uzaymda yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
Tanim 2.1.1

A > 0 olmak lizere ((pn(t)) ve (lpn(t)); C[0,A] wuzaynda iki fonksiyon dizisi, (a,) ise
pozitif sayilar dizisi olsun. Bu diziler i¢in ¢,(0) =0, ¥,,(0) # 0, t € [0,A],n € N olmak

lizere,

lim £2 =1 ve lim 0

n-oo N n-oo N2y, (0) -

kosullar1 saglansin. Ayrica

x,t € [0,A] ve u € R olmak iizere (Kn(x, t, u)) i¢ degiskenli fonksiyonlar dizisi igin

asagidaki dort kosul saglansin.

1°) Bu dizinin her bir terimi x ve t nin [0, A] araligindaki her belirli degerine karsilik u ya
gore tam analitik fonksiyondur.
2) Her x € [0,4] ven € N i¢in K,,(x,0,0) = 1 dir.
3") Her x € [0,A] vev,n € N ve bir u; € R i¢in
{(—1)1/ %Kn(x, t, u)]u=u1} > 0 esitsizligi saglanir.
t=0
v—-1

° v 9
4‘ ) m Kn(x; t; u) |ut=_-l:)1 = —nx [auV—l Kn+m (x, t, u)]utz_—lél
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esitligini saglayan (n + m) € N, olacak sekilde bir m € Z vardr.
Bu tanim yardimiyla asagidaki operatorler dizisi tanimlanabilir.

Tanim 2.1.2

Yukaridaki kosullart saglayan (Kn(x, t, u)) iic degiskenli fonksiyonlar dizisi yardimiyla

L, (f,x) operatorler dizisi

Lu(f %) = X0 f (m){ 2Kt u)]mnl,,n@}M (21)

v!
t=0

seklinde tamimlanir. Bu operatére Gadjiev-lbragimov operatorii adi verilir (Gadjiev and

Ibragimov 1970).

Bu operatorler dizisine 4°) 6zelliginin v — defa uygulanmasiyla

Lu(f,%)

= i;f (@) M) e 2 O I (6,0, i (00) (arpn(00)
esitligi elde edilir.

Uyar1 2.1.1

K,(x,t,u) = [1 —f—ft]n,m =—-1

icin u; = a,¥,(0) alinarak

n
v

Ln(f,0) = Zi=0 f () () [1 = xetpn (O (xnpn (0))" (2.1)

operatorii elde edilir.
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a, ve Y, (0) igin baz1 6zel secimlerle bilinen bazi operatorler elde edilir.
i) Eger (2.2) esitliginde a,, = n ve 1, (0) = % secilirse operator

@ n-v 1\

0= S () Qo ()

v=0 n

seklinde olacaktir. Boylece Bernstein polinomlar1 olarak bilinen asagidaki operatorii bulunur.
n
—_ K n _ LIn-v.v
Ln(f,x) = Z f (n) (v) [1—x]*"x
v=0

ii) limb,, = co ve lim Pn — 0 olmak iizere (2.2) esitliginde

n—-oo n—-oo N
1 v
a, =nvey,(0) = - olarak segilirse
n

co

() =) fl == | DR =D =2) . (n

v=0 nby

—(v—l)) [1—n—x] [ n—x]
> vb n X1 Vrx
=205
n /\v b, b,
v=0

bulunur. Béylece Bernstein-Cholodowsky polinomlari olarak bilinen operatore ulasilir.
Uyar 2.1.2
K,(x, t,u) = e "W+t mym =0

olmak tlizere

a, ve P, (0) icin u; = n?yY,(0) almarak

(nx)”

L.(f,x) =e n(anllln(o)x)z]f( T, (0)) > (anl,lJn(O))v
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operatorii elde edilir. p € R olmak lizere a,, = n +p ve ,(0) :% olarak segilirse Szasz

operatorleri olarak bilinen

L,(f,x) = e *(+P) Z fl= —(n 2l

operatori elde edilir.
Teorem 2.1.1

[0, o[ yar1 ekseninde tanimli

If GO < Mp(1+x?)

esitsizligini saglayan ve f € C[0, A] olan her f fonksiyonu igin L, (f, x);

co

Lo(f,x) = Zf (nzl/)n(O)) {[a vK (x, ¢, u)]u anhp(t)

t=0

V!

}(—anwnan)v

seklinde tanimlansin. Bu durumda her f € C[0, 4] igin

lim 1L, (£, ) = F@llcgo.n = 0

esitligi gecerlidir (Gadjiev and Ibragimov 1970).

Kanait.

Acikca Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandigini gostermek yeterlidir.

K, (x,t,u) tam analitik fonksiyon oldugundan Taylor serisi seklinde yazilabilir. (u — u;)

farkinin kuvvetlerine gore Taylor serisine agilir ve u = ¢, (t), u; = a,P, (t) olarak alinirsa;
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® v n — nPn '
Kn(xi t, (pn(t)) = Z {[m Kn(x’ t, u)]u1=anll)n(t)} ((p (t) 17' l/) (t))
v=0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte t = 0 almirsa 2°) ozelligi ile lim n =1 ve lim =
n-oo N n—oo %Yy (0)

esitlikleri dikkate alinarak L,,(1,x) = 1 elde edilir.

Diger taraftan 4") ézelliginden

] (_anlpn(o))v _ XAy
v!

xa, N[ 3”
Ln(tr x) = Tnz [mKnﬂn(xr 0, anwn(o)) n
v=0

olup lim a—: = 1 esitligi kullamlarak 3") 6zelligi yardimiyla; lim L, (t,x) = x bulunur. Bu
n—co n—-oo

operatore iki defa 4°) dzelligi uygulanirsa;

. 2 ® av—Z —dp Py 0 v
b0 = (52) 550 D | Ko (5.0, (0) : = —(2))!)
v=2
Xa, 1
T 29 0)

_ (xan)z n+m xay 1

n n + n n2yY,(0)

esitligi elde edilecektir. Bu ise lim 2% = 1 olmasi nedeniyle

n—-oo

lim L,,(t?,x) = x?
n—oo

oldugunu gosterir. Dolayisiyla Korovkin teoreminin kosullar1 gegerli oldugundan her f €

C[0, A] icin
rlzi_{f)lo”Ln(f,x) — f®llcroa1 =0

esitligi gosterilmis olur.
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2.2 C[0,A] UZAYINDA GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERININ BiR
GENELLESTIiRMESI

Bu kesimde Gontil Coskun (2013) de tanimlanan genellestirmenin yaklagim 6zelliklerinden

bahsedilecektir.

Tanim 2.2.1

(an) ve (Brn);

lim 8, = oo, lim = = 0 ve lim 2*n =1
n—-oo n—oo Ppn n—oo Ppn

kosullarin1 saglayan gergel sayr dizileri olsun. K, (x) ise v ve n parametrelerine bagh

asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyon olsun.

1) Hern = 1,2,3, ..., herv = 0,1,2, ...ve her sonlu A says1 i¢in x € [0, A] olmak iizere
(=) Ky () 2 0

olur.

2°) Her x € [0, 4] icin

Z Kn,v(x) (_a:l)v =1
v=0 )

%
esitligi gecerlidir.
3") Her x € [0, 4] i¢in
Kny(x) = —nxKppmy-1(x)

esitligi saglanacak ve n + m bir dogal say1 olacak bicimde bir m sayis1 vardir.

Bu bilgiler yardimiyla Gadjiev- Ibragimov operatériiniin bir genellestirmesi olan operator her

f € C[0, 4] igin

C (—an)”
!

Laf0) = ) F () Kun )= 23)
v=0 n

biciminde tanimlanacaktir. Agik¢ca bu operator dogrusal ve pozitiftir (Goniil and Coskun

2013).
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Uyan 2.2.1

K, (x) fonksiyonuna v —defa Tanim 2.2.1 de verilen 3°) 6zelligi uygulanirsa

Kn,v(x) = _nxKn+m,v—1(x)
= (—1)271(71 + m)szn+2m,v—2(x)
= (—1)371(71 +m)(n + Zm)x3Kn+3m,v—3(x)
=(=D"'n(n+m)(n+2m)..(n+ (v —1)m)x"Kp4ym,o0(x)
esitlikleri gegerli oldugundan

Kny(x) = (1)"n(n+m)(n+2m) .. (n+ (v — 1)m)xV K4 ym0(x)

esitligi elde edilir. Boylece (2.3) esitligi ile verilen operator dizisi

L(f,x) = i f (ﬁl) (—1)"n(n + m)(n + 2m) ... (n
v=0 n

(_an)v

V!

+ (V - 1)m)xvKn+vm,O(x)

(2.4)

seklinde ifade edilebilir (Goniil 2012).

Onerme 2.2.1

f € C[0, A] olmak tizere (2.2) esitliginde verilen operator igin

L,(1,x)=1
a
L, (t,x) = —nx
" Bn
a’n(n + m)x?  a,nx
(£, ) = S TR IO it
Bn Bn
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esitlikleri gecerlidir (Goniil and Coskun 2013).
Kamt.

2°) ozelligi geregi

N (—an)"

Z Kn,v(x) v!n =1
v=0

oldugundan agik¢a

Ln(1,) —ZK,W( y oy

bulunur. 3%) ézelligi kullanilarak; (n +m) € N oldugundan

L (tx)—zﬁ Ko ()
o 1 (—a,)
:vzzlﬁ_ nv( )( _1)!
o —nx (—an)”
= VZ; ﬁanLm,v—l(x) m
e x (—a,)"
= ﬂn ;Kn+m,v(x) Il
_In
—ﬁnnx

esitligine ulasilir. Benzer sekilde

(5) w0 222

vi-v+wv (— an)”

52 Ko ()

v(iv—1) (—an)”
57 Kny(x) ” EL n(t, x)

LTL(tZJ x)

I
Nk

<
Il
=}

I
Nk

<
I
=}

I
N]s

<
Il
N
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2 g2 nvz 1
= K0 b L6 )

v=2ﬁ" (v—2)! 5n
@’ (—an) | 1
= ﬁvzo n(n + m)szn+2m,v(x) W) + ELn(t, x)

olur.

(m+n) € Nve (n+ 2m) € N oldugundan

a’n(n+m)x? aynx

L, (t%x) = 2 2
(%) B B

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

Teorem 2.2.1

f € C[0,A] ve

LU@-Zf@)nxf b

olsun. Bu durumda her f € C[0, A] i¢in

lim (1 (f,2) = f@llco. = 0
olur (Goniil 2012).
Kanit.

Acikea; kanit i¢in Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandiginin gosterilmesi yeterlidir.

Onerme 2.2.1 den

n)"

1L (1, %) —

nv(x)
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esitligi gecerli oldugundan C[0, A] uzayinda norm tanimi geregi

lim [IL5,(1,%) = 1llcro,a) = 0 (2.5)

esitligi saglanir. Benzer sekilde

|L,(t,x) — x| = —nx - x|

B

na,
(i)

(%,

esitligi gegerli oldugundan x € [0, A] ve lim Zn = 1 olmak iizere
n—oo Pn
() = x] x(F-1)| = arfFm -1

max ,X) — x| = max —— < ——
xeloa] " Pn Bn

esitsizligi yazilabilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

=0

lim || Ly, (¢, x) —
n—-oo

olacagindan

lim [|L (&, %) = *llco. = 0 (26)

bulunur.
Son olarak;

1im (12, (62, %) = €2llcgo.a) = 0

esitligi gosterilecektir.
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L (62,%) — %2 = a’n(n+m)x? a,nx 2
n ) -
B’ B’
2
a a
= [x? (izn(n +m) — 1) +n—"x
B Bn
olacagindan
2
a a
max |L,(t%,x) — x?| = max [x?(=5n(n+m)—1)+n—"Sx
x€[0,4] x€[0,4] Bn ﬁn
a,? a
<A ||Snn+m)—1|[+|n=L]4
2 2
Bn Bn

bulunur. (a;,,) ve (B,) dizilerinin tanim1 nedeniyle

2 2 2
—nn+m) = lim —n?+ lim —nm =1
n—oo

n—oo

lim

n—oo

esitlikleri gecerlidir. Boylece

. 2 2 . 2 anz . an
lim ||L,(t%, x) — x“llc[o,a] < liIMA* | —n(n+m)—1|+ limn—A
n—oo ’ n—oo ﬁn n—oo n

esitsizligi gecerli oldugundan

.2
lim A? (ﬂ—nzn(n +m) — 1) =0

n—-oo
n
bulunur. Dolayisiyla

1im (1, (2, %) = 22llcjo.0) = O

esitligi de gosterilmis olur.
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O halde Korovkin teoreminin tiim kosullar1 saglandigindan her f € C[0, 4] igin

%HEolan(f,x) — flcro,a1 =0

bulunur.

Ornek 2.2.1

Ky, (x) = (—1)"(nx)ve "¥en

1) — 3") bzelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Gergekten

1) Hern=1,2,3,..,v = 0,1,2,...ve her sonlu 4 says1 igin x € [0, A] olmak iizere
e™™ > 0 oldugundan

(=1)"Kpy(x) = (nx)’e™™m = 0

olur.

2") Her x € [0, 4] igin operatdriin tanimimdan

v v

Z Kpy () (_a!n) = Z(—l)v(nx)ve—nxan ﬂ =1
v=0 v=0

30) Kn,v(x) = _nxKn+m,v—1(x)

ve n + m bir dogal say1 olacak bigimde bir m sayist bulunmalidir.
(=1)Y(nx)Ve ™o = —nx(—l)v‘l((n + m)x)v_le‘(”‘“m)x“nm

esitliginden m = 0 esitligi saglayan bir koktiir (Goniil 2012).
Uyan 2.2.1

K, (x) = (=1)(nx)"e ™% fonksiyonu ve

v

L = Y 1 () ot 22
v=0 " '
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operatorili yardimiyla bazi operatorler elde edilebilir.
Kny(x) = (=1)"(nx)"e "

ve m = 0 olmak lizere

La(f,) = i f () (1o 2 28)

seklinde ifade edilebilecegi gibi (2.3) esitligi yardimiyla

La(f,x) = i f (ﬁl) (nx)?Ve~"*n )" (2.9)
v=0 n

v!

seklinde de yazilabilir (Goniil 2012).
Uyarn 2.2.2

lim f§, = o0, lim Zn = 0 ve lim 22 n = 1 kosullarin saglayan
n—oo n-oo Pn n-co Pn

a, = n Ve B, = n? dizileri ve (2.8) operatér dizisi kullanilarak

v

La(F0) = ) f (o) uore
v=0

n2

ve (2.9) operatdr dizisi kullanilarak

v

L,(f,x) = Z f (1) (nx)zv(—l)ve‘"z"%
v=0

n2

esitligi elde edilir (Goniil 2012).
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Ornek 2.2.1

(_an)19

L,(f,x) = if(;,i) Kn,a(x)T
9=0 n |

Ve x € [0, %] olmak Uzere

Kn9(x) = (—1)%(nx)?e ™

cekirdek fonksiyonu ile @, =1 , §,, = n dizileri alinarak elde edilen operatér yardimiyla

sindx

flx) = pErTs) (mavi) fonksiyonuna n = 2,5,7,8,20 i¢gin yaklasim Sekil 2.1 de gésterilmistir.

D.DE-:
D.DA—_
D.DB-
D.DQ-:

0.01

H

sin4x

Sekil 2.1 f(x) = peray (mavi) fonksiyonuna yaklagim.

Sekil 2.2 de ise a, =1, B, =n dizileri alinarak elde edilen operatér yardimiyla

2
flx) = % (mavi) fonksiyonuna n = 2,5,20,40,50 igin yaklasim yapilmistir.
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4x2+1

Sekil 2.2 f(x) = (mavi) fonksiyonuna yaklasim

e2x+5

Teorem 2.2.2

f € C[0,A] ve (ay), (By) dizileri Tanim 2.2.1 de tanimlanan diziler olsun. Bu durumda

yeterince biiytik n ve (a,), (B,) den bagimsiz bir K sabiti i¢in

”Ln(frx)_f(x)llc[O,A]SK(D f,\/(n—n—1> +ﬁ+i

esitsizligi gecerlidir (Goniil 2012).
Kamt.
Her hangi bir operator dizisi i¢in

ILn(f, %) = fFOO] < Ly (IF (8) = f(0)], %)

olacagindan
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(- n)”

(2.10)

a0 - £l < Y 7 (3) ~ )| K
v=0

esitsizligi gegerlidir. Siireklilik modiiliiniin iv) 6zelliginde t = ﬁl olarak secilirse; her §,, > 0

n

icin

i

n

£ (5) - Fea] s wr o | 14—

yazilabilir. Bu esitsizlik (2.10) da yerine yazilirsa dogrusallik ve pozitifligi kullanarak

57| oy

INGER f(x)|<zw(f5n) 1+ Ky (1)

= of, &J{ i .

Bn

nv(x)( ")v + 1} (2.11)

elde edilir. Burada

w3l

(- n)v

TlV( )

olarak tanimlanirsa;

2 1/2 _ v 1/2 _ v 1/2
) [Kn,v(x) ) f;*)] [Kn,v(x)( f;*)]

ZKM( ) Can) ““)]

1
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1

© /2
= [Z Z ] K = ")V]

v=0

bulunur.

Bu esitsizlik (2.11) da yerine yazilirsa

2 (- an)”

nv( )

1L (f, %) — f ()] < o(f, 6,) 5l

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan

(%—x)z = (%)2 —Zx;—n+x

oldugundan

1 had 2 —ay, v had —ay, v
|Ln<f,x)—f<x>|sw<f,6n){5—(z (3) 0 o~ 22y b )
n\$=p ‘Fn : = Pn !

+x? ZK’”() ”)v> +1

= o (f,6n) {% (Ln(t2, ) = 2xLy (6, ) + x2Ly (1,2)) 72 + 1}

esitsizligi gecerlidir. x € [0, A] olmak iizere L, (t?, x), L,(t,x), L,(1,x) yerlerine yazilirsa;

llm B, = oo, lim 22 =0 ve lim 2n = 1 esitlikleri dikkate alinarak yeterince biiyiik n ler

n—>00 Pn n—>00 Pn

icin B_ <1, B—n < 2 esitsizlikleri kullanilarak
n

33



Y
( + ) 2 2 1 2 2
IL,(f, %) — FGOl < w(f,6,) (% A ﬁ—nﬁ—nnA ZAEn+A ) +1

bulunur.

Dolayistyla

secimiyle n den bagimsiz bir K sabiti i¢in

2 . 1
|| L, (f) x) _f(x)”c[o,A] < Kw f,\/(n%— 1) +a_+_>

2
olur. Bu teoremle gosterildi ki yaklagim \/ n— - 1) 42z 3 T+ T hizinda olup bu hiz a,,

ve (3, in se¢imine gore artirilabilir.
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23  Ck[0,00] UZAYINDA GENELLESTIRILMIS GADJIEV-IBRAGIMOV
OPERATORU

Tanim 2.2.1 de x € [0, o[ ve f € C¥[0,co[ alimirsa bu durumda CX[0, o[ uzayinda Gadjiev

Ibragimov operatdriiniin genellestirilmesi

La(f) = D F () Kno )50
B 9!
9=0
bigiminde olur.
Uyan 2.3.1
1
Ky9(x) = {(_1)19 (7:19)!9(19[1 —x]?, x €[0,1,9 <n
| 0, diger durumda

ve a, =1, [, =n alinirsa; bu operator klasik Bernstein polinomlarina doniisiir.
. . . b ,
b, artan pozitif sayilar dizisi, lim b, = co ve lim — = 0 olmak iizere S, = bi aliirsa
n—->oo n

n-oo N

K, 9(x) yukarida tanmimlandigi sekilde ve 0 < x < b, igin x yerine bi alinirsa bu durumda
n

operator Bernstein-Cholodowsky polinomuna doniisiir. Her iki durumda da m=-1
olduguna dikkat edilmelidir.
a, =1, f, =n segilirve K, 9(x) = (—1D?(nx)?e ™

alinirsa m = 0 olmak iizere operator Szasz operatoriine dontisiir.
Lemma 2.3.1

CZ)( [0,0[ uzayinda Gadjiev-lbragimov operatoriiniin bu genellestirilmesi igin asagidaki

esitlikler gecerlidir.

L,(1,x)=1
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an
L,(t,x) =—nx
n

a’n(n+m)x? a,nx

B’ B’

L‘I’l(tzl x) =

Lemma 2.3.2

L, operatorler dizisi Tanim 2.2.1 de tanimlandigi sekilde olmak tizere x € [0, o[ olsun. Bu

durumda L,: C, [0, oo[ dan B, [0, o[ ya bir doniisiim tanimlar.
Kanit.

Onerme 1.3.1 geregi Iy, (o, ), < M,

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. p(x) = 1 + x? oldugundan
Ln(p,x) = Ln(1 + £2,%)

a’n(n+m)x? aynx

B’ B’

=1+

esitligi gegerlidir. C, [0, o[ uzaymin norm tanimi ve (a,), (B,) dizilerinin 6zellikleri dikkate

alinarak;
|Ln(p;x)|
L, Co, )|, = sup———~—
w00l =06
Sl_l_o,'nzn(n+m) |x2|  ayn |x|

su + su
BZ  wehp(x) | BZ xeh p(x)

bulunur. Boylece ||L,,(p, x)||, < M, esitsizliginin gegerli oldugu gosterilmis olur. Dolayisiyla

Ly, operatdrleri C, [0, o[ dan B, [0, oo[ ya bir doniisiim tanimlar.
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Teorem 2.3.1

p(x) =1+x* ve L,:C, » B, dogrusal pozitif operatdr dizisi yukarida tammlandigi

sekilde olmak tizere m = 0,1,2 igin
lim ||L, (™, x) —x™||, =
n—-oo

kosullar1 saglanmakta olup bu durumda her f € C, ,ﬁ‘ icin

lim ILn(f, 20 = FOOll, =
esitligi gecerlidir.

Kamt.

m = 0,1,2 i¢in

lim[|L, (£, %) = 2™, = 0

esitliginin saglandig1 gosterilirse kanit tamamlanmis olur.

(- a’n)

= 0 i¢in 27) dzelligi geregi Ng—o Kn (%) = 1 oldugundan

n)19 _q

na@—ZmM)

bulunur.

9
|L,(1,x) — 1] = = ”

nﬁ() -1 =

esitligi nedeniyle €, uzayinda norm tanimi geregi agikga
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lim || L, (1, %) — 1]|, = 0
n—->0o

olacaktir.

aTL
L,(t,x) =—nx
n

oldugundan (a,,), (B,) dizilerinin dzellikleri yardimiyla

a
|L,(t,x) — x| = | Lnx—x
Bn
na,
=[x (Z2-1)
(%,
bulunur. x € [0, o[ ve lim %n = 1 oldugundan
n—o Pn

sup |Lp(&,x) —x|  sup | x (%_1)|< nay,
x€R 1+x2 — x€R|14+x2\p, -

esitsizligi gecerlidir. Boylece

na
lim ||L,, (¢, x) — x|, < lim — 1| =0
n—->oo n—-oo ﬁn
esitsizligi dogru olup
lim [|L,(t,x) — x|, =0
n—->oo
esitligi gosterilmis olur. Son olarak
lim ||L,, (%, x) — x2]|, = 0
n—oo
esitligi gosterilmelidir.

a’n(n+m)x? aynx

L,(t%x) = 57 57
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oldugundan kolayca

Lo (t?,x) —x?| =

x? (Z—"jn(n +m) — 1> + nﬁ%x

n n

esitligi gegerlidir. x € R iizerinden supremum alinirsa

2 2 |x2 (a—"zn(n+m)—1)+n&x|
sup |Ln(t?,x) —x*|  sup Bn” B’

x €ER 1+ x2 T x€ER 1+ x2

an? a
< ‘(LG(n +m) — 1)‘ +|n—
ﬁn n
esitsizligi bulunur. Burada
2
a
lim izn(n +m)=1
n—-oo
oldugundan
lim 1L (¢2,%) = %[l = 0
n—->oo
esitligi de gosterilmis olur. O halde her f € C[,‘ icin
lim |IL,(f, x) = fCOll, = 0
esitligi gecerlidir.
Ornek 2.3.1
m
9 (—a,)?
Lalf0) = ) f(5) Kno @5
n !

=)
1l
o

ve x € [0, co[olmak iizere
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Kno(x) = (=1)? (nx)?e "™

cekirdek fonksiyonu ile a, =1 , §,, = n dizileri alinarak elde edilen operatér yardimiyla

2(1+sin5x)

f(x) = (mavi) fonksiyonuna n = 2,10,20,30,40 i¢in yaklasim Sekil 2.3 de

gosterilmistir.

infinity

s

2(1+sin5x)
e4x+3

Sekil 2.3 f(x) = (mavi) fonksiyonuna yaklagim.

Sekil 2.4 deise a,, = 1, B, = n dizileri alinarak elde edilen operatdr yardimiyla

2
flx) = :21-—;(_1 (mavi) fonksiyonuna n = 2,5,7,8,40 igin yaklagim yapilmustir.
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infinity

3+x2

Sekil 2.4 f(x) = — 7 (mavi) fonksiyonuna yaklagim.
e

x2-1
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BOLUM 3

iKi DEGISKENLi GADJIEV- IBRAGIMOV OPERATORLERININ BiR

GENELLESTIRMESIYLE YAKLASIM

3.1 iKi DEGISKENLi GADJIEV- IBRAGIMOV OPERATORLERI

Teorem 3.1.1 (Volkov Teoremi):

{Tn,m f } dogrusal pozitif operatdrler dizisi

lim
n,m-— oo

lim
n,m—co

lim
n,m—co

lim
n,m—oo

n
D) Gy -1

k=0j

o
~.
o

NIE
.MS

ak,npk(j}’m) (x,y) —x

=
Il

o
-
Il

(=)

BimB™ (6, y) =y

=
Il

o
-
Il

(=)

M= IPV]-
s INs

&
Il
o
-
I

0

c(X)

=0
=0
c(x)
=0
cXx)

(a2, + B2n)PO™ (x,) — (6% + y?)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Il
o

(3.4)

kosullarin1 gergekliyorsa X bolgesinde siirekli, reel degerli ve tim R™ de simirl her bir

fonksiyonu i¢in

n,glrgoo”Tn‘mf a f”C(X) =0

ifadesi gergeklenir (Volkov 1957).
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Kamt.
n m
Tam (526,90 = D" f(ain Bim) B ™ (5,9)
k=0 j=0

seklinde tanimlanan T, ,,, (f; x, y) polinomlari (3.1)-(3.4) kosullarin gergeklesin ve f € C(X)

olsun.

NgE

Tam(f3 %) = f(,9) = f (@i Bim) O™ (2, ¥) = £ (x,9)

f(ak w Bim) POY™ (0, y) — £, )

NGRS
MSEM

X
1l

o
-

+
- 1
INGE

FEPE™ ) = ) fPS™ )

o
-
1l

o

Il
I
M= 7

((f(ak w B, m)(x y) — f(x, y))Pk(,T;'m)>

+f(%.9) (Z DRI ) 1)
k=0 j=0

&
I
o
-
Il
o

|Tn,m(f;x:y) _f(xry)|

k=0 j=0

m

iz PO (x,y) — 1
=

< > D 1 (@ Bim) o) = FE|BG™ + £,

k=0 j=0

elde edilir.

max |Tom(f;%,¥) — f(x, )] < max ZZ (@ Bim) (6 y) — £, P}{(;g,m)

(X, V)EX x,)EX
k=0
n m

_ (n,m)

* gyl g [0 () )~ 5 ) ™)
=0 j=0



olup, €(X) normu tanimindan
n m

1T 23 = Py <[ D 1 @ Bim) 9D = F G 1) B
k=0 j=0

cX)
n m
Hiflleeo || Z PO G y) - 1
k=0 j=0

cX)
olarak yazilabilir. M > 0 i¢in
Ifllccxy =M

olmak tizere
1T 52,3 = F | < ZZ (@ Bn) G, y) = FG )| B
k=0 j=0

c(x)
n m
oo (12, 2 P 6y =1

k=0j=0 c(X)

olur.
Diger yandan f € C(X) oldugundan f fonksiyonu sinirlidir. O halde V(x,y) € X i¢in

lfe. )l <M

saglanacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda her k = 0,1, ...,n vej = 0,1, ..., m igin

(ak,n, ﬂj,m) noktalar1 X bolgesinde oldugundan

|f(ak,n' ﬁj,m) - f(x; y)| <?2M

yazilabilir.

,le] = (ak,n' :Bj,m)uu = (x' y)
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(o) = (@t =) + (B — 3’

gosterimleri kullanilacaktir.

f fonksiyonu kapali X bolgesinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Diizgiin siireklilik

tanimi1 geregince; Ve > 0 igin p(,uk,]-,u) < & iken
|f(uwj) — fF@| < e

saglayan en az bir § = §(&) > 0 sayis1 vardir.

p(uk, j» ,u) > 6 icin f fonksiyonu sinirli oldugundan

|f (@ Bjm) — FC6 )| < 2M

gerceklenir.

p (b o 1t) -

5 1

olmak tzere

|f (@ Bim) — F(x, )| < 2M W
esitsizligi saglanir.
p(pyj ) < 8 ve p(py, j, 1) = 6 oldugundan Ve > 0 igin
p? (b js 1t)

|f(ak,n» ,Bj,m) - f(x, y)| <&e+2M 52
esitsizligi gergeklenir.
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Simdi I, ,,, toplami g6z 6niine alinsin.

AN 0 (i j» 1)
Inm < z z (e +2M %) ™ (x,y)

&
Il
o
-
1l
(=)

olup, norm 6zelliklerinden

<e|[fmmll

”In,m“C(X) C(X) 2 ”I;Q’m”C(X)

seklinde yazilabilir. eIy, ,,, ifadesi

el m —SZZP(nm)(x,y)+e—e

n m
Z P(j}'m)(x, y)—1]+e¢
k=0 :

olarak g6z oniine alinirsa

n m
e||I,’1m||C(X) < Z Z P(f}’m)(x,y) -1 +¢
k=0 j=0

cXx)

olur.
2 2 2
p? (i tt) = (arn —x)" + (Bjm — ¥)

= (afn+ Bn) — 2apnx — 2B my + (X2 + y?)
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oldugundan I';, ,, ifadesi

n m n m
= Z Z(a,%,n + B ]-Z,m)Pk(f}’m) (x,y) — 2x Z z ak,nPk(g'm) (x,y)
k=0 j=0 k=0 j=0
n m

—ZYZZﬁ]mP(nm)(x P+ (2 ”Z)ZZPM(’“ )

k=0 j=0

n m n m
= Z Z(“i,n + B]-ij)Pk(f;’m) (x,y) — (2 +yH)|+2x|x - Z Z ak,nPk(‘Y;'m) (x,y)
k=0 j=0 k=0 j=0

n m
+2y |y — Z Z Bim PO (x,)

k=0j=0

n m
”I ” cx) — ZZ ak,n + ﬁjz,m)Pk(?'m)(x; y)
k=0 j=0

cx)
n m
+2lllogo || DD @inPG ™) — x
k=0 j=0 ot
n m
+2[|yllcex) Z Z Pk(,r;'m)(x,Y) -y
k=070 cx)

olarak yazilabilir.

”I”’m”c(x)’ ||I”1'm”6(x)’ ||17,l"m”C(X) yerine yazilirsa;

n m
||In,m||c(x) <ete ZZ (nm)(x»Y)_l
k=0 j=0

c(X)

ZZ @+ B )P () = (2 )
k=0 j=0

cx)
n m

DS e -

k=0 :

409)

48



4M n m
t57 Z z Bim B™ () =

cX)

esitsizligi elde edilir. Bu ise (3.1)-(3.4) ifadelerinden

lim |1 Z | (@im Bim) — F B || =0

n—->oo
k=0 = C(X)
sonucunu Verir.
Tanmm 3.1.1
(@), (@m), (Bn), (Bm), (¥n) Ve (v) dizileri
. . an . a?’l
lim f,, = oo, lim—=0 ve lim—n=1
n—oo n—oo ﬁn n—oo )81'1
ve
lim y,, = oo, lim —=0 ve lim—m=1

kosullarini saglayan gergel say1 dizleri olsun.

K, 9(x) ve Ky ,(y) ise n,9,m,u parametrelerine bagli asagidaki kosullar1 saglayan bir

fonksiyon olsun.

i) Her n,m € N, her 9, u € Ng ve her sonlu A sayisi igin (x,y) € [0, A] % [0, A] olmak iizere
(—1)%K,9(x) =0 ve (—1)*Kp, ,(y) = 0.

i) Her (x,y) € [0, A] X [0, A] igin,
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V) had _ u
ZKnﬁ( ) n) =1 ve ZKm,u(y)% =
u=0

esitlikleri gecerlidir.
iii) Her (x,y) € [0, A] X [0, 4] igin,

Kn,ﬂ(x) = _nXKn+k,19—1(x) ve Km,/.t(x) = _mmeH,u—l(Y)
esitligini saglayacak n + k,m + [ € N, olacak sekilde k ve [ sayilar1 vardir.

Bu esitlikler dikkate alinarak her f € C([0, A] X [0, A]) igin Gadjiev-Ibragimov operatoriiniin

iki degiskenli bir genellemesi

. Can)? Cam)”
nm(f,%,y) = f([), )Knﬁ(x)Kmu( ) : (3.6)
o= n u:
seklinde tanlmlanmls‘ur. Burada kisalik olmas1 bakimindan
(—a ) (=am)”
nm(x y) = nﬁ(x)Kmy(y) n ‘ur'n
seklinde gosterilecektir.
Onerme 3.1.1
(3.6) esitlikte tanimlanan operator dogrusal ve pozitiftir.
Gergekten, dogrusallik i¢in,
nm(af+bg :Z Z(af+bg)( ) nm(x y)
9=0 =0 bu’
u
= > P U@ () Pam ) + 09) (3 ) B )
9=0 u=0 n n
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= ii(af) (%,%)Pn,m(x,y) ii bg)( l;) Pym (%, y)
9=0 u=0 9=0 u=0

IS 5 IR
9=0 u=0 9=0 u=0

aLnm(f,%,¥) + bLym(g, %, y)
olup operatoriin dogrusal oldugunu gdsterir.

Pozitiflik,
f(x,y) = 0 olsun.
(1)K 9(x) = 0 ve (—D*K,, ,(y) = 0 oldugundan a, Ve a,, dizileri de pozitif say:

dizileri oldugundan agik¢a Ly, ,,, (f, x,y) = 0 dir. Bu ise operatoriin pozitif oldugunu gosterir.
Onerme 3.1.2
f € C(]0,A] x [0, A]) olmak tizere (3.6) esitligi ile verilen operator igin,

i) Ln,m(l'x;y) =1

“) Ln,m(tll X, }’) = %nx

I“) Ln,m(tzy X, J’) = j_mmy

iV) Ly (612 4 £,2,x,y) = (ﬁ) nn + k)x? + % nx + ( ) m(m + )y? + ™ my
nm 1 Rdd ] :871 ﬁnz Ym )/mz

esitlikleri gecerlidir.

Kanit.

i) Tanim 3.1.1. ii) den

9 u
nm(lx}’)—anﬁ() n) Z Km,u(y )( m) =1

u=0

bulunur.
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ii) Tanim 3.1.1 ii) ve iii) den
nm(tlixy =

iﬁi Pom(x,y)

(_an)ﬁ
9!

'ffM8

Nk

Y Ko ()
_n,19x
ﬁoﬁn

9-1
—anKma 0

=ﬁ—”nxn (n+ k) € N,.

iit) L, , nin tanimindan

o o " 9
Ln,m(tZJx y ZZ mu( ) m) n19( )( n)
9=0 =0

=k (—atm)*”
Z Ko () Z YK ) T

_n = ()
=" my;Km ) Zme )T

=Z—mmy (m+1) € N,.

iv) (n + k) € Ny i¢in,

2

(i) Pom(x,y)

Ln,m(tlzrx' y) = ﬁn

Ns
[N

=)
Il
o
=
Il
o

(—an)" 9 - 1) (= an)ﬁ
[)) 2 n19( )

'u|
ﬁiii mﬂ() ) UKy 9(x )( n)ﬂ
520 120

9-2
=ﬁ—n(n+k)x ZKn+k19 z(x)( cn) +i%”x

[N
Ms

K ()

<
Il
o
=
Il
o

@ —=2)!  fnbn

(E)Z n(n + k)x? + Enx (3.7)

esitligi bulunur. Benzer sekilde (m + 1) € N oldugundan
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A\ ? a
L (t22,%,9) = (S2) mm + Dy? + - my (38)
VYm Y

m

olarak bulunur ve (3.7) ve (3.8) den

2 2 an\? 2, %n A\ 5 Om
Lym(t1” +t%,x,y) = (—) n(n+k)x*+—nx + (—) m(m + Dy* + —my.
Pn Bn VYm Ym
elde edilir.
Teorem 3.1.2

Her f € C([0,A] X [0, A]) igin
T{I_I;I;}o”l'n,m(fi xl y) - f(xi y) ||C([0,A]><[0,AD = 0
esitligi gegerlidir.
Kamt. Kanit i¢in Volkov Teoreminin kosullarinin saglandiginin gosterilmesi yeterlidir.

Gergekten,

dir.

Znp -1 oldugundan
Bn

z Z ﬁ—Pn,m(x,y) —x|| = ﬁ—nnx - x”
9=opu=0"" n
bulunur ve
i [| Ly (£, ,9) = x[| = 0
olur.
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Benzer sekilde i—mm — 1 oldugundan

Jim [|Lom (e, 3) =y = 0
dir. Ayrica Onerme 3.1.2 iv) den
&i_l;r(}o”l'n,m(tlz +65xy)—x2—y?| =0
esitligi elde edilir.

Ornek 3.1.1

1+2xy
el+3x?2

an = ay = 1,6, =n, ¥y, = mdizileri i¢in L, ,,,(f, x, y) operator dizisi ile f(x,y) =

(mavi) fonksiyonuna yaklasimin n,m = 3,2(kahverengi), n,m = 5,5(yesil), n,m =

11,10(pembe) igin grafigi Sekil 3.1 de verilmistir.

-0.251

1+2xy

Sekil 3.1 f(x,y) = pevET: (mavi) fonksiyonuna yaklagim.
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Ornek 3.1.2

Oy = Ay =1,B, =n, ¥y =m dizileri i¢in L,,,(f,x,y) operatdr dizisi ile f(x,y) =
el*2X +y (mavi) fonksiyonuna yaklasimm n = m = 1(kahverengi), n = m = 3(yesil),

n = m = 10(pembe) icin grafigi Sekil 3.2 de verilmistir.

140
flz
120

1004
L{10,10]0f %,
80

B0

a0
L1 1]0E =
204

Sekil 3.2 f(x,y) = e!*2* + y (mavi) fonksiyonuna yaklasim
Operatdriin ilk lic momenti asagidaki Lemma da verilecektir.
Lemma3.1.1
(x,y) € [0,A] x [0, A] ve her n,m € N igin asagidaki esitlikler gegerlidir.

I) Ln,m(lx X, 3’) = 1

i) Ly m(t; —x,x,y) =x (% - 1).

2
i) Ly ((t1 — %)2,%,y) = [(%) n(n+k) = Z2n+ 1| 2 +
Kanat.

i) Agikga L, (1, x,y) =1
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) L (t2 = 2,2, = 550 550 (2 = 1) Pum() = x (20— 1)

i) Ly (81 — )%, %,5) = Tgo Lioeo(t — 1) By (x,9)

o

Z<ﬁn) Pom (x, y)—szzﬁn Pom(x,y) + x? Zanm(x ¥)

9

O

9=0 u=0

%) n(n + k)x? +Enx—2x <,3n >+x2

x? l(%) n(n+k) —En + 1] +ﬁ7nx

Boylece Lemma kanitlanmis olur.
Uyar1 3.1.1 L, ., ((t; = ¥), x,¥) Ve Ly 1 ((t; — ¥)?, x, y) de benzer sekilde kanitlanr.

Bu kesimde Tanim 3.1.1 ile verilen operatorin C([0,A] X [0,A]) uzayinda yaklasim hizi

hesabi1 verilecektir.
Tanim 3.1.2

D c R? smurl bir bdlge ve f: D — R tamimli sinirli bir fonksiyon olsun. K ¢ D kompakt bir

bolge ve x = (x1,%2), ¥ = (¥1,y,) olmak tizere

w1 f(f,0) = sup{lf (e, y) — f(x2, ¥)|: (x1,¥), (x2,¥) € K, |x1 — x| < 63
wof (f,8) = sup{lf (x,y1) — f(, ¥2)|: (x, ¥1), (x,¥2) € K, |y1 — y,| < &}

fonksiyonlarimna sirasiyla f fonksiyonunun x e gére kismi siireklilik modiilii ve y ye gére kismi

stireklilik modiilii denir (Altomare ve Campiti 1994).
Teorem 3.1.3

Her f € C([0,A] x [0,A]) ve (¥n), (Bn), (V) dizileri Tamim 3.1.1 de tanimlanan diziler

olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir n,m ve n,m den bagimsiz bir K sabiti igin

”Ln,m(fr X, y) - f(x' y)”C[O,A] < K1W2(f, 6m) + szl(f' 671)
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5n=\/(n‘;—’;—1) +E+A—ane Sm \/(m%_l)er%Jrﬁ

Kanit.

Gergekten Tanim 3.1.2 ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

-2 V) ()

om (X, y)

sz(f 51 56—3’| a0

1\ | (—am)* ()"
< wa(f, 6m) 1+§;|ﬁ_y|jl{’ N Jw()

1 |¢ e
< wfom i1+ [ Homy] Knu S
4=0
Onerme 3.1.2 den
Z|i_ m,u( )( am) Zl —Zy l mu( )( am)

:<a_m) m(m + y? +—my 2yi+y
Ym Y Y;

m m

(L — y)z = (im)z — Zyi + y? oldugundan

1 (< 2
[Lam(f%,3) = FEI] < 02(F,6m) {1+ 5= Z(ﬁ) K

m

(_am)u
!

u=0
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1/2

> U (—am)* X (—am)*
“27 ) KD+ ) K
u=0 u=0
= (1)2 (fr Sm) {1

1 1,
+ 5 (Ln,m(tzzfx: y) - ZyLn,m(tZI X, y) + yan,m(ll X, y)) }
m

esitsizligi gecerlidir. y € [0, 4] i¢in Ly (2% %, ¥), Lym(t2, %, ¥) Ve Ly (1,x,y) yerlerine

yazilirsa lim y,,, = oo, lim 2™ =0 ve lim =™m =1 esitlikleri dikkate alinarak
m-—oo m—-o Ym m-o Ym
yeterince biiyiik m ler igin Zm < 1and c;—mm < 2 esitliklerini kullanarak

Ym

1 fm(m+1) 1 a
Lo (f, %, 9) — (2, 9)| SwZ(f'Sm){l'*‘_(—zamzAz—i———mmA
Om Ym Ym Vm
a2
242 m + A7)}
A (a2 [(am\* . 2 Im 2 [(am\? 11 an "2
SwZ(f’(Sm) 1+a(‘4 [(Z) m _2_mm+1]+A [(m) ml+zazm+1]>

2
bulunur. 6, = J (ma—m - 1) +omoy AL secimiyle m den bagimsiz bir K, sabiti i¢in

Ym Ym Ym

a 2
Lo (f, 2, 9) — f(x, y)||C[O’A] < K,w, f,\/(m_m_ 1) yIm 2

olur.

Benzer sekilde

W= [ () e

9=0 u=0

By (x,y)
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LN (~an)’?
<@ (£, 4 | ) |- = 2| Knp(@
g vans 9!

elde edilir. Burada Onerme 3.1.2 den

——x

d ? (—a)? (an

2 “ 9
K9 (x) o= E) n(n+k)x2+ﬁ—nn2nx—2x—n+x2,

NgE

0

X
(% — x)2 = (%)2 — Zx% + x? oldugundan

Lo (F1%09) = £ )| < 03(Fr 801 + o (L (62, %,9) = 2L (6 %,7)
1)

n

1
+x%Lym (1, x, y)) /2}

esitsizligi gegerlidir. Her x € [0,A4] i¢in Ly pm(61%,%,Y), Lym(ty, x,¥) Ve Lyn(1,x,y)

yerlerine yazilirsa lim S, = oo, lim C;—n =0 ve lim c;—nn = 1 esitlikleri dikkate alinarak
m—oo m—oo Pn n—>oo Pn

yeterince biiyiik n ler i¢in 0;—" <1lve c;—nn < 2 esitsizlikleri kullanilarak

n n

Lo (F, %, 9) — FO6, )| < wi(f, 6,041

1
1 (n(n+k) 1 a, a, 2
+— | ——— a2 A%+ ——2nAd — 242 + A2
6n< 67 " BB B
1
< (f6)1+2k'4<“” >2+"+1 i
w1 (f, —|n— —t+—
e 8y Bn Bn  APn

2
bulunur. Dolayisiyla &, = J (na—" - 1) + ‘;—” + j secimiyle n den bagimsiz bir K, igin
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2« 1
||Ln'm(f'x’y) _f(x'y)llc[o’A] S K2W1 fl\/(n_n_ 1) +_n+—

olur.

Boylece kanit tamamlanmis olur.

3.2 NUMERIK HESAPLAMALAR

Simdi de L, ,,, (f, x, y) operatdrler dizisinin yakinsaklik hizina bir rnek verilecektir.
Ornek 3.2.1

an = ay = 1,6, =n, ¥, = mdizileri i¢in L,, ,, (f, x, y) operatdr dizisi ile

flx,y) = (1+2+1) (mavi) fonksiyonuna yaklagimin n = m = 1(kahverengi),

x+1  |x+1]|
n,m = 4,5(yesil), n,m = 7,11(pembe) i¢in grafigi Sekil 3.3 de verilmistir. Bu fonksiyona

ait Maple 13’de hazirlanan program parcasi asagidaki sekilde olusturulmustur.

e(yX)
f':(x’y)_)l 1 x2+1 )
" x+1+\x+1\+
a(l)=1
y(l)=2
1)y X (L-x)t Y
= DX A0
1YV (1 )W
= O
2 (1-v) 2 (1-nw)
_ ((-1)") x'(1-x) ((-1)") y*(1-y)
PLalvxy) = (L—v)Iv (1)t pd
_(1-01-y) (1-x)y x(1-y) e
LA y) =@y () +| 31 +| 31
() ")
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m:=5

a(b) =1
v(5) =6
24 (-1 x" (1 — (4-v)
K, (v, x) = 224 )()4(1—(\/)!)()
vy 220 (1P -y) T
5(M, y) '_ (5—}1)'
? (4-v) 2 (5-1)
2880 ((-1)") X (1 -x 1Y vk (] -
P, (VX Y) = ((-1)") ((Ll_v))!vl(s(_(u)!)u)! y* (1-y)
(5/36) 3 (5/ 8) X2 P (5/ 2) 3
L, (fxy)= 28 X0 "8 Ay SEE X)y’
N
5e (1/9) NG (1 y)4+ ( /9) 4y2(1 y)3+ (1/3))(4y3(1_y)2

G

5e(4/9) X4y4(1—y) Oe(1/36)x(1_x)3y(1—y)4

o) wWE
15 42

(1/18) (112)

(2

L 4oe x(l—x)3y2(1—y)3+40e X (1-x)°y3(1-y)?
In U3 In =
(%) (%)
L2 e x(1-x)°y (1 -y) L 30 e %2 (1 -x)2y (1 -y)*

In =
42
60 e x2 (1 - x)2y2 (1 —y)®

() "z

X (1-x)%y* (1-y) X (1-x)y(1-y)*

@)

(1/6) (1/4)
0e X (1-x)y*(1-y)® X} (1-x)y*(1-y)?

() ()

2075 (1-x)y* (1-y) C(A-x)(1-y)®  (1-x)"y? xH(L-y)

()

60 e x2 (1 —x)2y3 (1 —y)?

2/9 1/12
(219) 0 e( )

0e

—+

+

—+

5 n(3) n(3) 37
In(zj In(l':')j
5(1-x)'y(1-y)* 10(1-x)*y*(1-y)* 10(1-x)*y’(1-y)’
n(3) - In(3) - n(3)
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5(1-x)y' (1-y) _ 4x(1-x)°(1-y)° 6X*(1-x)*(1-y)’

n(3) 115 31
()
4% (1-0) (1-y)° e x'y?
* e = (3
2} s
m=11
a(1l) =1
w(1l) = 12
YA B (7-v)
< () = 5040 ( 1)(7x_$/§! X)
RPN € 1))
K y) = 39916800 (-1) y* (1 —y)

(11 -p)!

201180672000 ((-1)*)" x* (1 —x)\" ") ((-1)%)" y* (1 —y)

(11-w)

P u(Vi X y) = (7 -V (11 — )l !

1 1 1
i 7e[108jx(1_x)6y11+21 e( Jx 2(1-x)y 11+35 e(36Jx3(1—X)4y11

TR ) (2)
0 99 12
=) (1) @
3BHe x4(1—x)3y11+21e x5(1—x)2y“+7e X8 (1-x)yH"
In 2% In(mJ In 87
117 126 15
e (199 7. (4 _yy10 s e 72 (1 _yye 1 5 o7 4703 (1 P
@
144 144 144

35
108

330 e "Xyt (1-y)' | 462 oo Xy (L-y)® 462 e X yP (1-y)°

In 35 In 35 In 35
144 144 144

(49) (14]
330 e X'y (1-y)* .\ 165 e x"y8 (1-y)?® .5 e\ (1 —y)?
In 35 In 35 In 35
144 144 144
54 (1/108)
Le iy (1-y) 7 X(1-x)°y (1-y)"
In 35 In 23
144 90
L3 e X (1-x)By2 (1 -y)® | 1185 e % (1-x)Py3 (1 -y)®

In @ In @
90 90
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(1/27)

(5/108)

2310 e x(l—x)6y4(1—y)7+3234 e x(1-x)°y*(1-y)°
In 3 In 3
90 0
3234 e x (1 - x)8y8 (1 —y)® L 2310 e x (1 -x)0y7 (1 -y)*
In 3 In 3
90 0
, 1155 e x (1-x)PyB(1-y)® 385 e x(1-x)By®(1-y)?
In 3 In 23
90 90
L e x (1-x)8y (1-v) L2t e x2 (1 -x)5y (1 —y)W
In 28 In 265
0 99
1155 7 %2 (1 - x)5y2 (1 —y)° | 3465 e %2 (1-x)5y3(1-y)®
In 265 In 265
99 99
| 6930 e %2 (1-x)5y* (1 —y) | 9702 e %2 (1-x)5y5 (1 -y)®

In @
99

L9702 e e %2 (1= x)5y8 (1 —y)®

In @
99

6930 e x2 (1 - x)5y7 (1 —y)*

In @
99

In 2i5
99

, 3465 e e 2 (1-x)PyB(1-y)® 1155 e X2 (1 —x)5y® (1 —y)?
In 265) In 265)
99 99
231 )52 (1-x)Py (1 —y) 385 3 (1 -x)y (1 -y)Y
In 265] In 31
99 12

5775 e 3 (1 - x)*y3 (1 —y)®

L1925 ¢ e 3 (1 x)*y2 (1 -y)°

"z

, 11550 e 1)ty (L -y)T

(o)

16170 &* x3 (1 - x)*y® (1 —y)®

")

(1/6)

"z

(7/36)

16170 e x3(1-x)*y® (1 -y)®> 11550 e 2 (1-x)*y" (1-y)*
+
In sl In sl
12 12
UE e @33 (1 —x)*y8 (1 —y)° | 1925 e 3 (1 - x)*y0 (1 —y)?

()

"z

385 7 x4 (1 - x)%y (L -y)v

L 38 e %3 (1-x)*y (1Y)

G

In 29;5
117
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1925 ' ¥2" x4 (1 - x)3y2 (1 - y)* 5775 e e x4 (1-x)3y3 (1 -y)®

In &
117

11550 &% x4 (1 —x)3y* (1 —y)’

20
117

16170 &7 x4 (1 —x)3y5 (1 —y)°®

In

In| —=

295
117

, 16170 e x4 (1 -x)3ye (L -y)®

In &
117

11550 e x4 (1 - x)3y7 (1 - y)*

In @
117

(8127)

In &
117

() 5

5775 e x*(1-x)°y8(1-y)3 | 1925 e x4 (1 -x)%y0 (1 —y)?
I 2% In 2%
”(117} (117)
), o (5108)
e x*(1-x)3y0(1-y) X (1-x)%y(1-y)Y?
In(295) In 3L,
117 126
, 1155 e x5 (1-x)2y2 (1 -y)° , 3465 e T35 (1 - x)2y3 (1-y)®
In[mj In(mj
126 126
o (52 (105) s
L6930 e X (1=x)2y*(1-y)" 9702 e x> (1-x)?y°(1-y)"
In(m] In(m]
126 126
9702 e x5 (1 - x)2y (1 —y)* , 6930 e 10835 (1 —x)2y7 (1 —y)*
I 813 In 813
”[126) (126)

1155 ¥ x5 (1 - x)2y? (1 - y)?

3465 e x° (1 -x)2y8 (1 - y)3+
In @ In ﬁ
(25) ()
(25) ( /18)
1/18
+231 e X (1-x)2yP(1-y) X (1-x)y(1-y)?
In s13 In s7
(126 15

(1/9)

(1/6)

385e x(1-x)y (1-y)® 1155 e xb(1-x)y}(1-y)®
In s7 In 87
15 15
2310 e X8 (1—x)y* (1 —y) 3234 e %8 (1 —x)y5 (1 —y)®
+ +
In 87 In 87
15 15
3234 ¢ %8 (1-x) yo (1 —y)® | 2310 e 6 (1-x)y7 (1 -y)

G

H
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1/2
(1/2) N

1155 X8 (1 - x) y8 (1 - y)® L 3Be (1-x)y°(1—-y)?

"lss) "(ss)

(5/9)
7770 (1-x0)y (1-y) X (A-y)" (=) (L= (1-x)y"

* 37 355 In(3) )
In[15j In[mj
11(1-x)"y(1-y)* 55(1-x)"y*(1-y)°  165(1-x)"y*(1-y)®
- In(3) " n(3) - In(3)
330 (1-x)"y* (1-y)"  462(1-x)"y°(1-y)® 462(1-x)"y°(1-y)°
n(3) - In(3) - n(3)
330 (1-x)"y"(1-y)*  165(1-x)"y*(1-y)® 55(1-x)"y°(1-y)?
* n(3) - n(3) - n(3)
11(1-x)"y"(1-y) 7x(1-x)°(1-y)" 21x*(1-x)°(1-y)"
In(3) * (253 M (265
o) o)
3B (1-x)*(1-y)H L35 x4 (1-x)3(1-y)H L2 x> (1-x)2(1-y)¥
In 31 In &l In 313
%) (117) (126)
7
77X (1-x)(1-y)% e » x’ylt
- (3 " (355
(i) ()

A0

eY:

Sekil 3.3 f(x,y) = (1—;+1> (mavi) fonksiyonuna yaklasim

n(——
x+1  |x+1]
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Ornek 3.2.2

x%+y?
10

a, =1, B, = ndizileri i¢in f (x,y) = fonksiyonun hata hesabi su sekildedir.

2 2
i flx,y) = % nin siireklilik modiilii ile hata hesab

102 0.2422741700

10* 0.0227874170

10° 0.0022643417

108 0.0002262902

n=10

m =10
a(l0) =1
a(l0) =1
B(10) =10
B(10) =10

8(10) = 0.4472135954
8(10) = 0.4472135954
ol (f,0.4472135954 ) = 0.2188854382
a2 (f, 0.4472135954 ) = 0.2188854382
errorB = 0.8755417528
n =100
m := 100
o(100) =1
a(100) =1
B(100) =100
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(100 ) = 100
6(200 ) = 0.1414213562
6(200 ) = 0.1414213562
ol (f,0.1414213562 ) = 0.06056854248
a2 (f,0.1414213562 ) = 0.06056854248
errorB = 0.2422741700
n = 1000
m = 1000
a(1000) =1
a(1000) =1
(1000 ) = 1000
(2000 ) = 1000
8(1000 ) := 0.04472135954
8(1000 ) = 0.04472135954
ol (f,0.04472135954 ) = 0.01828854382
a2 (f,0.04472135954 ) := 0.01828854382
errorB = 0.07315417528
n = 10000
m := 10000
(10000 ) =1
(10000 ) =1
f3(20000 ) := 10000
f3(20000 ) := 10000
3(10000 ) := 0.01414213562
5(10000 ) = 0.01414213562
ol (f,0.01414213562 ) = 0.005696854248
a2 (f,0.01414213562 ) := 0.005696854248
errorB = 0.02278741700
n := 100000
m = 100000
(100000 ) =1
(100000 ) =1
(100000 ) := 100000
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(100000 ) := 100000
5(100000 ) = 0.004472135954
5(100000 ) = 0.004472135954
ol (f,0.004472135954 ) = 0.001792854382
a2 (f,0.004472135954 ) := 0.001792854382
errorB := 0.007171417528
n = 1000000
m := 1000000
o(2000000 ) =1
o (21000000 ) =1
f3(1000000 ) := 1000000
f3(1000000 ) := 1000000
3(1000000 ) = 0.001414213562
3(1000000 ) = 0.001414213562
ol (f,0.001414213562 ) := 0.0005660854248
a2 (f,0.001414213562 ) := 0.0005660854248
errorB = 0.002264341700
n := 10000000
m := 10000000
(10000000 ) =1
o (10000000 ) =1
f3(20000000 ) := 10000000
f3(20000000 ) := 10000000
5(10000000 ) := 0.0004472135954
5(20000000 ) := 0.0004472135954
ol (f,0.0004472135954 ) := 0.0001789254382
a2 (f,0.0004472135954 ) = 0.0001789254382
errorB = 0.0007157017528
n := 100000000
m := 100000000
o (100000000 ) =1
o (100000000 ) =1
(100000000 ) := 100000000
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f3(200000000 ) := 100000000
(100000000 ) = 0.0001414213562
(100000000 ) = 0.0001414213562

l (f,0.0001414213562 ) = 0.00005657254248
a2 (f,0.0001414213562 ) := 0.00005657254248
errorB := 0.0002262901700
n := 1000000000
m := 1000000000
0(1000000000 ) =1
0(1000000000 ) =1
3(2000000000 ) := 1000000000
f3(2000000000 ) := 1000000000
8(1000000000 ) := 0.00004472135954
3(1000000000 ) := 0.00004472135954
ol (f,0.00004472135954 ) := 0.00001788894382
a2 (f,0.00004472135954 ) := 0.00001788894382
errorB = 0.00007155577528

Ornek 3.2.3

1+2x—eY

a, =1,B, =ndizileriigin f(x,y) = — fonksiyonun hata hesabi su sekildedir.

n=10

m =10
a(10)=1
a(10)=1
B(10) =10
B(10) =10

8(10) = 0.4472135954
8(10) = 0.4472135954
ol (f, 0.4472135954 ) = 0.2128477562
a2 (f, 0.4472135954 ) = 0.2128477562
errorB = 0.8513910248

69



n =100
m = 100
o(100) =1
o(100) =1
B(100) =100
B(100) =100
8(100 ) = 0.1414213562
6(200 ) = 0.1414213562
ol (f, 0.1414213562 ) = 0.04364426743
o2 (f, 0.1414213562 ) = 0.04364426743
errorB = 0.1745770697
n = 1000
m = 1000
(1000 ) =1
(1000 ) =1
(1000 ) := 1000
(1000 ) := 1000
5(1000 ) = 0.04472135954
8(1000 ) = 0.04472135954
ol (f,0.04472135954 ) = 0.01456876130
a2 (f, 0.04472135954 ) = 0.01456876130
errorB = 0.05827504520
n := 10000
m := 10000
(10000 ) =1
(10000 ) =1
(10000 ) := 10000
(10000 ) := 10000
(10000 ) = 0.01414213562
3(10000 ) := 0.01414213562
ol (f,0.01414213562 ) := 0.004680554013
a2 (f,0.01414213562 ) := 0.004680554013
errorB = 0.01872221605
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n := 100000

m = 100000
(200000 ) =1
(100000 ) =1

f3(200000 ) := 100000
f3(200000 ) := 100000
8(100000 ) = 0.004472135954
§(100000 ) = 0.004472135954
ol (f,0.004472135954 ) := 0.001487373600
a2 (f,0.004472135954 ) := 0.001487373600
errorB = 0.005949494400
n := 1000000
m := 1000000
(1000000 ) =1
(1000000 ) =1
(1000000 ) := 1000000
f3(1000000 ) := 1000000
(1000000 ) = 0.001414213562
(1000000 ) = 0.001414213562
ol (f,0.001414213562 ) := 0.0004710710413
2 (f, 0.001414213562 ) = 0.0004710710413
errorB := 0.001884284165
n := 10000000
m := 10000000
(10000000 ) =1
(10000000 ) =1
f3(20000000 ) := 10000000
f3(20000000 ) := 10000000
3(10000000 ) := 0.0004472135954
5(10000000 ) := 0.0004472135954
ol (f,0.0004472135954 ) := 0.0001490377000
a2 (f,0.0004472135954 ) := 0.0001490377000
errorB = 0.0005961508000
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n := 100000000
m := 100000000
o(100000000 ) =1
o (100000000 ) =1
f3(200000000 ) := 100000000
f3(200000000 ) := 100000000
3(100000000 ) := 0.0001414213562
6(200000000 ) = 0.0001414213562
ol (f,0.0001414213562 ) = 0.00004713720413
a2 (f,0.0001414213562 ) = 0.00004713720413
errorB = 0.0001885488165
n := 1000000000
m = 1000000000
o(1000000000 ) =1
o(1000000000 ) =1
(1000000000 ) := 1000000000
3(2000000000 ) := 1000000000
5(1000000000 ) = 0.00004472135954
5(1000000000 ) = 0.00004472135954
ol (f, 0.00004472135954 ) := 0.00001490683969
a2 (f, 0.00004472135954 ) := 0.00001490683969
errorB := 0.00005962735876
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BOLUM 4
SONUC
Bu tezde Gadjiev-Ibragimov operatorlerinin 2013’de tanimlanan bir genellestirmesinin iki
degiskenli hali tanimlanarak yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra yaklagim hizlari

stireklilik modiilii yardimi ile arastirilmistir. Bu ¢alisma literatiirde yer alan operatorleri iKi

boyutlu uzaya tastyacak aragtirmacilara yol gosterici niteliktedir.
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EK ACIKLAMALAR
EKA:

> restart;

> with(plots):

> fr=(x,y)->exp(y*x)/In((1/(x+1))+((x~2+1)/(abs(x+1)))+1);
>

e(yx)

f=(xy)—>
) In 1 +X2+1+1
x+1 [x+1]

>n:=1:m:=1:
> alpha(n):=1:alpha(m):=1,;
a(l) =1
> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1;
y(l)=2
> K[n](v,x):=((-1)Mv)*(n!/(n-v))* (X V) *(1-x)™N(n-V);

K (v, x) = (1) X(Vl(f;ﬁ)

> K[m](mu,y):=((-1)mu)*(m!/(m-mu)!)*(y~mu)*(1-y)(m-mu);

ST VE (] — (1-w)
) = D)

(1-v)

> P[n,m](v,mu,(x,y)):=(K[n](v.x))*(((-alpha(n))"*v)/v)*(K[m](mu,y))*(((-
alpha(m))”~mu)/mu!);

(1-v) (1-w)

2 2
1)) %V (1= 1)) VR (1 -

>

L[n,m](f,x,y):=sum(sum(f((v/beta(n)),(mu/psi(m)))*P[n,m](v,mu,x,y),mu=0..m),v=0..n);

(=) (1-y) (1-x)y x(1-y) e*®
SIS ) ) P T
() o)

>n:=4:m:=5;
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m:=>5
> alpha(n):=1:alpha(m):=1;
a(b5)=1
> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1;
y(5) =6
> K[n](v.x):=((-1)"v)*(n/(n-v)1)*(x*v)*(1-x)*(n-v);

K, (v, x) = 24 (-1)V();V_(%,)_! ¥

(4-v)

> K[m](mu,y):=((-1)*mu)*(m!/(m-mu)!)*(y*mu)*(1-y)*(m-mu);
120 (-1)*y* (1 -y)"* "
(5-w)!
> P[n,m](v,mu,(x,y)):=(K[n](v,x))*(((-alpha(n))*v)/vH)*(K[m](mu,y))*(((-
alpha(m))”~mu)/mu!);

Ki(wy) =

2880 ((-1)") %' (1-x)“ " ((-1)") y (1 -y)® Y

4 s X Y) = (4 —V)IVI (5 —p)l !

P
>
L[n,m](f,x,y):=sum(sum(f((v/beta(n)),(mu/psi(m)))*P[n,m](v,mu,x,y),mu=0..m),v=0..n);
G (1 -x)%y 5+ e 2 (1-x)2y 5+ e (1-x)y8

(15 inf 3t i[>
(42 j (12j (2]
5e% x*y (1-y)* . 10 &%) x4 y2 (1-y)3 . 10 e x4 y2 (1 -y)?
(15) [15) [15)
5¢x'y' (1-y) , 20 ™ x(1 -0y (1-y)*
In g In &
(15} (42 j

(1/18) (1/12)

4e

L4’ S(f.xy)=

L 4oe x(l—x)3y2(1—y)3+40e X (1-x)°y3(1-y)?
(115 (115
(%) )
(1/9) (1/18)
L2 x(1-x)°y (1-y) 30" X (1-x)y(1-y)*

42
60 e x2 (1 - x)2y2 (1 —y)®

31
In(lzj
X (1-x)%y* (1-y)

()

of22) o)
'3 (1-%)2y (1 -y)?
In(i’;j

X (1-x)y(1-y)*

()

60 '

2/9 1/12
(209) 0 e( )

0e

—+
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0 e(1/6) 3 (1-x) yz (1 _y)s N 40 e(1/4)X3 (1-x) y3 (1 _y)z

() ()

+

20" (L-x)y* (1-y)  (1-%*(1-y)°  (1-x)*Y° x*(1-y)°
* NE * In(3) @) (37
) 15)
5(1-x)'y(1-y)* 10(1-x)*y*(1-y)* 10(1-x)*y’(1-y)’
In(3) - In(3) - n(3)
5(1-x)*y (1-y) 4x(1-x)°(1-y)® 6x(1-x)*(1-y)°
n(3) " (115 - e
() \
453 (L-x)(1-y)® e xtys
5 37
>n:=7:m:=11;
m=11
> alpha(n):=1:alpha(m):=1;
a(11) =1
> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1;
w(ll) =12

> K[n](v,X):=((-1)Mv)*(n/(n-v))*(xV)*(1-x)N(n-V);

5040 (-1)'x" (1 —x)\" "

K (v, X) 7= V)]

> K[m](mu,y):=((-1)mu)*(m!/(m-mu)!)*(y~mu)*(1-y)(m-mu);

_ 39916800 (-1)*y*(1 _y)(ll—u)
) (11— p)!

> P[n,m](v,mu,(x,y)):=(K[n](v.x))*(((-alpha(n))"*v)/v)*(K[m](mu,y))*(((-
alpha(m))”~mu)/mu!);

K y):

(7-v) (11-w)

2 2
201180672000 ((-1)') X" (1 —x 1)y e (] =
Prulh % y) = : )(;—vglv!(l)l—p)(!(u!) L YALoy)

7,11

>

L[n,m](f,x,y):=sum(sum(f((v/beta(n)),(mu/psi(m)))*P[n,m](v,mu,(x,y)),mu=0..m),v=0..n);

79



11
54

11

108 36

7e[jx(1—x)“"y11 Zle( sz(l—x)5y11 35e(

_ jx3(1_x)4y11
L7’ 11(f, X, y) = - @ + - @
90 99
55

In sl
12
35 e x4 (1 —x)3yH . 21 %55 (1 - x)2ytt L Te I8 (1 - x) yH
In 2% In 813 In 37
117 126 15
el 1% xX'y(1-y)® 55 el 7 y2 (1-y)° . 165 ¢ 7 v (1-y)®

In BE ' In 35—5 In 3&
144 144 144

35

108

11
+

330 e x7yA (1 -y . 462 e x"y® (1 —vy)® . 462 ¢ x7y8 (1 - y)s
355 355 355
In| —- In| — In| —-
144 144 144

(1) @)

7 7112
XTy8(1-y)® 55e " xTy® (1-y)?

330 e

X"y (1-vy)* L 165e

() o) W®)
144 144 144
(54 o
e "x'yP(1-y) T77e X(1-=x)%y(1-y)?
In 35 ' In £>3
144 90
L 385 e X (1-x)By2 (1 -y)® | 1155 e % (1-x)By3 (1 -y)®
In 253) In 3
90 90

2310 e x (1 —x)8y* (1 —y)’ , 3234 e x (1 -x)0yS (1 —y)®

&) 5

90 90
x(l—x)eyﬁ(l—y)5+2310 e x(1-x)°y" (1-y)*

In @ In @
90 90

e (1/18) (7/108)

3234
+

, 1155 e x (1 -x)By8 (1 -y)? , 3% e x (1 -x)8y0 (1 —y)?
In 23 In 23
90 90
77 e x (1-x)5y*(1-y) .\ 231 M y2 (1-x)°y(1-y)®

) o2 (2
0 99
| 1155 e %2 (1-x)5y2 (1 -y)° | 3465 e %2 (1-x)5y3(1-y)®
In(265 j In(265 j

99 99
x2(1—x)5y4(1—y)7+9702 e X2 (1-x)°y°(1-y)®

In @ In @
99 99

(2127) (5/54)

6930 e
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9702 ™ X2 (1 -x)°y® (1 - y)®

6930 '™ x2 (1 - x)5y7 (1 —y)*

In @
99

3465 &' * x2 (1 - x)5y8 (1 —y)?

In @
99

1155 % x2 (1 - x)5y? (1 - y)?

%

%

99 99
L2 e 32 (1-x)°y (1) 553 (1-x)y (1 —y)®
In 265 In sl
99 12
1925 e 3 (1 - x)*y2 (1 —y)° UE e 3 (1) YR (1 —y)®

"z

e (1)t

11550 e

(1-y)",

(o)

(5/3) /3 (1-x)*y5

16170 e (1-vy)"

()

(o)

11550 e %3 (1 - x)*y7 (1 —y)*

16170 ®
+

()

L5775 e e @33 (1= x)*y8 (1 —y)°

X (L-x)*'y* (1-y)°

"(x)

1925 e 3 (1 - x)*y? (1 - y)?

(2

385 ™13 (1 - x)*y (1 -y)

)

(1/27)
X' (1=x)’y(1-y)®

In sl In 2%
12 117
(227) 4 3,2 9 (19) 4 33 8
1925 e X*(L-x)’y°(1-y)’ 5775e "x*(1-x)°y°(1-vy)
In 2% In 29
117 117
, 11580 ¢ WD a1 —x)3y (1 —y)? 16170 e x4 (1 - x)3y5 (1 —y)®
In 2% In 2%
117 117
, 16170 et (1 -x)3ye(1—y)® 11550 €77 x (1 - %)%y (1 —y)*
In 2% In 2%
117 117
5775 e 7% x4 (1 - x)3y8 (1 —y)? | 1925 e x4 (1 -x)%y0 (1 —y)?
In 2% In 2%
117 117
=) 4
(5/108)
385e” X' (L-x)y"(1-y) 2 X (1-x)?y (1-y)"
In 295 In 33
117 126
1155 &7 x5 (1 - x)2y2 (1 —y)° , 3465 e x5 (1 x)2y3 (1-y)®
In 313 In 313
126 126
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25
6930 e'”*” x5 (1 - x)2y* (1 - y)' , 9702 e( jx 5(1—x)2y5(1—y)°

In 813 In e
126 126
35
9702 e(5/18) 5(1 X)Z 6(1 5 6930 1- 2 7 1- !
In g In ﬁ
126 126
(27)
3465 ¢ ' (L-x)?y® (1-y)° | 115 &)X (1-x)?y* (1 -y
In ﬁ In ﬁ
126 126
(22) /
+231e54 X5(1_X)2y10(1_y)+77 e(lls)xﬁ(l X)y(l—y)lo
In 313 In -
126 15
385 e 70 (1-x)y* (1-y)° | 155 eV (L-x)y* (1Y)

37 37
In ) I

15 "\ 15

2310 e x6 (1 —x) y* (1 - y)7+3234 e %8 (1-x)y5 (1 -y)°

In g In g
15) 15

L3234 e e e (1-x)y8 (1 y)* . 2810 e e "8 (1 -x)y7 (1 -y)*

"(ss) "(ss)

15
X (1-x)y*(1-y)* 385 e X (1-x)y* (L-y)’

"lss) "(ss)

(5/9)
77e x6(1—><)y1°(1—y)+><7(1—y)“+(1—><)7(1—y)11 (L-x)"y"

1155 &%

* 37 355 In(3) T In(3)
11(1-x)"y(1-y)* 55(1-x)"y*(1-y)* 165(1-x)"y*(1-y)®
* n(3) - n(3) * n(3)
330 (1-x)"y*(1-y)"  462(1-x)"y°(1-y)® 462(1-x)"y°(1-y)°
n(3) - n(3) - n(3)
330 (1-x)"y"(1-y)*  165(1-x)"y*(1-y)® 55(1-x)"y°(1-y)?
In(3) - In(3) - n(3)
11(1-x)"y"(1-y) 7x(1-x)°1-y)" 21x*(1-x)°(1-y)"
In(3) - (253 " (265
o) o)
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3B (1-x)*(1-y)* L35 x*(1-x)3(1-y)H L2 xX°(1-x)2(1-y)¥

n(3) n(255) n(323)
12 117 126
i
77X (1-x)(1-y)* e 108 x"ylt
() ' (3]
15 144

> pl:=plot3d(f(x,y),x=1..2,y=0..2,color=blue):

> p2:=plot3d(L[1,1](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=brown):

> p3:=plot3d(L[4,5](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=green):

> p4:=plot3d(L[7,11](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=magenta):
> display(pl,p2,p3,p4);
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EKB

> restart;

f:=(x,y,2)->((x"~2)+(y"2))/10:

n:=1:m:=1:

forifrom1to9do

n:=10*n; m:=10*m;

alpha(n):=1:alpha(m):=1:

> beta(n):=n:beta(m):=m:

> delta(n):=evalf(simplify(sqrt(((n*(alpha(n)/beta(n)))-
1"2+(alpha(n)/beta(n))+(1/(1*beta(n))))));

> delta(m):=evalf(simplify(sqrt((((m*(alpha(m))/beta(m)))-
1)"2+(alpha(m)/beta(m))+(1/(1*beta(m))))));

> omegal(f,delta(n)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+h)-
f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):

> omega2(f,delta(m)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+h)-
f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))):

> errorB:=2*(omegal(f,delta(n))+omega2(f,delta(m)));

end do;
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