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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Yaklaşım Teorisi; verilen bir fonksiyona daha basit ama daha kullanışlı fonksiyonlarla 

yaklaşımı inceler. Bu anlamda basit fonksiyonlar için ilk akla gelen örnek polinomlardır. Bu 

mantıktan yola çıkarak Chebyshev 1854’de verilen bir polinomun polinomlar sınıfı içinde bir 

fonksiyona yakın olup olmadığını düzgün norma göre veren bir kriter ortaya koymuştur. 

Weierstrass 1885’de sürekli fonksiyonlara polinomlarla yaklaşım yapılabileceğini ortaya 

koyan bir teorem vermiştir. Weierstrass Teoreminin en çok bilinen ispatı Bernstein tarafından 

1912 yılında verilmiştir.  

 

Bernstein’ın kanıt yöntemi yaklaşım teorisinde önemli bir adımdır. Bunu izleyen yıllarda 

kapalı aralıkta sürekli fonksiyonlara yaklaşım yapılırken değişik doğrusal pozitif operatörler 

tanımlanıp kullanılmaya başlanmıştır.  

 

Yaklaşım teorisinde üç önemli durum belirlenmelidir. Bunların ilki yaklaşım yapılacak           

𝑓 fonksiyonu, ikincisi yaklaşım fonksiyonunun dahil olduğu uzay, sonuncusu ise yaklaşımın 

𝑓 fonksiyonuna ne kadar hızlı yaklaştığıdır. 

 

1970’de Gadjiev-Ibragimov tarafından kendi adlarıyla anılan [0, 𝐴] üzerinde bir operatör 

tanımlanarak Korovkin Teoreminin koşullarını sağladığı gösterilmiştir. Daha sonra birçok 

araştırmacı bu operatör üzerinde çalışmıştır. Örneğin 1997’de Doğru, 1999’da Gadjiev ve 

İspir, 2003’de Aral, 2008’de İspir ve diğerleri, 2012’de Coşkun, 2013’de Gönül ve Coşkun, 

2018’de Herdem ve Büyükyazıcı tarafından farklı genelleştirmeler yapılarak yaklaşım 

özellikleri incelenmiştir.  

 

Bu tezde Gönül, Coşkun tarafından tanımlanan genelleştirmenin iki değişkenli hali 

tanımlanarak bu operatörün süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım hızı ve temel yaklaşım 

özellikleri incelenmiştir. 
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1.1 BAZI FONKSİYON UZAYLARI VE DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLER 

 

Tanım 1.1.1 

 

𝐷 ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓: 𝐷 → ℝ herhangi bir fonksiyon ve 𝑎 ∈ 𝐷 olsun. 

 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 

eşitliğini sağlayan f fonksiyonuna a noktasında süreklidir denir. D nin her noktasında sürekli 

olan fonksiyona D üzerinde sürekli fonksiyon denir (Coşkun 2002). 

 

Tanım 1.1.2 

 

𝑓: 𝐷 → ℝ fonksiyonu verilmiş olsun. Eğer her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 sayısı var ve 

|𝑥 − 𝑦| < 𝛿 olan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷için |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀  eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 

𝐷 kümesi üzerinde düzgün süreklidir denir (Coşkun 2002). 

 

Uyarı 1.1.1 

 

𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑓𝑛: 𝐷 → ℝ  fonksiyonları verilmiş olsun. Bu durumda (𝑓𝑛) fonksiyon 

dizisinin 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsaması için gerekli ve yeterli koşul 

 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ = 0 

 

olmasıdır. 

 

Tanım 1.1.3  

 

ℝ de tanımlanmış ve [𝑎, 𝑏] aralığının tüm noktalarında sürekli ayrıca 𝑎’da soldan ve 𝑏’de 

sağdan sürekli olan fonksiyonlar uzayına [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli fonksiyonlar uzayı denir ve 

kısaca 𝐶[𝑎, 𝑏] şeklinde gösterilir. Açıkça 𝐶[𝑎, 𝑏] bir doğrusal uzaydır (Hacısalihoğlu ve 

Hacıyev 1995). 
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Tanım 1.1.4 

 

𝑓:ℝ → ℝ ve 𝑓, [a, b]’de sürekli olsun. 

 

𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında norm; 

 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)|  

 

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev1995). 

 

Tanım 1.1.5 

 

𝜌:ℝ → [1,∞[ sürekli ve her 𝑥 ∈ ℝ için 

 

lim
|𝑥|→∞

𝜌(𝑥) = ∞                                                                                                                                         

 

olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ ℝ  için 

 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥)           (1.1) 

 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar uzayına 𝐵𝜌(ℝ) uzayı denir.  𝜌 fonksiyonuna ağırlık 

fonksiyonu denir (Gadjiev 1976). 

 

Tanım 1.1.6 

 

𝐶𝜌(ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐵𝜌(ℝ): 𝑓 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖} şeklinde tanımlı ağırlık uzayı ℝ üzerinde bir doğrusal 

uzaydır.  

 

Tanım 1.1.7 

 

𝐵𝜌(ℝ) ve 𝐶𝜌(ℝ) ağırlıklı uzaylar için norm; 

‖𝑓‖𝜌 = sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
                                                                                                                               (1.2) 
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biçiminde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.1.8 

 

𝜌:ℝ → [1,∞[ sürekli ve  

 

lim
|𝑥|→∞

𝜌(𝑥) = ∞ 

 

şeklinde bir fonksiyon olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌(ℝ) için 

 

lim
|𝑥|→∞

𝑓(𝑥)

𝜌(𝑥)
= 𝐾𝑓 < ∞                                                                                                                      (1.3) 

 

koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayı  𝐶𝜌
𝑘(ℝ) ile gösterilir ve açıkça bu uzay 𝐶𝜌(ℝ) uzayının 

bir alt uzayıdır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.1.9 

 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı, 𝐿: 𝑋 → 𝑌 bir dönüşüm olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑋 için, 

 

𝐿(𝑓, 𝑥) = 𝑔(𝑥)                                                                                                                                 (1.4) 

 

olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝑌 bulunuyorsa L’ ye operatördür denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 

1995). 

 

Örnek 1.1.1  

 

𝑓, [0,1] aralığında tanımlı bir fonksiyon olmak üzere, 

 

𝒟𝑛(𝑓, 𝑥) = ∫𝐾𝑛(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = (𝑛 + 1)∑𝑃𝑛,𝑘(𝑥)∫𝑃𝑛,𝑘(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0

𝑛

𝑘=0

 

 

ifadesine Durmeyer operatörü denir. 



5 

Tanım 1.1.10 

 

𝑋, 𝑌 doğrusal uzaylar 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑋 ve 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ olsun. 

 

𝐿: 𝑋 → 𝑌 operatörü için, 

 

𝐿(𝛼1𝑓1 + 𝛼2𝑓2, 𝑥) = 𝛼1𝐿(𝑓1, 𝑥) + 𝛼2𝐿(𝑓2, 𝑥) 

 

eşitliği sağlanıyorsa 𝐿 operatörüne doğrusaldır denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.1.11 

 

𝑋+ ≔ {𝑓: 𝑓(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ}  ve  𝑌+ ≔ {𝑔: 𝑔(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ} 

 

iki fonksiyon uzayı olsun. 𝐿: 𝑋 → 𝑌 operatörü için, 

 

𝐿(𝑋+) ⊂ 𝑌+ oluyorsa  𝐿’ye pozitif operatördür denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Uyarı 1.1.2 

 

i) L doğrusal pozitif operatörü negatif fonksiyonları negatif fonksiyonlara dönüştürür. 

 

Şöyle ki; 𝑓(𝑥) ≤ 0 olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ ℝ için −𝑓(𝑥) ≥ 0 olur. 

 

L pozitif olduğundan 

 

𝐿(−𝑓, 𝑥) ≥ 0 

dır. L doğrusal olduğundan 

 

−𝐿(𝑓, 𝑥) ≥ 0 

 

olur. O halde 𝐿(𝑓, 𝑥) ≤ 0’dır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 
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ii) Doğrusal pozitif operatörler monotondurlar. 

 

Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ ℝ için 

 

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ≤ 0 

 

olur. Böylece her 𝑥 ∈ ℝ için 

(𝑓 − 𝑔)(𝑥) ≤ 0 

 

eşitsizliği bulunur. Uyarı 1.1.2 i) den 𝐿(𝑓 − 𝑔, 𝑥) ≤ 0 olduğundan 𝐿(𝑓 , 𝑥) − 𝐿(𝑔, 𝑥) ≤ 0 

eşitsizliği sağlanır. Bu ise 

 

𝐿(𝑓, 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔, 𝑥) 

 

olması demektir. 

 

Örnek 1.1.2 

 

Aşağıdaki operatörler açıkça doğrusal ve pozitiftir. 

i) 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ve 𝑥 ∈ [0,∞) olmak üzere, 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥∑𝑓(

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
 

 

ifadesine Szazs operatörü denir. 

 

ii) 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

 

ℒ𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑ 𝑞𝑛,𝑚−1(𝑥) ∑ 𝑃𝑚𝛼𝑛,𝑘(𝑥)

𝑚𝛼𝑛

𝑘=0

∞

𝑚=1

 𝑓 (
𝑘

𝑚𝛼𝑛
)  ,            𝑥 ∈  [0,1] 

 

ile tanımlı operatöre Szazs-Mirakyan-Bernstein (SMB) operatörü denir; burada  
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𝑞𝑛,𝑚(𝑥) =
𝑒−𝑛𝑥(𝑛𝑥)𝑚

𝑚!
,              𝑚 ∈ ℕ0 

 

𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = (
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.          

 

Tanım 1.1.12 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar ve 𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal bir operatör olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑋 için 

 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝑌 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑋 

 

eşitsizliğini sağlayan bir  𝐶 > 0 sayısı varsa  𝐿 operatörüne sınırlı operatör denir. Bu                        

𝐶 sabitlerinin en büyük alt sınırına 𝐿 operatörünün normu denir. 

 

‖𝐿‖𝑋→𝑌 = inf{𝐶: ‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝑌 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑋}                                                                                   (1.5) 

 

şeklinde gösterilir.  

 

Tanım 1.1.13 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar ve 𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal sınırlı operatör olsun. 𝑓 ∈ 𝑋 olmak üzere 

‖𝑓‖𝑋 ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝐿’nin normu; 

 

‖𝐿‖𝑋→𝑌 = sup
‖𝑓‖𝑋≠0

‖𝐿(𝑓,𝑥)‖𝑌

‖𝑓‖𝑋
                                                                                                         (1.6) 

 

biçiminde de tanımlanabilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.1.14 

 

L: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌 doğrusal pozitif operatörü için 

‖𝐿‖𝐶𝜌→𝐵𝜌 = ‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 

dır. 
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Uyarı 1.1.3 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar ve 𝐿: 𝑋 → 𝑌 tanımlı, doğrusal pozitif bir operatör olsun. Bu durumda; 

 

|𝐿(𝑓, 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|, 𝑥)                                                                                                                       (1.7) 

 

eşitsizliği sağlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev1995). 

 

Kanıt. 

 

𝐿 doğrusal pozitif bir operatör olsun. Uyarı 1.1.2 ii) gereği doğrusal pozitif operatörler 

monoton olduğundan; 

−|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓| 

 

eşitsizliğine 𝐿 operatörü uygulanırsa; 

 

𝐿(−|𝑓|, 𝑥) ≤ 𝐿(𝑓, 𝑥) ≤ 𝐿(|𝑓|, 𝑥) 

 

olur. 𝐿 operatörünün doğrusallığından, 

 

−𝐿(|𝑓|, 𝑥) ≤ 𝐿(𝑓, 𝑥) ≤ 𝐿(|𝑓|, 𝑥) 

 

olacaktır. Böylece |𝐿(𝑓, 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|, 𝑥) bulunur. 

 

Uyarı 1.1.4 

 

i) 𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌 doğrusal pozitif operatörü sınırlıdır. Yani 

 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌 ≤ ‖𝐿‖𝐶𝜌→𝐵𝜌‖𝑓‖𝜌                                                                                                       (1.8) 

 

eşitsizliği sağlanır. Gerçekten; 
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‖𝐿‖𝐶𝜌→𝐵𝜌 = sup
‖𝑓‖𝜌≠0

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌
‖𝑓‖𝜌 

= ‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 

 

olur. ‖𝑓‖𝜌 ≠ 0 olan her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 için, 

 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌
‖𝑓‖𝜌 

≤ ‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 

 

eşitsizliği geçerlidir. Bu ise ‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌 ≤ ‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌‖𝑓‖𝜌  eşitsizliğinin sağlanması 

demektir. 𝐶 ∶= ‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 olarak alınırsa 𝐿 operatörünün sınırlı olduğu görülür. 

 

ii) 𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌 doğrusal pozitif bir operatör olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 olmak üzere 

 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀‖𝑓‖𝜌 

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerekli ve yeterli koşul 

 

‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀  

olmasıdır (Coşkun 1997). 

 

Kanıt. 

 

ii) (⇒): 

 

𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌 doğrusal pozitif bir operatör ve 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 olsun. Bu durumda 𝐿(𝑓, 𝑥) ∈ 𝐵𝜌 olup her 

𝑥 ∈ ℝ için |𝐿(𝑓, 𝑥)| ≤ 𝑀𝜌(𝑥) eşitsizliği sağlanır. Ayrıca 𝜌 ∈ 𝐶𝜌 olduğundan |𝐿(𝜌, 𝑥)| ≤

𝑀𝜌(𝑥) olur. 𝐿 pozitif ve 𝜌 ≥ 1 olduğundan, 𝐿(𝜌, 𝑥) ≥ 0 olup her 𝑥 ∈ ℝ için 

 

𝐿(𝑓, 𝑥) ≤ 𝑀𝜌(𝑥) 

 

olur. Buradan 
𝐿(𝜌,𝑥)

𝜌(𝑥)
≤ 𝑀 ve x∈ℝ

sup 𝐿(𝜌,𝑥)

𝜌(𝑥)
≤ 𝑀 olacağından açıkça 
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‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀 < ∞ 

 

elde edilir. Yani 𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌 doğrusal pozitif operatörü ‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖ ≤ 𝑀‖𝑓‖𝜌 eşitliğini 

sağladığından bu durumda 

 

‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀 

olur. 

(⇐): 

Diğer taraftan herhangi bir L operatörü için 

 

‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀 

 

eşitsizliği geçerli olsun. Bu durumda operatörün doğrusal pozitifliği ve monotonluğu 

kullanılarak her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 için 

 

 |𝐿(𝑓, 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|, 𝑥) 

                  = 𝐿 (
|𝑓|𝜌(𝑡)

𝜌(𝑡)
, 𝑥) 

                 ≤ 𝐿 ( 𝑡∈ℝ
𝑠𝑢𝑝 |𝑓|

𝜌(𝑡)
𝜌(𝑡), 𝑥) 

                 = ‖𝑓‖𝜌𝐿(𝜌, 𝑥) 

 

olacağından her iki taraf  𝜌(𝑥) fonksiyonuna bölünüp supremumu alınırsa 

 

𝑥∈ℝ
sup |𝐿(𝑓, 𝑥)|

𝜌(𝑥)
≤ ‖𝑓‖𝜌 𝑥∈ℝ

sup 𝐿(𝜌, 𝑥)

𝜌(𝑥)
 

 

eşitsizliği geçerli olup 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌 ≤ ‖𝑓‖𝜌‖𝐿(𝜌, 𝑥)‖𝜌 

olur. Buradan 

 

‖𝐿(𝑓, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀‖𝑓‖𝜌 

sonucuna ulaşılır. Böylece kanıt tamamlanmış olur. 
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1.2 SÜREKLİ FONKSİYON UZAYINDA KOROVKİN TİPLİ TOREMLER 

 

Tanım 1.2.1 (Korovkin Teoremi) 

 

𝑚 = 0,1,2 olmak üzere 𝐿𝑛 doğrusal pozitif operatörler dizisi için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
𝑚 , 𝑥) − 𝑥𝑚‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

şeklindeki üç koşul sağlanıyorsa bu durumda [𝑎, 𝑏] de sürekli ve 𝑎′da soldan 𝑏′de sağdan 

sürekli tüm ℝ  de sınırlı her 𝑓 fonksiyonu için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

eşitliği geçerlidir (Korovkin 1960). 

 

Kanıt. 

 

𝑓, ℝ’de sınırlı olduğundan her  𝑥 ∈ ℝ için  

 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀  

 

olacak şekilde en az bir 𝑀 > 0 vardır. 

 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olduğundan her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 vardır, öyle ki 𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için ve  

|𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olduğunda |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 olur. 

 

Her 𝑡 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olduğunda da |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 eşitsizliği doğrudur.  

 

Gerçekten  

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑡 ∉ [𝑎, 𝑏] olsun. |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olduğunda |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 eşitsizliği 

𝑓 fonksiyonu 𝑎′da soldan 𝑏′de sağdan sürekli olduğu için yine doğrudur. 
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Diğer taraftan |𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 olduğunda ise  
|𝑡−𝑥|2

𝛿2
≥ 1 olup açıkça 

 

2𝑀 ≤
2𝑀

𝛿2
|𝑡 − 𝑥|2 

 

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlikler ve üçgen eşitsizliği kullanılarak her 𝜀 > 0 için 

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀 <
2𝑀

𝛿2
|𝑡 − 𝑥|2 + 𝜀                                                    (1.9) 

 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca 

 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] = ‖𝐿𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥), 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] 

                                             = ‖𝐿𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥), 𝑥)+𝐿𝑛(𝑓(𝑥), 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] 

                                       ≤ ‖𝐿𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥), 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] + ‖𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏]‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐶[𝑎,𝑏] 

 

eşitsizliği geçerli olduğundan hipotezden (𝜀𝑛) sıfır dizisi olmak üzere 

 

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐶[𝑎,𝑏] ≤ 𝜀𝑛 

olacaktır.  Böylece 

 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] ≤ 𝜀‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐶[𝑎,𝑏] +  𝜀 +
2𝑀

𝛿2
‖𝐿𝑛(𝑡

2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[𝑎,𝑏] 

−2𝑎‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐶[𝑎,𝑏] + 𝑏
2‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐶[𝑎,𝑏] 

 

bulunur. Ayrıca (1.9) eşitsizliğinden son eşitsizliğin her iki tarafının limiti alınacak olursa; 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

 

eşitliği gösterilmiş olur. Dolayısıyla her 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥), 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsar. 
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Korovkin Teoreminin gerçel sayılar kümesi üzerinde sürekli olan fonksiyonlar için geçerli 

olmadığını veren aşağıdaki teorem Hacıyev tarafından kanıtlanmış olup Hacıyev Teoremi 

olarak bilinir. 

 

Teorem 1.2.2 (Hacıyev Teoremi) 

 

𝐶𝜌 dan 𝐵𝜌 uzayına dönüşüm yapan bir 𝐿𝑛 doğrusal pozitif operatörler dizisi; 𝑚 = 0,1,2 olmak 

üzere  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
𝑚, 𝑥) − 𝑥𝑚‖𝜌 = 0 

 

şeklindeki üç koşulu sağlasın. Bu durumda en az bir  𝑓∗ ∈ 𝐶𝜌 için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓
∗, 𝑥) − 𝑓∗(𝑥)‖𝜌 > 0 

 

eşitsizliği geçerlidir (Gadjiev 1976).  

 

Sonuç 1.2.1 

 

𝐶𝜌 dan 𝐵𝜌 uzayına dönüşüm yapan 𝐿𝑛 doğrusal pozitif operatörler dizisi için 𝑚 = 0, 1, 2 

olmak üzere  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
𝑚, 𝑥) − 𝑥𝑚‖𝜌 = 0 

 

şeklindeki üç koşul sağlansın. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘  için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝜌 = 0 

eşitliği sağlanır. Dolayısıyla 𝐶𝜌 ağırlıklı uzayında Korovkin Tipli bir teorem geçerli olmayıp 

𝐶𝜌
𝑘 alt uzayında geçerlidir. 

 

 

 

 



14 

1.3 SÜREKLİLİK MODÜLÜ 

 

Bu bölümde operatörlerin yaklaşım hızını hesaplamak için kullanılan yöntemlerden biri olan 

süreklilik modülü ve ağırlıklı süreklilik modülünün özellikleri verilecektir.  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) keyfi bir doğrusal pozitif operatörler dizisi olmak üzere ‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ → 0(𝑛 → ∞) 

olması 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) in 𝑓(𝑥) e düzgün olarak yakınsadığını gösterir. Yaklaşma hızı 𝛼𝑛 →

0 , (𝑛 → ∞) olmak üzere, ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ < 𝑐. 𝛼𝑛 olacak şekilde 𝛼𝑛 lerin belirlenmesiyle 

hesaplanır. 𝛼𝑛 ler 𝐿𝑛 operatörü ve 𝑓 fonksiyonuna bağlı olarak değişirler. Yaklaşma hızı 

problemi olarak adlandırılan bu hesaplama sonlu aralıkta genel olarak 𝜔(𝑓, 𝛿) şeklinde 

gösterilen süreklilik modülü yardımıyla yapılır. 

 

Tanım 1.3.1 

 

𝑓 ∈  𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. ∀ 𝛿 > 0 için 

 

𝜔(𝑓, 𝛿)  =  |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑡−𝑥|≤𝛿

𝑠𝑢𝑝
 

 

ile tanımlanan 𝜔(𝑓, 𝛿) ifadesine 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir. 

 

Önerme 1.3.1 

 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

 

i) 𝜔(𝑓, 𝛿) ≥ 0 

ii) 𝛿1 ≤ 𝛿2 için 𝜔(𝑓, 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿2) 

iii) Her 𝑚 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓,𝑚𝛿) ≤  𝑚 𝜔(𝑓, 𝛿) 

iv) Her 𝜆 ∈  ℝ+ için 𝜔(𝑓, 𝜆𝛿) ≤ ( 𝜆 + 1) 𝜔(𝑓, 𝛿) 

v) 𝛿→0
lim 𝜔(𝑓, 𝛿) = 0 

vi) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤  𝜔(𝑓, |𝑡 − 𝑥|) 

vii) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 +
|𝑡−𝑥|

𝛿
) 𝜔( 𝑓, 𝛿 ) 
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𝐶𝜌
𝑘(ℝ) uzayında tanımlı fonksiyonlar için yaklaşım hızı hesabında kullanılan süreklilik 

modülü ve temel özellikleri verilecektir. 

 

Tanım 1.3.2 

 

Her  𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ) için  

 

𝛺(𝑓, 𝛿) = sup
𝑥∈[0,∞[ ,|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)|

(1+ℎ2)(1+𝑥2)
                                                                                          (1.10) 

 

şeklinde tanımlı ifadeye 𝑓 fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü denir. 

 

𝛺(𝑓, 𝛿) nin bazı temel özellikleri literatürde birçok kaynakta bulunabileceğinden Önerme 

1.3.2 de kanıtına değinilmeden verilmiştir.  

 

Önerme 1.3.2 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ) olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

 

i) 𝛿 ≥ 0 olmak üzere 𝛺(𝑓, 𝛿);  𝛿 nın monoton artan bir fonksiyonudur. 

ii) Her  𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ) için 𝑙𝑖𝑚

𝛿→0
𝛺(𝑓, 𝛿) = 0 olur. 

iii) 𝜆 nın her pozitif değeri için  

 

𝛺(𝑓, 𝜆𝛿) ≤ 4(1 + 𝜆)(1 + 𝛿2)𝛺(𝑓, 𝛿) 

 

eşitsizliği geçerlidir.  

 

iv) Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ) ve 𝑥, 𝑡 ∈ [0,∞[ için 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4(1 + 𝛿2)𝛺(𝑓, 𝛿)(1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2) (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
) dır.                       
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17 

 

 

 

BÖLÜM 2 

 

GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATÖRLERİ İLE YAKLAŞIM 

 

2.1 KLASİK GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATÖRLERİ 

 

Bu kesimde Gadjiev, Ibragimov (1970) tarafından literatüre kazandırılan (klasik) Gadjiev-

Ibragimov operatörünün  𝐶[0, 𝐴]  uzayında yaklaşım özellikleri incelenecektir. 

 

Tanım 2.1.1  

 

 𝐴 > 0 olmak üzere (𝜑𝑛(𝑡)) ve (𝜓𝑛(𝑡)); 𝐶[0, 𝐴]  uzayında iki fonksiyon dizisi, (𝛼𝑛) ise 

pozitif sayılar dizisi olsun. Bu diziler için 𝜑𝑛(0) = 0,  𝜓𝑛(0) ≠ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝐴], 𝑛 ∈ ℕ olmak 

üzere, 

 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝑛
= 1 ve lim

𝑛→∞

1

𝑛2𝜓𝑛(0)
= 0 

 

koşulları sağlansın. Ayrıca 

 

𝑥, 𝑡 ∈ [0, 𝐴] ve 𝑢 ∈ ℝ olmak üzere (𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)) üç değişkenli fonksiyonlar dizisi için 

aşağıdaki dört koşul sağlansın. 

 

𝟏°) Bu dizinin her bir terimi 𝑥 ve 𝑡 nin [0, 𝐴] aralığındaki her belirli değerine karşılık 𝑢 ya 

göre tam analitik fonksiyondur. 

𝟐°) Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴]  ve 𝑛 ∈ ℕ  için  𝐾𝑛(𝑥, 0,0) = 1 dir. 

𝟑°) Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴] ve 𝜈, 𝑛 ∈ ℕ ve bir  𝑢1 ∈ ℝ  için 

{(−1)𝜈 [
𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)]𝑢=𝑢1

𝑡=0

} ≥ 0 eşitsizliği sağlanır.  

𝟒°) 
𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)|𝑢=𝑢1

𝑡=0

= −𝑛𝑥 [
𝜕𝜈−1

𝜕𝑢𝜈−1
𝐾𝑛+𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑢)]𝑢=𝑢1

𝑡=0
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eşitliğini sağlayan (𝑛 + 𝑚) ∈ ℕ0 olacak şekilde bir 𝑚 ∈ ℤ vardır. 

 

Bu tanım yardımıyla aşağıdaki operatörler dizisi tanımlanabilir.  

 

Tanım 2.1.2 

 

Yukarıdaki koşulları sağlayan (𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)) üç değişkenli fonksiyonlar dizisi yardımıyla 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) operatörler dizisi 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑛2𝜓𝑛(0)
)∞

𝜈=0 {[
𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)]𝑢=𝛼𝑛𝜓𝑛(𝑡)

𝑡=0

}
(−𝛼𝑛𝜓𝑛(0))

𝜈

𝜈!
                                 (2.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Bu operatöre Gadjiev-Ibragimov operatörü adı verilir (Gadjiev and 

Ibragimov 1970). 

 

Bu operatörler dizisine 4°) özelliğinin 𝜈 − defa uygulanmasıyla  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥)

=∑𝑓 (
𝜈

𝑛2𝜓𝑛(0)
)

∞

𝜈=0

𝑛(𝑛 + 𝑚)… (𝑛 + (𝜈 − 1)𝑚)

𝜈!
𝐾𝑛+𝜈𝑚(𝑥, 0, 𝛼𝑛𝜓𝑛(0))(𝛼𝑛𝜓𝑛(0))

𝜈
𝑥𝜈 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Uyarı 2.1.1 

 

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢) = [1 −
𝑢𝑥

1+𝑡
]
𝑛

, 𝑚 = −1  

 

için  𝑢1 = 𝛼𝑛𝜓𝑛(0) alınarak  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑛2𝜓𝑛(0)
)𝑛

𝜈=0 (
𝑛
𝜈
) [1 − 𝑥𝛼𝑛𝜓𝑛(0)]

𝑛−𝜈(𝑥𝛼𝑛𝜓𝑛(0))
𝜈
                                    (2.1) 

 

operatörü elde edilir. 
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𝛼𝑛 ve 𝜓𝑛(0) için bazı özel seçimlerle bilinen bazı operatörler elde edilir. 

 

i) Eğer (2.2) eşitliğinde 𝛼𝑛 = 𝑛 ve 𝜓𝑛(0) =
1

𝑛
  seçilirse operatör 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓(
𝜈

𝑛2
1

𝑛

)

∞

𝜈=0

(−1)𝜈 (
𝑛
𝜈
) [1 − 𝑥𝑛

1

𝑛
]
𝑛−𝜈

(−𝑥𝑛
1

𝑛
)
𝜈

 

 

şeklinde olacaktır. Böylece Bernstein polinomları olarak bilinen aşağıdaki operatörü bulunur. 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝑛
)

𝑛

𝜈=0

(
𝑛
𝜈
) [1 − 𝑥]𝑛−𝜈𝑥𝜈 

 

ii) lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞ ve lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 olmak üzere (2.2) eşitliğinde 

𝛼𝑛 = 𝑛 ve 𝜓𝑛(0) =
1

𝑛𝑏𝑛
  olarak seçilirse  

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓(
𝜈

𝑛2
1

𝑛𝑏𝑛

)

∞

𝜈=0

(−1)𝜈𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)… (𝑛

− (𝜈 − 1)) [1 − 𝑛
1

𝑛𝑏𝑛
𝑥]
𝑛−𝜈

[−𝑛
1

𝑛𝑏𝑛
𝑥]
𝜈

 

               = ∑𝑓 (
𝜈𝑏𝑛
𝑛
) (
𝑛
𝜈
)

∞

𝜈=0

[1 −
𝑥

𝑏𝑛
]
𝑛−𝜈

[
𝑥

𝑏𝑛
]
𝜈

 

 

bulunur. Böylece Bernstein-Cholodowsky polinomları olarak bilinen operatöre ulaşılır. 

 

Uyarı 2.1.2 

 

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 𝑒
−𝑛(𝑢𝑥+𝑡), 𝑚 = 0                                                                                                           

olmak üzere  

𝛼𝑛 ve 𝜓𝑛(0) için  𝑢1 = 𝑛
2𝜓𝑛(0) alınarak 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = 𝑒
−𝑛(𝛼𝑛𝜓𝑛(0)𝑥)∑𝑓(

𝜈

𝑛2𝜓𝑛(0)
)

∞

𝜈=0

(𝑛𝑥)𝜈

𝜈!
(𝛼𝑛𝜓𝑛(0))

𝜈
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operatörü elde edilir. 𝑝 ∈ ℝ olmak üzere 𝛼𝑛 = 𝑛 + 𝑝 ve 𝜓𝑛(0) =
1

𝑛
 olarak seçilirse Szasz 

operatörleri olarak bilinen  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = 𝑒
−𝑥(𝑛+𝑝)∑𝑓(

𝜈

𝑛
)

∞

𝜈=0

(𝑛 + 𝑝)𝜈

𝜈!
𝑥𝜈 

 

operatörü elde edilir. 

 

Teorem 2.1.1 

 

[0,∞[ yarı ekseninde tanımlı  

 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(1 + 𝑥
2) 

 

eşitsizliğini sağlayan ve 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] olan her 𝑓 fonksiyonu için 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥); 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝑛2𝜓𝑛(0)
)

∞

𝜈=0

{[
𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)]𝑢=𝛼𝑛𝜓𝑛(𝑡)

𝑡=0

}
(−𝛼𝑛𝜓𝑛(0))

𝜈

𝜈!
 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda her  𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴]  için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] = 0                                                                                                    

 

eşitliği geçerlidir (Gadjiev and Ibragimov 1970). 

 

Kanıt. 

 

Açıkça Korovkin Teoreminin koşullarının sağlandığını göstermek yeterlidir. 

 

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢) tam analitik fonksiyon olduğundan Taylor serisi şeklinde yazılabilir. (𝑢 − 𝑢1) 

farkının kuvvetlerine göre Taylor serisine açılır ve 𝑢 = 𝜑𝑛(𝑡), 𝑢1 = 𝛼𝑛𝜓𝑛(𝑡) olarak alınırsa; 
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𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜑𝑛(𝑡)) =∑{[
𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢)]𝑢1=𝛼𝑛𝜓𝑛(𝑡)

}
(𝜑𝑛(𝑡) − 𝛼𝑛𝜓𝑛(𝑡))

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte 𝑡 = 0 alınırsa 2°) özelliği ile lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝑛
= 1 ve lim

𝑛→∞

1

𝑛2𝜓𝑛(0)
= 0 

eşitlikleri dikkate alınarak 𝐿𝑛(1, 𝑥) = 1 elde edilir. 

 

Diğer taraftan 4°) özelliğinden   

 

𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) =
𝑥𝛼𝑛
𝑛
∑[

𝜕𝜈

𝜕𝑢𝜈
𝐾𝑛+𝑚(𝑥, 0, 𝛼𝑛𝜓𝑛(0))]

(−𝛼𝑛𝜓𝑛(0))
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

=
𝑥𝛼𝑛
𝑛

 

 

olup lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝑛
= 1 eşitliği kullanılarak 3°) özelliği yardımıyla; lim

𝑛→∞
𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) = 𝑥 bulunur. Bu 

operatöre iki defa 4°) özelliği uygulanırsa; 

  

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) = (

𝑥𝛼𝑛
𝑛
)
2 𝑛 +𝑚

𝑛
∑[

𝜕𝜈−2

𝜕𝑢𝜈−2
𝐾𝑛+2𝑚(𝑥, 0, 𝛼𝑛𝜓𝑛(0))]

(−𝛼𝑛𝜓𝑛(0))
𝜈−2

(𝜈 − 2)!

∞

𝜈=2

+
𝑥𝛼𝑛
𝑛

1

𝑛2𝜓𝑛(0)
 

                = (
𝑥𝛼𝑛
𝑛
)
2 𝑛 +𝑚

𝑛
+
𝑥𝛼𝑛
𝑛

1

𝑛2𝜓𝑛(0)
 

 

eşitliği elde edilecektir. Bu ise lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝑛
= 1 olması nedeniyle 

 

lim
𝑛→∞

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) = 𝑥2 

 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla Korovkin teoreminin koşulları geçerli olduğundan her 𝑓 ∈

𝐶[0, 𝐴]  için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] = 0                                                                                                         

 

eşitliği gösterilmiş olur. 
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2.2 𝑪[𝟎, 𝑨] UZAYINDA GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATÖRLERİNİN BİR 

GENELLEŞTİRMESİ 

 

Bu kesimde Gönül Coşkun (2013) de tanımlanan genelleştirmenin yaklaşım özelliklerinden 

bahsedilecektir. 

 

Tanım 2.2.1  

 

(𝛼𝑛) ve (𝛽𝑛); 

lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = ∞ , lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
= 0 ve lim

𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 = 1 

 

koşullarını sağlayan gerçel sayı dizileri olsun. 𝐾𝑛,𝜈(𝑥) ise 𝜈 ve 𝑛 parametrelerine bağlı 

aşağıdaki koşulları sağlayan fonksiyon olsun.  

 

𝟏°) Her 𝑛 = 1,2,3, …, her 𝜈 = 0,1,2, …ve her sonlu 𝐴 sayısı için 𝑥 ∈ [0, 𝐴] olmak üzere  

(−1)𝜈𝐾𝑛,𝜈(𝑥) ≥ 0 

olur. 

𝟐°) Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴] için 

∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

= 1 

eşitliği geçerlidir. 

𝟑°) Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴] için 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = −𝑛𝑥𝐾𝑛+𝑚,𝜈−1(𝑥) 

eşitliği sağlanacak ve  𝑛 +𝑚 bir doğal sayı olacak biçimde bir 𝑚 sayısı vardır. 

 

Bu bilgiler yardımıyla Gadjiev- Ibragimov operatörünün bir genelleştirmesi olan operatör her 

𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] için 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
                                                                                          (2.3) 

biçiminde tanımlanacaktır. Açıkça bu operatör doğrusal ve pozitiftir (Gönül and Coşkun 

2013). 
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Uyarı 2.2.1 

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) fonksiyonuna 𝜈 −defa Tanım 2.2.1 de verilen 3°) özelliği uygulanırsa 

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = −𝑛𝑥𝐾𝑛+𝑚,𝜈−1(𝑥) 

               = (−1)2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2𝐾𝑛+2𝑚,𝜈−2(𝑥) 

               = (−1)3𝑛(𝑛 + 𝑚)(𝑛 + 2𝑚)𝑥3𝐾𝑛+3𝑚,𝜈−3(𝑥) 

                        ⋮ 

               = (−1)𝜈𝑛(𝑛 + 𝑚)(𝑛 + 2𝑚)…(𝑛 + (𝜈 − 1)𝑚)𝑥𝜈𝐾𝑛+𝜈𝑚,0(𝑥) 

 

eşitlikleri geçerli olduğundan 

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = (−1)
𝜈𝑛(𝑛 + 𝑚)(𝑛 + 2𝑚)… (𝑛 + (𝜈 − 1)𝑚)𝑥𝜈𝐾𝑛+𝜈𝑚,0(𝑥) 

 

eşitliği elde edilir. Böylece (2.3) eşitliği ile verilen operatör dizisi  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

(−1)𝜈𝑛(𝑛 + 𝑚)(𝑛 + 2𝑚)… (𝑛

+ (𝜈 − 1)𝑚)𝑥𝜈𝐾𝑛+𝜈𝑚,0(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
        

 

(2.4) 

 

şeklinde ifade edilebilir (Gönül 2012).  

 

Önerme 2.2.1 

 

𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] olmak üzere  (2.2) eşitliğinde verilen operatör için  

 

𝐿𝑛(1, 𝑥) = 1 

𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥                                                                                                                                       

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) =

𝛼𝑛
2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2  
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eşitlikleri geçerlidir (Gönül and Coşkun 2013). 

 

Kanıt. 

 

2°) özelliği gereği  

∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

= 1                                                                                                                    

olduğundan açıkça  

𝐿𝑛(1, 𝑥) = ∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

= 1                                                                                                

bulunur. 3°) özelliği kullanılarak;  (𝑛 + 𝑚) ∈ ℕ olduğundan  

 

𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) =∑
𝜈

𝛽𝑛
𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                 = ∑
1

𝛽𝑛
𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

(𝜈 − 1)!

∞

𝜈=1

 

                 = ∑
−𝑛𝑥

𝛽𝑛
𝐾𝑛+𝑚,𝜈−1(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

(𝜈 − 1)!

∞

𝜈=1

 

                 =
𝑛𝛼𝑛𝑥

𝛽𝑛
∑𝐾𝑛+𝑚,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                 =
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥                                                                                                                                     

 

eşitliğine ulaşılır. Benzer şekilde 

 

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) =∑(

𝜈

𝛽𝑛
)
2

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                  = ∑
𝜈2 − 𝜈 + 𝜈

𝛽𝑛
2 𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                  = ∑
𝜈(𝜈 − 1)

𝛽𝑛
2 𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=2

+
1

𝛽𝑛
𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) 
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                  = ∑
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈−2

(𝜈 − 2)!

∞

𝜈=2

+
1

𝛽𝑛
𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) 

                  =
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2∑𝑛(𝑛 +𝑚)𝑥2𝐾𝑛+2𝑚,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

(𝜈)!

∞

𝜈=0

+
1

𝛽𝑛
𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) 

olur. 

 

(𝑚 + 𝑛) ∈ ℕ ve (𝑛 + 2𝑚) ∈ ℕ  olduğundan  

 

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) =

𝛼𝑛
2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2  

 

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

Teorem 2.2.1 

 

𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] ve 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
 

 

olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] = 0  

 

olur (Gönül 2012). 

 

Kanıt. 

 

Açıkça; kanıt için Korovkin Teoreminin koşullarının sağlandığının gösterilmesi yeterlidir.  

 

Önerme 2.2.1 den 

 

|𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1| = |∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

− 1| = 0                  
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eşitliği geçerli olduğundan 𝐶[0, 𝐴] uzayında norm tanımı gereği  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐶[0,𝐴] = 0                                                                                                        (2.5) 

 

eşitliği sağlanır. Benzer şekilde  

 

|𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥| = |
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 − 𝑥| 

                          = |𝑥 (
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1)| 

 

eşitliği geçerli olduğundan  𝑥 ∈ [0, 𝐴] ve lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 = 1 olmak üzere 

   

max
𝑥∈[0,𝐴]

|𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥| = max
𝑥∈[0,𝐴]

|𝑥 (
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1)| ≤ |𝐴| |
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1| 

 

eşitsizliği yazılabilir. Her iki tarafın limiti alınırsa  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐴 lim
𝑛→∞

|
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1| = 0 

 

olacağından 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐶[0,𝐴] = 0                                                                                                         (2.6) 

 

bulunur.  

 

Son olarak; 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,𝐴] = 0 

 

eşitliği gösterilecektir.  

 



27 

|𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2| = |

𝛼𝑛
2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2 − 𝑥

2| 

                                = |𝑥2 (
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1) + 𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑥| 

 

olacağından 

 

max
𝑥∈[0,𝐴]

|𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2| = max

𝑥∈[0,𝐴]
|𝑥2 (

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1) + 𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑥| 

                                          ≤ 𝐴2 |(
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1)| + |𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2| 𝐴 

 

bulunur. (𝛼𝑛) ve (𝛽𝑛) dizilerinin tanımı nedeniyle 

 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) = lim

𝑛→∞

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛

2 + lim
𝑛→∞

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛𝑚 = 1                                                                    

 

eşitlikleri geçerlidir. Böylece 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,𝐴] ≤ lim

𝑛→∞
𝐴2 (

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1) + lim

𝑛→∞
𝑛
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝐴 

 

eşitsizliği geçerli olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

𝐴2 (
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1)  = 0                                                                                                       

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,𝐴] = 0                                                                                                     (2.7) 

 

eşitliği de gösterilmiş olur. 
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O halde Korovkin teoreminin tüm koşulları sağlandığından her 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] = 0 

bulunur. 

 

Örnek 2.2.1 

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) =  (−1)
𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛  

 

1°) − 3°) özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur. 

 

Gerçekten  

1°) Her 𝑛 = 1, 2, 3, …,𝜈 = 0, 1, 2, …ve her sonlu 𝐴 sayısı için 𝑥 ∈ [0, 𝐴]  olmak üzere  

𝑒−𝑛𝑥 ≥ 0 olduğundan 

(−1)𝜈𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = (𝑛𝑥)
𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛 ≥ 0 

olur. 

2°) Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴] için operatörün tanımından 

 

∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

=∑(−1)𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
= 1

∞

𝜈=0

 

 

3°) 𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = −𝑛𝑥𝐾𝑛+𝑚,𝜈−1(𝑥)  

ve 𝑛 +𝑚 bir doğal sayı olacak biçimde bir 𝑚 sayısı bulunmalıdır. 

(−1)𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛 = −𝑛𝑥(−1)𝜈−1((𝑛 + 𝑚)𝑥)
𝜈−1
𝑒−(𝑛+𝑚)𝑥𝛼𝑛+𝑚  

eşitliğinden 𝑚 = 0 eşitliği sağlayan bir köktür (Gönül 2012). 

 

Uyarı 2.2.1 

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = (−1)
𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛  fonksiyonu ve  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
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operatörü yardımıyla bazı operatörler elde edilebilir.  

 

𝐾𝑛,𝜈(𝑥) = (−1)
𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛 

 

ve 𝑚 = 0 olmak üzere  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

(−1)𝜈(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
                                                                    (2.8) 

 

şeklinde ifade edilebileceği gibi (2.3) eşitliği yardımıyla  

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
)

∞

𝜈=0

(𝑛𝑥)2𝜈𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
                                                                              (2.9) 

 

şeklinde de yazılabilir (Gönül 2012). 

 

Uyarı 2.2.2 

 

lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = ∞ , lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
= 0 ve lim

𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 = 1 koşullarını sağlayan 

𝛼𝑛 = 𝑛 ve 𝛽𝑛 = 𝑛
2 dizileri ve (2.8) operatör dizisi kullanılarak 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝑛2
)

∞

𝜈=0

(𝑛𝑥)𝜈𝑒−𝑛
2𝑥
𝑛𝜈

𝜈!
 

 

ve (2.9) operatör dizisi kullanılarak 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =∑𝑓 (
𝜈

𝑛2
)

∞

𝜈=0

(𝑛𝑥)2𝜈(−1)𝜈𝑒−𝑛
2𝑥
𝑛𝜈

𝜈!
 

 

eşitliği elde edilir (Gönül 2012). 
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Örnek 2.2.1  

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
)

𝑚

𝜗=0

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!
 

ve 𝑥 ∈ [0,
1

2
] olmak üzere 

 

   𝐾𝑛,𝜗(𝑥) =  (−1)
𝜗(𝑛𝑥)𝜗𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛  

 

çekirdek fonksiyonu ile 𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri alınarak elde edilen operatör yardımıyla 

𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑒3𝑥+2
  (mavi) fonksiyonuna 𝑛 = 2,5,7,8,20 için yaklaşım Şekil 2.1 de gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 2.1 𝒇(𝒙) =
𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑒3𝑥+2
  (mavi) fonksiyonuna yaklaşım. 

 

Şekil 2.2 de  ise  𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri alınarak elde edilen operatör yardımıyla                   

𝑓(𝑥) =
4𝑥2+1

𝑒2𝑥+5
  (mavi) fonksiyonuna 𝑛 = 2,5,20,40,50 için yaklaşım yapılmıştır.  
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Şekil 2.2 𝒇(𝒙) =
𝟒𝒙𝟐+𝟏

𝒆𝟐𝒙+𝟓
 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım 

 

Teorem 2.2.2 

 

𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝐴] ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) dizileri Tanım 2.2.1 de tanımlanan diziler olsun. Bu durumda 

yeterince büyük 𝑛 ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) den bağımsız bir 𝐾 sabiti için 

 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐾ω(𝑓,√(𝑛
𝛼𝑛
𝛽𝑛
− 1)

2

 +
𝛼𝑛
𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
) 

 

eşitsizliği geçerlidir (Gönül 2012). 

 

Kanıt. 

 

Her hangi bir operatör dizisi için 

 

|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|, 𝑥) 

 

olacağından 
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|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ∑|𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
) − 𝑓(𝑥)|𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

                                                     (2.10) 

 

eşitsizliği geçerlidir. Süreklilik modülünün iv)  özelliğinde 𝑡 =
𝜈

𝛽𝑛
 olarak seçilirse; her 𝛿𝑛 > 0 

için 

 

|𝑓 (
𝜈

𝛽𝑛
) − 𝑓(𝑥)| ≤ ω(𝑓, 𝛿𝑛) (1 +

|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

𝛿𝑛
) 

 

yazılabilir. Bu eşitsizlik (2.10) da yerine yazılırsa doğrusallık ve pozitifliği kullanarak 

|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ∑ω(𝑓, 𝛿𝑛) (1 +
|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

𝛿𝑛
)𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                                 = ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
∑|

𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

+ 1}                                  (2.11) 

 

elde edilir. Burada  

 

𝑀 =∑|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

 

olarak tanımlanırsa; 

 

𝑀 =∑(|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

)

1
2⁄

[𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
]

1
2⁄

∞

𝜈=0

[𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!
]

1
2⁄

 

 

şeklinde yazılabileceğinden Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden 

 

𝑀 ≤ [∑|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

]

1
2⁄

[∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

]

1
2⁄

⏟              
1
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     = [∑|
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

]

1
2⁄

 

 

bulunur. 

 

Bu eşitsizlik (2.11) da yerine yazılırsa  

 

|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
[∑ |

𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

]

1
2⁄

+ 1} 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Diğer taraftan  

 

(
𝜈

𝛽𝑛
− 𝑥)

2

= (
𝜈

𝛽𝑛
)
2

− 2𝑥
𝜈

𝛽𝑛
+ 𝑥2 

 

olduğundan 

 

|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
(∑(

𝜈

𝛽𝑛
)
2

𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

− 2𝑥∑
𝜈

𝛽𝑛
𝐾𝑛,𝜈(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

 

                                 +𝑥2∑𝐾𝑛,𝜈(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜈

𝜈!

∞

𝜈=0

)

1
2⁄

+ 1} 

                               = ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
(𝐿𝑛(𝑡

2, 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛(1, 𝑥))

1
2⁄ + 1} 

 

eşitsizliği geçerlidir. 𝑥 ∈ [0, 𝐴] olmak üzere 𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥), 𝐿𝑛(𝑡, 𝑥),  𝐿𝑛(1, 𝑥) yerlerine yazılırsa; 

lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = ∞, lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
= 0 ve lim

𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 = 1 eşitlikleri dikkate alınarak yeterince büyük 𝑛 ler 

için 
𝛼𝑛

𝛽𝑛
≤ 1, 

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 ≤ 2 eşitsizlikleri kullanılarak 
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|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
(
𝑛(𝑛 + 𝑚)

𝛽𝑛
2 𝛼𝑛

2𝐴2 +
1

𝛽𝑛

𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝐴 − 2𝐴

𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛 + 𝐴2)

1
2⁄

 + 1 } 

                             

= ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
1

𝛿𝑛
[𝐴2 [(

𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛2 − 2
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛 + 1]

+ 𝐴2 [(
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛𝑚 +
1

𝐴

1

𝛽𝑛

𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛]]

1
2⁄

+ 1} 

                           ≤ ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
𝐴

𝛿𝑛
[(𝑛

𝛼𝑛
𝛽𝑛
− 1)

2

 + 4
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑚 + 4

1

𝐴

1

𝛽𝑛
𝑚]

1
2⁄

+ 1 } 

                           ≤ ω(𝑓, 𝛿𝑛) {
2𝑚𝐴

𝛿𝑛
[(𝑛

𝛼𝑛
𝛽𝑛
− 1)

2

 +
𝛼𝑛
𝛽𝑛
+
1

𝛽𝑛
]

1
2⁄

+ 1 } 

 

bulunur.  

 

Dolayısıyla 

 

𝛿𝑛 = √(𝑛
𝛼𝑛
𝛽𝑛
− 1)

2

 +
𝛼𝑛
𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
 

 

seçimiyle 𝑛  den bağımsız bir 𝐾 sabiti için 

 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐾ω(𝑓,√(𝑛
𝛼𝑛
𝛽𝑛
− 1)

2

 +
𝛼𝑛
𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
) 

 

olur. Bu teoremle gösterildi ki yaklaşım √(𝑛
𝛼𝑛

𝛽𝑛
− 1)

2

 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
  hızında olup bu hız 𝛼𝑛 

ve 𝛽𝑛 in seçimine göre artırılabilir. 
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2.3 𝑪𝝆
𝒌[𝟎,∞[  UZAYINDA GENELLEŞTİRİLMİŞ GADJIEV-IBRAGIMOV 

OPERATÖRÜ 

 

Tanım 2.2.1 de 𝑥 ∈ [0,∞[ ve 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘[0,∞[ alınırsa bu durumda 𝐶𝜌

𝑘[0,∞[ uzayında Gadjiev 

Ibragimov operatörünün genelleştirilmesi     

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
)

∞

𝜗=0

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!
            

 

biçiminde olur.  

 

Uyarı 2.3.1 

 

  𝐾𝑛,𝜗(𝑥) = {
(−1)𝜗

𝑛!

(𝑛−𝜗)!
𝑥𝜗[1 − 𝑥]𝜗 ,        𝑥 ∈ [0,1], 𝜗 ≤ 𝑛

0, diğer durumda
 

 

ve 𝛼𝑛 = 1,  𝛽𝑛 = 𝑛   alınırsa; bu operatör klasik Bernstein polinomlarına dönüşür. 

𝑏𝑛 artan pozitif sayılar dizisi, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞ ve lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 olmak üzere  𝛽𝑛 =

𝑛

𝑏𝑛
 alınırsa 

𝐾𝑛,𝜗(𝑥) yukarıda tanımlandığı şekilde ve 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛 için 𝑥 yerine 
𝑥

𝑏𝑛
 alınırsa bu durumda 

operatör Bernstein-Cholodowsky polinomuna dönüşür. Her iki durumda da         𝑚 = −1  

olduğuna dikkat edilmelidir. 

 𝛼𝑛 = 1, 𝛽𝑛 = 𝑛  seçilir ve  𝐾𝑛,𝜗(𝑥) =  (−1)
𝜗(𝑛𝑥)𝜗𝑒−𝑛𝑥 

alınırsa 𝑚 = 0 olmak üzere operatör Szasz operatorüne dönüşür. 

 

Lemma 2.3.1 

 

 𝐶𝜌
𝑘[0,∞[ uzayında Gadjiev-Ibragimov operatörünün bu genelleştirilmesi için aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir.  

 

𝐿𝑛(1, 𝑥) = 1 
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𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) =

𝛼𝑛
2𝑛(𝑛 +𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2  

 

Lemma 2.3.2 

 

𝐿𝑛 operatörler dizisi Tanım 2.2.1 de tanımlandığı şekilde olmak üzere 𝑥 ∈ [0,∞[ olsun. Bu 

durumda 𝐿𝑛: 𝐶𝜌 [0,∞[  dan 𝐵𝜌 [0,∞[ ya bir dönüşüm tanımlar.  

 

Kanıt. 

 

Önerme 1.3.1 gereği ‖𝐿𝑛(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀𝜌 

 

olduğunun gösterilmesi yeterlidir. 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥2 olduğundan  

 

𝐿𝑛(𝜌, 𝑥) = 𝐿𝑛(1 + 𝑡
2, 𝑥) 

                = 1 +
𝛼𝑛

2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2  

 

eşitliği geçerlidir. 𝐶𝜌 [0,∞[ uzayının norm tanımı ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) dizilerinin özellikleri dikkate 

alınarak;  

 

‖𝐿𝑛(𝜌, 𝑥)‖𝜌 = sup
𝑥∈ℝ

|𝐿𝑛(𝜌, 𝑥)|

𝜌(𝑥)
 

                       ≤ 1 +
𝛼𝑛

2𝑛(𝑛 + 𝑚)

𝛽𝑛
2 sup

𝑥∈ℝ

|𝑥2|

𝜌(𝑥)
+
𝛼𝑛𝑛

𝛽𝑛
2 sup
𝑥∈ℝ

|𝑥|

𝜌(𝑥)
 

 

bulunur. Böylece ‖𝐿𝑛(𝜌, 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀𝜌 eşitsizliğinin geçerli olduğu gösterilmiş olur. Dolayısıyla 

𝐿𝑛 operatörleri  𝐶𝜌 [0,∞[  dan 𝐵𝜌 [0,∞[ ya bir dönüşüm tanımlar. 
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Teorem 2.3.1 

 

𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥2  ve  𝐿𝑛: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌   doğrusal pozitif operatör dizisi yukarıda tanımlandığı 

şekilde olmak üzere 𝑚 = 0,1,2 için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
𝑚, 𝑥) − 𝑥𝑚‖𝜌 = 0 

 

koşulları sağlanmakta olup bu durumda her 𝑓 ϵ 𝐶𝜌
𝑘  için    

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝜌 = 0  

eşitliği geçerlidir. 

 

Kanıt. 

 

𝑚 = 0,1,2 için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
𝑚 , 𝑥) − 𝑥𝑚‖𝜌 = 0 

 

eşitliğinin sağlandığı gösterilirse kanıt tamamlanmış olur. 

 

 𝑚 = 0  için 2°) özelliği gereği ∑ 𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞
𝜗=0 = 1 olduğundan  

 

𝐿𝑛(1, 𝑥) = ∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

= 1 

 

bulunur. 

 

|𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1| = |∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

− 1| = 0 

 

eşitliği nedeniyle 𝐶𝜌  uzayında norm tanımı gereği açıkça 
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lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝜌 = 0 

olacaktır. 

 

𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 

 

olduğundan (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) dizilerinin özellikleri yardımıyla 

|𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥| = |  
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 − 𝑥| 

                           = |𝑥 (
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1)| 

 

bulunur. 𝑥 ∈ [0,∞[ ve lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 = 1 olduğundan 

  

𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

|𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥|

1 + 𝑥2
=
𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

|
𝑥

1 + 𝑥2
(
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1)| ≤ |
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1| 

 

eşitsizliği geçerlidir. Böylece 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝜌 ≤ lim
𝑛→∞

|
𝑛𝛼𝑛
𝛽𝑛

− 1| = 0 

 

eşitsizliği doğru olup  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝜌 = 0 

 

eşitliği gösterilmiş olur. Son olarak  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2‖𝜌 = 0 

 

eşitliği gösterilmelidir.  

 

𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) =

𝛼𝑛
2𝑛(𝑛 + 𝑚)𝑥2

𝛽𝑛
2 +

𝛼𝑛𝑛𝑥

𝛽𝑛
2  
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olduğundan kolayca 

 

  |𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2|  = |𝑥2 (

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 +𝑚) − 1) + 𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑥| 

 

eşitliği geçerlidir. 𝑥 ∈ ℝ  üzerinden supremum alınırsa  

 

sup
𝑥 ∈ ℝ

|𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2|

1 + 𝑥2
=

sup
𝑥 ∈ ℝ

|𝑥2 (
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1) + 𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑥|

1 + 𝑥2
 

 

                                        ≤ |(
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) − 1)| + |𝑛

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2| 

 

eşitsizliği bulunur. Burada  

 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛
2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑚) = 1 

 

olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑡
2, 𝑥) − 𝑥2‖𝜌 = 0 

eşitliği de gösterilmiş olur. O halde her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘 için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝜌 = 0 

 

eşitliği geçerlidir. 

 

Örnek 2.3.1  

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
)

𝑚

𝜗=0

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!
 

 

ve 𝑥 ∈ [0,∞[olmak üzere  
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   𝐾𝑛,𝜗(𝑥) =  (−1)
𝜗(𝑛𝑥)𝜗𝑒−𝑛𝑥𝛼𝑛  

 

çekirdek fonksiyonu ile 𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri alınarak elde edilen operatör yardımıyla 

𝑓(𝑥) =
2(1+𝑠𝑖𝑛5𝑥)

𝑒4𝑥+3
 (mavi) fonksiyonuna 𝑛 = 2,10,20,30,40 için yaklaşım Şekil 2.3 de 

gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 2.3 𝑓(𝑥) =
2(1+𝑠𝑖𝑛5𝑥)

𝑒4𝑥+3
 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım. 

 

Şekil 2.4 de ise  𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri alınarak elde edilen operatör yardımıyla 

 𝑓(𝑥) =
3+𝑥2

𝑒2𝑥
2−1

  (mavi) fonksiyonuna 𝑛 = 2,5,7,8,40 için yaklaşım yapılmıştır. 
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Şekil 2.4 𝒇(𝒙) =
𝟑+𝒙𝟐

𝒆𝟐𝒙
𝟐−𝟏

 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



42 

 



43 

 

 

 

BÖLÜM 3 

 

İKİ DEĞİŞKENLİ GADJIEV- IBRAGIMOV OPERATÖRLERİNİN BİR 

GENELLEŞTİRMESİYLE YAKLAŞIM 

 

3.1 İKİ DEĞİŞKENLİ GADJIEV- IBRAGIMOV OPERATÖRLERİ 

 

Teorem 3.1.1 (Volkov Teoremi): 

 

{𝑇𝑛,𝑚𝑓} doğrusal pozitif operatörler dizisi 

 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 1

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

= 0                                                                                    (3.1) 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖∑∑𝛼𝑘,𝑛𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑥

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

= 0                                                                            (3.2) 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖∑∑𝛽𝑗,𝑚𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑦

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

= 0                                                                            (3.3) 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖∑∑(𝛼𝑘,𝑛
2 + 𝛽𝑗,𝑚

2 )𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

= 0                                           (3.4) 

 

koşullarını gerçekliyorsa 𝑋 bölgesinde sürekli, reel değerli ve tüm ℝ𝑚 de sınırlı her bir f 

fonksiyonu için  

 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑇𝑛,𝑚𝑓 − 𝑓‖𝐶(𝑋) = 0                                                                                                               (3.5) 

 

ifadesi gerçeklenir (Volkov 1957). 
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Kanıt. 

 

𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklinde tanımlanan 𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) polinomları (3.1)-(3.4) koşullarını gerçeklesin ve 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 

olsun. 

 

𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑∑𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑓(𝑥, 𝑦) 

                                          = ∑∑𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑓(𝑥, 𝑦) 

                                                   +∑∑𝑓(𝑥, 𝑦)𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

−∑∑𝑓(𝑥, 𝑦)𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

                                          = ∑∑((𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚))

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

                                                   +𝑓(𝑥, 𝑦)(∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 1) 

 

|𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

= |∑∑((𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)) + 𝑓(𝑥, 𝑦)(∑∑𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 1)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

| 

≤∑∑|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚) + 𝑓(𝑥, 𝑦) |∑∑𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 1|

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 

max
(𝑥,𝑦)∈𝑋

|𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ max
(𝑥,𝑦)∈𝑋

|∑∑|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)| 

                        + max
(𝑥,𝑦)∈𝑋

|𝑓(𝑥, 𝑦)| max
(𝑥,𝑦)∈𝑋

|∑∑((𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚))

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

| 
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olup, 𝐶(𝑋) normu tanımından  

 

‖𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝑋) ≤ ‖∑∑|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)‖

𝐶(𝑋)

 

                                                       +‖𝑓‖𝐶(𝑋) ‖∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 1‖

𝐶(𝑋)

 

 

olarak yazılabilir. 𝑀 > 0 için 

 

‖𝑓‖𝐶(𝑋) = 𝑀 

 

olmak üzere 

 

‖𝑇𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝑋) ≤ ‖∑∑|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)‖

𝐶(𝑋)

 

                                           +‖𝐼𝑛,𝑚‖𝐶(𝑋)𝑀‖∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 1‖

𝐶(𝑋)

 

olur. 

 

Diğer yandan 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) olduğundan 𝑓 fonksiyonu sınırlıdır. O halde ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 için 

 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀 

 

sağlanacak şekilde 𝑀 > 0 sayısı vardır. Bu durumda her 𝑘 = 0,1, … , 𝑛  ve 𝑗 = 0,1, … ,𝑚 için 

(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) noktaları 𝑋 bölgesinde olduğundan  

 

|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝑀 

 

yazılabilir. 

𝜇𝑘,𝑗 = (𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚), 𝜇 = (𝑥, 𝑦) 
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𝜌(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇) = √(𝛼𝑘,𝑛 − 𝑥)
2
+ (𝛽𝑗,𝑚 − 𝑦)

2
 

 

gösterimleri kullanılacaktır. 

 

𝑓 fonksiyonu kapalı 𝑋 bölgesinde sürekli olduğundan düzgün süreklidir. Düzgün süreklilik 

tanımı gereğince; ∀𝜀 > 0 için 𝜌(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇) < 𝛿 iken  

 

|𝑓(𝜇𝑘,𝑗) − 𝑓(𝜇)| < 𝜀 

 

sağlayan en az bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0  sayısı vardır. 

 

𝜌(𝜇𝑘,𝑗 , 𝜇) ≥ 𝛿 için 𝑓 fonksiyonu sınırlı olduğundan  

 

|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝑀 

 

gerçeklenir. 

 

𝜌(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇)

𝛿
≥ 1 

 

olmak üzere 

 

|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝑀
𝜌2(𝜇𝑘,𝑗 , 𝜇)

𝛿2
 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

𝜌(𝜇𝑘,𝑗 , 𝜇) < 𝛿 ve 𝜌(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇) ≥ 𝛿 olduğundan ∀𝜀 > 0 için  

 

|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| < 𝜀 + 2𝑀
𝜌2(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇)

𝛿2
 

 

eşitsizliği gerçeklenir. 
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Şimdi 𝐼𝑛,𝑚 toplamı göz önüne alınsın. 

 

𝐼𝑛,𝑚 <∑∑(𝜀 + 2𝑀
𝜌2(𝜇𝑘,𝑗 , 𝜇)

𝛿2
)𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

          = 𝜀∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

2𝑀

𝛿2
∑∑𝜌2(𝜇𝑘,𝑗, 𝜇)𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

         = 𝜀𝐼𝑛,𝑚
′ +

2𝑀

𝛿2
𝐼′𝑛,𝑚
′  

 

olup, norm özelliklerinden 

 

‖𝐼𝑛,𝑚‖𝐶(𝑋) < 𝜀‖𝐼𝑛,𝑚
′ ‖

𝐶(𝑋)
+
2𝑀

𝛿2
‖𝐼′𝑛,𝑚

′ ‖
𝐶(𝑋)

 

 

şeklinde yazılabilir. 𝜀𝐼𝑛,𝑚
′  ifadesi 

 

𝜀𝐼𝑛,𝑚
′ = 𝜀∑∑𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) + 𝜀 − 𝜀

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

           = 𝜀 (∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 1

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

) + 𝜀 

 

olarak göz önüne alınırsa 

 

𝜀‖𝐼𝑛,𝑚
′ ‖

𝐶(𝑋)
≤ 𝜀 ‖∑∑𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 1

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

+ 𝜀 

 

olur. 

 

𝜌2(𝜇𝑘,𝑗 , 𝜇) = (𝛼𝑘,𝑛 − 𝑥)
2
+ (𝛽𝑗,𝑚 − 𝑦)

2
 

 

                     = (𝛼𝑘,𝑛
2 + 𝛽𝑗,𝑚

2 ) − 2𝛼𝑘,𝑛𝑥 − 2𝛽𝑗,𝑚𝑦 + (𝑥
2 + 𝑦2) 
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olduğundan 𝐼′𝑛,𝑚
′  ifadesi 

 

𝐼′𝑛,𝑚
′ =∑∑(𝛼𝑘,𝑛

2 + 𝛽𝑗,𝑚
2 )𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 2𝑥∑∑𝛼𝑘,𝑛𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

                      −2𝑦∑∑𝛽𝑗,𝑚

𝑚

𝑗=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) +

𝑛

𝑘=0

(𝑥2 + 𝑦2)∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

 

         = [∑∑(𝛼𝑘,𝑛
2 + 𝛽𝑗,𝑚

2 )𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

] + 2𝑥 [𝑥 −∑∑𝛼𝑘,𝑛𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

] 

                      +2𝑦 [𝑦 −∑∑𝛽𝑗,𝑚

𝑚

𝑗=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑘=0

] 

‖𝐼′𝑛,𝑚
′ ‖

𝐶(𝑋)
≤ ‖∑∑(𝛼𝑘,𝑛

2 + 𝛽𝑗,𝑚
2 )𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

+ 2‖𝑥‖𝐶(𝑋) ‖∑∑𝛼𝑘,𝑛𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑥‖

𝐶(𝑋)

 

                             +2‖𝑦‖𝐶(𝑋) ‖∑∑𝛽𝑗,𝑚

𝑚

𝑗=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑘=0

− 𝑦‖

𝐶(𝑋)

 

 

olarak yazılabilir. 

 

‖𝐼𝑛,𝑚‖𝐶(𝑋), ‖𝐼𝑛,𝑚
′ ‖

𝐶(𝑋)
, ‖𝐼𝑛,𝑚

′′ ‖
𝐶(𝑋)

 yerine yazılırsa; 

 

‖𝐼𝑛,𝑚‖𝐶(𝑋) < 𝜀 + 𝜀 ‖∑∑𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) − 1

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

+
2𝑀

𝛿2
‖∑∑(𝛼𝑘,𝑛

2 + 𝛽𝑗,𝑚
2 )𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− (𝑥2 + 𝑦2)‖

𝐶(𝑋)

 

                              +
4𝑀

𝛿2
‖∑∑𝛼𝑘,𝑛𝑃𝑘,𝑗

(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

− 𝑥‖

𝐶(𝑋)
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                             +
4𝑀

𝛿2
‖∑∑𝛽𝑗,𝑚

𝑚

𝑗=0

𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑘=0

− 𝑦‖

𝐶(𝑋)

 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu ise (3.1)-(3.4) ifadelerinden 

 

lim
𝑛→∞

‖∑∑|𝑓(𝛼𝑘,𝑛, 𝛽𝑗,𝑚) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑃𝑘,𝑗
(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦)

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

‖

𝐶(𝑋)

= 0 

 

sonucunu verir. 

 

Tanım 3.1.1  

 

(𝛼𝑛), (𝛼𝑚), (𝛽𝑛), (𝛽𝑚), (𝛾𝑛) ve (𝛾𝑚) dizileri  

 

lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = ∞, lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
= 0    ve  lim

𝑛→∞

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
𝑛 = 1 

 

ve 

lim
𝑚→∞

𝛾𝑚 = ∞, lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
= 0    ve   lim

𝑚→∞

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 = 1. 

 

koşullarını sağlayan gerçel sayı dizleri olsun. 

 

 𝐾𝑛,𝜗(𝑥) ve 𝐾𝑚,𝜇(𝑦) ise 𝑛, 𝜗,𝑚, 𝜇 parametrelerine bağlı aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

fonksiyon olsun. 

 

i) Her 𝑛,𝑚 ∈ ℕ, her 𝜗, 𝜇 ∈ ℕ0 ve her sonlu  𝐴 sayısı için (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝐴] × [0, 𝐴] olmak üzere 

(−1)𝜗𝐾𝑛,𝜗(𝑥) ≥ 0  ve  (−1)𝜇𝐾𝑚,𝜇(𝑦) ≥ 0.        

 

ii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝐴] × [0, 𝐴] için, 
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∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

= 1  ve ∑𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)

𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

= 1 

 

eşitlikleri geçerlidir. 

iii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝐴] × [0, 𝐴] için, 

 

𝐾𝑛,𝜗(𝑥) =  −𝑛𝑥𝐾𝑛+𝑘,𝜗−1(𝑥)  ve  𝐾𝑚,𝜇(𝑥) =  −𝑚𝑦𝐾𝑚+𝑙,𝜇−1(𝑦) 

 

eşitliğini sağlayacak  𝑛 + 𝑘,𝑚 + 𝑙 ∈ ℕ0 olacak şekilde 𝑘 ve 𝑙 sayıları vardır. 

Bu eşitlikler dikkate alınarak her 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝐴] × [0, 𝐴]) için Gadjiev-Ibragimov operatörünün 

iki değişkenli bir genellemesi  

 

 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) = ∑   ∑ 𝑓(
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)𝐾𝑛,𝜗(𝑥)𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑛)
𝜗

𝜗!

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

                                  (3.6) 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada kısalık olması bakımından  

 

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑛,𝜗(𝑥)𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!
 

 

şeklinde gösterilecektir.   

 

Önerme 3.1.1  

 

(3.6) eşitlikte tanımlanan operatör doğrusal ve pozitiftir. 

 

Gerçekten, doğrusallık için, 

 

              𝐿𝑛,𝑚(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = ∑  ∑(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                                 = ∑  ∑[(𝑎𝑓) (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) + (𝑏𝑔) (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)] 
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                                         = ∑∑(𝑎𝑓) (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) +∑∑(𝑏𝑔) (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                                   = 𝑎∑∑𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) + 𝑏∑∑𝑔(
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                                     = 𝑎𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) + 𝑏𝐿𝑛,𝑚(𝑔, 𝑥, 𝑦) 

 

olup operatörün doğrusal olduğunu gösterir. 

 

Pozitiflik,  

 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 olsun. 

 (−1)𝜗𝐾𝑛,𝜗(𝑥) ≥ 0  𝑣𝑒  (−1)
𝜇𝐾𝑚,𝜇(𝑦) ≥ 0  olduğundan 𝛼𝑛 ve 𝛼𝑚 dizileri de pozitif sayı 

dizileri olduğundan açıkça 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) ≥ 0 dır. Bu ise operatörün pozitif olduğunu gösterir. 

 

Önerme 3.1.2 

 

 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝐴] × [0, 𝐴]) olmak üzere (3.6) eşitliği ile verilen operatör için, 

 

i) 𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) = 1  

ii) 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1, 𝑥, 𝑦) =
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛𝑥  

iii) 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2, 𝑥, 𝑦) =
𝛼𝑚

𝛾𝑚
𝑚𝑦 

iv) 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1
2 + 𝑡2

2, 𝑥, 𝑦) = (
𝛼𝑛

𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥2 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥 + (

𝛼𝑚

𝛾𝑚
)
2

𝑚(𝑚 + 𝑙)𝑦2 +
𝛼𝑚

𝛾𝑚2
𝑚𝑦 

 

eşitlikleri geçerlidir. 

 

Kanıt.  

 

i) Tanım 3.1.1. ii) den 

          𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) = ∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

∑𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)

𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

= 1 

bulunur. 
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 ii) Tanım 3.1.1  ii) ve iii)  den 

                              𝐿𝑛,𝑚(𝑡1, 𝑥, 𝑦) = ∑∑
𝜗

𝛽𝑛

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                                                      = ∑
𝜗

𝛽𝑛
𝐾𝑛,𝜗(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

 

 =
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥∑𝐾𝑛+𝑘,𝜗−1(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜗−1

(𝜗 − 1)!

∞

𝜗=1

 

                                                     =
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛𝑥 𝑛     (𝑛 + 𝑘) ∈ ℕ0. 

iii) 𝐿𝑛,𝑚 nin tanımından 

               𝐿𝑛,𝑚(𝑡2, 𝑥, 𝑦) = ∑∑
𝜇

𝛾𝑚
𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

 

                                        =
−𝛼𝑚
𝛾𝑚

∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!
∑−𝑚𝑦𝐾𝑚+𝑙,𝜇−1(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇−1

(𝜇 − 1)!

∞

𝜇=1

∞

𝜗=0

 

                                        =
𝛼𝑚
𝛾𝑚
𝑚𝑦∑𝐾𝑛,𝜗(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜗

𝜗!
∑𝐾𝑚+𝑙,𝜇−1(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇−1

(𝜇 − 1)!

∞

𝜇=1

∞

𝜗=0

 

                                        =
𝛼𝑚

𝛾𝑚
𝑚𝑦              (𝑚 + 𝑙) ∈ ℕ0. 

iv) (𝑛 + 𝑘) ∈ ℕ0 için, 

                      𝐿𝑛,𝑚(𝑡1
2, 𝑥, 𝑦) = ∑∑(

𝜗

𝛽𝑛
)
2∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                                                  = ∑∑𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)

𝜇

𝜇!

𝜗(𝜗 − 1)

𝛽𝑛
2 𝐾𝑛,𝜗(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜗

𝜗!

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

 

                                                    +
1

𝛽𝑛
2∑∑𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!
𝜗𝐾𝑛,𝜗(𝑥)

(−𝛼𝑛)
𝜗

𝜗!

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

 

                                                =
𝛼𝑛

2

𝛽𝑛
2 𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥

2∑𝐾𝑛+𝑘,𝜗−2(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗−2

(𝜗 − 2)!

∞

𝜗=2

+
1

𝛽𝑛

𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 

                                                = (
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥2 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥.                                                       (3.7) 

 

eşitliği bulunur. Benzer şekilde (𝑚 + 𝑙) ∈ ℕ0 olduğundan 
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  𝐿𝑛,𝑚(𝑡2
2, 𝑥, 𝑦) = (

𝛼𝑚
𝛾𝑚
)
2

𝑚(𝑚 + 𝑙)𝑦2 +
𝛼𝑚
𝛾𝑚2

𝑚𝑦                                                                      (3.8) 

 

olarak bulunur ve  (3.7) ve (3.8) den 

𝐿𝑛,𝑚(𝑡1
2 + 𝑡2

2, 𝑥, 𝑦) = (
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥2 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥 + (

𝛼𝑚
𝛾𝑚
)
2

𝑚(𝑚 + 𝑙)𝑦2 +
𝛼𝑚
𝛾𝑚2

𝑚𝑦. 

elde edilir. 

 

Teorem 3.1.2  

 

Her 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝐴] × [0, 𝐴]) için 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶([0,𝐴]×[0,𝐴]) = 0 

 

eşitliği geçerlidir. 

 

Kanıt. Kanıt için Volkov Teoreminin koşullarının sağlandığının gösterilmesi yeterlidir.  

 

Gerçekten, 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) − 1‖ = 0 

dır. 

 

 
𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 → 1 olduğundan 

 

‖∑∑
𝜗

𝛽𝑛

∞

𝜇=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)

∞

𝜗=0

− 𝑥‖ = ‖
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛𝑥 − 𝑥‖ 

bulunur ve 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑡1, 𝑥, 𝑦) − 𝑥‖ = 0 

 

olur. 
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Benzer şekilde  
𝛼𝑚

𝛾𝑚
𝑚 → 1 olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑡2, 𝑥, 𝑦) − 𝑦‖ = 0 

 

dır. Ayrıca Önerme 3.1.2 iv) den 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑡1
2 + 𝑡2

2, 𝑥, 𝑦) − 𝑥2 − 𝑦2‖ = 0 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Örnek 3.1.1 

 

𝛼𝑛 = 𝛼𝑚 = 1, 𝛽𝑛 = 𝑛, 𝛾𝑚 = 𝑚 dizileri için 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) operatör dizisi ile  𝑓(𝑥, 𝑦) =
1+2𝑥𝑦

𝑒1+3𝑥
2 

(mavi) fonksiyonuna yaklaşımın 𝑛,𝑚 = 3,2(kahverengi), 𝑛,𝑚 = 5,5(yeşil), 𝑛,𝑚 =

11,10(pembe) için grafiği Şekil 3.1 de verilmiştir. 

 

 

Şekil 3.1 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1+2𝑥𝑦

𝑒1+3𝑥
2 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım. 
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Örnek 3.1.2  

 

𝛼𝑛 = 𝛼𝑚 = 1, 𝛽𝑛 = 𝑛, 𝛾𝑚 = 𝑚 dizileri için 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) operatör dizisi ile 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑒1+2𝑥 + 𝑦 (mavi) fonksiyonuna yaklaşımın 𝑛 = 𝑚 = 1(kahverengi), 𝑛 = 𝑚 = 3(yeşil), 

𝑛 = 𝑚 = 10(pembe) için grafiği Şekil 3.2 de verilmiştir. 

 

 

Şekil 3.2 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒1+2𝑥 + 𝑦 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım 

 

Operatörün ilk üç momenti aşağıdaki Lemma da verilecektir. 

  

Lemma 3.1.1 

 

(𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝐴] × [0, 𝐴] ve her 𝑛,𝑚 ∈ ℕ için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

 

i) 𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) = 1. 

ii) 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1 − 𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑥 (
𝛼𝑛

𝛽𝑛
− 1). 

iii) 𝐿𝑛,𝑚((𝑡1 − 𝑥)
2, 𝑥, 𝑦) = [(

𝛼𝑛

𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘) −
2𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 + 1]  𝑥2 +

𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥  

 

Kanıt. 

 

i) Açıkça 𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) = 1 
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ii) 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1 − 𝑥, 𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ (
𝜗

𝛽𝑛
− 𝑥)∞

𝜇=0
∞
𝜗=0 𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑥 (

𝛼𝑛

𝛽𝑛
𝑛 − 1) 

iii) 𝐿𝑛,𝑚((𝑡1 − 𝑥)
2, 𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ (𝑡 − 𝑥)2∞

𝜇=0
∞
𝜗=0 𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) 

                            = ∑∑(
𝜗

𝛽𝑛
)
2∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) − 2𝑥∑∑
𝜗

𝛽𝑛

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) + 𝑥
2∑∑𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

 

                           = (
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥2 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥 − 2𝑥

2 (
𝛼𝑛
𝛽𝑛
𝑛) + 𝑥2 

                           = 𝑥2 [(
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘) −
2𝛼𝑛
𝛽𝑛

𝑛 + 1] +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥. 

 

Böylece Lemma kanıtlanmış olur. 

 

Uyarı 3.1.1 𝐿𝑛,𝑚((𝑡2 − 𝑦), 𝑥, 𝑦) ve 𝐿𝑛,𝑚((𝑡2 − 𝑦)
2, 𝑥, 𝑦) de benzer şekilde kanıtlanır. 

 

Bu kesimde Tanım 3.1.1 ile verilen operatörün 𝐶([0, 𝐴] × [0, 𝐴])  uzayında yaklaşım hızı 

hesabı verilecektir. 

 

Tanım 3.1.2  

 

𝐷 ⊂ ℝ2 sınırlı bir bölge ve 𝑓: 𝐷 → ℝ tanımlı sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐾 ⊂ 𝐷 kompakt bir 

bölge ve 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) olmak üzere 

 

     𝜔1𝑓(𝑓, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥1, 𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)|: (𝑥1, 𝑦), (𝑥2, 𝑦) ∈ 𝐾, |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝛿} 

   𝜔2𝑓(𝑓, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)|: (𝑥, 𝑦1), (𝑥, 𝑦2) ∈ 𝐾, |𝑦1 − 𝑦2| ≤ 𝛿} 

 

fonksiyonlarına sırasıyla f fonksiyonunun x e göre kısmi süreklilik modülü ve y ye göre kısmi 

süreklilik modülü denir (Altomare ve Campiti 1994). 

 

Teorem 3.1.3  

 

Her 𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝐴] × [0, 𝐴]) ve (𝛾𝑛), (𝛽𝑛), (𝛾𝑚) dizileri Tanım 3.1.1 de tanımlanan diziler 

olsun. Bu durumda yeterince büyük bir n,m ve n,m den bağımsız bir K sabiti için 

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐾1𝑤2
(𝑓, 𝛿𝑚) + 𝐾2𝑤1(𝑓, 𝛿𝑛) 
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dir. Ayrıca    

              𝛿𝑛 = √(𝑛
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
− 1)

2

+
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
  ve  𝛿𝑚 = √(𝑚

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
− 1)

2

+
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
+

1

𝐴𝛾𝑚
 

dir. 

 

Kanıt.  

 

Gerçekten Tanım 3.1.2 ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak 

 

𝑁1 = ∑∑|𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
,
𝜇

𝛾𝑚
) − 𝑓 (

𝜗

𝛽𝑛
, 𝑦)| 𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

 

      ≤ ∑𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) [1 +
|
𝜇

𝛾𝑚
− 𝑦|

𝛿𝑚
]𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

 

      ≤ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1 +
1

𝛿𝑚
∑|

𝜇

𝛾𝑚
− 𝑦|√𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

√𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)𝜇

𝜇!
} 

      ≤ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1 +
1

𝛿𝑚
√∑|

𝜇

𝛾𝑚
− 𝑦|

2

𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

}. 

 

Önerme 3.1.2 den 

 

∑|
𝜇

𝛾𝑚
− 𝑦|

2

𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)

𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

= ∑ [(
𝜇

𝛾𝑚
)
2

− 2𝑦
𝜇

𝛾𝑚
+ 𝑦2] 𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

 

                                                            = (
𝛼𝑚
𝛾𝑚
)
2

𝑚(𝑚 + 𝑙)𝑦2 +
𝛼𝑚
𝛾𝑚2

𝑚𝑦 − 2𝑦
𝜇

𝛾𝑚
+ 𝑦2 

 

(
𝜇

𝛾𝑚
− 𝑦)

2

= (
𝜇

𝛾𝑚
)
2

− 2𝑦
𝜇

𝛾𝑚
+ 𝑦2 olduğundan 

 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1 +
1

𝛿𝑚
(∑(

𝜇

𝛾𝑚
)
2

𝐾𝑚,𝜇(𝑦)
(−𝛼𝑚)

𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0
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                                             −2𝑦∑
𝜇

𝛾𝑚
𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!
+𝑦2∑𝐾𝑚,𝜇(𝑦)

(−𝛼𝑚)
𝜇

𝜇!

∞

𝜇=0

)

1
2⁄

}

∞

𝜇=0

 

                          = 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1

+
1

𝛿𝑚
(𝐿𝑛,𝑚(𝑡2

2, 𝑥, 𝑦) − 2𝑦𝐿𝑛,𝑚(𝑡2, 𝑥, 𝑦) + 𝑦
2𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦))

1
2⁄

} 

 

eşitsizliği geçerlidir. 𝑦 ∈ [0, 𝐴] için 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2
2, 𝑥, 𝑦), 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2, 𝑥, 𝑦) ve 𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) yerlerine 

yazılırsa lim
𝑚→∞

𝛾𝑚 = ∞,    lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
= 0   ve  lim

𝑚→∞

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 = 1 eşitlikleri dikkate alınarak 

yeterince büyük 𝑚 ler için 
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
≤  1 and 

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 ≤ 2 eşitliklerini kullanarak 

 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1 +
1

𝛿𝑚
(
𝑚(𝑚 + 𝑙)

𝛾𝑚2
𝛼𝑚

2𝐴2 +
1

𝛾𝑚

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚𝐴 

                                                                            −2𝐴
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 + 𝐴2)}

1
2⁄

  

≤ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚) {1 +
𝐴

𝛿𝑚
(𝐴2 [(

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
)
2

𝑚2 − 2
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 + 1] + 𝐴2 [(

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
)
2

𝑚𝑙 +
1

𝐴

1

𝛾𝑚

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
𝑚 + 1])

1
2⁄

}  

 

bulunur. 𝛿𝑚 = √(𝑚
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
− 1)

2

+
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
+

1

𝐴𝛾𝑚
  seçimiyle 𝑚 den bağımsız bir 𝐾2 sabiti için 

 

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐾1𝑤2(𝑓,
√(𝑚

𝛼𝑚 

𝛾𝑚
− 1)

2

+
𝛼𝑚 

𝛾𝑚
+

1

𝐴𝛾𝑚
) 

 

olur. 

 

Benzer şekilde  

 

𝑁2 = ∑∑|𝑓 (
𝜗

𝛽𝑛
, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 𝑃𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)

∞

𝜇=0

∞

𝜗=0

 



59 

       ≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛) {1 +
1

𝛿𝑛
√∑ |

𝜗

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

} 

 

elde edilir. Burada Önerme 3.1.2 den  

 

∑|
𝜗

𝛽𝑛
− 𝑥|

2

𝐾𝑛,𝜗(𝑥)
(−𝛼𝑛)

𝜗

𝜗!

∞

𝜗=0

= (
𝛼𝑛
𝛽𝑛
)
2

𝑛(𝑛 + 𝑘)𝑥2 +
𝛼𝑛

𝛽𝑛
2 𝑛𝑥 − 2𝑥

𝜗

𝛽𝑛
+ 𝑥2. 

(
𝜗

𝛽𝑛
− 𝑥)

2

= (
𝜗

𝛽𝑛
)
2

− 2𝑥
𝜗

𝛽𝑛
+ 𝑥2 olduğundan 

 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛) {1 +
1

𝛿𝑛
(𝐿𝑛,𝑚(𝑡

2, 𝑥, 𝑦) − 2𝑥𝐿𝑛,𝑚(𝑡, 𝑥, 𝑦) 

 

                                              +𝑥2𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦))
1
2⁄

} 

 

eşitsizliği geçerlidir. Her  𝑥 ∈ [0, 𝐴] için 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1
2, 𝑥, 𝑦), 𝐿𝑛,𝑚(𝑡1, 𝑥, 𝑦) ve 𝐿𝑛,𝑚(1, 𝑥, 𝑦) 

yerlerine yazılırsa lim
𝑚→∞

𝛽𝑛 = ∞, lim
𝑚→∞

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
= 0   ve  lim

𝑛→∞

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
𝑛 = 1 eşitlikleri dikkate alınarak 

yeterince büyük n ler için  
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
≤ 1 𝑣𝑒 

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
𝑛 ≤ 2 eşitsizlikleri kullanılarak 

 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛) {1 

+
1

𝛿𝑛
(
𝑛(𝑛 + 𝑘)

𝛿𝑛
2 𝛼𝑛

2𝐴2 +
1

𝛽𝑛

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
𝑛𝐴 − 2𝐴

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
𝑛 + 𝐴2)

1
2⁄

} 

                                            ≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛) {1 +
2𝑘𝐴

𝛿𝑛
[(𝑛

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
− 1)

2

+
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
]

1
2⁄

} 

 

bulunur. Dolayısıyla 𝛿𝑛 = √(𝑛
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
− 1)

2

+
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
  seçimiyle n den bağımsız bir 𝐾2 için 
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‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐶[0,𝐴] ≤ 𝐾2𝑤1(𝑓,
√(𝑛

𝛼𝑛 

𝛽𝑛
− 1)

2

+
𝛼𝑛 

𝛽𝑛
+

1

𝐴𝛽𝑛
) 

 

olur. 

 

Böylece kanıt tamamlanmış olur. 

 

3.2 NÜMERİK HESAPLAMALAR 

 

Şimdi de 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) operatörler dizisinin yakınsaklık hızına bir örnek verilecektir. 

 

Örnek 3.2.1  

 

𝛼𝑛 = 𝛼𝑚 = 1, 𝛽𝑛 = 𝑛, 𝛾𝑚 = 𝑚 dizileri için 𝐿𝑛,𝑚(𝑓, 𝑥, 𝑦) operatör dizisi ile 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑦𝑥

𝑙𝑛(
1

𝑥+1
+
𝑥2+1

|𝑥+1|
+1)

 (mavi) fonksiyonuna yaklaşımın 𝑛 = 𝑚 = 1(kahverengi), 

 𝑛,𝑚 = 4,5(yeşil), 𝑛,𝑚 = 7,11(pembe) için grafiği Şekil 3.3 de verilmiştir. Bu fonksiyona 

ait Maple 13’de hazırlanan program parçası aşağıdaki şekilde oluşturulmuştur. 
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Şekil 3.3 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑦𝑥

𝑙𝑛(
1
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+
𝑥2+1

|𝑥+1|
+1)

 (mavi) fonksiyonuna yaklaşım 
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( )ln 3
  

11 ( )1 x 7 y10 ( )1 y

( )ln 3

7 x ( )1 x 6 ( )1 y 11









ln

253

90

21 x2 ( )1 x 5 ( )1 y 11









ln

265

99

  

35 x3 ( )1 x 4 ( )1 y 11









ln

31

12

35 x4 ( )1 x 3 ( )1 y 11









ln

295

117

21 x5 ( )1 x 2 ( )1 y 11









ln

313

126

  

7 x6 ( )1 x ( )1 y 11









ln

37

15

e











77

108
x7 y11









ln

355

144

 



66 

Örnek 3.2.2 

 

 𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri için 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2+𝑦2

10
 fonksiyonun hata hesabı şu şekildedir. 

 

n,m 𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝟏𝟎
 nin süreklilik modülü ile hata hesabı 

10 0.8755417528 

𝟏𝟎𝟐 0.2422741700 

𝟏𝟎𝟑 0.0731541753 

𝟏𝟎𝟒 0.0227874170 

𝟏𝟎𝟓 0.0071714175 

𝟏𝟎𝟔 0.0022643417 

𝟏𝟎𝟕 0.0007157018 

𝟏𝟎𝟖 0.0002262902 

𝟏𝟎𝟗 0.0000715558 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 := n 10

 := m 10

 := ( ) 10 1

 := ( ) 10 1

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 0.4472135954

 := ( ) 10 0.4472135954

 := ( ) ,f 0.4472135954 0.2188854382

 := ( ) ,f 0.4472135954 0.2188854382

 := errorB 0.8755417528

 := n 100

 := m 100

 := ( ) 100 1

 := ( ) 100 1

 := ( ) 100 100
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 := ( ) 100 100

 := ( ) 100 0.1414213562

 := ( ) 100 0.1414213562

 := ( ) ,f 0.1414213562 0.06056854248

 := ( ) ,f 0.1414213562 0.06056854248

 := errorB 0.2422741700

 := n 1000

 := m 1000

 := ( ) 1000 1

 := ( ) 1000 1

 := ( ) 1000 1000

 := ( ) 1000 1000

 := ( ) 1000 0.04472135954

 := ( ) 1000 0.04472135954

 := ( ) ,f 0.04472135954 0.01828854382

 := ( ) ,f 0.04472135954 0.01828854382

 := errorB 0.07315417528

 := n 10000

 := m 10000

 := ( ) 10000 1

 := ( ) 10000 1

 := ( ) 10000 10000

 := ( ) 10000 10000

 := ( ) 10000 0.01414213562

 := ( ) 10000 0.01414213562

 := ( ) ,f 0.01414213562 0.005696854248

 := ( ) ,f 0.01414213562 0.005696854248

 := errorB 0.02278741700

 := n 100000

 := m 100000

 := ( ) 100000 1

 := ( ) 100000 1

 := ( ) 100000 100000
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 := ( ) 100000 100000

 := ( ) 100000 0.004472135954

 := ( ) 100000 0.004472135954

 := ( ) ,f 0.004472135954 0.001792854382

 := ( ) ,f 0.004472135954 0.001792854382

 := errorB 0.007171417528

 := n 1000000

 := m 1000000

 := ( ) 1000000 1

 := ( ) 1000000 1

 := ( ) 1000000 1000000

 := ( ) 1000000 1000000

 := ( ) 1000000 0.001414213562

 := ( ) 1000000 0.001414213562

 := ( ) ,f 0.001414213562 0.0005660854248

 := ( ) ,f 0.001414213562 0.0005660854248

 := errorB 0.002264341700

 := n 10000000

 := m 10000000

 := ( ) 10000000 1

 := ( ) 10000000 1

 := ( ) 10000000 10000000

 := ( ) 10000000 10000000

 := ( ) 10000000 0.0004472135954

 := ( ) 10000000 0.0004472135954

 := ( ) ,f 0.0004472135954 0.0001789254382

 := ( ) ,f 0.0004472135954 0.0001789254382

 := errorB 0.0007157017528

 := n 100000000

 := m 100000000

 := ( ) 100000000 1

 := ( ) 100000000 1

 := ( ) 100000000 100000000
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Örnek 3.2.3  

 

𝛼𝑛 = 1 , 𝛽𝑛 = 𝑛 dizileri için 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1+2𝑥−𝑒𝑦

3
 fonksiyonun hata hesabı şu şekildedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 := ( ) 100000000 100000000

 := ( ) 100000000 0.0001414213562

 := ( ) 100000000 0.0001414213562

 := ( ) ,f 0.0001414213562 0.00005657254248

 := ( ) ,f 0.0001414213562 0.00005657254248

 := errorB 0.0002262901700

 := n 1000000000

 := m 1000000000

 := ( ) 1000000000 1

 := ( ) 1000000000 1

 := ( ) 1000000000 1000000000

 := ( ) 1000000000 1000000000

 := ( ) 1000000000 0.00004472135954

 := ( ) 1000000000 0.00004472135954

 := ( ) ,f 0.00004472135954 0.00001788894382

 := ( ) ,f 0.00004472135954 0.00001788894382

 := errorB 0.00007155577528

 := n 10

 := m 10

 := ( ) 10 1

 := ( ) 10 1

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 0.4472135954

 := ( ) 10 0.4472135954

 := ( ) ,f 0.4472135954 0.2128477562

 := ( ) ,f 0.4472135954 0.2128477562

 := errorB 0.8513910248
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 := n 100

 := m 100

 := ( ) 100 1

 := ( ) 100 1

 := ( ) 100 100

 := ( ) 100 100

 := ( ) 100 0.1414213562

 := ( ) 100 0.1414213562

 := ( ) ,f 0.1414213562 0.04364426743

 := ( ) ,f 0.1414213562 0.04364426743

 := errorB 0.1745770697

 := n 1000

 := m 1000

 := ( ) 1000 1

 := ( ) 1000 1

 := ( ) 1000 1000

 := ( ) 1000 1000

 := ( ) 1000 0.04472135954

 := ( ) 1000 0.04472135954

 := ( ) ,f 0.04472135954 0.01456876130

 := ( ) ,f 0.04472135954 0.01456876130

 := errorB 0.05827504520

 := n 10000

 := m 10000

 := ( ) 10000 1

 := ( ) 10000 1

 := ( ) 10000 10000

 := ( ) 10000 10000

 := ( ) 10000 0.01414213562

 := ( ) 10000 0.01414213562

 := ( ) ,f 0.01414213562 0.004680554013

 := ( ) ,f 0.01414213562 0.004680554013

 := errorB 0.01872221605
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 := n 100000

 := m 100000

 := ( ) 100000 1

 := ( ) 100000 1

 := ( ) 100000 100000

 := ( ) 100000 100000

 := ( ) 100000 0.004472135954

 := ( ) 100000 0.004472135954

 := ( ) ,f 0.004472135954 0.001487373600

 := ( ) ,f 0.004472135954 0.001487373600

 := errorB 0.005949494400

 := n 1000000

 := m 1000000

 := ( ) 1000000 1

 := ( ) 1000000 1

 := ( ) 1000000 1000000

 := ( ) 1000000 1000000

 := ( ) 1000000 0.001414213562

 := ( ) 1000000 0.001414213562

 := ( ) ,f 0.001414213562 0.0004710710413

 := ( ) ,f 0.001414213562 0.0004710710413

 := errorB 0.001884284165

 := n 10000000

 := m 10000000

 := ( ) 10000000 1

 := ( ) 10000000 1

 := ( ) 10000000 10000000

 := ( ) 10000000 10000000

 := ( ) 10000000 0.0004472135954

 := ( ) 10000000 0.0004472135954

 := ( ) ,f 0.0004472135954 0.0001490377000

 := ( ) ,f 0.0004472135954 0.0001490377000

 := errorB 0.0005961508000
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 := n 100000000

 := m 100000000

 := ( ) 100000000 1

 := ( ) 100000000 1

 := ( ) 100000000 100000000

 := ( ) 100000000 100000000

 := ( ) 100000000 0.0001414213562

 := ( ) 100000000 0.0001414213562

 := ( ) ,f 0.0001414213562 0.00004713720413

 := ( ) ,f 0.0001414213562 0.00004713720413

 := errorB 0.0001885488165

 := n 1000000000

 := m 1000000000

 := ( ) 1000000000 1

 := ( ) 1000000000 1

 := ( ) 1000000000 1000000000

 := ( ) 1000000000 1000000000

 := ( ) 1000000000 0.00004472135954

 := ( ) 1000000000 0.00004472135954

 := ( ) ,f 0.00004472135954 0.00001490683969

 := ( ) ,f 0.00004472135954 0.00001490683969

 := errorB 0.00005962735876
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BÖLÜM 4 

 

SONUÇ 

 

Bu tezde Gadjiev-Ibragimov operatörlerinin 2013’de tanımlanan bir genelleştirmesinin iki 

değişkenli hali tanımlanarak yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Daha sonra yaklaşım hızları 

süreklilik modülü yardımı ile araştırılmıştır. Bu çalışma literatürde yer alan operatörleri iki 

boyutlu uzaya taşıyacak araştırmacılara yol gösterici niteliktedir. 
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EK AÇIKLAMALAR 

EK A:  

> restart;  

> with(plots): 

> f:=(x,y)->exp(y*x)/ln((1/(x+1))+((x^2+1)/(abs(x+1)))+1); 

>  

 

> n:=1:m:=1: 

> alpha(n):=1:alpha(m):=1; 

 

> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1; 

 

> K[n](v,x):=((-1)^v)*(n!/(n-v)!)*(x^v)*(1-x)^(n-v); 

 

> K[m](mu,y):=((-1)^mu)*(m!/(m-mu)!)*(y^mu)*(1-y)^(m-mu); 

 

> P[n,m](v,mu,(x,y)):=(K[n](v,x))*(((-alpha(n))^v)/v!)*(K[m](mu,y))*(((-

alpha(m))^mu)/mu!); 

 

> 

L[n,m](f,x,y):=sum(sum(f((v/beta(n)),(mu/psi(m)))*P[n,m](v,mu,x,y),mu=0..m),v=0..n); 

 

> n:=4:m:=5; 

 := f ( ),x y
e

( )y x









ln  

1

x 1

x2 1

x 1
1

 := ( ) 1 1

 := ( ) 1 2

 := ( )K
1

,v x
( )-1 v xv ( )1 x

( )1 v

!( )1 v

 := ( )K
1

, y
( )-1  y ( )1 y

( )1 

!( )1 

 := ( )P
,1 1

, , ,v  x y
( )( )-1 v

2

xv ( )1 x
( )1 v

( )( )-1 
2

y ( )1 y
( )1 

!( )1 v !v !( )1  !

 := ( )L
,1 1

, ,f x y   
( )1 x ( )1 y

( )ln 3

( )1 x y

( )ln 3

x ( )1 y









ln

31

12

e
( )/1 6

x y









ln

31

12
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> alpha(n):=1:alpha(m):=1; 

 

> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1; 

 

> K[n](v,x):=((-1)^v)*(n!/(n-v)!)*(x^v)*(1-x)^(n-v); 

 

> K[m](mu,y):=((-1)^mu)*(m!/(m-mu)!)*(y^mu)*(1-y)^(m-mu); 

 

> P[n,m](v,mu,(x,y)):=(K[n](v,x))*(((-alpha(n))^v)/v!)*(K[m](mu,y))*(((-

alpha(m))^mu)/mu!); 

 

> 

L[n,m](f,x,y):=sum(sum(f((v/beta(n)),(mu/psi(m)))*P[n,m](v,mu,x,y),mu=0..m),v=0..n); 

 := m 5

 := ( ) 5 1

 := ( ) 5 6

 := ( )K
4

,v x
24 ( )-1 v xv ( )1 x

( )4 v

!( )4 v

 := ( )K
5

, y
120 ( )-1  y ( )1 y

( )5 

!( )5 

 := ( )P
,4 5

, , ,v  x y
2880 ( )( )-1 v

2

xv ( )1 x
( )4 v

( )( )-1 
2

y ( )1 y
( )5 

!( )4 v !v !( )5  !

( )L
,4 5

, ,f x y
4 e

( )/5 36
x ( )1 x 3 y5









ln

115

42

6 e
( )/5 18

x2 ( )1 x 2 y5









ln

31

12

4 e
( )/5 12

x3 ( )1 x y5









ln

5

2

  := 

5 e
( )/1 9

x4 y ( )1 y 4









ln

37

15

10 e
( )/2 9

x4 y2 ( )1 y 3









ln

37

15

10 e
( )/1 3

x4 y3 ( )1 y 2









ln

37

15

  

5 e
( )/4 9

x4 y4 ( )1 y









ln

37

15

20 e
( )/1 36

x ( )1 x 3 y ( )1 y 4









ln

115

42

 

40 e
( )/1 18

x ( )1 x 3 y2 ( )1 y 3









ln

115

42

40 e
( )/1 12

x ( )1 x 3 y3 ( )1 y 2









ln

115

42

 

20 e
( )/1 9
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







ln

115

42
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( )/1 18

x2 ( )1 x 2 y ( )1 y 4









ln
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12

 
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







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





ln

31
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 
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







ln

31

12

20 e
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ln
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> n:=7:m:=11; 

 

> alpha(n):=1:alpha(m):=1; 

 

> beta(n):=n+2:psi(m):=m+1; 
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
ln

313

126

 

231 e











25

54
x5 ( )1 x 2 y10 ( )1 y









ln

313

126

77 e
( )/1 18

x6 ( )1 x y ( )1 y 10









ln

37

15

 

385 e
( )/1 9

x6 ( )1 x y2 ( )1 y 9









ln

37

15

1155 e
( )/1 6

x6 ( )1 x y3 ( )1 y 8









ln

37

15

 

2310 e
( )/2 9

x6 ( )1 x y4 ( )1 y 7









ln

37

15

3234 e
( )/5 18

x6 ( )1 x y5 ( )1 y 6









ln

37

15

 

3234 e
( )/1 3

x6 ( )1 x y6 ( )1 y 5









ln

37

15

2310 e
( )/7 18

x6 ( )1 x y7 ( )1 y 4









ln

37

15

 

1155 e
( )/4 9

x6 ( )1 x y8 ( )1 y 3









ln

37

15

385 e
( )/1 2

x6 ( )1 x y9 ( )1 y 2









ln

37

15

 

77 e
( )/5 9

x6 ( )1 x y10 ( )1 y









ln

37

15

x7 ( )1 y 11









ln

355

144

( )1 x 7 ( )1 y 11

( )ln 3

( )1 x 7 y11

( )ln 3
   

11 ( )1 x 7 y ( )1 y 10

( )ln 3

55 ( )1 x 7 y2 ( )1 y 9

( )ln 3

165 ( )1 x 7 y3 ( )1 y 8

( )ln 3
  

330 ( )1 x 7 y4 ( )1 y 7

( )ln 3

462 ( )1 x 7 y5 ( )1 y 6

( )ln 3

462 ( )1 x 7 y6 ( )1 y 5

( )ln 3
  

330 ( )1 x 7 y7 ( )1 y 4

( )ln 3

165 ( )1 x 7 y8 ( )1 y 3

( )ln 3

55 ( )1 x 7 y9 ( )1 y 2

( )ln 3
  

11 ( )1 x 7 y10 ( )1 y

( )ln 3

7 x ( )1 x 6 ( )1 y 11









ln

253

90

21 x2 ( )1 x 5 ( )1 y 11









ln

265

99

  
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> p1:=plot3d(f(x,y),x=1..2,y=0..2,color=blue): 

> p2:=plot3d(L[1,1](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=brown): 

> p3:=plot3d(L[4,5](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=green): 

> p4:=plot3d(L[7,11](f,x,y),x=1..2,y=0..2,color=magenta): 

> display(p1,p2,p3,p4); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

35 x3 ( )1 x 4 ( )1 y 11









ln

31

12

35 x4 ( )1 x 3 ( )1 y 11









ln

295

117

21 x5 ( )1 x 2 ( )1 y 11









ln

313

126

  

7 x6 ( )1 x ( )1 y 11









ln

37

15

e











77

108
x7 y11









ln

355

144

 
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EK B 

 

> restart; 

f:=(x,y,z)->((x^2)+(y^2))/10: 

n:=1 : m:=1 :  

for i from 1 to 9 do 

n:=10*n; m:=10*m;  

alpha(n):=1:alpha(m):=1: 

> beta(n):=n:beta(m):=m: 

> delta(n):=evalf(simplify(sqrt(((n*(alpha(n)/beta(n)))-

1)^2+(alpha(n)/beta(n))+(1/(1*beta(n)))))); 

> delta(m):=evalf(simplify(sqrt((((m*(alpha(m))/beta(m)))-

1)^2+(alpha(m)/beta(m))+(1/(1*beta(m)))))); 

> omega1(f,delta(n)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+h)-

f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))): 

 

> omega2(f,delta(m)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+h)-

f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))): 

 

> errorB:=2*(omega1(f,delta(n))+omega2(f,delta(m))); 

end do; 
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