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OZET
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bilgiler verilmistir. Caliymanin i{iciincii béliimiinde, iki degiskenli siirekli
fonksiyonlar uzayinda yaklasim problemi incelenmis ve bununla ilgili
teorem verilmistir. Dordiincii béliimde, iki deZiskeli Bernstein polinomlarnn
farkh iki genellestirilmesi verilmis olup, bu polinomlarmn birim karede
siirekli f fonksiyonuna diizgiin yakinsakhgr ve yakinsakhk hizlan
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degiskenli genellestirilmis ‘Bernstein polinomlann igin ters teoremler

ispatlanmstir.
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SIMGELER

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalart ile birlikte agagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
C(D) D de siirekli fonksiyonlar uzay:
D {0,1]x[0,1] birim karesi
Lipa Iki degiskenli Lipschitz smfi.
Lipxa x degiskenine gore Lipschitz simfi
Lipya y degiskenine gore Lipschitz simfi
p, =(x,, Y) Birim karede nokta gosterimi
P t) (=22 0=y )
K7 k 7j k 7j
o(f3;8) f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii
oV (f36) S fonksiyonunun x degiskenine gore kismi
stireklilik modiilii
o (f;6) f fonksiyonunun y degiskenine gore kismi

stireklilik modiilii



1.GIRIS

Matematigin bir ¢ok dalinda, 6rnegin, yaklagimlar teorisi, olasilik teorisi, sayilar
teorisi, cebir mantig), diferensiyel ve integral denklemlerinin sayisal ¢6ziimieri
ve bagkalar:, Bernstein polinomlar1 6nemli uygulamalara sahip polinomlardir
[2,9-12]. Bernstein  polinomlarinin bu kadar yaygmn kullanilmasi, Bernstein
polinomlarinin ¢ok sade bir yapist ve oOnemli Ozelliklerinin olmas1 ile
alakadardrr. Bilindigi gibi Bernstein polinomlar1 [0,1] kapah arabginda tanmh

her bir siirekli fonksiyon i¢in
: kfn k n—-k
B (f;x)=2 f(=) . x"(1-x) , 0<x<1 (1.1
n k=0 n\k

biciminde tamimlanmaktadir ve keyfi £€>0 sayis1 verildiginde, [O,l] araliginin

her bir x noktasinda
Ba(f;0)- fx)|<e n 2 ng(e) (1.2)

esitsizlifi saglanacak bi¢imde ng =ng(e) sayis1 bulunabilir [3,4,6].

Sekil 1.1. f(x)=sin(2nx) fonksiyonuna bir degiskenli Bernstein polinomlarinin
yaklasimi



(1.2) esitsizliginden goriildiigii gibi  f fonksiyonunun  sadece rasyonel
noktalarindaki degerleri bilindigi taktirde onun diger noktalarindaki degerleri

B (f;x) in degerlerinden ¢ok az farketmektedir.

[0,1] araliginda, sirekli fonksiyonlar smifinin bazi alt smiflarinda (1.2)
esitsizliginden = daha iyi esitsizlikler elde edilebilir. Ornegin G.G.Lorentz
0<a < 1 olmak iizere f € Lipyja kosulu saglandig: taktirde [O,l] araliginin

her x noktasinda

NIR

B (fix)~ /() SM(i(—‘—n‘—x—)) (13)

esitsizligini gostermistir.

(1.2) esitsizligi ile (1.3) esitsizligini karsilastirirsak, (1.3) esitsizliginin yaklasim
hakkinda daha ¢ok bilgi verdigini agik¢a goriiriiz: (1.2) esitsizligi sadece x

noktasmda lim B, (f;x)= f(x) oldugunu gostermesine karsin, (1.3) esitsizligi
n—»o0

~hem bunu, hem de aym noktada yaklasim hizm vermektedir. (1.3) esitsizliginden

goriildiigii gibi f e Lip,,a oldugunda B,(f;x) dizisinin f{x)'e yaklagimi

M nin sifira yaklagma hizindan daha hizlidir,

b

Simdi (1.3) esitsizligi veya benzer bir esitsizlifin saglandigimi1 kabul edelim. Bu
durumda f hangi alt simftandir? Bu sorunun cevab: yaklagimlar teorisinin ters

teoremidir, soru ise yaklagimlar teorisinin ters problemidir.. -

Bir degiskenli Bernstein polinomlart igin  Lippso  smifinda bu tiir ters

teoremler G.G.Lorentz ve G.G.Lorentz — H.Berens tarafindan ispatlanmugtir [1]. -



Bu caligmada isc, (b,) pozitif terimli dizi olmak ilzere,D=[O,1;0,1] karesinde

stirekli f{x,y) fonksiyonuna bagh iki degiskenli genellestirilmiy Bernstein

polinomu

B (fixp=-3 3 f(glc‘"gz‘)(Z)('rf)xk A-x)"*y =y
’ k=0 j=0 n m J

biciminde ele alinarak, lim 21 kosulu altinda bu polinomlar i¢in bazi ters

n—»
n

problemler ispatlanmustir.

Bu calismanin ikinci boliimiinde, temel tamimlar, ki degiskenli fonksiyonlarin
stireklilik modiilleri ve Lipschitz smifindan fonksiyonlarla ilgili temel bilgiler

verilmistir.

Calismanmn  iiglincti boliimiinde, iki degiskenli siirekli fonksiyonlar uzaymnda

yaklagim problemi incelenmis ve bununla ilgili teorem verilmigtir.

Dordiincti  boliimde, iki degiskeli Bernstein polinomlarmin  farkh ik
genellestirilmesi  verilmis olup, bu polinomlarin birim karede siirekli f

fonksiyonuna diizgiin yakinsakhigi ve yakmnsakhk hizlari incelenmigtir.

Caligmanmn  son  boliimii olan besinci boliimiinde 1se iki  degiskenli
genellestirilmis  Bernstein  polinomlart igin ters teoremler ifade ve ispat

edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1 C(D) Siirekli Fonksiyonlar Uzay:
Tamim 2.1.1: D = [0,1;0,]] olmak iizere bu karede tammli tim siirekli

fonksiyonlar uzaymt C(D) ile gosterelim. C(D) lineer  normlu uzaydir ve bu

uzayda norm

- , 2.1
\f “C(D) (XT;‘;;‘DIJ[ ) (2.1)

olarak tanimlanabilir.

Tamm 2.1.2: n,m dogal sayilar olmak iizere Vn m), C(D) wuzayinda bir

fonksiyon dizisi olsun. Eger fe C(D) olmak iizere

(2.2)

- =0
Sam =7 "C(D)

n,m—>c0

ise, bu durumda |f ), fonksiyon dizisi f fonksiyonuna C(D) uzaymda

yakmsar yada yakmsaktir denir. C(D) uzaymin normuna goére bu yakinsaklik
diizgiin yakmsaklktir.

2.2. Siireklilik Modiilleri

D= [O,];O,l] karesinin farklt noktalarmi g = (x,y5) s k= 123,.5 1 ve g

noktalar1 arasindaki uzakh@i oz, g4) olarak gosterelim:

Pttt =k =302+ =)



Tanim 2.2.1: f fonksiyonu D karesinde siirekli bir fonksiyon, & pozitif bir sayt

olmak {izere

o(f;6)=  max_|f(x,y1)- f(x2,5)| (2.3)
pu ,#2335
Mm.H2€

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

Tam siireklilik modiiliiniin 6nemli &zellikleri sunlardir:

1. @(f;6), & degiskenine gore negatif olmayan , monoton artan bir
fonksiyondur.

2. o(f;6)=0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul f nin sabit olmasidir.

3. lIm w(f;6)=0 d.

50"
4. n bir dogal say1 olmak iizere
afind) < n o(f;6)
dur.
5. A keyfi pozitif say1 olmak iizere
off, A8) < (A+1) aXf;0)

dir [4,7].



Tanim 2.2.2: f fonksiyonu D= [O,];O,l] karesinde siirekli bir fonksiyon & pozitif

bir say1 olmak iizere

o(f;5) = max 1G9 = fxy.9) (2.4)
O<y<l le-x <§
ve
0=x<l ly ~y ’

fonksiyonlarma sirasiyla f fonksiyonunun x degiskenine ve y degiskenine gore

kismi siireklilik modiilleri denir.

Tam siireklilik modiilii i¢in saglanan tiim o6zellikler kismi stireklilik modiilleri

icin de saglanir.
Stireklilik modiillerinin tanimlarindan goriildiigii iizere, D karesinde

1fGetoy1) — F G ya)| S 0(F pQtt 122)) 2.6)
|f Ce ) = (2, )| < @ (3] = x2)) 2.7)

-y (2.8)

[fGy) - f(x )| <0

esitsizliklerinin  saglandig1  agiktir. Bunlar stireklilik modiillerinin en ¢ok

kullanilan 6zellikleridir.

Lemma 2.2.3: M herhangi bir pozitif sabit olmak {izere

(o(f;h)SM(5a+ga)(f;5)) , (0<hd<l;0<a<l)



esitsizliginden
o(fih) < M h®
esitsizligi elde edilir.

Ispat: 4 sayistm A>1 ve 2M < A% olacak bicimde, M; sayisim

M| = max {a)( f ;1),2_MA“} olarak segelim. /1 = A™" olmak iizere

o(f3hn) < Mihy n=0123,.. (2.9)

esitsizliginin saglandigini tiimevaruim yontemi ile gosterelim.

n=0 i¢in yukaridaki esitsizligin saglandig: agiktir. n>0 igin (2.9) esitsizliginin
saglandigim gosterelim.

o(f;h) SM(«S“ +2a(f; 5))

esitsizliginde h=h,, O&=Ah,; olarak ahnirsa

h
o(f3hy) < M(hf,‘.l +La(f; hn-‘))
n—1
buradan
o hy,
w(f;h,,)SA/[hn_1+Mh la)(f;h,,_l) (2.10)
n—



elde edilir. a<b+c ise a<2b veya a<2c dur. Dolaysiyla (2.10)

esitsizliginden

o(f3hy) < 2Mh%_| =2MA®hE < Mk

veya

h 1 _
O(f3 ) < 2M - 00( f3 1) = 2M — 0 f3hy 1) <2MA 'Mn

n-1
<2MA% MG < MRS

esitsizlikleri elde edilir. 0<h<1 oldugunda &yle bir » pozitif tam sayisi

bulunabilir 6yle ki A, <h< h,,_; dir. Streklilik modiiliiniin monotonlugundan

o(f3h) <o(fih,_) < MA®hE <M h®. (M =M A%)
esitsizligi elde edilir. Buda ispat1 tamamlar.
2.3. Lipschitz Smifi

Tanim 2.3.1: Eger D= [0,1;0,1] karesinde tanimli f fonksiyonu, gy ve gn bu

karenin keyfi noktalar1 olmak iizere,
|F ) = ()| < Ko® (popy) . O< < 2.11)

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu D karesinde Lipschitz kosulunu saglar veya

Lipa smifindandir denir. Burada K Lipschitz sabiti denilen bir sabit sayidir.



Tamim 2.3.2: Eger D= [0,];0,1] karesinde tammh f fonksiyonu, (xl, y) ve (xz, ¥)

bu karenin keyfi noktalar1 olmak iizere, her belirlenmis ye[0,1] i¢in

f(xl,y)~f(x2,y)|sKllxl -x, , O<a<l (2.12)

Ia
kosulunu saglarsa, o zaman f fonksiyonu D karesinde x degiskenine gore

Lipschitz kosulunu saglar veya x degiskenine gére Lipa smfindandir denir ve

bu f €lLip a biciminde yazilir. Benzer sekilde (x, yl) ve (x, yz) D karesinin

keyfi noktalar1 olmak iizere, her belirlenmis x€[0,1] icin

Sy - @y <Ky -v[T L 0<as (2.13)

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu y degiskenine Lipa smifindandir denir ve bu

f eLipya olarak gosterilir.
Lemma 2.3.3: D karesinde felLipa ise fe C(D).
Ispat: (2.11) formiiliinden goriildiigii gibi

lim |\ f ()= f(u,) =0
Hy 2 Hy

yazilabilir. Dolayisiyla D karesinde felipa ise, her u; , theD igin

i  f(u)=f(u,)

Hy o Hy

dir ve f, D karesinde siireklidir.



Benzer sekilde D karesinde f eLipxa veya f eLipya oldugu durumda f

sirastyla x ve y degiskenlerine gore siireklidir.

Lemma23.4:i) felipa < o(f;6)< K.

i) felipa < oV (f;6)<K 5.
i) felipa a)(z)(f;5)SK2§a.

) felipanlip f = o(f;8) <K 5% +K,67.

Ispat: /) Kabul edelim ki feLipa olsun. Bu durumda (2.11)’den

(f;6) = p(ﬂfg)ﬁ fCxpy) = f(x,y,2,)

/Ll ,/12 GD

<K max p%(u,,u)<Ks% (2.14)
Py 1y)<8 y 2

dolayisiyla felipa ise (2.14)’ den dolay1
o(f;6) <Ko%
dur.

Simdi de @(f;8) < K5 esitsizliginin  saglandigini kabul edelim. Bu durumda
(2.6)’dan

f(xl’yl)_f(xzsyz) Sa)(fip(#l,,uz))ﬁ K’Oa('ul"uQ)



esitsizligi elde edilir. Buradan da feLlipa oldugu goriiliir.

ii) (2.4) formiiliinden,

oO(f:8)= max  max |f(x, )~ f(x,.)
0<y<i ,xl—lesé'

yazilabilir. fe Lip a oldugundan, (2.12)’ den
w(l)(f;5)5K15“
elde edilir.
oV (f;6)<K, 8% olsun. (2.5)ten,
£~ £ 9| 20O, -5, ) <K, -, |
esitsizligi yazilabilir. Buradan da fe Lipxa oldugu goriiliir.
iii) (if) deki ispata benzer sekilde f e Lipya iken
o®(f;8)<K 5%

ve o'¥( f;é')us&a oldugunda fe Lipva sonucu gosterilebilir.

v) fe LipxamLipy,B (O<a,p <1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.12)

ve (2.13) esitsizliklerine gore



]f(x,,y)—f(xz,y)' <K, "ﬁ ‘lea
]f(x,yl)\—f(x,yz)}SKz’yl 'yzlﬂ

yazabiliriz. Dolayisiyla

G2 = £y | < |7 G p) - £ )|+ Py - £y )

SCllxl—lea+C2|yl—y2{ﬁ (2.15)

elde edilir.
p(lulaluz) < 5 . iken (xl —xz( <5 ve ‘yl —yz‘ <6 olmas: a?lk(;a' garﬁldﬁgu
igin (2.15) esitsizliginin her iki tarafindan maksimum alarak tam siireklilik
modiilii icin

o(f;8) < K,6% + K57

bulunur.

Sonu¢2.3.5: f e C(D) olsun. Eger (o(l)(f;ﬁ)s K16a ve a)(z)(f;ﬁ) < K~2>5'6
O<a,f<1) esitsizlikleri saglamyor ise

fe Lipxar\ Lipv,B dur.

Bu sonucun ispati Lemma2.3.4 iin (ii) ve (iii) siklarindan elde edilir.



3. C(D) UZAYINDA YAKLASIM PROBLEMIi VE COZUMU
3.1 ((J0,1]) Uzayinda Karleson Problemi ve Coziimii

Asagidaki problem Karleson tarafindan Onerilmis ve Bohman tarafindan

¢oOziilmiigtir [S].

[O,I} araliginin arakesiti bos olan n ardisik parcaya boliindiigiinii kabul edelim

ve O0=c , <

0 , <, <-<a, <.<a , =1 parcalarn ug noktalar1 olsun.

1 2.n k.n n,

Ayrica, P ,(x) (k=0,1,2,..,n ;n=12,.) bu arabkta tammh sirekli ve

negatif olmayan fonksiyonlar olsun. f [O,l] aralifinda verilen siirekli bir
fonksiyon olmak {izere,

L(f9= 2 f(@y DB, () ERY!

toplamimt olugturalm. Burada 0<x<1 , n=1,23,... dr.

Tanmum 3.1.1: Eger (Ln(]fx)) dizisi n— o iken f{x) fonksiyonuna [0,1] araliginda
diizgiin yakinsak ise, 0 zaman (Ln&x)) dizisi f{x) fonksiyonu i¢in yaklagim

probleminin ¢6ziimiidiir denir. Diizgiin yakinsama
C
L(F02f@) , now

olarak gosterilir.

Karleson Problemi ( Tek degiskenli ): a, ve Pkn(x) hangi kosullar1 sagladif

taktirde (Ln(ﬁx)) dizisi verilen stirekli f{x) fonksiyonu igin yaklasim

probleminin ¢dziimiidiir?



(3.1) ve (1.1) formiillerinin karsilagtiriimasi1 gosteriyor ki

k i,
Y,== P, (0 =Chxk -+

ozel durumunda L.(fix) = B.(fx) dir, yani L,(fix) Bemnstein polinomlaridir.

Bernstein teoremine gore [0,1] aralifinda

B,(f;)3f(x) , n>oo

oldugu i¢in, bu 6zel durumda (Bn( f ;x)) dizisi stirekli f{x) fonksiyonu ig¢in

Karleson probleminin ¢6ziimiidiir diyebiliriz.

Genel durumda Karleson probleminin ¢6ziimii asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.1.2(Bohman): (3.1) formiilii ile tanﬁnlanmw (LnOfx)) dizisinin [O,l]

arabginda siirekli f{x) fonksiyonu ig¢in yaklagim probleminin ¢6ziimii olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu dizinin

f@O=1, f,()=t ve f3(t)=t2

fonksiyonlar i¢in yaklagim probleminin ¢6ziimii olmasidir.

(3.1) formiiliinde f fonksiyonu yerine bu ii¢ fonksiyonu yazarsak -

2
fl(ak,n):l’ f2(ak,n)=ak,n’ f3 (ak,n)zak,n ‘
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oldugu goz Oniine alinmali ve dolayisiyla Bohman teoremine gore [0,1]

araliginda
L2/ , now

olmasi igin gerek ve yeter kosullar sunlardir:

n
ZPkn(x) :l , n—>®
k=0
n

_)
kzoak’nPk’n(x) 45X, noo

n
2 - 2
kz—:0 a k,nPk,n x) Sx , H—> 0.

3.2 ((D) Uzaymda Karleson Problemi ve Coziimii

Simdi D= [0,1;0,1] olmak iizere C(D) uzayinda Karleson problemini ifade

edelim. n ve m belirlenmis dogal sayilar olmak iizere ox- ekseninde [0,1]

araligmi yukaridaki gibi a, k=10,1,2,...,n noktalariyla

O=a, <a <a. <..<a, <..<«a

O,n Ln 2.n k.n nn

pargalara bolelim ve ayrica oy- ckseninde [O,I] araligint B, j=0,1,2,...,m

0=,Bo,m <,Bl,m <B, <.<f. <.<p

2.m J.m

par¢alarina bglelim.

m,m
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Pk(’;.’m) (x,y), D karesinde siirekli pozitif fonksiyonlar oldugunu kabul edelim. f,

D karesinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

L (fix53)= 5y f@p By ) B (503) (3.2)
k=0 j=0

toplamini olugturalim.

Problem( iki degiskenli Karleson problemi): «, , ﬁjm sayilar1 ve Pk(';'" )(x,)

fonksiyonlar1

el ”C(D) (33

,

n,m-—)oo
olmasi igin flangi kosullar1 saglamalidir?
Bu problemin ¢6ziimii asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.2.1(Volkov): (3.2) dizisinin C(D) de olan f fonksiyonu i¢in yaklagim

probleminin ¢dziimii olmasi i¢in, yani (3.3) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

n m

lim |33 P%™ (x,y)~1

n,m—»o0 k= OJ__O

=0 (3.4)
c(D)

=0 (3.5)
c(D)

n m
lim |3 ¥ a, nPk(” ) (x, y) ~ x
nm—olig_g iz "/




lim
n,m—>w

n m
22 BimP (%) -y

k=0 j=0

=0 (3.6)
(D)

n m
S Y@ +p2 )P (x,y) - (x2 +y?)
k=0 j=0 k.n j.m’ k,j

=0 3.7
c(D)

lim
n,m-—»w

dir.

Ispat: C(D) uzaymnda olan f fonksiyonu igin (3.3)’lin saglandigim1 kabul
edelim. Bu taktirde

[E0=1, f,Gn=x, =y, f(xy)=x+y

fonksiyonlarndan her biri C(D) uzaymm eleman: oldugundan (3.3) bu
fonksiyonlar i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla (3.4) - (3.7) kosullart saglanwr ve bu
da bu kosullarin gerekli oldugunu ispatlar. Simdi kosullarin yeterli oldugunu
ispatlayalim.

Kabul edelimki 7,a.(fix,y), (3.2) formiili ile tamimlanmis olmak iizere (3.4) -

(3.7) kogullar1 saglansin ve f, C(D) uzaymin elemam olsun.

/. kapali D karesinde siirekli oldugundan, D de olan tiim (x,y) noktalar1 igin
|/ ()| s M

esitsizligi saglanacak sekilde bir M sabit sayist bulunabilir. Bu durumda her
k=0,1,2,...,n ve j=0,1,2,...m igin (ax,, Bm) noktalart D karesinde oldugundan

f(ak’nsﬂj’m)—'f(x’y) <2M (38)



esitsizligini yazabiliriz. Kisalk igin s4;= (akn » Bm) » 4= (x,y) gosterimlerini

kabul edelim.

Bu durumda yine f nin diizgiin stirekliliginden dolay1 her pozitif ¢ sayisina

kargilik sadece &'na bagli bir & sayist bulunabilir ve o, 1) <8 oldugunda

fluy )=f<e (3.9)

saglamr.

Pl > p) < 6 esitsizligini saglayan D karesinin 4; noktalarmin  disindaki
noktalart p(gaj, 1) 2 6 esitsizligini saglar. Bu durumda (3.8)’den

2 -
If @rn>Bjm)—f (x,y)l <2M p—(g‘i’—’i) (3.10)

esitsizligi elde edilir.

Dolaysiyla, p(s4, 1) < 6 oldugunda (3.9), p(uxj, 1) = & oldugunda ise (3.10)
saglandigindan Vykj € D i¢in

2
ppy s 1)

S @By )= P <2 2 ——

3.11)

esitsizligi saglanir.

Simdi de asagidaki toplami ele alahim:



n m
Iyw= 3 S U@ B0~ 2 P (x,) (3.12)
k=0 j=0 o ’

(3.11)’i (3.12)’de kullanirsak ve Pk('}’m) (x,y) fonksiyonlarinin negatif

olmadigima dikkat edersek

& o o (mm) MEZ 5 (n,m)
I",'"<822Pk,j (xa.)))"'_z_zzp (#k,j’ﬂ)Pk,j (x, )

k=0j=0 k=0j=0
Inm <e 1, +3-A§4—1;',,,,, (3.13)
)
elde edilir. Burada
. n m (n m)
In,m - z ZPI{,; (x,»)
k=0,=0
" n m 2 ( )
_ nm
In’m —kz::ojzzlop (uk’_’nu)Pk’J (an)
dir. ]n’m esitligini,
, n m ( )
e =g+ Y Y Px, ) -1le (3.19)
. k=0j=0 *J

biciminde yazabiliriz. Ayrica,

pz(yk,j,y)=(ak’n ~x)? +(B; -»)?
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=(a2’ +,sz.’m)—2()!/c,nx—2,31.’my+(x2 +y2)

oldugundan dolay1 I:‘ m asagidaki gibi yazilabilir,

n m
Y X Py R ()= z z @2 +p% P (x,y)
k=0j=0 ko k=0j=0 kon = gm ek

n m
23 S P )29 D3 By P (63 (45

k=0,7=0 k=0,j=0

Buradan da sag tarafa 2x* +2y* ekleyip g¢ikarmrsak

n m
> Y Py P ()= z z @ +p2 P (x,3) - (% + %) |+
k=0j=0 k.j k=0 =0 kon = P gm ek

+2x{x D Zak, B @ y)}zy[ N 3 ,fj;"”(x,y)]

k=0 j=0 k=0j=0 7
esitligini elde ederiz.

Bu esitligin her iki tarafinm mutlak degeri ve 0<x<1, 0<y<1 i¢in (x)eD

lere gore maksimumu ahlmirsa

+4-

{(n,m) (2 2
):0 Zo(akn+,31m)P g (6y)—(x"+y7)
=0 j= C(D)
oy za L (5, y) - x 25 Zﬂ,,,, P~y G.15)
k=0 j=0 c(py 1k=0=0 C(D)
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elde edilir. (3.14) esitligi ve (3.15) esitsizligi, (3.13) esitsizliginde yerine
yazildiginda

+
c(D)

<g+eg
c(D)

n m
Y ¥ P (xy) -1
k=0 j=0 "/

If(ak B f @)

P (x, )

—0 Jj=0

2M
z z @ ,+ B P (53) = (% + %)
n m
+ﬂ\—21— Y Xa P ("m)(x y)—x +
5% k=0 j=0 c(D)
L 4M
+; z z 8 WP 5 9) =y
C(D)

esitsizligi bulunur. Her iki tarafta n,m — o iken limite gegilirse ve (3.4) —(3.7)

formiilleri de g6z Oniine alinirsa

lim If(ak I ERESCR) | lcs? IR
n,m—» k =0 ]_0 C(D)
elde edilir. Bu ise £>0 keyfi oldugu igin
lim If(ak n’ )— f(x,y)}Pk(';gm) (x,y) =0 (3.16)
n,m—o k= 0] 0 > C(D)

sonucunu verir.
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Simdi (T,,’,,,(f;x, y)) dizisinin genel terimini tammlayan (3.2) formiillinii cle

alalim. Bu formiiliin her iki tarafindan f{x,y) ¢ikarilirsa

SEp-fEn=3 3 (@B )= S P )+

k=0 j=0

+f(x, y)[z > P("'")(x y)- l]

k=0 j=0 kj

esitligini elde ederiz. Buradan her iki yanmn  mutlak degeri alimrsa ve

P™ (x,y)20 kullanilirsa,

T 5= f )< 5 lf(ak,,,,ﬁ )= TP G, 3+

k=0 j=0

+|f(x, y)t z P (x, )1

elde ederiz.

Yukarida belirtildigi gibi f, tim D karesinde siirekli oldugundan l f(x, y)] <M

esitsizligi saglanir. Her iki tarafin tiim (x,y) € D maksimumu alinirsa

P '"’(x oo+

C(D)

Jfsn-rey| S| 3 T ey 8,0 1w

C() kOJO

n m

MY 3 P (x,y) -1

k=0 =0

(D)
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oldugu goriiliir.

n,m —> o iken limite gegilip birinci terim igin (3.16), ikinci terim igin (3.4)

formiilleri uygulanirsa

lim |7,/ - f]

=0
nm-»0 (D)

elde edilir ve dolayisiyla (3.3) formﬁlﬁnﬁ ispatlamis oluruz. Bu ise (3.4) — (3.7)

kosullarinin  yeterli kogullar olduunu gosterir ve teoremin ispati tamamlanir.
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4. C(D) UZAYINDA GENELLESTIRILMIiS BERNSTEIN
POLINOMLARIYLA YAKLASIM

iki degiskenli Bernstein polinomlarimin yaklasim 6zellikleri L.M.Martinez

tarafindan incelenmistir [14].

Bu bolimde iki degiskenli Bernstein polinomlarmin iki farkli genellestirilmesi
verilmis olup, bu polinomlarin birim karede siirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakmsakhigi ve yakinsaklik hizlart arastirilacaktir.

4.1. Iki Degiskenli Genellestirilmis Bernstein Polinomlar

n
(a+b)" = ¥, C¥a*p"*  Binom formiilinde (r.)eD = [010,1] olmak iizere,
k=0

sirasiyla a=x , b=1-x vea=y , b=1-y alinsa

n -
1"=(1-x+x)"= 3 ChxF-x)"*
k=0

ve
m . - .
1" =(-y+y)" =¥ Cly/1-p»""/
j=0
ozdesliklerinden
n m - . I3
1= 3 ¥ cfeixba-xnm*pia-yym
k=0 j=0

csitligini yazabiliriz.
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P, (%)= Chxk(-x)"* (4.1)

gosterimini(notasyonunu) kabul edersek

2 X P P (=1 (4.2)
k=0j=0 ? >

oldugu
kgoPk’,,(x)=1 , ngPj,m(y)= (4.3)

formiillerinden goriilmektedir.

(4.2) esitliginden yararlanarak, D karesinde siirekli bir f fonksiyonunun

Bernstein  polinomlarmin  bir genellestirilmesini  su  sekilde  olusturahm:

0<a <p. (i=12) olmak uzere;

3P, n g': k+a, j+a,
o E0)= B3 SO

=0j=0 n+p m

)P, (OP, () “4).

Bir degiskenli Bernstein polinomlart igin bu tiir bir genellestirilmenin Romen
matematik¢i D.D. Stancu tarafindan  verildigini belirtelim[11]. Ayrica (4.4)
formiili ile tanimlt polinomlar i¢in de ters problemler benzer sekilde

ispatlanabilir (5.Bdliim’e bakiniz).

Teorem4.1.1: f, D karesinde siirekli bir fonksiyon oldugunda

=0
(D)

BIif-f

n.m

Iim
n,Mm—~»o0
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dir.

ispat: (4.4) formiiliinde tammlanan B:'m b (f;x,y) polinomlarim (3.2)
formiiliiyle tamimlanmis olan T (f;x,) toplami ile karsilagtirirsak,

k+a1 _Jte,

a = 5 . =
k,n n+ LM m+ g,

P (x,y) = Py (P, ()

ise Tn’m( fix,y)= B:’",; b (f;x,y) sonucunu goriiriiz. Bundan dolay: (B:'m if )
dizisinin n,m — oo iken siirekli f fonksiyonuna C(D) normunda yakinsamasi
i¢in (3.4) —(3.7) kosullarinin saglandigim1 gdstermek yeterlidir.

Simdi bunu gosterelim. (4.2)’ye gore

n m

X 2P P, (-1
i=0j=0 *"

=0
c(D)

oldugu aciktir ve bu da (3.4)’lin saglandifim gostermektedir.

k+a :
a, = L olmak iizere (3.5yin saglandigim gosterelim. (4.1) ve (4.3)e

kn  n+p

1

glre

k+

S ¥ gt 0P, w-zwﬂ“n
k=0 j=0



_— z(k+a)c"x"(1 x)"k

n+p k=0

_ 1 k _k n—k
—n+ﬂ1 {kzok;C x"(1-x) +a ZP (x)}

-1 { iﬁCkxk(l x)" k4 1} 4.5)
n+,B1 k=07 ‘

esitlifini yazabiliriz. Parantez i¢indeki toplam ifadesini ele alalim.

k k k n—k
kZOZC x"(1- kZln o=t ¥ (1-x)
_y DU kg ek

k=1 (k—Dl(n— k)'
esitlifinde k yerine k+1 yazalim. Bu durumda,

n-1
k_ k n—k _ (=D k41, \n-l-k
kZo—(n P xt(1=x) = Zo Hin—1- k)'x (1-x)

elde edilir. (4.3)’e gore,

O kS e -k
Y XM a-x)"T = T CF X (1-x)"T T =
K=okl (n—1-k)! k=0 "7

dir ve buradan

27
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ZEC"xk(l 0"k =y (4.6)

k=07
esitligi elde edilir. (4.6) esitligi (4.5)’de yerine yazilirsa,

n al

X+
n+ﬁ‘1 n+,B1

535X P, ()= (mx+a )=

k_()J._On‘l‘ﬂ kl'l n+ﬁl

esitligi elde edilir. Daha sonra, esitligin iki tarafindan x g¢ikarilir, her iki tarafin
mutlak degeri alinir ve 0<x<1 oldugu kullamilirsa

I

oo I

1
n+ﬂI

Z 2 e 18 Tin P, )=

esitsizlifi elde edilir. nym — c iken limite gegilirse (3.5) saglanir. Benzer

islemler yapilarak

)

m+,B2

<

Cc(D)

-1+

kZOJZ()m 3 B n P, (D=

m
+ ﬁ2
oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla n,m — o iken (3.6) da saglanmaktadir.

Simdi son olarak (3.7)’nin saglandifin1 gésterelim. (4.3)’e gore

n m P 2 . 2 n.m
) ( “’J +(”"2) ®P, ()= 3 z(
k=0 j=o| \ "*A m+ By kom0 g m k=0 j=0

2
JP ®P, )+
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m o (j+a,)?
— 1 P (x —22p (» @7
kso(nip)? BT g (mepy)? S

dir ve sag taraftaki toplamlardan birini hesaplamak yeterlidir. Birinci toplamu

ele alalim.

y o) 1 Z(k ) L)
_— +ta x
k= 0("+ﬂ1)2 kot (n+,31)2 k=0

——1~— z(k2+2a k+al )P, ()
(n+ ) k=0

__._1__{2 KB, (9)+2a, zkp (D)+al zP (x)}

(n+B)* (k=0 =
n 2
=——1—7 n? Y — k (x)+2anZ kP (x)+a (4.8).
(n+B) k=0n =07
n k2
Son esitligin sag tarafindaki parantez igindeki Y _?Pk n(x) toplamint ele
k=0n ’

alalim. Bu esitlikte &* yerine onun esiti olan K = k(k-1) + k yazilirsa (4.6)

esitlijine gore,

n ;2 n
k k(k-1) nl k n-k X

—P, (x)= x"(1-x) +—
ézgnz k.n EES n?  kl(n—k)! n
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_n-15  (n=2)!
n 25 (k=2)(n—-k)!

L Ll
n

_1n2 —2)!
_n-1 (n=2)! K2 (o g2k X
n g_okl(n-2-k)! n
n-2
=——n_1x2 > C’I:_z xk (l—x)"_z_k +2
n k=0 n
_n-la2 x_ 2 x(1-x)
n n n
n 4,2
> Ep @@= XD 4.9)
k=0n ’ n

elde edilir. Dolayistyla (4.6) ve (4.9) esitlikleri (4.8)’de yerine yazildiginda,

n o kra )2 _ 2
3 (Hﬂ‘) P, n(x)=—1—~2~ nz(xz+"——’5-—)+2almc+ai2
k=o\"*P) & (n+ ) n

1 2 2 2
=— - 2a, +1
(n+ﬁ1)2 {(n nx“ +( a, + )nx+al}
%(kial)zpk oo "2—n2x2+(2a1+l)nx+ ;alz i
S=\A) R (e B (e )2 (n+ )

esitligi bulunur. Benzer sekilde
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" (j+112)2 m*-m 5 (a, +h)m 0‘%
2 jm\Y) = 7Y * R 2
k=0 (me B2 P me )T (me )R (m+B)

esitligi yazilabilir. Bunlar (4.7)’de kullanilirsa
i m k+a 2 jta, 2 p

+ .
P ()jz() ”+ﬂ1 m+ﬂ2 k’n(x) J,m(y)

n“-n o mt-m o, Qa, +Dn  (a, +1)m arlz a22

= x°+ y©+ x+ y+ +

(n+B)  m+B)ET ()’ (mep)r (n+p)? (m+p)*

elde edilir. Buradan da

M (k+a)? (e
+ 2
k=0,=0 (n+/31 ﬁ )

n -n 2 (2a1 +Dn (20:2 +1)m
+ X+ 7Y
o p)? (m+ ﬂz n+p)°  (m+p,)

2

) AP ()= % + %)

0!
+— >+

(n+B,)? (m+ﬂ2)

bulunur. Her iki tarafin mutlak degeri ve (x,y) € D i¢in maksimumu alinrsa

k+a 2 j+a 2 ‘ 2 2
5 Z[(Hﬁl) +(,,,+;2 J Py P, L )= (" +y7)

k=0j=0

2 _ '2_ Qa, +hn Qa,+Dm o> a2
f2en wiom | Qnion Cayiom  of o

I(n+,31)‘ j(m+ﬂ2)- (m+B)°  (m+ )’ (n+f)P (m+B,)’

oldugu gorilir ve nm — o iken limite gegilirse (3.7) saglamr. Dolayistyla
Teorem 3.2.1’ in tim kosullart saglannus ve bu teoreme gore

Teorem4.1.1 ispatlanmig olur.



0.7
o5 — 875 (fin)
0.57
@,/
0.4] > 32_3'6‘ fix2)

— B (fix)
8% (fixy)

T Bgm (fixd)

Sekil 4.1. f(x,y)=x*y*In(1+x*y*) fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein
polinomlarinin yaklagimi (ai =1, ,Bi =2;i=12)

@)
T

- : P.Z
B].U!,].Ul (f;xs y) -
& o g :
BT (Lan” i
B“i’ﬁi ‘ _'2.1
e fixy) =
FZ.UE
2
., 4.
B P RC ) ; o
HER S 1 95
= .

-
o
o
o]
[=2)
o
[A,]
(S
o v

2 “
Sekil 4.2. f(x,y)= 1+(1xy)( S;I;(xy) fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein
+(xy

polinomlarmin yaklagimi (ai =1, ﬂl, =2;i=12)

32
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Simdi de,(b,) pozitif terimli dizi olmak tizerc D karesinde stirekli bir f

fonksiyonunun Bernstein polinomlarin

8% (fen=3 5 f( P, P, () .10).
’ k=0 j=0 k ’

seklinde olusturalim.

Teorem4.1.2: Eger iy L kosulu saglamyor ise f e C(D) i¢in

n—w "N

(b)

Dr-A -

n, m—)oo C(D)

dir.
ispat: o, -=2- , B = ve P (x})=P (x)P. (y) oldugunda
ispat. kn"p C Timp k,j V)= k.n j.m y g
" .
_ ol ) e ]
Tam(fix,y) = B n ( f3x,y) dir. Bu durumda Bn ja S| dizisinin nm — o iken

siirekli f fonksiyonuna C(D) normunda yakinsamas1 i¢in  (3.4) — (3.7)

kosullarinin saglandigint gostermek yeterli olacaktir.

Teorem 4.1.1 de oldugu gibi (4.2)’ye gore

=0
C(D)

5 5 P 0P, ()1

k=0 _]—0

oldugundan
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=0
(D)

: ®,)
lim HB,,,,'; (5x,y) = 1}

n,m->w

dir. Buda (3.4)iin saglandigim gostermektedir. $Simdi de (3.5)’in  saglandigim

gosterelim.
B(b”)(a 3X,y) = Z Z P, ()= i—k-l’ (x)Z P
n,m " k,n k=0 j= Ob kn Ob
7 k i’ k n! n-k
QR S T Tl U
n 2 ~k
=— 1-x)""
b ,Eonk'(n o -9

(4.6) esitliginden

By (@, ixy) =2

n
dir. Esitligin iki tarafindan x’i ¢ikaralim. Bu durumda

®,) |
B n (akn;x,y)—-x=zn—x—x=x(£~—l)

n n

esitligin iki tarafimin mutlak degeri alinir ve 0 < x <1 kullanilirsa

B (@, ixp)-x

=x}—~1

<F--1
b

n

n



esitsizligi bulunur. n,m — oo igin limite gecilirse buradan

=0
(D)

lim
n,m—yo0

B "(aknxy) X

elde edilir. Dolayisiyla (3.5) esitligi saglanr.

Benzer islemler yapilarak

lim
n,m—yc0

&) . _ _
Bn’m (ﬁj,mix’y) y“C(D) —0

oldugu gosterilebilir.

Simdi de (3.7) esitliginin saglandigimi gosterelim.

m k2 -2

BS,’,’,)(a;%,ntBJz. 3%, ¥) = Z 2. (—~ b—) (x)Pj’m(y)

k=0j=0 b "

2

2

=kZZ P P, )+ ZZ—P nOP; ()

2

Z . (Y)ZP 0/)+ZP (X)Z

2 2
llj P (\*)+Z

o=~
x
gM

2 j,m

_()j—-

2
2 j, 6%
m

)

35
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2 n ;2 2 m 2
n k m J
=—> — xX)+— 3 =P, ()
b2k on2 k" b2 jZom* I
(4.9) esitliginden
2 .2 2 2
=S+ I+ T e 2
b2 2
n m

elde edilir. Son esitligin iki tarafindan x% + y2 ifadesini gikaralim ve her iki

“tarafin mutlak degerini alalim. O zaman,

2 5
) 2 2 n 2 X-X m
B, "y + B, )~ +y e AR - ”) x> +3%)
n m
2 2 2 2 2
2 n° x-x 2. m m°y—y
=x"(—-D+ + D+
(b2 oy e R
m m
2 2. .2 2 2 2
®,), 2 2 . 2,02y |.2.nm n"x-x 2,m m-y-y
B ,';,(ak’n"“ﬂj’maxd’) (x"+y9)|=ix (b—z‘—l)+b—2 , +y (‘b‘i——l)‘Fb—z -
n
2 2 2 . 2 2
n x—x m -
o R o RY SIS ) P LR A
b2 ¥ b2 b2 m
2 2 2 2' l _ 2|
_<_x2——7-—1+y21n———1 n_’fx il LI b 4
b b2 |2 om | p2 m |
n n

elde ederiz. 0<x,y <1 oldugundan, bu bize



n? m? 1 n2 1 m

2 e e — — —r— et
e I 3y 2
m

(kn

b2 b2
sonucunu verir. n,m — o i¢in limite gegilirse,

lim
n,m-—»o0

b, =0
B (akn+ﬂjmxy) (x +y )“C(D)

elde edilir. Yamu (3.7) esitligi de saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.2.1 geregince

ispat tamamlanir.

fx = - sin(xy)

Sekil 4.3. f(x,y)=xy—sin(xp) fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein
1

polinomlarinin yaklagtmi (b “In(n+D—Inn

37
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1 .5 5
f(x.y)-m(x +y)

0.8 -0.4

0.6

06
0.8 ¥

0.4
X
02 Ry

Sekil 4.4. f(x,y) =T;—O(x5 +y°) fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein

1

polinomlarmnin yaklasim ( b,, = m )

4.2. Yakinsakhk Hizx

Bu kisimda, (4.4) ve (4.10) formiilleri ile tamimli genellestirilmis Bernstein
polinomlar1 igin yaklagim hizinin, f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik

modiilleri ile iliskileri verilecektir.

Teorem 4.2.1: f € C(D) olsun. B:'m b (f5x,¥), (4.4) ile tanimh f fonksiyonunun

genellestirilmis Bernstein polinomlar1 olmak ftizere, her (x,y) €D i¢in agagidaki

esitsizlikler saglanir.

} 2 ’ 2
oV (f;ﬂ) +oP(f; ﬂz_)
n+ ,Bl T m+ ﬂ2

i) B,ii;fg’(f;x,y)--f(x,y)lsg
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n+4 m+4
ii) | B <3 (s ﬂ' /s
" 2P e B e B
. n m
Ispat: i) (4.2)’ye gore D>, 3 P n(x)Pj (=1 oldugundan
k=0j=0 ’

fE =2 2 FP ()P m(y)

k=0 j=0

esitligi yazilabilir. Bu esitlik (4.4)ten taraf tarafa ¢ikarilirsa asagidaki esitlikler

yazabilir:

B,,‘m'(fxy) feon=3 wa m+ﬂ) 2 )

k=0 j=0

-3 3 fEnB, (P, ()

k=0 j=0

nom k+a, j+a,
= Z JZ Pk,n(x)Pj,m(y) f('H_ﬂl ’m+ﬂ2)_f(x’y)

k=0j=0

=X L0, (y){f(,,j‘;' g )+ G

n+ﬂ]

Ly - f(x, y)}

esitligin her iki tarafinn mutlak degeri alinir ve sonra liggen esitsizligi -~

uygulanirsa

1o, T ’“*WWW HOROLY
| TERER

. .
V%x‘ TR ARV
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Bl (fixn~fp|=|E T 8, 0P, 0)

kOjO

k+a Jj+a,
{f( b i) - f(,,+ﬂ )+ f( »-f(x, y)}

n+pf,’ m+p, +,B ’

n m k a
> X A,®P (y){f<n+,,‘ ,{,j,,) fGag ,y)}

k=0 j=0

n.-m k+o
P P. L yv)y- 1(x,
+k§Oj§0 b ) J,m(y){f G 7 »-flx y)} ’

+(Z1 ] +a2

S Gt migD) - f(w ,y)(

ST YR ,@P ()

k=0 j=0

+Y X B (P, ()

S )£ )l
A V)~ X,y

k=0 j=0 A

esitsizligi elde edilir. Sag tarafiaki toplamlan sirasiyla I, ve L ile gostererek

LB,
B (fixy) = fy)| ST +1, CALY

yazalim.

Simdi /, ifadesini ele alalim.

n m

=X %R, (y)f(,,wl M) f(,,+/, )
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dir. Buradan (2.7)’ye gore

. P a® l
kzojzo 0P, oD (fi 2 ,, )
<P WY P M@y
= Y |mip, "

< z P, (@2 yl)

j=0 Jim

m+,8

esitsizligi elde edilir. Streklilik modiliiniin dzelliklerine gore keyfi pozitif Jn

dizisi icin
J+a, ) J+a, ;
| j+ex m+f. mef,
a)(z)(f;-m—ﬂ,i-—yl)=w(2)(f;-—7”21——6m)s 0@,
yazilabilir ve buradan
Z e @ - jra
L < Z:OPJ"”,(J’) "Tgm"“‘ (f Om) =0 (f30m)y— 5 2%) ,m( )m+,B yl I
J= J=

esitsizligi elde edilir. Parantez igindeki toplam ifadesini ele alalim:
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m m )
£l E (o) (000) st

biciminde yazip, Cauchy - Schwartz esitsizligi kullanilirsa,

m

> P,

Jj=0

j+a2 _ m % 2 %
m+ﬂ2—y’ (ZO o (y)} [ZOPJ, <y)(m+ﬂ )J

1

- s p, 0 D"
=0 j.m m+,B2 Y

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla,

m 2 %
I <a)(2)(f§ ) [JZO ]m(y)(m)rﬁ2 —y)) ] +1; (4.12)
olur. Teorem 4.1.1° in ispatinda oldugu gibi
g: ) 2_ g (j+a2)“ o) m N
P P 0 m+ﬂ2 —j e, Py yZm+ﬂ J,,,(y)+y ZO m )

m ira 2 2 _ Qa, +1)ym a?
) Pj,m(y)(;,—;rfﬁj _Ammm) 2, 2 Yt
=0 1 (m+,82) (m+,32) (m+/32)



43

=(mz—m) 2 (2a2+1)my+ @ _ 2m y2 - 2, y+y?
m+B,)°"  (m+B) " (m+p)* m+B, m+B,

———————{(m m)y +(2a +1)my+a2 2m(m+ﬂ2)y
(m+5,)*

-—2a2(771+,32)y+(m+:82)2y2}

——————{(m —m)— 2m —2mﬁ2+m +2m,82+,322)1'2
(m+5,)*
;(2a2m+m—2a2m—2a2ﬂ2)y+a§}

g gy

-2
(m+ﬁ2 {ﬂy azﬁzy“’ o )}

ZO (y)( {ﬂy —2a2ﬂ2}’+a +m(y-y )}

y B St
j= m+,B ] (m_* '82)..
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=———1——7{(/32y—a2)2+m(y—y2)}

(m+B,)

esitligi bulunur.0<y<1 igin (fpy—a,)* ifadesi B7 den, (y—y°) ifadesi

ise ;1{ ten kiiciik kalir. Dolayisiyla,

2 2
P — < _— = —— £
Z:o 4 (y)(”’*ﬁ y) (m+ ,32)2 {'82 ¥ 4} 4(m + /32)2

esitsizligi (4.12)’de yerine yazilirsa

2 VA _r
I, <a)(2)(f5 ) [ mt4h ] =@ (5 )| = > +1

4(m+ﬂ2) Om) 6, 2m+pB,)

| ym+4p ym+483
————— ifadesi m den bagimsiz olacak sekilde § =-———= se¢imi
6. 2m+p,) m m+ f,

yapildig: taktirde,

_
@ " 0 @ M
R )(2+1) 20U (4.13)

esitsizligi elde edilir.
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Simdide £, terimini ele alalim. Tanima gore

nom k+a,
I, = ,EOEO P P, DS (W,y) - f(x)

dir ve sireklilik modiiliiniin (2.8) 6zelliginden dolayi,

L<Y S P ()P OYpN
2 *kzojz:o enFy PO n+h %
Z B p (e
e '
dir. Yani
c o)
L,<Y P o g e n+ﬂ —x) (4.14)
k=0 1
esitsizligi elde edilir.
ktay l k+a| _
RO ) ™A Lo
(f n+ﬂ1 (f 5 6)< 5 +10™(f36,)
n

esitsizlifi (4.14)’te yerine yazilirsa,
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k+a1
n +ﬁ -
L<Y P Lt 1le®(f36)
k=0 n
—o0rs YL sy 2 ol 4.15
=@ (fa n) _é.—;ké:o k’n(x)n+ﬂl X ( . )

esitsizligi elde edilir. Parantez igindeki

n B k+0:1
kz=:0 k,n(x) n+ﬂ1 &
ifadesi
1
% k+¢zI n ( f( )y k+a,
]Z:o Pk,n(x) s —xi= ]Z:O Pk,n(x) Pk’n(x) 2 —7 5, —-X

seklinde yazilir ve Cauchy - Schwartz esitsizligi kullanilirsa,

N

n

P (x)
'k§0 k,nx

k+a|

n+,8I

— X

n+ﬂ!

n yZ n k+a }é
s[ > P ,,(x)] (z P () —x)"‘}
k=0 k=0
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buluruz. Bu esitsizlik (4.15)’ de yerine yazilirsa,

1

0 | ¢ ke o %

L, <o (f;&n)g—kgo(n+ﬁl~x) P +1 (4.16)
o k=

esitsizligi bulunur. Yine Teorem4.1.1 in ispatinda oldugu gibi

%P ()("*“1 )2 i(km) ()2§k (x) 2ZP »&)
X)) ——— = -— X X X)+Xx X
K=o k.n n+ B x k=0(n+ﬂ1)2 kn _On+ﬂ k k,n

2
- (2a +Dn a
_(n? n) 24 x4 1

S m+B)? (e B (m+ )’

a
—-2x n X+ 1 +x2
n+ﬂ1 n+,B1

2
- QQa, +1)n a 2a
(n n) e eh—v o 2m 2 L2

S+ B m+BYE (e n+B n+p

1

=———‘—2—{(n2 —n)x2 +(2al +1)nx+a12 —2n(n+,Bl)x2 —2ozl(n+,8l)x+(rz+,8l 2x2}
(n+5,)

( ,B)Z {((n —-n)- 2n? ——2n,Bl+n +..nﬂl+ﬂl )rz+(2a]n+n—2a]n—~2alﬂl)x+a]2}
n-+
i
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1

=——_(n+ﬂ1)2 {(,Blz — n)x2 +(n—2alﬂl)x+a12}

1
=m{ﬂlz x? —2a ,B]x+a +n(x—x )}

n k 2
kgoPk’n(x)(nI; xJ =(7~+;——T)?{ﬁ12 2 _2a ﬁ1x+a12 +n(x—x )}
- 1

{ﬂlx a)2+n(x =35 )}

<n+/31

esitligi bulunur.0<x<1 igin (ﬂlx—al)z ifadesi ,6’12 den, (x—x2) ifadesi %

ten kiigiik kalir. Dolayisiyla,

S )(km‘ )2 <! {ﬂz + ”} nAp;
) S L G i
/Eo kA ni B, )2 Ut 4 ama g

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlik (4.16)’da yerine yazihirsa

% 2
+ 48> 1 yn+4p
I <0V (f:8,) 31“[” ﬁTJ w1t =0W (38— —
n

+1
4(n+ p1)° On An+ )

N



,[n+4[i12

sonucu bulunur. L
On 2n+ py)

2
1fn+4ﬂ
s =¥ "1

secimi yapilirsa
S gimi yapilirsa,

[2 Sw(l)(f;______V:!—‘lﬁlz)(_;__'_ ) 3 (])(f W

(n+5,) Py

esitsizligi elde edilir. (4.13) ve (4.17) (4.11)’de yerine yazilirsa

B (i) - fe | s 3a0

)+a)

1fm+4,82
m(f;_mTﬂ-i)
2

esitsizligi elde edilir ve Teoremin (i) sikki ispatlanmig olur.

ii) i) sikkinin ispatmda oldugu gibi

AN

+a‘ ja

B0 - S0 = 3 3 G P, (P, )
k=0 j=0 ’
-T 5 Sl P, )
k=0 j=0 ’ ’

NN <y>1f<,,+,, e »}

k=0 j=0

49

ifadesi n den bagmsiz olacak sekilde

(4.17)
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esitligi yazilabilir ve buradan

L fixy) - y)'

P, O St )= 1))

k=0 1—0

< P, (x)P. ()
ZOJZO k,n Jj,m

k+a, jt+a
S g )—f(x,y)]

ifadesi elde edilir.

ke o Jtay o - - -
o= \/( B, —-X) +(_”:E ¥)° secimi yapilip @ tam siireklilik modiiliiniin

Ozelligi g67: Oniline almdig: taktirde

B (fix )~ fey)< T TP, (9P, (y)w(f;\/(f,i;‘ 1) + (=Y
nm k=0 j=0 S J,m 1 2

esitsizligi elde edilir. Ayrica,

N

k+a Jjta
\/(m# -x)% + (2 -y)°

m+,B2
gV =00 = )

n,m

n+,3]

w(f;\/(km’ ST ]
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k+a Jjta
T2 (12 2
) ‘/(Mﬂ‘ x) +(m+ﬂ2 ¥)

esitsizligi yerine yazildifi taktirde

(22— )% 4 (2= )
< Z Z \/ By B,

k=0 j=0 o

+1

Bl fix )= )

nm

o(f30, B o fim)

kn(x)y j,m

a 2 j+av2 -
nmkzojzo G -9+ G W E 0P, ()

<o(f38, ,,,),{

+T 3P (x)PJ.,{,,@)}

k—}O

sfo(f;a,,,,,,){ sy (M —x)? +(m+ﬂ -»?P (x)Pj,,,,(y)+1} (4.18)

nm k=0_]—

sonucu elde edilir. Parantez i¢indeki toplami ele alalim. Cauchy-Schwartz

esitsizliginden



52

2p3 G =3P + o 8, (P, )= 3 5 ot =20 + G =)?

k=0 j=0 k=0 j=0

1
(P, P, VAP, P, ()2

n m

n m l %
s(z z{,ﬁﬁl— 0?2 +ﬂ B, 0P, (y)] [z 5

k=0 j=0

k=0j=0

n m j+a yZ
<(Z Z{Hﬂl )2+(;+—;2-—y)2}f>k,,,(x)z>j,m(y)J

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik (4.18)’de yerine yazildiginda

<a(f; 6n’m)

\

)
—y)) (x)Pj,,,,(y)} +1

[z 5 (Ga-n2

k=0 j=0

n.m

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikteki toplam ifadesini ele alalim:

nomyy j+a
)) z((,,:;:—x)2+(§,}—,—,2;—y)2)Pk,n(x)P =% z(

k=0j=0 k=0j=0 "*A

2z Jra, 2
V00,0

k=0 j=0

—x) Py ()P

Jj.m

b
P (x)Pj,,,,(y)J

69



B “ k+a, 2p m
—k§0(”+ﬂl —%) k,n(x)+j§0(

% P )(k+al )2 3 n+4p’

X - X s
k=0 k,n n+ﬂ1 4(n+ﬁ1)2
veE

m jra, VP m+ap
) ij(y)[mﬂ —y] < el
j=0 » 1 4m+ B,)

esitsizlikleri (4.19)’da yerine yazilirsa

n+4pl  m+4p;
< +

nom k+‘l 2 L Jta, 5 .
= ’ ’ 4n+ B Am+p,)

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla,

B (i) - fxp)\ <038, ) +1

11 |[n+4B]  m+ap]
— +
8w 2\ 1+ B (m+p)

n+4,B2 m+4,B2
dr ve § = L Z_ olarak secilirse,

n.m (n+,Bl)2 (m+ﬂ2)2

53

Jjta, )
B, -7, (4.19)



Bz;ﬂi (fix,9)- f(x, )| < %a)(f;

n-l~4,Bl2 m+4ﬂ22
+

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

(n+B)*  (m+p)°

Ornek 4.2.2: f(x,y) = x° y fonksiyonunun, g, =1 ve fB, =2 olmak iizere,

yaklasim degerleri

Cizelge 4.1. f(x,y)= x3y fonksiyonu i¢in hata degerleri ( ,Bl =1 ve B, = 2)

Cizelge 4.1’ de verilmigtir.

Tam siireklilik modiilii Kismi siireklilik modiilii

. icin hata degerleri icin hata degerleri
10 0,6841818310 1,2515493920
102 0,4617814461 0,5304083252

- 10° 0,1743489394 0,1820172037
10* 0,0583907538 0,0591943575
10° 0,0188102826 0,0188919395
10° 0,0059835815 0,0059917896
107 0,0018957221 0,0018965443
108 0,0005998354 0,0005999177
10° 0,0001897202 0,0001897284
10" 0,0000599983 0,0000599991

Ornek 4.2.3: f(x,y)=e*y fonksiyonunun, B, =1 ve £, =2 olmak iizere,

yaklagim degerleri Cizelge 4.2’de verilmigtir.




Cizelge 4.2. f(x,y) =e*y fonksiyonu igin hata degerleri ( p =1 ve B, = 2)

Tam siireklilik modilii igin | Kismi siireklilik modiili
o hata degerleri icin hata degerleri
10 1,8441665280 2,6911481380
10° 0,7309971190 0,8048596763
10° 0,2477514630 0,2550851876
10° 0,0804653760 0,0812058651
10° 0,0256771890 0,0257515704
10° 0,0081437010 0,0081511475
107 0,0025776718 0,0025784175
10° 0,0008153730 0,0008154472
10° 0,0002578665 0,0002578740
10" 0,0000815470 0,0000815478

55

Sonug 4.2.4: Eger f fonksiyonu (2.11) Lipschitz kosulunu saglarsa , bu taktirde

dir.

B (fix )~ fs | <K

n+4p>  m+4p;

%

i+ B)F (mt )

Bu sonucun ispat1 (2.6) esitsizliginden elde edilir ( X ' =-§—K ).

Sonug 4.2.5: Eger f e Lip an Lipy f ise bu taktirde

B (fix, ) - fx ) < K

nm

' n+4ﬂ‘2
"+ 8)°

2 V4

, m+4,/37

2 (m+ﬂ2)2
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drr.

Bu sonucun ispati (2.7) ve (2.8) esitsizliklerinden elde edilir

'3 '3
(K, =SK,K, =2K,).

Teorem 4.2.6: f € C(D) olsun. B (f3x,y), (4.10) formili ile tanimlt f

fonksiyonunun Bernstein polinomlar1 olmak iizere, her (x,y) €D igin,

D (B (fix - £0u )

P!
2
AP e R B R L
SZa)(f,[(—b—— ) +4b2+(b 1)) +4b2} )

n n m m

i)

) %
NPPRPRS 2 1 n AYPRIPL 2 1 m
2 w()(f,[(‘i’——l) +‘TJ )+ )(f,[(z;“l) +z;5'] )

), ..
B, o (559 (%) 23
- n n

\
esitsizlikleri saglanur.

Ispat: i) Teorem 4.2.1 in ispatinda oldugu gibi

®) n m ko
Bn,r';z (:5%0N-fEn=Y f(z—,z-—)“f(x,J’) Pk,n(x)Pj,m(y)
k=0j=0 n m ’

esitliginden

b
B (fixy) - £

n o m ko v
S XS 1, (0F, )
k=0 j=0 n bm ) ’
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n m
<2 X GO L §))

k=0 j=0

f(z— r) SO P

n m

n m -
<X 2 co(f;\/(zlf——x)2 Jr(—b—j—~y)2 )P, n(x)Pj e
k=0 j=0 n m ’ 7

. \[(——x) + (- p)?
T Y alfi——e—5, P (P, ()
k=0 j=0 nm ’ | ’

esitsizligi yazilabilir. Sy m stfira yakinsayan keyfi bir dizi olmak iizere, siireklilik

modiiliintin 6zelliklerinden agagidaki esitsizlikler yazilir;

\ J*""x) +( )
b .
Bi(?g’)(f;x,y)*f(x,y)Sa)(fﬁ )Z Z +1P ()P (¥)
’ k=0i=0 : i ’

A k2 . J 2
Sw(f;gn,m){an - ké‘,oj{:o(\ﬁz;“x) +(-b";‘)’) kP 1y ()

+3 ¥ Pk,,,<x>Pj,m(y)}

k=0 j=0

U @l [® 2.7 2
solfis,,) {5”1(:20]:2(;)( \/(Z—x) Ly }ﬁk,,,u)l’j,m(y)ﬂ} (4.20)

m

son esitsizlikteki toplam ifadesini ele alalim.
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n m n m k .
> ¥ J(——x) +(—— Dl ARCTIMOED) Z[\[(~~x)2+(;’——y>2J
k=0j=0\Y & b, ’ k=0 j=0 ¥ %,

JPn P OB, P, ()

m k . % n m %
.ZO((b——x)z+(-b—f——y)2}’k,,,<x)Pj),,,(y)J [2 > Pk,,,(x)Pj,,,,m}
= n m

k=0 j=0

nom Vi
<[Z Z((;——x) +(—~—y) }Pk,n(x)Pj,‘m(y) J

k=0 j=0

esitsizligi e\lde edilir. Bu esitsizligi (4.20)’de yerine yazilirsa

B,(,l,)r'r',) 5o )-f ) <o(f 3 m

2 _J__ 2
{5 \/kijzo[———x) +(bm ») }Pk,n(X)Pj,m(y)H} (4.21)

esitsizligi yazilabilir. Son esitsizlikteki toplam ifadesini,

n m
2 Z[ -x)? +<~——y) }Pk,,,(x)Pj,m(y)
m

k=0j=0

)

n m
Z 2 (——~x) AP, O+ Z Z (-———y) n P )
k=0j=0 0 k=0j=0 2p ’

m n
-y RN DN ORI S 5 =P, )
k=0 b, j=0 7 k=0 j=0 by,



n
-5 konir, 0+ T Ln?r,
=0 “n j =0 m

n 2 noy
Z 2 (x) 2x Y P (x) +x2 Z (x)
k=0 b~ k=02, k=

m .2 m
_Z iz— mO) =2y Z (y)+y2 2P ,»
= m m j=0

2 n 2 n k ) ] :
z P a0 P > =P, (x)+x° > P, (x)
bf k=07 by k=om *" K=o "

2 m

b b

2
7 1—0 j=0

(4.6) ve (4.9) esitliklerinden

.2 m . m
j J 2
§ P, ()-2y-— ¥ L P gAY Y P,

)

2 2
=n_2(x2+X(1 x))—2x2—r—l—+x2+m2 (y2+y(1 y))_zyz_gn_+y2
b; n b, b7, m bm
n? ) n? x(1-x) 2 n 2, 2 m> y( -) 7 m 2
=—Xx"+— =2x" —+x 2y +—- ~-2y"—+y
b, b, 1 n by bm by,
2
=n2 x2 ~2x? +x2+n2 (1 - x)+m7 2—2y2 + +m2 y(l ¥)
bn n b n bl;l bm bm m
2 2
= (-2 +1)x? wl-n, m INE I ()

59
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=(-—-—-
by pZ m b by m

2
1-
n l)2x2 n2 x(l ) ( 1)2y2+m y(1-y)

0<x,y<1 oldugu goz oniine ahnirsa

2 2
1
<(Zop2etl +(——-1)2+-4——T2—
i 4nbn by, m bl
<o et Iyl
by 457 by 4b2

~

L n in m 1m
2. Z((———x) +(——y> en(Pm() S C==D? 4 =D
k=0i=0 by by bm bm
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (4.21) de yerine yazlirsa

) 1 %
m 2 m

B, w ()= fxy)<alfi6, N 5 (——1) +(;"—1) YY) +1

n n m m

o b
esitsizligi bulunur. 5m’m (-—-—1) +z;— (————1) +Z;§— olacak
sekilde segilirse
b

) n 2 In m lm
B, (fixo0)= [0 2003 (==D7 + 25+ (== 4o
’ n n m

m

esitsizligi elde edilir.
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ify i) sikkinin ispatinda oldugu gibi

B,, W (fixp) - f(5,9) = 5 5 {f( d—f(ny)}l’k,n(x)”j,m(y)

k=0 j=0
esitliginden
Z Z{ ) f(*—,J’)+f(——~,y) f(x,y)} 7P ()
=0 n >

j=0

esitligi yazilabilir. Esitligin iki tarafinn mutlak degeri almip {iggen esitsizligi

uygulanirsa

B (fix3)- fx, y)| {f(f:,é)- f(%,yh f(;)k:,y%—f(x, y)}Pk,,, WP, ()

k=0,= k=0 =

< Zsz( : .)—f(bi,y)}f’“( P )+ ZZJf(——,y) f(x,y)}Fk,,u)Pj,m(y)

(2.7) ve (2.8) esitsizliklerinden

n m
<Y Yo
k=0i=0

-——X) AP L (O)

Jj.m

P, (P, () + 5 ¥ o0
’ k=0 j=0

J
b Y
m n

esitsizligi yazilir. (4.3)’den

m

< ¥ oA

TANE)

k
— — X
b

P, 0+ T oW
’ k=0

Jo_
b y
m n
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esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki toplam ifadelerine sirasiyla []

ve 12 diyelim ve bu toplamlardan birini hesaplamak yeterli olacaktir. Yani;
B (fix, )= fey)<T. +1 (4.22)
n’m k4 >y 9y - 1 2 .

seklinde ifade edilsin. Simdi I1 ifadesini ele alalim

g,

) b h
P, 0)= z:oco (f———ﬁm)J,,,()
J=

m
I =% oL~y
Jj=0 - bm

siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

J
m |y Y
) N m
<o (f,am)go 5 1P ()
<o B(f;8 ){ ¥ l—y}? (y)+1} (4.23)
mJ—Ob

(4.23) esitsizligindeki toplam ifadesini

J =
b y}P )= PR

seklinde ifade edip Cauchy- Schwartz esitsizligi uygulandifinda

m

)

J=0

*“—)’

170
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< Z(#——y] Py = ZO; ) 2y2———1’ S+ ZP (y)J
=%

j=0l 2, j=0b, 1" j=0 "
L
m2 m j2 A
Sz 2 5P, 00 2y——Z P (y)+y Z P. ()
=0 b j=0
(4.6) ve (4.9) esitliklerinden
m2 ' —y? 2 m %z m2 2 mzy'—y2 5.2 M ;gy2
< y2+y 24 —2y“——+y2 ==y =2y " —+y
b2 m b b2 B2 m b
m m m m m
2 2
22 my-yT
=i ( )y -—
b b m
m m
gi_ ()< (12 +lﬁ’_% (4.24)
i—o|b,, y 77=1% 432 :
[£8 m

esitsizligi elde edilir. (4.24) esitsizligi (4.23) de yerine yazildiginda

1 b
1, <0®(f;5 SLEN VMRS S
(; )5 G-y
m m
1 A
m 2 m . -
ve & ={(—-1D)"+——n- olacak sekilde secilirse;
m=| GV 152 $ ¢
m
%
1 m

I 2200 (£ G-+~ | ) | (4.25)
bm b
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esitsizligi elde edilir. Ayni iglemler yapilarak
%

1, <200(f; (;)”——1)2 + % ) (4.26)

n

oldugu gosterilebilir. (4.25) ve (4.26) esitsizlikleri (4.22) de yerine yazildiginda

son olarak

B
n

,m

%
(fix9)- f(x,y)l <2 com(f;[(f——l)z +l;)”_] )+ f;[(g”f__l)z +

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

N 1
Ornek 4.2.7: f(x,y)=x>y fonksi b, =—————— olmak iizere,
e f(x,y)=x"y fonksiyonunun, b,, D) —Inn o iizere

yaklasum degerleri Cizelge 4.3 de verilmistir.

" Cizelge 4.3. f(x,y)=x>y fonksiyonu i¢in hata degerleri

Tam siireklilik modiilii Kismi siireklilik modiilii
w icin hata degerleri icin hata degerleri
10 0,7978721570 1,0110291170
10° 0,3478487876 0,3732558041
10° 0,1210925000 0,1237702394
10* 0,0394542241 0,0397264252
10° 0,0125943449 0,0126217060
10° 0,0039945174 0,0039972580
107 0,0012643626 0,0012646368
10° 0,0003999451 -0,0003999725
10° 0,0001264856 0,0001264883
10" 0,0000399994 ~ 0,0000399997




Ornek 4.2.8: f(x,y)=e*y fonksiyonunun, b, =

yaklasim degerleri Cizelge 4.4’ de verilmigtir.

1

————————— olmak iizere,
In(n+1)—Inn

Cizelge 4.4. f(x,y)=¢*y fonksiyonu i¢in hata degerleri

Tam siireklilik modiilii Kismi siireklilik modiilii

w Icin hata degerleri i¢in hata degerleri
10 1,3813069320 1,6015620180
10° 0,5075918868 0,5315270044
10° 0,1682307902 0,1706864756
10° " 0,0539941210 0,0542416945
10° 0,0171546839 0,0171795059
10° 0,0054328369 0,0054353218
107 0,0017188178 0,0017190661
10° 0,0005436185 0,0005436425
10° 0,0001719190 0,0001719216
10 0,0000543647 0,0000543654

Sonug 4.2.9: Eger f fonksiyonu (2.11) Lipschitz kosulunu saglarsa, o zaman

26

nm

( K'=2K) dr.

D (finy) - Fep| s K| o2 e L (I
b 4b§ b

%

m 1 m
4 p2
m

—1)2 +

Sonug 4.2.10: Eger f e Lip anLip p ise bu taktirde

65



b L
Bf,’,r;’)(f;x,y)—f(x,y)lgK]{(bi_l)z -
n

LA

b2
n

%

2 Kl o2

* Z(b -D7+
m

I m

4 p2
m

J%
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5.iKi DEGISKENLi GENELLESTIRILMiS BERNSTEIN
POLINOMLARI iCIN TERS TEOREMLER

Bu kesimde (b)) pozitif terimli dizi olmak {izere Lim 2 =1 kosulu altinda,
n—»0 0y,

k
B,(,b,';,)(f;x,y)— Z Z S ——b —~bj ,n(x)ij(y) 5.1
’ k=0 j=0 g

biciminde ele almnan iki degiskenli genellestiritmis Bernstein polinomu igin

bazi ters teoremler ispat edilecektir.

Teorem 5.1: f € C(D) olsun. M bir pozitif say1 ve

1
6 =-— olmak tzere
nm nm

(bn) . . Y4 .
Bn,m (f:xay) f(x:y) SM((Sn,m) ; 0<a<l

kosulu saglaniyor ise felipa dir.

Ispat: (5.1) denkleminin x’ e gore kisnm tiirevi alinsin. Bu durumda

; B,,,’,', (f3x9)=— LZOJZOf( ,,,(x)Pj,m(y)}
l n m n‘ nek
— _xka- P,
== Lzo,zof( T G A ,,,(y)}
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k- 1 —k n—k—1
-,;;(—,,—,;-);{/oc 0" = (= - x) )

ey 2 NN = nmk
2 XSG x0T, ()

< ek (n—-k)n Nk
ZISG5 Do 0" P, o)

buradan
2,6, i S
axBnm (f7 :y) kzljzof( (k 1)'( -—k)’ (1 X) Pj,m(y)
Sy n! k n—k-1
o (b b Do R0

esitligini elde ederiz. Son esitlikteki ilk toplam ifadesinde k yerine k+1
yazalim. Bu durumda

d n-1 m

0 b, k+1 J nn—-D! g . n-k-1
axB,,,,, (fsx, y)—kZOJZOf( ~———————k,( k—l)!x (I-x) 2
n—1 m
3 J nin-D' ¢ k-l
kZOJZOf ( _——-—k'( k_l)!x (I-x) P

n-1 m . ,
= Ei'_l S J (n-D! ko \n—k-1
—nk§0j§(){ ( b, m) f( b }kr( — k- 1):x~ (1-x) Pj,,,,(Y)

n=i m .
gx— B (fixy)=nS 3 {/(."ii Iy f(~—~ ,_)} P () (52)

k=0 j=0
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esitligi elde edilir. (5.2) denklemini y degiskenine gbre kismm tiirevi alinirsa su

esitlikler yazilabilir:

ola o| Im| k+1 ko
2 g Ly~ f(—,-Dp P
5y|:8x n.m (f ¥ y):] 6)’[”1201;0{f( ” m) f(bn bm )} k,n—1 (x) J,m(y)}

v(m_ )

o —r k+l J ko
ay{nz Z{f b )f(;—b)}

k=0 j=0

y -y P, (x)]

m

n—-1 m . k L '
=ny ¥ {f("+1 Ly f( };l—(;%fy"‘(l—y)m_’ B pa @)

k=0 j=0

{

n-1 m k ! o m—
-ny z{f"” ) f;; bi}f!(;n’l’m(m—mf(h A

k=0 j=0

Sy k+1g J s I, m! 1 Y™ p
-n% E}{f( TG )} iR,

n~1 m-1 .
-n2 Z{f(ki*1 Iy f(bi ;J-)}}—!z;ﬁ%l)-’y a-ym lPkn ey

esitligi elde edilir. Son esitlikteki ilk toplam ifadesinde j yerine j+1
yazildiginda,

ndml ksl 41 Eoj+1 | mm-1) mj-1
_ X 1- P
”go,go{f( b, b, 5, )}j!(m-j—l)!y( P ™)

k=0 j=0 i(m—j-D!

n—1 m-1 - .
ny z{f("“ Ly ff—,;’-}wyf(l—y)”J '@
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nim kel i+l k oj+l| (m=-1)! mj1
= X 1-y)™/p
nmgoj‘zi){/( b =) - f(bn, b N im0 (t-» et

n—1 m-1 . .
Y z{f(fﬂ Sy f( L }——‘—'1’——‘2—-—y a-»"ie, @

k=0 j=0 (m—j=1)!

n—t m-1
=nmy Z{f(k+l J+1 f(k j+1 }P, WP, )

k=0 j=0 Jom-1

n—1 m-1 .
- z{ LIS - Fe, f—)}Pj,m_,(y)Pk,n_, )

k=0 j=0 b,

82 nlm-ll pq _]+1
2o Bam )= "mkzo,zo{f( AV 4 f(— —)
+fES g - fe- ’b“}k,, (P

esitligi bulunur. Esitligin her iki tarafimn mutlak degeri alinip liggen esitsizligi

uygulanirsa
g, )<mnnz:1mzlf("+1 L e P O
5y””‘ -V £=0 j=0 n bm b b k,n—1 Jmly
n-1m-1 1
3 3 | rEH ’) FE e 0P, 0)
k=0j=0 “n n m

esitsizligi- elde edilir. (2.6) esitsizliginden

n—1 m-1 1
<2nm 3y, 3 olf; =)0 (P, ()
£ /=0 bn bm k. n—1 J.m—1
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esitsizligi elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (5) 6zelligi kullanilirsa,

n—-1m-1 '
<2mma(f;0) 3 X (1+l/ : ) k-1 1 )
k=0,=0 bn m ’

% 6, <5 N T
oy nm(fo’) nmax(f3 801+~ b—2+;2—
n m

esitsizligi bulunur. 0<x,,x,, ¥,,¥, £1 olmak iizere esitsizligin iki tarafinin
12%2:V15)>

integrali alindiginda su esitsizlikler yazilabilir:

A

*2 Y2 62 b ) 1 272
j Iaxany,,';,(f, % Wdsdy Qi) mmt | m? S S| Jasdy
n m 1N
b

“272| 52 58 1{ on? m*

) fix. <20(f;8)x, —x, |y, - —|m? = n® =
fyf oy B, m (3% y)drdy < 20(f )!xl x2“y1 yzl mESIT 2T 2
N n m
272 ®,) 2 2
I] 8yB,,,';,(fxy)dfm’y Sw(f;5){(xl—x2) (¥~ ¥,) }
1

2 2%
{nm+%(m2§_2_+n2 ’:z ] } (5.3).
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!
P!
v e tews . 2 n? 2 m? N 1
(5.3) esitsizliginde C=\ m* —+n" — ve 0 =—o
b2 p? M nm
n m

olarak alalim. Bu durumda,

X2y2 62 (b ) % , ) | c 9y
] axaan,'; (fsx, Vdxdy| S o(f;6)(x, = x,)" + (= ¥,) 5 +§ (5.4)
A7 o

mm > igin 6n,m =0 dir. n,m=23,..... i¢in 5n—l,m—1 S45,1,m esitsizligi

yazilabilir. 0<§<1 igin 6yle n,m sayilari vardir dyle ki

S <6<§ . ' =45  drm (5.5)

n,m n-lm-1—" “nm

(5.5) esitsizligi (5.4) esitsizliginde yerine yazildiginda

ar@) hm o o

O, ,y>ldx <ol f38)x, ~x)P + 0, y2>23{4 C}

1
SC+90(300m ~x)? + 0y -1 s 56
esitsizligi elde edilir. Ote yandan her belirli n ve m igin
(&,
f(xzvyz)—Bn’;; (f;xz’yz)

G = F vy S |12~ BE (i,

’)yz a...
I T ) (fx,)dsdy
1 l

esitsizlii yazilabilir. Hipotezden
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(bn) . o
B (5, ) [0 S MG, )
oldugundan

xf yf %B,(:fn)(f 3%, ¥)

N

fGepy)= x| <2M(6, ) + dxdy

dir. Bu son esitsizlikte (5.5) ve (5.6) esitsizlikleri kullamlirsa,

G = Sy )| S 2M8% +(C+ Do) x, - x,)2 + () - 3,2 %

3= Fiyevy) < M'(sa vz~ + 0, —2,)? }é—j

esitsizligini elde ederiz. Burada M =max{2M;C +4} dr. Buradan,

. 1
max_ |fGpy) - fOpp ) sM (6“ o5k, —x,)2 + 0, -yz)z}gj
5,240y, P <h

esitsizligi bulunur ve siireklilik modiiliiniin tanimina gore
w(f;h)sM((6“ +g—co(f;5)) ;. (0<h,5<1)
esitsizligi yazilabilir. Lemma 2.2.3” den,

o(f;h) <M h® (0<h<1)



esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik f €lipa oldugunu verir. Bu ise ispati

tamamlar.

Sonug 5.2: f € C(D) olsun. M bir pozitif sayt ve

n=m olmak iizere

1 2a
SM(—) ; <l
n

B (fixy)- £ )

kosulu saglamiyor ise f elipa dir.

Ornek 5.3: f(x,y)=xy fonksiyonunu géz 6niine alalim. b =n ve n=m olmak

iizere,

n n k ] n k n j
B (fix,y)= “lp 0P (3= =P Ip (»)=
nn(f33:7) = k§01§0n P a0, k§0n n (x)Eon n ) =XV

2a
Bn’n(f;x,y)—xyl=0<(%) 0<a<l)

esitsizligi elde edilir. Sonug 5.2° den dolay1
f(x,y)=xyelipa O<a<l).

Ornek 5.4: f(x, y)=x2 + y2 fonksiyonunu goéz Oniine alalim. b =n ve n=m

olmak {izere,

n 12 n .2

n n k2 j2 k 1 j
B, (fix.y)= EOEO[Z? el (ROL RO MO LR

74
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Bnn(f;x,y)=x2+f—f—+y2+l__1__ 2, .2 x“  y-y
’ n

_\x P AP 4

o Fi5 ) =G +y )]

2a
n%<n  (0<ac< %) oldugundan s(l) esitsizligi yazilabilir.
n n

Dolayisiyla,

1
n

2a
O e R ) o<asy

esitsizligi elde edilir. Sonu¢ 5.2° den dolay1

f(x,y)=x2 +,y2€Lipa (0<as%).

Teorem 5.5: feC(D) ve C;, Cy iki pozitif say1 olsun. s, _1 ve & -1
n m

olmak iizere,

<C(s)*  ; 0<a<l

B (33, - f(35,,9)

)N<C,68,)7 5 0<p<i

BI(fixmy) - f(59,)

ise fe Lipxa N Lipy p dr.

Ispat: (5.2) den
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0 k) o k+1/__k__j_1
=, (fix.9) = nkzojzo{f( GGG e P

yazilabilir. Dolayisiyla esitligin iki tarafinin mutlak degeri alimp iggen

esitsizligi kullanildiginda

o (b, e Y o AN
]axB,,,,,(fxy)<nkZOjZOf( b bm) fb - )}Pkn P ()

esitsizligi bulunur. (2.7) esitsizligi ve (4.2) esitliginden

nlm

<ny ¥ oO(f; —) i1 OP; ()
k=0 j=0 ’

<n Z O —) 1)

n-1

<noD(f; 5)2 (1+1 1

55 Thn 1)

<noW(f; 5){1+5b } oW (f; 5){n+%;”—}

esitsizligi bulunur. 0 < x,,x, <1 olmak iizere esitsizligin iki tarafinin integrali

9

= Znm " (f1%,9)

alindiginda

Xy

I

!

)

<0 (f;6) +:S--b-— fae

nJ*

0 5,

= Bnm (F359)




77

1

X

2lg (), . ) 1 n

xj _a;Bn,;:' (f7x,)’)}dx fw (f75)lx] _'xz’ n+5"‘b_’: (57)

|
esitsizligi elde edilir. (5.7) esitsizliginde Al =£— ve é'n =l olsun. Bu durumda

n
n

xfa__B(b") , <o (7355, - l_l_+ﬁ 5.8)
k ax nm (f’x’y) Sw (fa )x] x2 5n 5 *

yazilir. n— o igin 5n — 0 dir. n=2,3,..... i¢in 5n_ 525n

0<6<1 icin 6yle n SZ;YISI vardir dyle ki 5n <6 S5n—1 _<_25n (5.9

dir. (5.8) esitsizliginde (5.9) esitsizligi kullanildiginda

A
m{sm(l) (i), ‘le{%r?l} | (5.10)

1
<(4, +2)0® (f; 5)|x1 ~x, l‘g

210 )
J = Znm 359
*

elde edilir. Her belirli » ve m dogal sayilan i¢in

b
+|f Gy ) =B (fixy.9)

b
FG )= Bom) (fix,9)

FGp9) = £y, 9| <

9 g, .
B, (fix.y)

*2
+ [

*

dx

esitsizligi yazilabilir. Hipotezden

B,(fr';l)(f;xl,y) —f(x,»Y)l <C (5")‘1
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oldugu ve (5.9) ve (5.10) esitsizlikleri goz oniine alindiginda
- a M¢rsle _ o | L
S @3 = £y )| 2€,6% 4 (4 + 290010, 5, |
esitsizligi yazilir. C; =max{2C’l,A1 +2} olsun. Bu durumda,
- (5% 2 0®rs\x —x |1
£ f(xz,y)lsC,(ﬁ +oO(f;6))x, -x,| 5)

esitsizligi elde edilir. 0<h<1 olmak iizere |x; —xp|<h tzerinden maksimum

almirsa

max lf(xl,y)—f(xz,y)}sc’{(ﬁa+w(1)(f;5)—g-) ,
h

x|«
oD (fim=c, (5“ +§w(” (f;s)) ; (0<h,3<1),
elde edilir. Lemma 2.2.3° den,

oD(f:m) < C h” : (0<h<1) (5.11)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde,

nom-l k j+1
W(fixy)=my 2{1( AL f( }P ©P, )

nm m-
ay k=0j=0 n J>

esitliginin mutlak degeri alindiginda
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(2.8) esitsizliginden

n m—l

<m¥ ¥ (s —) AOP )
k=0 j=0 ’

(4.2) esitliginden

—

<m Zow(z) (f; ——)P ne)

-1

@) 11
<mo“\“(f; 5),§o(l+5b ij (M)

" (f5%,¥)

l_a_()
aynm

<mao'?( f;é){l J%bi} |

m

esitsizligi elde edilir. Buradan

<mo@ (8014~ o 0@ (£ 5y mar L
5b b

0<y,y, <1 olmak iizere esitsizligin iki tarafinin integrali ahnirsa

!“ n) n (fix,)

72 0 J 1 Y2
o_ gl ¢ r. im

J dy B, m (f X, ) <o (f»‘s)lm*”é,b } fdy

yl m y‘
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¢ 0 .(b) (2) 1 m
I3, B S04 @S0y, =yl me 2 (5.12)
y] m

esitsizligi elde edilir. (5.12) esitsizliginde 4, =2 ve § =— olarak alalim.
~ b n m

m

Bu durumda

yZ 3 b
I——B( " (f:x,9)

@£ _, L fg T 513
St d43w il y2|{§m+ 5} (5.13)

m— o i¢cin 6, >0 dir.m=23,.... igin 5m_1 s25m

0<6<1 inin 6yle m sayws1 vardir Syle ki 8, <§<§,, <25, (5.149)

dir. (5.14) esitsizliginden

20

I

N

Pol b
9% (f:x,y)

A
@) . 2.4

o

2/ . 1
< (4, +2)a (f,é)lyl— y2|—~5 (5.15)
elde edilir. Her belirli n ve m igin

b
|7y - B (fixyy)

Foy) = Fy,) S| )= Bow (fixy)

D b)
H [ B iy
yl -




esitsizligi yazilabilir. Hipotezden

B (i3 f(5,3,)|$€,6,)°

—

oldugundan

o ()
o Bn (f5:)

1

B¢

fx,y)~f(xy,)|$2C,6, ) ++ @

dir. (5.14) ve (5.15) esitsizliklerinden

F 3= F 3| 220,67 +0 @ (£:8)y, =3y =4, +2)
elde edilir. C, = max{ZCz,Az +2} olsun. Bu 'durumda,
ESARTICIN E cz'[aﬁ +oD(£:8)y, —yzléj

esitsizligi elde edilir. 0<A<1 olmak iizere ] V- y2| <h tzerinden maksimum

alinirsa

max  |f(6y) = f(6p,)| < c;(af’ +w(2><f;5)§) :
lyl—yz <h

oD (f;h) < C'z(ﬁﬂ +§w(2)(f;5)) . (0<h,o<1)

Lemma 2.2.3’ den,

81
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oD (i< Cn? 0<h<1 (5.16)

esitsizligi elde edilir. (5.11) ve (5.16) esitsizliklerinden f e LipxamLipyﬂ dir

ve buda ispat1 tamamlar.
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