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Bu calismada 6zel Dirichlet serileri olan zeta ve L-fonksiyonlannin bazi genislemeleri
ele almmustrr. Tlk olarak iki degiskenli Hurwitz zeta fonksiyonu tanimlanmgtir. Bu fonk-
siyon yardimiyla iki degiskenli Dirichlet L-fonksiyonu ifade edilmistir. Daha sonra ve iki
aritmetik fonksiyona bagh olan iki degiskenli Dirichlet serileri tantmlanmugstir. Tanimla-
nan fonksiyonlar ve seriler, Riemann zeta fonksiyonu, Dirichlet L-fonksiyonu, harmonik
sayilarla ilgili olan Dirichlet serileri ve kath zeta fonksiyonlan ile baglantihdir. Euler-
Maclaurin Toplama Formiilii ve periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii kullanila-
rak tamimlanan fonksiyon ve serilerin bilinen fonksiyonlar ve Dirichlet serileri cinsinden
gosterimleri elde edilmigtir. Bu gosterimler, elde edilen fonksiyon ve iki degiskenli Di-
richlet serilerinin pozitif olmayan tam sayilarda aldifi degerlerinin hesaplanmasina ola-
nak saglamaktadir. Ayrica, karsilik gelen fonksiyon ve seriler icin resiprosite formiilleri
bulunmusg ve formiiller yardimiyla Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilan ve ilgili

say1 dizilerini iceren bazi simetrik formiiller elde edilmistir.
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We define several generalizations of zeta and L-functions. Firstly we define two va-
riable Hurwitz zeta function and Dirichlet L-function. Then we define a two-variable
Dirichlet series associated with two aritmetic functions. These functions and series are
related to the Riemann zeta function, Dirichlet L-function, Dirichlet series associated
to the harmonic numbers, and truncated multiple zeta functions. Using Euler-Maclaurin
and periodic Euler-Maclaurin summation formulas we obtain representations in terms of
known and ordinary Dirichlet series, which lead to explicit evaluations of their values
at nonpositive integers. We also find corresponding reciprocity formulas, which provide
some symmetric formulas involving Bernoulli polynomials, and Bernoulli numbers and

associated numbers.
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Girig, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tar-
tisma ile Sonuclar olmak iizere bes boliimden olusmaktadir.

Giris bolimiinde aragtirmanin amaci ve kapsami aciklanmigtr.

Calismanin temel kavramlan olan Bernoulli polinomlari, sayilari, fonksiyonlan ve
ilgili say1 dizileri Kaynak Taramasi boliimiinde tamtilmigtir.

Materyal ve Metot boliimiinde Dirichlet serileri, Hurwitz zeta fonksiyonu, Dirichlet
L-fonksiyonu ve Euler-Maclaurin Toplama Formiilleri verilmis ve bazi temel sonuglar ele
alinmisgtir.

Bulgular ve Tartisma boliimii dort ana baghk altinda toplanmugtir. Tlk olarak Hurwitz
tipli iki degiskenli zeta fonksiyonu tanimlanmistir. Euler-Maclaurin Toplama Formiilii ile
bu fonksiyonun sagladig: resiprosite baginti verilmis ve Bernoulli polinomlarini iceren
baz1 simetrik formiiller elde edilmigtir. Tammlanan iki Hurwitz zeta fonksiyonu kullani-
larak iki degiskenli Dirichlet L-fonksiyonu tanimlanmus ve bazi 6zellikleri listelenmistir.
Daha sonra iki aritmetik fonksiyona bagh iki degiskenli Dirichlet serisi H (s, z; a, b) ta-
mmlanmstir. Periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii kullamlarak bu Dirichlet se-
risi, tek degiskenli Dirichlet serilerinin bir toplam: seklinde gosterilmistir. Bu ¢alisma-
nin temel kavramlarindan olan iki degigkenli Y (s, z; a,b) Dirichlet serisi tamimlanmig
ve Y (s, z; a, b) icin bir resiprosite formiilii ile H (s, z; a, b) serileri cinsinden bir toplam
gosterimi verilerek analitik devam tartigmalan yapilmistir. Son olarak, Y (s, z; a, b) icin
resiprosite formiilii ve H (s, z; a, b) serileri cinsinden gosterim yardimiyla Bernoulli say1-
lan ve ilgili say1 dizilerini iceren simetrik formiiller elde edilmistir.

Sonuclar boliimiinde tezde elde edilen bulgular 6zetlenerek analitik devam tartismalar
farkh bir bakis acis ile ele alinmugtir.

Bu ¢alisma boyunca bilgisini ve zamanim benimle paylagan, destegini esirgemeyen
damgmamim sayimn Prof. Dr. Mehmet CENKCI’ye tesekkiirlerimi sunarim. Doktora egi-
timim boyunca sagladig1 maddi destekten dolay1 TUBITAK BIDEB Aragtirma, Burs ve
Destek Programlan Grubu’na tesekkiir ederim. Ayrica, tez caligmasi siiresince verdigi
destek nedeniyle Akdeniz Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Bi-

rimi’ne tegekkiirlerimi iletirim.
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1. GIRIS

¢ (s) ile gosterilen Riemann zeta fonksiyonu analitik sayilar teorisinde 6nemli bir role
sahiptir. 1737 yilinda Euler, { (s) fonksiyonuna karsilik gelen seride s degiskenini bir reel
degisken olarak almis ve asal sayilar lizerinden alinan > p~! serisinin wraksak oldugunu
gostererek asal sayilarin sonsuz ¢coklukta oldugunu kanmitlamustir. Riemann, Euler’in tani-
mim karmagik s degiskeni icin genigleterek Re(s) > 1 yan diizleminde mutlak yakinsak
olan -
o)=Y =
n=1
Dirichlet serisini tanimlamustir. Bu seri, tiim karmagik diizleme analitik devam ettirile-
bilen s degiskeninin, s = 1 noktasmda basit kutba ve bu kutupta rezidiisii 1 olan bir
meromorfik bir fonksiyonunu temsil eder. S6z konusu analitik devam, Euler-Maclaurin
Toplama Formiilii veya Euler’in doniigiim formiilii kullamlarak elde edilebilir (bakiniz,
Arakawa vd. 2014, Sondow 1994). Riemann zeta fonksiyonunun negatif tam sayilardaki
degeri

(- =-2"

ile verilir. Burada, n bir pozitif tam say1 ve B,,,

oo

t gt
et—l—z "l

n=0

iiretec fonksiyonu ile tantmlanan n. Bernoulli sayisidur.
Riemann zeta fonksiyonu en iinlii Dirichlet serisidir. Bu tez ¢alismas1 boyunca bir

Dirichlet serisi ile

a(n
F(s;a) = ; —T(Ls—)
seklinde verilen sonsuz toplam ve buna karsihik gelen fonksiyon ele alinmistir. Bu ta-
mmda, a (n) bir aritmetik fonksiyon ve s bir karmagik degiskendir. Sag taraftaki seri a (n)
aritmetik fonksiyonuna bagh olarak uygun bir yan diizlemde yakinsaktir ve bu yan diiz-
lemde analitik olan F (s; a) fonksiyonunu temsil eder. Kuvvet serilerinin 6zel bir sinifina
kargilik gelen analitik fonksiyonlar anlaminda Dirichlet serileri matematiksel analizde

fazla bir 6neme sahip olmamasina ragmen sayilar teorisinde olduk¢a énemli bir kavram-
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dir. Omegin, 1837 yilinda Dirichlet, Dirichlet L-fonksiyonu olarak adlandirilan

L(six) = ZX(”

fonksiyonunu kullanarak aritmetik bir dizide sonsuz ¢oklukta asal say1 oldugunu kanitla-
mugtir. Burada, y bir Dirichlet karakteridir ve seri, Re(s) > 1 i¢in yakinsaktir.

Diger bir Dirichlet serisi 6rmegi olarak

verilebilir. Burada h (n) = 1 + % -+ % 4o —3; , n. harmonik sayidir. Bu seri, Re(s) > 1

icin mutlak yakinsak olan analitik bir fonksiyondur. H (s) fonksiyonunun pozitif tam

sayilardaki degeri zeta fonksiyonu cinsinden

2 (m) = (m +2)((m+1) = Y ¢ (+1¢m—3), m>72,

3

[
I

esitligi ile Euler tarafindan verilmigtir (Basu ve Apostol 2000, Flajolet ve Salvy 1998).
s degiskeninin pozitif tam say1 degerleri i¢in H (s) fonksiyonu birgok yazar tarafindan
incelenmistir (Basu 2008, Rao ve Sarma 1980, Ramanujan 1957) ve giincel bir konudur
(Alkan 2013). Apostol ve Vu (Apostol ve Vu 1984) karmagik s degiskeni icin H (s) fonk-
siyonunun tiim s-diizleminde s = 1, s = 0ves =1 —2r,r € Z, r > 1, noktalarindaki
kutuplan ile bir meromorf fonksiyon oldugunu kamtlamiglardir. Ayrica karmagik s ve z
degiskenleri icin daha genel olan iki degigkenli

(o 9] n

H(s,2) = Zznsmz-—zni -

n=1'm=1 =1 1
m<n

Dirichlet serisini tanimlayip bu fonksiyonun yakinsama bolgesini ve kutuplarim incele-
mislerdir. Ozel olarak,

H(s,2) + H(z,5) = ((s)((2) + { (s + 2)

resiprosite bagintisim vermislerdir.
1979 yilinda Woodcock (Woodcock 1979), p-adik analizden bazi derin kavramlar kul-

lanarak m,n > 0 tam sayilan icin

n+1l

1 n+1
Am,n—n+12( 1 ( ] )Bm+JBn+1-_7
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olmak flizere
Am,n = An,m (1.1)

esitlifini elde etmigtir. Bu esitlikte 6zel olarak m = 0 alinirsa her n > 0 i¢in Euler tarafin-
dan elde edilmis olan ve Bernoulli sayilar icin dogrusal olmayan girisim tipli indirgeme
bagintisi olarak degerlendirilebilen

1 n+l< +1

—_ B;Bhi1-j+ Bn An—-An =—-B, ;
n+1j=l ; ) -5+ 0 0 +1 1.2)

esitligi elde edilir. 1987 yilinda Woodcock (Woodcock 1987), A,,, ,, ifadesini yeniden dii-

zenleyerek

nt1 [%5]
(=" n+1
A= SV Bpiiniioo:Bas

D"

n+1

n+1 Bmin
m n+1i(_1) +1_7’g_—_¥-__,

seklinde ifade etmistir. A, , = A, ,, bagintisim saglayan bu gosterim iki degigkenli Di-
richlet serisi H (s, z) ile dogrudan iligkilidir. Bu iligki Re(s) > 2 ve Re(z) > 2 i¢in

( (8—1 Zznsmz 1 (Z_l Zzns —1lmz

m=1n=1 m=1 n=]
m<n m>n

tammlanan ve her (s,2) € C x C i¢in bir tam fonksiyon olan Y (s, z) fonksiyonu ile
olugturulmustur. Y (s, z) fonksiyonu

Y(s,2)+Y (2,5) =(s+2-2)((s+2-1)
ile verilen resiprosite bagntisim saglar ve negatif olmayan m ile n tam sayilan icin
YA =n1-m)=(=1)""4Ap .+ (=1)" Badno

esitligini gercekler. Burada d,,9, Kronecker delta semboliidiir.
Bu tez calismasinda H (s, z) ve Y (s, z) iki degiskenli Dirichlet serilerinin polinom
ve aritmetik fonksiyonlarla ilgili genislemeleri ele alinmigtir. Tlk olarak H (s, z) fonksi-

yonunun

H (s, z2) Zz(n—i-m (m + z)”

n=0 m=0
m<n

3
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seklinde bir polinom geniglemesi verilmigtir. Kargilik gelen Y (s, z; z) Dirichlet serisi

b (Swl)zz(n-kx) (m+x)" ZZ (n+1z)° (m—!—a;)

m=] n=1 m=1n=1
m<n m>n

olarak tamimlanmug, Euler-Maclaurin Toplama Formiilii ile bu seri i¢in analitik devam ve
resiprosite bagintilar1 ve Bernoulli polinomlarin iceren

1 == /n+1l
L <—1)( )BBm (2)

r

m+41

i Z (1) (m . 1) B, Bumirr ()
Bn+1 ( ) Bm (:E) m+1 (.’I?) Bn (.’I))

n+1 m+1
n+m-+2
('I’L+1) (m+ 1) B’n+m+1 (.’13) +B’n+m (z)

girigim tipli toplam elde edilmigtir. Daha sonra H (s, z,z) fonksiyonu kullanilarak iki
degiskenli Dirichlet L-fonksiyonu L (s, z; x) tanimlanarak analitik devam incelemesi ya-
pilmustir. Son olarak H (s, z) fonksiyonunun

H(s,z;a,b) = i ia Zi;(zm
n=1 m=1
m<n

seklinde periyodik aritmetik q ile b fonksiyonlarina bagh genislemesi ele alinmigtir. Peri-
yodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii (Berndt 1975, Berndt ve Schoenfeld 1975, Co-
hen 2007) kullanilarak H (s, z; a, b) fonksiyonunun kesin ifadesi elde edilmistir. Kargilik
gelen iki degiskenli Dirichlet serisi
2\ =a(n) a(n)b(m)
Y (s,2;a,b) = ;; nsmz‘l 1)7112—1; s yoe

m<n m>n

seklinde tanimlanmus ve
Y (s,z;a,b) +Y (2,8;b,0a) = (s +2—2)F(s+z—1;ab)

bagintis1 elde edilmigtir. Bu bagint1 kullamlarak a ve b periyodik fonksiyonlarin 6zel se-
cimleri ve s ile z degiskenlerinin pozitif olmayan tam say1 degerleri icin Bernoulli sayi-

lan ve ilgili say1 dizilerini iceren simetrik girigim tipli bagintilar verilmistir. Daha ac¢ik bir

4




1 m+1 1 n+1
Lo l ___...__.1
; B, B, S ntl BB
m41 Z ( j ) JxPn+m+1-—-j n+1 Z ( . jOn+m+1—7,x

=N
Ban+l,x Bn+1Bm,x o Bn+m+1,x
m-+1 n+1 n+1

) sy (m +1 o+l
1 1
) . |B;xBn 5 e ntl
m+1 j ) pxBrtmil—jx o > ( ; B xBrtm+1-jx

=1

- B n+m,x

Bn,meH,x Bm,xBnH,x

T m+1 n+1 Buimz,
1 m+l<m+1 ke
1 1
aYe . = n-+1
m+1s\ g ) I onimitd n-l-l;( j )BjG"erH_j

Gn+m+1 o BnGm+1 - Bn+1Gm
n+1 m+1 n+1

= Gn+m +

b

1 m+1 m + 1 n+1

. 1

I Yeren o n+1

Z < g ) Y n+mA4l—j + n414 - ( ] GjGn+m+1—j
]::

GnGm+1 o Gn+1Gm
m+1 n+1

i=1

= 4‘Bn+m =

?

Ry (m +1 ntl

RN 1
"")g,B — > n+l
m+1 Z g ) JEntmtl—gx T F1 ( j B;xGnim+1-j

n+1

bl

1 "fr:l m+1\ |
o o JIE 1 Brimia;

m—l—lj=1 J
1 H/n+1 :
Mn 1 - j (’I’L +m+1= j) En+m—ij
J:
= BnEm+~—T-n—-——E \B -M—WE
n+1 m—1n+1 ’I’L+1 n+m T (n+m) En+m—l,
ve
1 m-+1 m+1 .
1 4 > j )]Ej—l(n+m+1_j)En+m-j
J:
. 1 n+1 ’I’L—I—l .
ntl4 - ] JEj—l(n+m+1_j)En+m—j
o 7

= nBEp1Em+MmEp 1E, +4 (2" — 1) Buym,

5
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esitlikleri bulunmustur. Burada B,,, n. Bernoulli sayisi, B, ,, x Dirichlet karakteri ile

genellestirilmis Bernoulli sayisi, G, , n. Genocchi sayis1 ve F,, n. Euler sayisidir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlar:

1713 yilinda yayinlanan meghur Ars Conjectandi isimli kitabinda Jakob Bernoulli,
giiniimiizde Bernoulli sayilan olarak bilinen rasyonel sayilari, ardigik tam sayilann kuv-

vetleri toplami olan 1% 4 2%+ . - . 4 n* toplamu ile iligkilendirerek tamimlamugtir. Bernoulli,

n

. onn+1) K, nn+)(@n+1) 3 (n(n+l) 2
Y=t shp_nkrllOrtl) s, _(__2_.)

kuvvetler toplamlarim k = 10 durumuna kadar siralayarak Bernoulli sayilarim iceren ge-
nel bir formiil vermigtir. Bernoulli daha sonra bu sayilarin indirgemeli olarak nasil elde
edildigini ve formiiliin kuvvetler toplamini hesaplamak icin nasil kullamldigim acikla-
mugtir,

Bernoulli tarafindan verilen s6z konusu formiil glintimiizde kullanilan gosterim ile

n k : k
k nktl=i 1 E+1 :
-k k+1—
S #=5" (") D e ): M
i,—-_—lz J:O(‘?> Jk"‘}‘l_’j k+1]=0( 7 ) g

seklindedir. Burada B;, Bernoulli sayilardir.

Tanmm 2.1. (Arakawa vd. 2014) Bernoulli sayan k = 0,1,2,... olmak lizere B ile

gosterilir ve
k

=0
indirgeme bagintist ile tamimlamr.

Bernoulli sayilarimn bu tammim kullamlarak ilk birkag degerini hesaplamak kolaydar:

1 1 1 1
By, = 1,31—E,Bz-6,33—0,B4—-'“§6,Bs~—0,36—zﬁ,37—0,
1 5 691 7
By = —§6,Bg =0,By = %,Bu =0,B2 = —2—73*67313 =0,Buu= 6

Yukanida indirgeme bagntisi ile tanimlanan Bernoulli sayilan
tet ot
-1 % BkH

iiretec fonksiyonu ile de tanimlanabilir. Ureteg fonksiyonu tammi Bernoulli sayilarinin

cesitli 6zelliklerini elde etmede oldukga kullamghdir.

7
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Teorem 2.2. (Arakawa vd. 2014) By, Bernoulli sayilari icin Q ((t)) cisminde gecerli olan

tet gk
= BL—
et —1 kZ-O N

formal kuvvet serisi gdsterimi vardwr. Burada Q ((t)), katsayilan rasyonel sayilar olan

o0
Z aktk, keN
k=—N

formal Laurent serilerinin kiimesidir.

Kamt Ifadenin kamt: icin

oldugunu gostermek yeterlidir.
o0 tk : [ tk ‘ 00 tk oo k-1 BJ 1 .
(ZB@‘!) (-1) = (ZB’VQ) (Z ';) =) (Zﬁ(kwj)! !
n=0 0
o0 k-1 k oo k k41
- SE0E-EE0 )5
k=1 \j=o L k=0 \j=0 J (k+ D!

bulunur. Tanim 2.1 geregi

0 kb 1 o0 ht+1 4k .
Z(Z( j )BJ) EVRP IRl u v i

k=0 \7j=0

elde edilir. O

Uretec fonksiyonu kullanilarak Bernoulli sayilarimn bazi temel 6zellikleri elde edile-
bilir.

Onerme 2.3. (Apostol 1976, Arakawa vd. 2014) k > 3 bir tek tam say: ise By, = 0 olur.

i

Kamt Ifadenin kamti igin — — formal kuvvet serisinin tek tam say:1 kuvvetli

et—1 2
terimlerinin olmadigim gostermek yeterlidir.

tet t o t(et=1+1) ¢ t t t t
———:——————zt+ P + =
ee—1 2 et —1 2 ee—1 2 et—-1 2
ve .
—t)et (-t —~t t t
(et (1) _ Lttt

et—1 2 1—et 92 e—1 2
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tet t
oldugundan & d 5 formal kuvvet serisi ¢t — —t doniisiimii altinda degismezdir.
Dolayisiyla, tek tam say: kuvvetli terimlerin katsayilar sifir olur. [

Cift k tam sayilan icin By, Bernoulli sayilar sifirdan farklidir ve B, sayismdan itibaren
ardigik olarak isaret degistirirler. Bunun kanit1 icin asagidaki ifade kullanilir.

Onerme 2.4. (Arakawa vd. 2014) k > 2 icin

2k
(Zk =+ 1) Bop = — Z ( )BszZk—2m

olur.

Kamit Onerme 2.3 geregi

ted t = t%*
= Bx
e—1 2 & T(2k)
olur.
te i
1) = e—1 2
olsun.
g tet 1
(1) — = -
oldugundan
t2
F@& =t @) =[fOF -
elde edilir.
( ) iB t2k
f@)= 2%k 7o
— (2k)!
yazilirsa
t 2k—1 2 t2
;_%32"(% tszB”“ (2k)! ZB”“ k)] 4
veya denk olarak
o 2k o ko /oK 12k £2
> (1 —2k) Ba oy => 1> (2m> BanBakon | 51— 7
k=0 k=0 \m=0

2k

k> 9ici
bulunur. £ > 2 igin —— 25!

terimlerinin katsayilan kargilagtinlirsa

| b /2%
(1 - 2k) B2k = Z (2m> B2mB2k——2m

m=0

9
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elde edilir. m = 0 ve m = 2k icin sag taraftan By elde edileceginden istenilen sonug

elde edilir. [

Sonuc 2.5. (Arakawa vd. 2014) k > 1 icin (—=1)*7" By, > 0 olur.

Kamit Ifadenin kaniti k iizerinde tiimevanmla verilecektir.
k= 1licin By = é > 0 oldugundan ifade dogrudur. ifade k sayisindan kiiciik olan tiim
pozitif tam saylar icin dogru olsun. Onerme 2.4 ile verilen formiil (—1)*" ile carpilirsa
(2k+1) (-1)* ' By = § (2k) (=1)"' By (=1)" ™7 Byy_om,
2m

m=1

elde edilir. Tiimevarim adimu gerei sag taraf pozitif oldugundan (—1)*"" By, > 0 bulu-

nur.'Bu ise tiimevarimi ve kamit1 tamamlar. [

Bernoulli sayilan icin By = ~—% olan ve geriye kalan difer degerlerin aym oldugu
diger bir tamm da vardir. Her k£ > 1 tek tam sayis1 icin B, = 0 oldugundan bu tanimlarn
birinden digerine B, yerine (~1)k By, yazilarak gecilebilir. Bu tez cahgmasinda Bernoulli

sayilan icin B, = ~% olan tanmim kabul edilecektir, yani Bernoulli sayilan icin

t _vpgt
et——l_kzo ]

tiretec fonksiyonu tanimi kullanilacaktir.

Bernoulli sayilarinin bir genellemesi olan Bernoulli polinomlar
By (z) = zk: (k> Bjz*
j=0 J ’
olarak tanimlanan, derecesi k olan bir monik polinomdur. Bernoulli sayilarinn iireteg
fonksiyonu kullanilarak Bernoulli polinomlan i¢in asagidaki liretec fonksiyonu elde edi-
Lir:
Onerme 2.6. (Apostol 1976, Arakawa vd. 2014, Cohen 2007) B,, (z) Bernoulli polinom-

larmn iireteg fonksiyonu

seklindedir.
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Kanit Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ve Bernoulli polinomlarinin tammindan

o0 tk 00 k L . tk 00 k Bj .’L‘k.‘j L
Ty (Z@B"w )’H:Z(Z?(k—j)!)t

k=0 \ =0 k=0 \ =0
o0 o tk temt
s k i
- (Znof) (S5) -+
k=0
elde edilir. 4

Bernoulli polinomlar, tirete¢ fonksiyonu yardimiyla kolaylikla kanitlanabilen asagi-
daki temel ozellikleri saglar:

Onerme 2.7. (Cohen 2007) B, (x) Bernoulli polinomlar icin
(1) k > Oigin By, (z + 1) — By, (z) = kz*' olur.

(2) k > 1igin By (z) = kBy_1 (z) olur.

(3) k > 0igin By, (1 — z) = (=1)* By (z) olur.

4) m > 1licin

Z By (:c+ ) m** B, (mz)

g=
olur.

Bemnoulli sayilar1 ve polinomlar1 baz kuvvet serilerinin Taylor katsayilan olarak or-

taya cikar.

Onerme 2.8. (Cohen 2007) Belirtilen R yakinsaklik yaricaplar ile asagidaki Taylor seri

acilimlan gecerlidir:

B
st 2k 22k ok 1 i
coth () = -I— E 2 2k)'t R=m,
1 k=1 62k Boy 2k— 1
cot(t) = = E (1) 2% —=t R=m,
) o (2k)!

B
tanh (£) = 22k 22k 2k t2k 1, o
anh (t) Z ( R= 2

tan (t) = Z( 1)"71 2% (2% — ) Dops T

(2k)! 2’

11
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1 [ 1 - 2k Bk k1 _
Soh(f) ;2(2 Do > B=m
1 1 = k=1 o (02 Bak o1
= = —1)F 12 (2% -1 -1 R=m,
S0 () t+;( e o n
2 - = 2k Bk ok-1 =
) g > 2 (2% -1) T e

1

=
||

Kamt Tamim geregi

h(¢ ft+et e 1 2t
cosh(t) e +e* e +1_1+_

th () = = = = =
coth (1) sinh(t) et—et e¥-—1 te*—1

ve cot (t) = icoth (it) oldugundan ilk iki formiil elde edilir. tan () = cot (t) — 2 cot (2t)
oldugundan tan (t) igin seri agihimu ve tanh (¢) = 1 tan (it) oldugundan tanh (t) icin seri

acilim elde edilir.
1 1 1

et—et ef—-1 et—1

1 1
oldugundan — Ve — icin seri acilimlar bulunur. Son formiil,
sinh (¢)  sin (¢)

1 2
ee+1 et—1 e%t—1

gozleminden elde edilir.
Yakinsaklik yaricaplari i¢in verilen ifadeler, yakinsaklik yarigapmm orijin ile en yakin
tekil nokta arasindaki uzaklik olmasi gerceginden elde edilir. O

Sonug 2.9. (Cohen 2007) Bernoulli polinomlar: icin

()2

esitligi gecerlidir. Ozel olarak, k tek ve k > 3 ise By, () polinomu z (z — §) (z — 1) ile

boliiniir.

Kamit Ik ifade

1
tez t . t
Go1 Esmh (§>

gozleminden elde edilir. Tkinci ifade tek olan k > 3 tam sayilan igin By = O ve k # 1
icin By, (1) = By (0) esitliginden bulunur, ' O

12
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Tanim 2.10. (Cohen 2007) Tanjant sayilar: Ty, k > 0, ile gosterilir ve

B
Ty = 2kH1 (281 — 1) 254
g ( ) Er1

ile tamimlanir.

Onerme 2.8 geregi
t2k 1

tanh ZTzk 1(2k _ 1

veya
t2k 1

k-1
tan Z ( 1 T2k irenssre (2]{) )
elde edilir. Ty = —1, k > 1 icin Tzk = 0 ve tek k icin ilk birkag T}, degeri T; = 1,75 =

—2,T5 = 16,T; = —272,Ty = 7936 seklindedir.

Sonug 2.11. (Cohen 2007) Tanjant saylari
2k — )
Z D=1
indirgeme bagmnsint saglar. Ozel olarak, her k > 1icin To,_1 € Z olur.
Kamt cosh () tanh (¢) = sinh (¢) esitligi ve bu fonksiyonlarin seri agilimlarindan iste-
nilen elde edilir. O

Tamm 2.12. (Cohen 2007) Euler sayilari Ey, k > 0, ile gésterilir ve k > 0 icin Fopq =

0 ve

Bakia ( : )
E 42k:+1 4
2k = 2k +1

ile tamimlanr,
Tk birkag Euler sayis1 By = 1, By = —1, E; = 5, Eg = —61, Eg = 1385 seklindedir.
Onerme 2.13. (Cohen 2007) Bernoulli polinomlart icin

1 3\ B (3) 1 1
By (Z) = By, (Z) =% = g% 1- ool Boy,

esitlikleri ve Euler sayilari icin

1 - i E 12k R— T
cosh(t) ~ < "k T 2

1 > k tzk i
—_— = —_ E — I —
cos @) ;;0( D B £=2

Taylor serisi agitlimlar gegerlidir.

13
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Kanit Yukanda verilen
1 1 - 2
et+1 et—1 e%—1

esitligi es ile carpilir ve ¢ yerine 2t yazilirsa

1 IR sz l]i (%)tk——l
cosh (t) e” +1 )

elde edilir. cosh (¢) bir ¢ift fonksiyon oldugundan

1 1
e () -on (1)

bulunur ve By (1 —z) = By (z) oldugundan ilk esitlik elde edilir. Aynica, Sonug 2.9

gerefi k > 0igin Bagyi (3) = 0 oldugundan

1. i 2HHp 1 12
cosh (t) P 241 2k +1)!

bulunur. Son esitlikte ¢ yerine it yazﬂxrsa icin formiil elde edilir. O

1

os (t)

Sonug 2.14. (Cohen 2007) Euler sayilar k > 0 icin
2k

> (%) =0

=0 N

indirgeme bagintisi saglar. Ozel olarak, her k igin Eoy, € Z olur.

Kamt cosh (t) = 1 esitliginden elde edilir. O

h (®)
Tanim 2.1 ile verilen Bernoulli sayilar i¢in indirgeme bagintisi, Sonug 2.14 ile verilen

Euler sayilar i¢in indirgeme bagintisina benzerdir. Tanim 2.1°den k£ > 2 icin

k-2
By .= —% (k>B
=0 M

elde edilir. % carpan1 B;, Bernoulli sayilarimin tam say1 olmayabilecegini ifade eder.

2.2. Bernoulli Fonksiyonlar: ve Fourier Serileri

Bu boliimde Bernoulli polinomlar ile Fourier serileri arasinda dogrudan iligkiler ve-
rilecektir. Bu iligkiler, Dirichlet L-fonksiyonunun 6zel degerlerinin hesaplanmasinda kul-

lanilmaktadar.

14
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By, (z) Bernoulli polinomuna karsilik gelen Fourier serisini bulmak icin By (z) Ber-
noulli polinomunun [0, 1) arahfina, periyodu 1 olan bir periyodik genislemesi gereklidir.
x reel sayistin kesir kismi {z} olsun. Yani {z}, [0,1) arahginda 2 — {z} € Z olan tek
tiirlii belirli sayadir. By, ({z}) fonksiyonu agikar olarak 1 ile periyodiktir.

Teorem 2.15. (Arakawa vd. 2014) k bir dogal say: olmak iizere

2nine

Bl = e >

neZ
nF#0

formiilii k > 2 ise tiim reel x sayilari ve k = 1 ise x ¢ Z olan tiim x reel sayilar icin
dogrudur. k = 1 icin sag taraftaki seri

N i
eZmnz

lim -
N—oo n
=

anlanmindadir. k > 2 ise sag taraftaki seri x degiskenine gore mutlak ve diizgiin yakinsak-

ar.

Kamt 0 <z <1 olsun.

eZIE

7)==

eZ

olarak tammlanan f fonksiyonu z degiskenine gore bir meromorf fonksiyondur. f (2)
fonksiyonunun n € Z olmak iizere z = 2win noktalaninda basit kutuplan vardir. Bu
noktalardaki rezidii

ea:(t+27rin)

. . T . n2minz
z—logfrlin (z —2min) f (2) = %I_If(}t___—et T = °

olur.
N yeteri kadar biiyiik bir dogal say1 olmak lizere R = 27 (N + %) olsun. z-diizlemin-
de koseleri R +iR, —R +iR, —R — iR ve R — iR sirasinda olan Cy karesi olusturulsun.

t # 2min noktas1 Cy karesi icinde bir nokta ise rezidii teoremi geregi

/ 1(2) dz=2ni{ f(t)+ i s 2mi | f(t) ! i i
z—t £, 2min —t o t L t—2min
Cn e [y,
elde edilir. N — oo i¢in
———-—f (2) dz —0
z—1
Cwn

15
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oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla, 0 < || < 27 ise

1 N eZﬂinz 1 N e2’ri""’
[0 - ) e ) e
0 n#0
1 N e2minz o0 A k-1
= '—= lim
n=-N k=1
nF#0
elde edilir.
00 00 e27rimc
> )
W o (2min)

nF#0
toplami mutlak yakinsak oldugundan yukarnidaki formiil

21rma: 27rmm

f@) =_—]\}E};o Z omin Z Z(zﬂ'm)
n#O

ookz

temt

t1

haline gelir. Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu, her reel z sayisi icin -
fonksiyonunun ¢ = 0 noktasindaki Taylor acilimi olarak degerlendirilebileceginden

o0 tk~1
f#)=) Bi(x) o
k=0

olur. Katsayilar kargilagtinhirsa

e21rinm
By (z) = — lim -
N—oo 2min
=—N
n#0
ve k > 2 i¢in
o 2mwine
]
n=so (2in)

elde edilir. & > 2 icin sad taraftaki toplam [0, 1] kapali araliginda diizgiin yakinsak ol-
dugundan ve By (z) polinomu aym aralikta siirekli oldugundan yukaridaki formiil [0, 1]
araliginda gecerlidir. Ayrica, sag taraf x degiskenine gore 1 periyodu ile periyodik oldu-
gundan sol taraf genisletilerek istenilen sonug elde edilir. O

Asagidaki ifadeler Teorem 2.15’in dogrudan sonuglaridir.

Sonu¢ 2.16. (Arakawa vd. 2014, Cohen 2007) k bir tam say: olsun.

16
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(1) Cift k > 2 igin

. cos (2mnz -1 5t 27rkB,c T
> €1 O ()_k!({})

olur.

Q) Tek k > 1 icin

2. sin (27nz -1 ERE 27rkB;c T
St [T o)

n=1
olur. k = 1 ve x € Z ise sag taraf sifir olur.

B)k > 1ligin

i 1 (=D @m)* By
s 2 (2k)!
olur. '
@)k > 0icin
3 = C @)™ Buons () _ (-1 (5)™"" Bu
= (2n 4 1)%H 2 (2k +1)! 2 (2k)!
olur,

{a,} ile {b,} iki dizi olmak iizere ILm In —1isen — 00 icin {a,} ile {b,} dizilere
asimptotiktir denir ve a,, ~ b,, n — oo ile gosterilir.

Sonug 2.17. (Cohen 2007) k — oo igin

k-1 2 (26)!
(2m)*

v 2(2K)!

Bay, ~ (=1)

ve Eo ~ (—1)

ifadeleri gecerlidir.

(2k)!, k say1sinin herhangi bir kuvvetinden daha hizh biiyiidiigiinden Sonug 2.17, Ber-
noulli ve Euler sayilan iceren ¢ogu asimptotik formiiliin 1raksayacagini ifade eder. Pay-
dasinda (2k)! gibi terimlerin bulundugu az sayida 6zdeslik yakinsar.

Asagidaki sonug Euler-Maclaurin Toplama Formiiliindeki kalan terim igin iist sinirlar

bulmada oldukca yararhidir.

Sonug 2.18. (Cohen 2007) k cift ise
sup | By ({z})| = | Bx|
z€R

17
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ve k tek ise

7|By|
B <

ilégl x ({z})] < P

olur,

Yukandaki ikinci ifade 7 yerine 27 alindifinda da dogrudur. Aslinda 27 en iyi sabittir.
Ancak uygulamalarda daha anlagilabilir sinirlar 7 sayis: kullanilarak elde edilir.

2.3. Periyodik Bernoulli Sayilari, Polinomlari ve Fonksiyonlari

Bu tez calismasmin temel materyallerinden olan periyodik Euler-Maclaurin Toplama
Formiili icin Bernoulli sayilari ve polinomlarimin periyodik genislemeleri gereklidir.

a bir périyodik aritmetik fonksiyon, yania : Z — C,herr € Zigina (r + m) = a(r)
ozelliginde olan bir m-periyodik, m € Z, m > 1, fonksiyon olsun.

Tanmm 2.19. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) a, bir m-periyodik aritmetik fonk-
siyon olsun. Periyodik Bernoulli polinomlar: veya a-Bernoulli polinomlar: By, (a, z) ile

gosterilir ve

E(a,t,x) = te'* Z Z"(‘:) ¢ Z By (a, ) k'

=0

olarak tammlamir. a-Bernoulli sayilari By, (a) ile gosterilir ve By, (a) = By, (a, 0) olarak

tamimlanir.

Periyodik Bernoulli sayilari, Bernoulli sayilan ile ilgili olan baz1 say: dizilerinin ta-
mmlanmasina olanak saglar. Bunlardan birisi olan x karakteri ile genellestirilmis Berno-
ulli sayisi, karakter kavramim kullamr.

G bir sonlu carpimsal Abel grubu olsun. G grubundan karmagik sayilarin C* carpimsal
grubuna tanimlanan bir homomorfizmasina G grubunun bir karakteri denir. Dolayisiyla,
G grabunun bir karakteri, f : G — C*, herz,y € G i¢in f (zy) = f (z) f (y) 6zelliginde
olan bir doniisiimdiir. G grubunun karakterlerinin kiimesi Hom (G, C*) ile gosterilen ve
G grubunun duali olarak adlandinlan bir grup olusturur.

n € Z,n > 1 olmak iizere Z/nZ halkasindaki tersinir elemanlarin (Z/nZ)* grubu,
mertebesi ¢ (n) olan bir Abel grubudur (burada ¢, Euler ¢-fonksiyonudur). Bu grubun du-

alindeki bir x elemanina bir Dirichlet karakteri denir. Bu karakter, tanmim kiimesi 7 say1s1

18
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ile aralarinda asal olan tam sayilar, goriintii kiimesi C* ve x (ab) = x (a) x (b) ozelli-
8ini saglayan bir fonksiyon olarak ele almabilir. Bu fonksiyon tiim tam sayilar kiimesine
(a,b) # lise x (a) = 0 olacak sekilde genisletilebilir.

n|m olmak iizere (Z/mZ)" grubunun her karakteri n modiiliine gore (Z/nZ)" gru-
bunun bir karakteridir. Bu yiizden bir x Dirichlet karakterinin modiilii olan n sayisim
en kiiciik olacak sekilde secmek uygundur. Bu tiirde olan sayiya x Dirichlet karakterinin
kondiiktorti denir ve d, (veya kisaca d) ile gosterilir. Bu ¢alisma boyunca her karakterin
kondiiktorii modiiliinde tanimlandif1 varsayilacaktir. Bu tiirde olan karakterlere ilkel ka-
rakter denir. x ve 1, sirastyla kondiiktorleri d, ve dy; olan Dirichlet karakterleri olsun. x9
carpimi asafidaki sekilde tanimlansin:

v: (2 (f 1) Z) — C.

v(a) = x(a) 7 (a) homomorfizmas: ele alnsin. Bu durumda x, v ile iligkili bir ilkel
karakterdir ve x karakterinin kondiiktérii olan d,.,, sayist OBEB(f,, f,) sayisin boler.
Bu calisma boyunca y karakterinin kondiiktori d ile gosterilecektir.

Tanim 2.19’da a fonksiyonu kondiiktorii m olan bir Dirichlet karakteri x olarak seci-
lirse x ile genellestirilmis Bernoulli sayist By (x) = B, elde edilir:

X (r Vet
emt -1 Z kX Ly kl
r=0 k=0

Bu tanim geregi By, = 0 olur.

Tamm 2.19’da a (r) = (—1)"~" alimrsa, a fonksiyonunun periyodu 2 oldugundan

1 r—1 ’I" o0 k
Z e2t — 1 =’ezt_1+et_1=2(1~2>BkH’
r=0 k=0

yani
By, (1)) =(1-2")B, = %’i
elde edilir. Burada G4,
et + 1 Z Gk =
ile tanimlanan k. Genocchi sayisidir. Genocchl sayilar tam sayilardir ve ilk birka¢ Ge-
nocchi sayis1 Gy = 0,G; = 1,G3 = —1,G3 = 0,G4 = 1,G5 = 0, Gg = —3 geklindedir.
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Herhangi bir o tam sayis1 ve pozitif tek n tam sayis1 i¢in (%) ile gosterilen Jacobi

sembolil, n sayisinin asal carpanlarina kargihik gelen Legendre sembollerinin ¢arpim ola-

rak tanimlamr;
k1 ko kr
o [ Q o
B=-() G) () nostato
n D P2 Dr

( 2‘_) Legendre sembolii, her « tam sayisi ve her tek p asal sayisi icin
p

0, « = 0(modp) ise,
a
(—) = 1, « % 0(modp) ve bir z tam sayis1 icin o« = z?(modp) ise,
—1, o« # 0(modp) ve bu sekilde bir z tam sayis1 yoksa,
olarak tanimlanir.
—4
Tamm 2.19°daa (r) = ( - ) Jacobi sembolii secilirse, a fonksiyonunun periyodu 4

olur.
(—4> 0, r tek ise,
r (—1)%l r ¢ift ise,
oldugundan
S e (@) (e
x K et—1  ef-1
k=0
1 2te
T Toexi1 2 Z kEj- 1
yani
—4 - 1
30((F)) =0 v 2 ((F)) = -gBri 2
T T 2
Euler sayilan elde edilir.

Tanim 2.19 yardimyla periyodik Bernoulli polinomlan icin agagidaki ozellikler elde
edilir.

Onerme 2.20. (Cohen 2007) k bir tam say: olsun.
)k > 1igin
d
_{L‘ (ka (a, .’L‘)) = k%k——l (a, .’E)

olur.
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@) k > 0 igin

e (oot Eron (222

g=0

olur.

Onerme 2.20 (2) geregi drnegin

Bo(a) = %Sa(r), %1(a)=—%n§a(r)(r~%),
By(a) = %n{;la(r) (r2~mr+ﬁz—;)

elde edilir.
Bernoulli sayilarinin farkl iirete¢ fonksiyonlar: ile verilen tammlarinin var olmasi

nedeniyle asagidaki tamim gereklidir.

Tanim 2.21. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) Z iizerinde tanumli herhangi bir

a fonksiyonu icin a~ fonksiyonu a~ (n) = a (—n) ile tammlamr.

Tamm 2.19 kullanilarak dogrudan kanitlanabilen agagidaki ifade periyodik Bernoulli
polinomlan i¢in alternatif bir tamim olarak kullamlabilir.

Onteorem 2.22. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) Periyodik Bernoulli polinom-

lan icin
Za(r)eTt & ot
Wy O =m0
r= k=0

gosterimi gecerlidir.

Tamm 2.23. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) Periyodik Bernoulli fonksiyonlar

B, (a, {z},) ile gosterilir ve x € R igin

By (a,{z},) =m"" > a(r) By ({x:})

rmodm

ile tamimlanir.

a(r) ile {&£}, r degiskenine gore periyotlart m sayisum bélen periyodik fonksi-
yonlar oldugundan yukaridaki tammmdaki sag tarafta yer alan toplam r mod m iizerinden
almmugtir. By, (a, {z}a) fonksiyonu By, ({z}) fonksiyonunun bir dogal genislemesidir ve
B (a, {0},) = B (a) olur.
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Onerme 2.24. (Cohen 2007) Periyodik Bernoulli fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglar.
(1) Bo (a,{z},) = By (a) olur.

) k>1vex ¢ Zicin dia: (Bi (a,{z},)) = kBy-1 (a, {z},) olur.

(3) k > 2 icin By, (a, {z},) siireklidir.

4) k > 1igin [ By (a,{z},) dz = 0 olur.
0

B)Yn € Zise

i 1 (0. a},) = B (an{n),),

% (0 {2)) = B {n)) +a (o
olur. -

(6) 7 € Zigin (r,r + 1) arahiginda By, (a, {z},) fonksiyonu derecesi en fazla k olan bir
polinomdur.

(1) k > 2 i¢in By, (a, {z},) fonksiyonu R iizerinde (k — 2). mertebeden siirekli tiirevlidir.
(8) Her z € Rve k > 0 icin By (a, {z + m},) = By (a, {z},) olur

Periyodik Bernoulli fonksiyonlar1 Bermoulli fonksiyonlarinin dogal genislemeleridir.
Bu yiizden Fourier acilimina sahiptirler.

Tanum 2.25. (Apostol 1976, Cohen 2007) m-periyodik olan bir a aritmetik fonksiyonuna

bagh Gauss toplam
G(a,n) = Z a(r)eﬂri?ZE

olarak tamumlanir,

Onerme 2.26. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) k > 2 icin
a n 21rlnz
B, (o fo},) = e S EE0,

neZ
n#0

Fourier acilivmi vardwr. k = 1 icin sag taraf Cauchy esas degeri anlamindadir ve sol taraf

z € Zise By (a,{z},) + ( ) haline gelir.

Kamt Onerme 2.24 geregi %k (a,{z},) fonksiyonu her mertebeden siirekli tiirevli par-
cali siireklidir ve k£ > 2 icin siireklidir. £ = 1 icin tam sayilarda siireksizlik noktalarina

sahiptir ve m (veya m sayisin bolen) periyodu ile periyodiktir. Dolayistyla,

27r1nt

=—/93k {t})e 5
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olmak tizere

B (a,{th,) = D Chne ™

neZ

yazilabilir. Bu ifade k = 1 icin z ¢ Z oldugunda da gecerlidir. z € Z ise B, (a, {t},)

yerine
B (a,tt) + By (a,t”
@) B (0 _ g, g, g1),) + LD
2 2
yazilir.
n = 0ve k > 0 icin Onerme 2.24 (4) geregi ¢k = 0olur. n # 0 ve k > 2 icin kismi
integrasyon ile
Lo km
kn T omin k—1,n
ve dolayisiyla
klmk-1
Ckn

=
(2'/rin)k—1 Lo

bulunur. n # 0 ve k = 1 i¢in yine kismi integrasyon ile

Clp = = 1 Z a(r)ez_‘%ﬂlz_m

2rin 2min
rmodm

elde edilir. Bu ise kamiti tamamlar. O
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Euler-Maclaurin Toplama Formiilii ve Riemann Zeta Fonksiyonu

Bernoulli sayilant ve polinomlar1 sayilar teorisinde dnemli rol oynamaktadirlar. L-
fonksiyonlarinin 6zel degerleri ile p-adik zeta ve L-fonksiyonlarimn tammlanmasinda
dogrudan kullamim alanlarina sahiptirler. Ancak, Bernoulli sayilan ve polinomlan analitik
anlamda da oldukc¢a 6nemli bir konuma sahiptirler. Bu konuma Euler-Maclaurin Toplama
Formiilii ile ulagmuslardir.

Euler-Maclaurin Toplama Formiilii basit fakat etkili bir aractir. Bu formiil kullamla-
rak, Ornegin,

e bir mraksak serinin /V. kismi toplamlar dizisi i¢in bir asimptotik acilim
e bir yakinsak serinin N. kismi toplamlar dizisi i¢in bir asimptotik acihm ve sonu¢ olarak
serinin oldukca hizhi yakinsamasi
e bir belirli integral ile onun Riemann toplanu arasindaki fark icin bir asimptotik acilm
ve integral icin daha hizh ve dogru yaklasim
e kargilagtirma ile bir serinin yakinsak olup olmadiinin belirlenmesi
gibi problemler ¢oziilebilir.
Euler-Maclaurin Toplama Formiiliiniin temel amaci

S f(m)

m=0

seklinde olan genel bir toplam icin bir asimptotik acilim vermektir. Burada f, R reel
sayilar kiimesinde tanimh bir diizgiin (6rnegin, reel analitik) bir fonksiyondur.

Teorem 3.1. (Apostol 1976, Arakawa vd. 2014, Cohen 2007) a ile b, a < b ozelliginde
olan tam sayar, M bir dogal sayi ve f, |a,b| araliginda M. mertebeden siirekli tiirevli
bir fonksiyon ise

b
/f Ydz + 217 (@) + f ()

n=a

...-

+Zl s (19 0 - 19 @]

) / By ({z}) /0 (&) dz

a
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olur.

Kamt g (z) fonksiyonu [0, 1] arahinda M defa stirekli tiirevli bir fonksiyon olsun.

Bi (z) = z —  oldufundan B{ (z) = 1 olur. Buradan, kismi integrasyon ile

/ 9(2)de = [Bi(2)g(@)]} — / By (2) ¢ (z)dz

— bW +90)- [B@g @)
lde edilir. By (z) = 2% 1lanttarak lasmi int d irilir
elde e A R anilar smi integrasyon devam ettirilirse
[s@ds = @ +90)-3 B0 /B(@d’@¢r
1

:~@m+ﬂM—ﬁ&@M@H

3]

B @) @~ 55 [ B

 [Ben (2)9® (@)

bulunur. & > 2ise B (0) = By (1) = By ve (—1)* By, = By oldugundan

M=1
_Brn [o® (1) — ¢® (0)]

el (k+1)

i /BM (z) g™ (z) dz

0
elde edilir. Dolayisiyla,

T+ = /ngw+g;éﬁﬂy [0 (1) - ¢® (0)
0

—%/BM (x)g(M) (z)dz
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bulunur.

Simdi, g (z) fonksiyonu yerine a < n < b — 1 olmak iizere f (z + n) fonksiyonu
ele alinsin. By, (z) polinomunun [0, 1] araligindan tiim reel eksene periyodiklik ile ge-
nislemesi sonucu elde edilen By ({z}) fonksiyonu, her n tam sayisiven <z < n+1
ozelliginde olan her z i¢in By (z — n) = By ({z}) esitligini sagladigindan

n+l M1 B
S1F )+ 7 0) / F@)da+ 3 G (19 (ot ) - 7 o)

'n+1

/ B ({a}) 0 (o) do

bulunur. Teoremdeki formiil, yukaridaki ifadenin n = a sayisindan n = b sayisina kadar

1
toplanmasi ve her iki tarafa 5 [f (1) + f (0)] eklenmesi ile elde edilir. O

Herhangi bir a reel sayis1 icin s € C olmak tizere a® karmagik kuvvet

as =e° loga

ile tamimlanir. s bir karmasik say1 olmak {izere

1
Z——~1+ +ot o

toplam1 icin f : (0,00) — C, f(z) = x”s olmak iizere a = 1 ve b = N icin Euler-

Maclaurin Toplama Formiilii ele alinsin. f fonksiyonunun k. mertebeden tiirevi

W(x)=(=s)(=s=1)---(=s—k+DzF=(=1)s(s+1)--- (s+k—1)z°F

N
de 1 1 1
s s—1 Ns-1
1
elde edilir. Dolayisiyla, Euler-Maclaurin Toplama Formiilii geregi

olur. Ayrica, s # 1ise

. Ay A
feps 2 Ne) s—1 Ns-1
M-
Bk+1 S+k—1 1
?: ( ) (1 ~ SeE +k> (3.1)

- (5 + % - 1) ]V Bu (z — [2)) = Mdz
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1

bulunur. Bu sonug kullamilarak »~ — serisinin Re(s) > 1 i¢in mutlak yakinsak oldugu
n=1

gosterilebilir.

Tanmm 3.2. (Apostol 1976, Arakawa vd. 2014) Riemann zeta fonksiyonu ¢ (s) ile goste-

vilirve

ile tamimlanir.

Riemann zeta fonksiyonunu tanimlayan seri ifadesi Re(s) > 1 icin mutlak yakinsaktir.
Re(s) > 1ise bu seri Re(z) >Re(s) olan z degerleri i¢in diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla,
¢ (s) fonksiyonu Re(s) > 1 olan s degerleri i¢in bir analitik fonksiyondur.

(3.1) ifadesinde Re(s) > 1 olsun ve N — oo limiti ele almsm. O halde,

o0

M-—1
L 1 i 1 1 Bk+1 S+k"‘1
o) = Zn3_8~1+2+k:1k+1( k >

n=1
~ (S + % B 1) 7BM ({=z}) x*f"de (3.2)
elde edilir. (3.1) ve (3.2) ifadelerinin fark: a;mrsa
N M-1
C(S)”;% = (s-11)N1—s & 211\fs + ; fl-c:i(ﬁllz_l)"ﬁ?lﬁ
_ (‘9 T A]é 7 1) 7BM ({z}) 2~ Mda 3.3)
1

bulunur. Sa§ tarafta yer alan integral Re(s) > 1 — M i¢in mutlak yakinsak oldugundan
¢ (s) fonksiyonunun Re(s) > 1 — M bolgesinde bir meromorf fonksiyon olarak devami
elde edilir. M herhangi bir dogal say1 oldugundan ( (s) fonksiyonunun tiim s-diizlemine
bir meromorf fonksiyon olarak devamu vardir. Ayrica, ¢ (s) fonksiyonunun s = 1 nokta-
sinda rezidiisii 1 olan basit kutbu vardir.

Riemann zeta fonksiyonunun pozitif olmayan tam sayilarda aldig: degerler asagidaki
sekilde belirlenir.
Teorem 3.3. (Arakawa vd. 2014) m bir pozitif tam say: olmak iizere

B,
C(l ~—m) = ——7’.7’1,—. ‘5m1

olur.
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Kamit (3.3) esitliginde s = 1 — m almur ve M sayis1 M > m olacak sekilde secilirse
sag tarafta yer alan integralin Oniindeki binom katsayis1 kaybolur. Bu sonug, ¢ (1 — m)
degerinin bir sonlu toplam olarak yazilabilecegini ifade eder. Bu sonlu toplamin —Hm
oldugu gosterilecektir.

(3.3) esitliginde s = 1 —m ve M = m alinirsa

N N™ Nm——l
CA-—m)-Ymmt = ——
m n\/—:dln m 2
m--1 B
+ ;(kjfl) (1=m)@2=m)---(k—m) N"*134)

elde edilir. m = 1ise
N 1 1
o —_ —-—=—-——:--1 —_—.:B -—»]_
¢(0) ;1 N 5 5 + 1

bulunur. m > 2 olsun.

1 (m-1\ 1 m—1 b
E+1\ k& o om—k+1\k-1)’ ?

(=<1)*B, = By, k>2

oldugundan

m~1

Ben gy 2= m)- e (k= m) Nk
k +1)!
k=1
k Bk+1 =1\ ok
> (=1 P k N
k=1
m—2
Nm—k+l 1 Bm
= Y (3] By 0
m—1 m-—k
Y (=)F 1( )BkN 4 (~1ymt B
k=2 m
B -k m
elde edilir. Dolayisiyla, (3.4) esitliginin sag tarafi
Z g N _Bu
"m—k m
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olur. Diger taraftan, kuvvetler toplamu formiilii geregi

o m—1 -1 Nmk
Zn : Z(mk )Bk &

n==1 k=0

oldugundan (3.4) geregi m > 2 icin

elde edilir. |

3.2. Dirichlet Serileri

Bu tez calismasi boyunca g aritmetik fonksiyonuna bagh bir Dirichlet serisi kavrami
ile

F(s;a)=zig—?—)—

olarak tanimlanan ve Re(s) > 1 i¢in yakinsak olan seri gosterimi kullanilacaktir. Bu
calisma boyunca kullanilacak olan baz: 6zel Dirichlet serileri su sekilde siralanabilir:

e Riemann zeta fonksiyonu (bakimz Tanim 3.2)
, - 1

s
m=1 m

((s) =

Dirichlet L-fonksiyonu (bakimiz Bolim 3.4)
— X (m)

L(s;x) = o

m=1

Dirichlet eta fonksiyonu

S) z ( 1)m 21——3) C(S) )

Dirichlet beta fonksiyonu

0 -1 m~—1
Bls) = Z-———é )_1)3.

m=1

Dirichlet lambda fonksiyonu

A(s)zgaﬁl_—ﬁz (1-2)¢(s).
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e Dirichlet [-fonksiyonu

s = 3o E X,

Bu fonksiyonlar ile Bernoulli sayilari ve ilgili say1 dizileri arasinda asagidaki iliskiler

mevcuttur: n bir pozitif tam say1 olmak iizere

B, B,
(A-n) = ——, L(l*’n;x)z———n’x,
L Gn S En——l ren Bn
1
Ll-nx) = 5En1x(0),

esitlikleri gegerlidir. Tlk esitlik, Bolim 3.1°de gosterilmistir. Tkinci esitlik klasik bir sonug-
tur (6rnegin Apostol 1976, Akiyama v.d. 2014, Cohen 2007, ayrica bakiniz Boliim 3.4).
Sonraki ii¢ esitlitlik Abramowitz ve Stegun 1964 kaynaginda bulunabilir. Son esitlik ise
Can ve Dagli 2017 kaynaginda kamtlanmistir. Bu esitlikte E, 5 (z), tek olan d kontiirt-
riine sahip x Dirichlet karakteri icin

a-1 .
i +Z
Bux (o) =3 (- x () B (157
=0
ile tammlanan ¥ karakterine bagl genellestirilmis Euler polinomudur.

3.3. Hurwitz Zeta Fonksiyonu

Riemann zeta fonksiyonunun bir genellemesi, gamma fonksiyonu ve L-fonksiyonlar

ile iligkileri nedeniyle Hurwitz zeta fonksiyonu 6nemli bir aractir.

Tamm 3.4. (Apostol 1976, Cohen 2007) Bir pozitif reel x sayist icin ( (s, ) Hurwitz zeta
fonksiyonu Re(s) > 1 igin

> 1
C(S,z)zz(n+x)s

n=0

ile tamimlanir,

Yukarida yer alan sad taraftaki seri Re(s) > 1 icin mutlak yakinsak oldugundan
¢ (s, a) fonksiyonu Re(s) > 1 icin tammhdir. Ozel olarak, ¢ (s, 1) = ¢ (s) veya( (s,2) =
¢ (s) — 1 Riemann zeta fonksiyonu elde edilir.
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Hurwitz zeta fonksiyonunun tanimi, logaritmanin esas dah se¢imi ile

1
(n+z)°

= exp (—s log (n + z))

esitligi kullamlarak z € C — [{—n : n € N} U {0}] icin genisletilebilir. Ancak bu logarit-
manin dal secimi gibi bircok problem ortaya cikaracagindan x degiskeni bir pozitif reel
say1 olarak kisitlanmagtir.

¢ (s,z) Hurwitz zeta fonksiyonunun tiim s-diizlemine analitik devami miimkiindiir.

Bu genigleme ile Bernoulli polinomlar: arasmaki iligki kurulabilir.

Onerme 3.5. (Cohen 2007) Re(s) > 1 icin
((s,z+1) =((s,2) —z°

fonksiyonel esitlik,
0]
—(C(5,2) = ~C (s +1,2)
kismi tiirevli diferansiyel denklem,

¢(s,z) > z7°, Re(s) = o0

asimptotik formiil ve
1

¢(53) = @ =1)¢0)

esitligi gecerlidir.

Kamt 1lk ifade Tanim 3.4’de n yerine n + 1 yazilirsa elde edilir. Sonraki iki ifade serinin

ve tiirevinin yakinsaklifinin sonucudur. Son ifade

C(s,%) =257§-(—-2——m—1_—‘_—1—); =2°A(s) =2°(1—-27°)( (s)

bagintisindan elde edilir. O

Sonug 3.6. (Cohen 2007) |y| < z igin

C(sz+y)=) (-1 (”f?)y’“c (s +k,7)

k=0

seri gosterimi gecerlidir.
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Kamt Tamm 3.4 ve () binom operatdriiniin

(s) _s(s=1)(s—k+1)

k k!
tanimu geregi

k=0 n=0

elde edilir. |y| < z oldugundan sa§ taraftaki ¢ift kath seri mutlak yakimsaktir. Dolayisiyla,

S s S i)

n=0

B ;(nix)s <1+nix)
- 1
= ;m=“5,9«"+9)
bulunur. O

Sonug 3.6 ile verilen ifadenin terimleri diizenlenirse agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.7. (Cohen 2007) |y| < z igin

((s=1,7) - C(s——lx-{-y) s+k—1\ ((s+k,zx)
y(s—1) Z( U ( k )y kE+1

((s,2) =

olur. Ozel olarak, y = 1 ise

e = k-1 (s +k—1\((s+k, 1)
((s,z) = +k§ -1) ( i )——m—— (3.5)

elde edilir.
Yukaridaki sonuglar, ¢ (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonunun analitik devamin: verir.

Onerme 3.8. (Cohen 2007) Sabitlenmis pozitif  reel sayisi igin ( (s,z) Hurwitz zeta
fonksiyonu tiim s-diizlemine tek bir kutup noktasina sahip bir meromorf fonksiyon olarak
genisletilebilir. S0z konusu kutup noktasi s = 1 noktasinda ortaya ¢cikar ve s = 1, rezidiisii

1 olan bir kutup noktasidir.
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Kanit ((s,z+1) =((s,z) — z ° oldugundan z > 1 i¢in ifadeyi kanitlamak yeterlidir.
Onerme 3.5 geregi bu durum i¢in k£ — oo oldugunda ( (s + k, z) — z~°z~* oldugundan
(3.5) esitligi ¢ (s,z) fonksiyonunu, k¥ > 1 icin sadece ( (s + k, z) iceren bir yakinsak
geometrik seri olarak ifade eder. Dolayisiyla, { (s,z) genisligi 1 olan seritler ile Gnce

Re(s) > 0 icin daha sonra Re(s) > —1 seklinde analitik olarak genisletilebilir. Kutup

1—s
noktasi (3.5) esitligindeki teriminden ortaya ¢ikar. s = 1 — k noktasindaki kutup
8 —
noktalarn ise (s”;“l) binom operatorii degerleri ile sadelesir. |

Tanimm 3.4 ile verilen Hurwitz zeta fonksiyonunun negatif tam sayilarda aldif1 de-
gerler Bernoulli polinomlarn cinsinden ifade edilir. Bunun i¢in Euler-Maclaurin Toplama

Formiiliiniin bir uygulamas: sonucu elde edilen asagidaki ifade kullamlabilir.

Onerme 3.9. (Cohen 2007) o € C, a # —1 ve z bir pozitif reel sayi olmak iizere k > 1
olan her k >Re(a) + 1 icin

N a+1 ﬂ?a
n;)(mm)a _ g(—a,x)+(N:f)l +(N“; )

k
+Z(.a )E_J;(N_Fa:)a—jﬂ
SN :

+ (=" (:) ]o(t +2)*7F By ({t}) dt
N

olur,
Onerme 3.9°"de N = 0ve o = k — 1 ahmrsa
L .
~k((1-kz) =2+ (J) B;z* I = By, (z),
j=1
yani

Bk (I)
k

C(1—k,z)=— (3.6)

bulunur.

3.4. Dirichlet L-Fonksiyonu

x modiilo m bir Dirichlet karakteri olsun. Re(s) > 1 i¢in p asal say1 olmak iizere

L = S - I (1- X2

p asal
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mutlak yakinsak seri ve Euler carpimi seklinde tanimlanan L (s; x) fonksiyonuna Dirich-
let L-fonksiyonu denir.

d|m olmak iizere x karakterinin kondiiktorii d ve karsihik gelen ilkel karakter x, ise

L) = L [T (1- 22)
plm

elde edilir (Cohen 2007). Ozel olarak m = p* ve x bir asikar olmayan karakter ise
L (s;x) = L(s;xy) olur. Bir sonlu Euler ¢carpimu ile ¢calismak kolay oldugundan bu bo-
liim boyunca ilkel karakterler ele alinacaktir.

L (s; x) Dirichlet Lfonksiyonu, ¢ (s, ) Hurwiti zeta fonksiyonu cinsinden ifade edi-
lebilir. Bu gosterim, Dirichlet L-fonksiyonunun analitik devaminin incelenmesine ve 6zel

degerlerinin hesaplanmasina olanak saglar.

Onerme 3.10. (Cohen 2007) d|m olmak iizere x, kondiiktorii d olan bir karakter olsun.

(1) ¢ (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonu olmak iizere

L(s;) =m™ Y x ()¢ ()

olur.
(2) L (s; x) fonksiyonu tiim karmagsik s-diizlemine bir analitik fonksiyon olarak genisleti-
lebilir.

(3.6) esitligi ve Onerme 3.10 (1) ile verilen Dirichlet L-fonksiyonunun Hurwitz zeta
fonksiyonu cinsinden gosterimi ile L (s; ) fonksiyonunun pozitif olmayan tam sayilar-
daki degeri, k > 1 tam sayilan icin

L(l—k;x)=-"]§)-],1;-122

seklinde elde edilir.

3.5. Periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii

Periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii, Euler-Maclaurin Toplama Formiiliiniin

bir genellemesidir ve

> () i)
J
seklinde olan daha genel toplamlar icin kullamlir.
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Onerme 3.11. (Berndt ve Schoenfeld 1975, Cohen 2007) a, periyodu m olan (veya m
sayisim bolen) bir periyodik aritmetik fonksiyon, o ile 8, o < 3 ozelliginde olan iki reel

sayive f, k > 1 icin |, B] araliginda k.mertebeden siirekli tiireve sahip bir fonksiyon ise

a<r<f
TEL

; 8
> e f0) = Bola) [F@)a

k J’
+ 25 J' ~{8}) 970 (B) - B; (o, {a},) 970 ()

j=1

; (:_%)'.; / % @) By (a7, {t},) dt

i

olur.

Kamt By (a,{z},) periyodik Beroulli fonksiyonu icin

k—1
Ri(of)= T2 ] 79 () B (a™, {1},) dt

tammlansin. Kismi integrasyon geregi

D (3, (0=, 181) 147 (6) - B (o {ah,) 47 (@)

+Rk—1 (a ; )

Rk (a'af)

elde edilir. k = 1 ise « ile 3 tam say1 olmadiginda
Ria(a7,f) = F(B)Bi(a,{B),) — f()B1(a”,{a},)

—Bo (a /f(t )dt+ > af

a<r<p
T€Z

bulunur. Ry (a™, f) = Rk-1(a™, f, o, B), aile B degiskenlerine gore bir siirekli fonk-
siyondur ve Onerme 2.24 geregi sa§ taraf da siireklidir. Bu ise kamti tamamlar. O

Bu tez ¢alismasinda periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiiliiniin agagidaki ifa-

desi kullanilacaktir,

Sonug 3.12. (Cohen 2007) a, periyodu m olan (veya m sayisini bolen) bir periyodik arit-
metik fonksiyon, N, m|N &zelliginde olan bir tam say ve f, k > 1 icin [1, N| arahginda
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k. mertebeden siirekli tiireve sahip bir fonksiyon ise

N N k
>amim) = Bo(@ [rOa+> 2 (15 @) - o @)

k-1 N
. %_ / F® (@) By (a™, {t},) dt

1

olur. Ayrica, f fonksiyonu [1,00) araliginda k. mertebeden stirekli tiirevii, > a (r) f (r)

serisiile [ f (t) dt integrali yakinsakve 0 < j < k—1iginn — oo oldugunda fV) (n) —
1

0 ise
[+] o0 .
Z“(W (r) = Bola) / f(t)dt~2m%z.(ia) 60 (o)
k-1 %
+(_%_/f(k) (t) By, (a",{t}a) d
olur.

Periyodik Euler-Maclaurin Formiilii, 6zel durumlarn ve cesitli genellemeleri Berndt
1975, Berndt ve Schoenfeld 1975, Dagh ve Can 2015 ve Dagli ve Can 2017 kaynaklarinda
ele ahnmugtir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Iki Degiskenli Hurwitz Zeta Fonksiyonu

Bu boliimde, iki degiskenli Hurwitz zeta fonksiyonu tanimlanarak bazi 6zellikleri elde
edilecektir.
s,z € C,Re(s) > 1,Re(z) > 1 ve 0 < z < 1 6zelliginde olan z € R i¢in

n

1
H(z,5,2)= Zz(m+x (n+m Z(n+m 7:/—: (m +z)°

n=0 m=0
m<n

olsun. Bu toplamm z = 1 6zel durumu, gamma fonksiyonu c¢alismalarinda ortaya cikan
Tornheim cifte toplamim verir (Huard vd. 1996).
H (z, s, z) fonksiyonu

H(z,s,z)+ H(s,2,2) = ((2,2) ( (s,2) +( (2 + 5,7)

ile verilen resiprosite bagmtisim saglar. Bu bagintimn kanit icin H (z, s, z) fonksiyo-
nunun iki farkl gosterimi elde edilecektir. Bu gosterimlerde Euler-Maclaurin Toplama
Formiiliiniin uygulanmas ile elde edilen asagidaki sonug¢ kullamlmastir.

Onteorem 4.1. Re(z) > 1 ve Re(s) > 1igin

mglm B _%(n—}%x)3+si1(n+;)s—1
+§(S+:~1>C(*T)W
{17

olur.

Kamt Re(s) > ligin N > n + 1 olmak iizere

1
toplami ele alinsin ve f (t) = —— olsun.

t+z)°
f(”) (t) = (_1)TS(S+1)"'(5+7""‘1)(t+a)—swr
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ve s # 1ise

a1 [ 1 1
t+z)° s—1|(m+z)>" (N+z)"'
n
oldugundan bir k¥ > 2 tam sayisi icin Euler-Maclaurin Toplama Formiilii geregi
> i
m=n+1 (m + 33)

N

1 1
 (n+2)” +Z(m+w)s

%[EN (njrc) } 5 i 1 [(n +1x)3~1 W +1x)8“1}

+k 1( 17‘ T+1<5+7‘—-—1)|: 1 o 1 :I
- r (N_}_x)s-f-r (7’L+£E)S+T

T—=

_(s—l—k - 1) T B.({t) 7

k (t+ a:)s+k

bulunur. Re(s) > 1 oldugundan N — oo igin

! -0 ve —1——>0
(N+3z)° (N +z)"

olur. By, ({¢}) fonksiyonu smirl oldugundan

les /
(t+ w)s+k N—>°° (t+zx) s+k

7 Bi({t}) ,,
J (t +z)°**

integrali yakinsaktir. Re(s) > 1 oldugundan

integrali yakinsak ise

1 1
I =
Moo / (t+a) stk—1(nta) ™!

bulunur, yani
o0

/ dt
(t+z)°**
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integrali yakinsaktir. Sonug olarak,

o0 1 N 1
s gy S
2 e T A 2 Gy
1 1 1 1

5+ -
2(n+z) s—1(n+2z)°"
B s+r~—1 1
11"+1 r+1
+Z( 7‘+1 r (7’L+$)S+T

_(s+k = 1) Bk ({t}H) 4

k (t + .’13)s+k
: Br
bulunur. 7 > 1 oldugundan (—1)”rl Bryi=Bryve((-r)= - ;i olur. Buradan,
i 1 L 2 v 1
D 1 e M e
k-1
s+r—1 1
+ 1) ————
Z?( r )C( v
. (s +k— 1) By, ({t})
k (t+ x)s+k
elde edilir. O

Onerme 4.2. k > 2 tam sayist ve Re(z) > 1, Re(s) > 1 igin

H(zs,) = C(2)((52) +5C(s +28) ~ ——C(s+2-12)

1
kz (3“ 1)4 (=r) ¢ (s + 2 +7,2)

+(s+k—1)i(n+x) / Bk({ts}+)k

n=0

gosterimi vardur.

Kanit Re(s) > 1igin
=1
C,m) = D ey

m=0

oldugundan

Z (m+z)° ¢s,2) = Z (m+a:)

m= 0 m=n-+1

39




BULGULAR VE TARTISMA A. UNAL

yazilabilir. Onteorem 4.1 geregi Re(s) > 1, Re(z) > 1i¢in

> 1 - 1
H(zs2) = Z(n+w)zz()(m+xs

- Z(n+ z)” ((Sm Z (m+x)

m=n-+1

= C(z,x)C(s,a:)%—-;-C(sﬂ-z,x)—:C(s+z-1,m)
k-1
+Z(S+:“1)C(-r)§(s+z+r,m)

r=1

(1) S ]

n=0

bulunur. 5|

Onerme 4.3. k > 2 tam sayisi ve Re(z) > 1, Re(s) > 1 igin
1 1
H(S,Z,LL') = 54(8-}-2,.’17) - Z_—IC(S_*-Z—— 1,$)

+§(“:"1)g(—r)c(s+z+r,x)

r==1

(1) St e

=0

gosterimi vardr.

Kamt H (s, z, z) fonksiyonunun tammindan

H(s,2,a) = 2(”” Z(mﬂ im;) (nta) m+x)
= T;”;n(n—k:r) (m + z)° ;,;n(mﬂf) (n +z)°
B g(nix)zg(mix)s
= g’(z+s,x)+§;m—j;)—;m;1(mix)s




BULGULAR VE TARTISMA A.UNAL

bulunur. Onteorem 4.1 geregi
1 1
H(S,Z,Q?) = 'é‘C(S‘i‘Z,ﬂ?) - ;:“IC(S"FZ—l,!IJ)

+§ <z+:_1>C(—T)C(s+z+r,x)

( +k-1>§°'j s / Bk({tZ}M a4

n=0

elde edilir. |

Onerme 4.4. 4.9Re(z) > 1, Re(s) > 1 icin
H(2,5,2) + H (5,2,5) = ( (2,8) € (5,8) +C (2 + 5,7)
resiprosite bagintis: saglanr.

Kamt Onerme 4.2 ve Onerme 4.3’de elde edilen bagintilar taraf tarafa toplanirsa istenilen
elde edilir. O

Tamm 4.5. s,z € C, Re(s) > 2, Re(z) > 2ve 0 < z < 1 gzellifinde olan x € R igin

Y(z,8,2) = (z—1) ZZ n—ix)

n-Om—0m+x
m<n
00 100
1 1
—(s—1
VL T
m>n

olsun.

Y (2, s, z) fonksiyonu, H (z, s, z) ve Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden bir gosterime

sahiptir.
Onerme 4.6. Y (z, s, ) fonksiyonu igin
Y(z,8,2) =(z=1)H(z,s - L,z)+(s —1)H(z - 1,s,2)—(s = 1) { (s,2) { (2 — 1,z)

gosterimi vardir.
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Kamt H(z,s,z)veY (z,s,z) fonksiyonlarinin tammindan

(z—1 H(zs 1ac)+(s—-1)H(z~1 s,1)

bulunur.

oQ n

1 1
1)Z(n+z) Z e 1+(8~1)§:0( )l A= (m+ )
1>Z(n+ 7 (c<s-1,x> m;(mm )

+(8—1)§;0W(C(3>$)— ;lm)

(z=1)¢(s—1,z)((2,2) — (2 —1) Zz(n+x m+1m)s—1
1

+(s=1)((s,2)¢(z—1,2) — (s — 1) ;;(nm)z T o

1
(Z”l)Z%Z() +$s l(n—{-x)
=YY mM) - +1x) (5= 1) ((5,2) (2~ 1,2)
n-‘Om—O

Y(z,8,z)+(s=1)((s,z){ (2= 1,2)

Teorem 4.7. s,z € C, Re(s) > 2, Re(z) > 2ve 0 < z < 1 dzelliginde olan x € R icin

Y (s, z, ) fonksiyonu (s, z) € CxC ciftinin bir tam fonksiyonu olarak devam ettirilebilir.

Ayrica, Y (2, s, ©) fonksiyonu

Y(z,8,2)+Y (s,2,2) =(s+2=2)((s+2z—1,2)

esitligini saglar.

Kamt

H (s, z,z) fonksiyonu icin Onerme 4.2’de verilen ifade Onerme 4.6’de yerine

yazilirsa

Y (z,8,2) =Yi(z,5,2) +Ya(z,5,2) + Y3(z,5,2)
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bulunur. Burada,

Yi(z,8,2) = (z—1)C(s—=1,2)( (7, m)+f~t~g~j—gC(s+z—l,x)
%_’g—- (s42-2,1),
Ys(2,8,1) = kz:{(z—l)<5+:—2>+(s—-1)(s+:—1>}
:<~§(——T)C(s+z+r~l,x)
Bess) - =0T S e /mti’“fff,?l
)
seklindedir.

Simdi, ( (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonunun s = 1 noktasinda rezidiisii 1 olan basit
kutbu var oldugundan Y] (z, s, =) fonksiyonu (k sayisindan bagimsiz olarak) (s, z) ¢iftinin
bir tam fonksiyonudur. Diger taraftan,

(z—1) (S+:—2>+(s——1) <S+;-1> - <S+T—2) (s+z+r—2)

T
oldugundan Y (z, s, z) fonksiyonu (k sayisma bagh olarak) (s, z) ciftinin bir tam fonk-
siyonudur. Dolayisiyla, Y (z, s, z) fonksiyonunun C x C bolgesinde bir tam fonksiyona
devam ettirilebilecegini gostermek icin verilen bir L € R sayisina karsihik Y; (2, s, 1)
fonksiyonunun sa§ tarafinin Re(s) > L, Re(z) > L i¢in bir analitik fonksiyon oldugu
uygun bir £ > 2 seciminin var oldugunu gostermek yeterlidir. Verilen k£ > 2 sayis1 igin
bir M > 0 sayisy, her ¢ € R icin | By ({t})| < M olacak sekilde secilsin. Bu durumda,

Re(s) > 2 — g—, Re(z) > 2 — g icin

i 1 _ Bedt) 4l < Z(n+x)2 /Mt+x)5'2 Frlde

n=0

= Sentults

n=0 2
_ME
k pard (n+ .'1:)2
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olur. Benzer sekilde,

Z(n +19:)z'1 (f:({;s}zk < )tz / M(t+z)2 " " dt
- (n+z)” i
= ;(nﬁ-m) ‘M §+1

bulunur. 3
n§:=o (n+z)

Re(z) > 2— -]23 i¢in analitiktir. Dolayisiyla, Y (z, s, z) fonksiyonu (s, z) € C x C ¢iftinin
bir tam fonksiyonu olarak devam ettirilebilir.

5 bir yakinsak seri oldugundan Y; (z, s, ) fonksiyonu Re(s) > 2-—;—,

Simdi,

Y(nsm)= (-3 L 3y b b
n~0m-0(m+x ‘(nta)f n=0m=0(m+x) (n+=)
m<n m>n

ve

Vean=(-n3 ey S
e bt (m +2)" (n+2)° Lt b= (m +z)" (n + 7)
m<n m>n

oldugundan

Y (25,8)+Y (5,55) = (z=1)C(s+2— 1)+ (s—1)(s+2—1,)

= (s+2z=2)((s+2z-1,2)
elde edilir, [

n ile m pozitif tam sayilar olmak iizere Teorem 4.7’de z = 1 —nves =1 —-m
yazilism. k — 1 > max{n, m} segilirse Teorem 4.7’iin kamitinda tammlanan Y (z, s, z)
fonksiyonu icerdigi binom katsayis: geregi sifir olur.

Bk (III)

(1K) =5 ve ((1-ka)=-""

k
oldugundan

_Bn+1 () B () _ Brimi1 ()

n+1 n+1
n+1

Frp 7 (") BBt @)
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elde edilir. Benzer diisiince ile

_Bm+1 (z) By (z) S Bpimi1 (2)

Y1-m,1-—n,z) =

m-+1 m+1

1 Bh m+1
ST _1T BBnm T
rerr 2 U (7)) BB @

bulunur. Teorem 4.7 ile verilen
Y(z,5,2)+Y (s,2,2) =(s+2—2)((s+2z—1,x)
resiprosite bagintisi geregi asagidaki ifade elde edilir.

Sonuc 4.8. n ve m pozitif tam sayiari icin

n+1

T (") BB @
m-+1

+;{%,—i Z (=1) (m: 1> B, Bpimi1-r (2)

Bry1 (%) B (%) 4 Buy1 (%) Bn (z)

n+1 m+1

n4+m-+2
(n + 1) (m ¥ 1) Bn+m+1 (.’L‘) + Bn+m (x)

olur.

4.2. Iki Degiskenli Dirichlet I-Fonksiyonu

L (s;x) Dirichlet Lfonksiyonunun ( (s, z) Hurwitz zeta fonksiyonu cinsinden ifadesi

olan ve Onerme 3.10 (1) ile verilen

L(six) =m™* 3 x )¢ (52)

r=1

esitliginden motivasyon ile iki degiskenli Dirichlet L-fonksiyonu

; |
L(zsix) =4 X0 H (o2 o)

olsun. Burada y, kondiiktorii d olan bir Dirichlet karakteridir.
H (z, s, z) fonksiyonu tiim (z,s) € C x C i¢in bir analitik fonksiyon olarak devam
ettirilebildiginden L (s, z; x) fonksiyonu da tiim (2, s) ¢ifti icin genisletilebilir.
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Onerme 4.9. L (z,s;x) fonksiyonu (s,z) € C x C ¢iftinin bir tam fonksiyonu olarak

devam ettirilebilir.
H (z, s, z) fonksiyonu i¢in gecerli olan
H(z,8,2)+ H(s,z,z) = ((2,2) ((s,2) + { (2 + s, %)
resiprosite bagintisi geregi L (z, s; x) fonksiyonu icin agagidaki ifade elde edilir.

Onerme 4.10. L (s, z; x) fonksiyonu icin

14&%x%=L@+zm0+¢““§§%ﬁﬂ¢@iﬁ4(&g)

r=1

olur.

4.3. 1ki Degiskenli Dirichlet Serileri

s ile z karmagik sayilar ve a ile b periyodik aritmetik fonksiyonlar olmak iizere

H (s,z;0,b) = 2;1 Z_la(zzmgm) = 2 ag:) 2;1 75::) 4.1
m<n

olsun. H (s, z; a, b) fonksiyonu ilk olarak Basu tarafindan (Basu 2008) reel s ve z degis-
kenleri i¢in tanimlanmigtir.

H (s, z; a,b) Dirichlet serisinin baz1 temel ozellikleri i¢in ilk olarak l—’%"z—) toplamu
periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii kullanilarak hesaplanacaktir. Sonug 3.12°de
f(t) =t % veRe(z) > 1 alinirsa

0 k-1 .
> bm) _  Bo(b) %;(b) +30 (-1 (Z +i- 1) B1(b) 1

m# (Z s 1) n#-1 z j _7 +1 nAti

m=n 7=1

etk-1\ [ B, {t))
e k tetk )

n
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elde edilir. Buradan

. b(m 2. b(m b(n 2 b(m
yum _ yim, eyt

- (Z;””bg)"(fi)(gz—l 2.0

k—1 .
if7+tI—1\Bja(b) 1
+Z(—1) ( y > j+1 nz+j

Jj=
Z+ k _1\ [ B B (0, {t}y)
tz+k
bulunur. Bu ifadeyi (4.1)’de yerine yazilirsa

H(s,z;a,b) = F(s;a)F(z;b)+F(s+z;ab)——f—%(—l;—)F(s—i-z—l;a)
+B1 (b) F (s + 2;a)

k-1 .
+Z(-1)J' (Z“L;_l)%”T‘(l)F(erzww,a) 4.2
+<z + ]Iz — 1) g 753) %k (i’;k{t}b) de.

n

Benzer sekilde Sonug 3.12°de f (¢) = ¢7° ve Re(s) > 1 alimrsa

H (z,8;b,0) = F(s;a)F(z;b)+F(s+z;ab)—ifo_((;)F(s—!»z——l;b)
-HBl( )F (s + z;b)

S 1 %_7'_*.1 a R
+Z( 1)’ (+3 )——~j+(1)F(s+z—l-J;b)

. (g 4 Z - 1) S SZ) [3 (ts;k{t}b)

elde edilir.

Tamim 4.11. a ve b periyodik aritmetik fonksiyonlaryla iki degiskenli Dirichlet serisi

Y (s, 0,b) = zlzai"}?f(’? & leafl”)fngm) 43)
m<n m>n

olsun.
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Sag tarafta yer alan her iki seri Re(s) > 2 ve Re(z) > 2 i¢in yakinsaktir.

Asagidaki ifade Y (s, z; a, b) formiilii bir resiprosite formiilii vermektedir.
Teorem 4.12. Re(s) > 2 ve Re(z) > 2 icin
Y (s,2;a,b) + Y (2,8;b,a) = (s +2—2) F (s + 2z — 1, ab)
egitligi gecerlidir.
Kanit Tanim 4.11 geregi

Y (s,2;a,b) +Y (2,5;b a)

a(n)b(m) mooanbm
= 8_1 ZZ 7(7,51)71"(1 ZZ 7(13 17)(12)

n=1m=1 m=1 n=1
m<n m>n
b(n)a
1)21712_: nzms 1 1);; nE— lms
m<n m>n
olur. Burada
~xma(mb(m) & b(m) ~a(n)
m>n
o0 b m
g0 ()
b
= —F(s+z-1; aan;;a"(Z)l”gT)
= —F(s+z—-1; ab)—}—;;a% o
= —F(s+2z-1;ab) +;; nzms T ,
m<n

ve benzer sekilde,

Sl _poy a4 30y

m=1 n=1 n=1 m=1
m>n m<n
oldugundan istenilen resiprosite formiilii elde edilir. O

Y (s,2;a,b) ile H (s, z; a,b) fonksiyonlarinm tammlan incelendiginde Y (s, z; a, b)
ile H (s, z; a, b) arasindaki bir iligki beklemek dogaldr.
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Teorem 4.13. Re(s) > 2 ve Re(z) > 2 icin
Y (s,z;a,0) = (s—=1)H(s,z—1;a,b)+ (2 —1)H (s —1,za,b)
—(z=1)F(s—1;a) F (z;b)
olur.

Kamit (4.1) esitligi geregi

H(s—1,z0,b) = Zzafg lmz

> a(n = b(m — b(m
TEe o)
= F(s—1;(1)17’(25;13)—Zz:g;(7,—7}2—1%7%7—;2

elde edilir. Diger taraftan,

( lab) ZZ nsmzl ’

n=1m=1
m<n

oldugundan
(s—=1)H(s,z—1;a,b)+ (2 —1)H (s —1,2;a,b)
= Y (s,2;a,b) + (z = 1) F (s —1;a) F(z;}),
bulunur. | 0
(4.2) ile Teorem 4.13 Y (s, z; a, b) fonksiyonunun tiim (s, z) € C x C icin analitik

devamum verir. (4.2) ile Teorem 4.13 ayrica Y (s, 2; a, b) fonksiyonunun hesaplanmasina

olanak saglar. Daha acik bir ifade ile & bir pozitif tam say1 olmak iizere

Yi(s,z;0,0) = (s=1)F(s;a)F(z—1;b)+(s+2z—2)F(s+z—1;ab)

+(s+2-2)B:(b) F(s+2z—1;a) 4.4)

fﬁ——JBo(b)F(s+z—2a)

kl .
- (—1)j<z+]._2>(s+z+3 2) ’+1()F( +z+4j—14a), (45)
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ve
| e k-2) aln) B (b {th)
}/3 (S7Z7 a, b) = (S T 1) ( k ) :L::l ns $7+k—1 dt
24k —1) — a(n) %k( {t}b)
+(z—1) ( 4 ) Zl -~ P (4.6)
icin
yazilabilir.

4.4. Bernoulli Sayilan ve Ilgili Say1 Dizilerini Iceren Simetrik Bagintilar

(4.7) gosterimi kullamlarak Y (s, z; a, b) fonksiyonunun 6zel degerleri elde edilebi-
lir. Teorem 4.12 ile verilen resiprosite formiilii ve a ile b aritmetik fonksiyonlarin uygun
secimleri ile bu degerler Bernoulli sayilar ve ilgili say: dizilerini iceren simetrik girisim
tipli ifadeler elde edilmesine olanak saglar.

n ile m pozitif tam sayilar olmak tizere (4.7) esitliginde (ve dolayisiyla (4.4), (4.5)
ve (4.6) bagintilarnda) s = 1 —n ve z = 1 — m yazilsin. k tam sayis1, (4.6) ile veri-
len Y; (1 — n,1 — m;a, b) stfir olacak sekilde yeteri kadar biiyiik segilsin. Daha agik bir
ifade ile k tam say1s1 k£ — 1 > max {n, m} olcak sekilde secilsin. Bu durumda (4.6) ifade-
sinde yer alan binom katsayis1 sifir olacagindan Y; (1 — n, 1 — m;a, b) (ve kargihik gelen

Y3 (1 —m, 1 — n; b, a)) sifir olur. Dolayisiyla,
Y(1-n,1—m;a,b)
= P (l—ma)F (1= (m+1);8) — (n-+m) F (1 — (n+m);ab)
—(n+m)B1(b) F(1—-(n+m);a)

,_—”;ﬁjlgo(b)ml—(n+m+1);a)
s (m+1-3) B,+1 (b)
DME ( J )}m+m N=EPF (A= (et m = j);0)
elde edilir.

o (319)- ()
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oldugundan yukaridaki ifadede yer alan toplam

> (M) rm- 0 2280 - 4 m—s)s0)

- mi—l. (mjl)[ (n+m+1-7)]B; ) F1—(n+m+1-7);a)
(”"l'm)iBl(b)F(l*(n‘i-m);a)
m+1

1
T Z <m+ ) —n+m+1-)B; B F1l-—(n+m+1—7);a).
seklinde yazﬂablhr. Dolayisiyla,

Y (1 —n,1-m;a,b)
= —nF(l-ma)F(1—(m+1);b)— (n+m)F(1—(n+m);ab)

n+m+1
e By () F(1— (n+m+1);a)
1 & /m+1
P ( J e ama - B0 PO - 1= 50,

elde edilir. Benzer sekilde

Y(1-m,1—mn;b,a)
= -mF(1-m;b)F(1-(n+1);a)— (n+m)F(1—-(n+m);ab)

-W% @ F (= (n+m);b)

n+1
( ) —n+m+1-3)]B;(@F1-(n+m+1-7);b).

n—l—l

bulunur. Simdi Teorem 4.12 ile verilen resiprosite formiilii kullanilirsa

m__+1.= ; )[ (n+m+1-3)]B; ) F(1—(n+m+1—3);a)

'n+1
n+1 (n+1> —(n+m+1-75)]B;@F1—(n+m+1—3);b)

= nF(l—n a)F 1-(m+1);b)+mF(1—m;b)F(1—(n+1);a) 4.8)

n+m-+1 n+m+1
o By (a) F( (n+m+1);b)

+(n+m)F(1—(n+m);ab).

Bo()F1—(n+m+1);a)+

(4.8) esitliginde a ile b aritmetik fonksiyonlarinin 6zel secimleri ile Bernoulli sayilan

ve ilgili say1 dizilerini iceren girisim tipli simetrik bagintilar elde edilir.
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e a(m)=1veb(m) = x(m) alinirsa
%, (a) = B;, B;(b) =Bjx, Bo(a)=Bo=1, Bo(b) =By =0,

ve t > 1 tam sayis1 igin

B
Fl-ta) = ((1-8)=-=
B
F(l—-tb) = F(l—tab)=L(1—1tx) :—%
oldugundan
1 T /m+1 1 E/n+1
m + 1 Z ( j )B Bn+m+1—Jx 5% oy n+1 Z ( j )Bj,xBn+m+l—j
Ban-i—l,x BmBn+1,x Bn+m+1,x B
e T T nm,x

m+1 n+1 n+1
elde edilir.

e a(m) = b(m) = x(m) alinirsa

B;(a) = B, (b) = Bjx, Bo(e) =Bo (b) = Box =0,

ve t > 1 tam sayis1 i¢in

B,
F(1-t;a) = F(l—t;b):L(l—t;X):.—_%ﬁ
B
F(l—tiab) = L(1-t;x%) =— tixz
oldugundan
1 m+1(m-|—1) 1 E/n+1
BJ’XBn+m+1—j’X + o1 Z ( )BJ,XBn—i-m-{—l—j,X
m+1 = J n+1 o j

__ Bn,me+1,x Bm,xBn—i-l,x _ :

m+1 n+1 X

elde edilir. Bu ifadede x (m) = 1 alimrsa Woodcock tarafindan verilen A, ,, =
A, , esitligi elde edilir.
e a(m)=1veb(m)=(=1)""" alnrsa
‘ G,
%j(a) -_-Bj, %J(b): (1—2‘7).3] = —2“, %o(a) :B():l, %O(b) == ——:0,
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ve t > 1 tam sayis1 icin

Fl-tia) = (1-1)=-",
Gy
Fl-tb) = Fl—tab)=n(l-1t)= o
oldugundan
1 m~+1 m+1 n+1
il ( j ) Gl oy Z ( )Bj Crmity
o Gn+m+1 G o BnGm—H o GmBn+1
n+1 M om41 n+1
elde edilir.
e a(m)=>b(m)=(=1)""" alnrsa
: G.
Bi(a) = B;0)=(1-2)B =2,
G
Bo(a) = Bolb)= 22 =0,
ve ¢ > 1 tam sayis1 icin
G,
F(l—t;a) = F(l—-tb)=n(l-1)= o
F(l—tiab) = ((1—t)= -2t
oldugundan
1 M + 1 1 n+1 + 1
= 4Bn+m s GnGm+1 - GmGn+1
m+1 n+41
elde edilir.
e a(m) = x(m) veb(m) = (=1)""" alimrsa
B,(2) = B B(H)=(1-2)B="2,
G
%0 (a) = B()’X = %0 (b) 0 O,
ve { > 1 tam sayisi igin
B
F(l-ta) = L(1-t;x)= t”‘, FU—t;b)zn(l—t):%,
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oldugundan
| ’"“(m+1>G_B . i“(nﬂ)g :
m+1 s ] J2n+m+1-4,x n4+1 = ] 7x Fntm+1-3

elde edilir.
e a(m)=1veb(m)— (l'n-f-
B, (a)
%0 (a)

ve t > 1 tam sayisi icin

2(n+m) Enym-15 (0)

o Bn,xGm+1 = GmBn+l,x
m+1 n+1

) alimrsa

Bj, %J (b) == %Ej—ly
BO = 1, %0 (b) _ 0,

F(l—ta) = ((1——t)-—-~§-t-,
1
F(l—tb) = F(l—tab) = B(1—1) = 21
oldugundan
‘1 m+1 m+1 -
14 ( ; >.7Ej—1Bn+m—|—1—j
=1
1 n+1 n+1
—— B, 1—5) Bnim-s
n+1j=1( j ) i(n+m+1—73)Enim;
_—71—_-'{-—1_—En+m + (n + ’ITL) En-{—m——l = BnEm e n+ lEm—-an-H
elde edilir,

e a(m)=b(m)= (me> alinirsa

B, (@) = B, () =

ve ¢ > 1 tam sayis1 i¢in

F(1—t;a)

F (1 —t;ab)

2B; 1, Bo(a) = Bo (5) =0,

Eiy

2

F-tb)=8(1—-1t)=

A(l-—-t):(zt'l—l)%

b

54




BULGULAR VE TARTISMA A. UNAL

oldugundan
1 m+1 m+1
— B 1—7)Epim—;
milez\ )J nrm L ) By
1= (n + 1) :
— )iBia(ntm+1—3) Bypmy
n+1 o ]
= —nE, 1E,—mE, 1E,—4(2"™ ' — 1) Byim
elde edilir.

Bu alt boliimde 6zet olarak, Bernoulli sayilar ve ilgili say1 dizileri icin dogrusal olma-
yan ifadeler elde edilmistir. Bu dogrusal olmayan ifadeler girisim tipli 6zdeslikler olarak
degerlendirilebilir. Bu tipte olan 6zdesliklere verilebilecek en klasik 6rmek Euler 6zdes-
ligidir. Bu tiir 6zdesliklerin cesitli varyasyonlar: ve genellemeleri i¢in Dilcher ve Vignat
2016 kaynag1 ve oradaki kaynakga incelenebilir. Ozel olarak, Woodcock tarafindan veri-
len A, = Anmn bagimtisi, Pan ve Sun (Pan ve Sun 2006) ve Chu (Chu 2012) tarafindan
Bernoulli ve Euler polinomlar i¢in genisletilmistir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, matematiksel analiz ve sayﬂar teorisinde 6nemli konumlara sa-
hip olan Riemann zeta, Hurwitz zeta ve Dirichlet serilerinin bazi genellemeleri ele alin-
mistir. Bu genellemeler, Bernoulli sayilan ve ilgili say1 dizileri ile Bernoulli polinomla-
rin igeren simetrik toplamlarin elde edilmesinde kullamlmugtir. Daha acik bir ifade ile
5,z € C,Re(s) > 2,Re(z) > 2ve 0 < z < 1 ozelliginde olan z € R i¢in

1
Y (s,2,1) (Z_l)zz(m—l—xs T(nt2)

n=0 m=0
m<n

1
—(s—=1) Zz(m—{-x (n+x)z"1

n=0 m=0
m>n

iki degiskenli Hurwitz tipli zeta fonksiyonu,

d
L(s,5) =d* =Y x (N H (s,2,2)
r=1

iki degiskenli Dirichlet L-fonksiyonu ve a ve b periyodik aritmetik fonksiyonlarina bagh

‘ a(n)b(m) a(n)b(m
Y (57 z; 4, b) 1) Z 7%;1 nsmz=1 mzl ; ,ns——lmz
m<n ;n>n
iki degiskenli Dirichlet serisi tammlanmistir. Y (s, z,z) ve Y (s, z; a, b) fonksiyonlarinin
sagladif resiprosite bagintilan pozitif n ve m tam sayilan icin

n+1

n+1 Z (=17 (n t+ 1) B Bpimii1-r (2)

1 = /m+1
e (—1) ( )Ban-l—m-i-l-—r (IL')

m—l-lr=1 T
_ Bu1(®)Bn(@) | B () Ba (3)
n-+1 m+1
n+m-+2
n-rm Bnm b
+(n+1)(m+1)B+ +1 (%) + Bnym ()

1 m+ m+1 1 n+1 n+1
m-+1 ; ( j )BJ,XBn+m+1~j + m ; ( ] B; Bn+m+1—_7,x

Ban+1,x Bn+le,x o Bn+m+l,x -
m+41 n+1 n+1

n+m,x»
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1 m-+1 (m+ 1) 1 n+1 ’I'L+ 1
BJ xBn+m+1~J,x Tt z . >Bj,xBn+m+1—j,x
m+1 ~ j n+1 o\ 7

Bn,meH,x + Bm,xBnH,x

= ""Bn 5
m+1 n+1 Fmxt

m41 n+1
m1 1 n+41
2 ( )G Brami—s = 57 2. ( j )B"G”’"“‘j

Gn+m+1 o BnGm-H i Bn+1Gm
n+1 m+1 n+1

3

= Gn+m +

1 S /m+1 1 & /n+l
mrl ( ; )G Gnymt1—j + — ] Z ( j )G Grim+1-;
i=1

GnGm+l o Gn+1Gm
m+41 n+1

b

= 4Bn+m e

1 & ( m+ 1) 1 & /n+1
T Z G; Bn+m+1—_7,x By xGn+m+1-—_7
m+ 1 §=1 '7 n+ 1 j=1 J

Bn,xGm+1 s Bn+1,xGm
m+1 n+1

4]

= 2(n+m)Epim 15 (0) -

1™ m+1Y\.
——Z( i >.7Ej-an+m+1—j

1 Hn+1
1= ) EnymiB;
+n+12( ; )(n+m+ §) Entm-—3B;

1
= BuFp+ ——Fp 1Boys - nimy

——‘_“‘"Enm“ Enm——;
n+l w1 Dmim = (™) Bnimo

ve
1 ™ m+1\. .
WZ( j )JEj-l(n+m+1—J)En+m~j
=1

+ 1 'n+1(n+1

= 1By 1Ep+mEy 1B, +4(2™ ' —1) By

)jEj-l ('ﬂ +m+1-— ]) En+m—-j

seklinde ifade edilen dogrusal olmayan girisim tipli toplamlarin elde edilmesine olanak

saglamistir.
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Bu tez calismasinda kullamilan temel materyallerden olan Euler-Maclaurin Toplama
Formiilii ve periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiilii, tanimlanan fonksiyonlarm ana-
litik devam tartismalarinda kullanilabilir. Oregin, Y %(1%) Dirichlet serisinin analitik de-
vam periyodik Euler-Maclaurin Toplama Formiiliiniin sonucu olarak elde edilir. Ayrica,
S (a;x) = 3, <, a(n) olmak iizere S (a;z) = O (z°) (karsilik olarak S (b; z) = O (2?))
kabul edilirse Y (s, z; a, b) fonksiyonu tiim (s, z) € C x C degiskenleri icin bir meromorf
fonksiyon olarak genisletilebilir.

Y (s, z; a, b) fonksiyonunun meromorfik devamu, kath zeta fonksiyonlar kullamlarak
da ifade edilebilir. h ile g, sirasiyla, a ve b periyodik aritmetik fonksiyonlarin periyotlan
olsun. Bu durumda, Y (s, z; a, b) fonksiyonunun tamminda yer alan

bm
zzmgl

n=1 m=1

m<n
toplami
n)b(m n+m)b(m
DR 5 0 s
seklinde ifade edilebili?.sn
n = hgN+i, 0<i<hg, N=0,1,2,...,
m = hgM+j, 1<i<hg, M=0,1,2,...,
yazilirsa

1
(870, B) = ZZ (N +a)*(N+M+p8)°

N=0 M= o
cift kath Hurwitz zeta fonksiyonu olmak iizere (Matsumoto 1998)

00 .00 hg—1. hg
Syl _ Y S ai+i)b0)

m<n

1
XZZ (N + M)hg+i+3)° (hgM + 5)*

N=0 M=0

hg—1 hg [N .
= (R D D ali+5)b(0) G (z—l,s;f—g—,’,fg])

i=0 j=1

elde edilir. Benzer sekilde Y (s, z; a, b) fonksiyonunun taniminda yer alan

a(n)b(m
oy i m)im)
m=1 n=1
m>n
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toplamu i¢in
00 oo hg—1 ‘hg A 3 .
a(n)b(m) 1-z-s S 147
n;; ns— 1mz (h ) ZO; b(z+.7>§2( 7 ’hg’ hg
m>n

bulunur. Dolayisiyla, Y (s, 2;a,b) fonksiyonunun devamu, (, (s, z; a, §) ¢ift kath Hur-
witz zeta fonksiyonunun analitik devamu ile ifade edilebilir. Cift kath Hurwitz zeta fonk-
siyonu ve ilgili fonksiyonlarin analitik devam tartismalann Akiyama ve Ishikawa 2002,
Arakawa ve Kaneko 2004, Kaneko ve Tasaka 2013, Matsumoto 1998, Matsumoto 2003,
Matsumoto ve Tanigawa 2003, Murty ve Sinha 2006 ve Terhune 2004 kaynaklarinda ele
alinmugtir.
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