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OZET

fJg boliimden olugan bu galigmada iki dogru demeti ve genel bir cember
demetinin olugturdugu biitiin altigen dokular belirlenmigtir.

" Beg kisimdan olugan birinci boliimde doku geometrisine ait bazi temel
kavramlar verilmigtir. Birinci kisumda ligli egri dokusu ve altigen doku
tanim, ikinci kisimda Pfaff Formlarinin tanimi ve Pfaff Formlarinin dig dife-
ransiyeli verilmigtir. Ugiincii kissmda bir dokunun Pfaff Formlar: gikarilmus,
dérdiincii kisimda da bir dokunun diferansiyatérleri gosterilmig ve son olarak-
ta bir dokunun bagimlilig: diyebilecegimiz Pfaff Formu ile egriligi bulunmus-
tur. Bir dokunun altigen olmasi igin gerek ve yeter gart olan & egriliginin
6zdes olarak sifira egit veya ayni anlama gelen dokunun bagimlihiginin tam
diferansiyel (v = p(z,y)dz + ¢(z,y)dy = %5 = g—g olmasina dikkat g¢ekilmig-
tir.

Iki kissmdan olugan ikinci boliimde iki dogru demeti ve genel bir gember
demetinin elde edilmesi ele ahnmigtir. Birinci kisimda iki dogru demeti ve
genel bir cember demetinin elde edilmesi i¢in gerekli olan evirtim tanimi veri-
lerek evirtim formiilleri ve genel ¢gember demetlerinin denklemleri elde edil-
migtir. Ikinci kisimda da evirtim kullanilanarak iki dogru demeti ve genel bir
cember demetini olugturan biitiin haller incelenmigtir.

Dért kisundan olugan tglinci bolimde iki dogru demeti ve genel bir
¢ember demetinin olugturdugu altigen dokular tiimii ile incelenmigtir. Birinci
kisimda 6nce demetlerin altigen doku olugturmasi icin gerek ve yeter gart olan
dokunun egriliginin sifira egit olmas1 kogulu hesaplanmigtir. Bundan sonraki
kisimlarda da tekrardan kaginmak igin dogrudan altigen doku olma sartindan
hesaplara baglamilmmgtir. Daha sonra iki dogru demeti ve genel bir hiperbo-
lik, ikinci kisumda iki dogru demeti ve genel bir eliptik, liginct kisimda iki
dogru demeti ve genel bir parabolik, dordiinci kisimda da iki dogru demeti
ve genel bir ayni1 merkezli cemberler demetinin hangi gartlarda altigen doku
olugturdugu tiimi ile incelenmigtir.
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HEXAGONAL 3-WEB BY TWO PENCILS OF STRAIGHT
LINES AND A PENCIL OF CIRCLES

SUMMARY

In this work, all of the hexagonal 3-webs formed by two pencils of straight
lines and a pencil of circles are determined.

The work consists of three parts. In the first part, some fundamental
concepts of the Web Geometry are given.

Let ¢; (¢ = 1,2,3) be three families of lines which cover the region R
simply and suppose that throught each point (z,y) of R there passes one and
only one line of each family, three families of lines be given by the equations

U(z,y) =u; =sbt (:=1,2,3). (0.1.1)

Assume that the partial derivatives

i v,
oz ' Oy’

(0.1.2)

are not both zero and that the functions Uj(z,y) are analytic in R. The
functional determinants
o(U;, Ug)

HNz,y)

are supposed to be non-zero and any two lines each of which belongs to
different families have no more than one common point. Three families of
lines satisfying the above properties are said to form a 3-web and is denoted
by M. A web M is said to be hexagonal in region R, if it is formed by three
families of parallel straight lines [1].

An expression such as

w = p(z,y)dz + q(z,y)dy , (0.1.4)

(0.1.3)

is named as a Pfaffian in two variables.
The poler product of two Pfaflians

w; = pi(z,y)dz + gi(z,y)  (i=1,2), (0.1.5)

is defined by
[wlawZ] = (p1Q2 - pqu)[dﬂ:,dy] ’ (016)

where

[dz, dy] = ~[dy, dz].



The poler product has the follawing properties:
(w1, wa] + [wa,w1] =0,

[wi, w2 + w3] = [wr,ws] + [wr,ws] . (0.1.7)
[fwlawz] = f[wlawz] ’
where [ is a scalar. Exterior differential of a Plallian , denoted by dw, is

defined as
dw = [dp, dz] + [dg, dy] = (¢» — py)[dw, dy] . (0.1.8)

In the second part, using the concept of inversion, two pencils of straight
lines and a pencil of circles are obtained from three appropriate pencils of
circles.

Consider a circle with center O and of radius R. The point A’ is called
the inversion of a point A with respect to the given circle [2], if the following
conditions are saisfied: '

i) The points A and A’ are on the line through O.

ii) OA’.OA = R?. From this defination it follows that

__ BX-a )
TE Xty -t Y VT (X —a2+ (Y )

Let z be a complex number and let y be its conjugate. Then, the equation
of an elliptic pencil with base points e; , e; is

+b. (0.1.9)

wy._. Ell_;e_flm — Q%Ez.y + ﬁ%‘g‘_e,z._*_ )
(0.1.10

Al(ey —ey)x — (e1 —ex)y + erey, — ejex].i =0,
while the equation of an hyperbolic pencil with null-circles 2, and A, is

zy+ (—h)z + (hr)y + hahi+
(0.1.11)
A[(hy = hy)z + (he — ha)y + hahy — hahp] =0 .

On the other hand, if a is the base point and u is the straight line carrying
the centres of the circles of the pencil, then the equation of a parabolic pencil
is of the form

zy—dz—ay+tad +A(vs+uy—au—au)=0 (0.1.12)

By taking inversion with respect to one of the base points of an elliptic
pencil, this pencil transforms to a pencil of straight lines. In the same way,
by taking inversion with respect to the base point of a parabolic pencil, it
transforms to a pencil of parallel straight lines. To obtain pencil of straight
lines, the inversion elliptic or parabolic pencils must be taken [3].



In the third part, all the hexagonal 3-webs formed by two pencils of
straight lines and a pencil of circles are obtained.

In order to simplify the calculations, equation of pencils of straight lines
are taken as

ai(z +y) + 26 + A(—ic(z —y)+2d,) =0, (0.1.13)

and
(al - Zbl).'ll + (a1 + Zbl)y = 2)\ . (0114)
For example, let the pencils be

Uy = a1 (z+y)+20

- -—ic;(a:—y)+2d1 ’

up = St Es (0.1.15)

- —z'cg(z—y)+2d2 ?

U = sy—hjz—hiy+hih)
3 = (RL=RD)z+(hzs—h1)y+h1h| —hah} *

By differentiation we get, from (0.1.15)
Aldz + Ady =0,
B'dz + Bdy =0, (0.1.16)
C'de +Cdy =0,
where we have put
A = 2iayc1y + 2ibic; — 2a4d,;
B = 2iazcay + 2tbyca — 2a2ds (0.1.17)
C = (hy — Wy)a? — (B — W) (ha + ba)e + (B — W)y
The differantial form o; (2 = 1,2,3) of the web, satisfying the condition
o1+ oatos=0, (0.1.18)

are obtained in the form

o1 = fl(A’d.’E + Ady) ’
O9g = fz(B'dx -+ de) N (01.19)

03 = f3(C'd£L' + Cdy) s
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where

fi=BC-C'B,
fa=C'A-AC, (0.1.20)
fsa=A'B—-BA.

Taking the exterior diffentials of o; and remembering that
dai = HzQ 3 (Z = 1,2,3) ’ (H1 + Hz + H3 = 0) ) (0121)

) = [04, 05] being the element of area of the web, we find for the dependency
~ and for the curvature k of the web

v = H2.0'1 - H1.0'2 (= H3.0'2 - H2.0'3 = H1.0'3 - H3.0'1) ) (01.22)

dy = kQ . (0.1.23)
From we get (0.1.19)

Q= [o1,00] = (LA faB - f2B'fiA)[dz, dy] ,
= fifa(A'B — B'A)[dz, dy] , (0.1.24)
= fifafsldz,dy] ,

doy = (fieA+ fids — f1,A" — fiA4))|dz, dy] ,

doy = (fuB + foBys — foyB' — foB!)dz, dy] , (0.1.25)

dos = (f3.C + foCr — f2,C' — f2Cl)\da, dy] ,

where fi; and f;, denote, respectively, the partial derivatives of f; with res-
pect to z and y.
By (0.1.24) and (0.1.25), we obtain for k; (¢ =1,2,3)
H = il fiho = [y = 1)
Hy, =75 (B+ fiBo— fuB — [1B) (0.1.26)
H = flf}zfs'(f&”c + f3C$ - fSyC' - fac;,) .

We see from (0.1.22) that the expression for v takes the form

v = p(z,y)dz + q(z,y)dy , (0.1.27)
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where have put
p(way) = fT};E[ (f2a:B + fZBx - nyB, - f2B;)f1A,—‘
(flztA + fle - flyA’ - flA;;)fZB,] b

q(z,y) = ﬁj‘;j;[ (foeB + faBz — foy B' — faB,) f1A—

(0.1.28)

(fle + flAa: - flyA, - flA;)fZB] .
The necessary and sufficient condition for M hexagonal is that the relation

dp Jq
===, 0.1.29
dy Oz ( )
be satisfied identically in = and y.
The calculatians for obtaining the identity (0.1.29) are very long and
complicated. Therefore, the calculations are carried out by computer.
Even if the pencil of straight lines is chosen as

(a1 — b))z + (a1 + b))y + ¢1 + A[(@1 — 2b1)z + (a1 + b1 )y + 1] = 0, (0.1.30)

it is difficult to carry out the calculations by a computer.

When the calculations are carried out to obtain the hexagonality condi-
tions we obtain the pencils of straight lines and a pencil of circles as follows:

1-a) In a rectangular coordinate system, a pencil of straight lines with
the vertex point (a,b), a pencil of parallel lines, and a hyperbolic pencil one
of whose null-circles is the point (a, b).

b) The pencils of two straight lines with vertices (a,b) and (c,d), and a
hyperbolic pencil whose null-circles are points (a, b) and (c, d).

2) The pencils of two straight lines with vertices (a, b) and (c, d), and an
elliptic pencil whose base points are (a, b) and (¢, d).

3) In a rectangular coordinate system, a pencil of straight lines with the
vertex point (a,b), a pencil of parallel lines, and a parabolic pencil whose
base point is (a, b).

4-a) In a rectangular coordinate system, a pencil of straight lines with
the vertex point (a,b), a pencil of parallel lines, and the pencil of concentric
circles.

b) Two pencils of parallel straight lines which are perpendecular to each
other and the pencil of concentric circles.
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BOLUM 1. DOKU GEOMETRISINE AIT BAZI
TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Dizlemde ﬂglﬁ Egri Dokular: ve Altigen Dokular

Bir R bolgesinde R yi basit olarak 6rten bir C; egri ailesini , yani R nin
herhangi bir z,y noktasindan yalmz bir tek egrisi gecen bir aileyi goz oniine

alalim. C; nin

Ui(z,y) = u; = sbt (1=1,2,3) (1.1.1)
denklemi ile verildigini
ou; oU; 1)
Oz’ Oy h

kismi tiirevlerinin R de aym1 zamanda sifira egit bulunmadiklarimi ve U;(z, y)
fonksiyonlarininda R de analitik oldugunu kabul edelim. R de bu tarzda
tammlanan Cy, Cy, C3 gibi fig egri ailesinin ikiger ikiger determinantlarinin R

de (sifirdan) farkh yani

o(U;, Uk) A .
By PO k=233151,2) (1.1.3)

oldugunu ve farkl ailelere ait iki egrinin birden fazla ortak noktas: bulun-
madigini kabul edelim. Bu gekilde ortaya gikan gekle iicli egri dokusu veya
kisaca doku diyecegiz ve bunu M ile gosterecegiz. Burada R bolgesinin M
dokusuna gore konveks oldugunu yani dokunun R den gegen her egrisinin R

yi stirekli bir egri boyunca kesmekte oldugunu kabul edecegiz.

R de M dokusunu veren (1.1.1) denklemleri arasinda « ve y yi yok edersek
ayni noktadan gegen dogru egrileri igin

W(Uy, Uz, Us) = 0 (1.1.4)

seklinde bir bagint: elde ederiz. Bu bagintiya doku denklemi denir.

R diizleminde birbirine parelel olan li¢ dogru ailesinden olugan bir M
dokusu alalim. Bdyle dokuya altigen doku diyecegiz [1). R diizleminde affin



bir transformasyonla bu ii¢ dogru ailesinin bir egkenar li¢genin kenarlarina

parelel olmalarini temin etmek mimkiindiir. Doku dogrularinin
ar+byt+e=u; (1=123) (1.1.5)
denklemleri o tarzda norme edilebilirki , doku denklemi
W=u+uy+uz=0 - | (1.1.6)

seklini alsin.
1.2. Pfaff Formlan

x ve y gibi iki serbest degigkenin p(z,y) ve ¢(z,y) gibi iki fonksiyonu ile

olusturulan ve z ile y diferansiyelleri cinsinden olan

W = p(z,y)de + q(, y)dy (1.2.1)

seklindeki ifadelere iki degigkenli Pfaff formlari denir. Pfaff formlar {izerinde

dig carpim (poler ¢arpun) ve dig diferansiyel tammim verelim.
Wi = pi(z,y)dz + qi(z,y)dy (4 =1,2) (1.2.2)
olmak ve [w;, w;] Pfaff formlarinin dig carpim  gbstermek lizere
[w1, 2] = (P1g2 — paqu)[dz, dy] (1.2.3)
geklinde tamimlanir. Burada
[dz, dy] = —[dy, dz] (1.2.4)

olup dig carpim su 6zelliklere sahiptir

[wla 'LU2] + [w2aw1] =0 (1.25)
[w1, wg + wa] = [wy, wa] + [wy, ws] (1.2.6)
[fwi,wa] = flws, ws (1.2.7)

burada f bir skaleri gostermektedir.



(1.2.1) Pfaff formunun dig diferansiyeli dw ile gosterilir ve
dw = [dp, dz] + [dq,dy] = (¢, — py)|dz, dy] (1.2.8)
seklinde tanimlanir.
Dig garpim ve dig diferansiyelin bazi 6zelliklerine bakalim. [wy,ws] = 0 ise

wy ve wy Pfaff formlar lineer bagimhidir. Bunun terside dogrudur. Gergekten
(1.2.3) denleminde [dz, dy] # 0 oldugundan

P@e—pq1=0 pr@a=pan w1 =Awy (1.2.9)
bulunur. Tersi i¢in wy, = Aw; ise
[wy, wa] = [Awq, wy] = A[wq, wz] =0 (1.2.10)
bulunur.

J bir skaler ise

d(fw) = [df,w] + f dw (1.2.11)
dir. Dig diferansiyel tanimindan

d(fw) =d(fpdz + f,dz)
= (foq + fyp)lde, dy] + f(gz — py)ldz, dy] (1.2.12)
= [df ,w] + f dw

bulunur.
1.3. Bir Dokunun Pfaff Formlar:

Bir M dokusunun C; egri ailelerini baglangigda oldugu gibi
Ui(z,y) =u; = sbt (1 =1,2,3) (1.3.1)

denklemleri ile gosterelim. du; tam diferansiyellerinin her birini g;(z,y) # 0
gibi bir ¢arpan ile ¢arparsak

o1 = g1duy = G1U1dz + gy U, dy (1.3.2)



ve digerlerini kisaca
o] = gldul 0o = ggdU2 03 = ggdu;g (1.3.3)

ile gosterirsek bu Pfaff formlarina M okusunun Pfaff formlar1 denir. Burada

g: carpanlarimi oyle segerizki

o1+ 03+03=0 (1.3.4)
olsun. Bu ancak
* g;

seklinde olur.

Bu Pfaff formlar1 (1.2.5), (1.2.6) , (1.2.7) denklemlerini saglarlar. (1.3.4)
ve (1.2.6) bagintilarindan

[01’02] = [0'25 03] = [037 01] (136)
oldugu goriiliir.
lo1,00) = O (1.3.7)

ile gosterilen bu bagintiya M dokusunun alan elamam diyecegiz. (1.3.5)
normlanmasina gore

0 =—=0 (1.3.8)

olacaktir.
o min tam diferansiyel olmas: igin do = 0 olmalidur.
1.4. Bir Dokunun Diferansiyatorleri

Bir dokunun (1.3.4) i saglayacak gekilde normlanmig olan ¢; Pfaff form-
larinin dig diferansiyelleri olugturulursa bunlar dokunun € alan elamanindan
h; skaler carpanlar1 kadar fakeder. Gergekten (1.2.8) ve (1.3.7) denklemleri
goz oniinde tutulursa

A= P g _ b0 (1.4.1)

dO'l =
P192 — P2q1



bulunur. Benzer sekilde
d0'2 = th d0'3 = h3Q (142)

elde edilir.
do; = h;Q) (1.4.3)

esitligindeki h; fonksiyonlar: (1.3.4) denklemi geregince
hy+ hy+ ha =0 (1.4.4)

bagintisini saglarlar. h; lerin (1.3.5) normlanmasina gore nasil degigtiklerini
gorebilmek icin diferansiyatorler kavramimi verecegiz. f bir skaler olmak
lizere df tam diferansiyeli %‘”5 i¢in lineer bagimsiz oy, 0y Pfaff formlarn yar-

dim ile lineer olarak

df = fo01— fio2 (1.4.5)

seklinde ifade edilir. f; ve f; ye oy, 0 Pfaff formlarina gore tiirevleri diyece-

giz. (1.4.5) denklemini gostermek icin
oy =pidz + qidy 09 = padz + qody (1.4.6)
olmak {izere dz ve dy ler bulunup
df = fzdz + f,dy (1.4.7)

denkleminde yerine konursa (1.4.5) bagintis: bulunur. (1.3.7) ve (1.4.5) denk-

lemlerinden

[df,01] = 1 [df, 00] = fo (1.4.8)
elde edilir. Genel olarak
[df,0:] = fiQ (1.4.9)
bagintilar:
fitfat fa=0 (1.4.10)

denlemini saglarlar. &; diferansiyatori
fi=0f (1.4.11)

bagintis1 ile tammlamr. 8; + 8; + d3 = 0 (1.4.10) den goriilebilir.



1.5. Bir Dokunun Bagimhihig: ve Egriligi

(1.3.5) normlamasinda h; ler (1.4.3) e gore
do} = b)Y (1.5.1)

geklinde yazilirsa
hi = g(hi — % (1.5.2)

olur.

M dokusunun bagimhiligr diyebilecegimiz
v = h30‘2 - h20'3 = h10'3 - h30’1 = h20'1 — h10'2 (153)

Pfaff formunu olugturabm. Bu durumda (1.5.2) bagintis1 ile v nin norm-

lanmug sekli igin
*

g = h;d; - h;d; 1
5.4
= v — d(logg) (1:54)
bulunur. -« nin dig diferansiyeli igin
d’)’ = [dhg,O’l] + h2d0’1 = [dh],O’z] - h1d0'2
= (hgl _ h]g)Q (155)

= k)

bulunurki bu invaryantir. Buradaki k skalerine dokunun egriligi denir.

Bir dokunun altigen olmast icin gerek ve yeter kogul , k egriliginin 6zdes

olarak sifira egit olmasidir.

Bu teorem 0y = dx 03 =dy 03 = —d(z + y) alinarak gosterilebilir.



BOLUM 2. IKI DOGRU VE GENEL BIR CEMBER
DEMETININ ELDE EDILISI

2.1. Evirtim Tamim ve Genel Cember Demetleri

Evirtimin Geometrik ve Analitik Tanimi : Merkezi O ve yan ¢apiR
olan ¢ember alalim. A’ noktasina; agagidaki sartlar saglandiginda A nin
verilen daireye gore evrigi denir.

i) O ,A veA’ noktalar1 O dan gegen bir 151n {izerinde bulunur. (2.1.1)

ii) OA'.OA = R? (2.1.2)
A nin evrigide A’ diir.(Yine ayni daire igin)

Diizlemde her A noktasma A’ evrigini tekabiil ettiren doniiglime dlizlemin

verilen bir daireye gore evrigi veya sadece evirtim denir [2].

Verilen daireye evirtim dairesi: merkezine evirtim merkezi veya evirtim
kutpu , yarigapina evirtim yarigapt ve yarigapin karesine evirtimin kuvveti
denir. Evirtimle birbirine tekabiil eden iki gekle evrik gekil adi verilir.

Evirtim kutpunun evrigi olmadigindan evirtim, diizlemin kendisine bire-
bir doniligimi degildir. Bir evirtim, kutup noktasinda delinmig diizlemin

kendisine olan birebir bir tasviridir.

Simdi evirtim doniigimiint formile edelim. Yarigapr k& olan ¢ember ve
cemberin i¢inde A noktasini alalim (Sekil 1). (2.1.1) geregince A nmin A’
evrigini OA 1gm lizerinde alalim. (2.1.2) geregince de

OA.0A = k? (2.1.3)

olacaktir. A min koordintlarim (X,Y’), A’ niin koordintlarimi (z,y) alirsak



tiggen benzerliginden (veya dogru denkleminden)

x X
—-= = 2.1.4
t- 2 (2.1.4
elde edilir. OA ve OA’ niin uzunlugu
OA = (X?4Y?H/? OA = (2? + y*)'/? (2.1.5)

olmak fizerc (2.1.3) denkleminde yerine konur ve (2.1.4) esitligi kullanilirsa

k*X k*Y

elde edilir.
Alx,y)
‘Seki] 2.1
Brirtim
Ozel olarak k = 1 almarak
X Y ‘
O(k = 1) €r = W y pmd W (2.1.7)

yazilir. Genel halde O noktasimin koordinatlari (a,b) ise bu durumda formi-
limiiz
_ k*(X — a)
(X —a)?+ (Y - b)?

(Y -))
VE X —ar+ (Y —b)p

+a +b  (2.1.8)

olacaktir.

Evirtimin Ozellikleri:
i) Iivictim merkezinden gegen bir dogru evirtimle kendisine dénitigiir.
i1) Merkezi evirtim kutpunda olan bir gember evirtimle ey merkesli gem-

bere donisgtir.



iii) Evirtim ¢emberine dik olan ¢ember evirtimle kendisine doniigiir.

iv) Evirtim merkezinden gegen bir ¢ember evirtimle dogruya doniigiir.

v) Evirtim merkezinden gegmeyen bir dogru evirtimle evirtim merke-
zinden gecen bir ¢embere doniigiir.

vi) Evirtim merkezinden gegmeyen bir gember evirtimle bagka bir gembere

doniigiir.

Biitiin bu ozelliklerin dogru oldugunu (2.1.8) denklemlerini kullanarak

kolayca gorebiliriz.

Genel Cember Demetleri: Bolim 3 de altigen dokular incelerken
problemlerin ¢oziimiinde kolaylik olmasi igin aym anda gergel ve kompleks
sayilann kullanacagiz. Dolayisiyla dogru ve gember demetlerinin bize hem
gergel hem de kompleks denklemleri gerekecektir. Kompleks diizlemde z
degigkeninin eglenigini y, a ve b sabit noktalarinin egleneklerinide sirasiyla a'
ve U/ ile gosterelim. Buna gore kompleks diizlemde a ve b sabit noktalar: ve-

rildiginde, #=% kompleks sayisin1 modiilu £, argiimani ¢ olmak tizere
s 2ob p y y arg 14

z _Z =te" , (t,p reel) (2.1.9)

7
geklinde yazabiliriz. Burada ¢ modiili, z noktasinin a ve b noktalarina olan
uzakliklarinin oranini, ¢ argiimam ise ¢ ve z noktalarini birlegtiren dogru
ile b ve z noktalarini birlegtiren dogru arasindaki agiy1 gostermektedir. Eger
t = sbt tutulur ¢ parametre olarak birakilirsa sifir ¢emberleri a,b nokta-
lar1 olan hiperbolik demete ait bir ¢gemberin, ¢ = sbt tutulur ¢ parametre
olarak birakilirsa temel noktalari a,b olan eliptik demete ait bir ¢emberin
denklemi olacagi agiktir. (2.1.9) dan

z—ay-—"b
z—by—a

P=m—ay—d
z—by—-V

2 __

(2.1.10)

e

yazabiliriz. Burada @ yerine e, , b yerine e; koyarak temel noktalari e, e;
olan bir eliptik demetin denklemi (demetin ¢ = 0 ve ¢ = 7/2 elamanlari kul-
lanilarak):
zy— Gi%g - afay y detad
(2.1.11)
(e} — eh)z — (e1 — e2)y + er€y, — €lez].t = 0
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ve sifir gemberleri hy, hz olan bir hiperbolik demetin deklemi de (demetin

t =0 ve t = 1 elamanlari kullamlarak)

zy+ (—hi)z + (h1)y + by +
(2.1.12)

geklinde elde edilir.(Bu iki denklemde de X reel parametre).

Temel noktas: a ve merkezler dogrusunun dogrultusu u olan parabolik bir

demetin denklemi ise: 2= sayisinin (p reel) argiimammn (r/2) + 2k

T—a
oldugu yazilarak '

— — — , —
e (2.1.13)
rT—a y—a

dan (—p/2 = X olmak {izere)
zy—ad'z—ay+ad + A\(vz+uy—du—au)=0 (2.1.14)

geklinde elde edilir.(\ reel parametre) [3]

Elde edilen genel ¢cember demetlerini kartezyen diizlemde yazmak igin
yerine X +:Y , y yerine X —iY , e; yerine P, +tR; , e; yerine P, + iR, , by
yerine S; + ¢17 , hy yerine Sy + 13 , a yerine A + ¢ B ,u yerine U; + tU; koy-
mak yeterli olacaktir.(Burada X,Y, Py, P2, Ry, Ry, 51,52, 11,15, A, B,Uy, Uz
Sayilari reeldir.) Bundan sonra biiylik harfler iceren denklemleri kartezyen ,
kiiglik harfler iceren denklemleri kompleks diizlemde diigiinecegiz. Buna gore
kartezyen diizlemdeki genel ¢ember demetleri goyle olacaktir:

a) Eliptik demet

X+ Y?— (P + P)X — (R + Ry)Y + PP, + Ry Ry+

(2.1.15)
)\[2(1)2 —_ Pl)Y - 2(R2 - R])X + 2P1R2 —_ 2R1P2] = 0
b) Hiperbolik demet

X+ Y225 X -2NY + S+ T3+

(2.1.16)
M2(Sy — S)X + 2Ty~ Ty)Y + S2+ T2 — S2— T2 =0
c) Parabolik demet
X?+ Y?—-2AX —2BY + A* + B*+

(2.1.17)

MMUr1 X + UY — AUy — BUp| =0
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Elde ettigimiz denklemlerin evirtimlerine bakarsak; bir eliptik demetin
temel bir noktasindan birine gére alinan bir evirtim ile demetin bir dogru
demetine, bir hiperbolik demetin sifir gemberlerinden birine gore alinan bir
evirtim ile demetin bir ayn1 merkezli gemberler demetine, bir parabolik deme-
tin temel noktasindan alinan bir evirtim ile demetin bir paralel dogrular
demetine doniigecegini (2.1.8) denklemlerini kullanarak kolayca gorebiliriz.
Ayni gekilde (2.1.8) denklemlerini kullanarak, temel noktalar: digindaki bir
noktaya gore alinan bir evirtimle eliptik demetin eliptik demete, sifir gember-
leri digindaki bir noktaya gore alinan bir evirtimle hiperbolik demetin hiper-
bolik demete, temel noktas: diginda alinan bir noktaya gore parabolik deme-

tin parabolik demete doniligecegini gorebiliriz.
2.2. Genel Cember Demetlerinin Evirtimi

1Iki Dogru ve Genel Bir Gember Demetinin Elde Edilisi: Bir dogru
demetinin ancak eliptik demetin temel noktalarindan birine veya parabo-
lik demetin temel noktasina gore alinan evirtim ile elde edilecegini (2.1) de
soyledik. Buna gore iki eliptik demetin birer temel noktasimn cakigik ol-
mas1 ve bu ortak noktaya gore alinan bir evirtim ile demetlerin, iki dogru
demetine,iki parabolik demetin temel noktalarinin gakigik olmasi ve bu ortak
noktaya gore alinan bir evirtim ile demetlerin, iki paralel dogrular demetine ,
bir eliptik demetin ve bir parabolik demetin esas noktasinin ¢akigik olmasi ve
bu ortak noktaya gore alinan bir evirtim ile demetlerin, bir dogru demeti ile
bir paralel dogrular demetine doniigecegi agiktir.

Iki dogru demeti ve genel bir cember demetlerini olugturan durumlar ele

alalim.

a) Ug eliptik demetten iki tanesinin birer temel noktalar: cakigik tgiingii
demetin genel konumda bulundugunu varsayar ve sozii gegen ortak noktaya
gore evirtim alirsak, demetlerimiz iki dogru demeti ve bir eliptik demete

doniigmiig olur.

b) Iki eliptik demetin birer temel noktalar: gakisik ve bir hiperbolik
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demetin genel konumda bulundugunu varsayar ve sozil gegen ortak noktaya
gore evirtim alirsak, demetlerimiz iki dogru demeti ve bir hiperbolik demete

doéniigmiig olur.

c) iki eliptik demetin birer temel noktalan cakigik ve bir parabolik deme-
tin genel konumda bulundugunu varsayar ve sozli gegen ortak noktaya gore
evirtim alirsak, demetlerimiz iki dogru demeti ve bir parabolik demete déniig-

miig olur.

d) Bir parabolik demetin a temel noktasinin bir eliptik demetin e; temel
noktasi ile gakigtigini ve bir eliptik demetin genel konumda bulundugunu
varsayar ve sozi gegen ortak noktaya gore bir evirtim alirsak, demetlerimiz
bir dogru demeti bir paralel dogrular demeti ve bir eliptik demete doniigmiig

olur.

e) Bir parabolik demetin a temel noktasimn bir eliptik demetin e; temel
noktasi ile cakigtigim ve bir hiperbolik demetin genel konumda bulundugunu
varsayar ve sozli gegen ortak noktaya gore bir evirtim alirsak, demetlerimiz
bir dogru demeti bir paralel dogrular demeti ve bir hiperbolik demete doniig-

miig olur.

f) Bir parabolik demetin a temel noktasimin bir eliptik demetin e; temel
noktasi ile gakigtigin ve bir parabolik demetin genel konumda bulundugunu
varsayar ve sOzli gecen ortak noktaya gore bir evirtim alirsak, demetlerimiz
bir dogru demeti bir paralel dogrular demeti ve bir parabolik demete doniis-

miig olur.

g) iki parabolik demetin temel noktalarimin gakigik ve bir eliptik demetin
genel konumda bulundugunu varsayar ve sozil gegen ortak noktaya gore bir
evirtim alirsak, demetlerimiz iki paralel dogrular demeti ve genel bir eliptik

demete doniligmiig olur.

h) iki parabolik demetin temel noktalarimin gakigtk ve bir hiperbolik
demetin genel konumda bulundugunu varsayar ve sozli gecen ortak noktaya

gore bir evirtim alirsak, demetlerimiz iki paralel dogrular demeti ve genel bir
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hiperbolik demete déniigmis olur.

i) ﬁg parabolik demetten iki tanesinin temel noktalari gakigik ticiingi
demetin genel konumda bulundugunu varsayar ve sbzii gegen ortak nok-
taya gore bir evirtim alirsak, demetlerimiz iki paralel dogrular demeti ve

bir parabolik demete doniigmiig olur.

i) Iki eliptik demetin birer temel noktas: ile bir hiperbolik demetin sifir
cemberlerinden biri ¢akigtyorsa, bu ortak esas noktaya gore alinan bir evirtim
sonucunda, demetlerimiz iki dogru demetine ve bir ayni merkezli cemberler

demetine dontigmis olur.

k) Bir eliptik ve bir hiperbolik demetin birer esas noktas: ile bir parabolik
demetin temel noktasimin ¢akigmas: halinde , bu ortak noktaya gére alinan
bir evirtim sonucunda demetlerimiz , bir dogru demetine, bir paralel dogrular

demetine ve bir ayn1 merkezli gemberler demetine doniigmiig olur.

) iki parabolik demetin temel noktalari ile bir hiperbolik demetin sifir
cemberlerinden biri gakigiyorsa , bu ortak esas noktaya gore alinan bir evirtim
sonucunda demetlerimiz, iki paralel dogrular demetine ve bir ayni merkezli

¢emberler demetine donligmiig olur.



BOLUM 3. IKI DOGRU VE GENEL BiR CEMBER

DEMETININ OLUSTURDUGU 6-GEN DOKULAR

3.1. Iki Dogru Demeti ve Genel Bir Hiperbolik Demet

iki dogru ve genel bir cember demetinin altigen doku olma kogulunda
gerekli olan dokunun egriliginin hesabi uzun ve karigiktir. Bundan dolay: bu
caligmada iglemler bilgisayarlarda sembolik iglem yapan paket programlar

tarafindan hesaplanmigtir.

Kartezyen diizlemde iki dogru demetinin denklemi
a1X + bly + Cy + /\.(de + ng + Cz) = 0 (311)

geklindedir(A reel parametre). Eger kullanacagimiz dogru demetlerimizi -
(3.1.1) denklemlerinde oldugu gibi alirsak iglemlerin biiyiikliigi nedeni ile
¢6zliim bilgisayarlarda dahi gli¢ olmaktatir. (3.1.1) denklemi yerine dogru

demetini

(11X + bl + /\.(C]Y + dl) =0 (312)
geklinde alirsak bu ( %, %11) tepeli dogru demeti,
GqX + bIY = A (31.3)

geklinde alirsak paralel dogrular demeti olacaktir. Bu iki demet birlikte
genel dogru demetini verir.Inceleyecegimiz dokulardaki dogru demetlerini
(3.1.2) ve (3.1.3) seklinde ele alacagiz. Bu demetleri kompleks diizlemdeki

yazihgi sirasi ile
ar(z +y) + 20 + A(—~ici(z —y) +2d1) =0 (3.1.4)

ve

(a1 - zbl)x -+ (a1 + Zbl)y =2 (31.5)

dir (burada A reel parametre).
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Dogru demetini (3.1.1) de oldugu gibi genel halde alamadigimiz igin prob-
lemlerimizin ¢6ziimii birinci olarak iki tane (3.1.4) geklinde (tepe noktali)
dogru demeti ile genel bir ¢ember demeti , ikinci olarak (3.1.4) ve (3.1.5)
gelinde iki dogru demeti ile genel bir gember demeti ,liglingii olarakta iki tane
(3.1.5) geklinde (paralel) dogru demeti demeti ile genel bir ¢cember demeti

alarak inceleyeceyiz.

i) Demetler

Uy = 21 X +b
1= oY +d

Up = g,’,‘—jﬂ-’;—z (3.1.6)

_ X24Y2-285, X211 Y +-S7+77
= W8-S X12AT-T)Y +53+ T2 -5 —T12

(%

veya kompleks diizlemde

Uy = a1{z+y)+2b

T =i (z—y)+2d;

up = LT (3.1.7)

—tcp (z—y)+2d2

. zy—hiz—hi1y+hih]
3 = (RE=R])z+(ha—hy)y+hi h]—ha k)

geklinde ise (hesaplari kolaylagtirdigi ve sonuglar ayni oldugu igin (3.1.7)
denklemlerini kullanacagiz)

AI = —2ia161y - 2iblc1 - 2a1d1
A=2iq01y + 2ibie; — 2a4d,
B = —2ia2czy - 2ib262 - 2(12(12
(3.1.8)
B = 2ia2c2y + 2'!:6262 - 2a2d2
C" = (ha — hy)y? — (hg — hy)(kj + hy)y + (ha — hy)hyh

C = (b — hy)z? — (hYy — hi)(he + hi)z + (R — hY)hih,
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olmak tizere dokunun diferansiyel denklemleri gunlardar.

Aldz + Ady =0
B'de + Bdy =0 (3.1.9)
C'ldz+Cdy=0

Dokunun oy + 03 + 03 = 0 sartin1 saghyan o; Pfaff formlarimi elde etmek

icin bu denklemleri sifirdan farkli fi, f2, f3 ¢arpanlar ile normlarsak sunlar

cikar; 1
h=BC-C'B
fi=C'A-AC (3.1.10)
fs=A'B-B'A

olmak tizere

o1 = fy(Alde + Ady)
oz = fa(B'dz + Bdy) (3.1.11)

o3 = f3(C'dz + Cdy)

Burada o; ler dig garpim ozelliklerini saglarlar yani
[o1,00] + [02,04] = 0

01,02+ 03] = [01, 0] + [01, 03] (3.1.12)
[fo1,00] = flow,02] (f skaler)

bagintilar: gerceklegir ve o = pdz + qdy olmak iizere o nin dig diferansiyeli
do = [dp, dz] + [dg, dy] = (¢ — py)[dz, dy] (3.1.13)

olarak bulunur. Dokunun alan elamani @ = [o1,0;] tanimlandigina gore
(3.1.11) ve (3.1.12) ozelliklerini kullanarak

Q=[o1,09] = (fiA'foaB — f2B'f1A)[dz,dy]
= fifo(A'B — B'A)[dz, dy]
= fifafsldz, dy]

= [dz,dy] = (3.1.14)

B
fif2fs
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olarak buluruz. (3.1.11) ve (3.1.13) i kullanarak o; (¢ = 1,2,3) dig diferan-

siyelini
doy = (fieA+ fiAz — fi,A' — fiA})[dz, dy]
doy = (faeB + foBs — f2yB' — foB!)|dz, dy] (3.1.15)
doy = (f3:C + fsCs — f3,C" = f3C})ldz, dy]

elde ederiz. (1.4.3) den do = H;Q(i = 1,2,3)(H; + H; + Hs = 0) olduguna
gore (3.1.14) i kullanarak

i = fl}2f3 (fl‘"A + flAz - flyA' - flA.:/)
H2 = }T.;;E'(fsz + f2Ba: et nyB, — ng;) (3.1.16)

Hs = fl;zfa'(f&"c + f3Cz — f3,C" — fSCzl/)

olarak elde ederiz. (1.3.5) den dokunun bagimhlig v = Hioy — Hy0y
(= H3oq — Hyo3 = Hio3 — Hioq) olduguna gore ve (3.1.16) bilindigine gore

dokunun bagunhligum

7= 355 (feeB + faBs — fo B' — f2B,) fi(A'dz + Ady)—

(3.1.17)
(fl:cA + flA:c — flyA, - flA;)fZ(B’d-T + de)]
olarak buluruz.
p(2,9) = 555 (fouB + foBz — fayB' — f2B}) fLA'~
(fla:A + fIAa: - flyA, - flA;)fZ’B’]
(3.1.18)
q(z,y) = f_lfljg[ (f2B + sza:__ fayB' — f2Bg’,)f1A“‘
(fieA+ fiAz = fiyA' = fLA)) f2B]
olmak iizere dokunun bagimliligin
v = p(z,y)dz + q(z,y)dy (3.1.19)

yazabiliriz. O halde dokunun altigen olmasi igin gerek ve yeter gart olan

dp 0q _
By " 9z " 0 (3.1.20)
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denklemini olugturmamz gerekiyor. Bundan sonraki alt bélimlerde (3.1.20)
ye kadar olan iglemler ayni oldugu igin; hesaplarimiza dogrudan (3.1.20)
denklemi ile bagliyacagiz. (3.1.6) veya (3.1.7) demetleri icin (3.1.20) denk-

lemini hesapladigimizda z3y® iin katsayis: carpanlara ayrilmg olarak
z8y® = 512iaa3cic5(hy — hy)(B) — RS)?
(—ayascady + azazerdy + i(—azbicicy + abacicy))?
(3.1.21)
(a1a2(c2d1 + c1dz + cr162Th + c16 1)+
i(cica(azby + a1by + 614251 + ¢10252))

bulunur. Bu katsaymnin sifir olmas: igin en azindan tek tek ¢arpanlarin sifir
olmas: gerekir. Buna gore hy — hy # 0, b} — h) # 0 olduklarindan

1) a1 = 0 ise (demetlerin bozulmamas: igin & # 0,¢; # 0, ag # 0) (3.1.20)
denkleminde z7y? katsayisi
:1}7:(]2 = —5122&%6‘{6‘1‘0%(111 - hg)(h'l — h'2)2

(2(azdaS1 + bacyTh + a3c$iTh — a2dy Sy — baca T — a2¢25°T5)+

#(2¢2(S1 — S2)(2b2 + 251 + a3252)))
(3.1.22)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin z"y? nin kat-

sayist sifir olmasi gerekir. Buna gore
la) a; = 0,¢; = 0 (demetlerin bozulmamast igin b, # 0,¢; # 0,a3 # 0,
d; # 0) dan z'y? nin katsayisi ‘
zty? = 6144asbicidy(hy — ha)(h} — hY)° (3.1.23)
bulunurki burdanda z*y? iin katsayis1 sifira egit olamiyacagl igin demetlerin
altigen doku olugturmas) mimkin degildir. '
1b) i)ar = 0,5 = 85 = —% (demetlerin bozulmamas: i¢in
bl 7é 0’61 7é 01“2 # O,Cz # O) dan
z'y = 1024a3biciE(Ty — To) (d2 + codaTy + SETTe + c2da o) (3.1.24)

bulunur. Bu katsayinin sifira egitlenmesinden

b d
al'-'—_—ﬂ’ Sl.-’_—.‘sZ:——-—z—-, T1=._.__2..

a2 C2

(3.1.25)
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veya doku igin aym anlama gelen
a) = 0 ; Sl = Sz = *—a— ) Tz = —_—— (3126)

gartlar altigen doku olugturur.

ii)a1=0 ) 51:_2%_82 y T1=~2g-§=-—T2ise

$7y = 163841)‘146‘1‘(6202 - azdgi + 0!26252 - agcziTz)
(b2cz + azdyi + 20257 + azcqiTy)?

((b3c — a3d] + 2a2b2¢3 Sz — 036357 + 2052y T + a3c3T3)*/(a3c3)
bulunur. Bu sartlar1 kullandigimizda

6,2 _ 262144a3bici(ds + cT5)°

=%y
A

(3.1.27)

cikarki bu katsayida sifira egit olarniyacag icin altigen doku olugturamasz.

2) a; = 0, a; = 0 ile simetrik oldugu i¢in (1) deki gibi aym sonuglar
cikacakdir.
3) ¢1 = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin a1 # 0, d; # 0, ¢; # 0) (3.1.20)
denkleminde z7y? katsayis
o7yt = —512ialadcidi(hy — hy)(R] — hY)?

(2(agd2S1 + bac2Ty + a2c251T1 — azda Sy — bace Ty — a2¢2S21%)+

i(2a2(Th — 13)(2dz + 271 + 2 13)))
(3.1.28)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin z'y? nin kat-

sayis1 sifir olmasi gerekir. Buna gore
3a) ¢ = 0,a2 = 0 Bu durumu (la) da incelemigtik.

3b) =0, =T = —-‘321 (demetlerin bozulmamas igin
a1 #0,dy # 0,c; #0,a; # 0) dan
$7y = 10240‘11(1%6%6[‘11(51 - 52)4(—'(63(62 + azsl)(bz —+ azsg))) (31.29)

bulunur. Bu katsayinin sifira egitlenmesinden

d b
c = 0 s T1 = T2 = -2 ’ Sl = -2 (3130)

Cy ag
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veya doku igin aym anlama gelen

d b
a=0, i=T=-=2, §=—-= (3.1.31)

C2 /3]

gartlar altigen doku olugturur.

ii)e=0, Ti=-22-T; , §=-22_35,ise
27y = —16384ajd}(—bacy — azcy Sz + i(azdy — az2ce13))?
(bacg + agca Sy + i(azds + azeaTy))(—(ca(bz + a252)(b2c3 + aldi+
2a2byc2 S, + a2c2S2 + 2akcydy Ty + a2c2T2))+
i(az(dz + e To)(b2cE + a2d: + 2a2b2¢2S; + a3c2 52+
2a2cady Ty + a3ciT2)))

bulunur. Bu sartlan kullandigimizda

:c6y2 _ 262144&‘11(1‘1*63(1)2 + (1252)6

2
a3

(3.1.32)

cikarki bu katsayida sifira esit olamiyacag i¢in altigen doku olugturamasz.

4) ¢ = 0, ¢; = 0 ile simetrik oldugu icin (3) deki gibi ayni sonuglar
gikacaktir.

5) (3.1.21) de birinci parentezin icini sifira egitlersek 2 = % =k 2=

% = | gikarki bu durumda demetler bozulacag igin altigen doku olugamaz.
6)(3.1.21) de ikinci parentezin igini sifira egitlersek Sy = —% — %’; — Sa,
Ty = —%} - % — T, cikar buradan z3y? nin katsayisi

%y? = —1536aiazcica(hy — ha)(h) — AY)?
(—a1azc2ds + ayazcid; + i(fazblclcz + arbc1c3))?
((b1bacica — @razdidy + azbicicaSa + arbzeica S+
(3.1.33)
a1a2c1C2.5'22 - a1a262d1T2 - alazcldsz - a1a26162T22)+

i(—(aibacady + az2bicrdy + arazcydy Sz + araze; da S+

azbicicaTe — arbacicoTy + 2a1a2¢1625:12)))
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olarak bulunur. Bu katsayiy: sifira esitledigimizde iki tane denklem g¢ikar

bunlar;

by b

d  d
ST+ S+ )~ + 7

. ¢’ a1 ay ¢ ¢

d, d b b by d by, d
25Ty + So( 2+ 2)+ Tp( =+ 2)+ =2 - 22 =0  (3.1.35)
(4] C2 ai a9 a; Ca g C1
dir. Eger wy = —% , Wy = —%22- , wa = -—%]1 , W4 = -%21 alir (3.1.21) de
ikinci parentezi sifira egitlersek
w = Sl + Sz — Wy ve Wy = T1 + T2 — Wy (3136)

bulunur. Buradan z8y? nin katsayisindan ¢ikan iki denklem de sunlardir;
wg = wi + wz(—Sl — Sz) = w4(~T1 bt Tg) + 5152 - T1T2 =0 (3137)

2w2w4 + ’LU2(-—T1 = T2) + 'LD4(-—51 - 52) + T152 + Ssz =0 (3138)
Bu ise (3.1.34) ve (3.1.35) denklemlerinde S; yerine —g’; , Ty yerine —gll ,

So yerine —% , Ty yerine ——%22 degerlerini koymakla elde edilir. Buna gore

b d b d
'S'1=__1 ’ Tl:__l' ’ SQ=__Z' ) T2=—_2'
ay (] ag Ca
olmak iizere demetlerimiz altigen doku olugturur.(Sekil 2)
ii) Demetler
Uy = a1X + bly
X+b ;
up = Bt (3.1.39)
_ X24Y2-28 X —2T1 Y + 524172
Us = &8 X 12(-T) Y+ e+ 125312
veya kompleks diizlemde
Uy = % (CL1 - zbl)m + (a1 + ’Lb])y)
az(z+y)42b
up = aletilith (3.1.40)

Ua = zy—hiz—hyy+hi h)
3 = =Rz +(ha—h1)y+hi A —hah
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geklinde ise (3.1.20) denklemi hesaplandiginda z® in katsayisi garpanlara
ayrilmg olarak

28 = 2akck(hy — ho)(R} — h%)3(—ay + iby)*

(@2dy + a2c;Ty + i(bacs + a2¢251))(a2ds + azexTs + i(bacy + a2¢32.53))
(3.1.41)

bulunur. Bu katsayinin sifir olmasi igin en azindan tek tek garpanlarnn sifir
olmas: gerekir. Buna gore hy — hy # 0, hy — hy # 0 olduklarindan

1) a3 = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin by # 0, ¢c; # 0, ay # 0) (3.1.20)

denkleminde z°y katsayis:
$5y = 32mfblb§c§(h1 - h2)(h'1 - h'z)s(——al + lbl) (314—2)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin z%y nin katsayist si-
fir olmasi gerekir. Buna gore
ag =0 , b = 0 (demetlerin bozulmamas: igin by # 0,c; # 0,01 # 0)

dan zy? nin katsayisi
zy? = 24a}bics(hy — ha)(B) — h3)? (3.1.43)

bulunurki burdanda z*y? iin katsayis: sifira egit olamiyacagi igin demetlerin

altigen doku olugturmasi miimkin degildir.

2) ¢z = 0 ise (demetlerin bozulmamas: igin a3 # 0,b; # 0,d; # 0) (3.1.20)
denkleminde z°y katsayisi

2%y = —32a;a8b2d(hy — ha)(} — Ky)(—ay + iby) (3.1.44)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi i¢in 2%y nin katsayis1 si-
fir olmas: gerekir. Buna gore
¢z =0 , a =0 (demetlerin bozulmamas: i¢in a3 # 0,d; # 0,0, # 0)

dan z*y? nin katsayis:
zly? = 24a3bidy(hy — ha) (R} — hy)® (3.1.45)

bulunurki burdanda z*y? {in katsayis: sifira esit olamiyacagt igin demetlerin

altigen doku olugturmas) miimkiin degildir.
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3) (3.1.41) de birinci biiyiik parentezin i¢inin sifir olmasindan S; = ——% ,

T, = —% cikar.Bu ifadeyi kullandigimizda z7y? nin katsayis:
27y? = di(—ay + 1b1)3(—bacy — @235, + i(axdy + azceT))?
(b2c2a2¢9.53 + i(azdy + azeT3))
(ca(ba + a252)(b1bacy — arazds + agbice Sy — arazcyTa)+

i(az(ds + eaT2)(—bibacy + araady — azbiySa + ayazcrT?)))

(3.1.46)
bulunur. Bu katsayininda sifir olmasindan
G-  po B g ap ab bk (3.1.47)
ay cs by by ca  ay

bulunurki bu gart ise altigen doku olugturur.(Sekil 3)

4) (3.1.41) de ikinci biiyiik parantezin i¢inin sifir olmasi doku igin (3) ile

ayni1 gartlari verecektir.

iii) Demetler
U1 = a1X + b1Y
uz = azX + byY (3.1.48)

o = X24Y2-28 X -2T Y + 52412
37 S-S X2 -T1)Y +52+17 -53 -T2

veya kompleks diizlemde
Uy = %.((d] - zbl)a: + (a1 + Zbl)y)

uy = 1.((a2 — iby)z + (a2 + iba)y) (3.1.49)

Un = zy~hiz—hiy+hi b]
37 g~hl)ot(ha—h1)y+hih{—hoh}

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z®y nin katsayisi garpanlara
ayrilmig olarak
2oy = (—agbs + a152)%(h1 — ha)(h] — R5)*(—al + ib1)
(3.1.50)
(—a2 + ibg)(—a1a2 e blbz)/s



Sekil 3.1
Altigen Doku Olugturan Hiperbolik Demet,

j Sekil 3.2 |
Altigen Dokn Olugturan Hiperbolik Demet
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bulunur. Bu katsayinin demetler bozulmadan sifir olmas: gart1 olan

a1 = wiby , by = —wyay i kullanarak z*y? nin katsayisim
oo — 3adbin = )(0s = (1 + w)* G.150)
32 '
buluruz. Bu katsay: sifir olamiyacagindan altigen doku olamaz.
3.2. Iki Dogru Demeti ve Genel Bir Eliptik Demet
i) Demetlerimiz
a1 X+b
Uy ¥ +dy
X+b
vz = Pyia (3.2.1)
_ X24Y2 (P +P) X —(R1+R; )Y +PL P+ Ry Ry
U3 = "3(B—P, )Y —2(R;-F1 )X +2P, R;—2R, P
veya kompleks diizlemde
U = a1 (z+y)+25
17 e (m—y)+2d
ag (z+y)+2b
= —izz(:c—yy)-{dzz (32.2)

1ot / '
_ ay- ! -;ez 28 ;ez v+ e eg-;elez
T i[(e] el )r—(e1—ez)yter el —e] ea]

us

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladiginda z®y® iin katsayisi carpanlara

ayrilmig olarak

8,3

28y% = —512iaazcico(e1 — e2)(€] — €5)?

(—@185¢2d; + ara3¢1d; + i(—azbicycy + abacycs))?
(3.2.3)
(a1a2(c2dr + e1ds + c1ca Ry + crc Ra)+

i(crca(a2dy + arby + a1a2 P + a1a2P)))

bulunur. Bu katsayinin sifir olmasi igin en azindan tek tek carpanlarin sifir
olmas: gerekir. Buna gore €; — ez # 0,e] — ej # 0 olduklarindan

1) a1 = 0 ise (demetlerin bozulmamasi icin b # 0,¢; # 0, a2 # 0) (3.1.20)
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denkleminde z® in katsayisi

8 = —512a2bic]ci(er — e2)(e} — €)3(az(dz + 2Ry )+
(3.2.4)
i(ca(bz + azP1)))(az(dz + c2Rp) + i(ca(bs + a2 P2)))

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmas igin 22 in katsayis1 sifir

olmast gerekir. Buna gore

la) a1 = 0, ¢; = 0 (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,¢1 # 0, a2 # 0,
dy # 0) dan z*y? nin katsayisi

aty? = —6144agbicid(e: — &) (e} — €;)° (3.2.5)

bulunurki burdanda z*y? {in katsayis: sifira esit olamiyacag icin demetlerin

altigen doku olugturmasi mimkiin degildir.
1b)a; =0 , P = —% , Ry = —;‘—% (demetlerin bozulmamas: igin
by #0,¢; # 0,a;3 # 0,cy # 0) dan 27y? nin katsayis:

7,,2

'yt = —5123‘5{0‘{(1)262 + agca Py + i(a2d2 4 a202R2))
(—baca — +az¢a Pp + i(azdy + azca R3))*(—2a2¢2(by + az Pa)
(d2 + Cng) + i(*—((bgCg —= azdz + (lzCsz - (1262R2)

(bac2 + azdy + azcs Py + azc2Ry)))
(3.2.6)

bulunur. Bu katsayiy: sifira esgitlersek e; — e3 # 0 oldugundan bu gart altigen

doku olugturamaz.

leyay =0, P= b R, = —%23- olmasi sartida (1b) ile aynidir.

az ’
2) a; = 0, doku igin (1) deki gibi aym sonuglar: verecektir.

3) ¢1 = 0 ise (demetlerin bozulmamas i¢in a1 # 0,d; # 0, ¢; # 0) (3.1.20)
denkleminde z® in katsayisi
z8 = —512ajaicidi(e1 — e2)(e} ~ €5)3(az(dz + e By)+

(3.2.7)
i(c2(bs + a2Py)))(a2(da + c2Ry) + i(c2(by + a2 Py)))

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmas: igin z® in katsayis1 sifir

olmasi gerekir. Buna gore
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3a) ¢1 = 0,a; = 0 gart1 (1a) da simetrik olarak incelendi.

3b)ey =0, P = —-% , Ry= —-‘ff (demetlerin bozulmamas: igin
a1 #0,d; # 0,a3 # 0,c3 # 0) dan z7y? nin katgayis:
.127y2 = —512ia‘{‘d‘1‘(b262 + azchz + i(a2d2 + agchz))

(—baca — +azca Pa + 1(azds + azcaR3))?(—2a305(ba 4 a2 Pr)
(d2 + caR2) + i(—((bac2 — a2dy + azc3Po — azca Ry)

(bacz + azdy + azc: P + azc Ry))))
(3.2.8)

bulunur. Bu katsayiy: sifira egitlersek e, — e; # 0 oldugundan bu sart altigen

doku olugturamaz.

Ic)aea=0, P,= -—%?; , Ry= —%21 olmasi gartida (1b) ile aynidir.

4) ¢ = 0, doku igin (3) deki gibi ayn1 sonuglar1 verecektir.

5) (8.2.3) de birinci biiylik parantezin sifir olmasindan by = a5t , by =

ast , di=cn , dy =cym gikarki buda demetlerin bozuldugunu gosterir.

6) (3.1.3) de ikinci bliyitk parantezin sifir olmasindan
b b d d
Po=—2-2_P ve RR=—"--2_R,
a1 as C1 C2
sart1 cikarki bunu kullanarak x3y? nin katsayisi

z8y? = 1536ajazcic(e; — e3)(e] — €5)?
(—a1a2cady + ajazcidy + i(—azbicics + arbacics))?

((bibaerca — arazdidy + agbicica P + arbycicy P+
' (3.2.9)
(110,26162}722 - a1a2c2d1R2 - alagclngg - ala26102R§)+

i(—(a1bacady + azbicidy + arazc0dy Py + ayazeid, P+

asbicicaRy — ajbseicaRe + 2a1a2¢16, P2 Ry)))
olarak bulunur. Bu katsayiy: sifira esitledigimizde iki tane denklem c¢ikar

bunlar;

by by, . dy dy. b by dy d
j R§+P2(;}+ .&%) - R2(é+ é) +=2-222=0 (3.2.10)
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‘ d d b
PR+ P2 4+ D)+ Ry(2 + )+ =222 =0 (32.11)
C1 Cy ai as ay € ay Cy

dir. Eger wy = —%:— , Wy = ~% , W3 = —fl , Wq= —--'3 alir (3.2.3) de
ikinci bliylik parentezi sifira egitlersek
wy =P+ P, —w,y ve ws = Ry + Ry —wy (3.2.12)

bulunur. Buradan z8y? nin katsayisindan gikan iki denklem de gunlardir;
w% hd wZ + ’wz(—Pl —_ Pz) - ’UJ4(—-R1 - Rg) + P1P2 -—_ Rle =0 (3213)

2w2w4 + 'U)Q(—'Rl - Rz) + w4(-—P1 — Pz) + R1P2 + P1R2 =0 (3214)
Bu ise (3.2.10) ve (3.2.11) denklemlerinde P; yerine —% , Ry yerine —%‘;‘- ,

P, yerine ——%’-’; , Ry yerine —%f degerlerini koymakla elde edilir. Buna gore

b d b d
P=-—= , Bi=—= , B=—2 , Ry=--
aq cy a3 Ca
olmak tizere demetlerimiz altigen doku olugturur.(Sekil 4)
ii) Demetler
Uy = alX + b1Y
ug = Bt (3.2.15)
_ X24Y?— (P +P) X —(R1+Ry)Y+P P2+ R\ Ry
U3 = T3(B—P1)Y ~2(Ro—F1) X +2P R3—2R: P,
veya kompleks diizlemde
wy = 3.((a1 — tby)z + (a1 + iby)y)
— _2(zty)+2bs
U2 = s (w—y)tadz (3.2.16)

el e, el extegel
,,y__L_z_zx_sxfz_ezy.,,_uz_lz

T i[(e]—eh)o—(e1—e2)y+er €] —e] ea]

Us

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z® in katsayisi ¢arpanlara ayril-
mig olarak
2® = —2alci(er — ez)(e] — €h)3(—ay + iby)*(azd; + azca By +
(3.2.17)
t(bycy + agca Pr))azdy + axca Ry + i(bacy + azcy P))
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bulunur. Bu katsayinn sifir olmasi igin en azindan tek tek carpanlarin sifir

olmas: gerekir. Buna gore e; — ez # 0, €] — e, # 0 olduklarindan

1) az = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,¢; # 0, a1 # 0) (3.1.20)
denkleminde z°y katsayisi

2’y = —32ialbibych(e1 — e2)(e) — €3)*(—a1 +iby) (3.2.18)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi icin z%y nin katsayis: si-
fir olmasi gerekir. Buna gore
a; =0 , b = 0 (demetlerin bozulmamasi icin b, # 0,c; # 0,a1 # 0)

dan z*y? nin katsayis:
zty? = —24a}byci(er — e2)(ef — €3)° (3.2.19)

bulunurki burdanda z%y? {in katsayis: sifira esit olamiyacag i¢in demetlerin

altigen doku olugturmas: miimkiin degildir.

2) ¢; = 0 ise (demetlerin bozulmamast i¢in az # 0,b; # 0,d; # 0) (3.1.20)

denkleminde z%y katsayisi
2Py = 32a1a3b2d;5(e1 — e2)(e} — €5)3(—a1 + iby) (3.2.20)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmas igin z°y nin katsayis1 si-
fir olmas: gerekir. Buna gore
¢z =0 , a =0 (demetlerin bozulmamasi igin a; # 0,d; # 0,b; # 0)

dan z*y? nin katsayis
zty? = —24ajbidi(er — ex)(e} — €})? (3.2.21)

bulunurki burdanda z%y? {in katsayis1 sifira egit olamiyacagi icin demetlerin

altigen doku olugturmas: miimkiin degildir.

3) (3.2.17) de birinci bilyiik parentezin i¢inin sifir olmasindan P, = —-% ,
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Ry = —-gf cikar.Bu ifadeyi kullandigimizda z7y? nin katsayis:
7y? = —2i(—ay + ib;)3(baca + azcaez + agdai)(—bycy — azcaeh + agdyi)?
(b1bick — 2arazbacady — a2bidZ + 2a3b1b2c Py~
2aya2cdy Py + a2by 2 P? — 2a1a3b:¢3 Ry — 2a2bicydy Ry —
2a1a2c2 PRy —~ a2bc2 R — i(a1b3c + 2a2b1bacads—
a162d3 + 2a1a,b2¢2 Py + 2a2b1c3d2 Py + aya2ci Pl +

2a2blbgc§R2 - 2a1a§CQd2R2 + 2a§blc§P2R2 - alagchg))

(3.2.22)
olarak buluruz. Burada biiyiik parantezi diizenler sifira egitlersek
b d b d by d
(Py+ 2)2 — (Ry+ 2)2 — 222 [ 2Ry + 2P+ PRy + 222] = 0 (3.2.23)
ay c2 by ag c2 az C2
b d by b d by d
(Py+ 22— (Ry+ 2?2+ 22 [2Ry + 2P+ PRy + 22 =0 (3.2.24)
as cy ay az C2 a2 C2
denklemleri ¢ikar. Bu denklemleri taraf tarafa cikarirsak
b d bs d b
[Z2Ry+ 2P+ PRy + 222 4 A= ¢ (3.2.25)
ay ca azcy” by ay
ve ¢arpanlarina ayirirsak
d b
2L R)Z2+P)=0 (3.2.26)
Co ag
bulunur. Bu garpanlarin ikisi ayn1 anda sifira esit olarmyacagindan
Z) P1=—§3,R1=-d—2"P2=?_2_
as C ag
durumunda 27y nin katsayis:
x7y = —40:23(—(11 + ib1)3(d2 + C2R2)5
(3.2.27)

(a1a2d2 — bybace + i(arbacy + azbids))

olur. Bu katsayinin sifir olmasi (ay, b1, a3,¢3 #0) by = dy = 0 ile mimkiin-

diir. Bu durumda da demetlerimiz altigen doku olugturmuyor.

b
ZZ) P1=—'—2‘,R1=-“'d—2‘,Rz=k‘

az C2 a2
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durumunda ise sonuglar (i) ile benzer ¢ikar.
4) (3.2.17) de ikinci bliyiik parantezin iginin sifir olmas1 doku igin (3) ile
aym gartlar: verecektir.
iii) Demetler
uy = X + Y
uy = as X + bY (3.2.28)

Ua = X24Y2— (P +P)X—(R1+R)Y+PA P+ R R
3 = T (P—P1)YY—2(R:—F1)X+2P Re—2R P>

veya kompleks diizlemde
up = L.((a1 — ib)z + (a1 + iby)y)
uz = .((az — iba)z + (az + iba)y) (3.2.29)

e! +e' ele +e el
oy- 15 2g- ke, 2172705
i[(e] —ehYz—(e1—e2)y+erel—el ea]

U3z =

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z® nin katsayisi ¢arpanlara ayril-

mig olarak
:126 — _(——agbl + a1b2)2(81 = 62)(6'1 ;-26'2)3(—01 + ibl)z(—az + ibz)z (3230)
bulunur. Bu katsaymnin sifir olmasi igin a3 = bom , a; = bym olmasi de-

mekdirki buda demetlerin bozuldugunu gosterir. Dolayisiyla bu durumda da

altigen doku olugmaz.

3.3. Iki Dogru Demeti ve Genel Bir Parabolik Demet

i) Demetlerimiz

— a1 X+b
Uy = ca1Y+d;

up = 244k (3.3.1)

Un = X24Y2-24AX-2BY +A4%+B2
3 = T Uh X+UaY —AU, —BU,
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veya kompleks diizlemde

uy = a3 (z+y)+2h

—icy (z—y)+2d;

uy = 22zt (3.3.2)

—iea{z—-y)+2dz

Uz = zy—a'z—aytaa’

wztuy—a'u—au’
seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladiginda z®y® {in katsayisi carpanlara

ayrilimg olarak
m8y3 = 512ia1a2CIC2(—a1a262d1 + (11(1261(12 + i(—dzb16102 + albzclcz))2
(a1a5(c2dy + c1da + 2c1c2B) + i(crca(azbs + a1b; + 2a1a2A)))uu’
(3.3.3)

bulunur. Bu katsayinin sifir olmasi igin en azindan tek tek carpanlarin sifir

olmasi gerekir. Buna gore u # 0,4’ # 0 olduklarindan
1) a; = 0 ise (demetlerin bozulmamast igin & # 0,¢; # 0, az # 0) (3.1.20)
denkleminde z”y? nin katsayisi

7yt = —512ia3bicicSuu?(2(azdyUs + azca BU+
(3.3.4)
b202U2 -+ 0262AU2) + i(462(b2 + agA)Ul))

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi icin 27y? in katsayis: si-

fir olmasi gerekir. Buna gore
1a) @3 = 0,¢; = 0 (demetlerin bozulmamas: igin by # 0,¢1 # 0,a9 # 0,
d; # 0) dan 2*y? nin katsayisi
z*y? = 6144a;bicidyuu” (3.3.5)

bulunurki burdanda z*y? {in katsayis: sifira egit olamiyacag igin demetlerin

altigen doku olugturmasi mimkiin degildir.

lb)yi)a; =0, U, =0, A= -—% (demetlerin bozulmamas: igin
by # 0,¢; # 0,a; # 0,¢; # 0) dan z”y nin katsayist

27y = 1024a3bicic2(—d; — c; B)*U? (3.3.6)
bulunur. Bu katsayiy: sifira egitlersek
b d
aa=0 , Uhi=0 , A=-2 ’ B=-=2

a2 Ca
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olurki buda altigen doku olugturur.

ii) z"y? de biiyiik parantezin sifir olmasi i¢in diger durumda
8

P S

az C2

olmasidir. Bu durumda da altigen doku olugur.

2) a; = 0, doku igin (1) deki gibi ayni sonuglar1 verecektir.

3) ¢1 = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin ay # 0,d; # 0,c; # 0) (3.1.20)
denkleminde z7y? nin katsayisi

z7y? = 512iala3cddiuu?(2(azdrUs + a2c: BUL+
(3.3.7)
szzUz + a262AU2) + 2:(462((12 + CzB)Ug))

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin z7y? in katsayisi si-

fir olmasi gerekir. Buna gore

3a) ¢; = 0,az = 0 sart1 (1a) da simetrik olarak incelendi.

3b)i)e, =0, Up=0, B= —%21 (demetlerin bozulmamasi icin
by #0,c1 # 0,a3 # 0,¢2 # 0) dan 2"y nin katsayisi |

2Ty = 10240t a2cid(~b; — as A U? (3.3.8)

bulunur. Bu katsayiy: sifira esitlersek

b
a=0 , Uy=0, A=—-—= , B=--2

5] C2

olurki buda altigen doku olugturur.

i1) 7y? de biiyiik parantezin sifir olmas1 igin diger durumda

Cl=0 y /4='—E)2 s B=—&

a2 C2

olmasidir. Bu durumda da altigen doku olugur.

4) ¢z = 0, doku igin (3) deki gibi ayn1 sonuglar1 verecektir.

5) (3.3.3) de birinci biiyiik parantezin sifir olmasindan by = ayt , b; =

axt , di =c, , dy =cym gikarki buda demetlerin bozuldugunu gosterir.
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6) (3.3.3) de ikinci biiyiik parantezin sifir olmasindan

sart1 gikarki bunu kullanarak z8y? nin katsayis:

x8y2 = —384(—a1a2czd1 + ala?éldz + i(—agbICICQ + albgclc2))2

(—2(—azbicica + arbacics + a1a2c2dy — aqaz¢1d,)
(3.3.9)
(—(azbicrcz + arbacicy — arazeady + arazeids)+

i(4a1a2(-a2b1 + a1b2)clcz(—-62d1 + Cldz)))

olarak bulunur. Bu katsayiy: sifira egitledigimizde demetler bozulacag: igin
altigen doku olugmaz.

ii) Demetler

U3 = (l1X + b1Y
uy = 2%4h (3.3.10)

Vi X24Y?2-24AX —2BY +A%4+B?
3 = T U X+U,Y-AU,—BU,

veya kompleks diizlemde

U = %.(((ll - Zbl)-'l? + (al + Zbl)y)

uy = -2letn) 2t (3.3.11)

—ica(z—y)+2ds

et '
Uz = zy—a'z—aytaa

u'zt+uy—a’u—au’

gseklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z® in katsayis: carpanlara ayrnl-

mug olarak
2® = 2a2c3(—ay + 1b1)*(aa(dy + c2B) + ica(by + a3 A))2un® (3.3.12)

bulunur. Bu katsayinin sifir olinasi i¢in en azindan tek tek ¢arpanlarin sifir
olmasi gerekir. Buna gore u # 0, u' # 0 olduklarindan

1) a2 = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin b, # 0, c; # 0, a1 # 0) (3.1.20)

denkleminde z%y katsayis:

2%y = 32iabybic5(—ay + by Juu® (3.3.13)
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olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmas: igin z°y nin katsayis1 si-
fir olmasi gerekir. Buna gore
a; =0 , b = 0 (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,c; # 0,a; # 0)
dan z'y? nin katsayisi
zy? = 24aibiciuu’ (3.3.14)
bulunurki burdanda z*y? iin katsayis: sifira egit olamiyacagi icin demetlerin

altigen doku olugturmasi mimkiin degildir.

2) ¢; = 0 ise (demetlerin bozulmamas: igin a; # 0,8, # 0,d; # 0) (3.1.20)
denkleminde z°y katsayisi

=%y = 32a;a5b}dy(—ay + iby)uu (3.3.15)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin 5y nin katsayis: si-
fir olmasi gerekir. Buna gore
¢z =0 , a; =0 (demetlerin bozulmamas: igin a; # 0,d; # 0,5 # 0)
dan z*y? nin katsayis:
z'y? = 24azbidjuu® (3.3.16)
bulunurki burdanda z*y? {in katsayis: sifira esit olamiyacagt icin demetlerin

altigen doku olugturmas: mimkiin degildir.

3) (8.3.12) de biiyiik parentezin iginin sifir olmasindan

sl g
as C2
cikarki bu durumda da (3.1.20)denklemi saglandigindan altigen doku olugur.

(Sekil 5)

iii) Demetler
Uy = alX + b1Y

Ug = agX + sz (3317)
— X?4Y2_24X-2BY+A%+B2

U3 = T, X4U,Y AU, -BU;
veya kompleks diizlemde

uy = 1.((ar — b))z + (a1 + by )y)

uz = 3.((az — iba)x + (a2 + iba)y) (3.3.18)

uz = zy—a’z—oytaoa’

wztuy—a’u—au’
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geklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z°y nin katsayis: garpanlara

ayrilmug olarak

azsy — (—-a2b1 + albg)z(—al + iblg}g—ag + ibz)(alag + blbg)uu'?’ (3319)

bulunur. Bu katsayinin sifir olmasindan -

1)az = bym , ay = bym bulunurki buda demetlerin bozuldugunu gosterir.

Dolayisiyla bu durumda da altigen doku olugmaz.

2)a; = bym , b = —aym bulunurki buradan z*y? nin katsayis:
pty? = 3ot gg‘z)m4“"'3 (3.3.20)

gtkar. Buda sifira egit olamiyacagindan altigen doku olamaz.

3.4. Iki Dogru Demeti ve Genel Bir Ayn: Merkezli Cemberler

Demeti
i) Demetlerimiz
_ a1 X+b
U = 1Y +dy
. a2 X+b
up = S5 (3.4.1)

us=X?+Y?-24X - 2BY + A + B?
veya kompleks diizlemde

Uy = a3 (z+y)+2bs

—tey (a:—y)+2d1

uy = 2ty (3.4.2)

- —tcp (x—y)+-2d;
uz = zy — d'z — ay + ad’

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladiginda x°y? nin katsayis: carpanlara

ayrilmug olarak

2%y? = 1024ia;a3¢ic0(—araze3d; + ajazeid; + i(—azbicica+
albgc1c2))2(a1a2(2Bc1c2 -+ C2d1 + Cldg)—l- (3.4.3)

i((24a102 + azb + aibs)cicy))
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bulunur. Bu katsayinin sifir olmasi igin en azindan tek tek carpanlarin sifir

olmas: gerekir. Buna gore

1) @y = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,¢; # 0,4, # 0) (3.1.20)

denkleminde zy nin katsayis:
z'y = —512ia3b]cici(az(ds + Beg) + i(cz(bz + Aaz))) (3.4.4)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin z%y in katsayisi si-

fir olmasi gerekir. Buna gore

1a) a1 = 0, ¢z = 0 (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,¢; # 0,a2 # 0,
dz # 0) Bu kogul (3.1.20) denklemini sagladifindan altigen doku olugturur.

1b)a; =0 , A= —% , B= —-il (demetlerin bozulmamas: igin
by # 0,¢1 # 0,a3 # 0,c2 # 0) Bu kosul da (3.1.20) denklemini sagladigindan

altigen doku olugturur.

2) a2 = 0, doku igin (1) deki gibi ayni sonuglar1 verecektir.

3) ¢1 = 0 ise (demetlerin bozulmamas i¢in a1 # 0,d; # 0, ¢; # 0) (3.1.20)
denkleminde z*y nin katsayist

zly = 512iajadcidi(as(dz + Beg) + i(ca(by + Aaz))) (3.4.5)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmas: igin z*y in katsayis1 si-

fir olmas: gerekir. Buna gore
3a) ¢; = 0,a2 = 0 (1) de simetrik olarak incelenmigtir.

3b)ey=0, A= —g?; , B= —gf (demetlerin bozulmamas: i¢in
b; # 0,c3 # 0,01 # 0) Bu kogul da (3.1.20) denklemini sagladigindan

altigen doku olugturur.

4) a3 = 0, doku igin (1) deki gibi aym sonuglar1 verecektir.

5) (3.4.3) de birinci biiyiik parantezin sifir olmasindan b; = axt , by =

at , dy=¢n , da =cym gikarki buda demetlerin bozuldugunu gosterir.

6) (3.4.3) de ikinci biiyik parantezin sifir olmasindan

L S T S S 1

2(11 2&2 26] 262
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gart1 cikarki bunu kullanarak z°y nin katsayisi
:175y = —256(—"(11(1.262(11 + a1a2c1d2 + i(—a2b1c1c2 + albchCZ))z
(—3(—a2bicicy + arbycice + arazcad; — aragcids)
(3.4.6)
(—(azbiercz + arbacicy — ayazcedy + araze1da)+
i(6a1a2(—-agbl + alb2)6162(—02d1 + Cldz)))

olarak bulunur. Bu katsayiy1 sifira egitledigimizde demetler bozulacag: igin

altigen doku olugmaz.

ii) Demetler

t

Uy = tl]X + bly
uy = @ih (3.4.7)

uz=X>+Y?-2AX —2BY + A’ + B?
veya kompleks diizlemde

U = %-((al —_ Zbl)m + (al + ibl)y)
g = ag{z+y)+2b; (348)

—icg (z—y)+2ds
us = zy — a't — ay + ad’

seklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z*y nin katsayisi carpanlara

ayrilmig olarak
gy = —2ialc3(—ar + 161)*(az + ib1)(az(dy + c2B) + ica(bg + azA)) (3.4.9)

bulunur. Bu katsayinin sifir olmasi i¢in en azindan tek tek carpanlarin sifir

olmasi gerekir. Buna gore

1) az = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin by # 0,¢; # 0,a; # 0) (3.1.20)
denkleminde 2 nin katsayisi
z? = 16ia3bbicy(—ay + ib;) (3.4.10)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi i¢in z2 nin katsayis: si-
fir olinasi gerekir. Buna gore a; =0 , b; = 0 (3.1.20) denklemini sagladigin-

dan altigen doku olugturur.
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2) ¢z = 0 ise (demetlerin bozulmamasi igin a;, 76 0,5 # 0,d; # 0) (3.1.20)

denkleminde z2 nin katsayis:
z? = —16a3a5b3d5(—ay + iby) (3.4.11)

olarak bulunur. Demetlerin altigen doku olugturmasi igin 22 nin katsayisi si-
fir olmasi gerekir. Buna gore c; =0 , a; = 0 (3.1.20) denklemini sagladigin-

dan altigen doku olugturur.

3) (3.4.9) de biiyiik parentezin i¢inin sifir olmasindan

A=—‘b—2' 3 B:—-d—z-

ag C2

cikarki bu durumda da (3.1.20)denklemi saglandigindan altigen doku olugur.
(Sekil 6)

iii) Demetler

Uy =nX +bY

Uy = ag X + 62}" (3.4.12)

us = X?+Y?-2AX —2BY + A? 4 B?

veya kompleks diizlemde

Uy = -21-.((a1 —tby)z + (a1 +iby)y)
uy = 3.((a2 — iby)z + (az + 1b2)y) (3.4.13)
uz =zy — d'z — ay + ad

gseklinde ise (3.1.20) denklemi hesapladigida z? nin katsayis: garpanlara ayrl-

mug olarak
a:2 — (—a2b1 + a1bg)2(—a1 + Z.I;-]g(—ag + z'b2)(a1a2 + blbg) (3414)
bulunur. Bu katsayinin sifir olmasindan @, = bomm , b = —aym bulunur.

Buda (3.1.20) denklemini sagladigindan altigen doku olugturur.(Sekil 7)
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Sekil 3.5

Sekil 3.6
Altigen Doku Olugturan Aym Merkezli Gemberler Demeti
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu galigmada iki dogru demeti ve genel bir cember demetinin altigen
doku olugturdugu biitiin haller incelendi. Bunun igin gerekli olan, dokunun
Pfaff Formlar: kullanildi. Evirtim formiilleri elde edilerek iki dogru demeti
ve genel bir ¢ember demetini veren biitiin durumlar elde edildi. Bunlarin

1ginda altigen doku olugturan durumlar gunlardir:

1) iki dogru demeti ve genel bir hiperbolik demet igin altigen doku;

i) kartezyen diizlemde (a, b) tepe noktali bir dogru demeti , bir paralel
dogrular demeti ile sifir gemberlerinden biri (a,b) noktasinda bulunan bir
hiperbolik demet

ii) kartezyen diizlemde (a,b) ve (c,d) tepe noktal iki dogru demeti
ile sifir gemberleri (a, b) ve (¢, d) noktalarinda bulunan bir hiperbolik demet

konumlarinda olugur.

2) Iki dogru demeti ve genel bir eliptik demet icin altigen doku; kartezyen
diizlemde (a, b) ve (¢, d) tepe noktal iki dogru demeti ile temel noktalar (a, b)
ve (¢, d) olan bir eliptik demet konumunda olugur.

3) Iki dogru demeti ve genel bir parabolik demet igin altigen doku; kartez-
yen diizlemde (@, b) tepe noktali bir dogru demeti, bir paralel dogrular demeti

ile temel noktasi (a, b) olan bir pa.ré,bolik demet konumunda olugur.

4) Iki dogru demeti ve genel bir aym merkezli gemberler demeti i¢in altigen
doku;

i) kartezyen diizlemde (a, b) tepe noktali bir dogru demeti , bir paralel
dogrular demeti ile sifir gemberleri (a, b) noktasi olan ayn1 merkezli gemberler
demeti

ii) kartezyen diizlemde birbirine dik iki paralel dogrular demeti ile bir

aym1 merkezli cemberler demeti konumlarinda olugur.

Iki dogru demeti ve genel bir cemberler demetinin olugturdugu tiim bu

altigen dokularin rektifiye (dogrusallagtirilabilmesi) aragtirilabilir.
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