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IKI FAZLI SIVILARIN DUZLEMSEL ORTAMDA HAREKET MODELININ
ENTROPi COZUMU

Ulkelerin ekonomik gelismesi sirasinda yeni enerji kaynaklarmin kesfedilmesi ve
onlarin optimal istismar edilmesi siireclerinin bilimsel agidan 6grenilmesi gerekmektedir. Bu
ise yeni matematiksel ve miithendislik metotlarin olusturulmasini zaruri kilar.

Tezde hidrodinamigin 6zel bir alani olan, iki fazli sivilarin tabakali ortamda birlikte
hareketini ifade eden denklemler sisteminin sayisal ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in bir metot
gelistirilmistir. ki fazl sivilarm (8rnegin, su ve petrol) birlikte hareketini ifade eden denklemler
sistemi, su ile doyma fonksiyonuna gore birinci mertebeden nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemin verilmis baglangi¢c kosulu cergevesinde ¢Ozlimiiniin bulunmasina indirgenir. Bu
denklem veya denklemler sisteminin spesifik 6zelliklerinden biri de ¢6ziimde yeri onceden
bilinmeyen si¢rayis noktalarinin mevcut olmasidir. Bu 6zellik literatiirde 1yi bilinen klasik
yontemlerin uygulanmasinda bir takim zorluklar ¢ikarmaktadir. Bu nedenle tezin ilk boliimiinde
zayif (genellestirilmis) ¢6ziim kavraminin dahil edilebilmesi icin gereken altyap:
olusturulmustur.

Ikinci béliimde arastirilacak olayin dinamigini agiklamak igin dnce bir boyutlu ortamda
sikisamayan sivilarin, sonra sikisabilir sivilarin  hareket modelleri incelenmistir.
Buckley-Leverett modelinin ¢ézlimiinlin 6zelliklerini incelemek i¢in 6nce Cauchy problemi
matematiksel acidan incelenmis, sonra ise bu inceleme metodu, pratikte rastlanan petroliin su ile
sikistirilmasi probleminin calisilmasina uygulanmistir. Ayrica, karisik denklemler sisteminin

ilki su ile doyma fonksiyonu, ikincisi ise basing fonksiyonu olmak iizere fiziksel parametrelere

i



gore miistakil denklemlere parcalanmasi i¢in metot donerilmistir. Son olarak, petroliin kimyasal
aktif sularin yardim ile sikistirip ¢ikarilmasi siirecini ifade eden denklemler sisteminin uygun
baslangic ve simir sartlar1 dahilinde ¢Oziimiiniin bulunmasi i¢in sonlu farklar metodu
gelistirilmistir.

Ucgiincii béliimde, sivilarin mikroskobik ortamdaki akis dinamigi ve kapiler basing
dikkate alinarak petroliin su ile sikistirilmasi siireci incelenmistir.

Son olarak, diizlemsel tabakali ortamda iki fazli sivilarin hareket denklemleri
incelenmistir. Fiziksel olayin tiim fiziksek 6zelliklerini tam agiklayan ve M. Rasulov tarafindan
gelistirilen metotlar kullanilarak, bazi iyilestirmeler 6nerilmis ve bir kag problemin ¢éziimiine

uygulanmigtir.
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ABSTRACT

ENTROPY SOLUTION OF MOTION MODEL IN PLANAR ENVIRONMENT OF
TWO-PHASE FLUID

During the economic development of countries, the discovery of new energy sources and
their optimal usage processes need to be examined on a scientific basis. This in turn requires the

creation of novel mathematical and engineering methods.

In the thesis, a method has been developed to find a numerical solution of the system of
equations that models the co-movement of two-phase fluids in the porous medium, which is a
special field of hydrodynamics. Equation systems that represent the co-movement of two-phase
fluids (eg water and oil) are reduced to finding the solution of the first order nonlinear
partial-differential differential equation based on the water saturation function. One of the
specific features of this equations or system of equations is that they have discontinuities at
unknown locations in the solution. This feature presents some difficulties in the application of
well-known classical methods in the literature. Therefore, in the first part of the thesis, the
necessary framework has been created for the formation of the concept of weak (generalized)

solution.

In the second part, in order to explain the dynamics of the subject, movement models of
incompressible, then compressible, fluids on one dimension has been examined. To examine the
properties of the solutions of Buckley-Leverett model, Cauchy model has been examined
mathematically, then this examination method has been applied to the problem of compressing
oil using water as in practice. Moreover, a method has been proposed to separate the complex
equation system into separate equations based on the physical parameters; a saturation function

and a pressure function. Lastly, a finite difference method has been developed to find the

iii



solution of the equation system that describe the compression and extraction of oil using

chemically active water with the appropriate initial and boundary conditions.

In the third part, considering the flow dynamics and capillary pressure of fluids in a

microscopic environment, the process of compressing oil with water has been examined.

In the last part, the movement equations of two-phased fluids in the planar layer has been
examined. Using the methods developed by M. Rasulov, that describe the complete physical
properties of the physical phenomenon, some improvements have been suggested and applied to

the solutions of a few practical problems.
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A, B,L,M

ADD

KTDD

Ker M

sup u

Rn+l — Rn % [O,T]

KISALTMALAR LiSTESI

Operatorler

Adi Diferansiyel Denklem
A nin adjoint operatorii

A nin ters operatoru

[a,b] de tamimli ve siirekli fonksiyonlar uzay

[a,b] de taniml1 ve k.(k > 1) mertebeye kadar stirekli
tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay1

Q da tanimli, sirasiyla m. ve n. mertebeden siirekli,
diferansiyellenebilen fonksiyonlar uzayi

Q da tanimli, sirasiyla m. ve n. mertebeden siirekli,
diferansiyellenebilen ve Q da kompakt tasiyiciya sahip
fonksiyonlar uzayi

Bolgeler

Adi fonksiyonlar kiimesi

Test fonksiyonlar kiimesi

Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem

M operatoriiniin ¢ekirdegi
Mach sayis1
{(x,t)|x eD,0<t <T} kiimesi

xX= (x1 I SR ) noktalarinin Euclid uzay1

u(x) fonksiyonun tastyicisi, yani {x : u(x)= 0}
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u(x,t) fonksiyonun ¢6ziimiine karsilik gelen genisletilmis ¢6ziim

u(x,r) fonksiyonun (xl.,tk) diigiim noktasindaki yaklagik degeri

u(x,r) fonksiyonun (xl.,t,m) diigiim noktasindaki yaklasik degeri
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1. GIRIS

Dogadaki bir¢ok pratik problemin matematiksel modeli kismi tiirevli diferansiyel
denklem veya denklemler sistemi icin yazilmis baglangic ve siir deger probleminin
¢Ozlimiiniin bulunmasina indirgenebilir. Cogu zaman problemin séz konusu verileri siireksiz
fonksiyonlar olabilir. Baz1 durumlarda ise matematiksel problemin ¢oziimiinde, diger deyisle
fiziksel olayin dinamiginde siireksizlik ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak nonlineer problemin ¢éziimiinde zorluk olusturan bazi 6zellikler ortaya
cikmaktadir. Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni karakteristik Ozellikler (6rnegin,
heyecanlanmig cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasi, arakesit (kontakt) sigrayislart vs.
gibi fiziksel 6zellikler) zayif ¢oziim kavrami yardimiyla ifade edilebilir.

S6z konusu zayif ¢oziimii tanimlamak i¢in géz Oniine alinan diferansiyel denkleme
karsilik gelen integral gosterimi yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in zayif ¢oziim kavrami farkli yollarla yazilabilir. Ancak, zayif ¢6ziim kavramina
deginilmeden 6nce kavramsal yapilarin iyi anlagilmasi i¢in temel kavram ve yardimei ifadelere
oncelik verilecektir.

Diger taraftan, bilgisayar simiilasyonu yapmaksizin tekniksel 6zellige sahip olan mega
projeleri gerceklestirmenin miimkiin olmadigi herkesce bilinmektedir. Bilgisayar deneyleri
teorik bir enstriiman olmanin yani sira bir ¢ok alanda, 6zellikle de hidrogaz dinamiginde etkin
olarak kullanilmaktadir. Bilgisayar deneylerinin temelini olusturan asamalar, olayin
matematiksel modellenmesi, etkin ¢6ziim metotlarmin {retilmesi ve ¢agdas bilgisayar
teknolojilerinin uygulanmasi ile bilimsel karar verilmesidir.

Petrol yataklarinin islenmesi, teknolojik gostergelerin bulunmasi ve yatagin optimal
istismar1 gibi konular da bilgisayar deneyleriyle ele alinmasi gereken zor ve c¢ok faktorlii
projelerdir. Istismar siirecinin dinamigini etkileyen faktdrlerin coklugu, yeralt1 ve yeriistii
sistemlerin karsilikli iligkileri matematiksel modelden ve ¢oziim algoritmasindan yiiksek
hassaslik talep eder. Ozellikle ¢ok fazli sivilarin tabakali ortamlarda birlikte hareket zamaninda
onemli zorluklar ortaya cikar. Bu tiir siiregleri ifade eden sistemlere klasik metotlarin
uygulanmasi, bazi parametrelerde keskin degisen bdlgelerin (6rnegin, heyecanlanmis bélgenin

sonlu hizla hareketi, iki farkli sivilarin arakesitinde olusan sicrayislar, petroliin su ile



sikistirilma siirecinde su ile doyma fonksiyonunda sigrayislar vs,) mevcut olmasindan dolay1
cok da yararli olmayabilir.

Petrol yataklarmin istismar siirecinin optimal gerceklestirilmesi, yeni teorik
yaklasimlarin ve etkin ¢oziim algoritmalarinin olusturulmasini gerektirir. Bu nedenle tezde
petrol yataklarinda iki fazli sivilarin birlikte hareketini ifade eden nonlineer denklemler
sisteminin olaym fiziksel Ozelliklerini diizgiin ifade edebilen ¢oziimlerinin bulunmasi ve
istismar siirecinin teknolojik gostergelerinin elde edilmesi hedeflenmistir. Boylece, iki fazh
sivilarin birlikte hareketini ifade eden nonlineer kismi tiirevli denklemler sisteminin uygun
baslangic ve smir kosullar1 g¢ercevesinde sayisal ¢oOziimiiniin bulunmasi ig¢in siireksiz
fonksiyonlar siifinda orijinal bir metot gelistirilmistir. G6z Oniine alinan problemler, Fizikte
Matematiksel Metotlar ve Sayisal Matematik yontemlerinden istifade edilerek ¢oziilmiistiir.

Tezde, M. Rasulov tarafindan gelistirilen ve fiziksel olayin tiim fiziksek 6zelliklerini
tam olarak aciklayan metotlar kullanilarak, bazi iyilestirmeler 6nerilmis ve bir kag teorik sonug
elde edilmistir. Bunlar bazi pratik problemlerin ¢dziimlerine uygulanmistir. Tezdeki arastirma
konularini temelde iki baslik altinda asagidaki sekilde verebiliriz:

B ki fazli sivilarm birlikte (hem bir boyutlu, hem de iki boyutlu ) makroskopik
ortamda hareketini ifade eden nonlineer denklemler sisteminin analitik ve sayisal
¢Ozlim yontemlerinin incelenmesi,

W ki fazli sivilarin birlikte (hem bir boyutlu, hem de iki boyutlu ) mikroskopik
ortamda hareketini ifade eden nonlineer denklemler sisteminin analitik ve sayisal
¢Ozlim yontemlerinin incelenmesi.

Tezde elde edilen 6nemli bulgular ve gelismeleri de asagidaki gibi siralayabiliriz:

M iki fazli sikisamayan sivilarin mikroskobik ortamda hareketini ifade edebilen
denklemler sisteminin ¢6ziimii i¢in siireksiz fonksiyonlar sinifinda etkin niimerik
algoritma Onerilmistir.

W ki fazli sikisamayan sivilarin mikroskobik ortamda hareketini ifade edebilen
denklemler sistemini fiziksel parametrelere gore ayrilisi gergeklestirilmistir ki, bu da
etkin ¢6ziim yontemlerinin tiretilmesine olanak saglamigtir.

B Kapiler basing dikkate alinarak, petroliin su ile sikistirilmasi siirecinde su ile doyma

fonksiyonunun yapisi incelenmistir.



Ayrica, ek olarak diizlemsel tabakali ortamda petroliin su ile sikistirilmasi dinamigi de
incelenmistir.
Nonlineer denklemlerin teorisinin kavramsal ve teoriksel alt yapisina giris yapmadan

once sonraki islerimizde gereken bazi1 kavramlar kisaca hatirlatilacaktir.

1.1 Temel Kavramlar ve Yardima ifadeler

Sonraki islemlerimizde kolaylik saglamak i¢in baz1 yardimci bilgileri hatirlayalim.
Tamm 1.1 —0<x <o datanimli reel deger alan herhangi bir sonlu —a < x <b aralifinda

Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi (ordinary) fonksiyon denir. f, ve f,
adi fonksiyonlar: i¢cin hemen hemen her yerde f,(x) = f,(x) oluyorsa f,ve f, denktir denir
ve f, = f, yazlr.

Adi fonksiyonlar kiimesini E ile gosterelim. E lineer bir uzaydir. Bu uzayda limit

kavrami da asagidaki sekilde verilebilir:

hhy
L0, f(0),.. f (x),.:; f(x) ve Yo igin Oyle bir w(x) fonksiyonu,

[, (0] < (x)
olacak sekilde varsa f(x) limit fonksiyonu da adi fonksiyon olur.

E de Lebesque anlaminda adi fonksiyonlarin diferansiyeli mevcut olmayabilir. Gergekten,

Weierstrass fonksiyonu hemen-hemen her yerde siireklidir, fakat tiirevlenebilir degildir.
L
o

adi fonksiyonlar dizisi i¢in { £ (x)} — fU' (x) olacak sekilde fU' (x) tirevleri mevcut olsa bile

Diger taraftan, y = adi fonksiyonunun tiirevi adi fonksiyon degildir. Nihayet, { £ (x)}

f,(x) > f(x) olmasi her zaman f,(x)—> f'(x) olmasim gerektirmez. Diferansiyelleme
islemlerinin yliriitiilebilecegi tiim adi fonksiyonlari i¢ine alan bir sinifi asagidaki sekilde
tanimlayalim.

Tamm 1.2 -—-o<x<ow da tamimlh, reel degerli ve her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen ve kompakt tasiyiciya sahip fonksiyonlar simifina temel veya test
fonksiyonlar sinifi adi verilir ve K veya D ile gosterilir [62], [69].

Ornek 1.1 Sobolev’ in 1937 de tanimladig,



2
a

q,(x;a) — e_m, |x| <a,
0, |x| >a

fonksiyonu test (temel) fonksiyondur, [68]. Bu fonksiyon Sobolev sapkasi olarak adlandirilir.

o(x;a)

Sekil 1.1 Sobolev sapkasi

D test fonksiyonlar uzay1 lineer bir uzaydir, yani herhangi ¢, (x) ve ¢,(x) test fonksiyonlari
i¢in:
i 0,(x) + @, (),
ii. VceR icinve @(x)e D igin c@(x)
test fonksiyon olmaktadir.
{gou (x)} , (b=12,.,n) test fonksiyonlar dizisi olsun. Bu fonksiyonlarin keyfi

mertebeden (p;") (x) tlirevleri ayni bir [a,b] araligmin disinda sifira esitseler ve bu {gou (x)}

fonksiyonlar sifira diizgiin yakinsak olursa, bu takdirde {gou (x)}, (v=12,...,n) dizisine sifira

yakinsar dizisi denir.

Ornek 1.2 Simdi ¢)U(x)=l(p(x;a),(v=1,2,...) dizisini g6z Oniine alalim. {(/)U(x)},
v

1
(v=1.2,...) D de sifira yakinsaktir. ¢, (x) :—go(f;aj dizisi ise tum tiurevleri ile birlikte
v \v

sifira yakinsaktir, fakat D de sifira yakinsak degildir. Clinkii, ¢,(x) lerin hepsinin ayn1 anda

disinda sifira esit oldugu bir [a,b] araligi yoktur.
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D de {(ou(x)} dizisinin ¢@(x) fonksiyonunu yakinsakligi {gou(x)—(p(x)} dizisinin
sifira yakinsaklig1 anlamina gelmektedir.

Toplama, keyfi reel sayiyla c¢arpma, sonsuz mertebeden diferansiyellenebilen bir

fonksiyonla carpma islemleri yakinsaklik islemine gore siirekli islemlerdir. Yani, D de
@, > @ ve ¥, —y ise, herhangi o ve g sayllar icin D de a@, + By, = ap+ Py
dir. Ayn1 zamanda herhangi bir sonsuz diferansiyellenebilen g(x) fonksiyonu i¢in D de
g(x)p, (x) = g(x)p(x) olmaktadir.

Uyan 1.1 D uzay1 metriklestirilemez. Diger bir ifadeyle, bilinen standart 6zelliklere sahip
p(p,) mesafe fonksiyonu D de tanimlanamaz. Ciinkii, {(pv} dizisinin ¢ ye yakinsaklig1
(@, ) — 0 bagintisinin saglanmasina denktir.

Eger D bir metrik uzay ve

yakmsak diziler sistemi, ayrica @™ — ¢ olsaydi, her satirdan bir eleman segmekle elde

edilen
?, o ,%Z(])’---’("vm o
alt dizisi i¢in de {govm o }—) @ olmak zorundaydi. Ancak D de bdyle bir sonuca varilamaz.

Ornegin, @(x;m) Ornek 1.1 deki fonksiyon olmak iizere

@v(m) = l@(x,m)9 (V = 172’~--;m = 1’2’"")
14

(m)

olsun. Her bir me N i¢gin ¢, —0 dir. Ama {govm(m)} dizisi sifira yakinsak degildir.

Cilinki, (ov(m) lerin tiimiiniin disinda sifir oldugu ortak kapali bir aralik yoktur.

1.2. Genellestirilmis Fonksiyonlar

Cesitli yollarla verilebilen genellestirilmis fonksiyon kavrami ilk kez 1936 yilinda
Sobolev, S. L. tarafindan verilmistir [68]. Daha sonralar1 1950-51 yillarinda Schwartz, L.

genellestirilmis  fonksiyon kavramini sistemlestirerek onu lineer topolojik uzaylarin



esaslandirilmasi problemlerine uygulamistir [62]. Bu yontem gliniimiizde ¢ok ilerlemis ve bu
konuda olduk¢a 6nemli bir ¢ok ¢aligma yapilmistir.

Genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde ikinci yontem “dizisel yaklagim” ( Sequential)
yontemidir, [7]. Bu yontemde herhangi bir genellestirilmis fonksiyon adi fonksiyonlar dizisinin
limiti olarak alinmaktadir. Bu yontem kolay olmanin yani sira, fizikgiler i¢in de bir o kadar
dogal olmaktadir. Yukarida sozii edilen iki yontemin disinda da genellestirilmis fonksiyon

tanimi1 mevcuttur.

Tamim 1.3 D uzay1 iizerinde herhangi bir f(x) adi fonksiyonuna karsilik gelen

(£.0)= [ f@p(x)dx, peD (1.1)

ifadesinde lineer fonksiyonel denir .

Tanim 1.3deki integralleme aralig1 dogal olarak sup ¢ tizerinde yogunlagmaktadir. Bu
kavram fonksiyon taniminin genellestirilmesine olanak saglamaktadir. Onceleri, herhangi bir
fonksiyonun tanim araliginin keyfi noktasinda (veya hemen her yerde) tanimli ve tek degerli
olmasi isteniliyordu, ama simdi géz Oniine alinan adi fonksiyonun herhangi bir temel
fonksiyonla carpimimin integralinin sonucu bizi ilgilendirmektedir. Iste, biz bu integrali
genellestirilmis fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

Bu arada, fonksiyonun ayri ayr1 noktalarda degeri belli olmayip, genel ve temel
fonksiyonlarin ¢arpiminin integralinin nasil tanimlanacagi sorusu akla gelebilir. Bu sorunun
cevabi ise ¢ok basittir. Clinkii, bu durumda biz integrali yapisal degil aksiyomatik olarak

tanimlayacagiz. Diger yandan, V¢,,p, € D ve Va,,a, € Ricin

(f’a1¢’1 +0{2(02)=0(1(f,(01)+062(f,(02)

oldugundan (1.1) cinsinden tanimlanan fonksiyonel lineerdir. Ayrica (1.1) fonksiyoneli

asagidaki anlamda siirekli de olmaktadir. Eger D de ¢,,¢,,..¢,,...—~0 olan temel

fonksiyonlarmn bir dizisi ise, integralin ozelliginden lim(f,¢,)=0 olur. Boylece. (1.1)

fonksiyoneli D de siirekli ve lineer bir fonksiyoneldir.



D de (1.1) cinsinden ifade edilemeyen diger fonksiyoneller de vardir. Her hangi bir

o(x) temel fonksiyonuna ¢(0) sayisini karsilik getiren & fonksiyonelini goz ontine alalim.
(0, 9(x)) = p(0) fonksiyoneli lineer ve siireklidir [24]. Diger taraftan, bir ¢(x)’e @(0)
sayisini karsilik getiren (1.1) cinsinden fonksiyonel yoktur. Gergekten de, varsayalim ki D de

keyfi ¢(x) ve belli bir f(x) adi fonksiyonu i¢in

[ £ (0)dx = p(0) (1.2)

olsun. Ozellikle ¢@(x) = @(x;a) olarak Ornek1.1 deki fonksiyonu ele alirsak

J fCtsard = p0:0) =+ (1.3)

elde ederiz. Fakat a — 0oldugunda (1.3) iin sol tarafi sifira yaklasir, bu ise (1.1) gosterimi ile
celisir.

Tanim 1.4 D de taniml lineer ve siirekli fonksiyonele, yani

(1) (f,algol+0!2(p2)=051(f,(01)+a2(f,(p2)
(i) Ddep, >0 ise (f,p,)—0

kosullarini saglayan f fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon denir, [24].

(1.1) cinsinden ifade edilebilen fonksiyonele regiiler, edilemeyene de singiiler

fonksiyonel denir. Bu durumda, (5;¢) = @(0) fonksiyoneli singiilerdir. Keyfi adi fonksiyona

(1.1) cinsinden genellestirilmis bir fonksiyon karsilik gelir.

Ornek 1.3 f(x)=0 olsun. Tanmim 1.1° e gore

(f.9) = (c.p) = ¢ [p(x)dx
bicimindeki genellestirilmis fonksiyon sabit olarak isimlendirilecektir. Ozel olarak 1

genellestirilmis fonksiyonu, (1,¢) = I(p(x)dx anlamindadir, [24].

fi ve f, genellestirilmis fonksiyonlarmm ayni temel fonksiyonlar {izerinde
olusturdugu fonksiyoneller esitse, yani (f,,@) =(f,,®) ise, bu takdirde f, ve f, ye esittir

denir.



Eger en az bir ¢, test fonksiyonu icin (f},9,)# (f,,¢,) oluyorsa f, ve f,
fonksiyonlarma farkli genellestirilmis fonksiyon denir. Ayrica farkli f, ve f, adi

fonksiyonlarina farkli genellestirilmis fonksiyonlar karsilik gelir [24].

Toplama ve herhangi bir reel say1 ile ¢carpma

(alfl +0{2f2’¢):al(ﬁ’¢)+a2(f2’¢)

ile tanimlanir. ¢, f,(x)+, f,(x) fonksiyonuna tekabiil eden ¢, f, + ¢, f, fonksiyoneli de

regiilerdir.

1.2.1 Genellestirilmis Fonksiyonlarin Tiirevleri

Sonsuz mertebeden diferansiyellenebilen herhangi bir «(x) fonksiyonu ile
genellestirilmis herhangi bir f fonksiyonunun «(x)f carpimi
(@) f.@)=(f.a(x)p)
ile tanimlanir.

Eger f(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ise, onun f’'(x) adi tiirevi mevcuttur. Bu

taktirde f'(x) igin

(@) = [ F'(De()dx, peD
ifadesini olusturabiliriz. Simdi varsayalim ki, ¢(x) de mutlak siirekli ve smrli  ¢'(x)

tiirevine sahip fonksiyon olsun. Son integralden kismi integrasyon yardimai ile

(f10) = 9| % = [ F)g (0dx == [ F ()¢ (x)dx
elde edilir, yani - -
(f o) =—(f.9" (1.4)

dir. Eger f' fonksiyonu klasik anlamda mevcut olmazsa bile J. f(x)@'(x)dx ifadesi keyfi

@(x) test fonksiyonlari i¢in mutlaka mevcut olmaktadir. Boylelikle elimizde f’'(x)olmasa da
ve kesinlikle bize f'(x)in smrh tlireve sahip, kompakt destegi olan sinirli bir fonksiyonla
carpiminin integrali gerekmekte ise, f'(x) in mevcut oldugu var sayilir gibi kabul ederek,

(1.4) ifadesinin Oniine eksi isareti koyarak bu sonuca ulasabiliriz.
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Bu kavram, temel fonksiyonlarin iyi se¢ilmesi durumunda keyfi genellestirilmis
fonksiyonun tiirevi var ve bu tiirevinde bir genellestirilmis fonksiyon olacagini gostermektedir.
Diger deyisle, herhangi bir genellestirilmis fonksiyon her mertebeden tiireve sahiptir. Bu
baglamda,

(f"o)=f"—p") =(f.¢")
ve benzer sekilde, herhangi bir ¢ igin

(f7.0)=(f,=D)"9'") = (=D*(f,0'")
dir. Kolayca goriiliir ki, tiirev lineerlik ozelligine sahiptir. f, ve f, iki genellestirilmis
fonksiyon ve «,, a, sabitler ise (o, f, +a,f,) =a,f/+a,f, dir. Aynica, a(x) sonsuz
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon ise (« f) =a f'+ ¢’ f dir.

Eger, f(x) ve f'(x) fonksiyonlar siirekli ise, bu takdirde f' fonksiyoneli f'(x)
tiirevini verir. Burada, tiirevin belirlenmesine dair birkag¢ 6rnek ele alalim.

Ornek 1.4 (Heaviside fonksiyonu)

0, x<0,
0(x) =
1, x>0

fonksiyonunun tiirevini alalim. (1.4) formiiliine gore
(0'(x),p(x)) = (0(x),9'(x)) = —j @'(x)dx =p(0) = (5, )
0

dir. Boylelikle, &5(x) fonksiyonunun tanimina gére &'(x)=5(x) oldugu elde edilir. Genel
olarak 6'(x—x,)=0(x—x,) olur, [24].

Ornek 1.5 f(x), X,X,....X,,... noktalarinda h,h,,..., /... sigrayislarina sahip pargali
mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f'(x) fonksiyonu sonlu x,x,,...,x,

noktalar1 disinda her yerde tanimli fonksiyon olmaktadir

Asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim

[i)=f(x)=D h O(x—x,).
k

Bu fonksiyonun genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda tiirevi

[l =f'0)=D h 5(x—x,)

olup



f'x)= fl'(x)_'_zhk o(x—x,)
k

dir.

1.2.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Genellestirilmis Tiirevleri

Simdi ¢ok degiskene bagli genellestirilmis fonksiyonun kismi tiirevi kavramina gecelim.
fr x=(x,,x,,...,x,) degiskenlerine bagli fonksiyon oldugunda f(x) fonksiyonunun x,,

(i=12,...,n) degiskenine gore kismi tiirevleri asagidaki formiil yardimi ile tanimlanir, [24],

[68],
of op 4 1
(_8)0 ,goJ ——( . j, (i=12,..,n). (1.5)

1

Bilindigi gibi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi de genellestirilmis fonksiyon oldugundan f
fonksiyonunun yiliksek mertebeden

o’ f o’ f
0x,0x; ’ Ox,0x ;0x, o

tiirevlerini de ayn1 yolla tanimlayabiliriz. Boylelikle tiim genellestirilmis fonksiyonlar sonsuz
diferansiyellenebilirdir.

Ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi olan, fakat birinci mertebeden genellestirilmis
tiirevi olmayan fonksiyon gosterilebilir. f(x) genellestirilmis tiirevi olmayan fonksiyon
olmak iizere agagidaki fonksiyonu goz oniine alalim

fy) =)+ 1)
Bu taktirde, f(x,y) fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi yoktur, [68]. Fakat f(x,y) nin
ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi vardir. Gergcekten de, gereken kosullar1 saglayan

w(x, y) fonksiyonu i¢in

jj F(x, y)—dxdy ﬂ £ ;"ydxdw I f(y)—g’ydxdy

dir. Diger taraftan

jJ‘ F(x,y) (321// dxdy = .Iif(x) ij) 62(// dxdy :j‘f(x) Y |0 dx=0
G 7 oxdy / oty OXOY ) A 19

ve
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v, (0, (x) =y, (x,0,(x) =0
dir. Burada ¢, (x) ve @,(x) fonksiyonlar1 D’nin smir noktalarmin ordinatlarini

gostermektedir. Ayni yolla

62
jcj £ axg”y dxdy =0

elde ederiz. Buradan,

H F(x,y) Oy dxdy =0 = ﬂ Oy (x, y)dxdy
G G

Ox0y

2

yani mevcuttur ve 6zdes olarak sifira esittir.

0x0y
Uyan 1.2 Hemen-hemen her yerde tiirevin olmasindan genellestirilmis tiirevin mevcut oldugu

¢ikarilamaz.

s=1 *=0
X)=
0, x#0

fonksiyonu i¢in matematiksel analiz teorisinden
[,6() 0= £(0)
oldugunu ispatlaya biliriz.

[ F P ardx = (f.9)
fonksiyonu lineer siirekli fonksiyonel, genellestirilmis fonksiyon

jé(x)dx=1

olur.
Ornek 1.6 f(x) = c ( c sabit) fonksiyonunun olusturdugu genellestirilmis fonksiyonu

(f0) = [ F@)p0dx = [cpxdx=c [ p(x)dx
R —o e
dir.
Ornek 1.7 f(x) =l fonksiyonuna karsilik gelen genellestirilmis fonksiyonu asagidaki sekilde
X

elde ederiz.
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1 0 o0
(—,co(x)j = [ podr= [ 22 4y
X X Jox

-0

= ﬁm{jwdx+ J@dx}
—00 X & X
ifadesindeki ilk integralde x yerine —Xx yazilirsa

=lim ﬁma’)hi@dx}
X X

-0

elde ederiz. Yine ilk integralde sinirlarin yerini degistirirsek

:nm{-T(P(‘X) e+ [22 dx} hmﬁ P(x) = p(=) dx}
% X X - X

&0 &0

buluruz.

Onek 1.8 f,f, ,cf fonksiyonlar: genellesmis fonksiyon anlaminda

(r-0)= [ fods. (£,.0)= [ frodr

o0

(cf.0)= jcf¢dx=Tf(c¢)dx=(f,c¢)

olmaktadir.

1.3 Karakteristikler Yontemi

Aligilageldigi tizere bagimsiz degiskenleri (x4, x,,...,x,) € R™ ile bilinmeyen
fonksiyonu u = u(xq, X3, ..., X,,) ile gosterelim. u = u(xy, x5, ..., x,) fonksiyonu i¢in birinci

mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemin (KTDD) genel yazilim formu

F (X1, X2, o) Xp, U, Ug, Uy, oo, Uy) = 0 (1.6)

olmaktadir [18], [22], [28], [69]. (1.6) tiiriinden denklemlere kuantum mekaniginde,
varyasyonlar hesabinda, geometrik optikte ve benzeri alanlarda sik¢a rastlanmaktadir.

Tamm 1.5 Eger F fonksiyonu u fonksiyonu ve onun tiim tiirevlerine gore lineer fonksiyon
ise, denkleme birinci mertebeden lineer kismi tiirevli denklem denir.

Birinci mertebeden lineer homojen olmayan KTDD in genel sekli
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Ao (X1, X2, oo, Xp)U + A1 (Xq, Xy oo, XUy, + 0+ Ay (X, e, XU, = @(Xq, 0, X)) (1.7)
olmaktadir. Burada, a,...,a, lere denkleminin katsayilari, ¢ bilinen fonksiyonuna ise

denklemin sag tarafi denir. (1.7) denklemini

izt @i (x1, X, e, XUy, + Ao (X1, X, o, XU = @ (Xg, X, oov, Xp) (1.8)

bi¢iminde kisaca yazabiliriz. Eger ¢ (xq, x5, ...,X,) =0 olursa, (1.8) denklemine (1.7)
denklemine karsilik gelen birinci mertebeden lineer homojen KTDD denir.
Ornek 1.9 Asagidaki denklemler birinci mertebeden lineer denklemlerdir:
@) ue—u,+u, =0,
(@) (x + 2)uy, + 2yu,, = 2u,
(iii) xuy +yu, = ku, k€ R sabit.
Tanmim 1.6 Eger F bilinmeyen fonksiyonun birinci mertebeden tiirevlerine gore lineer

fonksiyon ise, denkleme kuazi lineer denklem denir ve bu denklemlerin genel yazilim formu

Yicg (X1, X, e, X, Wtky, + b (X1, X5, 00, X, u) = 0 (1.9)
seklinde verilir.

Ornek 1.10 Asagidaki denklemler birinci mertebeden kuazi lineer denklemlere birer drnek
olusturmaktadir.
(1) xuu, — yuu, = y* —x?,

(i) yuu, + xuu, =x +y,

(iii) (x* —y? —z%)z, + 2xyz, = 2xz,

(iv) G—y)zx+(x—2)z, +x—y =0.
Tanim 1.7

izt @i, X, e, XUy, + b(Xq, X5, o0, X, u) = 0 (1.10)

seklindeki denklemlere yari lineer denklem denir. (Bu tiir denklemlere bazi kaynaklarda “hemi”
veya “semi” lineer denklem de denilmektedir.)

Ornek 1.11 Asagidaki denklemler yar1 lineer denklemlerdir:
(@) 2+ yDuy, + 2uy = xu® + yu,
() (x+3uy +u, = 2yVu
Tamm 1.8 Eger F fonksiyonu u ve onun tiirevlerine gore lineer olmayan fonksiyon olursa,

denkleme lineer olmayan (nonlineer) denklem denir.
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Ornek 1.12 Lineer olmayan denklemlere asagidaki 6rnekleri verebiliriz:
O uz+uy =1,
(i) u?+u, =ud
(1.9) veya (1.10) cinsinden olan denklemlerin ¢oziimlerini incelemeden Once adi
diferansiyel denklemler (ADD) teorisinden bazi kavramlari hatirlayalim. Adi diferansiyel
denklemler teorisinden bildigimiz, n. mertebeden diferansiyel denklemin
®(x,,y,y", ., y™) =0 (1.11)
seklinde genel yazilim formunu gdz oniine alalim. Eger & fonksiyonu x,y,y’,y", ...,y™
degiskenlerine liner bagimli ise, (1.11) denklemine lineer diferansiyel denklem denir ve genel
yazilim formu
Yy +p ()Y 4 p ()Y + -+ p(0)y = f(x) (1.12)
olur. Burada f(x), p;(x), p2(x), ..., pn(x) fonksiyonlar1 bilinen ve gereken mertebeden
tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlar olup, p;(x) ler denklemin katsayilari, f ise denklemin sag
tarafi olmaktadir.

Eger f(x) = 0 olursa, denkleme n.mertebeden liner homojen diferansiyel denklem
denir. f(x) # 0 olmasi halinde ise (1.12) n. mertebeden lineer homojen olmayan diferansiyel
denklem olarak adlandirilir.

Bilindigi lizere, n. mertebeden adi diferansiyel denklemin genel ¢oziimii bagimsiz

degisken, bilinmeyen fonksiyon ve n tane keyfi sabit icermektedir. Yani, her bir ¢oziim

Y(x,y,¢q1,Cg 0, Cp) =0 (1.13)

cinsinden verilmektedir. Tersine, (1.13) cinsinden fonksiyonlar ailesi n. mertebeden bir tane
adi diferansiyel denklem olusturur.

(1.11) denkleminin genel ¢oziimiinii soyle de tamimlayabiliriz. Eger (1.13)
fonksiyonundan x’e gore n defa tiirev aldiktan sonra buldugumuz ifadelerden c4,c,, ..., ¢,
sabitlerini yok ettigimizde (1.11) denklemini elde edersek, bu takdirde (1.13) ifadesine (1.11)
denkleminin genel ¢6ziimii denir.

Simdi asagidaki gibi bir denklemi gz Oniine alalim

CD(x, v, vy, .., y("), Clet1r Chk42y v s cn) =0. (1.14)

Eger (1.14) denkleminde x’e gore(n — k)defa tiirev alip, bulunan ifadelerden cj,q, Cxy2, ..
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c, sabitleri yok ediltikten sonra (1.11) denklemi elde edilirse, (1.14) fonksiyonuna (1.11)
denkleminin k. aralik integrali denir.

Go6zoniine aldigimiz (1.14) aralik integrali kendi basina k.mertebeden bir diferansiyel
denklemdir. Dolayisiyla, eger (1.11) tiirtinden bir denklem i¢in herhangi bir aralik integrali
bulabilirsek, bu (1.11) denkleminin mertebesinin diigiiriilmesi anlamina gelir.

Bu soylediklerimiz KTDD ler i¢in s6z konusu degildir. Ama burada yine de genel
¢Oziimleri bulmak miimkiindiir. KTDD de s6z konusu keyfi elemanlar artik sabitler degil, keyfi
fonksiyonlar olacaktir.

Teorem 1.1 Birinci mertebeden kuazi lineer

a(x,y,wu, + b(x,y,wu, =0 (1.15)
KTDD nin genel ¢oziimii f(¢,u) = 0 dir. Burada f herhangi bir diferansiyellenebilen
fonksiyon, ¢(x,y,u) =c; = sabit u = c, = sabit fonksiyonlar1 ise (1.15) denkleminin
birinci aralik integralleri olmaktadir.
Ispat Parametrik denklemleri x = x(t),y = y(t) olan bir egriyi goz éniine alalim ve (1.15)

denklemini bu egri lizerinde yazalim. Eger

ﬁza, ﬂ=b olursa @:0 (1.16)
dt dt dt
veya dy = é, du =0 olur. dy = b adi diferansiyel denkleme (1.15) in karakteristik
dx a dx a

denklemi, onun ¢oziimiine (1.15) in karakteristikleri denir.
(1.16) denklemler sisteminin birinci aralik integral egrileri @ (x,y,u) = c;ve u =c,

olmaktadir. ¢ (x,y,u) = ¢; (1.16) denklemini sagladigindan,

Yxdx + @,dy =0 (1.17)
elde ederiz. (1.16) denkleminden
dx dy
i
veya dx = adt, dy = bdt oldugundan (1.17)
agy + bp, =0 (1.18)

denklemine denktir. Benzer sekilde, u = ¢, (1.16) denklemini saglamaktadir. a, b igin (1.16)
ve (1.18) cebirsel denklemler sisteminden a ve b gore tek bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul
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D((p’u) — |(px (py|
D(x,y) |Ux Uy

olmasidir. Yani,

u(x,y) = ¥Y(elx,y,u) (1.19)
herhangi bir diferansiyellenebilen W fonksiyonu icin (1.15) denkleminin genel ¢oziimii
olmaktadir.

Daha genel olarak, ¢ = @(x,y,u) ve Y =(x,y,u) gibi diferansiyellenebilen
iki fonksiyonu g6z oOniline alalim. f,¢ ve Y 1 herhangi bir fonksiyonu olmak iizere

f(p, ) =0 ise, bu takdirde u = u(x,y) fonksiyonu asagidaki birinci mertebeden KTDD i

saglar
pD(fp,t/)) y qD(q),w) _Dble.¥)
Dly,w) " D(wx) D(xy)
Burada p = Z—Z, q= Z—I; dir. Gergekten de,

f (ﬁo(x:%u(x:y)))ﬂl}(x,y, u(x,y)) =0

ifadesini x ve 1y’ ye gore diferansiyellersek sirasiyla,

of 10 dp 0 af 10 oy a

of [dp , dpouy  of oy, dpawy _
dolox Odudxl oJdyYlox OJuodx

of 6(p+6(p6u +6f 0¢+61/16u _
dploy  ouayl oylay " ouadyl

. i} a . C g et . .
elde ederiz. é ve # tiirevlerini bilinmeyenler olarak kabul edersek, sonuncu sistemin

tirivial olmayan ¢oziimleri ancak bu sistemin katsayilarindan olusan determinantin sifira esit

olmastyla bulunabilir, yani

Oy + DOy Yy + DYy
Oy +qo, Yy +qiy

olmalidir. Bu determinantin hesaplanmasiyla

p[q)ulpy - ¢y¢u] + Q[q)xd)u - q)ud)x] + [Qoxl/)y - (,0y7,11x1 =0

=0

veya

Oy Py

p Ox Py
©y Py

©y Py

Ox Yy

=0
Oy Py

+q
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elde edilir. Buradan da

D(p,¥) Do) D((p,lli)_o
D0, "1 D@0 T Day)

bulunur.
Teorem 1.2 Birinci mertebeden kuazi lineer
a(x,y, wuy + b(x,y,Wu, = c(x,y,u) (1.20)
KTDD nin genel ¢oziimii f(@,3) = 0 dir. Burada f herhangi bir diferansiyellenebilen
fonksiyon, ¢@(x,y,u) = c¢; = sabit ve P(x,y,u) = c, = sabit
dx _dy _ du

(1.21)

a b c

karakteristik denkleminin birinci aralik integral egrileri olmaktadir. Buradaki
p(x,y,u) = ¢y ve Y(x,y,u) = c, integral egrileri (1.20) denkleminin karakteristikleri olarak
isimlendirilir.

Ispat o(x,y,u) = ¢; ve Y(x,y,u) = c, (1.21) denklemini sagladigindan, bu denklemler

Yxdx + @, dy + @, du =0 (1.22)
denklemi ile bagdasir. Bu da

apy, + b, +cp, =0 (1.23)
denklemine denktir. (1.21) denkleminden

veya dx = adt, dy = bdt, du = cdt bulunur. Benzer sekilde, (1.21) denklemi
ayy + by, +cp, =0 (1.24)
denklemiyle de bagdasmaktadir. a, b, c i¢in (1.23), (1.24) cebirsel denklemler sisteminden a

ve b yi ¢ cinsinden a = _CAAl . b= —42  ,larak bulabiliriz.
Burada
Dx Py Pu ‘Py| Px Py
Yy l/Jy|’ 7y Wy 7 T2 Yy 1/Ju|
olmaktadir. Buradan
a b =
A A, A

veya
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a b c

blod) — Dled) — Digw) (1.25)
D(yu) D(u,x) D(x,y)
elde ederiz. Yukarida f(¢,3) = 0 kapal fonksiyonun
D(p.¥) D)) __ Dp.y)
PDow T 9Dwn — Day (1.26)

seklindeki bir denklemi sagladigini gostermistik.(1.26) denkleminde (1.25) ifadesi yerine
konursa f(¢,1) = 0 nin (1.20) nin ¢oziimii oldugunu buluruz. Gergekten de,
p@y) _a D@Y) _ b DY) _ ¢

pDiyvuw)  dt’ D(u,x) T D(x,y) Cat

olup, (1.26) den  p % +q % = i veya ap+ bp =c¢ oldugu gériiliir.

Ornek 1.13 u, — u, = 1 lineer denkleminin genel ¢éziimiini bulunuz.

Coziim Karakteristik denklemler sistemi

dr_dy _du

1 -1 1
seklinde olmaktadir. Buradan

d du

b
denklemlerini ¢ozersek ¢; =x+y, ¢c; =u —x aliriz. O halde denklemin genel ¢oziimii
fx+uu—x)=0 veya u=x+g(x+7y) scklinde elde edilir. Burada g fonksiyonu
keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyondur.
Ornek 1.14 Asagidaki denklemin genel ¢dziimiinii bulunuz

—2u,+(Zz—u, + (x—y)u, =0
Coziim Bu 0rnek icin karakteristik denklemler sistemi
dx dy dz  du

y—z z—x x—y 0
olur. Birinci aralik integrali du = 0 denkleminden u = c¢; olarak bulunur. Diger, birinci aralik

dx+dy+dz
y—zZ+z—x+x-y

integrali ise = 0 denkleminden x + y + z = ¢, seklinde bulunur. Nihayet

denklemi
xdx  ydy  zdz  du
xy-2) y@z-x) zx-y) 0
seklinde yazarsak xdx + ydy +zdz =0 veya d(x*+ y%+z?) =0 dan

x2 + y? + z2 = 5 igiincii aralik integralini elde ederiz. Bu durumda genel ¢dziim
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Flux+y+zx*2+y?+2z%) =0 veya u(x,y,z) = f(x +y + z,x? + y? + z?) olur.
Ornek 1.15  a(u) Z—Z — B(w) Z—; = 0 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim Karakteristik denklemler sistemi

dx dy du

a@) -p) 0
dir. Buradan birinci aralik integrali u = ¢, olarak elde ederiz. Diger birinci aralik integral
dx  dy
a(w) —Bw)

denkleminden a(u)y + B(u)x = ¢, bigiminde elde ederiz. Genel ¢ozliim ise

u = f(a(uy + pwx)

olur. Burada f diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon olur.

1.4 Nonlineer Denklemler

Lineer ve kuazi lineer denklemlerle kisaca da olsa tanistiktan sonra nonlineer
denklemlerin ¢Oziimii i¢in gelistirilmis karakteristikler metodunu inceleyelim. Lineer
denklemlerden farkli olarak nonlineer denklemlerin ¢oziimiimlerinin bulunmasi kendine 6zgii

karakter tagimaktadir.

1.4.1 iki Bagimsiz Degiskenli Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemin

Geometrik Anlam

Birinci mertebeden ve u(x,y) fonksiyonu i¢in yazilmis diferansiyel denklemler

teorisinde bu denklemin anlam1 6nemli yer tutmaktadir.

F(x,y,u,p,q) =0 (1.27)
denklemini g6z Oniine alalim. Burada p = Z—Z, q= Z—; ve sz + qu >0 dir. Bunun
i¢in (1.27) denklemini

p=fxyzq (1.28)
seklinde yazmak faydali olur. (1.27) veya (1.28) denkleminin, (x,y, z) koordinat diizleminde
z=®(x,y) (1.29)
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seklinde bir yilizey olusturan ¢oziimiinii, (1.27) veya (1.28) denkleminin integral yiizeyi olarak
adlandiracagiz. Dolayisiyla, s6z konusu denklemin ¢oziimiiniin bulunmasi, integral yilizeyinin
bulunmasi anlamia gelir. Eger (1.29) denklemine tanimlayici yilizey olarak bakarsak, ona

(x,y,z) noktasinda teget olan diizlemin denklemi

7-2=2x-0+2x -y 1.30
2= 9x x dy y (1.30)

veya
Z—z=pX—x)+qY —y)

olur. Buradaki X,Y,Z gecerli olan koordinatlari;; p ve q ise teget diizleminin agisal
katsayilarint  gostermektedir. Boylelikle (1.30) denklemi, aranan yiizeyin x,y ve z
koordinatlar1 ile s6z konusu diizleme bu noktada teget olan diizlemin acisal katsayilari
arasindaki bagintiy1 géstermektedir.
Simdi, asagidaki baslangi¢ kosulunun yorumunu verelim
X =x9 z=¢@(y). (1.31)
(1.31) denklemi uzayda bir K egrisi ifade etmektedir. Dolayisiyla Cauchy probleminin
¢oziimii K egrisinden gecen yiizeyin bulunmasi anlamma gelir. Onemle belirtelim ki, K
egrisinin 6zel bir yapisi vardir. Bu egri yoz diizlemine paralel olan x = x, diizleminde
yerlesir. Koordinatlarin bu tiir diizensizligi (1.30) denklemindeki x’ in roliiniin 6zel olmasindan
kaynaklanmaktadir. Eger denklemi teoride oldugu gibi simetrik sekilde yazarsak, Cauchy
problemini dogal olarak asagidaki bigimde tanimlamak gerekir. Bu durumda genellestirilmis
Cauchy problemi; (1.29) denkleminin,
x=¢@), y=9@®), z=x(@) (1.32)
denklemleri ile verilen egriden gecen integral yiizeyinin bulunmasi olarak ifade edilir.
Problemin bu tiir koyulusunda Cauchy problemi, (1.32) cinsinden olan baz1 egriler i¢in tanimsiz
olarak koyulur ki, baz1 egrilerden sonsuz sayida integral yiizeyleri geger. Boyle 6zel egriler
karakteristikler olarak adlandirilir ve onlar birinci mertebeden kismi tlirevli diferansiyel

denklemlerin integrallenmesi teorisinde 6nemli rol oynar.

1.4.2 iki Bagimsiz Degiskenli Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemin Genel
Coziimii. Charpit Denklemler Sistemi
Bu boliimde (1.27) denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim. Bunun i¢in (1.27) denklemini

sirastyla x ve y gore diferansiyelleyek
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JoF 6F6p+0F6q+0F6u 0
ox c')p dx dqox Oduadx
OF O0Fdp 0Fdq OFodu
ay 6p6y+6q6y+6u6y

S : . OF _ ., OF _ _ 9F _ _ OF _ ou
alinz. Asagidaki notasyonlart icerelim Pyl X, ay =Y, i P, el Q, P U P

Z_;L = q. Bu durumda yukaridaki denklemler sistemi

0 0
X+Up+Pa—p+Q—q=0,
v+uq+p 4 Q =
Ty T oy
e . 0q _ a_p o g
gibi yazilir. = oy oldugunu dikkate alirsak

dp op
X P—+Q—=
+ Up + 6x+Q6

Y+Ug+P 9% + 99 =0
P te dy
elde ederiz.

(x,¥,2,p,q) uzayinda karakteristiklerin denklemler sistemi

(X __P
ds _\/WQZ'
dy _ Q
&= T
dp X+pZ
4 ds = _\/m: (133)
dq _ Y+qZ
a [
dp _ pP+qQ
\ @5 = Jrige

olmaktadir . Bu denklemler sistemine Charpit denklemler sistemi adi verilir. Bu sistem i¢in
uygun baslangi¢ kosullar1 verilerek denklemin ¢6ziimiinii elde edebiliriz. Charpit denklemler
sistemini daha genel sekilde yazilmis denklem i¢in de kolayca elde edebileriz. Bu nedenle de
genelligi bozmadan bazi kavramlart n degiskene baglt u(xq, x5, ..., X,,) fonksiyonu igin

yazilmis denklemler iizerinde inceleyegiz.
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1.4.3. Homojen Olmayan Kuazi Lineer Denklemler

(1.9) seklinde denklemi g6z oniine alalim. Yukaridaki incelemelerden goriildiigii iizere

bu denklemin genel ¢6zliimii tiim degiskenlere gore diferansiyellenebilen herhangi bir V

fonksiyonu i¢in

V(x1, %2, e, Xp,u) = 0) (1.34)
seklindeki kapali fonksiyon olmaktadir. (1.34) ifadesini x; lere gore diferansiyellersek,
av N vV ou
dx; Oudx,
av " v du
dx, oudx,
avV  adV du

sistemini elde ederiz. Buradan,
ou _ av oV
ox;  dx;/ ou’

ifadelerini bulup, elde ettigimiz bu ifadeleri (1.9) da yerine yazarsak

[ ov v Vv oV av]
Nox/ ou " P ax,/ ou " ox,/ Bu

. . o v .
aliriz. Sonuncu ifadenin her iki tarafini (— E) ile carparsak

aV—|— aV+ -+ aV+baV_O 1.35
alal a262 ana au_ (' )

denklemini elde ederiz. Gorildiigii gibi, (1.35) denklemi V fonksiyonuna gére homojen

denklemdir. (1.35) denklemi i¢in karakteristik denklem sistemi

dx; dx, dx, dV

P1 D2 Pn R
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dir. Bu denklemler sisteminin n tane bagimsiz birinci aralik integrallerini asagidaki gibi

gosterelim

( lpo(U, X1, ...,Xn) = (1,

Y1 (U, Xq, ey Xp) = Co,

U‘/J‘n—l(u) X1, ---;xn) = Cyp-

Yukaridaki boliimde bahsedildigi gibi, (1.9) denkleminin genel ¢6ziimii
V= CDOPOI Y, ey lnbn—l)
olmaktadir. Burada @ keyfi diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Ornek 1.16 m herhangi bir sabit olmak iizere

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim Bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem
dx, dx, dx, df
X, X,  x, mf

dir. Sistemin aralik integralleri

olmaktadir. O halde, denklemin genel ¢oziimii

X1 X Xn—
q)(_l,_z,___ Xn-1 i) — 0

'le le ’ 'le xn

olur. Eger bu fonksiyonu f ye gore ¢ozersek,

elde ederiz. Burada y keyfi bir fonksiyondur.
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1.4.4 Cauchy Probleminin Coziimii

Simdi (1.11) denkleminin x,, = x2 da
U= @(xy, X5 0, Xp_1) (1.37)
sartin1 saglayan ¢oziimiinli bulalim. Burada ¢ bilinen bir fonksiyondur. Bunun i¢in (1.9) un
birinci aralik integralinde x,, = xJ yazalim
oW, X1, o, Xn_1, %) = P,

l/):l (ul xll ey xn—ll x7(')l) = l/;].l

................................. (1.38)
l/)n—l(u' X1, "'ﬂxn—l'xg) = l/;n—l'
(1.38) denklemler sistemini x4, X5, ..., X,—q gOre ¢ozersek
X1 = w1 (Yo, Y1, oo, Y1),
Xy = Wy (Wo, Y1, vy Prioa),
.................................. (1.39)

Xp-1 = Wy (W0, P, e, Wnm1)
alinz. Bu ifadeleri (1.37) de yerine yazmadan O&nce W1, Wy, e, Wy_q ve
fonksiyonlarindaki g, Y5, ..., Pp_y  argiimanlarint Yy, Yy, .., P,_; argiimanlarina
dontistiirelim. Boylece
U(x1, X3, 00, Xp) = QD((U1( Yo, Y1, eer Yo1)y e, W1 CPo, Py, o, l/)n—1)) (1.40)
ifadesi (1.11), (1.37) probleminin ¢éziimii olur.
Ornek 1.17 Asagidaki problemi ¢oziiniiz.
U +uu, = x,
u(x,0) = 1.
Coziim Denklemin karakteristik sistemi
ar _ ax _ au
1 u X

olur. Karakteristik sistemin aralik integralini bulmak i¢in

d(x +u) dx du
—— =dtve — =—
xX+u u X

adi diferansiyel denklemlerini ¢ozersek
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co=et(ut+tx) ve ¢, =u?®—x?
elde ederiz. Bu durumda problemin ¢éziimiinii
Flet'(u+x),u?2—x?)=0

veya u?—x?=f(e"*(u+x)) seklinde elde ederiz. Burada f diferansiyellenebilen
herhangi bir fonksiyondur. S6z konusu fonksiyonu bulabilmek i¢in baslangic kosulunu
kullanirsak, 1 — x? = f(1 + x) olur. Bu fonksiyonel denklemden f(x) = —x2 + 2x olup,
bu ifadeyi dikkate alarak problemin ¢éztimiinii

u?—x2=2et(u+x)—e?(u+x)?
veya

x+2e7t —xe %t

uot) = 1+ e72t

olarak elde ederiz.

Ornek 1.18

OZ_I_( N 2)02_
xax y+x ay—z

denkleminin x = 2 noktasinda z = y — 4 sartin1 saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim Denklemin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in dncelikle karakteristik denklemler sistemini

asagidaki gibi
dx dy dz
x y + x? ~ 7
veya
dx dy
FREET G
dx dz
x z

seklinde yazalim. Simdi aralik integralini arastiralim. Sistemin ilk denkleminden

dy y+x°

dx  «x
veya homojen olmayan

b y_,

dx x
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lineer diferansiyel denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii yani birinci aralik integralinden
42
ilki Y,(x,y,2) = % = ¢, olarak elde edilir. Diger birinci aralik integrali ise sistemin

Z

ikinci denkleminden ¥, (x,y,z) = =0 olarak bulunur. O halde, denkleminin genel

q:(y ,5>=0
X X

) seklinde olur. Simdi Cauchy probleminin ¢ézliimiinii bulalim. x = 2

¢Oziimii

y—x?

X

veya  z =xf(

icin yT_‘L =1, ve gz P, olur; buradan y =2y +4 ve z=2, dir. y ve z

nin bu degerleri z = y — 4 de yerine yazilirsa 210, = 2y + 4 — 4 elde edilir. O halde aranan

2

v e zZ
¢oziim — = yx veya z =y — x? olur.

Ornek 1.19

denkleminin u = 3 igin x? + y? = 16 gemberinden gegen ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim Oncelikle (1.63) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim. Bunun icin karakteristik
denklem sistemini yazarsak

dx dy du

yu xu —2xy
veya

dx dy dx  du

yu xu’ yu —2xy
2
olur. Bu sistemin birinci denkleminden x? —y? = ¢;, ikinci denkleminden ise x2 + S =C

elde edilir. Bulunan birinci aralik integrallerini

P10,y u) = x2 —y2,
2

u
Rl’z(x»y,u) = xZ +7

olarak gosterelim. Bu durumda, (1.63) denkleminin genel ¢oziimii
u?
CD<x2 —y?,x? +7> =0
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2
veya x?%+ u? = f(x? — y?) olur. Burada f diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyondur.
Simdi Cauchy probleminin ¢éziimiinii aragtiralim. u = 3 ig¢in

lpl(x;y)u)lu=3 = xZ _yZ = l/_)ll

9 _

Yolx,y, Wlus = %% =2 + 2 =1y,

halini alir. Buradan
— 9 — — 9 - — - 9
x2=1/)2—5 ve y2=x2—1/)1=1/)2—5—1/)1=1/)2—1/11—5

elde edilir. x? ve y? ninbudegerleri x? + y? = 16 da yerine yazilirsa,

-9 — -9
(ll’z _E) + (1112 - _E) = 16,
2 w9 2 v 2 2 _ 9% _
(45 -3)+ (2 + -4y =3) =16
buluruz. Buradan x2 + y? + u? = 25 elde edilir.
Ornek 1.20 Asagidaki problemi ¢dziiniiz

us +uu, =0,

1 — x2
uCe,0) = {5 I|J§c|| N
Coziim Denklemin karakteristik sistemi
dt dx du
1 u 0

olur. Buradan birinci aralik integralleri ¢c; =u ve ¢, = x — ut olarak buluruz. Baglangi¢
kosulunu da dikkate alirsak problemin ¢6ziimiinii

1-(x—ut)? [§I <1,
0, 1§1> 1.

seklinde aliriz. Burada & = x — ut olmaktadir. [29], [72] de (1.41) ¢oziimii detayli sekilde

u(x,t) = { (1.41)

incelenmistir. Ispatlanmistir ki, (1.41) fonksiyonunda zamanin artan degerlerinde ¢oziimde iki
degerlilik olusur. Yani goz oniine aldigimiz problemin klasik ¢éziimii mevcut degil. Bu tiir

cOzlimlerden fiziksel yararl ¢oziim elde etmek i¢in zayif ¢6ziim kavrami igerilir.

1.5. Lineer ve Kuazi Lineer Denklemlerin Zayif (Genellestirilmis) Coziimleri

Onceki boliimlerde birinci basamaktan kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin ¢ozlimlerini elde ederken klasik ¢6ziimiin mevcut olmadigint gérmiistiik. Bazi
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fiziksel problemlerin dogas1 geregi, baslangi¢ fonksiyonu ve katsayilarinin minimal kosullar
cergevesinde ¢oziimlerinin bulunmasi talep edilir. Boyle durumlarda problemin ¢dziimiiniin
diferansiyellenebilme mertebesi denklemin ¢oziimden talep ettiginden az olur. Bu durumda
klasik ¢6zlim kavramini genellestirmek gerekir. Bu boliimde bu tiir sorulara cevap vermeye
calisacagiz.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in zayif ¢oziim kavrami 1930 lu yillarda
Sobolev tarafindan verilmisti. [68]. Sobolev anlamindaki zayif ¢6ziim integral esitlik yardimi
ile tanimlanmaktadir

Sadelik acisindan ve fizigin yapisi geregi iki degiskene bagli olan problemleri
inceleyecegiz. O halde, degiskenlerden birinin t-zaman degiskeni, digerinin ise x -yer
degiskeni oldugunu kabul edecegiz.

Llul =2+ a(t,x) 3 + b(t, x)u + c(t,x) = 0 (1.42)
denklemini g6z Oniine alalim. Burada a,b ve c bilinen siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlardir. (1.42) denklemine

u(0,x) = f(x) (1.43)
baslangic kosulunu ekleyelim. Acik¢a goriildiigi tizere, t =0 (1.42) denkleminin
karakteristigi degildir. Herhangi bir G bdlgesinin sinirinda sifira esit olan herhangi bir siirekli

diferansiyellenebilen ¢(t,x) test fonksiyonu i¢in

JI, oLluldtdx =0 (1.44)

olur. (Verilen bolgenin icinde istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenebilen ve bolgenin
smirlari civarinda sifira esit olan fonksiyonlara test fonksiyonu denir.) Tersine, G de siirekli
diferansiyellenebilen herhangi bir ¢(t,x) fonksiyonu i¢in (1.44) esitligi korundugu takdirde
Llu] = 0 olur, yani u(x,t) (1.42) denkleminin ¢éziimii olur. Gergekten de, eger herhangi bir
(to,xo) noktasinda L[u] # 0 olursa, L[u] s6z konusu noktanin, Q civarinda isaretini korur.
@(t,x) nin Q igeriginde sifirdan farkli, Q nin disinda sifira esit oldugunu varsayarsak, (1.44)
esitligine ters diisen bir sonu¢ elde ederiz. (1.44) esitligini bagka sekilde de yazabiliriz.
Asagidaki

oLlu]l = L'[plu + cp + % (up) + aa_x (augp) (1.45)

esitligi dogru oldugu agiktir. Burada
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op
L'[e] = —E——(mp) + bo

dir. (1.45) esitligini integrallersek

ffG pLIuldedx = ffG L[l + coldtdx

ff [uL*[@] + cpldtdx (1.46)
G

elde ederiz.

esitligini (1.42) denkleminin zayif ¢oziimii olarak tanimlayalim. Onemle belirtelim ki, (1.46)
esitligi diferansiyellenemeyen, hatta siireksiz u(t, x) fonksiyonlari i¢in de gegerlidir.

Biz sadece kendisinin ve birinci mertebeden tiirevlerinin, ikiser ikiser kesismeyen veya
yalmiz x = y(t) gibi ortak noktalara sahip bolgelerde birinci tiir siireksizlige sahip olan
u(t,x) fonksiyonunu g6z Oniine alacagiz. Burada (t) siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyondur ve her bir par¢ada € - +0 iken u(t,¥(t) —e) ve u(t,y(t)+¢e) limitleri
mevcuttur. Benzer sekilde u; ve wu, tlirevlerinin de mevcut oldugunu kabul edelim. Bu tiir
fonksiyonlara parcali siirekli fonksiyon denilmektedir.

Tanim 1.9 G bolgesi, sonlu tastyiciya sahip istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenebilen
herhangi bir (t,x) fonksiyonu i¢in (1.46) esitliginin korunmasit halinde wu(t,x)
fonksiyonuna zay1f ¢ézlim denir.

(1.42) denkleminin zayif ¢oziimiiniin siireksizlik noktalarinin sadece karakteristikler
tizerinde olacagi kolayca gosterilebilir. Gergekten de, x = (t), u(t,x) fonksiyonunun
stireksizlik egrisi olsun ve @(t,x) x =(t) egrisinin kii¢iikk civart Q nin diginda sifir,
dahilinde ise siirekli diferansiyellenebilen fonksiyon olsun. x =¥ (t)yi Q@ nm iki yere
boldigi Q; ve Q, kisimlarinda siirekli diferansiyellenebilen fonksiyon olarak kabul edebiliriz
ve boylece Q; ve Q, bolgelerinde (1.44) denklemini de korumus olur. (1.46) esitligini

kullanarak

0= ff [L*[(p]u+c<p]dxdt—ff [L] u+c<p]dxdt—ff [L*[p]u + cpldtdx
Q,

ffﬂ ulpdtdx —JL ulpdtdx —ff . ( a(t 1/J(t))> @dt

elde ederiz. Buradaki son iki integral x = ¥ (t) egrisi lizerinde alinmistir ve
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[u] = u(t, () + 0) — u(t, (&) —0)
olmaktadir. ¢ keyfi fonksiyon oldugundan sonuncu esitlikten % —a =0 aliriz, yani x =

Y(t) egrisi (1.42) denkleminin karakteristigi olmaktadir.

u; ve u, fonksiyonlarinin da karakteristik tizerinde siireksiz oldugunu gosterebiliriz.
Bunun igin u*(t,x) fonksiyonunun karakteristik olmayan x = 1(t) tizerinde siirekli
oldugunu varsayalim. Bu durumda teklik teoremine gore, o hem (), hem de , de normal
stirekli diferansiyellenebilen x = (t) de u*(t,t/)(x)) olan ¢oziimle gakigir. Dolayisiyla uj
ve u; fonksiyonlarinin x = 1 (t) karakteristigi tizerinde sigrayislar1 olamaz. Benzer sekilde,
herhangi bir parcali siirekli ve diferansiyellenebilen noktalarda (1.42) denklemini saglayan,
karakteristikler iizerinde sigrayisa sahip u(t,x) fonksiyonunun (1.42) denkleminin
genellestirilmis (zayif) ¢6ziimii oldugunu kolayca gosterebiliriz.

(1.42) denkleminin (1.43) baslangi¢c kosullu Cauchy probleminin genellestirilmis
¢oziimii oyle u(t,x) fonksiyonuna denir ki, o siireksizlik noktalar1 i¢in t = 0 da O6nceden

verilen f(x) ile ¢akigsin. Agiktir ki, boyle u(t, x) fonksiyonu

az

ff [L*[@]u + coldtdx — f @0, x)f(x)dx =0
G1

ay
esitligini korur. Burada G; =GN {t =0} ve {a;,a,} ise G N{t= 0} olmaktadir. Bu
esitlik (1.42), (1.43) probleminin genellestirilmis ¢oziimiiniin tanim1 olarak kullanilabilir. Zayif
¢Ozlimler goz Oniine alindiginda denklem i¢in baslangic ve smir deger kosullarinin hangi
anlamda verilecegini 6zel olarak belirtmek gerekmektedir.

Lineer denklemin bir 06zelliginin 6nemini belirtelim. Yukarida gosterildigi gibi,
¢ozlimiin varliginin garanti oldugu S ylizeyinin R, civarinda Cauchy probleminin ¢oziimii S
tizerinde verilmis f(x) baslangi¢ fonksiyonuna bagli degildir. f(x) fonksiyonunun sonlu
sayida 1.tiir slireksizlik noktalar1 hari¢ tiim siireklilik noktalarinda (1.42) denkleminin (1.43)
baslangi¢ kosulu ¢ercevesindeki genellestirilmis ¢oziimiiniin de ayn1 bélgede mevcut oldugu
gosterilebilir.

Simdi, kuazi lineer denklemi g6z Oniine alalim. Lineer denklemlerden farkli olarak,
kuazi lineer denklemlerde, Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin tanimli oldugu bolge f ve onun

tiirevlerine bagl olur. Ornegin,

u ou
S tu-=0 (1.47)
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denkleminin
X
u(0,x) = —th (—), e>0
£

kosulu ¢ercevesindeki ¢oziimii sadece t < ¢ oldugunda tanimhdir. Cilinkii karakteristiklerin
(t,x) diizlemi tizerindeki izdiistimleri t > ¢ oldugunda kesisirler ve bu noktalarda u nun
farkli degerler almasina neden olurlar, [41].

Lineer denklemlere benzer sekilde, birinci mertebeden kuazi lineer denklemler i¢in de
genellestirilmis ¢6ziim kavrami icermek miimkiindiir, Ornegin,

Ju N da(t,x,u)
ot 0x

denklemi i¢in genellestirilmis ¢oziim asagidaki gibi tanimlanabilir.

+b(t,x,u) =0 (1.48)
G bolgesinde tanimli herhangi bir ¢ (x,t) test fonksiyonu i¢in asagidaki

dp 0
ff [—u +—a(t,x,u) + b(t, x, u)<p] dxdt =0 (1.49)
c Lot ot

integral esitligini koruyan pargali siirekli ~ u(t,x) fonksiyonuna (1.48) denkleminin
genellestirilmis ¢oziimii denir.
(1.42) denklemine benzer sekilde, x = (t) siireksizlik egrisi tlizerinde (1.48)

denkleminin genellestirilmis ¢ozlimiiniin

dy(t) a(t,x +0,u(t,x + O)) — a(t,x —0,u(t,x — 0))
dt u(t,x +0) —u(t,x —0)

(1.50)

denklemini korudugu gosterilebilir. Ayrica, u(t,x) fonksiyonun siireksizlik egrisinin, (1.48)
denkleminin karakteristiklerinin izdiisiimii ile cakismadig1 da kolayca goriilebilir.
Lineer denklemlerden farkli olarak (1.47) denklemi icin bir tek genellestirilmis ¢6ziim

tanimlanamaz. Ornegin,

uZ
au+a(7)_0 1.51
ot ax (1.51)
1, x <0,
1(0, x) ={_1 e (1.52)

Cauchy probleminin genellestirilmis ¢éziimii a > 1 sayisi i¢in
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(1, xsl_Tat,

—a, Tlrex<t,
u, (t,x) = < 2 (1.53)

a, 0<xs%;a

\ —1, a—_1t<x
2

olur. Boylelikle, (1.42) denkleminin (1.43) baslangi¢c kosulu cercevesindeki ¢6ziimiiniin

2
tekligi icin ek kosula ihtiyag vardir. % > 0 kosulunu koruyan (1.48) tiirlinden denklemler i¢in

t > 0 vyarn diizleminde siireksizlik egrileri tizerinde

u(t,x —0) > u(t,x + 0) (1.54)
kosulunun saglanmasidir. Bu kosul (1.53) ¢éziimlerinin i¢inden sadece birisinin & = 1 oldugu

durumda (1.51), (1.52) probleminin fiziksel gercek ve tek

1, x <0,
u(t,x) ={—1 x> 0

¢Oziimiinii verir.

Lineer denklerden farkli olarak kuazi lineer denklemlerde (O, x,u(0, x)) noktasindan
cikan karakteristikler yardimiyla ¢oziimii insa edemeyiz. Ornek olarak, yine (1.47) denklemi
i¢cin (1.52) kosulunu g6z oniine alalim. Kolayca goriliir ki, bu Cauchy problemin ¢6ziimiinii
karakteristikleri kullanarak t = 0 dogrusunun kiigiik bir civarinda tek olarak bulamayiz.
Gergekten de, (t, x,u) uzayinda (0, x, u(0, x)), —o00 < x < oo noktalarindan karakteristikleri,

yani
du _0 dx
dt ' dt

denklemler sisteminin ¢oztimlerini ¢izelim. u(0,x) in pirizsiz oldugu durumda

=u

karakteristiklerin orttiigii yiizey Cauchy probleminin ¢oziimiinii olusturur. (1.52) ifadesi ile
tanimlanan baslangi¢ kosulu Cauchy probleminin karakteristikleri (t,x) diizleminin t > 0
yart diizleminin x —t =0 ve x +t = 0 dogrulari arasinda t < 0 yar1 diizlemini 6rtmez.

(1.50) kosulu gaz dinamiginde darbe dalgasi olarak isimlendirilir. Bu da gaz
dinamigindeki kiitlenin, enerjinin ve impulsun darbe dalgasi tizerinden gegtigi korunum kuralini

ifade eder. (1.54) kosulu ise entropinin azalmamasi kuralina denk gelir, [28], [34], [41].
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1.6 Literatiir Taramasi ve Fiziksel Problemin Koyulusu

Tabakal1 ortamlarda sivilarin birlikte hareketi ilk olarak G. Darci, M. Masket, H.E.
Leybenzon, S. A. Chistianovich vs. gibi bilim adamlar: tarafindan 6grenilmeye baslanmistir.
Daha sonralar1 bu alanda 6nemli sonuglar hem eski Sovetler Birligi’nde H.E. Jukovskii, N.N.
Pavlovskii, M.D. Millionshikov, G.I. Barenblatt, G, Charniy, V.N. Shelkochev ve digerleri,
hem de batida M. Muscat, K. Aziz, A. Settari, A. Huper ve digerleri tarafindan elde edilmistir.

Pavlovskii’nin filtrasyon problemlerini kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin uygun
kosullar ¢ergevesinde ¢oziimiiniin bulunmasina indirgemesinden sonra, bu alanda elde edilen
¢Oziim metotlarint asagidaki gibi siniflandirmak miimkiindiir:

1. Analitik metotlar,

2. Yaklasik metotlar,

3. Sayisal, sayisal-analitik metotlar.

Bunun sonucunda petrol yataklarinin islenmesi siirecinde akinin bilinmeyen integral
karakteristiklerinin veya onun diger parametrelerinin (debisi, 6zgiil hizlari, basincin dinamik
dagilim1 vs) bulunmasi i¢in etkin ve kullanilabilir analitik ve yaklasik metotlar tiretilmistir.

Bilindigi iizere, filtrasyon problemlerini ifade edebilen kismi tiirevli diferansiyel
denklemler bir kural olarak nonlineer denklemlerden olusur ve bunlarin gercek ¢oziimlerini elde
etmek miimkiin olmamaktadir. Spesifik dogrusal olmayan denklemler ¢ok fazli sivilarin
tabakali ortamda birlikte hareketi esnasinda ortaya ¢ikar. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii nadiren
bulunabilir ve bu alanda aktiiel sayilabilen sorunlardan biri de bu problemlerin ¢éziimlerini
arastirmaktir.

Dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziim yodntemlerinin
bulunmasi son on yillara kadar miimkiin degildi. Buna gore de mevcut yaklasim metotlarinin
biiyiilk bir kismi problemi lineerlestirmeyle elde edilirdi. Bu nedenle de bdyle yaklasik
metotlarla bulunan ¢oziimler olayin fiziksel 6zelliklerini ne kadar diizgiin ifade edebilir sorusu
her zaman acik kalmistir.

Son yillarda nonlineer fonksiyonel analiz alaninda {iretilen metotlar ve ¢ok sayida
kitaplarin piyasaya c¢ikmasi ile bir siirli dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle ifade edilen pratik problemlere ¢oziimler iiretilmistir. Fakat, mevcut ¢6zliim

metotlarin1 analiz ettigimizde dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
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¢Oziimlerinin bulunmasi i¢in genel bir metodun olmadigini, her bir problemin ¢éziimii i¢in dzel
metotlarin gerektigini gozlemlemekteyiz.

Ayrica, denklemlerde bulunan nonlineerlik fiziksel olayin dogasindan olusan ¢esitli ve
yeni spesifik 6zellikler yaratir. Bu tiir 6zellikler o kadar ¢ok olur ki, onlar1 bir ¢irpida dikkate
almak imkansiz olur.

Son yillarda nonlineer filtrasyon problemleri teorisi genis O&grenilmis bir alana
cevrildiginden, artik serbest bir dal1 bile olusturmustur. Otomodel ¢oziimler yardimu ile ilk kez
nonlineer denklemlerin 6nemli 6zellikleri kesfedilmistir. [11], [13] de nonlineer filtrasyon
denklemleri i¢in t =0 da verilmis baslangi¢ fonksiyonun uzaymn her hangi bir sonlu
bolgesinde sifirdan farkli degerler aldig1 noktalarda, ¢ > 0 i¢in ¢6ziimiin de yalniz sonlu bir
bolgede sifirdan farkli degerler aldigi ispatlanmistir. Coziimiin sonlu zaman zarfinda sonlu
mesafeye kadar dagilma Ozelligi nonlineer filtrasyon denklemlerinin ¢oziimlerinin klasik
olamayacagini gosterir, [11].

Nonlineer filtrasyon denklemleri bir ¢ok iinlii matematik¢ilerin de arastirma konular1
olmustur. Oleinik O.A.[42], Kalashnikov A.S. [30], [31] bu denklemler i¢in zayif ¢6ziim
kavramlarini dahil etmis ve ¢oziimiin varlik ve teklik teoremlerini ispatlamislar. [36] da Lax
dejenere olan nonlineer daha genel parabolik tiir denklemlerin ¢6ziimii i¢in lokallesme
ozelliginin oldugunu gostermistir. Daha detayli incelemeler Samarskii, Galaktionov ve
Kurdyumov tarafindan yapilmistir, [60].

Cagdas bilgisayar teknolojilerinin katkisiyla nonlineer filtrasyon denklemleri i¢in
yazilmis problemlerin ¢éziimlerinin bulunmasi icin etkin sayisal ¢6ziim metotlar1 uygulanmaya
baslanmugtir. Literatlirde bulunan 6zel ¢6ziimleri analiz ettigimizde ¢6zliim fonksiyonlarinin
diferansiyellenebilme mertebesi denklemin c¢oziimden talep ettigi diferansiyellenebilme
mertebesinden kii¢iik olmaktadir, [22], [25], [33], [40], [41]. Bu nedenle de nonlineer
filtrasyon denklemleri i¢in yazilmis problemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in yeni ve
coziilebilirlikleri yiliksek olan metotlarin yaratilmasina ihtiyag duyulur.

Lineer filtrasyon denklemleri i¢in yazilmig problemlerin ¢dziimlerinin, nonlineer
problemlerle kiyaslandiginda daha iyice incelendigi goriilmektedir. Bunu yukarida sdziinii
ettigimiz gibi nonlineer denklemlerin ¢ézlimlerinde zamanin biiylik degerlerinde olusan yeni
fenomenlerin, 6rnegin heyecanlanmis bdlgenin sinirinin sonlu hizla degismesi, c¢oziimde yeri

onceden bilinmeyen si¢rayislar ve infilak gibi 6zellikler talep eder.
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[5],[8], [14], [26], [60], [61], [72] de sicaklik dalgalarinin hesaplanmasinda ortaya ¢ikan
zorluklar incelenmis ve ¢oziimde olusan o6zellikleri dikkate almaksizin homojen sonlu farklar
algoritmalar1 onerilmistir [5], [9], [10], [26]. Denklemlerin ¢6ziimiinde olusan piiriizler, klasik
¢Oziim kavraminmi genellestirerek zayif ¢6ziim kavrami dahil etmeyi zorunlu kilmistir. Bu
kavram cercevesinde elde edilen ¢oziimler siireksiz de olabilir.

Sicaklik dalgalarin hesaplanmasi esnasinda hareket eden on cephenin de bulunmasi
[3] ve [14] de gelistirilmistir. Bu kaynaklarda onerilen metotlardan matematiksel fizik ve
hidrodinamikte rastlanan bir ¢ok problemlerin ¢oziimlerin bulunmasinda istifade edilmistir. [3]
ve [13] de incelenen problemlerdeki dejenerasyon agik sekilde, yani ¢oziimiin x = &(t) 6n
cephesi tizerinde u(é(t),t) = 0 seklinde ifade edilir. Fakat Bukcley-Leverett problemi gibi bir
cok pratik denklem yeri 6nceden bilinmeyen noktalarda dejenere olur.

[9] ve [10] da C uzayinda bir smif stasyoner olmayan nonlineer filtrasyon denklemleri
icin yazilmis birinci baglangi¢ sinir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in bir sayisal metot
Onerilmistir. Burada yaklasik ¢6ziimiin ger¢ek ¢oziime yakinsamasinin ispati i¢in 6zel metot da
Onerilmistir.

Bir kural olarak, pratik problemleri ¢dzerken matematiksel modeli olusturan
denklemlerde problemin fiziginden kaynaklanan farkli karakterli nonlineerlikle karsilagilir.
Nonlineer kismi tiirevli denklemlerin giiniimiizde mevcut olan matematiksel teorisi halen tam
incelenmemistir. Bu nedenle de spesifik 6zelliklere sahip olan problemlerin her birisi 6zgiin
arastirma ve etkin ¢6ziim metotlarinin kurulmasini talep etmektedir.

Petrol yataklarinin istismar1 siirecinin teorik olarak Ogrenilmesi, tabakali ortamda
stvilarin hareketini ifade eden denklem veya denklemler sisteminin uygun kosullar ¢ergevesinde
¢ozlimlerinin bulunmasi ve onlar esasinda bilimsel karar vermeye dayanir. Agiktir ki, bu prosesi
etkileyen bir ¢ok fiziksel faktorler vardir. Fakat bu faktorlerin hepsini ayn1 zamanda dikkate
almak matematiksel modelin ¢oziimiiniin bulunmasini zorlagtirir. Ona gore de herhangi bir
problem incelenirken bazi fiziksel varsayimlar yapilmaktadir. Bunun yani sira modeli olusturan
denklemler nonlineer oldugundan onun gercek ¢oziimiinii her zaman elde etmek imkansiz olur.
Fakat, baz1 durumlarda 6zel ¢coziimler elde edilebilir. Boyle ¢ozlimler, birincisi fiziksel olayin
dinamiginin agiklanmasi, ikincisi ise uygulanan sayisal ¢oziimlerin test edilmesi agisindan ¢ok

onemlidir.
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Tezde iki fazli sivilarin tabakali ortamda birlikte hareketini ifade edebilen denklemler
sisteminin sayisal ¢ozlimiiniin bulunmasi i¢in bir metot gelistirilmistir. Literatliirden bilindigi
tizere iki fazli sivilarin (6rnegin, su ve petrol) birlikte hareketini ifade eden denklemler sistemi
su ile doyma fonksiyonuna gore birinci mertebeden nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemin verilmis baslangi¢c kosulu ¢ergevesinde ¢oziimiiniin bulunmasina indirgenilir. [22],
[28], [32], [41], [65], [72] de ispatlanmistir ki, eger baslangi¢c fonksiyonun x’e gore azalan
pargasi varsa, zamanin artan degerlerinde denklemin ¢éziimiinde ¢ok degerlilik olusur. Fakat,
fiziksel acidan ¢ok degerlilik kabul edilemezdir. Céziimdeki ¢ok degerlilik ise matematiksel
acidan elde edilen ¢oziimiin klasik ¢6ziim olmadigin1 gosterir. Bu tiir ¢6ziimleri “kurtarmak”
icin, yani ondan fiziksel yararli ¢6ziim elde etmek i¢in klasik ¢6ziim kavramin gelistirip, zayif
¢Oziim kavrami dahil edilmistir [22], [67], [72]. Bu nedenle tezde zay1if (genellestirilmis) ¢oziim
kavraminin dahil edilebilmesi i¢in gereken altyap:t olusturulmus ve godz Oniine alinacak
problemlerin matematiksel modelleri ¢ikarilmis ve siireci ifade edebilen baslangic ve sinir
sartlar1 incelenmistir. incelenecek olaymn dinamigini aciklamak i¢in &nce bir boyutlu ortamda
stkisamayan sivilarin hareket modelleri incelenmistir. Eger tabakali ortamin mikroskobik, yani,
yatagin kumlu oldugunu kabul edersek (pratikte boyle yataklar mevcuttur [13]) yukarida da
sOziinli ettigimiz gibi bu olaymn denklemi non lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme
indirgenilir. Bu modele Buckley-Leverett modeli denilir [15]. Buckley-Leverett modelinin
¢Ozlimiiniin (hem gercek, hem de sayisal) bulunmasi i¢in orijinal bir metot gelistirilir. Bu
modelin ¢éziimiiniin 6zelliklerini incelemek i¢in 6nce Cauchy problemi matematiksel agidan
incelenmis, sonra ise bu inceleme metodu, pratikte rastlanan petroliin su ile sikistirilmasi
probleminin Ogrenilmesine uygulanmistir. Ayrica, sikisabilir sivilarin  hareket modeli
incelenmis ve karisik denklemler sistemi fiziksel parametrelere gore, birincisi su ile doyma
fonksiyonuna gore, ikincisi ise basing fonksiyonuna gore miistakil denklemlere parcalanmasi
icin metot Onerilmistir [46].

Petrol yataklarinin verimlilik katsayisini artirmak i¢in ¢ogu zaman petrolii kimyasal
aktif sularin yardimu ile sikistirip ¢ikarmak daha faydali olur. Bu prosesi ifade eden denklemler
sisteminin uygun baslangic ve sinir sartlar1 dahilinde ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in sonlu farklar

metodu gelistirilecektir.
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2. iKi FAZLI SIVILARIN TABAKALI ORTAMDA BiRLIKTE HAREKETININ
MATEMATIKSEL MODELLERI

Petrol yataklarinin islenmesi, teorik analizi ve istismarinin optimal idare edilebilmesi
icin olayin fizigine denk hidrodinamik modelin ve onun efektif ¢oziimiiniin elde edilmesi
gerekmektedir. Bu ¢6ziim yardimi ile petrol kuyularinin sulanma dinamiginin yan1 sira yatagin
su ile doyma dagiliminin incelenmesi ve yatagin islenmesi i¢in gereken teknolojik gostergelerin
hesaplanmas1 miimkiin olmaktadir.

Bilindigi iizere tabakali ortamlarda petrol, petroliin igerisinde ¢oziilmiis gaz ve su birlikte
hareket eder. Bu siirecin teorik incelenmesi yeteri kadar zor bir problem olmaktadir. Bu nedenle
(incelen problemin yapisi geregi) s6z konusu problem bazi fiziksel yaklagimlar cergevesinde

incelenir.

2.1 Mikroskopik Ortamda iki Fazh Sivilarin Birlikte Hareketini ifade Edebilen

Denklemler ve Problemin Koyulusu

Petrol yataklarinin istismari siirecinde ¢ikarilan petroliin 6nemli bir kismi ikinci istismar
teknigi olarak adlandirilan, tabakali ortama su vurma kuyulari olarak tanimlanan, noktalardan
yatagin basincini sabit tutmak niyeti ile basilan siv1 sayesinde elde edilir. Basilan su, istismar
teknigine bagl olarak sade veya hasilatin artmasi niyeti ile kimyasal katkilar1 olan sivilar da
olabilir. Bazi dogal durumlarda petroliin su ile kuyular sistemine sikistirilmasi tabakali
ortamda bulunan dogal sivinin yardimi ile de gerceklesebilir.

Petrol yataklarimin optimal istismari siirecinde petroliin ¢ikarilma temposunu ve
ortamda basincin dinamik dagilimini her daima kontrol altinda tutmak gerekir. Bunun yani sira
ortamin su ile doyma (sulanma) dinamigi de takip edilmelidir. Bu faktorleri deneysel seviyede
o0grenmek miimkiin degildir. Sivilarin tabakali ortamda birlikte hareketini ancak teorik sekilde
incelemek zorunda kaliyoruz. Fakat, matematiksel modelin kurulmasina ve istismar igin
gereken parametrelerin bulunmasina, modelin fiziksel olay1 diizgiin aksettirebilmesi i¢in ek
sartlarin diizgiin verilmesine dikkat edilmesi gerekmektedir.

Onerilen matematiksel model incelenen fiziksel siirecin dinamik yapismi diizgiin
aksettirmenin yani sira, laboratuvar ve reel deneylerle kiyaslama ve yatagin analiz edilebilmesi

icin aninda bilimsel kararlar verilebilmesine yardim etmelidir.
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Modeldeki denklemlerin 6zellikleri ve 6zellikle de problemin etkin ¢éziim metotlarinin
secilmesine tabakali ortamda bulunan sivilarin reel ozellikleri de tesir etmektedir. Fakat,
matematiksel hesaplama siirecinde her hangi bir fiziksel varsayimin veya hesaplamadaki
herhangi bir hatanin, model sonucun fiziksel sonugtan farkli olmasina neden oldugunu
kestirmek zor olur. Bu cinsten olan varsayimlar, genelde sivilarin durum denklemlerinin
matematiksel karsiligin1 yazarken ortaya ¢ikabilir.

Bilindigi tizere sivilarin tabakali ortamda birlikte hareketini ifade eden diferansiyel
denklemlerin yazilmasi fizigin iki temel kanununa dayanir. Bunlardan biri petrol ve su
fazlarinin korunmasi ve digeride Darci kuralidir, [12], [17], [39]. S0z konusu denklemler

sistemi agagidaki gibi

Aa[ S“’]+d' [Go,]+ g, =0 2.1
at mb(p) v qa) qw - Y ( . )
Aa[ S"]+d' [G,] +q, =0 2.2
at mBo(p) w qO qO - Y ( . )
kki(Sw)A
= ————o9oradyp;, (i=w,o0 2.3
q; () gradp;, ( ) (2.3)
So+ 54 =1, (2.4)
Do — P = Pc(Sw)- (2.5)

olmaktadir. Sadelik i¢in S, = [, = 1 olarak kabul edelim. (2.5) i dikkate alarak (2.3) den

k,(S k,(S, k,(S
div IAk( wS0) + o w)> grad p,, + Ak o(50) grad p.(S,)|=q, (2.6)
He He Ho

aliriz, burada
q=do + qu. (2.7)

Toplam hacimdeki su ve petrol oranmi ifade eden ve asagidaki gibi tanimlanan Buckley-

Leverett fonksiyonlarini
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F,==2,  F=2, (2.8)
F,+F, =1 (2.9)

ve toplam siv1 anlamini veren q = q, + q,,, yani

ko(Sw) | Ko(Se)
Mo Ho

k
q=qw+%=AkK >mwpw+j%mdm60 (2.10)
(0]

dahil edelim. (2.10) dan

q 0( “’) —002 grad p.(S,) + k"l(j“’)
AP = ) G| T kaGl) , k0. 1D
T to Ho to
aliriz. (2.11) ifadesi (2.1) de yerine konursa
0S, . k,(S,) q °(Sw)gradzk(5w)
mA? + div<{ Ak bo | 7 (Sw) k. (Sw)] k (Sw) RN =q, (2.12)
Ho

elde ederiz. [15], [17] da gosterildigi i¢in Buckley-Leverett fonksiyonlar1 i¢in

kw(Sw) kO(Sw)

_ U _ Ko
FoS0) =0 Gy P T ney ey @

+ +

He Ho He Ho

ifadelerini almis oluruz. (2.13) dikkate alindiginda (2.12) denklemi

as ke, (S
mA—ﬂ+dNMQL%H+dNAk“iw)
at He

Fo(sw)grad Pw t+ grad pc(sw) = —(u (2-14)

seklini alir.

Boylece (2.1)-(2.5) denklemler sistemi asagidaki gibi karisik tiir diferansiyel denklemler
sistemine pargalanir. Bir baska deyimle, bu denklemler sistemi fiziksel parametrelere gore;
birisi su ile doyma fonksiyonuna, digeri ise basing fonksiyonuna gére denklemlere ayriklasir.
(2.6) ve (2.14) denklemleri nonlineer oldugundan onlar yer degiskenine gore ii¢ boyutlu

ortamda ¢ozmek zordur. Sadelik i¢in denklemleri bir boyutlu ortamda
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i [Ak (kw(sw) + ko(sw)) apw] + i [k (ko(sw) + aPc(Sw))] —
ox Uw Uo ox ox Uo dx

q, (2.15)

R ACH I
Ao T ax T ox

ko (Sw)

o

IAk Fw(Sw)p’c(Sw)%l =—q, (2.16)
olarak ele alip inceleyecegiz. Bilindigi {izere bir boyutlu tabakali ortamda sikisamayan sivilar
icin q =q(t) olmaktadir. Gorildigi gibi, bu durumda denklemler sistemi fiziksel
parametrelere gore ayriklastirilmistir. Burada amag elde edilen teorik sonuglar ile laboratuvar
ortaminda yapilan deneyleri de modellemektir.

Istismar rejimine bagl olarak (2.15), (2.16) denklemlerine baslangi¢ ve smir sartlari
eklenir. Yatag1 imitasyon eden bolgeyi G ve onun siirini [' ile gosterelim. Varsayalim ki, G

bolgesinde N, kadar istismar kuyusu vardir ve bu kuyulardan elde edilen petroliin debileri gj’,

(G=12,..,N,) olmaktadir. Bolgede N, kadar da yataga su basma kuyulari oldugunu
varsayalim ve bu kuyulardan da pompalanan su debileri g7, (v =1,2,...,N,) olsun. Petrol
yataginin islenmeden &nce basincini p,, yatakta bulunan dogal su ile doymay: ise SO ile

gosterelim, yani baslangi¢ kosullar

p(x,y,0) =py, Su(x,y,0) =52 (2.17)

olsun. G bolgenin dis sinir1 olan I' da ise sartlar

dp

= =0, veya p(x,y,t)|r =p.(t) (2.18)

r

olarak verilebilir.
02 = (2, 92.1), G =12..,N,) ve I = (0, 38,), (v=12,..,N,)
ile sirastyla G bolgesinde yerlesen petrol ve su vurma kuyularinin koordinatlarini gosterelim.
I? = (x2,y2,t) noktalarindan yataga su pompalandigi i¢in
Swlrg = 5102, %2, ). (2.19)

olacaktir, burada S/ = 1 — §9. dir.
Klasik matematiksel teoriye gore tabakali ortamin u¢ noktasinda yani, x = £ de sinir

kosulu verilmelidir. Fakat, yukarida soOziinii ettigimiz kaynaklarda (2.16) cinsinden
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denklemlerle ifade olan fiziksel olaylarda heyecanlanmis bdlgenin sinirinin sonlu hizla hareket
ettigi ve sonlu mesafeye kadar dagildigi ispatlanmistir. Diger taraftan (2.16) denklemi
heyecanlanmig bdlgenin bilinmeyen sinirinda dejenere olur ve sonlu t zamaninda sonlu x =

£¢(t) noktasma ulasir, yani sup S, (t) sonludur. Boylelikle (2.16) denklemi Dy =
{(x, )] 0 < x < £¢(t), t > 0} bolgesinde tanimli ve

So( (), t) = S (2.20)
olmaktadir. Yani, (2.16) denklemi x = {’f(t) noktasinda birinci mertebeden denkleme
dejenere olur.

Literatiirden de bilindigi iizere dejenere olunan sinirda veya sinirin bir kisminda sart
vermeye gerek yoktur. Ayrica (2.20) sart1 bilinmeyen £¢(t) smirin1 da bulmaya imkan verir.
Eger,k,(S,), ko(Sy), p:(S,) fonksiyonlari belli olursa (2.15)-(2.20) problemi ¢oziilerek
basing ve su ile doyma fonksiyonlarinin dinamik dagilimlari bulunabilir.

Gozoniine aldigimiz problemin dogal yapisini inceleyebilmek igin dnce (2.15)-(2.20)

problemini 6zel durumlarda inceleyelim.

2.2 Bir Boyutlu Ortamda Sikisamayan Sivilarin Birlikte Hareketi. Buckley-

Leverett Modeli

Makroskobik ortamda sikisamayan sivilarin bir boyutlu hareket denklemleri de petroliin
ve suyun korunum kurallar1 ve lineer Darcy yasasi ile ifade edilmektedir. Bu varsayimlar

cercevesinde akisi ifade eden denklemler sistemi,

8(m0)+ ov, _0.
ot ox
a((m—na)+ v, _ 0
ot ox
v, :_ma_p, (l = s,p)
My Ox

seklinde olur [8], [13], [17], [39]. Burada, o(x,r) - tabakali ortamlarin su ile doyma

fonksiyonu, p(x,7)- su fazinin basincini, k, ve k, oransal faz gecirgenlikleri, £, ve u,
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petrol ve suyun viskoziteleri, m, k — sirasiyla tabakali ortamin gozenekligini ve gegirgenligini
gostermektedir.
Bu problem ilk kez Buckley — Leverett tarafindan incelenmis ve literatiirde Buckley —

Leverett modeli olarak adlandirirlar [15]. Bu denklemler sisteminden bilinmeyen o (x,r)

fonksiyonu i¢in

oo (x,t) N OoF (o(x,1)) _

0 221
ot ox ( )

skaler denklemini elde ederiz.

Burada, F(o) fonksiyonu toplam sivi hacmindeki su oranini ifade etmektedir. Ayrica
F'(c) ve F'"(o) tiirevleri mevcut olan bilinen bir fonksiyon, G ise

D={(x,t):—oo<x<+oo,t20}

dir. (2.21) denklemi, birinci mertebeden nonlineer hiperbolik tip denklemdir ve ¢ok sayida
farkli problemleri ifade eder. Literatiirden bilindigi ilizere baslangic fonksiyonunun siirekli
oldugu halde bile (2.21) denkleminin ¢ozlimii siireksiz olabilir ve bu siireksizligin yeri 6nceden
belli olmayabilir.

(2.21) denklemi igin g6z Oniine alinan problemin fiziksel anlamina gore ¢esitli sartlar
verilebilir. Bunlar tabakali ortamdaki kalik su oranm1 ve sinirda tabakali ortama pompalanan
suyun debisi olabilir. (2.21) denkleminin ¢ézlimiiniin yapisini, yani onun diferansiyellenebilme

ozelliklerini incelemek i¢in agagidaki problemi g6z oniine alalim.

2.2.1 Cauchy Problemi

(2.21) denklemi i¢in asagidaki baslangi¢ kosuluna sahip

f0, |4 <1,

0 Wi (2.22)

o,(x)=0(x,0) = {

Cauchy problemini inceleyecegiz. Burada f(x) baslangic profilini tanimlayan bilinen siirekli

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

(2.21) ve (2.22) probleminin ¢ozlimii karakteristikler metodu ile kolayca olusturulabilir
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s, g,
o(x,t)= {O, |§| o1 (2.23)

E=x—F'(o). (2.24)

Burada &, F'(o) hizi ile hareket eden uzaysal koordinati gostermektedir, [21], [33], [39],
[65], [71]. (2.23) seklindeki ¢oziimlere yumusak (soft) ¢oziimler denir, [40]. (2.23) ifadesinden

x’e gore tiirev alirsak

do(x) _ df(&) 0&
ox dé  ox

=f'(f)-(l—tf"(a)(;—aj=f'(§)—f'(§)tF"(0)a—a
X ox

a—j(l+ FIEF"())= (&)

buluruz. Buradan

L= f'&) (2.25)
1+ f'(EF (o)t
elde ederiz. Yine (2.23) ifadesinin ¢’ ye gore tiirevi alinirsa
5, = %f)% - FO-F(0)-1F'(0)5,) =~ (&F ()~ f (O F (@10,
veya
o,(1+ f(EF (o)1)=~ ()F (o)
olur. Buradan
o = S (&F' (o) (2.26)

"1+ fUEF (o)t

alinz. (2.25) bagmtist (x=¢&, (=0)) da baslangic profilinin egimine gore, (x,r)
noktasinda o(x,r) profilinin egimini gosterir. Eger f'<0 ve F">0,(veya f'(u)>0,
F"(u) <0) ise, bu taktirde 1+ f'(&)F"(o)t =0 olur ve

SR >0
f(©F (o)

degeri i¢in o (x,f)=c bulunur. Ayrica, bu noktalarda o,(x,f) de sonsuz olur, yani

o,(x,t)=c0. Bu yiizden, eger baslangi¢ profilin belli bir ¢ noktasinda negatif bir egime
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I J de o,(x,t)=0 ve o (x,t)=o0 olur. Bu deger

sahipse, yani f'(£) <Oise, T, = (— T

¢oziimiin profilinde ilk kez dik tegetlerin olustugu zamandir. O halde, x, =&, +T F'(&,)

1 . . .
noktasinin komsulugunda ¢6ziim ¢ >7T = (— —”] icin tek degerli olmayabilir.

fF

Sadece F nin degil ayni zamanda F' tlirevinin de 0 mnin bir fonksiyonu olmasi tipik
bir nonlineer etkiye neden olur. F'(o) >0 i¢in, biiyiik degerli o lar kiiciik degerli olanlardan
daha hizli yayildig1 icin o (x,r) baslangic profilinde zamanla bozulma olusur. F'(o) <0
oldugunda tersine siire¢ gozlemlenir. Boylece (2.21) in ¢éziimii tek degerli olamaz. Bu da
elbette ki, fiziksel agidan anlamsizdir. Stirekli, cok degerli ¢oziimler yerine, siireksiz fakat tek
degerli ¢coziimlerle bu durum diizeltilebilir. Fakat bu siireksiz ¢oziim diferansiyel denklemin
klasik anlamda bir ¢6ziimii olamaz.

Bu nedenle, bu durum i¢in S. L. Sobolev anlaminda zayif ¢6ziim kavramim ileri
siirecegiz. Bu tanim sayesinde, (2.21) denkleminin zayif (ya da genellestirilmis) ¢6ziimii i¢in
iki kisimdan ibaret olacaktir: 1lki, (2.21) denklemini saglayan siirekli, diferansiyellenebilir ve
ikincisi, Rankine-Hugoniot kosulunu saglayan sigrayistan olusur, [22], [26], [61], [67], [72].

Zay1f ¢6ziim kavramini anlayabilmek i¢in, 0 fonksiyonunun tanim bolgesi olan D yi
ikiye bolen Oyle bir /¢(r) egrisinin mevcut oldugunu kabul edelim ki, bu egri lizerinde o

fonksiyonu sigrayisa sahip olsun ve (2.21) denklemini ¢(x,r) test fonksiyonu ile ¢arparak, D

bolgesi lizerinden integralleyelim

”aa(x D (1) ded + j [ 4“: @) oy dudr =0. (2.27)

(2.27) esitligindeki ilk integrale t ye gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

o(x,t)—/dt =
Ot

Jotn
—|o(x,t)—dt
0 Ot
elde edilir. Boylece birinci integral i¢in

de}%q)(x,t)dz =— Ta(x,()) P(x,0)dx — j j oD ‘/’ dxdt (2.28)

—00 0 —o0 —0(
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aliniz. Simdi de, (2.27) esitligindeki ikinci integrale x'e gore kismi integrasyon formiiliinii

uygulayalim

—0 £(t)

jdtT?(p(x,t)dxzjd{T az; ) .1y + j Flo) (o(x,t)dx}
0 e X 0 X X

l,(1)
- 1(1)

()
_jdt {go(x HF@)| " - | F(O') dx+(p(x DF()| - j F(O') }

O ey

{[co(ﬁ_(w,r)F(a) — (L, (,0F(0)]- jF(a)‘Z—fdx}dt

= [[p¢_0).0)F (o) = (2, 1), t)F(a)]dt—j j F(O')—(pdxdt (2.29)

—00

olur. (2.28) ve (2.29) ifadeleri (2.27) ifadesinde yerine yazilirsa

o'—.'\]

- [o(x0)p(x00dx+ [lp(r_ (1,0 F (@) = (¢, (1),0F (o)t

- J.J.{O'(x t)—+F(a) }dxdrto (2.30)

200
alinz. (2.27) esitliginin herhangi bir ¢(x,7) test fonksiyonu i¢in saglanmasi i¢in

Pl _(x,t) F(o) =l (1),)F(0) =0
olmasi1 gerekir, ve buna Rankine-Hugoniot kosulu denir. (2.30) ifadesinden goriildiigii iizere,
(2.21) denkleminde o ’‘dan talep edilen tiirevlere artik ihtiyag kalmamaktadir. Simdi
genellestirilmis veya zayif ¢oziim kavramini tanimlayabiliriz.
Tamm 2.1 (2.23) baslangi¢ sartin1 bilinen anlamda koruyan ve D de kompakt destege

sahip herhangi bir test fonksiyonu i¢in

[loe.n9, .00+ Flo(x,0)p, (x.0)ldxd + Tgo(x,O) o(x0)dx=0 (231

D
integral esitligini saglayan o(x,z) fonksiyonuna (2.21), (2.23) probleminin bir zayif
(genellestirilmis) ¢oziimii denir. (Buradaki o(x,0), genelde smirli dlgiilebilen herhangi bir

fonksiyon olabilir.)
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Eger (2.31) integral esitligindeki o ve F(o) fonksiyonlar: siirekli diferansiyellene-
bilir ise bu takdirde (2.31) ve (2.21) ifadeleri denktirler. (2.31) esitliginde o(x,1)

fonksiyonlarinin siirekli tiirevleri gerekmediginden (2.31) denklemi daha genis c¢oOziimler
sinifina sahiptir.

Inceledigimiz bu durumdaki gibi, bir ¢oziimiin sigrayisa sahip olmasi sadece (2.21)
denkleminin hiperbolik karakterine gore degil, ayni zamanda bazi baslangic fiziksel
varsayimlarin (simdiki durumda kapiler basincin) ihmal edilmesiyle ortaya ¢ikar. Bununla
birlikte, gercekten siireksiz ¢oziimleri olan problemlerle de karsilasilabilir, (6rnegin bir sok
dalgas1). Bundan dolayi, her iki etki de dikkate alinmalidir. Genelde o (x, 0) smnirl 6l¢iilebilen
herhangi bir fonksiyon olabilir

Zayif ¢oziim dahil edildiginde ortaya ¢ikan temel zorluk, sigrayis noktalarinin
belirlenmesi ve onun sonraki evriminden ibarettir. Siireksizlik noktalarinin varligi, onlarin
yakininda ¢6ziimiin tiirevleri olmadigindan klasik ¢6ziim metotlarinin uygulanmasinda énemli
zorluklara neden olur. Bu yiizden, esas problemin yerine asagidaki yardimci problemi

Onerecegiz. [1], [46], [47] ve [53] takip ederek asagidaki

ov(x,t) N F(@v(x,t)} _0. (2.32)
ot ox
v(x,0) =v,(x). (2.33)
yardimci problemi inceleyecegiz. Burada v, (x)
D) _ () (2.34)
dx

denkleminin siirekli diferansiyellenebilen herhangi bir ¢éztimuidiir.

(2.32) den aciktir ki, v(x,r) nin piriizsizligli, o(x,r) nin piiriizsiizliigiinden bir
mertebe daha yiiksektir. Boylece, (2.32), (2.33) probleminin ¢oziimlerinin sinifi, (2.21) i
saglayan fonksiyonlar sinifit ile ayni olur. Bunun yanmi sira, (2.12) denklemi her zaman

potansiyel fonksiyonda o (x,7) i¢in bir korunma kanunu ifade eder. (2.32), (2.33) probleminin

oF (o)

ox

Asagidaki teorem (2.32), (2.33) ve (2.22), (2.23) probleminin denkligini ispatlar.

bir diger avantaji, onu ¢ozerken tiirevini hesaplamaya gerek duyulmamasidir.
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Teorem 2.1 v(x,r) fonksiyonunun (2.32), (2.33) probleminin piiriizsiiz bir ¢6ziimii olsun.
Bu takdirde,
ov(x,t)

1) o(x,t)= fonksiyonu (2.21), (2.22) problemini (2.31) anlaminda

saglar,
2) v(x,t) mutlak siirekli bir fonksiyondur.
Ispat v(x,r) fonksiyonunun (2.32), (2.33) probleminin bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim.

ov ov on
— =P, — =9 Q
ot ox 6q
ifadelerini dikkate alirsak, (2.12) denklemini

n(p,q)=p+F(g)=0 (2.35)
formunda yazabiliriz. (2.35) ifadesini x ve ¢ ‘ye gore diferansiyelleyerek

P, 9 (rig)= 8p+F(>

ox 6
Gp 0
+ F'
o, Fa D=L+ F(g )
oF
alirz ve (@) =0 =F'(q) oldugunu da dikkate alirsak
q
P %
—+0—=0,
ox ¢ Ox
P %
— 4 —f -
ot ¢ ot
. ov " ov , .
elde ederiz. e p denx e gore, P g dent’ye gore tlirev alirsak, sirasiyla
t X
v Op o*v  oq
ox0t  Ox oxoOt Ot
olduguna ve buradan da Z—p = Z—q esitligine ulasiriz. Buradan da p ve g fonksiyonlarina gore
X ¢
% + P _ 0, (2.36)
ot ox
aq
Q —_—=
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denklemlerini aliriz. Elde edilen denklemlere artik karakteristikler metodunu uygulayabiliriz.
(2.36)’ nin birinci denklemi i¢in karakteristik denklemler sistemini

d_ e _dp

1 F'(g99 O

seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde (2.36) ifadesinin ikinci denklemi igin karakteristik
denklemler sistemini

dt dx dq

1 F@ 0

oldugunu goriirtiz. Bu iki karakteristik denklemleri birlestirirsek, x,7,v,p ve ¢ uzaymnda
karakteristiklerin denklem sisteminin

4 _LY e

1 F'(99 0 0
seklinde aliniz. Boylece bes bilinmeyen i¢in dort denklem elde etmis oluruz. Eksik kalan
5.denklemi

dv y dvdx dvdt

& T oxds Toras  PHAF(@

esitliginden elde ederiz. Son olarak Charpit denklemler sistemini

dt dx dp dq dv
— =1, Z==F'(q), =0, —L=0, —=p+qgF' 2.37
ds ds @) ds ds ds p+qbia) ( )

seklinde elde ederiz. (2.37) sisteminden x,t,v, p,g ve Vv bilinmeyenlerini tek olarak elde

etmek icin s =0 noktasinda asagidaki baslangic kosullarini verelim

ts:O = O’
‘xs:O = 5’
Voo |§| <1,

= 2.38

vs:() { 0’ |§| > 1, ( )
ov

!

_ov| [ fg=

= oxl, |0 &> 1.

(2.37), (2.38) problemini ¢cozersek
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Vv(x,0) = BVF( )— F(T}+v0(§) (2.39)

w42y
ox
alinz.

Diger taraftan, (2.32) denkleminin x, den x, ye integralini alirsak,

j(a—“+ aF(U)deo
T\ or Ox

f 0o ¢ OF (0‘)
I ot - '[ ox =L

f %_‘t’dﬁF(a(xz,t)) F(o(x,1))=0

olur ve buradaki F(o) akis fonksiyonu oldugundan F(o(x,,?))— F(o(x,,t)) farki sifir olur.

Boylece
9 J.O' dx=0
ot
bulunur, yani integrali herhangi bir x; ve x, i¢in
J-O'(x,t)dx =sab
olur. Yukaridaki esitlik keyfi ¢ ler i¢cin ayn1 oldugundan # =0 i¢in de ayn1 olmalidir. O halde,
t=0 i¢in

Iao(x)dx:sabi

X
dir. Bu sabit sayisina kritik say1 adin1 verecegiz.

Sade hesaplamalar yolu ile (2.39) dan

d t
o0 t) = U(x )
esitligini elde ederiz. Buradan
X
v(x, t) = fa(f, t)dé (2.40)
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yazabiliriz ve bdylece de teoremin ikinci kisminin dogrulugu direkt olarak ispatlanabilir.
Biz simdi, ¢6ziimde bulunan sigrayis noktalarinin yerini ve onun zamanla evrimini
belirleyelim. Yukarida belirtigimiz {izere (2.1) denklemi korunum kurali ifade ettiginden,

o(x,t)’ nin grafigi ile sinirlanan alan zamanla sabit kalir. Agiktir ki, # =0 i¢in bu alan

S, = TO‘O (x)dx = jf(x)dx

olmaktadir. S, bdolgesinin zamana gore evrimini Sy(t) ile gosterelim ve bu alam
hesaplayalim.

o,(x, t) tiirevinin isaret degistirdigi noktaya kirilma noktasi (break point) diyecegiz ve
onu X, ile gosterecegiz. a(x,t) fonksiyonunun X, noktasin Oniinde ve saginda kalan
¢Oziimiin parcalarim sirasiyla o (x,7) ve o (x,7) olarak gosterelim. Bu takdirde kirilma
noktasinin apsisi

o (x,)=0"(x,1)

bagmtisindan belirlenir. S, ve S_ ile sirasiyla asagidaki
Xbr Xbr
S, = j S (xtdx, S = j o (x,1)dx (2.41)
-1 -1

integralleri gosterelim. Aciktir ki,
Sy =84 = 85_ = 5p() (2.42)

olmaktadir. Bu esitlikten §, nin zamana bagl olmadig: ve baslangictaki s, degerini korudugu
goriiliir.

Su hacminin sabit kalmas1 dengesinin sabitliginden ve Teorem 2.1 den

X5 (1) X0
S, = [oy&)dé = [onde=v(X, @).1) (2.43)
-1 -1
elde ederiz. s, sayisma v(x,r) ninkritik degeri diyecegiz. v(x,#) nin §, kritik degerini aldigt
noktaya 6n cephe (front) noktas denir ve X s 1le gosterilir.
Bu terminolojiyi kullanarak ve v(x,r)’ ye karsilik gelen genisletilmis ¢6ziimi v, (x,?)

ile gosterirsek,
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b o =i S VS (2.44)
“ v(x,t) , v<S,

elde ederiz. Bu durumda, teoreme gore, o _ (x,¢) i¢in

ext

o ()= Der XD (2.45)

ext ax

elde ederiz. Bu su anlama gelir; o (x,7) icin bir slireksizlik noktasi, doyma fonksiyonunun

stfira esit oldugu noktanin saginda yerlesen noktalardir.

(2.43) den Rankine- Hugoniot kosulunun limit durumu

dX ;, (1) _F(o)|

(2.46)
dt o |x=x0(t)
olarak kolayca elde edilir. Buradan,
R
t= j — <o (2.47)
o F(o)

dir. (Onemle belirtmek gerekir ki, bu integralin varligi, ’nin sonlu olmas igin gereklidir. #'nin
sonlu olmasi da, ¢ézlimiin varlig1 ve tekligi i¢in gerekli ve yeterli kosul olmaktadir).
Bdylece, oOnerilen metot birinci mertebeden dejenere olan hiperbolik tip nonlineer

denklemin bir genellestirilmis ¢oziimiinii bulmay1 miimkiin kilar.

2.3. Buckley — Leverett Modelinin Petroliin Su fle Sikistirilmasi Problemine

Uygulanmasi

Yukaridaki boliimde Onerilen yontemi yeraltt hidrodinamiginin problemlerinden biri
olan petroliin su ile sikistirilip ¢ikarilmasi probleminin matematiksel modeline uygulayalim.
Bilindigi gibi, iki fazli sivilarin tabakali ortamlarda makroskobik hareketini ifade eden
matematiksel model "Buckley-Leverett" modelidir. S6zkonusu modelin temelini birinci
basamaktan nonlineer bir boyutlu hiperbolik tiir denklem olusturmaktadir.

Tabakal1 ortamlardan petroliin optimal sekilde ¢ikarilmasi igin yatagin herbir noktasinda
ve istismar siiresince basincin ve yatagin su ile doyma oraninin zamana gore degismesinin

kontrol altinda tutulmasi gerekmektedir. Literatiirden bilindigi gibi [12], [17] ve [39] iki fazli
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sikistirilamayan sivilarin, kapiler basing dikkate alinmaksizin, yani p.(o,) = 0 oldugunda
hareketi Muskat-Mires denklemler sistemi i¢in yazilmis uygun baslangic ve smir kosullari

yardimi ile ifade edilmektedir . Bu durumda (2.21)
m%—f +div(uF,(0))=0 (2.48)
seklinde tek bir denkleme indirgenmektedir.

Asagidaki fiziksel problemi gézoniine alalim. Petrol yatagina bir noktadan, mesela
x=0 noktasindan giinde ¢ =200m’ hacminde suyun pompalandigimi varsayalim. Yatagmn
geometrik olgiileri: eni (b) veuzunlugu (/) 600m yiiksekligi /i, =20m olan ortamda kalict
suyun miktar1 o, (x,0) = 02 = g, = 0.1, yatagin su ile dolma pay1 ise 7, =0.75 olsun. Bu
ise yatagin efektif yiiksekliginin 4, =15m olmasi1 anlamina gelir. Yatagin fiziksel
parametreleri  k =0.5mkm®, m=0.2, suyun ve petrolin dinamik viskoziteleri

u, =4.107pas, u,=10"pas. olmaktadir. Yatagin oransal faz gecirgenligi sirasiyla

% 2
k,(o)= (g] ,o0,<0<0, (2.49)
o - O-sb

oc -o,
k (o) = (2.50)
1
_ 2 .
O.S(wj , o'<o<o’
o _O-Sb

ile ifade edilmektedir. Burada o" =0.8 ve &' in sayisal degeri, suyun ve petroliin oransal
gecirgenlikleri esitliginden o' =0.7032 olarak bulunur. (2.48) denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir
kosulu

o(x,0=0,=0.1 (2.51)
o(0)=0,=0.¢ (2.52)

olmaktadir.  Yukaridaki fiziksel veriler ¢ergevesinde (2.48)- (2.50) probleminin ¢dziimiinii

kullanarak yatagin herhangi bir x noktasinda ve istenilen ¢ zamaninda su ve petrolle doyma
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fonksiyonlarmin bulunmast ve bunlarin da yardimiyla diger teknolojik gostergelerin

hesaplanmasi istenmektedir.

u(t) stizilme hizini, F (o) Buckley-Leverett fonksiyonu toplam sivi hacmindeki su

paymi gostermektedir. Bilindigi gibi akisin toplam hizi u(r):% formiiliiyle, F (o)

fonksiyonu ise

k(o)
k(o) + ik, (o)

F (o) (2.53)

olarak tanimlanmaktadir, burada g = Ho gy, (2.49), (2.50) ve (2.53) esitlikleri ile

o

tamimlanan F, (o), k,(o) ve k, (o) fonksiyonlarmm grafikleri Sekil 2.1 ‘de gdsterilmistir.
F!(o) fonksiyonunun grafigi Sekil 2.2 de gosterilmistir.
(2.48), (2.51) ve (2.52) probleminin ¢oziimiinii

0.1, X510 pro 1y
t m
o(x,1) = G(f} 40 proay <X <4Or 08) (2.54)
t m t m
0.8, X M0 prg 8y
t m

olarak yazabiliriz. Burada G~ = ﬂ(Fa',)_1 dir.

u(t)
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0

Sekil 2.1 k,, k, ve F, (o) fonksiyonlarmn grafikleri

(2.34) formiilii ile bulunan o(x,7) fonksiyonunun grafikleri zamanin gesitli degerlerinde Sekil
2.3’ de gosterilmistir. Grafikten goriildiigii gibi o(x,r) fonksiyonu 7> 0 degerleri i¢in ¢ok
degerli olmaktadir, bu da fiziksel agidan kabul edilemezdir. (2.48), (2.51) ve (2.52) probleminin

zayif ¢oziimiinii bulmak i¢in yukarida onerildigi gibi

0.0

01 02 03 04 05 08 07 08

Sekil 2.2 F) (o) fonksiyonunun tiirevinin grafigi
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0 50000 100000 150000 200000

Sekil 2.3 Zamanin farkh degerlerinde o(x,7) fonksiyonunun grafikleri

m@Jru(t)Fw(O') =0, (2.55)
ot

v(x,0) = vy (x), (2.56)

o(0,t) =0, (2.57)

yardimci problemini dahil edelim [46], [53], [55]. Burada v,(x) fonksiyonu

dvy(x)
_ L = G()
dx

denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.

(2.55)-(2.57) probleminin ¢6ziimii

Vo (&) +0.1(F (0.1) = F,(0.1) ), Zs D,

X X
v(x.1) = J6Cdx, D<= <D, (2.58)

(O.S—F‘"(—w]x—Fw(O.S)(t— a }rc, *<p,
F!(0.8) F!(0.8) t

2]

seklinde elde ederiz. Burada

D po.1yp, =" DEr 0.8

D, =
m m

olmaktadir.
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40000

20000

150000 200000

0 50000 100000

Sekil 2.4 v(x,r) fonksiyonunun x’e gore degisimi

v(x,t) fonksiyonunun x’e gore degisiminin grafigi zamanin farkli degerlerinde Sekil 2.4° de

yer almistir. C6ziimde mevcut olan si¢rayist kurmak icin, enerji integralini

E(1) = [ (F,(0.8)~ F, (0.1))dr (2.59)

Ay

t t t t t t t > x
0 02 0.4 0.6 0.8

Sekil 2.5 v_, (x,7) fonksiyonunun grafigi

gen
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0 50000 100000 150000 200000
Sekil 2.6 o

gen

(x,7) fonksiyonunun grafigi
olarak tamimlayalim. Yukarida oldugu gibi v(x,7r) fonksiyonu i¢in genisletilmis ¢éziimii

v(x,1), v<E(Q@),
vgen(x, 1) = (2.60)
E(), v=E(@)

seklinde yazabiliriz. Teorem 2.1° e gore

ov,. (x,1)

_ gen
Ogen(X:1) = o

elde edilir. Sekil 2.5 ve 2.6 da swrasiyla v, (x,f) ve O

gen

(x,t) fonksiyonlarmin grafikleri

gen
verilmistir. Sekil 2.6 dan goriindiigii tizere o,,,(x,7) (2.48), (2.51) ve (2.52) probleminin zayif
¢oziimi dur ve bu fonksiyon tek degerlidir, lakin 1.tiir sigrayisa sahip bir fonksiyon olmaktadir.
Coziimde bulunan sigrayis dayanikli olarak hareket eder ve sdzkonusu sicrayisin {izerinde
o, = G(xf ,t)= 0.414 degerini alir. o, nin bu degeri suyun petroliin yiizde kagmin kuyular
sistemine sikistirildigini gostermektedir. Elde edilen ¢oziimii kullanarak istismarin diger

gosterigeleri, istismarin susuz devri, petrol verimi ve bu gibi degerler de hesaplanmistir. Teorik

olarak ele aldigimiz verilerin istismarin pratik gostergeleri ile cakistigi saptanmistir.
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2.4 Sikisabilen Sivilarin Hareketinin Matematiksel Modeli

Buckley — Leverett modelinden farkli olarak, mikroskobik ortamda iki fazli sivilarin

tabakal1 ortamdaki hareketi agsagidaki

mofo, =div k, gradp, |+q,, (2.61)
k 8t ﬂ() ()ﬁ()
%%(;—:j = di\{ ];‘” - gradpmJ +q,, (2.62)

Muskat-Mires diferansiyel denklemler sistemi yardimi ile ifade edilmektedir, [39]. Burada,
q, = ZIVV; Y (S(x—x,)8(y-y,), ({=o0,w) sirastyla petrol ve su debileri, §(x) Diract
fonksiyonu, B, ve f, petrol ve su fazlarinin hacimsel katsayilari, k, ve k, oransal faz

gecirgenlikleri; 4, ve u, petrol ve suyun viskositeleri, N, ve N, petrol ve su kuyularinin

sayisi, O\, (v=1,N,) ve Q% , (u=1,N,) petrol ve suyun hacimsel debileri, p,(x,?),

p,(xt), o,(xt) ve o,(xt) swastyla petrol ve su fazlarinin basinglari ve doyma

fonksiyonlart olmaktadirlar.
(2.61) ve (2.62) denklemler sistemindeki bilinmeyenlerin sayis1 dort oldugu igin séz
konusu sisteme
P, =Py =.(0,), (2.63)
o,+o0,=1 (2.64)

denklemlerini de ekleyelim. Burada p_(o,) kapiler basinci gostermektedir.

Petrol yatagimin islenmesi stratejisiyle uyumlu olarak (2.61)-(2.64) denklemler
sistemine uygun baslangi¢ ve smir kosullart ilave edilmektedir. (2.61)-(2.64) denklemler
sisteminin ¢oziimlerinin yeri dnceden belli olmayan sicrayis noktalarina sahip olmalari, s6z
konusu problemin ¢6zlimiiniin bulunmasinda bir¢ok zorluklar ¢ikarmaktadir.

Makroskopik akis durumunda kapiler basimncin etkisi ihmal edilir. Bu durumda
(2.61)-(2.64) denklemler sisteminde p.(o,)=0 olup, sikisamayan sivilar i¢in gercek ¢éziimii
ilk kez Buckley ve Leverett tarafindan incelenmistir, [15]. Bu denklemler sisteminin fiziki

parametrelere gore ayriklastirilabilir olmasi, Buckley-Leverett metodunun en 6nemli tarafidir.
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Bu fikir sonradan Rapaport - Leas tarafindan p_.(o,) #0 oldugu durum igin de gelistirilmistir,

[44]. Boylece, ilk denklemi su ile doyma fonksiyonunun bulunmasi, ikinci denklemi ise basing

fonksiyonunun bulunmasi i¢in olmak tizere (2.61)-(2.64) denklemler sistemi

% aao;“’ = div(— oF (c,)+F, (o,)p.(c,)grado, ), (2.65)
gradp, = —(w(t)Fm (c,) % +F (o,)gradp. (o, )J, (2.66)

bi¢iminde iki denkleme parcalanmistir. Burada F, ve F, Buckley - Leverett fonksiyonlarini

gostermektedir.

Yukarida sOylendigi gibi (2.61)-(2.64) denklemler sistemindeki su ve petrol ile doyma
fonksiyonlart birinci tiir siireksizlik noktalarina sahiptir. Dolayistyla s6z konusu denklemler
sisteminin klasik ¢6ziimii mevcut olmamaktadir. Zayif ¢oziimii ise asagidaki gibi tanimlayalim

02
Tamm 2.2 Baslangic kosullarim1 koruyan ve Cii(R.) smifindan, f(x,7)=0 olan keyfi

f(x,1) test fonksiyonu i¢in

mo k, Op tm o,(x,0)

% — o f Vdt + | ——2" £ (x,0)dx =0, 2.67
i{k 5, wp o f*}d 7 oy O 2o
mo k Op tm o,(x0)

Doy To Po plpdpy |2 _Zo ,0)dx =0, 2.68
I{k Bo™ BBy O f*} ' Lk 8,00y’ o0

integral esitligini koruyan o,(x,t) ve o,(x,t) fonksiyonlarma (2.61)-(2.62) probleminin
zayif ¢6ziimii denir. Burada, Rf = {(x,t) | 0<x<oo,t> O} dir.
(2.67) ve (2.68) esitliklerinden goriildiigii gibi bu durumda o,(x,f) ve o, (x,1)

kO apO ve ka) ap(o
HoBy Ox H,P, Ox

fonksiyonlar1 stireksiz de olabilir. Fiziksel agidan da aciktir ki,

fonksiyonlar siirekli fonksiyonlardir.
Buckley-Leverett metodu sikisamayan sivilar i¢in uygulanmaktadir. Bu caligmada
sikigsabilen sivilar i¢in (2.61)-(2.64) denklemler sisteminin fiziksel parametrelere gore

ayriklastirilmasi ve ele aliman denklemler sisteminin siireksiz fonksiyonlar simifinda sayisal
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¢Oziimiiniin bulunmasi i¢in yeni bir yontem Onerilecektir. Sadelik i¢in 6nce bir boyutlu durumu

inceleyecegiz.

2.4.1 Denklemler Sisteminin Fiziksel Parametrelere Gore Ayriklastiriimasi

Sikigabilen sivilarin bir boyutlu hareketlerini géz oniine alalm. Basinct p(x,0) = p,
olan tabakali ortamin x =0 noktasindan tabakali ortama ¢,(f) hacminde su basildigini ve

istismar zamanina kadar yataktaki kalik su oraninin G ' oldugunu varsayalim. Bu kosullar

cercevesinde (2.61), (2.62) denklemler sistemi

m 0 _ 0 k, apo (2.69)
kot ﬂ T o )75 :30 ox

mOfo, )| O0f kv Py (2.70)

kot ﬂ ox\ u,B, Ox
denklemler sistemine doniisiir. (2.69), (2.70) denklemler sistemi i¢in baslangi¢ ve sinir kosullar
c,(x0=0c, o,(x0)=1-c", (2.71)
c,0,0)=c0@®), o,0,)=0c"(@). (2.72)

k t N
o PoOD g @, e POD g @.73)
Mo P,  Ox H,p,  Ox

olmaktadir.

A() ile ? operatdriinii  gdsterelim ve (2.69), (2.70) denklemlerine A~
X

operatoriinii uygularsak

mod,(x,t) _ k, op,(x1)
k ot upB,  ox

, (2.74)

ﬂ@&'w(x,t)_ k, Op,(x,t)

@

kK ot u,p, Oox

+4, () (2.75)

elde ederiz. Burada

(7(9”)%E ve 9 (o) = J'U(é’f)

0 0 2]

9, (x,1) = j dé
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dir. (2.40) i dikkate alarak (2.74) ve (2.75) den

o, M,B m o9, +39,) op.(c,)
Lo _Follo g (& o 0 o/ —-F (o c\"w 2.76
ok el "’){k P I (2.70)
elde ederiz. Burada
K, k,
_ :Ll(uﬂa) _ lLl()IB()
F (o,0) _—ko . PR FO(G,a))——kO PR .77)
luOﬂO lua)ﬂa) /uoﬁo /’la)ﬁa)
Buckley-Leverett fonksiyonlar: olmaktadirlar. (2.76) ifadesi (2.77) de yerine konursa
mo o, (5.t moe 1 1 d
MO [%ED 4eF (o ){ 0,0+ 22 (——— o, (& nde+ 2[4
koty B, B, B k oty B,
Ko p ) PelT) (2.78)
ﬂ(l)ﬂ(ll 8x

ifadesi alinir. Boylelikle (2.69), (2.70) diferansiyel denklemler sistemi iki denkleme pargalanir.
Birincisi su ile doyma fonksiyonuna gore (2.76) denklemi, digeri ise su fazindaki basing
fonksiyonu i¢in (2.78) denklemidir.

Bazi durumlarda tabakali ortamin jeolojik yapisi ve bununla ilgili olarak ortamdaki

stvinin hizi 6yle bir degere ulasir ki, kapiler basincin etkisi kalmaz, yani  p_.(o,) =0 olur. Bu

durumda (2.76), (2.78) denklemleri

Py _ HP, m o8, +39,)
—*=—""F — 90 o7 _
O k, w(Ua,)[k ot qw} (2.79)
(o (5 1) ﬂg _§ ﬂgx 11
& 81‘ B, ——=—d¢&=F,(o, ){ oD+ ' o ‘([ﬁ P Y([( m(g‘,t)}+qw (2.80)

seklini alir.
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Boylelikle (2.69)-(2.73) denklemlerini (2.79), (2.80) yardimei denklemler sistemine
indirgemis olduk. Bu denklemler sistemi i¢in baglangic kosul (2.71) olmaktadir. (2.79), (2.80)

denklemler sisteminin uygun baslangi¢ ve siir kosullar1 ¢cercevesinde ya regiiler zayif ¢6ziimii
ya da klasik ¢6zimii mevcut olabilir. Burada (2.80) o, (x,f) bilinmeyen fonksiyonu igin

integro-diferansiyel denkleme doniistir.

2.5 Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Metodu

Yukaridaki boliimlerde iki fazli sivilarin tabakali ortamdaki hareketinin matematiksel
modelini yazarken ele aldigimiz (2.79) denklemi ve (2.80) denklemlerinin sirasiyla nonlineer
birinci basamaktan ve ikinci basamaktan denklemler oldugunu gordiik ve onlarin gercek
¢Oziimlerini genelde elde etmede belli zorluklarla karsilagilmaktadir. Bu nedenle bu tiir
denklemler i¢in yazilmis problemler niimerik yontemler vasitasiyla c¢oziiliir. Ayrica
denklemlerde bulunan ozellikler literatiirde iyi bilinen klasik yontemlerin uygulanmasinda
zorluklar ¢ikarmaktadir. Bu tiir problemlerin niimerik ¢dziimlerinin bulunmasi 6zel yontemler
olusturulmasini talep eder.

Siireksiz fonksiyonlar sinifinda ¢alisma zorunlulugu da siireksiz fonksiyonlar sinifinda
nlimerik ¢6ziimlerin iiretilmesini gerektirir.

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in uygulanan niimerik yontemlerin en geneli sonlu
farklar yontemidir. Diferansiyel problemlerin sonlu farklar yontemiyle ¢ézliimiiniin temelini s6z
konusu diferansiyel problemin diskritlestirilmesi, elde edilmis nonlineer cebirsel denklemler
sisteminin ¢6ziimii i¢in hassas algoritmalarin iiretilmesi ve sayisal ¢dzlimlerin gercek ¢oziimlere
yakinsaklig1 problemlerinin incelenmesi olusturur.

(2.21) cinsinden olan denklemlerin gercek ¢coziimlerini incelerken gordiik ki, baslangig
veriler siirekli olsa bile denklemin ¢oziimiinde sonlu bir zaman diliminden sonra yeri dnceden
bilinmeyen si¢rayis noktalar1 olusturmaktadir. Bu denklemlere direkt sonlu farklar yontemini
uygulamaya zorluk ¢ikarir. Sonlu farklar yontemini uygulamak i¢in argiimanin siirekli degistigi
bolgeyi diskritlestirmek (buna ag denir) gerekmektedir, sonra ise bu agin dogru noktalarinda
diferansiyel problemi diskritlestirmek gerekir.

Simdi (2.79), (2.80) denklemler sisteminin ¢oziimii i¢in efektif sonlu fark yontemi
gelistirelim. S6z konusu problemin ¢oziim algoritmasini gelistirmek icin Oncelikle Rf
bolgesini agagidaki ag ile ortelim
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Q,, ={(x,,t),x, =ihyt, =kr,i =02122,..;k =0,1,2,...;h> 0,7 >0},
Burada, hve 7 Q, agmin sirastyla x ve t degiskenlerine gore adimlarini gdstermektedir.

Once kapilyer basmcin sifir oldugunu varsayalm, yani p.(o,)=0 oldugu durumu

inceleyelim. Bunun i¢in (2.79), (2.80) denklemlerinin icerdigi ¢ ye gore tiirevin altindaki

integralin sonlu fark karsiligin1 agagidaki sekilde

1o, LY,
B ey e Ehl g 2.81)
! B, (p(&.1) : ;B@ (

olarak yazalim. (2.79) denklemi igin iki tiir sonlu fark karsilig1 yazmak miimkiindiir:

2.5.1 Asikar sonlu fark karsihg:

Bu boliimde biz dnce (2.80) denklemi igin €, . agmin (x;,f,) noktasinda asagidaki

sonlu fark karsiligini

-1
> ! 1 1 Ya Tk
=g DT B A m FEC)+F (3.,
sz |:Bwl ! (zwl )[ Bwi BOi J} {Bwl ’ h m qw (tk) 0 (za)’ ) + @ (Zwt)
i 1 1 i—li,z, Hi»i. (Y s
5 B, &5, B, S S S S 2d ] (2.82
JZI:[BOj Bon—i_ jl{Ba)j B@J};{Bw] BOJ.J ;{Bay Boj'] ( )

yazalim. Burada, 2., B,

i

ve B, smasiyla o, (x,t), B, ve f, fonksiyonlarinin (x,t,)

noktasindaki yaklasik degerleri olmaktadir. (2.82) sonlu fark karsiligi agin adimlar iizerinde

belli bir kosul (Courant-Friedrichs-Levy kosulu) talep etmektedir.

2.5.2 Asikar olmayan sonlu fark karsihig

Bu durumda (2.80) denkleminin sag tarafi ¢t =¢,,, zaman katinda

-1
2 1 1 1 > Tk o o
= F ) ——— Sl 2 . ,
sz |:B a)(zan )[B BO J:| {BM + h me(tkH)Fo(za)l)‘F Fw(z(w)

wi wi
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i iy Z 2 ) -
o  “a Fa  Zao w] 2.83
I:JZIZLB@ o‘J+ 11[ Boj ] ;( B‘*’j "' J:l ]l[ B’”j J} ( )

biciminde sonlu farklara ayriklastirilir. Bilinmeyen ﬁ:m ler i¢cin nonlinear cebirsel denklem

sistemi olusturulur ve s6z konusu bilinmeyenleri elde etmek i¢in Newton iterasyon yontemi
uygulanilir.

Simdi ise p(x,r) fonksiyonunu elde etmek i¢in algoritmalar olusturalim. Bu amagla

(2.79) denklemini
%zﬁwm)x:{ﬂj Cp+B (), G| L dg + 2 j B(p) 22t dé—qa,} 2.84)
X kg

olarak yazalim. Burada

B.(p) B,(p)

A dC(p) dB(p)
- C'(p)= e B'(p)=
2 ,Bo(p) (p) dp (p)= dp

olmaktadir. (2.84) denklemini asagidaki gibi sonlu farklara ayriklastiralim

=(”“”3JF<0) B(p)=— ]
1

-1
@, =+ {%g F, (Q )[F’(goi) + B'(p,)Q” ]} %

{@le_hpi—l _ k F (Q(a)))Z[C (50 )+B(@ )Q((U)](gﬁ 80 )

Jj=l1

—;—F (Q“”)ZB(so O - |+ F U<Q§“’>)qw<rk>}. (2.85)

j=1
(2.85) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu
$i0 = Po (x;) (2.86)
olmaktadir. (2.83), (2.85) nonlineer cebirsel denklemler sistemini Newton iterasyon yontemi ile

cozerek bilinmeyenleri agin herhangi diigiim noktalarinda elde edebiliriz. p.(o,,) # 0 oldugu

durum da benzer sekilde sonlu farklara ayriklastirilabilir.
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2.6 Petroliin Kimyasal Aktif Sivilar Yardimiyla Sikistirilmasi

Petroliin su ile sikistirilmasi siirecinde yiizeysel gerginligi azaltmak i¢in suya bazi
kimyasal aktif katkilar karigtirilir ki, bu da petrol verimliligini artirir. Boyle karigimlar tabakali
ortami1 hem fiziksel, hem de kimyasal etkiler. Boyle problemlere hidro-gaz dinamiginin birgok
alanlarinda rastlanmaktadir. Boyle problemlerde tabakali ortamda sivilarin birlikte hareketi
esnasinda kimyasal aktif sivilarin petrole gosterdigi etki ile onlar arasindaki kimyasal etkilesim
de dikkate alindigindan, bunlar yeteri kadar zor nolineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler
sistemi yardimi ile ifade edilmektedir.

Literatiirden bilindigi iizere kimyasal etkilenen iki fazli sivinin tabakali bir boyutlu

ortamda hareket dinamigini ifade eden denklemlerin matematiksel modeli, s(x, t) ve c(x,t)

sirastyla su ile doyma ve konsantrasyon fonksiyonlar1 olmak iizere, asagidaki gibi birinci

mertebeden nonlineer hiperbolik

s OF(s.c) _ 0. (2.81)
ot ox
8G2(s, c)Jr 8F2(s,c) _0 (2.82)
ot ox
denklemler sistemi i¢in yazilmis
s(x,O): So (x), c(x,0)= C (x), (2.83)
s(O, t): S, (x), C(O, t):cl (t) (2.84)

baslangi¢-sinir deger problemi ile ifade edilmektedir, [21]. (Genis bilgi i¢cin Oran E. Boris J.
“Numerical Simulation of Reactive Flow, Elsevier, New York, 1987 kitabina bakilabilir.)
Burada F(s,c), F,(s.c), G,(s,c) asagidaki gibi tanimlanan ve bilinen fonksiyonlar
ka(s.c)

He (€

ko(s,6) | ko(s,0)°
to(c)  pe(c)

Fi(s,c) = F(s,c) =

G,(s,c) =ms(x,t)c(x,t) + m(l — s(x, t))(p(c) + a(c),
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FZ(Sr C) = F1C(x, t) + (1 - S(X, t))‘ﬂ(c))

ve ;,C; (i =0,1) fonksiyonlar1 kendi arglimanlarina gore bilinen fonksiyonlardir ve

(G,).(s,¢), (G,).(s,c) sifirdan farkli ve smirh olmaktadir. k,,(s, ¢), ke, (s, ¢) sirastyla su ve

petroliin oransal faz gecirgenligi, a = a(c) ve ¢ = ¢@(c) ise sirastyla su ve petroldeki
kimyasal aktif maddenin hacimsel konsantrasyonunu gostermektedir. F(s,c) toplam sivi
hacimdeki su fazinin orani olmaktadir. Kimyasal aktif maddenin terkibi ve kalitesine gore F, a,
¢ fonksiyonlari ¢ ve s ya bagl 6zel olarak segilir. (2.81)- (2.84) probleminin ¢dziimiinii
yalniz ve yalniz sayisal metotlar yardimi ile bulmak miimkiindiir. Yukarida altin1 ¢izdigimiz
gibi  s(x,t),c(x,t) fonksiyonlari yeri onceden bilinmeyen sigrayis noktalarina sahiptir.
Dolayisiyla (2.81)-(2.84) baslangi¢-sinir deger probleminin zayif ¢oziimiinii [53] deki gibi
tanimlayalim.

Tamm 2.3 (2.83), (2.84) kosullarini ve ¢(x,7)=0 sartini saglayan herhangi ¢(x,z) test

fonksiyonlar1 i¢in agsagidaki

([ .[sg, + Fi(s.c)p,] dxar + Tso (x)p(x.0) dx + [ £,(s,.c,) 9(0.1) dt =0, (2.85)

.”RZ [G2 (s, c)o, + F, (s, c) o, ] dxdt + TCO (x)go(x,O) dx + ]. s (s1 ,¢;)9(0,¢)dt =0, (2.86)

integral esitliklerini koruyan s(x,t) ve c(x,t) fonksiyonlarma (2.81)-(2.84) probleminin
zay1if ¢oziimii denir.

Tamm 2.3’ten goriildiigii gibi, bu durumda s(x,7) ve c(x,t) fonksiyonlar siireksiz de
olabilir. Yeri 6nceden bilinmeyen siireksizlik noktalarinin varligi, (2.81)-(2.84) probleminin
de sayisal ¢6zlimiiniin bulunmasi i¢in mevcut olan klasik ¢oziim yontemlerinin uygulanmasinda
zorluklara neden olmaktadir.

(2.81)-(2.84) probleminin sayisal ¢dziimiiniin bulunmasi i¢in yukarida 6nerilen yontemi

takip ederek asagidaki 2.tiir yardimci problemi

ng(f,t)df + E(s(x,t),c(x,t)) =k (51,C1 )’ (2.87)

66



%sz (s(é:,t),c(g‘,t)) dé + Fz(s(x,t),c(x,t)) =F, (51,01) (2.88)

seklinde yazalim.

(2.87) ve (2.88) denklemlerinden goriildiigili gibi, burada da s(x,t) ve c(x,t) ve hatta
G,(s(&.1),c(&,1)) fonksiyonlart siireksiz olabilirler.

2.6.1 Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziimler

(2.83) baslangic kosullar1 c¢ergevesinde (2.87) ve (2.88) denklemler sisteminin
¢Oziimiinii bulmak i¢in s6z konusu problemi ¢esitli yollarla sonlu farklara ayriklastirmak
miimkiindiir.

a) Asikar Sema

Si=3+ £F1 (01(ti), 1 (8)) — %Fl(zi’ i 25';11(2_21')' (2.89)
. T -1
;= i+ {7 Fa(01(60, 1 (60) =7 Fa(® € = ) [12(81,G) ) = (3, 5)] -
j=1
- . . - . -1
5o (5 ) (=20} (5 (5. €1) ) (2.90)
b) Asikar Olmayan Sema
i = Ei+ - Fi(o (), e (t) = Fi (8, 6) — 2521(E8i-20), (2.91)
. . i-1
= G+ {1 R0t 6 (80) — SR80 6) = ) [102(55,65) = (2, 6)] -
j=1

Who (5 CE2)} (W5 (5 C)) 2.92)

(2.91), (2.92) cebirsel denklemler sistemi fj ve Cj bilinmeyenlerine gore nonlineer

olmaktadir. S6z konusu bilinmeyenleri bulmak i¢in Newton iterasyon metodu uygulanabilir.

(2.91), (2.92) denklemler sistemi
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2 =0o(x;), CY = Colxy) (2.93)

baslangi¢ sartlari ¢ergcevesinde ¢oziilecektir.
2.6.2. Bilgisayar Deneyleri

(2.89), (2.90) ve (2.93) algoritmasi kullanilarak bir dizi bilgisayar testleri yapilmustir.
(2.81), (2.82) denklemlerine dahil olan F(s,c), a = a(c) ve ¢ = ¢(c) fonksiyonlari ele
aldigimiz bu zor problemin tiim fiziksel 6zelliklerini ifade edebilirler.

Yiizeysel aktif sivilar genelde fazlar aras1 gerginligi etkilediginden bu durumda py ve

U,'1 sabit olarak kabul edebiliriz. Asagidaki fiziksel veriler ger¢evesinde

O-O = 02, CO = O, 0'1 = 10, C1 = 10,
Uo=1, p,=3, m = 0.2, @ = @(c) =0.

Absorbsiyon izotermi olarak

a) a(c) =0.5c (Henri izotermi),

0.1c
1+0.1c

b) a(c) = (Lengmyur izotermi),
c) a(c)=0

kullanilmistir.

0 50000 100000 150000 200000

Sekil 2.7 Henri izotermi icin su ile doyma fonksiyonunun dagilhim
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Ayrica, oransal faz gecirgenlikleri

0, 0 <0.2,
ke, (o,c) = (0—0.2)3 ¢ 02 <o<1
0.8 L+a(c)y T 7
0.8 — o\’ <08
ko(o,€) = ( 0.6 ) 7=
0, o =08

dir ve toplam filtrasyon hizi w(t) = 3.016- 107> %, £ = 5.0 olarak ele alinmustir.

Hesaplama islemleri yapilmadan 6nce denklemler sisteminde boyutsuz duruma getirilmistir.

Bilgisayar testlerinin sonuglar1 Sekil 2.7- 2.13 de gosterilmistir.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2.8 Henri izotermi i¢cin konsentrasyon fonksiyonunun dagilimi
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10§

2 ' ' '
0.0 0.2 04 0686 0.8 1.0

Sekil 2.9 Lengmyr izotermi i¢in su ile doyma fonksiyonunun dagilim

1.0

0.98 S

NENRN

0.94

0.92

0.90 \ \

—

——

0.88 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2.10 Lengmyr izotermi icin konsentrasyon fonksiyonunun dagilimi
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1.0\
0.9

0.8}

0.6
0.5

0.7F
_\\\

\ "\

)

0.4

\
\

0.3
0.2

\

\

.

0.0

|
|
5,

0.2

4 0.6

0.8 1.0

Sekil 2.11 a(c) = 0 igin su ile doyma fonksiyonunun dagilim

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0

0.2 0

4 0.6

0.8 1.0

Sekil 2.12 a(c) = 0 i¢in su ile doyma fonksiyonunun dagilimi
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

Sekil 2.13 Bukcley-Lewerett fonksiyonunun karakterik dagilimi

2.6.3 Petroliin €O, Karisimh Su Ile Sikistiriimasi

CO, nin petrolde ¢oziilmesi sonucunda fazlarin sinirinda ytizeysel gerilim kuvveti azalir
ve bu da suyun viskozitesini artirarak petroliin tabakali ortamdan ¢ikarilmasi prosesini
tyilestirir. Bu olayr ifade eden denklemler sistemi yine de (2.81), (2.82) olmaktadir. Bu

denklemler sistemine

0o =02, 05 =10,

)

C_{l.O, 0<t<TO
17 o, t>TO

c(0,x) =cy =0, 0<x<1
kosullarini ekleyecegiz. Burada, T° birimsiz bir say1 olmakla birlikte CO, karistirilmis ara su
katinin yataga pompalanma siiresini gosterir. Hesaplamalar a(c) = 0, CO, nin dagilim
izotermi Henri kurali ile, yani ¢(c) = 2¢, suyun ve petroliin viskoziteleri sirastyla

Cc

c 2 c c\2 _
Ho(c) =1+ 0555 — (C—) . Ho(c) =146+1475 455 (C—) , ¢* = 0.086,

0.8

e (0.74 - 0)3 L= (0.8 — 0)3 C 0172
2=\03655/" ™~ \osg /' ¥ =%

—02\3
ko= (%g)  ku(o,9) = (k3 —kDZ 413,
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0.8

0.6

0.4
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Sekil 2.14 Kimyasal aktif siv1 ile petroliin sikistirilmasi siirecinde su ile doyma
fonksiyonunun dagilim
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Sekil 2.15 Kimyasal aktif siv1 ile petroliin sikistirilmasi siirecinde
konsentrasyon fonksiyonunun dagilim

verileri ¢ercevesinde yapilmistir ve sonuglar sirasiyla Sekil 2.14 ve 2.15’de gosterilmistir. Sekil

2.14’den goriildiigi gibi s(x,t) fonksiyonunun grafiginde iki sigrayis mevcuttur. Boylelikle

Onerilen metot daha hassas ¢Oziiniirliige sahiptir ve bu tiirden olan daha genis bir siniftaki

problemleri ¢cozmeye imkan saglar.
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3. BIR BOYUTLU MiKROSKOBIK ORTAMDA iKi FAZLI SIVILARIN BiRLIKTE
HAREKETININ MATEMATIKSEL MODELIi VE SUREKSIiZ FONKSIYONLAR
SINIFINDA SAYISAL COZUMU

3.1 Mikroskopik Ortamda Sikisamayan Sivilarin Hareketi

Onceki boliimlerde iki fazli sivilarin makroskopik tabakali ortamdaki akis dinamigi
incelenmisti. Orada, gz Oniine alinan problemlerin sayisal ¢éziimlerini bulmak icin siireksiz
fonksiyonlar sinifinda bir metot da gelistirilmisti.

Bu béliimde ise sivilarin mikroskopik tabakali ortamdaki akis dinamigi incelenecektir.
Yani kapiler basing dikkate alinacaktir. Bu varsayimlar ¢ergevesinde petroliin tabakali ortamda
su ile sikistirilip kuyular sistemine akis problemini ifade eden diferansiyel denklemler sistemi

asagidaki

s 2o (o) B () 5 )2 |, 3D
af ﬁx H, ax

Q{Ak{kw(sohkw(sw)Ja_p%Lso)@Pc_(%)}q (3.2)

Ox H, M, )Ox M,  Ox

seklinde yazilir. (3.1), (3.2) denklemleri i¢in sinir sartlarinin yazilmasi da 6zel inceleme
gerektirir. [8], [17], [39] da smir sartlarinin yazilmasi arastirilmigtir. Bu arastirmaya gore
giris noktasinda, yani x = 0 da suyun debisi, x =€ deise t <t* igin q,(£,t) =0, ve
t>t* igin S,(¢,t) =S,,, sart1 verilir. Burada t = t*, Sp su ile doyma fonksiyonunun ilk
defa x = £ de maksimum degerini aldig1 zamani gostermektedir. Ancak, yukarida soziinii
ettigimiz gibi (3.2) denklemi x = £ noktasinda dejenere olur, bu nedenle de bu noktada sinir
sartlarini vermeye gerek kalmaz.

Bu sodylenenlerin 1s18inda, (3.1), (3.2) denklemleri i¢in asagidaki baslangic ve sinir

sartlarin1 verecegiz

Pw(x,0) = p,, (3.3)
Ak Mg—p =—q,, (3.4)
u, Oox
5, (x,0)= s, (3.5)
Sm(O’t) x=0 — Sg) :1_52?) . (36)




Incelenen olayn fiziksel anlamina dayanarak sdyleyebiliriz ki, bilinmeyen sg(x, t) nin dahil
oldugu bdlgenin sag smirt da s,(x,t) ile birlikte bulunmak zorundadir. (3.1), (3.2)
denklemleri dogrusal olamadigindan onlarin gercek c¢oziimlerini elde etmek imkansizdir.
Burada yine de sayisal c¢oziimlere basvurmak gerekir. Fakat sayisal ¢oziimleri de direkt
uygulamak miimkiin degildir. Cilinkii denklemlerin ¢6ziimlerinden talep olunan diferansiyelle
nebilme yeteri kadar olmayabilir. Fiziksel a¢idan da bilindigi tizere s, (x,t) fonksiyonu yeri
onceden bilinmeyen 1.tiir si¢rayis noktalarina sahiptir.

Diger taraftan da tanim bolgesinin sag sinir1 x = £(t) de zamana bagli olarak hareket

ettiginden problemin sayisal ¢6zlimii i¢in agda olusturmak miimkiin olmayabilir, ¢iinkii yer

<. . s - . 4 . Bse@t) ...
degiskenine gore agin adimi1 zaman degiskenine bagli olur. Bu ise % tiirevinin sonlu fark

karsihigmin yazilmasina engel ¢ikarir. x' = {)Zc—t)

doniisiimii de arzu edilen sonuca
ulastirmayabilir.

Bu bolimde (3.1)-(3.6) probleminin ¢oziimii icin 6zel bir ¢oziim algoritmasi
Onerilecektir. Bunun icin ise kapiler basincin su ile doyma fonksiyonundan bagimliliginin

bilinmesi gerekmektedir.

3.1.1 Kapiler Basincin Su ile Doyma Fonksiyonundan Bagimhhgin Teorik
Ozelliklerinden Istifade Edilerek Bulunmasi

k., ve k, suyun ve petroliin oransal faz degisim grafiklerinden goriildiigii gibi (Sekil

3.1) ve ayn1 zamanda fiziksel karakterlerine gore de asagidaki

(0)

S(E,O)<sw<1—sw ,

dofs) o dils) ) dls)

ds ds ds

@ (4] [2]

iliskiler gecerlidir. Sinir noktalarinda ise

5. =59k =1k =0, %P 5o (3.7)
ds

o
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Sekil 3.1 Suyun ve petroliin oransal faz gecirgenligi

s, =59k =1k =0, % o 3.7)
ds,
So=1-5, ko =0, ky=1, P, o (3.8)
sartlar1 gecerlidir.
(3.7) ve (3.8) sartlarin1 koruyan fonksiyonu
pc(sw) =a(sy — 50)3 + b(sy — 50)2 3.9

seklinde arayalim. Burada a, b, s, simdilik bilinmeyen sabitlerdir. (3.9) dan

dp(s,)
ds

[0

= 3a(sw -5, )2 + 2b(sw -5, ),

2

%2(:“’) = 6a(sw —s0)+ 2b
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alinz. s, yiise p(s,) fonksiyonunun dénme noktasinin olmasi sartindan bulacagiz. Sonuncu
. b . " C
ifadeden s, = s, +t5, p(s,) fonksiyonunun dénme noktast oldugu goriiliir. a ve b

sabitlerinin buluna bilmesi i¢in

d,
pc(sw) . :Y(O) — A’
ds, 1%
(3.10)
K} :5(0)_
ds, 1%

oldugunu kabul edecegiz. Burada A ve B bilinen sabitler olup deney yardimi ile hesaplanabilir.

(3.10) ifadesinden

A—(sw—so) B—AD

() oo =s)=Dls, =)l e,

© ds (s, -5, ) 2 (3.11)
+(s—s5,) .
0 [( o S0 _D(Sm SO)]’
aliriz, burada

_ (50=50)*
 (Sw—50)?

dir. Deney sonucu elde edilen s, =0.67, s, =053, s,=0.85 A=20 B=20
degerlerini da dikkate alarak (3.11) den p. fonksiyonunu elde edilir. p; fonksiyonunu grafigi
Sekil 3.2 de gosterilmistir.
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3.2 Yardimci Problem ve Sonlu Farklar Semasinin Kurulmasi

(3.1)-(3.6) probleminin ¢6zlimiinii elde etmek i¢in sonlu farklar semasini olusturmadan

once asagidaki degisken

O (s,) = [2° "Z—S’)F(v)pg (v)dv (3.12)
dontistimii yapalim. (3.12) ve
s,(x,t) = 0,(x,t) —ﬁfot 4. (T)dT (3.13)
dontigiimlerinden sonra (3.1) denklemi o, (x,t) fonksiyonuna gére homojen

2
Aaa“’(x't)+ 9F(Uw(x;t))+ 0°®(0,(xt) _

Ak 0 3.14
at 1T ox 9x° (314
elde ederiz. (3.14) denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir sartlar
c,(x0)=5y (3.15)
1
O'W(O,t):SS)+quw(r)d7=0'8) (3.16)
mA

olmaktadir. [46], [53] de onerildigi gibi asagidaki gibi yardimer problem dahil edelim

mAavwé(:’t)+qu(aw)+ Ak%‘?:(x (3.17)
v, (x1)=v"(x), (3.18)
o, (0.1)=cW. (3.19)
Burada U(E)l) fonksiyonu 0
= ol

denkleminin siirekli diferansiyellenebilen her hangi bir ¢oziimidiir. (3.17)- (3.19) problemine

1.tiir yardimci problem denilir.
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Teorem 3.1 Eger v, (x,t) fonksiyonu (3.17)- (3.19) probleminin piiriizsiiz ¢oziimii ise, bu

takdirde

0V, (x,t)
ox

o,(x,t) = (3.20)

esitligi tanimlanan o, (x,t) fonksiyonu (3.14)- (3.16) probleminin zayif ¢6ziimii olur.

Ispat Teorem 3.1 ispatlamak igin (3.15) denklemini test fonksiyonlar sinifindan herhangi bir
@(x,t) ile carpalim. Elde edilen ifadedeki integrallere iki kez kismi integrasyon formiiliinii
uygulayarak teoremin ispatini yapabiliriz.

Yukarida soyledigimiz gibi o, (x,t) fonksiyonu yeri onceden bilinmeyen 1.tir

00, (x,t) AD(x,t)
ve

™ tirevleri mevcut olamaz.

stireksizlik noktalaria sahiptir. Bu nedenle de

Bu tiir siireksizlige darbe dalgasi denilir. Bu denilenleri dikkate alarak asagidaki 2.tiir yardime1
problemi

9
o

ma L [, (0 +q[ F, (o, Mz + Akglor (E.0)- Akelo, (E.0) =0 @2

dahil edecegiz. Bu denklem i¢in baslangi¢ ve sinir kosullar1 (3.18), (3.19) olacaktir. (3.21) den
gorildigii gibi bu durumda o, (x, t) fonksiyonu siirekli de olabilir.
2.tiir yardimci probleminin asagidaki avantajlari vardir:
e v,(x,t) fonksiyonunun diferansiyellenebilme mertebesi s, (x,t) fonksiyonunun
diferansiyellenebilme mertebesinden iki birim fazladir.
e v,(x,t) fonksiyonunun bulunmasi i¢in yazilmis algoritmalarda

0F,(Sw) azq)(sa))
ox '’ 0x2

tiirevlerini kullanmak gerekmemektedir.

Teorem 3.2 Eger v,(x,t) fonksiyonu (3.21), (3.18) ve (3.19) probleminin piiriizsiiz

¢Ozlimii ise

0%v,(x,t)
dx2

o,(x,t) = (3.22)
esitligi tanimlanan o, (x,t) fonksiyonu (3.14)- (3.16) probleminin zayif ¢6ziimii olur.
Teorem 3.2°nin de ispati Teorem 3.1’in ispatina benzer sekilde gergeklestirilebilir.

(3.22) den
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X

Uy () = f (x — ) 0, (€, D)dE

0
olur. Bunun yani sira, 2.tlir yardimer problem incelemekte oldugumuz olaym tiim fiziksel
ozelliklerini diizgiin ifade edebilen hassas sonlu farklar semasinin yazilmasina da imkan saglar.
S6z konusu sonlu farklar semasinin yazilmasi i¢in (x,t) argiimanlarmin siireksiz degistigi
bolgeyi
wpe = {(, te), x;=1h,i=12,3,.., k=0,12,..;h>0,7 > 0}
agl ile ortelim. 2.tlir yardimci problemin sonlu farklar karsiligini yazmak i¢in 6nce (3.21)
ifadesinde dahil olan integralin asagidaki gibi
[v,(&0)ae = hzv
0 =

sonlu fark karsiligini yazalim. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak (3.21) igin

i

hZ Vj,k+1 - hZVM ;

mA| = . +thFm(Z jk )"' Ak¢(z j-k)_Ak¢(o-w(0’tk ))=0 (323

(3.24)

olur. (3.23) semasini

i—1 i

Viks1 = Vi _Z(vj,lm _vj,k)_ﬂsz(z j,k)_££¢(z i,k)+%%¢(o-ai)(tk )) (3.25)

j=1

seklinde de yazabiliriz.
(3.25) sonlu farklar karsiligimi yazarken sebekenin sadece iki diigiim noktasini
kullanmis olduk. Bu tiir semalar hesaplama agisindan c¢ok efektiftir ve bunlara iki noktali

sistemler denilir. (3.25) asikar sema olarak adlandirilir ve bu sema hesaplama siirecinde agin
adimlar1 tizerine Courant- Friedrichs—Lewy kosulu olarak isimlendirilen 7 < % sartin1 da talep

eder. Burada w sistemin en biiylik karakteristik hizin1 temsil eden bir parametredir. Bu tiir
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cebirsel denklemler sisteminin her bir denkleminde bir tane bilinmeyen bulunur ki, bunu
hesaplamak i¢in higbir metotun kullanilmasi gerekmez.

Literatiirde agikar olmayan ve t adimi lizerine kosul talep etmeyen birka¢ sema
mevcuttur, fakat degisken smirli bolgelerde bu tiir metotlarin ne kader yararli oldugu
bilinmemektedir. Ciinkii bu tiir semalarda hesaplama karakterli enformasyonlar fiziksel anlami
olan, heyecanlanmig sinirin dagilim hizindan daha hizli olabilir. Bu da olayin fiziksel anlamin1
bozar.

Sade hesaplama yolu ile (3.25) semasinin uzlasan oldugunu gostermek miimkiindiir.
Bunun i¢in  (3.25) semasina dahil olan V; ;.1 = V(x;, tx + 7) fonksiyonunu Taylor serisine

ayriklastiralim

0%y

T2
il y L 2
v(xl.,tk +2')—v,.,k + kTt o ‘Lk + o +0<r ),

5
Eip = sup|z(f(x))— s, (f] .

Burada

Bu ifadeler (3.25) de yerine konursa

ov| 3
Vik +_‘i,kr+_2 ik Ay O(T ):
Ot ot 2!
= ov ov| 3
=Vik ~ Vi,k+_‘ikz-+ iy FOlT )_Vik -
Ta o' ot 2 ’

gr < kr kr
—%;Fw(z ik )__h¢(z ik )+%¢<Z i,k)

m

(3.26)

=
N
+
.
l\]m
Nl
|
‘»Q
S
e <
&”1
—_
Q
=
o
|
3ls
)
B
|
‘»
S
=
—
N—
|

mh
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0t k
——¢ o, =5£v5td§— j 5——¢( o)~ o)+0(r.c.)

elde ederiz.

Elde edilen degerlendirmeden (3.21) denklemini sonlu farklara ayriklastirdigimiz
semanin hatas1 yer degiskenin adimindan bagimsizdir ve sadece zaman degiskeni olan T ya ve
integral i¢in yazdigimiz yaklasik hesaplama formiiliiniin hatasina bagh olur. Ayrica, 7 — 0 da
yaklasik V; 41 ¢Oziimiin gergek vp(x,t) ¢ozimiine yakinsakligi da elde edilir.

Teorem 3.3 Eger V; ;1 ag fonksiyonu (3.25) ve (3.24) probleminin ¢6ziimii ise

Vit k+1=2Vig+1—Vi—1k+1
Zigs1 = 2 (3.27)

esitligi tanimlanan ¥, ;1 ag fonksiyonu (3.14)- (3.16) probleminin zayif ¢6ziimiiniin yaklasik
degeri olur.

Simdi (3.2),(3.3) ve (3.4) probleminin ¢6ziimiinii bulmak icin sonlu farklar algoritmasini
yazalim. Bunun i¢in (3.2) denkleminin parabolik regiilizasyonunu olusturalim. ¢ sifira
yaklagan pozitif parametre olsun ve asagidaki denklemi

0po(so(x,t) _ 0 0P (S (1) ko(Sw) 0pe (S0 (X, 1)
ET = a Akh®,(sg(x,t) 9x +k g -

(3.28)

g6z Oniine alalim, burada

ko(Sw) | Ko(Sw)

d,(s,(x,t) =
10 e Lo

olmaktadir. Yukarida da goriildiigii gibi artik (3.1), (3.3), (3.4) ve (3.14)-(3.16) problemleri bir
birinden bagimsiz olur. Bu problemleri sadelik namina sirasiyla (o,,) ve (pi) problemleri
olarak adlandiralim.

[45] ve [51] de oldugu gibi diizenlenmis (3.28) denklemi i¢in yardimci problem dahil

edelim

d x 0pe (S (X, k,(s,) 0p (s, (x,
safpi(sw(f,t))dfz Akh, (s, (x, £) 2P (sax(x D)k ;Sj ) dp (Sax(x )]

0

— [Akhcbl(sw (x, t)) apw(;(:'(x:t)) + k kolisa)) apw(?’a;(x,t))” ) _ q(t)x. (329)
0 x=
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(p§) problemi i¢in yazilmis yardimei problemin bir ¢ok avantajlar1 vardir.
e (3.2) denkleminin p,(x,t) fonksiyonundan talep ettigi piiriizsiizliige gerek yoktur,
zira
0%p, (%, t)
0x?
tiirevi mevcut olamayabilir.

e (3.28) denklemi x = ¢ smirinda dejenere oldugu i¢in sinir sart talep etmeyebilir.

Fiziksel acidan (3.2), denklemi tabakali ortama su pompalandiktan sonra ortamda olusan
basincin heyecanlanmasini ifade ettiginden onun keskin hareket eden su-petrol sinir1 vardir. Bu
nedenle de (3.2) denklemini direkt olarak sonlu farklara ayriklastirmak miimkiin degildir.
Ayrica, regiile edilmis (3.28) denkleminin dahil edilmesi de ¢ok 6nem tagimaktadir, ¢iinkii bu
denklemin sag tarafindaki ifade fiziksel olarak suyun akisini gostermektedir. Bu anlamda (3.29)
denklemi tabakali ortamin [0, x = €(t)] kismindaki toplam su kitlesini ifade eder.

Simdi regule edilmis (pf,) problemi i¢in asagidaki sonlu farklar karsiligini yazalim

hx Zl:(g Pj(f;cﬂ _ng{f)k )
e J=1 —

T
sPiflk_gPiali (Sw) sBilk_s[)iic
L e
h, H, h,
P-(:—) _gPiw k S(U & iC e iC
_ hAk¢Ii+] e titlk k +k ()( i ) +1,k k |i:O_qxi.
hx ILIU hx
Buradan
B = P =D Pl P
j=1
T £ ij-)lk_spiali k (S'w)gpiilk_gpick
+—| hAk @I, S Tk Zo A (3.30)
6hx hx ﬂo hx
o= PL K (SP) P P
— L\ hAk I, e (57)  Plasm P o — Ly,
ghx hx H, hx ghx
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olur. Burada
:P% = Do (3.31)

prkelS?) PPl
y7 h

X

=—q, (3.32)

olmaktadir. Elde edilen algoritmalar géz Oniine alinan problemin tiim fiziksel 6zelliklerini

diizgiin ifade edebilen ¢oziimlerin bulunmasina imkan saglamaktadir.

3.3 Kapiler Kuvvet Etkisinde Petroliin Su ile Sikistilmas1 Prosesinin Incelenmesi

(Islatma)

Yukaridaki boliimde kapiler basing dikkate alinarak bir boyutlu ortamda petroliin su ile
sikistirtlmast prosesini inceledik. Bu durumda amacimiz su ile petroliin kuyular sistemine
sikistirtlip ¢ikarilmasi siirecine kapiler basincin etkisini ne kadar oldugunu gostermektir.
Literatiirden bilindigi lizere sadece kapiler basinc da petroliin tabakali ortamda siiziilmesi
olayina neden olabilir. Bu bolimde amacimiz su ile petroliin ¢ikarilmasin prosesinde kapiler
basincin etkisini incelemektir. Bu siire¢ bazen literatiirde 1slanma hesabina suyun petroliin
cikarilmasi olarak anilir.

Bu durumda (3.14) denkleminde g = 0 olur ve denklem

- 9o, (x,t) -k 02d(o,(x,1)) _

PR 92 0. (3.33)

(3.33) denklemi i¢in baslangic¢ ve sinir kosulari
0,(x,0) = a5, (3.34)
0,(0,8) = g (3.35)

dir. Su ile doyma fonksiyonunun dinamik dagiliminda olayn fiziginden kaynaklanan birinci tiir
sigrayislarin mevcut oldugunu yukarida gosterdik. S6z konusu sigrayislarin mevcutlugu (3.33)
denklemini de (3.14) de oldugu gibi, direkt sonlu farklara ayriklastirmaya imkan vermez,
clinkii tersinmezlik prensipi burada da bozulmaktadir.
Once asagida 1.tiir yardimei problemi dahil edelim
av,, 0P (o) _ 0

A Ak ,
mAGe T ox

(3.36)
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Vo (%, 0) = vp(x) (3.37)
Burada v,(x) fonksiyonu

dvy(x)
= =0,(0)

denkleminin herhangi bir siirekli ¢oziimiidiir. Yukarida sdyledigimiz gibi bazi durumlarda
9%Gn) tiirevi de meveut olmayabilir.

Bu nedenlede yene de yukarida oldugu gibi

mA%f v, (&) d€ + Ak ®(0,(x,0)) — 4k ®(a5") = q,, (3.38)
0

ikinci tiir yardimer problem dahil edelim. (3.38) denklemi (3.34) baslangic sarti dahilinde
coziilecektir. (3.38) den goriildigii gibi bu durumda o,(x,t) fonksiyonu ve hatta
Ak @(0,(x,t)) de siireksiz olabilir. (3.38), (3.37) problemi i¢in de yukarida sdyledigimiz
Teorem 3.1 ve 3.2 gecerlidir.

(3.36), (3.37) problemini agagidaki gibi sonlu farklara ayriklastiralim

i
mh
TZ(VJZRH =~ Vi) + k@ (28) — ko (050 (8)) = 0
=

veya

i—-1
kt kt
Vik+1 = Vi — Z(Vj,k+1 ~Vix) = ﬁq’(sz’k) t @ (05)1) (tk)) =0 (3.39)
j=1

Vo= v (3.38)
(3.37), (3.38) algoritmasiyla yapilmis bilgisayar testlerinin sonuglari sirastyla Sekil 3.8-3.10
da gosterilmistir. Sekillerden goriildiigii gibi, su ile doyma ve buna bagl olarak da petrol ile

doyma fonksiyonlarinda yeri 6nceden bilinmeyen si¢rayis noktalar1 bulunmaktadir. Bu ise

onerilmen metodun ¢ok hassas ve ayni zamanda ekonomik de oldigunu gostermektedir.
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.55 —
.50
45
.40
.35
.30
.25
.20
15
10
.05 1
.00 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.8 v, (x,t) fonksiyonunun grafigi

Not 3.1 (3.37), (3.38) algoritmasin1 ¢alistirmadan 6nce (3.12) formulune gore

(0, (x,t)) fonksiyonunu hesaplamak gerekir.
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.90
.85
.80
.75
70

M
il
sl L
-

Sekil 3.9 o, (x,t) =

0.4 06 0.8 1.0

0%v,(x,t)

2 fonksiyonunun grafigi

ol U
w1
sl L
wl 11/

.25

.20

15

'100.0 0.2 04 06 08 1.0

Sekil 3.10 0,(x,t) =1 —0,(x,t) fonksiyonunun grafigi
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4. iKi BOYUTLU MiKROSKOPIK ORTAMDA iKi FAZLI SIVILARIN BiRLIKTE
HAREKETININ MATEMATIKSEL MODELIi VE SUREKSIZ FONKSIYONLAR
SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Yukaridaki boliimlerde pertoliin bir boyutlu ortamda su ile sikistirilip ¢ikarilmasi, yani
Buckley-Leverett ve Rapaport-Leas modelini incelerken gostermisdik ki, bu model yataga
pompalanan suyun hareket hizinin biiyiik oldugu durumlarda fiziksel gercegi daha iyi yansitir.
Fakat, pompalanan suyun hareket hizinin diisiik oldugu durumlarda bu model gergegi ¢ok da
aksettirebilmiyor ve burada kapiler basimcin da etkisini dikkate almak zorunda kaliyoruz. Bu
nedenle de iiglincii boliimde kapiler basing dikkate alinarak petroliin su ile sikistirilmasini ifade
eden denklemler sistemi incelenmistir. Bir boyutlu problemlerle sadece ¢ok dar simif
problemlerin ¢ézlimlerinin kalite karakterlerini 6grenmek miimkiin olur.

Bu boliimde diizlemsel tabakali ortamda iki fazli sivilarin hareket denklemleri
incelenecektir. Iki fazli stvilarin iki veya ii¢ boyutlu ortamda hareketi izlendiginde ve kapiler
basing da dikkate alindigi durumda olayin matematiksel modeli karisik, yani su ile doyma
fonksiyonuna nazaran hiperbolik, basinc fonksiyonuna gore ise elliptik tiir denklemlere
indigenilir. Ayrica, denklemler yer degiskenine nazaran da iki boyutlu oldugunda matematiksel
problemin ¢dziimiiniin bulunmasi da bir hayli zorlasir. Ikinci béliimde de gdsterdigimiz gibi,
hatta yer degiskenlerinin sayis1 bir tane oldugunda bile denklemin ¢oziimiinde yeri dnceden
bilinmeyen si¢rayis noktalar1 meydana ¢ikar ki, bu da ¢6ziimiin bulunmasi i¢in daha hassas
metotlarin 6nerilmesini zorunlu kilar.

Yer degiskenlerinin sayist iki oldugunda problemin ¢6ziimiiniin bulunmasi1 daha da
zorlagir, ¢iinkii bu durumda ¢6ziimde sonsuz sayida sigrayislar olusur [23], [38]. Bu
sigrayislardan hangisinin gergek fiiziksel yararli oldugunu belirlemek i¢in uygulanan metotdan
yiiksek ¢oziiniirliik talep edilir.

Iki boyutlu ortamda petroliin su ile sikistirilip ¢ikarilmasinin matematiksel modeli

asagidaki denklemler sistemi [38] ile ifade edilir

9J [Akh <kw(5w) 4 ko(Sw)> 0P, Tk k,(S,) 8p.(S,) N

0x e Ho ) 0x Ho ox
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0 k(S k,(S,)\0 ko(S,) 0p(S
_[Akh< 0a) Kol w)) Po koS0 pc( W] _ 41)
dy Ho Ho ) Oy Ho
Aas N 0 2(S,) N
M9t Tox | ox
0 ko,(S,) , a(S,)
9. qu(Sa))+Ak - Fw(sw)pc(s - = —qu- (4-2)
dy o d
(4.1), (4.2) denklemler sistemi i¢in baslangi¢ ve sinir sartlar
pw(x, Y, O) = Po, (43)
0Pe
—| =0, 4.4
on |1" ( )
Su(x,,0) = S (x,), (4.5)
S0y, Olry = $1,(x,3,t), j =T, (4:6)

v

Sekil. 4.1 Kuyularin Yerlesim Semasi

a) e supompalanan kuyular; b) X petrol kuyular

Burada ¢ = qu +qo, qu = Z:v 1 ((OV)SLOJ/)’ Qo = Z Q(#)Sl(lj)’
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Kronecker sembolii, (@ = v, u), T' ise Q bolgesinin sinirt olmaktadir.

4.1 Sonlu Farklar Semasinin Kurulmasi

Simdi (4.1)-(4.6) problemini sonlu farklara ayriklagtirmak i¢in. Asagidaki notasyonlari
kabul edelim

ka)(S(u)_l_ko(Sa)) w ko(Sw)

o — .

Haw Ho Ho
Argumanlarin siirekli degistigi bolgeyi

CI)(pw, S(u) =

Onyhy v = {(x, yj, tw)|xi = ihy, y; = jhy, t, =n7,)

i=0,Ny, j=0,N,n=012..,h >0, h, >0, 7> 0}

t > X
Tox

AV
A7

|
e
VY] )

<

"

o

Sekil 4.2 (x,y,t) Uzayinda Kurulmus Hesaplama Sablonu

agi ile ortelim ve Sekil 4.2 de gosterilen sablon iizerinden sonlu farklar semasini yazalim. (4.1)

denklemininin
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A
h—[k iy ,{,cb"1 (wPi) = wPELY) — K, Ey ,{,cb"1 (wP’}]ffl_wP[l+1.)l+

1J
P = ) = s ¥ P = )|+
X
4.7)
A P‘I’l+1 PTl+1 k PTl+1 Pn+1
E l]+_ 1(w Lj+1 ij ) ]_1p .1(a) ij 1)

E["LH- et Pl = P) — kg 1(aPE - P"“)] =4

seklinde sonlu fark karsiligin1 yazalim. Burada

2k; jkitq,; 2k jk; jq
L1, = 1=
3 kijt Kig) Ltz kijt ki
n ZCD ch+1j n 2CI) q)l]+1
pP 1 = - —
it5) Dyt Dy P ity d) i+ P
n n
n _ 2 kl]w i+1,j lpn _ 2 kl]w i,j+1
., l . n n ] . n n )
i+5) wKij T oKitj btz oKt oKija

n n
dir ve P, oKij» oKi;

sirastyla p,,, k,, (S,) ve ko (S,) fonksiyonlarinin agin her hangi bir

(xi,¥j,ty) diglim noktalarindaki yaklasik degerlerini gostermektedir

(4.7) cebirsel
denklemleri i¢in baglangi¢ ve siir kosullari

wPi(,)j = Po» (4.8)
Pfl] Plnj' PN—l] PNx+1]' jZO'N'

4.9)
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wPiT,l—l = wPiT,lp a)PiT,lNy—l = wPiT,lNy+1' [ =0,Ny
olmaktadir.

Simdi (4.2) denklemini (4.5), (4.6) sartlar1 dahilinde sonlu farklara ayriklastiralim.
Bilindigi iizere (4.2) denkleminin ¢6ziimiinde ¢ok piiriizsiiz baslangi¢ verileri dahilinde bile
birinci tiir sigrayislar olusur ki, bunlara literatiirde darbe dalgalari denilir. ki boyutlu
problemlerde ise s6z konusu sigrayislarin sayisi sonsuz olabilir [38]. Bu ozellik ise (4.2)
denklemini agin diigiim noktalarinda direkt sonlu farklara ayriklastirmayi zorlagtirir.

(4.2) denklemi suyun tabakali ortamda korunum kuralini ifade eder. Fiziksel a¢idan da
suyun hareket hizi sonlu oldugundan ve su bir noktadan diger noktaya ulagirken tiim aralik
noktalardan gegmelidir. Tersinmezlik olarak adlandirilan bu 6zellik ¢6ziim metotlarini secerken
onem tagimaktadir. Denklemi formel olarak sonlu farklara ayriklastirdigimizda, suni olarak
¢Oziimiin bir noktadaki degeri ((4.2) denklemi durumunda) su ile doyma fonksiyonunu
ortamdaki baska bir nokta ile baglamak zorunda kaliyoruz. Bazi durumlarda hesaplamadan
dogan heyacanlanma fiziksel (yani olayin fiziyinden dogan) heyacanlamadan daha hizl1 hareket
edebilir. Bu ise fiziksel siirecin dinamigini bozabilir. Fiziksel agidan da hareket eden cephenin
ontindeki nokta cephenin yakinlagmasini hisetmemelidir.

(4.2), (4.5), (4.6) probleminin sonlu farklara ayriklastirilmasinda alisilan metot,
denklemin sag tarafina suni diffuzyon terimi eklemek, yani denklemi paraboliklestirmek ve
sonra da denklemi diskretlestirmekten ibarettir. Bu durumda noktada olusan fiziksel sigrayis
agin birka¢ diigiim noktalarina dagilir, ¢iinkii diflizyon terim konvektif terimden olusan etkiyi
aradan kaldirir. Gradyentinin yiiksek deger aldig1 bolgelerde ¢ozlimiin diizgiin ifade edile bilme
ithtiyaci bir ¢ok pratik problemin ve matematiksel fizik denklemlerinin ¢6ziim agamasinda 6nem
tasir. Bu anlamda iki fazli sivilarin birlikte hareketini ifade edebilen denklemler sistemin
cozerken Onerilen metotlardan yiiksek hassaslik talep edilir.

[11, [2], [8], [25], [35], [40], [58], [59], [71] gibi asamasinda ¢ok fazli sivilarin tabakali
ortamda hareket denklemlerinin ¢ézlimiin bulunmasi i¢in homojen, yani sigrayis noktalarini
dikkate almayan bir metod Onerilmistir. Bu metotda si¢rayis birkag¢ diiglim noktalarina dagilir.
Ayrica sonlu farklar metodunu uygularken géz 6niine alinan denklem degil modifike olunmusg

denklemi ¢ozeriz.
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Iki ol¢iilii denklemlerde sigrayisin bulunmasi igin talep daha yiiksek olmaktadir. Bunun
iki nedeni vardir. Birincisi bilgisayar hesaplamasi acisindan ekonomiklik hatirina agin
adimlarini biiyiik alirlar, bdylece ¢dziimiin fiziksel 6zellikleri kaybolabilir. Ikincisi ise gok
boyutlu problemlerde sigrayisin geoemetrik yapist daha zor olur. Bu nedenle de ¢6ziim
metodundan yiiksek ¢oziintirliik talep edilir.

Siireksiz fonksiyonlarla, 6rnegin su ile doyma fonksiyonu ile c¢alisamak ve olayin
fiziksel ozelliklerini diizgiin ifade edebilmek ve ayrica denklemin ¢oziimden talep ettigi
diferansiyellenebilme mertebesinden az olan fonksiyonlarla ¢alisma zorunlulugu siireksiz
fonksiyonlar sinifinda sonlu farklar metodunun gelistirilmesine neden olmustur.

(4.2) denklemini incelemeden dnce

ko (Sw)

o

Heo (S (6,3, t) = qF,(S,) + Ak F,y(Su)pi(Se) (4.10)

fonksiyonunu dahil edelim. (4.10) dontisiimiinden sonra (4.2) denklemi asagidaki sekle

aS, (x,y,t
A w0y, t)

- + div[}?w(sw(x, y,t))gradS, (x,7,) | = —qq, (4.11)

indirgenir.

t
1
S0y, =u-— [ g s
0

degisken doniisiimii yapalim ve [46] y1 takip ederek asagidaki yardimci denklemi ele alalim

0v,(x,y,t)
ot

Goriildigt gibi (4.12) denkleminde u(x,y,t) (dolayisiyla Sg(x,y,t) ) fonksiyonu

+H,(u(x,y,6)) =0 (4.12)

hicbir degiskene gore tiirevi igermez. Zaten bu tiirevler mevcut da degildir.

(4.12) i¢in baslangic ve sinir kosullar

vw(x,y, O) = UO(x'y)ﬂ (413)
ul,, = (1 - Sff)) + [} qo(@dr, (=12..,N,) (4.14)

dir. Burada vy(x,y) asagidaki

96



aUO(XI J’) + aUO(XI J’)

— ¢cO0
- 5 =59 (4.15)

denkleminin herhangi bir siirekli diferansiyellenebilen ¢oziimiidiir.
Teorem 4.1 Eger v(x, t) = (vx (x,y,t), v, (x,y, t)) vektor fonksiyonu (4.12)-(4.14)

probleminin ¢éziimii ise

ove(x,y,t) 9dv,(x,y,t)
_.|_
d0x dy

u(x,y, t) = (4.16)

ifadesi ile tamimlanan u(x,y,t) fonksiyonu (4.11), (4.5), (4.6) probleminin ¢dziimii olur.
(4.12)-(4.14) problemini Qpy py . agmin herhangi diigiim noktalarinda sonlu farklara

ayriklastirarak bu problem i¢in ¢esitli sonlu fark semalar1 yazabiliriz.

(4.11), (4.5) ve (4.6) problemini

Vi =V + Tﬁw(UiT,lj 4.17)
V2 = Vol(xi ;) (4.18)
n _ _c@ it
Uijl, = (1 Sew ) + 7205100 (T) (4.18)
J

asikar semasi ile sonlu farklara ayriklagtiralim. Burada Vy(x;,y;) ag fonksiyonu, (4.15)

denklemindeki Y,(x,y) fonksiyonunun (xi, yj-) noktalarinda aldig1 degerleri gostermektedir.

+1 n+1 +1 n+1

1) Lj=1 (4.20)

1
LJ Ry hy

oldugunu gostermek oldukga kolaydir. Ui"’;rl ag fonksiyonu bulunduktan sonra

1 oty
Ht=upt - — ;" 4w (@dr (4.21)

wEbJ

formiilii ile aradigimiz su ile doyma fonksiyonu Qp, py . aginin tim digim noktalarinda

yaklasik degerlerini elde edebiliriz.
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4.2 Coziim Algoritmasi ve Bilgisayar Deneyleri

Bu boliimde (4.1)-(4.6) probleminin ¢éziim algoritmasini inceleyecegiz. Bilindigi iizere
kismi tiirevli diferansiyel denklemi sonlu farklara ayriklastirdigimizda, bilinmeyenlerin
katsayilarindan olusan ve bol sifirlar1 olan matrisli cebirsel (genelde nonlineer) denklemler
sistemini elde ederiz. Bu tiir cebirsel denklemler sistemi diiz ve iterasyon metotlar1 uygulamakla
¢oziiliir. Iterasyon matotlarmin uygulanmasi 6zel bilgi ve deneyim ister.

Simdi problemin semasimi inceleyelim. Once (4.7), (4.8) denklemler sistemi Jacobi

pritl

metodunun yardimi ile ¢ozillir ve agin digiim noktalarinda P;;

basing fonksiyonlari

bulunur.

= _MOP,S) L
i 707 oy’

Y = —M®(P,S )ap
wY = — S
0 ay

formiilleri ile hesaplanir. (4.17)-(4.19) algoritmalarinda VZ}“ degerleri, sonra da (4.21)

formiiliinii kullanarak wZ{fjfl

degerleri elde edilir. Pratik olarak wa;fl

degerlerini
bulmak zor degildir, ama yazdigimiz sema asikar oldugundan agin adimlari {izerinde
saglanmasi gereken bir sart talep edilir.

Onerilen algoritma iizerine asagidaki problem ¢oziilmiistiir. (Pratikten elde edilen
veriler kullanilmistir) Petrol yataginin uzunlugu [ = 600 m, eni b = 600 m, genel etkin katin
yiiksekligi hy, = 20 m. Yatagin kalinlig1 {izerine sulagsma katsayisi [, = 0,75 ve sulagmis
katin yiiksekligi h = 15m, yatagin gecirgenligi ve gdzenekligi sirasiyla v = 0,5 mkm?, ve
m = 0,2 dir. Dogal rejimde petroliin ve suyun vizkoziteleri uy = 4.10 3w, .c ve g =
10737,.¢ olmaktadir. Yataga iki kuyudan su pompalanir, bir kuyudan petrol elde edilir.
Yataga her kuyudan g = 200m3/giin su pompalanir. Buckley-Leverett fonksiyonu

K,(w)
toKy, @) + p, K (w)

F(a) =

dir ve oransal faz gegirgenligi ise

98



u—-0,1
0,8( )2, u <u<u,
Ux—Ug
u—-0,1
kw(x)z(u —uo) , U SUS U,

olmaktadir. Burada u, = 0,1, u, = 0,8 degerleri kullamilmustir. u; in degeri ise kg(a) =
ky(u) esitliginden u; = 0,7 olarak elde edilmistir. Talep edilen bu fiziksel veriler
cercevesinde yataktaki basincin ve su ile doyma fonksiyonlarinin dinamik degerlerinin
bulunmasi gerekmektedir.

Onerilen algoritma {izerinde bilgisayar testleri yapilmis ve elde edilen sunular grafik

seklinde (Sekil 4.3-4.8) de gosterilmistir.

©

‘9808676 |

Qv
\%,qn
{0

A
S
N

Sekil 4.3 T = 600 giin sonrasi basincin dinamik dagilim
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yataga pompalanan suyun dinamik dagilim

Sekil 4.4 T = 600 giin sonrasi

Sekil 4.5 T = 1800 giin sonrasi yataga pompalanan suyun dinamik dagilim
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Sekil 4.6 T = 1800 giin sonrasi yataga pompalanan suyun dinamik dagilimi
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Sekil 4.7 T = 2200 giin sonrasi yataga pompalanan suyun dinamik dagilimi



''''''''
rrrrrr

4%
. ‘u‘,‘|
rt
e ad
-
o SERHR
E:J*l'l
r

e
»
|‘:l
%!
iﬁj
1-*:
li i;f:n
4 & *,? *
<,
il
0';

A
L. T
*i
e o
e :’:
AN
PP
'I- &
»

Sekil 4.8 Yatay kuyulardan yataga pompalanan suyun dinamik dagilimi

Sekillerden goriildiigii gibi onerilen algoritmalar petrol yataklariin iglenme siirecinde
karsilagilan istismar teknolojilerini gerceklestirmeden once bilimsel karar verilmesi i¢in
gereken simulasyonlar1 yapmaga imkan verir. Ayrica dnerilen metotlar, bu inceledigimiz tiirden
denklemlerin yanisira matematik, fizik ve miihendislik dallarinda da karsilasilan ve 6zelliklere

sahip problemlerin ¢oziimiinde de kullanilabilir.
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5. SONUC

Tezde elde edilen sonuglar1 asagidaki gibi siralamak miimkiindiir:

1.

Mikroskobik ortamda sikisabilir iki fazli sivilarin hareketini ifade eden nonlineer
karigik tiir kismi diferansiyel denklemler sistemi fiziksel parametrelere gore
ayriklastirilmistir.

Esas problemin ¢6ziimlerinin diferansiyellenebilme 6zelliklerinden bir birim fazla
diferansiyellenebilme 6zelligine sahip ve bir¢cok avantajlar1 olan yardimci problem
Onerilmistir.

Singiilerlik derecesi birden fazla olan nonlineer parabolik tiir denklemin sayisal
¢cOziimiinii elde etmek i¢in 2.tlir yardime1 problem Onerilmistir.

Antiparabolik denklem icin yazilmis problemin sayisal ¢oziimii i¢in siireksiz
fonksiyonlar sinifinda algoritmalar 6nerilmistir.

Yardimci problemin avantajlarini kullanarak siireksiz fonksiyonlar sinifinda efektif
sonlu fark algoritmalar1 Onerilmistir ki, bu algoritmalar yardimi ile elde edilen

coziimler problemin fiziksel 6zelliklerini diizgiin ifade etmektedir.
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