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Bu caligmada, paralel kanalli bekleme hatti kuyruk sistemi teorik olarak incelendi. Poisson
stireci ve Ozellikleri ele alindi, ayrica dogum 6liim siireci kullanilarak paralel hatl kuyruk sisteminin
parametreleri bulundu.

Bunun yaninda iki heterojen kanalli kuyruk sisteminin analizi yapilarak parametreleri bulundu.
Kuyruk teorisinin genel tanimi, kullanim yerleri giinlimiiz teknolojisinden faydalanarak orneklerle
ifade edildi. Kuyruk cesitleri genel olarak ve sekillerden faydalanarak verildi. Kuyruk teorisinde
kullanilan temel kavramlar sembollerle birlikte anlatildi. Kuyruk sisteminin simgelenmis hali ile bu
simgelerin anlamlar verildi.

Stokastik siiregler tanimi verildi ve bu tanimdan yararlanarak Poisson siireci incelendi. Stokastik
siiregler teorisinde Onemli bir yer tutan Markov Siiregleri, bunlarin ge¢is ihtimalleri, gecis
ihtimallerinin 6zellikleri ve Markov zinciri ile ilgili dagilimlar incelendi.

Poisson siirecin kuyruk sistemine uygulanmasi gosterildi. Miisteri akimi Poisson siiregli ve
hizmet siireleri birbirinden farkl iistel dagilima sahip iki paralel heterojen kanalli kuyruk sisteminin
tanim1 yapildi. Bu sisteme ait denklemlerden faydalanarak sistemde n birim bulunmasi ihtimali ve
sistemin bos olmasi ihtimali hesaplandi. Sistemde bir birimin bulunmasi ihtimali hesaplanirken, bu
birimin iki kanaldan hangisinde bulunacagi ihtimali ayri ayri goéz oOniine alindi. Bulunan bu
parametrelerden faydalanarak sistem parametreleri olan sistemdeki ortalama miisteri sayisi, sistemde
ortalama bekleme siiresi, kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayis1 ve kuyruktaki ortalama beklene
stiresi hesaplandi.

Dordiinci boliimde ise, bu calismada elde edilen sonuglar ve yapilabilecek c¢aligmalar
tartisilmstir.

Anahtar Kelimeler: Paralel Kanal, Servis Oran1, Gegis ihtimali



ABSTRACT

Master Thesis

THE ANALYSIS OF THE QUEUEING SYSTEM

WHICH HAVE TWO SERVICE CHANNELS

Mustafa Ulas

Firat Universty
Graduate School of Science and Technology
Department of Statistics

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Sinan CALIK
2007, Page: 49

In this study, we investigated the queueing system with parallel channel and waiting line
theoretically. Finnaly, we obtianed the parameters of queueing system with parallel line.

Besides we investigated queueing system with parallel heterogeneous channels and waiting line
and waiting line theoretically. They are analysed, their parameters are found.

General definition of queueing theory and using places are examples. General kinds of queueing
systems and their figures are given. Basic Notion which are used in queieng theory is given with
symbols and means of symbols are given.

Stochastical processes are defined and Poisson processes are investigated. We studied the
Markov Processes and their transition probabilities, their specralities and Markov Chain. Poisson
processes and on queueing system is showed.

By using queueing system with two heterogeneous channel’s equations we calculate n, one and
empty system probabilities. While we are calculating one unit probabilities we bewared of channel is
placed.

In the final chapter, a discussion of result are summarized and some further research topics are
proposed.

Key Words: Parallel Channel, Service Rate, Transition Probability.



1. PARALEL HOMOJEN KUYRUK SISTEMLERi ANALIiZi

1.1. Giris

Stokastik siiregler teorisi, olasilik kurallarina gdre, zaman iginde gelisen sistemleri
inceler. Teorinin, bilim ve tekniginin bir¢cok dalinda 6zellikle de Astronomi, Biyoloji, Endiistri,
Tip v.b. alanlarinda uygulamalar1 mevcuttur. Son yillarda arastirmacilar stokastik siirecleri etkin
bir sekilde kullanmaktadirlar. Biyolog, hayvan ve insan kitlelerindeki biiylimeyle ya da
azalmayla; fizikgi, kiigiik partikiillerin hareketleriyle ilgilenir (Inal, 1988). Bunun yaninda;
giinliik hayatta insan ihtiyaglarin1 gidermek veya ihtiyaglarini en optimum zamanda en optimum

maliyetle karsilamak gibi problemleri de kapsamaktadir.

Ornek olarak, bir kitlenin biiyiikliigiinii géz Oniine alalim: Baslangigta (yani sifir
zamaninda) kitlenin biiyiikligii £, olabilir. Sonraki gozleme dek bazi bireyler kitleden
ayrilabilir yada bazi bireyler ortaya c¢ikabilir. Kitlenin 1 zamanindaki biiyiikliigii olan &, bir
tesadiifi degiskendir ve £,’a baglidir. 2 zamanindaki biiyiikliigli veren &, , stokastik olarak &,
ve €;’e baghdir. Bu siire¢ i¢in stokastik model, kitlenin herhangi 4 ve 7 (4 > i) zamanlari

arasindaki biiyiimeyi (yada azalmay1) gosterir ve &, &4,..., €;” ye baghdir.

Kesikli zamanl stokastik siireclerde gozlemler yalnizca tespit edilmis zamanlarda
yapilir. Stirekli zamanli stokastik siireclerde ise, gézlemler tiim olasi zamanlarda diigiiniiliir. Bu

tiir stireglerin ¢6ziimlenmesi oldukca karmasiktir.

Stokastik siire¢, tesadiifi degiskenler ailesi olarak adlandirilir. &.’deki ¢, siirecin
parametresidir. x;,E;’nin ¢t € T zamaninda aldig1 degeri gosterir. T’ye indis yada parametre
kiimesi adi verilir. Stokastik stirecin indis kiimesi T = {0,1,2,... } oldugunda kesikli parametreli

stireg, T = {t,t = 0} oldugunda siirekli parametreli siire¢ denir.

Eger her h > O vet € T igin P(x —h < &; < x + h) olasih@: varsa x'e {&;,t € T}
stokastik siirecinin bir olast degeri yada durumu denir. Durum uzayinda sonlu sayida yada
sayilabilir sonsuzlukta durum varsa siirecin kesikli durum uzay1 oldugu sdylenir. Durum uzay1

kesikli degilse siireklidir.

Tamm 1.1.1 : {Q, F, P} bir ihtimal uzay:1 ve &; ise & = E;(x) bir stokastik siire¢ olsun. Bu
stireg ; to <ty < - <t, olmak lzere Zy = E; , Zy = By, — & . Zn = &, — &, _, sartim

sagliyorsa siirece bagimsiz artimh siire¢ denir.



Tanmm 1.1.2: &;,t = 0 stokastik siire¢ ve u > v i¢in §, — &, = €,,_,, olursa &£;’ye homojen

siire¢ denir.

Stokastik siirecin genis ve kapsamli bir uygulamasi da kuyruk sistemleridir. Giinliik
yasantida, kuyrukta bekleyen insanlar ve araglar ile her zaman karsilasiriz. Bunlar arasinda
magca gitmek icin bilet bekleyen insanlar, hastanelerdeki hasta kuyrugu, bankadaki miisterilerin
islem yapmak i¢in bekledikleri kuyruk, limanlarda yiik bosaltmak i¢in bekleyen gemi kuyrugu,
magazalarda kasiyere para 6demek icin bekleyen miisteri kuyrugunu 6rnek olarak verebiliriz.
Bahsedilen kuyruklarin meydana gelmesindeki tek sebep, hizmet i¢in gelen miisteri isteklerinin
aninda karsilanamamasidir. Bdylece kuyruk, smirli bir hizmet nedeniyle hatti durumudur

(Oztiirk, 1984).

Kuyruk teorisi, gelislerin tesadiifi oldugu bir sistemde, servisin karsilanmasi igin,
sistemin davranisini kestirim amactyla model gelistirme ugraslar1 olarak baslamis ve gelismistir.
A K. Erlang telefon akislari iizerine ugraglarini ve bulgularin1 “Aplication of the Theory or
Probability to Telephone Trung Problems” bashgiyla 1909 yilinda bir kitapta toplayarak

kuramsal ¢alismalarinin ilkini olusturmustur (Cox 1972).

1950 yillarina kadar kuramsal ¢aligmalar sistem Ogelerinin degisik durumlar {izerine
yogunlagsmistir. Bu tiir calismalarin belli baglilar1 1927°de Molina, 1928’de Fry’in Erlangin
calismalarin1 gelistirmesi, 1930°da ve 1934’de Polaczek’in, 1931°de Kolmogorov, 1932°de

Khintchine’nin 1932°de Crommelin’in yaptig1 ¢caligmalardir.

Erlang’in uygulamasiyla baglayan ¢aligmalar zamanla kuyruk (bekleme hatt1) olaylarini
anlama ve kontrol etme yontemlerini gelistirmistir. Ancak uygulamada telefon akiglarinin
Otesine gegmeye 1950’lerden sonra baglamistir. 1950’lerle kuramsal ¢aligmalar is yerlerinde,
stoklamada, hastanelerde ve benzeri yerlerde olusan yigilma olaylarina hizla uygulanmaya

baslanmistir. (Kosten L. Oxford - 1973)

Gilinlimiiz igletmelerinin en Onemli sorunlarindan birisi miisterilerine etkin servis
yontemi olusturamamaktir. Bekleme hatti modelleri bu konuda yoneticilere oldukca yararli
olabilmektedir. Soyle ki, hizmet i¢in gelen miisteriler isteklerini bir an Once karsilanmasini
isterler. Cilinkii miisteriler fazla beklediklerinde psikolojik bir tedirginlige girdikleri gibi
zamanlarint bosa harcamalarmin da bir maliyeti s6z konusudur. Miisteriler gereginden fazla
bekletildiginde, biiyiik bir olasilikla isletme miisterilerinin biiyiik bircogunu kaybedecektir. Ote
yandan ydnetici, miisterilere hizmet veren personelin sayisin da diisiinmek zorundadir. Y 6netici

servis maliyetinin diisiik olmasim isterken servisin niteligini yiikseltmeyi ve miisterilerin



bekleme zamanlarin en diisiik seviyede tutmay1 amaglamalidir. Boylece isletmenin yararlar ile

miigterilerin yararlarinin fazla ¢atigmadigi bir ekonomik dengeye ulagilir.

Bu nedenle; isletme yoneticisi bu hizmeti sunan isletme yada isletme birimlerini optimal
bir bicimde diizenlemelidir. Ciinkii bu isletmelerde talebin biiyiikliigli yada niteligi siireklilik arz
etmez. Sistemde bulunan miisteriler hizmet sunulan birime geldiklerinde, kendilerinden &nce
kimse gelmemisse, hemen hizmet verilmektedir. Ote yandan, eger sirada uzun bir siire
beklemek gerekiyorsa miisteri kuyrugu terk eder ve miisteri kaybi olur. Bazen de tam tersi olur.

Yani, hizmet talebinde bulunan hi¢bir miisteri olmadigi i¢in hizmet birimi bog beklemektedir.
Gortiliiyor ki hizmet talebinin belirsizligi, iki 6nemli durumu ortaya ¢ikarmaktadir.

1) Miisterilerin beklemesi,

2) Bekleme sebebiyle miisteri kaybi ve hizmet biriminin bos kalmasi.

Yukarida belirtilen sonuglar isletmelerin optimal hizmet vermesinin bir zaruri sonucu
olan ve literatiirde adma kuyruk sistemi veya bekleme hatti denilen modellerde ortaya

¢ikmaktadir.

Amacimiz; sistemin temel yapisimi teskil eden bekleme hatti veya kuyruk sistemlerinin

analizini ve diizenlenmesini saglamaktir.

1.2. Kuyruk Sistemlerinin Incelenmesi

Kuyruk sistemleri, Tek kanal, ¢ok kanalli, Homojen (veya Heterojen) paralel yada seri
sistemler olarak karsimiza g¢ikar. Bu sistemlerde kendi aralarinda ¢esitli disiplinler, dagilimlar,
servis (hizmet) olanaklar1 ve hizmet oranlar1 bakimindan ayrilirlar (Halac, 1991) .

Kuyruk sistemlerinde miisteriler kuyruga disaridan gelir ye servis veren personel
mesgul ise, servis disiplinine gore sira kendisine gelinceye kadar kuyrukta bekler. Sirast gelen
miisteri servis veren personel bos oldugunda servise girer ve istegi karsilandiktan sonra kuyruk
sistemini terk eder. Kuyruk sistemi g¢aligmaya basladiginda (Ornegin bankanin kapilarmi
acmasi) sistemdeki birimler ilk durum ve gecen siirece gore etkilenir. Bu zamanda sistemin
gecici durum sartinda oldugu sdylenir. Yeterli bir siire gectikten sonra sistemin durumu, belirli
beklenmeyen sartlar disinda, ilk duruma ve gegen siireye bagimli degildir. Kuyruk Teorisinin
calismalarimizda duragan (homojen) durumunda isledigini disiinecegiz. Ciinkii zamanin

¢ogunda sistem duragan durumda isledigi gibi ge¢ici durumlari analitik model haline getirmek

glictlir.



Kuyruk sistemlerinin ¢esitliligini yukarida belirttik. En basit kuyruk sistemi belirli bir
zamanda en Once gelen miisteriyi servise alan ve sonra gelenleri kuyrukta bekleterek servis

olanaklarmi saglayan tek kanalli olanidir. Buna tek kuyruk tek servis sisteminde denir.
Tanmimlanan kuyruk sistemleri genellikle su bes terim (Ozellik) ile aciklanr.
a) Miisteriler:

Miisteriler iglerinin goriilmesi i¢in servis sistemine gelen araglar, kisiler, gerecler,
hammadde ve makinelerdir. Miisterilerin servis sistemine gelisleri belirli ye belirsiz sekilde

olabilir.
b) Gelis Ozellikleri:

Miisterilerin servis sistemine gelisleri tiirlii 6zellikler gosterebilir. Miisterilerin geligleri
bazen kontrol edilebilir bazen de kontrol edilemez. Ayrica miisterilerin gelisleri belirli
zamanlarda tek kisi veya gruplar halinde olabilir. Miisterilerin gelislerinin olasilik dagilimu tiirlii
bigimde olabilir. Gelisleri agiklamak igin yayginca kullanilan dagilimlar, Sabit dagilim, Ustel

dagilim, Poisson dagilimi ve Erlang dagilimidir. Bu dagilimlarin kendine has 6zellikleri vardir.
¢) Kuyruk Disiplini:

Miisterilerin hizmet icin secilme diizenine kuyruk disiplini denir. Servis i¢in gelen
miisteriler kuyruga girdiginde belirli bir zamanda servise girmeleri servis disiplinince belirlenir.
Servis disiplininde kullanilan standart kural, ilk gelen ilk hizmet goriir kuralidir. Bunun yaninda
once sira alanlar (Rezervasyon yaptiranlar) kurali, rastgele secim kurali, hizmetin Oncelik
ozelligi kurali, son gelen servis goriir kurali, en kisa servis zamani gerektiren isler i¢in gelenler

servis gorlr kurallar1 da kuyruk disiplininde kullanilir.
d) Servis imkanlarinin Yapis::

Servis imkanlarimin fiziksel dizenlenmesi turla Ozellikte olabilir. Genellikle servis

olanaklarmin diizenlenmesinde tek kanall1 ve ¢ok kanalli sekilde bir ayrim diistiniiliir.
e) Servis Orani:

Servis orani hizmet igin gelen miisterilerin ihtiyaglarini kargilamak i¢in istenen servis
stiresi dagilimi ile ilgilidir. Servis i¢in gelen miisterilerin her biri ayn1 miktarda siireyi
gerektirirse servis orani tek bi¢imli (Uniform) olabilir. Karmasik olan servis oranlar ise Erlang

veya Ustel olasilik dagilimlar ile gosterilir.



1.2.1 Poisson Siirecleri ve Temel Ozellikleri

Bekleme hattinda, miisterilerin gelis, ayrilis ve kaybolma analizi ¢ogu zaman Poisson

dagilimina uydugundan Poisson siirecinin tanimi ve temel 6zellikleri verilecektir.

Tanim 1.2.1: Asagidaki {i¢ kosulu saglayan &, siirecine Poisson Siireci denir.
a) Ey=0, P(E=0)=1 (1.2.1)
b) Bagimsiz artimli ve homojen siirectir.

At(At)ke=2t
k!

Poisson Siirecinin Temel Ozellikleri :

©) P(E, =k) = (1.2.2)

1)0<t; <t, < <t, 'ler Poisson siirecinin gelis anlart ve Ty = t1,T, =t, —ty,..., T, =

t, — t,_1 olsun. Bu durumda;

T1, Ty, ..., T,' ler tam bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir ve her birisi A parametreli {istel

dagilima sahiptir.

Ispat: n>1 igin, t,.q — t,’in ty,ty, ..,t, ‘lerden bagimsiz oldugunu gosterelim. Bu

durumda,

ty, t; — tq, ..., ty, — t,—1 de bagimsiz olacaktir.

Et+s

t t+S gt+S _gt""gs

&t
Poisson siireci bagimsiz artimli oldugundan,
P(Etys —E=0/Eu<t) =P(Epes —E=0) (1.2.3)
=P(Epys—E=0) = e’ (1.2.4)
(1.2.3) esitliginde t 'nin yerine t,, koyalim
P(Erys —E=0/Egu<t) =P(Erys — € = 0) (1.2.5)

(Er,u £ t) ile ilgili bilgi tq,t,, ..., t, lerle aymidir. Ciinki ; (1.2.4) geregince, Poisson siireci

ancak tq, t,, ..., t, anlarinda durum degistirir. Bu takdirde



P(Erys — E = 0/ty,ty, .., ty) = €25
P(Eppq =ty > S/ty, by, o, ty) = €25
Pty —t, >5)=e %, s>0
elde edilir.
Simdi Ty, Ty, ..., Ty, Irin tistel dagilima sahip oldugunu gdsterelim:
P(tysq —tn, >5) = e (s = 0) oldugundan V n > 1 igin
P(Tp41 >s)=e™?
veya
P(Ty>s)=e ™ =P(T,>s)=1—e
olur, yani;
F(s)=P(T, < s)=1—e™

2) tq,ty, ..., t, gelis anlarmin ortak yogunluk fonksiyonu asagidaki formiille ifade edilir.

n,—Ax
ﬁl(xl,xz,...,xn)={’1 ¢ O.Exzxz,---,xn) (1.2.6)

ispat : Bu &zelligi n=2 igin ispat edelim. Yani f,(x1,%,) = A"e™* (x; < x,) oldugunu

gosterelim. Tanima gore t; ve t, 'nin Ortak yogunluk fonksiyonu,

A
Pxy<t;+hy,x,<t,<x,+h
£,(x1,%,) = lim W <bthx <t <X +h) (1.2.7)
h,—0 hlhz

h,—0

dir. Bu limiti hesaplamak i¢in énce P(A) ihtimalini hesaplayalim. Vx;, X, h, h, € R¥igin ;

Gelis yok Gelis yok
—_—— —_—
| | | | | | |
I I I I I I I
0 X1 ty, x1+h X t, Xy + hy
1 gelis var 1 gelis var

P(A) = P(Ex, =0,E,,, — € =1,€, =€, =0,E, 5, —&,=1) (128

1 X1+hq



Bu olaylar Poisson 6zelligine gore birbirinden bagimsiz yani bagimsiz artimli siireg

oldugundan
P(A) = P(Ex, = OP(Ex,n, — Ex, = DP(Exs = Exyin, = OP(Exyon, —€x, =1 (129)
Homojenlik 6zelligine gore,

P(A) = P(Ex, = 0)P(Ep, = DP(E,z — (X1 + hy) = 0)P(Ep, = 1) (1.2.10)
Bu ihtimaller (1.2.2)’de yazildiginda,

P(A) = A%h hye M2z

elde edilir.

P (A) }.2 e —-Ax; e —-Ax, e —Ah,

o, il hih, hy -0 ,h, -0 (1.211)
alalim. O halde,
f(x1,x3) = limp, 0 P(A) =22e ™2 x; < x, (1.2.12)
h,-0
genel olarak,
flxe,x0,..., %) = Me™Mn x, <x,<,...,< Xn (1.2.13)

elde edilir.

3) A parametreli Poisson siirecinde n. gelis an1 n ve A parametreli Gamma dagilimina sahiptir.

Yani t,,” nin yogunluk fonksiyonu,

A(Ax)n—le—lx

fn(x) = (n—1)!

x>0 (1.2.14)

dir.
ispat : n. gelis an1 olan t,,' asagidaki bicimde ifade
tn = (tn = th-1) + (tn-1 — tp2)+... (2 —t1) + (81 — o) , Lo =0

tn :T—n+Tn_1 +"'+T1



Burada T; 'ler (1.2.11) ozelligine gore iistel dagilima sahiptir. (t,, < x) olaymi gdzoniine
alirsak;

S;Cden en az bir tane gelis var

tn x

(th <x)=(E21n) (1.2.15)
(1.2.14) deki iki esit olayin ihtimali,
P(t,< x) = P(Ex =2 n)

E,(x) = P(E, = n)

i i (Ax)ke=2x
2, 2

(1.2.16)'nin x'e gore tlirevi alindiginda,

“ k(k — 1A k-1 —Ax_/l —Ax/l k
fn(x):z<( )(Ax) i! e (x)>

k=n

o0

O AR ke a0
_Z k(k — 1)! _Z P

[N ()t
= Ae VANCEE] k!

U (55 L w GO LR e N CE0L
=Ae n-D +k:n ! i

k=n

(1.2.17)

( Ax)n—l
= Ae~Ax , x>0 1.2.1
fn (x) (n _ 1) e X ( 8)
4) &, ,t = 0 Poisson siireci ve 0 < t; < t, < - 'ler de bu siirecin gelis anlaridir. Her bir gelis
an1 p ile saglaniyor, 1 — p ihtimali ile saglanmiyor.
N, ile [0,t] araliginda gelen ve saglanilan (yerlesen) gelis anlarinin sayisi
gosterildiginde, N, A, parametreli Poisson siireci olacaktir. Bundan dolayr N; siirecinin

Poisson dzelliklerini saglamasi gerekir.



Yani;

DN, =0
2) N; , t = 0 Bagimsiz artimli ye homojen siiregtir.
ke
3) P(N, = k) = % k=01.2,.. (1.2.19)

(1.2.19) ifadesini ispat edelim.

ispat: H4, Hy, ..., H,'ler Qmin bir ayrisim ise,

Q=Ui=1Hy  HiHj =0 ([ #]) (1.2.20)
Herhangi bir A olay1 i¢in,

P(A) = Xiz1 P(A/H)P(H;) (1.2.21)

P(Ne = k) = XiZ21 P(Ne = k/& = )P (& = n) (1.2.22)

(1.2.22) esitligi, [0.¢] araliginda n gelisten k tanesinin saglanmasi ihtimalidir.

P(Ntzg—t:

n),(n=kk+1,..) (1.2.23)
(1.2.23) ifadesini hesaplamak i¢in Bernoulli denemelerini ifade edelim ve her bir gelis
anint bir Bernoulli denemesi gibi ele alalim. Yani her gelis aninin saglanmasini basar1 sonucu

gibi diisiinelim, n denemede k-tane basarili sonucun ger¢eklesmesi ihtimali,

P(N; = k/€ =n) = Cy p*q" " (1.2.24)
k’ mn herhangi bir degeri igin Binom Ihtimali olur.
(4 )"
P& =n) = 0 (1.2.25)
(1.2.24) ve (1.2.25) i (1.2.22) de yerine yazarsak;
P(Ne = k) = X5y Cx pFq™* (’m e (1.2.26)

zzck knk )()L)k(/u)k At

_m)* o (At

ol e Z, k)] k=1,2, ..

= (Atp) to—At(1-p)
kl
t k
P(N, = k) = %e"m’ k=12, ..

bulunur. Boylece (1.2.19) ifadesi elde edilir.



1.3 Dogum oliim Siirecleri

Tamim 1.3.1: Farzedelim &, ,t siirekli parametreli ve kesikli durum uzayli homojen Markov

Siirecidir. Bu siirecin gegis ihtimalleri olan P;;(h) asagidaki kosulu saglar.

Aih + o(h) ;o j=i+1
= — N — D.(h) — pih +o(h) ;o j=i—1
Pi=(Ep=))=Pjh) = s+ p)h + o(h) i=i (1.3.1)
o(h) ;dd(=iF2,iF3..)

Bu durumda &, siirecine dogum - 6liim siireci denir. A; ye dogum y; ye 6liim parametresi denir.
Farzedelim Pj, = lim;_,, P, (t) dir. Burada P, (t) = P(&; = k) ve bu siirecin X = (0,1,...)
olur. Burada k = 0,1,.., degerlerini almaktadir. Bu siirecle ilgili olarak asagidaki iki problem
ortaya ¢ikabilir.

a) Py (t) igin diferansiyel denklemin bulunmasi

b) P, ihtimallerinin hesaplanmas.
Burada (a) ve (b)'nin bulunmasi i¢in gecis oranlarinin hesaplanmasi gerekir.
Tanmima gore;

Piiv1(h) — P;i41(0)

Api+1 = Pijeq = lim A (1.3.2)
- lim Piiv1(h) lim Ah+o(h) Py
= h  h>0 h o
Py 1(h) = Py;1(0
ai,i—l — Pi,i—l(o) — }111{}(1) [ 1( ) - i,i 1( )
Py ()

olur.
Indislerin farkli oldugu durumlar1 bulduk. Simdide ayni oldugu durumlari inceleyelim.
Y=o a;j = 0 oldugu dnceden biliniyor. Burada;

P =1 (1.3.4)
(=ix2,it3,..)oldugunda a;; = 0 olur.

Ui Ai

|
[
i—2 i—1 i i+1 i+2

z ajj =i+ g+ i+ a1+ A+ Aiier H A+ =0
J
= Q-1 + A + A1 =0

=lLt+a;+u=0=>a;=—;+u) (1.3.5)
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yada tanima gore;

Ao j=i+1
oo i=i-1
a; = L 1.3.6
T -G j=i (130
0 ; j=i+2i+3..

Bu siire¢ en ¢ok arastirilan siiregtir. Bu tanimda p; = 0 yani baslangicta 6liim yoktur. Burada

E¢, Markov siirecidir, a;; 'lerin yardimiyla, P;(t) = Y2, P;(t) a;; denklemini agarsak;

Pi(t) = Po(t) agj + -+ + Pz (t) aj_p,; + Pi—1(0) ajy; + Pi(0) aj; + P41 () @41
+ Prya(t) Gz + -
Pi(t) = Pi_1(t) aj_q,j + Pi(t) aj; + P41 (0) aj1q ) (1.3.7)
elde ederiz. (1.3.7) denklem sistemi j 'ye gore fark, t 'ye gore diferansiyel denklemlerdir. (1.3.7)
denkleminin her iki tarafi i¢in (stady-state) denge durumu uygulanirsa,
tlg?o P'i(t) = limt—>oo(Pj—1(t) aj_1; + P;(t) ajj + Pjp1(t) ajiq )
= limy_e Pj_1(t) aj_q,j + lime, P (t) @ j + im0 Pjyq (t) @11
=P_1aj_q;+Pajj+Piyq a5, (1.3.8)

lim;_,o P’; (t) “yi hesaplayalim,

Z P,(t)a;; = 0 (1.3.9)

P (t) — k oldugunda, P',(t) — P’y (t) = 0 olur. (1.3.8)’dan

0= -1 Pios — (A + 1) P+ tjs1 Pios (1.3.10)
elde edilir.
(1.3.10) denklem j = 0 alirsak agagidaki denklemi elde ederiz.

AP+ P =0 (1.3.11)
(1.3.10) denklem sistemini ¢ozersek,

= P+ pj P+ A1 Pi_1+ Ujp1 Py =0 (1.3.12)

Wjr1 Py — 1y P = wj Pp— 21 Py (1.3.13)

u; Uj_y
UW=U_1 DU =U_qg=U_,,=""=U =U =0 (1.3.14)

j = 0igin uy = 0 alalm.

uj = 0= uj+1Pj+1 - AJP] =0 (1.3.15)

11



j+1
1.3.16
_Aj-1F Aj-2Pj—2 (1316)
y=——— P =—, ..
u]' uj_1
Jj = 0igin;
Ao P,
p =2 (1.3.17)
Uq
olur. O halde;
A1 A Ao
=== == .. —=P,
ﬂ] .u]—l Ha
Aiqdi_s A
p. = Mpo
Hilj—1 -l
P; = 6;P, (1.3.18)

Z P] =1 elde edilir.

j=0

(Etsn =J) = UL (Et4n =J, & = j) denkleminde her iki tarafi j iizerinden toplarsak;

0 [ee] 1
P; = 0Py = Pp=—— (1.3.19)
Z J Z J70 T 0y g
j=0 j=0 ZJ:OHJ
bulunur.

Eern=0)=CEsn =1 E =0 U (E4n =J,Ec =D U .U (Egn = J, Ee4n = N)
denkleminde x ‘i yerine yazarsak;
0.
P = =2
gy

olur. Burada,

1) X720 0; < oo (seri yakinsak). Bu durumda P;'ler bulunur (istasyonel dagilim vardir).

o

P = 0P =< =6,0=0
J ] Zﬁoej J

Bu durumda limit dagilimi yada denge durumu (stady-state) veya istasyonel dagilim yoktur.
Istasyonel dagilimin olabilmesi igin,

i.P>0
i Y0P =1

olmalidir.

12



1.4. Bekleme Hatt1 Sistemi

Bekleme hatti, belirli bir zaman birimi igerisinde is bitirme hizmetinin yiiriitiildiigii bir
veya ¢ok sayida hizmet merkezlerine isi bitirilecek olandan fazla birimlerin gelmesi halinde
ortaya ¢ikmaktadir.

Bekleme hatt1 sistemleri genellikle; benzin istasyonlari, park yerleri, bakkal, market,
doktor muayenehaneleri, ugaklarin havalanmak veya inmek ic¢in beklemeleri, miisterilerin
bankalarda para ¢cekmek, yatirmak ve benzeri hizmetler icin beklemeleri ile gesitli biiro ve is
merkezlerinde isin niteligine gére olusan kuyruklardan dolay1 beklemelerini sayabiliriz.

Iste bu tiir c¢oziilmesi zor problemler bekleme hatt1 teorisi, cercevesinde ele
almmaktadir. Bekleme hatti teorisi, bireysel olaylardan ¢ok kitle olaylariyla ugragsmaktadir. Bu
nedenle bu teori istatistigin alanina girmektedir.

Bekleme hatt1 problemlerinin incelenmesi ile ilgili ilk sistematik g¢aligmalari 1909
yilinda Danimarka i A.K. Erlang yaymnlamistir. Ilk 6nce bekleme hatti problemleri telefon
sebekelerinde sinirli kalmistir. Daha sonra sistem gelistirilmistir, ikinci diinya savasi yillarinda
cepheden sag salim gelen ucaklar, kismen de inisi iznini beklerken vurulmus, kismen de
havaalan iizerindeki bekleme alaninda yakit bitmesinden diismek zorunda kalmustir. Iste bu
sebeplerden dolay1 askeri yetkililer beklemeden dolay1r bu vahim sonuglari asgariye indirme
problemini ¢6zmeye ugrasmislardir.

Bekleme hatt1 problemlerinin sistematik inceleme amacini, problemi daha acik hale
getirebilmek i¢in dnce problemin tasvir edilmesi teskil etmektedir. Bundan sonra bekleme hatti
teorisi optimum ¢oziimler i¢in kullanilabilir. Genellikle beklemek hi¢ hos bir olay olmayip,
maliyete neden oldugu gibi, benzeri bazi sakincalar1 da vardir. Diger taraftan ek hizmet
merkezlerinin kurulmasi ve yasatilmasi da aymi sekilde maliyetlere neden olmaktadir.
Dolayisiyla bir bekleme hatti sistemi ile ilgili karar alma sirasindaki hizmet kapasitesinin
genisletilmesi i¢in yapilacak maliyetler ile hizmet bekleyen birimlerin bekleme siirelerinden
kaynaklanacak sakincalarin karsilagtirilmas: gerekecektir. Bu sartlar altinda bekleme ve hizmet
maliyetleri minimum kilimacaktir. Bekleme maliyetlerine kuyrukta beklemekten vazgecen
miisteriden saglanacak kar1 da kayip kér olarak dahil edilmelidir.

Bekleme hatt1 problemlerinde tesadiif dnemli bir rol oynamaktadir. Bir taraftan hatta bir
birimin gelisi farkli araliklarda, yani tesadiifi (stokastik) olarak gerceklesmekte, diger taraftan
genellikle is bitirme siiresi tesadiiften farkli olmaktadir. Aksamalar1 tespit edebilmek ve
Onleyebilmek amaciyla hattin uzunlugu, ortalama bekleme siiresi veya hizmet yerlerinin sayisi
ile ilgili sorulara genellikle ihtimal hesaplar veya matematiksel istatistigin uygun yontemleriyle

cevap vermemiz gerekiyor.
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1.4.1 Kuyruk Modelinde Gelis ve Hizmet Yapisim1 Aciklamakta Kullamilan Dagilimlar

Kuyruk modellerinde miisterilerin gelis yapisinin ve onlara verilen servis (hizmet)
yapisinin bilinmesi onemlidir. Miisterilerin kuyruk sistemlerine gelisleri tesadiifi olabilecegi
gibi dnceden de bilinebilir. Miisterilerin gelisleri genellikle tesadiifi oldugu kabul edilir ve
gelisler ile gelisler aras: siireyi aciklamada olasilik dagilimlarindan daha ¢ok Poisson ve Ustel
dagilim kullanilir. Miisterilerin kuyruk sistemlerine gelis siirecleri, gelis oranlar1 ve gelisler
arasindaki sure bulunarak agiklanir. Gelis oran1 (1) zaman birimi bagina miisterilerin kuyruk
sistemine gelis sayisidir ve Poisson dagilimina sahiptir.

Gelisler arasi ortalama siire (1/1), burada (1) ortalama gelis oranidir. Eger miisterilerin
gelis sayilar1 (ortalama gelis orani 1) Poisson dagilimli ise gelisler arasindaki siire 1/ A ile iistel
dagilimhdir. Bir baska deyisle gelisler arasi siire iistel dagilim ise miisterilerin gelisleri Poisson
dagilimli olmalidir.

Servis orami (@), zaman birimi basina servis sayisidir. Servis siiresi, bir servisi
gerceklestirmek icin gerekli olan zamandir. Poisson, iistel dagilimlar1 kuyruk teorisinde énemli
bir rol oynar. Bilindigi gibi, Poisson ve Ustel dagilimlar Poisson siiresince saglanir. Poisson
stireci tesadiifi bir siire¢ olup asagidaki sartlar1 saglamalidir.

a) Siire¢ bellekli degildir. Yani bir zaman aralifinda meydana gelen olaylarin sayis1 daha
onceki donemlerde meydana gelen olaylardan bagimsizdir.

b) Siire¢ oranlari (gelis oran1 A ve servis oranl u) ele alinan tiim zaman doéneminde sabit
varsayilir.

¢) Kiiciik zaman biriminde meydana gelen bir olayin olasiligi, slire¢ oranmi ile zaman
birimi ¢arpimudir.

d) Siirecin belirli bir zaman aralifinda meydana gelen gelis ve servislerin tamamlanma
sayilarinin olasiligini saglayan dagilim Poisson dagilimidir.

e) Siire¢ olaylarmin (gelis ve servisin tamamlanmasi) meydana gelisleri arasindaki

siirelerin olasihigin saglayan dagilim Ustel dagilimdir.

1.4.2.Bekleme Hatt1 Probleminin Temel Kavramlari
Gelis hizmet oranlarmi yukarida tamimladik. Bunlardan baska temel kavramlari
sunlardir:

1) Kuyruk (servis) Disiplini:

Hangi miisterinin daha sonra hizmet gorecegini belirleyen yontemdir. Genellikle ilk

gelene ilk hizmet (FIFO) disiplini uygulanir.
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2) Gelis Kaynaga:

Miisterileri veren grubun biiyiikliigii veya hacmidir. Az sayida potansiyel miisteri varsa,
ana kitle sonludur. Potansiyel miisteri sayis1 ¢oksa (Ornegin 30 veya 50'nin iizerindeki miisteri)

gelis kaynag1 sonsuzdur.
3) Kuyrukta Ortalama Miisteri Sayis1 (Lq):
Servis gormek tizere beklemekte olan miisteri sayisidir. Buna kuyruk uzunlugu da denir.
4) Sistemde Ortalama Miisteri Sayisi(Ls):
Servis gormekte ve kuyrukta bekleyen miisteri sayisidir.
5) Kuyrukta Bekleme Siiresi(Wq):
Bir miisterinin kuyrukta bekleyerek harcadigi siiredir.
6) Miisterinin kuyrukta bekleme siiresi (WS):
Miisterinin kuyrukta bekleme siiresi serviste ile serviste harcadig: siirenin toplamidir.
7) Servis sisteminde Ortalama Miisteri Sayisi (Ln):

Bekleme hattinda hi¢ miisteri olmadigi siireler diisiiniilmeden kuyrukta bekleyen

ortalama veya limit edilen miisteri sayisidir.
8) Bir Miisterinin Ortalama Bekleme Siiresi (Wn):

Bos olmayan kuyruk sistemlerinde bir miisteri daima kuyrukta beklerse, miisterinin
kuyrukta bekleme siiresidir. Bu deger servis alani dolu oldugunda kuyruga giren biitiin

miisteriler i¢in ortalama bekleme siiresidir.

Kuyruk sistemleri; gelis ve ayrilis dagilimlari, kanal 6zelligi, kuyruk disiplini, miisteri
sayis1 ve gelis kaynaginin sonlu veya sonsuz olduguna gore bilim adamlarinca kabul edilen belli

sembollerle ifade bulmustur.

1.4.2.1. Kendall-Lee, Taha Simgesi

D.Kendall(1953) ¢ok kanalli kuyruklarda gelis dagilimi, servis siiresi dagilimi ve
sistemde bulunan paralel servis sayisin1 tanimlamak {izere faydali bir notasyon oénermistir. Daha

sonra A.Lee(1966) notasyona 4. ve 5. Karakteristikler olan servis disiplini ve sistemde bulunan
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maksimum miisteri sayisin1 eklemistir. H.A. Taha (1968) altinda bir karakteristik olan gelis

kaynagini simgelemeye katarak onlar1 daha kapsamli kilmigtir. Ttim bir simgeleme
(a/b/c):(d/e/f)
seklindedir. Bu gosteriste bulunan simgelerin anlamlari;

a) Gelis (veya gelisler aras1) dagilimi

b) Ayrilis (veya servis siiresi) dagilimi

¢) Sistemde bulunan paralel servis kanallar1 say1s1
d) Servis disiplini

e) Sistemde (servis ye kuyrukta) miisaade edilen

f) Gelis kaynag biiytikliigii (misteri sayisi)
Verilen simgelemede bulunan 6zellikleri toplu halde agiklamaya c¢alisalim.
a ve b simgeleri:
M: Poisson gelis ve ayrilis dagilimlar1 (Bu, gelisler arasi siirenin veya servis siiresinin
iistel olmasi ile ayn1 anlamdadir).
D: Deterministik gelisler arasi siire veya servis siiresi
Ex: Gelisler arasi veya servis dagiliminin Erlang veya Gamma dagilim1
GI: Gelisler (veya gelisler arasi siirenin) bagimsiz dagilimi
G: Ayrilis (veya servis siiresinin) genel simgesi.
¢ simgesi:
Paralel servis kanalini belirleyen pozitif bir degerdir.
d simgesi:
FIFO: ilk giren ilk ¢ikar (first in first out)
LCFS: Son giren ilk ¢ikar (last come first served)
SIRO: Rastgele servis (Service in random order)

GD: Genel servis disiplini (General service discipline)
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e ve f simgesi:

Sonlu ve sonsuz kuyruklarda olmak {izere sistemde ve gelis kaynaginda bulunan birey sayisini

vermektedir. Su sekilde aciklarsak,

(M/M/C): (FIFO/N /)

(Poisson Gelis) — L5 (Sonsuz Gelis Kaynagi)
(Poisson Ayrilig) < ———  (Sist. Miist. Sayis1)
(Kanal Sayis1) < » (Hizmet Disiplini)

olur.

1.4.3. M/ M / n Sistemi

Bu sistem, k misteri gelisli n kanalli, gelisler ve ayriliglar Poisson, hizmet siiresi de
iistel dagilima uyan bir sistem olup, hizmet disiplini ilk gelene ilk hizmet bigimindedir. Kanallar

dolu oldugunda miisteri bekleme hattina girer. Bu sistem asagidaki sekil yardimiyla

gosterilebilir.
ts t, t 1 1—e™H
| | |
1—e M 2 1—e Mt
L[ ] " 1-e
Sekil (1.4.1)
1.4.3.1 Lemma

Farzedelimj—# < 1 kosulu vardir. Bu durumda &;:t aninda sistemde hizmet alan

miisteri sayis1 olmak {izere,
P, =1lim;_ o P(&: k) (1.4.1)
limiti vardir. Limiti varsa P, = 0,Y;—oPrx =1 (Py, Py, ...) sartim1 sagliyorsa P, 'ya Ergodik

dagilim denir. M/M/n sistemi i¢in ergodiklik sart1 A/nu < 1 'dir.
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Bir servis sistemini incelerken iki 6nemli problemle karsilasiriz.

1) Ergodik dagilimin mevcut olmasi gerekir.

2) Ergodik dagilimin hesaplanmasi gerekir.
t aninda sisteme gelen miisteri sayis1 N; ise EN; = A; ve EN; = A4 olur. Burada;
A : Birim zamanda sisteme gelen ortalama miisteri sayist,
nu: Birim zamanda hizmet alan ortalama miisteri sayisidir.

A < nu = Sistemde higbir zaman sonsuz sayida miisteri olmaz. Yani sistem, gelen biitiin

miisterilere hizmet verebilir. Ergodikligin anlami da budur.

Kabul edelim ki 4/nu < 1 sarti dogrudur. 0 zaman P;, ihtimalini hesaplamak gerekir.
P, ihtimalini hesaplamak i¢in dogum ve 6liim siirecini kullanalim. &;,t = 0 dogum ve 6liim

siirecidir. Once bu siirecin parametresini bulalim.
1.4.3.2 Dogum parametresinin bulunmasi

Once, sistemde k tane miisteri oldugunu varsayalim ye h siiresinde sisteme 1 miisterinin

gelmesi ihtimalini bulalim. 7 bir miisterinin hizmet siiresi olsun
Prr+1 =P (5t+h =k+ Eit = k) (1.4.2)
= P(&, = D[P( > W)]* (14.3)
=P(& =DI[1- P >h)]*
— e Ah ) pe—Ahk

[1 — Ah + o(h)]Ahe ~Ak (1.4.4)

(1.4.4) ifadesinde limite gegersek,

P h Ahe Ak _ (An)2e=Ahk 4 o(h
Jim Dkt (W) lim( ¢ (Ah)e o )> = (1.4.5)
h—0 h—0 h

P h
lim ""*Tl() = 1= Pyrsr(R) = 2h + o(R) (1.4.6)

olur. (1.3.1), (1.3.10) ve (1.3.6) esitliklerinden
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, [Pijer1 (W) = Pres1 (0)
P'iejer1(0) = ,lgrg)[""“ |, Pejer1 (0) = 0 (1.4.7)

_ i (Mt o) — 0\
= lim (T) =2 (1.4.8)

Boylece 4, = A oldugu bulunur.
1.4.3.3. Oliim Parametresinin Bulunmasi

Py y—1(h) — Py ;—1(0)
h

Eger herhangi bir anda sistemde k tane miisteri varsa h siiresinde bir miisterinin hizmet

Hie = Q-1 = Plig-1(h) = }lli_r{(l) (1.4.9)

almasini tamamlamasi ihtimali; yada bir kanalin bosalmasi ve h siiresinde hi¢ miisteri

gelmemesi ihtimali Py j_4 (h) “dir.
Py k—1(h) ‘1n bulunmasi:
a) k < n ise sistemde bekleme yoktur (miisteri sayisi en fazla kanal sayisina esittir).
Pyj-1(h) = P(&, = 0)P(up = 1) (1.4.10)
Bir kanalin bosalmas ihtimali 1 — e "#* (= P)
Bir kanalin bosalmamas ihtimali e " (= q)

k kanaldan birisinin bosalmas1 yada hizmetin tamamlanmas1 ihtimali; P = 1 — e "*" ve
q = e 'dir yani (11() = C} seklinde bosalacaktir. Bunu Bernolli denemeleri bigiminde ele

alacak olursak,
p(up = 1) = CEPLR1(1 — e7#h)" (e Hhyk-1 (1.4.11)
(1.4.10) 'da (1.4.11)'i yerine yazarsak,

Pip—q = e~ (11() (1- e_”h)l(e_uh)k_l + o(h)

=k [(e"”’ - e"lhe_“h)le_“hk_l] + o(h)
= k[e Ahe #hk=1 _ g=nhg-rhk=1] 4 o(h) (1.4.12)

(1.4.12) 'yi elde ederek limite gecersek,
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 Pga() e~M _ g=Ahk _ o-uhp-Ahk
A B ot
- [emh@Hu(k=1)) _ g=h(A+pui)
=k }ll_r% [ A ] (1.4.13)
0 belirsizligi oldugundan L'Hospital kural1 geregince,
=k(=A—pp_1 +A+u) =ku (1.4.14)
bulunur.
, . Pg—1(h) = Piy-1(0)
e = Q-1 = P'ype-1(0) = lim : N = Plijee1(0) = 0
o P (R)
A TR M
Sonug olarak, k < n igin y; = ku olur. (1.4.15)
b) k > n i¢in (tiim kanallar dolu ise) p;, =?
Py y—1(h) = P(Ey = 0)P(uh = 1) (1.4.16)

Herhangi bir kanaldan ayrilisin olmasi; py, = P’y ;—1(0) = nu bulunur. Yani; k >n igin

Ur (h) = nu bulunur. 1, = 1

_{k,u ; k<nigin
Hie = nu ; k>nigin

Ao o Ay
P, =0, ve 8, = ——— 1.4.17
k= OkVe O = ( )
k < nigin 6y, y1 bulalim
PR 1418
KT 2 ky T pkk! T kI \p (14.18)

A
p= ; oldugundan

1, g
0, = i (p)* elde edilir.

k > nigcin 6, ‘y1 bulalim,
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Ak Ak

Qk = =
Hi -l Uy HnMngr - Hi
Ak
= 1.4.19
1u2u .. nu(nu ...nw) ( )
Ak
= W buradak =k —n+n allrsak,
Ak—n+n Ak—nln
= n!un(nﬂ)k—nﬂl—n = Tl!ﬂn(nﬂ)k_n
/1k
= W burada k = k — n + n alirsak,
Ak—n+n /lk—nln
= nl ‘un(n’u)k—n+n—n = nl ‘un(n‘u)k—n
o= (1) () 2 1420
= 0 (1.4.20)
Pk = ekPO’ dan
r= () ()
T \nu w n'°
_ (P
= (E) p o
p k—n
=P, (E) (1.4.21)
Boylece aranan ihtimal,
%PO ; k<n
Kk ' prk-n (1.4.22)
Pn (H) ; k>n

olarak bulunur. Burada P} ; herhangi bir anda sistemde k - tane miisterinin olmasi ihtimalidir.
Miisteri, kanallar dolu oldugu zaman bekleme hattinin bosalmasimi bekler. Hizmet aldiktan

sonrada sistemi terk eder.

W:(W = 0) herhangi bir miisterinin sistemde bekleme siiresi olsun. Bu tesadiifi

degisken dagilim fonksiyonu ve beklenen degerini bulalim:
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P(W = 0) ihtimalini hesaplayalim. Bu ihtimal siirekli tesadiifi degiskenler i¢in sifirdir.

Bekleme siiresi (waiting time)

P(W=0)=1—P(W > 0) (1.4.23)

P(W >0)=P(E=n)= P(E=k)= P

P\ g
z P, (_) =5 <0 (1.4.24)
n

Sisteme gelen miisterinin sistemde beklemesi i¢in £’nin en az n olmas1 gerekir (% < 1).

€ : sistemde olan miisteri sayisi olsun. Burada W siirekli degildir.

Pn
D

n

PW=0)=1-

(1.4.25)

W’nin dagilim fonksiyonunu bulursak,
PW<t)=1-PW=t)t<0ise F(t) =0

elde edilir. t > 0 ise P(W = t)'yi bulalim.

Bu ihtimali bulmak i¢in tam ihtimal formiiliinden yararlanalim.

PW=0) =Y, P(W >t/& = k) P(t) (1.4.26)

k-n| . . . 3 2 1 I:I 1:m1—e

[] 2:ml—e™

|:| n: n,l—eH#*

E=koldugunda W = &; + &, + -+ E_ 41 Olur. £, E,, .. ler ayn1 dagilima sahiptir. Her

biri n kanaldan en az birinin bosalmasina kadar gegen siiredir.
1 : n kanaldan en az birinin bosalmasina kadar gegen siire;

E1 &y, o) Ef_nat'ler bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir. W'nin dagilim fonksiyonunu

bulmak i¢in & ‘lerin herhangi birisinin dagilim fonksiyonunu bulmak yeterlidir.
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n; ¢ i. miigterinin hizmet siiresi

n:min (Mq, ..., My )

71 ‘nin dagilim fonksiyonu

Pm>t)=Pm >t)..P(n, > 1) (1.4.27)

-t e—/lt -nit

=e =e

olur. Yani her bir &; , nA parametreli iistel dagilima sahiptir. Farzedelim X;, X5, ..., X;; ’ler
bagimsiz ve her biri u parametreli tistel dagilima sahiptir. X; + X, + -+ + X}, lerin yogunluk

fonksiyonu, (Poisson dagilimi 6zelliginden)

a(ax)™1

(n_ 1) _ax _fn(x)

bigimindedir.

W’nin yogunluk fonksiyonu,

_ ()"
dir.
[ nu(np)* ™
P =k)=| —/—————e 1.4.2
W >t/ =k) k=)l e dx ( 9)
P, ve P(W > t/€E = k) degerlerini (1.4.26) formiiliinde yerine koyalim.
© k-n
P(W > b) Z [ ) D) p-nux gy | p, (1.4.30)
— (k-n)!
([~ o™
— —nux P, 1.4.31
f(z (k—n)! dxnu (1.431)
t k=n
= nub, Jeupx X dx (1.4.32)
t
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o

___BHEepux (1.4.33)
(n—pu .
nP
= Ml -m-pux = P(W >t)t > 0igin (1.4.34)
(n—pu

Bu fonksiyon hem kesikli hem de siireklidir. Buna mixed (karisik) dagilim denir

PiHW=i)

P{W=0

Sonug olarak;

nP,
PW<t)=1 _—”‘ue—(n—P)#t
(n—pu
nhu

P(W>t)= e~ (=Pt t > 0 igin

(nu—2)
W’nin dagilim fonksiyonunu bulduk.

Simdi €;’nun beklenen degerini bulalim:

K
k!

Pk: p k—n
Pn(g) ; k>n

ok
Burada ; P, = FPO dir.

&E4: bekleme hattindaki miisteri say1si
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k—n

E(§g=k-n)=L, = E(k _ )P, (%)
k=n

% D k—-n
- p, ;(k -n (%) (1.4.35)

(1.4.35) ifadesinde (k — n) = u alirsak,

_ L, (A
‘P"<H)(nu—m2‘ " (np — 2)?

p?  (Anp) (/1/ u)n (Anp)

= — _—P
np—-2D2 % nlu—-12°

(/) 2
u
EEg=Lq = oD =2 0 (1.4.36)

olarak bulunur.
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2. PARALEL iKi HETEROJEN KANALLI KUYRUK SiSTEMININ ANALIiZi
VE SEKTOR UZERINE UYGULAMASI
2.1.Giris

Temeli 1917 yilinda Kopenhagen Telefon Sebekesi’nin miihendisi A.K.Erlang
tarafindan atilan Stokastik servis sistemleri (Fransa’da Bekleme hatt1, Amerika ve Ingiltere’de
ise kuyruk teorisi olarak adlandirir) hizla geliserek Onemli sonuglar ve uygulamalarla
zenginlestirilmistir. Bu teorinin gelismis iilkelerde c¢esitli modelleri giindeme, bilim ve
teknolojinin bir¢ok alanlarinda (otomatik telefon santralleri, liretim hatti, bilgisayar sistemleri,
internet v.s.) basari ile kullanilmustir. ilk yillarda esas problem gesitli kuyruk sistemlerinin temel
karakteristiklerinin hesaplanmasi olmustur. Daha sonra bu hesaplamalardan yararlanarak ve
ekonomik-teknolojik diisiincelere dayanarak miisterinin kuyrukta beklemesi ve hizmet veren
kanallarin bos kalmasindan dogan masraflari minimuma indirmek ve istenen hizmet seviyesine

ulagsmak problemi giindeme gelmistir.

Yukarida bahsedilen problemlerin arastirilmasi neticesinde kuyruk teorisi hizla gelismis
ve yeni kuyruk modelleri ortaya koyulmustur. Oyle ki giinliik hayatimizin hemen hemen her
safhasinda mutlak suretle bir kuyrukta bekleme hatti problemi ve buna bagli olarak miisterinin
ya da birimin kaybolma olasilig1 ile karsilasiimaktadir. Y6netim bilimi iste bu tiir beklemeden
kaynaklanan isletmelerin kayiplarini en iyilestirmenin yollarin1 aramaktadirlar. Bu ¢alismada da

sektor de bulunan bekleme ve beklemeden kaynaklanan kayiplari en iyilestirme hedef

almmugtir. M/ M / 2 /o0 modeli segilmis ve bu sistemde miisteri kaybinin analizi yapilmigtir.
Modelin temel karakteristikleri;

1) Kuyruk sistemine gelen miisteriler servis bitene kadar bekleme hattinda bekler veya
2) Sistem bos ise gelen miisterilere hemen servis verilir ve servisi tamamlanan miisteri

sistemi terk eder. Sistem Sekil 2.1 ile soyle ifade edilebilir:
2.2, Sistemin Tanim

Poisson gelis akimli, p; ve pq gibi iki farkl iistel parametreli paralel kanaldan olusan
bir sistem goz Online aliniyor. Bekleme hattinda sinirsiz sayida miisteri olabilir. Ayrica
kanallarin her ikisi de bos oldugunda sisteme gelen miisteri u, /uq + u, ihtimali ile 1. kanal,
U1/Uy + U, ihtimali ile 2. kanali tercih eder. Gelen miisteri kanallardan birisi dolu digeri bos

ise, 1 ihtimalle bos olani secer.
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Misteri hizmet alincaya kadar kanallardan birinin bosalmasini bekler. Daha sonra

hizmetini alarak sistemi terk eder. Bu sistem asagidaki sekilde gosteriliyor.

BEKLEME HATTI

2|1

ol i+ iy 2. KANAL

ﬂlm‘ 1. KANAL
Sekil 2.1.

2.3. Sisteme Ait Denklemlerin Elde Edilmesi

P,(1),n = 2 igint zamaninda sistemde n birimin ( miisterinin ) bulunmasi ihtimali

olsun.

n = 1 oldugunda miisteri 1. ya da 2. hizmet kanalinda olabilir.

P,(1,0,t); t zamaninda sistemde 1 birimin ya da 1. kanalda bir birimin oldugunu

gdsterir. Ikinci kanal bostur.

Benzer sekilde, P,(0,1,t); sistemde ya da 2. kanalda 1 birimin oldugu ve birinci

kanalin bos oldugunu gostersin.

Sistemi tanimlayan denklemler asagidaki gibi kurulur ( Saaty, 1961 )

Py(t) = =AP () + g, P (1,0,6) + 4, P,(0,1,¢)

P AP @+ py Py ()

My + 1,

P,(1,0,t) = — (A4 ) P,(1,0,t) +

Hy

H T+

P,(1,0,t)

-+ u1,)P,(01,t) +

AP, (®)+ u P,(t)
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P'o(t) = —(A + py + puq) Po(t) + A[P1(1,0,8) + P1(1,0,8)] + (uq + 1) P4 (t)

P,() = —QA+ p + )P, O+ AP, () + (p, + 11,)P,, (), n > 2

A

p= < 1 varsayimmu altinda ( steady-state ) denge-durum denklemleri saglanir
Hy+

ve zamana gore tiirevleri alinarak 0’a esitlendiginde asagidaki denklemler elde edilir.

0= —AP,+ x4, P,(1,0) + u, P,(0,1) (2.3.1)

0=—@+u)P,(L0)+ —— AP, + u,P, (2.3.2)
M+ 1,

0=—-@QA+ )P, (01)+ B} P, + u P, (2.3.3)
1 T H,

0 = — (24 + ) P, +A[PL(LO) + PL(LO)] + (4, + 4,)P, (2.3.4)

0= @A+, + )P, + AP, + (4, + 1,)P n> 2 (2.3.5)

n+l
2.4. Denklem Sisteminin Co6ziimii

(2.3.2) ve (2.3.3) denklemleri sistemde 1 miisteri oldugu, fakat farkli kanallarda

bulunma durumu gosterdigi i¢in birlikte ¢oziimiinii yapalim.

H

0=—-Q+ u)P,(1,0)+ AP, + u, P,
Hy+ 1y
0=-@+m)P,OD+—2— AP, + u P,
Hy T+ 1y
H Ho . .. .
Kolaylik olmasi bakimindan = w7 ve ———— = 1-7 ile gosterelim, ayrica
Hy+ Hy Hy+ Hp
A o
p= < 1 varsayimi altinda bu denge-durum ( steady-state) denklemleri saglanir.
M+ iy
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Bu iki denklemi alt alta topladigimizda,

—(2+ 1,)P,0) = (A4 1,) P, (O + 7 AP, + (1= Z)AP, + (4, + p1,) P, =0
olur.

-+ p)P,(1L0) - A+ )P, O+ 7 APy — 7 AP, + AP, +(u, +u,)P, =0
-A+ u)P,(1,0) - A+ u)P,O)+ AP, +(u +u,)P, =0

(u, + u,) ile esitligin her iki tarafini bolelim,

M) gy B gy 2 Lt

1y + 1 1y + 14 T 2

Ortak parantezlere aldigimizda;

ll1+l12P

U2 A
P,(0,1) + P, + =
! T

+
R e o 1) M1+ Uy

_[ A H1

+ ]P(l,O)—[
Wity p !

A H1 M2
=p, =m,
M1+ Uz My + U M+l

~|p+z|P O =[p +A-m)|P, QD+ p P +P, =0

= 1 — m olarak ifade edilmisti. Yerine yerlestirdigimizde;

buluruz. Parantezi agtigimizda,
-pP, (10— 2P, (1,00— pP,(0,1)-(1-7)P,(01)+ pP,+P, =0
Elde edriz. Sistemde 1 miisteri bulunmasi ihtimalini,
P, =P,(1,0)+ P, (01)
seklinde ifade ettigimizde;
—p [P, LO)+P,(LO)| - 7P, (1,0) = (1= )P, (O1) + pP,+P, = 0
-pP,— 7P, (1,00-1-7)P,(01)+ pP,+P, =0 (2.4.1)

elde ederiz. (2.3.1) denklemini alalim.

29



0= —AP, + 4, P,(1,0)+ 1, P,(0,1)

Her iki tarafi (¢, + p,)’ye bolelim.

I P, - # P, (1,0) + Hr P,(0,1)=0
M+ 4 M+ Hy o+ Hy
Yine aym sekilde;
—-pP,— 7P, (1,00-(1-7)P,(01)=0 (2.4.2)

0=2A(Py — 1) + (ug + uz)(A = Po)(uy + pi2) Py

olur. Her iki tarafi (u; + u,) ifadesine boldiigtimiizde,

A _ ) o (o + )
TR (Po=1)+ (ug + p2) (Po=1) (g +u) !

gerekli sadelestirmeler sonucu;
0=pP—D+A—-P)—P
0=—p(A-P)+(A—-P)—-P
0=(1-P)(1—p)—P; ise;
Py=0-p)A-P) (2.4.3)
olarak bulunur.
2.5. Denklemin Parametrelerinin Bulunmasi
2.5.1. Sistemdeki ortalama miisteri sayisi
L: sistemdeki ortalama miisteri sayis1 olmak tizere;
L=3Yy1nP,

P,=(1-p)(1—-Py) (1.3.4) de bulunmus idi. Bu ifade P, = p™ 1P, ifadesinde yerine

konuldugunda

P, = p" (1 — p)(1 — P,) olarak elde edilir.
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L= Z:;n (1-p)p" (1~ Py)

—(1-p)(1- Po)ijlnp“—l

e 1
Geometrik dizidenz np" 1l = ——— olarak bulunur. Yerine yazildiginda
n=1 (1 - p)
L= (- p)(1~ Py e
S e

elde edilir. Sadelesme sonucu,

1-P
L= 0
1-p

bulunur.

Py = 1 — p idi. Yerine konuldugunda

L_l—(l—p)_1—1+p
- 1-p  1-p

L=—— (2.5.1)
elde edilir.
2.5.2. Sistemde Ortalama Bekleme Siiresi
W: Sistemde ortalama bekleme siiresi

Bir steady-state kuyruk sisteminde;
z :Ard arda gelen iki misterinin geligleri arasindaki ortalama zaman

L: Sistemde miisterilerin ortalama say1s1 veya kuyruk uzunlugu
W:Sistemde bir miisterinin servis alirken harcadig1 ortalama zaman

Bu i{i¢ ortalama sonlu ise ¢ok genel kesin sartlarla karsilagir.(Allen, 1978).

31



OzamanL = AW

vel, = AW

q
Ile gosterilen formiilii ilk kez ortaya atan Little’dir. Bu formiil Little formiilii ad1 ile anilir.

Little formiiliine gore

L= AW idi.
W = — olur.
A
(2.5.1)’1 yerine koydugumuzda
1L p
W=—(—) (2.5.2)

bulunur.

2.5.3. Kuyrukta Bekleyen Ortalama Miisteri Sayis1

(e 0]
EL,= ) (n-2)P,
n=2

P, =P, p"? oldugundan

Yerine yazarsak;
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=P,pQ up"’

u=1

d 0
= Pzpd_(zpu)

u=0

d 1
—P p(——
2pd,0(1—,0)

=P, p( )

a-p”
bulunur.
P,=pP
P,=(-p)1-F)
P,=p(-p)1-1+p)

P,=p*(1-p)

oldugundan yerine konulunca,

2
Ly=0-p)p~p
q
(1-p)*
3
L,= P
I-p)
elde edilir.

2.5.4. Kuyrukta Ortalama Bekleme Siiresi

Little teoremine gore kuyrukta bekleme stiresi

33
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(2.5.3)’da bulunan kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayist,

3

L P
T (1-p)

Burada yerine yerlestirdigimiz takdirde yeni denklem,

1 3
w,=—(L—)
Al1l-p

3

vl e
A (1-p)

olarak bulunur.
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3. UYGULAMA

Iki hizmet kanalia sahip kuyruk sistemlerinin analizinin daha iyi anlasilabilir olmasi
icin Tablo 3.1. de bulunan veriler iizerinde gerekli calismalar yapilarak, teori kisminda elde
edilen formiillere uygulamrlhigr incelenmistir. Oncelikle bir giinliik mesai saatlerinde
miigterilerin sisteme gelis anlari, bekleme anlari, hizmet siireleri ve hangi kanalda hizmet
aldiklar1 tespit edilmistir. Miisterilerin gelis anlarinin hangi dagilima uydugu Ki-kare yontemi
ile incelenmis ve parametresi olan A elde edilmistir. Bunun yaninda ayni siire¢ hizmet anlarinin

dagiliminin tespitinde de uygulanmistir. Burada hizmet anlarinin parametresi olarak 1.ci

kanalda g, ve 2.ci kanalda ise g, kullanilmistir. Ki-kare dagiliminin n;, =5 kosulu altinda

uygulanabildigi i¢in son iki aralik birlestirilerek asagidaki asagidaki tabloyu elde ederiz.

Xi—Xiq 0<X<3 3<X<6 6 <X<9 9 <X< 15
n, 80 27 19 7

np, 68,23 33,11 24,07 693

(n, —np,)* Inp, | 2,03 1,12 1,06 0,0007

Her bir araligin ortasim1 uygun gozlenen deger n,’ye carpip elde edilen sayilarin toplamini

132’ye bolmek suretiyle,

X = [(1,5)x80 + (4,5)x27 + (7,5)x19 + (12)x7]/132 =3.07 bulunur. Burada A parametresi
i¢in yaklasik olarak A =1/3.07 = 0,326 bulunur. Simdi de

P=P(X_ <X<X)
— F F :e_/llx,»,l _e_zulx,-

(x) - (X

Formiiliinii kullanarak P, P,, P, ve P, ihtimallerini buluruz.
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P =1-¢" =0513
P, =" - =0,249
f)3 — 6—1,44 _6—2,88 — 0,181

P, =e % — 770 =0,0529

Simdide Ki-kare test istatistigini kullanalim.
2 £ 2 S 2
X0, =2 —n,)? lnp,) = n} l(np,)—n
i=1 i=1

Burada k=4 aralik sayis1 r=1 bilinmeyen parametre sayisidir. & = 0,05 anlamlilik diizeyinde

X} =421 ve t, degeri ki-kare tablosundan ¢, = 599 olarak bulunur. X <t oldugu

belirlenir.

a =0,05 anlamlilik diizeyi igin k=4, r=1 olmak iizere X =4,21 ve t,, =599 olarak

bulunur.

H ,: Veriler iistel dagilima uyar.
H, : Veriler uistel dagilima uymaz.

Deneysel ve teorik sonuglari karsilagtirarak x; <, oldugu belirtir. Boylece H o kabul edilir.

Buradan A =0.3260ldugu goriiliir.
Hizmet alan miisterilerin hizmet siirelerine gore analizi:

1.ci kanalda toplam 82 miisteri hizmet almig ve hizmet siirelerine gore asagidaki gibi

gruplandirilmigtir.
X, 0<X<3 3<X<6 6<X<9 9<X<I12 12<X<15

‘37 ‘23 ‘17 ‘4 ‘2
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Ki-kare dagilimmm n, =5 kosulu altinda uygulanabildigi i¢in son iki aralik birlestirilerek

asagidaki agagidaki tabloyu elde ederiz.

0<X<3 3<X<6 6<X<9 9<X<I15

37 23 17

Her bir aralifin ortasini uygun goézlenen deger n,’ye carpip elde edilen sayilarin toplamini

82’ye bolerek,

X = [(1,5)x37 +(4,5)x23 + (7,5)x16 + (6)x12]/82 = 5,37 bulunur. Burada 4, parametresi

i¢in yaklasik olarak g, =1/5,32 = 0,186 bulunur. Simdi,
P,=P(X;_; < X < X;)
Flap = Fey = €7 Fim — e

Formiiliinii kullanarak P,, P,, P,veP, ihtimallerini buluruz.
P =1-¢"% =0,563
P, = e O _ 710 = 0,246
P, =e 7 =0,1539

P, =e P —e 5% =0,0348
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Bu sayisal sonuglar1 yukaridaki tabloda yerine koyalim:

X, - X, 0<X<3 3<X<6 6<X<9 9<X<15
n 37 23 17 6
np, 46,16 20,17 12,61 3,86
(n,—np)*Inp, |181 0,397 0,91 1,60

Simdide Ki-kare test istatistigini kullanalim:
2 : 2 $ 2
X, , = Z(ni -n,)" /(np;) = Zni /(np,)—n
i=1 i=1

Burada k=4 aralik sayist =1 vear = 0,05 anlamhlik diizeyinde x; =4,71 ve ¢,

degeri Ki-kare tablosundan #,, = 5,99 olarak bulunur. x> <t,, oldugu belirlenir.

X.—X., |0<X<3 3<X<6 6<X<12 12<X<18

18 13 12

Ki-kare dagilimindan;
X =[(1.5)x18 + (4.5)x 13 + (9) x 12 + (15) x 7]/50 = 5.97
u, =1/5.97 =0.167
P =1-¢"% =0577
P, =e " — "% =0.226
P, =e "™ — e =0.245

-1.692 -3,384
P, =e " - =0.15
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2.ci hizmet kanali i¢inde yine ayni disiplinler uygulanirsa;

X, -X,, 0<X<3 3<X<6 6<X<12 12<X<18
n, 18 13 12 7

np, 28,85 11,3 12,25 7,5

(n, —np,)* Inp, | 4,08 0,25 0,25 0,033

k=4 aralik sayis1 r=1 vea =0,05 anlamlilik diizeyinde X, =4,91 ve t,, degeri Ki-kare

tablosundan ¢, = 5,73 olarak bulunur. X > <, 4.91<5.73 oldugu belirlenir.
Simdi de elde edilen formiiller yardimiyla istenen parametreleri bulabiliriz:
P (1), n>2  igin 7 zamaninda sistemde n birimin(misterinin) bulunmas1 ihtimali olsun.

n=1 oldugundan miisteri 1. yada 2. hizmet kanalinda olabilir

A

p= <1 varsaymm altinda denge durumlar1 saglanir. Banka sektoriinde bir
M+l

giinde gelen miisterilerin gelisler arasi siirelerin siirekli oldugu dikkate alinarak yapilan
hesaplama sonucunda 4=0,326 ve gelen miisterilerin 1. kanalda almig olduklari hizmetin

ortalama stiresi 4, = 0,186 ve miisterilerin ikinci kanalda almis olduklari hizmetin ortalama

siiresi 1, =0.167 olarak hesaplanmis ve p = <1 varsayimi saglanmis oldu.

M+ U,

Sistemin bos kalmas: P, idi,

Py=1-p
A
p:
My + Uy

A=0326, 1, =0.186, u, =0.167

olmak tizere,
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0.326 ~0.326

p= - =0.923
0.186+0.167  0.353

Steady-State (denge durumunu) saglar, buradan 1-0.923=0.077 olarak bulunur.

Sistemin bos kalmast Py = 0.077  olur.

Sistemde ortalama miisteri sayisi:

L= P 093 g
1—p 0077

ve sistemde ortalama bekleme siiresi ise:

TPy L 198)=3674
A1-p 0326

W =

Kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayisi:

P> 0.786

T (-p) 0.077

Kuyrukta ortalama bekleme siiresi:

1 3 1 .
W=l Ly L 0780, 40
L) 1-p 0.326 0.077

1.ci kanalin yiikii,

i 0.186

= =052060=>n7
M +u, 0353

2.ci kanalin yiikii ise

U,  0.167

= =0.473 = 1- 7 bulunur.
M +u, 0353
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, Stokastik Siirecler teorisinin 6nemli bir kismini1 olusturan Poisson ve
Markov siireclerinin tanimi1 ve ozellikleri kisaca verildi. Ayrica kuyruk modellerine ait genel

bilgiler verildi.

Paralel ve heterojen iki kanalli bekleme hatti sisteminin tanimlayan denklemler iizerinde
cesitli matematiksel islemler yaparak sistem parametreleri hesaplandi. Denklem sisteminin
¢Oziimii yapilarak n miisteri olma ihtimali ve sistemin bos olma ihtimali bulundu. Daha sonra
bunlar kullanilarak sistem parametreleri olan sistemdeki ortalama miisteri sayisi, sistemde
ortalama bekleme siiresi, kuyrukta bekleyen ortamla miisteri sayis1 ve kuyrukta ortalama

bekleme siiresi hesaplandi.

Ayrica banka sektorii lizerine uygulamasi yapildi. Elde edilen sonuglara gore sistemin
bos kalmas1 olasiligit Py= 0,077 ve sistemin yiikii p = 0,972 olarak hesaplandi. Buna gore

sistemin iyi ¢alistig1 yorumu yapildi.
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4. EKLER

Ek : Tablo 3.1.
Gelisler 1.kanalda |2.kanalda
Gelis arasi Bekleme | Hizmet alinan alinan
Miisteri | anlari, siireler Siiresi | Siiresi, hizmet hizmet

No ti i1ty (dk) Uy siiresi(dk) | siiresi(dk)

1 09:00 e - 4 4 |

2 09:04 4 | - 5 5 |

3 09:07 3 | - K [— 3

4 09:08 1 2 3 3 | -

5 09:11 3 1 5 | - 5

6 09:12 1 3 7 7 | -

7 09:15 3 2 P R 2

8 09:17 2 3 8 8

9 09:19 2 --- 13 | - 13
10 09:23 4 2 3 3 | -
11 09:28 5 1 4 4 |
12 09:30 2 1 6 | - 6
13 09:31 1 4 12 5 | -
14 09:32 1 6 9 | - 9
15 09:40 8 2 8 oS IN—
16 09:44 4 3 13 | - 13
17 09:45 1 5 11 |
18 09:49 4 7 8 8 |
19 09:51 2 6 4 | - 4
20 09:53 2 3 4 4 |
21 09:55 2 2 9 9 |
22 09:56 1 3 |5 S [R— 11
23 10:06 10 2 3 K R —
24 10:07 1 4 7 7/ [—
25 10:09 2 | 6 | |
26 10:12 3 3 4 4 | -
27 10:13 | 6 | 6
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28 10:17 4 2 8 8 |
29 10:20 3 3 I — 4
30 10:23 3 2 12 2 | —
31 10:25 2 1 6 | — 6
32 10:26 1 7 2 | 2
33 10:29 3 | 3 CO —
34 10:30 1 3 4 IR B
35 10:36 6 | -— 5 | 15
36 10:41 5 2 4 IR B
37 10:42 1 5 3 3 |
38 10:43 1 7 2 2 | ——
39 10:46 3 9 9 9 | —
40 10:49 3 3 12 | — 12
41 10:51 2 6 10 0 | —
42 10:52 1 8 5 | 5
43 11:02 10 | 5 5 | —
44 11:05 3 2 3 3
45 11:14 9 | 15 5 | —
46 11:15 T 7 | 7
47 11:23 8 2 9 | —— 9
48 11:25 2 1 2 2
49 11:27 2 2 3 R —
50 11:30 3 4 2 2 | —
51 11:31 1 3 3 C
52 11:33 2 1 8§ | 8
53 11:36 3 2 7 7 |
54 11:40 4 1 5 | — 5
55 11:41 1 5 7 7 | —
56 11:42 1 4 2 | 12
57 11:45 3 4 5 s | —
58 11:47 2 8 3 3 | —
59 11:49 2 6 2 2 | —
60 11:50 1 4 6 6 | ——
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61 11:53 3 2 3 3
62 11:55 2 2 7 | 7
63 11:58 3 | 6 6 | —
64 12:00 2 5 9 | 9
65 12:03 3 3 11 | —
66 12:04 1 8 6 | 6
67 12:06 2 9 14 | 14
68 12:09 3 6 5 5 | ——
69 12:13 1 4 3 3 |
70 12:17 4 1 2 2 | —
71 12:21 R B— 8 FRN R
72 12:23 3 | — 6 | —— 6
73 12:27 1 2 2 2 |
74 12:42 14 | — 8 8§ | —
75 12:55 3 | — 6 6 | ——
76 13:02 7 | 6 6 |
77 13:11 9 | SO 9
78 13:22 1| 12 12 |
79 13:25 3 | 6 | — 16
80 13:30 5 4 7 7 | —
81 13:35 5 3 2 2 | ——
82 13:36 1 4 9 9 | —
83 13:39 3 | —— A I 4
84 13:41 2 3 S — 3
85 13:43 2 | 7 7|
86 13:44 1 1 3 3|
87 13:48 4 1 11 |
88 13:50 2 | 4 | 1
89 13:54 4 5 4 | — 5
90 13:55 1 4 6 | 6
91 13:57 2 2 5 5 | —
92 13:59 2 4 7 7 | —
93 14:05 6 | — 4 | 1
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94 14:06 1 2 11 | R (.
95 14:09 3 5 6 | - 6
96 14:12 3 7 6 6 | -
97 14:15 3 4 5 | - 5
98 14:20 5 4 15 15 | -
99 14:22 2 4 5 | - 5
100 14:25 3 4 8 | - 8
101 14:28 3 8 3 3 |
102 14:30 2 7 K I 3
103 14:37 7 2 2 2| -
104 14:42 5 | - 4 4 |
105 14:45 3 | - 6 | - 6
106 14:53 8 | - 2 2 |
107 15:01 I 6 6 | -
108 15:05 4 | - 8 | - 8
109 15:07 2 | - 4 4 |
110 15:11 4 2 4 4 | e
111 15:23 12 | - 5 | - 5
112 15:25 2 e 1 1 |
113 15:36 | N 7 7 |
114 15:42 6 | - 4 4 | -
115 15:45 3 - 5 | - 5
116 15:48 3 | - 9 9 |
117 15:51 N |l I— 12
118 15:55 4 4 3 3 | -
119 16:07 2 3 1 T
120 16:12 5 | - 7 7 |
121 16:13 | R 9 | 9
122 16:16 3 4 9 9 | -
123 16:20 4 6 13 13
124 16:23 3 2 7 7 | -
125 16:25 2 5 2 2|
126 16:32 7 2 9 | - 9

48




127 16:35 K R 6 6 | -
128 16.37 2 4 3 3 | -
129 16:43 6 | - 18 | - 18

130 16:46 3 3 7 /A I—
131 16:49 3 8 3 3 | -
132 16:53 4 9 12 2 | -
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