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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

IKI KATLI CARPIK CARPIM ALT MANIFOLDLARIN GEOMETRISI

Yanki ULKER

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

Bu tez calismasinin amact yerel carpim Riemanniyen manifoldlarin belirli bir tipteki iki
katlh carpik carpim alt manifoldlarinin geometrisini incelemektir.

Bu tez alti bolimden meydana gelmektedir. Birinci boliimde tezin konusu tanitilmistir.
Ikinci boliim ii¢ alt bolime ayrilmigtir. Birinci alt boliimde Riemanniyen manifold
ve alt manifold kavramlarindan bahsedilmistir. Ikinci alt boliimde ise bu tez iizerinde
yogunlasacagimiz kathi carpik carpim manifoldlardan bahsedilmektedir. Ugiincii alt
boliimde ise yerel carpim Riemanniyen manifoldlardan ve yerel carpim Riemanniyen
manifoldlarin degismez, ters-degismez, egik, yar1 degismez, yari egik ve kismi egik gibi alt
manifoldlar1 hatirlatilmagtir.

Uciincii boliimde tez calismasinin hazirlanmasinda izlenen yontemlerden ve kullanilan
araclardan bahsedilmistir.

Dérdiincii boliim tezimizin asil kismini olusturur. Bu boliimde bir yerel carpim Riemanniyen
manifoldun baz carpanmi has egik alt manifold, lif ¢carpanlarinin birisi deismez digeri de
ters-degismez olan iki kath carpik carpim alt manifoldlar1 ele alinmis ve c¢alisilmigtir.

Oncelikle bu tip alt manifoldlar igin Varhkwtﬁoremi ispatlanmistir. Daha sonra bu tip alt



manifoldlarin ¢arpik carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir. Ayrica bu tip alt
manifoldlar i¢in bir genel esitsizlik insa edilmis ve bu esitsizligin esitlik hali irdelenmistir.
Son olarak bu esitsizligin bir uygulamasi verilmistir.

Besinci boliimde bu tez calismasinin bir genel degerlendirmesi yapilmistir. Son boliimde ise
bu tezde kullanilan caligmalar listelenmistir.

Nisan, 2022, 75 sayfa.
Anahtar kelimeler: Degismez dagilim, ters-degismez dagilim, egik dagilim, cok kath

carptk carpim manifold, 1.dereceden iki katli c¢arpik ¢arpim
yari-de§ismez alt manifold, yerel carpim Riemanniyen manifold.
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The aim of this thesis is to examine a certain type of biwarped product submanifolds of
locally product Riemannian manifolds.

This thesis consists of six sections. In the first chapter, the subject of the thesis is presented.
The second part is divided into three subsections. In the first subsection, the concepts of
Riemannian manifold and submanifold are mentioned. In the second subsection, multiply
warped product manifolds, which we will focus on this thesis, are mentioned. In the third
subsection, we recall that the well known some submanifolds of locally product Riemannian
manifolds such as invariant, anti-invariant, slant, semi-invariant, semi-slant and hemi-slant.

In the third chapter, tools and methods that are used through the thesis are mentioned.

The fourth chapter the main part of our thesis. In this section, we consider and study of
the biwarped product submanifold of locally product Riemannian manifold whose base
factor is proper slant and the one of the fiber factor is invariant and the other fiber factor is
anti-invariant. First of all, the existence theorem has been proved for such submanifolds.
Later, the necessary and sufficient conditions for such submanifolds to be warped products
are given. In addition, a general inequalityxfor such submanifolds has been constructed



and the equality case of this inequality has been examined. Finally, an application of this
inequality is given.

In the fifth chapter, a general evaluation of this thesis study is made. In the last chapter, the
studies used in this thesis are listed.

April, 2022, 75 pages.
Keywords: Invariant distribution, anti-invariant distribution, slant distribution, multiply

warped product manifold, biwarped product semi-invariant submanifold of
order 1, locally product Riemannian Manifold.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride aktif olarak calisilan alanlardan birisi de alt manifoldlar teorisidir.
Cesitli tipte alt manifoldlar mevcuttur, soyle ki verilen bir alt manifoldun teget uzayim
cevreleyen manifoldun hemen hemen carpim yapist altindaki davranisi o alt manifoldun bir
tipini belirler. SOyle ki; eger alt manifoldun teget uzayr hemen hemen carpim yap1 altinda
degismiyorsa o alt manifold degismez, eger hemen hemen carpim yap1 altinda normal uzaya
resmediliyorsa ters-degismez adin1 alir. Bir yerel carpim Riemanniyen manifoldun degismez

ve ters-degismez alt manifoldlari ilk olarak Adati [1] tarafindan tanimlanip ¢aligilmugtir.

Degismez, ters-degismez alt manifoldlarin dogal genellestirilmeleri olarak Bejancu [6]
yari-degismez alt manifold kavramina giris yapmustir. Bir yari-degismez alt manifold ne

degismez ne de ters-degismez ise ona has yari-degismez denir.

Bir yerel ¢arpim Riemanniyen yapida degismez ve ters-degismez alt manifoldlarinin bir
diger genellestirilmisi de egik alt manifoldlardir. Bu tip alt manifoldlar ilk olarak Sahin
[18] tarafindan tanimlanmustir. Bir e8ik alt manifoldda sifirdan farkli bir teget vektoriin
hemen hemen carpim yapist altindaki goriintiisii ile teget uzay arasindaki ag¢1 sabittir. Bu
act 0 ise egik alt manifold degismez % ise ters-defismez alt manifolda doniisiir. Bir
egik alt manifold ne degismez ne de ters-degismez ise has egik alt manifold adin1 alir. Ote
yandan bir yerel carpim Riemanniyen manifoldun yari-degismez ve egik alt manifoldlarim
genellestiren yari-egik alt manifold kavramu ilk olarak Sahin tarafindan [20] ortaya atilmistir.
Gergekten yari-egik manifoldun egik agis1 6 = 7 olmasi durumunda yari-egik alt manifold
yari-degismez haline ve yari-egik alt manifoldun degismez dagilimi D = {0} ise egik alt

manifold haline doniisiir.

Bir yerel carpim Riemanniyen yapida bir yari-degismez alt manifold kavraminin bir

diger genellestirilmiside Tastan ve Ozdemir [24] tarafindan kismi-egik alt manifold olarak



tanimlanmigtir. Bu durumda bu kismi-e8ik alt manifoldun teget demeti birbirine dik
ters-degismez dagihm D+ ve egik dagilim D dan olusur. Eger 6 Z ve D+ # {0} ise,

o kismi-egik alt manifolda has denir.

Has durumda yari-egik ve kismi-egik kavramlarinin birbirlerini  igermedigini
gozlemleyebiliriz. Ote yandan carpik ¢arpim alt manifoldlar teorisi Chen [9] nin
Kaehleriyen yapilarda ¢arpik carpim CR- alt manifoldlar1 calismasindan beri oldukca
popiiler bir calisma alani haline gelmeye baglamistir. O zamandan beri degisik tipte
carpik carpim alt manifoldlar tanimland1 ve yaklasik Kaehler, para-Kaehler, kosimpletik,
Sasakiyen, genellestirilmis Sasakiyen, askin-Sasakiyen, Kenmotsu ve Kuaternionan gibi

taninmis yapilarda ¢alisilmaya baslandi ve halen ¢alisila gelmektedir.

Carpik carpim alt manifoldlar yerel carpim Riemanniyen yapilarda da caligilmaktadir.
Gercekten, baz carpani1 degismez lif ¢carpan ters-degismez alt manifold olan carpik ¢arpim
alt manifoldlar, daha degisik ifadeyle My x M| tipindeki ¢arpik ¢arpim alt manifoldlar,
burada M7, bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifoldun de8ismez, M | ise ters-degismez alt
manifoldudur, hem Atceken [4], hem de Sahin [19] tarafindan caligilmigtir. Bu ¢aligmalarda
bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifoldun f carpik fonksiyonun sabit olma durumu hari¢

M | Xy My bigimindeki ¢arpik ¢arpim alt manifoldlara izin vermedigi gézlemlenmistir.

Ote yandan bir yerel carpim Riemanniyen yapida carpik ¢arpim yari-egik alt manifoldlar,
daha net ifadeyle Mg x y M7 bicimindeki alt manifoldlar hem Atgeken [3] hem de $ahin [20]
tarafindan calisilmistir, burada My bir has egik alt manifolddur. Bu ¢alismalarda, f carpik
fonksiyonunun sabit oldugu durumlar hari¢ M1 X r Mg bigimindeki ¢arpik ¢arpim yari-egik

alt manifoldlar bir hemen hemen Riemanniyen yapida mevcut olmadig1 kanitlanmugtir.

Tagtan [22] ise bir hemen hemen Riemanniyen yapida (Mg x M ) X y My bicimindeki ¢arpik
carpimlart tanimlayip calismistir, goriildiigii {izere burada baz carpan bir kismi-egik alt

manifolddur. Bu ¢alismada bir yerel carpim Riemanniyen yapinin f carpik fonksiyonunun



sabit oldugu durumlar hari¢ M7 x s (Mg x M | ) bigimindeki ¢arpik ¢carpimlara izin vermedigi
gosterilmistir. 1ki kath carpik carpimlar teorisi ise Tastan [23]'min M7 x M| Xg My
bicimindeki alt manifoldlart Kaehleriyen yapilarda tanimlayip calismasiyla birlikte yeni
bir calisma alani olarak one ¢ikmaktadir, burada My, bir Kaehleriyen manifoldun bir has
(noktasal) egik alt manifoldudur. Ger¢ekten, bu ¢aligmayi takiben iki katli ¢arpik carpimlar
degisik yapilarda caligilmaya baslamstir, (bkz, [2] [26], [27], [28], [29)).

Biz bu tezde bir yerel carpim Riemanniyen yapida carpik fonksiyonlarin sabit olma
durumlan hari¢, M7 Xy M| Xc Mg ve M| X Mg X5 Mr bigimindeki iki kath carpik
carpimlarin mevcut olmadiginm kanitlaylp Mg X r My X M| bicimindeki iki kath carpik
carpim alt manifoldlar calisacagiz, burada My de8ismez, M| ters-defismez ve Mg da bir

has egik alt manifoldtur.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. RIEMANNIYEN MANIiFOLDLAR

Tanim 2..1 [21] M bir manifold
g:T(M)xT (M) — C=(M)

g formu simetrik ve pozitif tamimli olmak iizere, yani her U,V € I'(M) i¢in

a) g(U,V):g(V,U)
b) gU,U)=0 ve g(U,U)=0<U=0

kosullart saglaniyorsa g bilineer formuna, Riemann metrigi veya metrik tensor ad verilir.

(M, g) ikilisine Riemanniyen manifoldu denir.

Ornek 2..1 [21] R" uzayinda

n
<X,Y >= inyi
i=1

i¢c carpumt bilineer, pozitif ve simetriktir. <,> Riemann metriktir.

Ornek 2.2 [21] (M,g) ve (B,g), {(%a,®a)}act ve {(7B,9p)} pey diferensiyellenebilir
yapilara sahip Riemann manifoldlart olmak iizere {(Ugy X Vﬁ}ae 1.pes» M X B topolojik
carpum uzayt i¢cin bir agik ortii olusturur.
Qo X Pp : Ua X V3 o R™+7

(p.q) — Pa % 9p(P,q) = (9a(P), 95(2))
doniisiimiiniine gore (%o ¥ 7B, Qo X q),;), M x B icin diferensiyellenebilir yapisina ¢carpim
manifoldu denir. M X B manifoldunu m, ve 7, de M x B den sirastyla M ve B ye olan

projeksiyonlart gostersin.



auxp(X,Y) = mig(X,Y) + 138 (X,Y)
olmak iizere bu ifade
gmxs(X,Y) = g(M.X, 1Y) + g (T X, T Y )
biciminde de yazilabilir. gy« p,simetrik bilineerdir. Kabul edelim ki V = 0 i¢in
gmxp(V,V)=0 V eI(M xB)
olsun. Bu durumda
gmxB(V, M1+(V)) = g(m(V), (V) = 0
=m,(V)=0
ve
gux(V, M2+ (V) = g(m(V), 121 (V)) = 0
= m.(V)=0

boylece V.= 0 olur. Bu durumda gys« g formunun pozitif tamimli oldugu elde edilir.

(M X B,gpmxp) bir Riemann manifoldudur.

Teorem 2..1 [21] (M,g) Riemann manifoldu iizerinde torsiyonsuz (T =0) ve Vg =0

olacak gekilde bir tek V lineer konneksiyonu vardur.

Ispat: [21] T = 0 ve Vg = 0 olmak iizere bir V konneksiyonu var olsun.
U,V €T'(M) i¢in T(U,V) = 0 oldugundan

[U,V]=VyV —VyU 2.1)



dir. ZeT'(M), (Vxg)(U,Z) = 0 oldugundan
Ug(V,2) =g(VuV,Z) +g(V,VuZ) 2.2)

olur. Gerekli islemler yapilirsa
g(VUV,Z) = Ug(V7Z> - g(Va VZU) +g([V7 U],Y)
olur. Bu islem devam ettirilirse

g(VUV7Z> —
Ug(V,Z)—I—Vg(Z,U) —Zg(U,V) —I—g(Z, [UaVD —l—g(V, [ZvU]) —g(U, [V7Z]) —g(VUV,Z)

bulunur. Buradan Koszul formiili

g(VuV,2) = ;{Ug(V,2) +Vg(Z,U) - Zg(U,V)
+g(Z, [va])+g(vv [Z7U])_g(U7 [V7Z])} (23)

denklemi elde edilir. Bu ifade de M manifoldu iizerinde (2.1) ve (2.2) sartlarini saglayan
her V konneksiyonu i¢in saglandigindan ve g Riemann metrigi pozitif tanimli oldugundan
V tektir. U,V € I'(M) olmak iizere V konneksiyonu (2.3) ile tanimlayalim. Bu durumda V
lineerdir. Kolayca goriiliir ki (2.1) ve (2.2) sartlarint saglar. Teorem 2.1 de verilen
konneksiyona Levi-Civita, Riemann yada metrik konneksiyon denir. M Riemann

1

manifoldunun U komsulugundaki koordinat sistemi x', ...,x" ve ortonormal catis1 Ey, ..., E,

olsun. Bu durumda
n .
Vi E;= Zr;jEi
i

ile taniml1 F}; i C*(M,R) fonksiyonlarin1 g6z oniine alalim. Bu fonksiyonlara Christoffel

sembolleri denir. V Levi-Civita konneksiyonu oldugundan gerekli islemler yapilirsa

Ei(¢(E;Ej)+E;(g(Er E;)) —E-(8(Ei,E;)) = 8(VEErE;) + 8(Er, VEE;)



+8(VE,Er, Ei) +8(Er, VE,E;) — 8(VE.Ei, Ej) — §(EiVE,E))
+g<Eh VEjEi) - g(VE;EhE]) - +g(Ei7 VE,EJ)

n
= Z ir8 Ek7 +Zrug Er7Ek +errg Ekin)
i=1 i=1

n
+Zrlj<'ig(EraEk erlg E,E er]g Ei, Ey)
i=1 i=1
k k k
Z 8(Ex,Ej) + (T}, — T8 (Ex, Ey)

+

(F];i Fz;)g(Era Ek)}

olur. Diger taraftan f € C*(M,R) igin

[EkaEs] (f) - Ek[Es(f)] _Es[Ek(f)]

L 9f df
_Ek(a_Ek) —Es(a—Ek)
9’ f °f

=0

T JE.QE, OE,0E,

oldugundan [E}, E5| = 0 bulunur. Boylece

[EkaEs] — VEkEs - VESEk

Ty Er — Zr

Il
M= uM:

(F FZS)EI

t=1

Eq, ..., E, lineer bagimsiz olduklarindan

ng B r‘;cs =0

T T
1_‘sk_l_‘ks

bulunur. Buna gore 1 < i, j,k,r < niken



Ei(g(Erij)) +Ej<g(Er7Ei)) _Er(g<Ei»Ej)> =2 i l_‘];'igkr
k=1

n
Eilgrj] + Ejlgr] — Erlgij] =2 Y Tigy
k=1

dir. Burada g;; ve [g;;| gij matrisini gostermektedir. Boylece

)= ég’“{a ]+ Eslen] ~ Erlgul}

— 28 o4 axj ox’

n

r agr J ri agi'
Z k{ J 4 g i3

Bx’ ox/  Jx"

elde edilir. Burada g*", [g;,] matrisinin tersi olan matrisin bilesenlerini gostermektedir.

Boylece

ar art ai'
I-‘k_zz kr{ g] g_ g]} (24)

1 ] r
= dxi  dx/  dx

olur. Bu ifade Christoffel sembollerini dolayisiyla Levi-Civita konneksiyonunun metrik

tensoriin bilesenleri tiiriinden elde edilecegini gostermektedir.

Tanim 2..2 [21] (M, g) bir Riemanniyen manifold ve V, M iizerinde bir Levi-Civita

koneksiyonu olsun. M manifoldunun Riemann egrilik tensorii

R:T(TM)xT(TM)xT(TM) — T'(TM), herhangi U,V,Z € T(TM) i¢in
R(U,V)Z = VyVyZ—VyVyZ -V Z (2.5)

seklinde tanumly (3, 1)-tipinden bir tensor alamdur.

Tanmm 2..3 [32] (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki ortonormal

cati alam Ey, ..., E, olmak iizere X,Y € T'(M) icin



=

S(X,Y) =) g(R(E;,X)Y,.E;) (2.6)

1

~.

ifadesi (0,2) tipinden bir simetrik tensor alamidir ve M nin Ricci tensérii denir. Ricci

tensoriinii kullanarak M nin T skaler egriligi

n

T= ZS(Ei,Ei) (2-7)
i=1

seklinde tanumlanir.

Tanim 2..4 [32] (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifold X ve Y, M nin bir noktasinda
lineer bagimsiz iki vektor olmak iizere, X ile Y tarafindan gerilen diizlem kesiti icin kesitsel

egrilik

R(X,Y:Y,X)

KXY) = X X)e(r.7) - g2(X.7)

(2.8)

seklinde olur. Kesitsel egrilik biitiin diizlem kesitleri icin ayni c sabitine esit olursa M ye

sabit egrilikli uzay ya da bir reel uzay form denir ve M(c) ile gosterilir.

2.1.1. Riemanniyen Alt Manifoldlar

Bu boliimde Riemann alt manifoldunun tanimi verilip alt manifoldun incelenmesinde

kullanilan yontemler ve formiillerden bahsedilecektir.

Tamm 2..5 [21)(M,g) m-boyutlu ve M n-boyutlu manifold olsun. i : M — M immersiyonu
M iizerinde i*g ile tanimli simetrik bilineer ve pozitif tanumli form olsun. Bu formu g ile
gosterelim. Bu durumda (M, g) Riemann manifoldu ve i de izometrik iist daldirma olur.
Manifoldun ek boyutu m — n olur. Burada i icerme doniisiimii olarak alindigindan i(p) ile p

ve i,(X) ile X € x(M) ézdes kabul edilecektir.

p € M noktasinda alt manifoldun tanjant uzay1 T,M , T,M tanjant uzaymn alt vektér

uzaywdir. T,M uzaywmna dik olan tamamlayan uzayr T,M L ile gisterelim. T,M L uzaymna
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normal uzay TM™ teget demete normal demet denir. T,M uzay: icin
T,M =T,M ©TM~* (2.9)
veya
TM=TM&TM" (2.10)

dir. Ve T,M L vektériine normal vektéor denilir. Normal vektor alanlarimn kiimesi ise
x(M)* yada T(TM™) ile gosterilir. Birim normal vektire de normal kesit ismi verilir. M

lizerindeki konneksiyon V ve X,Y € T(TM), V € T(TM™) icin
(VxY)T = VY (VxY)t = VgV

ile tammlayalim, (VxY)T, (VxY) nin teget, (VxY)* de (VxY) nin normal bilesenini

gostermektedir.
(VxY)t =h(X,Y) (2.11)
(VxV)T = —AyXx (2.12)

ile tamimlanirsa h simetrik ve bilineerdir. Boylece

VxY = VxY +h(X,Y) (2.13)
ve

VxV = —AyX + ViV (2.14)

elde edilir. (2.13) Gauss formiilii, (2.14) ise Weingarten formiilii olarak adlandurilir.

Yardimer Teorem 2..1 [21] V, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonudur.

Ispat: [21] V lineer konneksiyondur. Levi-Civita konneksiyonu oldugunu gosterelim.

Xg(Y,Z) agilimin1 V konneksiyonuna gore yaparsak
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Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

ifadesine (2.13) uygulanirsa

Xg(Y,Z) =g(VxY +h(X,Y),Z)+g(Y,VxZ+h(X,Z))

olur. (2.9) dan h(X,Y) ile Z ve Y vektor alanlar birbirine dik oldugu i¢in

elde edilir. Yani (Vxg(Y,Z)) = 0 dir. Torsiyonsuz oldugunu gostermek igin [X, Y] Lie braketi

V konneksiyonuna gére acilimindan

[X,Y] = VxY — VyX

elde edilir. (2.13) uygulanirsa

[X,Y] = VxY +h(X,Y) — VyX — h(Y,X)

buradan denklemin teget demeti ve normal demeti iizerindeki bilesenleri eslenirse

[X,Y] = VxY — VyX

h(X,Y) = h(Y,X) (2.15)

olur ki buda V konneksiyonunun torsiyonsuz oldugunu gosterir ve ispat biter.

Tamm 2..6 [21] h: T(TM) x T(TM) — T(TM) = ile tamumlanan h doniisiimiine ikinci
temel form ve V Levi Civita konneksiyonuna indirgenmis konneksiyon adi verilir. Ayrica
Yardimct Teorem 2.1 e benzer olarak goriiliir ki W € T(TM™*) olmak iizere
(Vxg)(V,W) = 0 dir. Yani V* normal demet iizerinde metrik konneksiyondur.

Ay :T(TM) — I'(TM) doniisiimii Weingarten tensérii olarak adlandirilir.
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Yardima Teorem 2..2 [21] (M, g) bir Riemann manifold M, M manifoldunun alt
manifoldu olmak iizere X,Y € T(TM) ve V € T(TM*") icin,

Ispat: [21] Y € T(TM) ve V € T(TM™") olsun. Bu durumda g(Y, V) = 0 olur. Bu ifadenin

her iki tarafina V kovaryant tiirevi uygulanirsa
g(VxY,V)+g(Y,VxV)=0
denklemi elde edilir. Elde edilen denkleme (2.13) ve (2.14) uygulanirsa
g(VxY +h(X,Y),V)+g(Y,—AvX + V5V) =0

(2.10) ifadesine gore i¢ ¢arpim ayristirilirsa yardimer teorem kanitlanmig olur. 4 simetrik ve

bilineer oldugunda (2.16) denkleminden Ay simetrik ve lineer oldugu elde edilir.

Tamm 2..7 [21] M manifoldunun egrilik tensor alam R, M manifoldunun egrilik tensir

alam R olmak iizere ve X,Y,Z € I'(TM) olsun. Bu durumda

(Vxh)(Y,Z) = Vyh(Y,Z) —h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.17)
dir. Ay Weingarten tensor tiirevi ise

(VxAvY = VXAVY—AV)%VY —AyVxY (2.18)

olur. Burada Gauss formiilii kullanilirsa
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — ?W]Z
=Vx(VyZ+h(Y,Z))—Vy(VxZ+h(X,Z))
= VixyZ—h([X,Y],Z)

elde edilir. Bu denkleme Weingarten ve Gauss formiilleri ve (2.17) uygulanirsa

RX,Y)Z=R(X,Y)Z—Ayy 2 X +Ayx 7)Y + (Vxh)(¥.2) = (Vyh)(X,Z)  (2.19)
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olur. (2.16) kullamilirsa ve (2.19) ifadesi T € T(TM) i¢in
g(R(X,Y)Z,T)=g(R(X,Y)Z,T)—g(h(Y,Z),h(X,T)) +g(h(X,Z),h(Y,T)) (2.20)

(2.20) ifadesine Gauss denklemi denilir. (2.19) un normal uzay bilesenlerine gore
(R(X,Y)Z)" = (Vxh)(Y,Z)— (Vyh)(X,Z) 2.21)

denklemine ise Codazzi denklemi denilir. X,Y € (M) veV € x(M)*, R* egrilik tensorii

RH(X,Y)V =VyVyV = VyVyV = Vi )V

seklinde tanmumlayp yukaridaki islemleri tekrar uygulayp (2.18) ifadesini kullanirsak
R(X,Y)V = R* (X,Y)V—h(X,AvY)+h(Y,AyX) — (VxA)VY + (VyA)y X (2.22)
elde edilir. U € T(TM)* igin
g(R(X,Y)V,U) = g(R-(X,Y)V,U) +g([Au,Av)X,Y) (2.23)

olur. Burada [Ay,Ay| = AyAy — Ay Ay seklinde tanimly olmak iizere (2.23) denklemine

Ricci denklemi denilir. Eger R+ = 0 ise normal konneksiyona flattir denir.

Tamim 2..8 [32] M, M nin m-boyutlu alt manifoldu olmak iizere M manifoldunun ortonormal
cati alani {ey, ...,ey }, h ise M manifoldunun ikinci temel formu olsun. Bu durumda ortalama

egrilik vektor alani

1 m
— Z h(e;,e;) (2.24)
m miz
seklinde tanimlanir. Ayrica
hj=g(h(eie;).er) ve ||nlI> =Y. g(hleie))h(eie;)) (2.25)
i,j=1

seklinde tanimlamir. Dahast e; ve e tarafindan belirlenen diizlemsel kesitin kesitsel egriligi

K,‘j :R(e,-,ej,ej,ei) (2.26)
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seklindedir.

Tanim 2..9 [11] M manifoldunun skaler egriligi

t(TM)= Y K (2.27)
1<ij<m
Ayrica T M iizerinde ki r-kesitsel bolge G, ve ey, ..., e, ise G, nin ortanormal bazi olmak iizere

G, nin skaler egriligi ©(G,) olmak iizere

(G = Y Ki (2.28)

1<i#j<r

dir. Dahast M iizerindeki f diizgiin fonksiyonunun Laplasyeni, f nin gradienti V f olmak

lizere,

s

AF = Y A(Vaedf —eei )} = = Y 8(VeVsie) 2.29)
i=1

i=1

biciminde tanimlanir.

Tanim 2..10 [21] (M, g) bir Riemanniyen manifold ve f € C* olmak iizere f fonksiyonunun
Hessiyan tensorii H : T(TM) — T(TM), U € T(TM) icin

H/(U)=VyVf (2.30)

ile tamumli bir lineer doniisiimdiir.

Tamm 2..11 [21] (M,g) bir Riemanniyen manifold ve f € C* olsun. Bu durumda h' :
[(TM) xI'(TM) — I'(TM) olmak iizere U,V € I'(TM) i¢in

(U, V) =g(H/(U),V) (2.31)

tensoriine f fonksiyonunun Hessiyan formu denir.

Tamim 2..12 [32] M, M nin alt manifoldu olmak iizere h = 0 ise M manifolduna
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tiimel jeodezik, H = 0 olursa M manifolduna minimal alt manifold denir. Her XY € TM
iken h(X,Y) = g(X,Y)H olursa M manifolduna tiimel umbilik alt manifold denilir.

Tanm 2..13 [21] M manifoldu iizerindeki bir D dagilimi M nin her bir p noktasina T,M
uzaymn r-boyutlu D, alt uzayim gotiiriir. Her p noktast bir U komsuluguna sahip ve U
komsulugundaki q noktasinda D, nun bazi olacak bi¢imde Xy, ..., X, tane
diferensiyellenebilir vektor varsa bu durumda D ye diferensiyellenebilir dagilim denir.
X1,....X, kiimesi U icinde D nin bir yerel bazicdhr. Vp € M , X,, € D, oluyorsa X vektor alam
D ye aittir denir. Herhangi X,Y € D icin [X,Y| € D oluyorsa D dagilimina involutiv denilir.
Bunda sonra dagilim denildiginde dagilimin diferensiyellenebilir oldugu kabul edilecektir.

p € M ise D dagiliminin tiimleyen ortogonal dagilimi D" : p — Dli C T,M seklindedir.

Tamm 2..14 [21] (M,g) Riemanniyen manifold ve U € TM olsun. M manifoldu iizerinde
V vektor alammin diverjanst divV = izVV olarak tamimlamr. Boylece {ey,ey,...e;} lokal
ortonormal ¢ati alani olmak iizere,

divV =

k
g(Ve,V,ei) (2.32)

i=1

olur.

Tamm 2..15 [21] M, bir manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir dagilim olmak iizere M,
M niin bir alt manifoldu olsun. Eger M nin her bir p noktasinda M nin teget uzayu ile D,
ayni ise M ye D dagilimimin integral manifoldu denir. f : M — M bir gomme olmak iizere
her p € M i¢in f.(TM(p)) = D, dir. D dagilimimin M manifoldunu kapsayan baska integral
manifoldu yok ise bu manifolda dagilimin maksimal integral manifoldu denir. Eger her

p € M icin D dagiliminin p noktasini iceren bir maksimal integral manifoldu varsa D

dagilimina integrallenebilir dagilim denir.

Teorem 2..2 [25,32] (Frobenius Teoremi) M manifold D, M iizerinde r-boyutlu bir dagilim
olsun. Bu halde her involutiv dagilim integrallenebilir olur. Ustelik D dagilimnin her p
noktasindan gecen tek maksimal integral manifoldu vardir ve p noktasini iceren diger tiim

integral manifoldlar bu maksimalin bir acik alt manifoldudur.
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Tamim 2..16 [32] M manifold, D, M manifoldu iistiinde bir dagilim olmak iizere herhangi
X,Y € D iken VxY € D ise D dagilimina icparalel dagilim denir. EGer X € Dve U € TM
iken VyX € D ise D dagilimina paralel dagilim denir:

Bu durumda eger D dagilimi M iizerinde integrallenebilir ve i¢paralel ise Gauss
formiiliinden M iginde tiimel jeodeziktir. D dagiliminin paralel olmasi icin gerek ve yeter

kosul D+ dagiliminin paralel olmasidir.

2.2. KATLI CARPIK CARPIM MANIFOLDLAR

2.2.1. Kath Carpik Carpim Manifoldlar

Bu boliimde kath ¢arpik ¢carpim manifoldlardan bahsedecegiz.

Tamm 2..17 [7]i € {1,2,....k} icin (M;,g;) Riemanniyen manifoldiar, j € {1,2,...,k} icin
fj: My — (0,0) diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve m; = Mo x My X My X ... x My — M;
olsun. Bu durumda g = go® (f1 0 )%g1 ® ... ® (fi o M) gk metrigi iizerine kurulu

M = My X My X My X ... X My Riemanniyen manifolduna bir kath ¢arpik ¢carpim manifold

denir ve My X r, My X ... X 5, My ile gosterilir, burada g metrik tensorii

g =m"(80) ® (fi0m)°7 (1) ® ... ® (fi o M) 7 (gk) (2.33)

biciminde tammlichr. Her bir f; fonksiyonuna katlt ¢arpik ¢arpimin carpik fonksiyonu

(My, go) manifolduna baz manifoldu ve her bir (M;, g;) manifolduna da lif manifoldu denir.
Bu tamum bir genellestirmedir. Gergekten; k = 1 icin My X s, M\ ¢arpik ¢arpumim elde ederiz
[7].

Eger tiim f; =1 ise o zaman ¢ok katli direkt ¢arpum manifolduna sahibiz.

Uyan 2..1 Bu boliim boyunca, Tanim 2.17 de verilen katli carptk ¢carpim manifoldu kisaca

(M, g) ile gosterilecektir.

Uyar1 2.2 My X 5, My X ... X 5, My, Tanum 2.17 deki gibi katlt ¢arpik ¢arpim manifold olsun.
(M, g) nin Levi-Civita koneksiyonu V ve i € {0,1,...,k} icin her bir (M, g;) Riemanniyen
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manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu V' olsun. Her bir M; iizerindeki vektor alanlarimin
M ye olan liftlerinin (kaldirmalaruiun) kiimesini £(M,) ile gosterelim. Biz bu ¢calisma
boyunca bir vektor alani ile onun liftini ayni sembol ile gosterecegiz. Ote yandan Ty bir
izometri ve Ty, ..., W lar (pozitif) benzesim (homothetik) olduklarindan Levi-Civita
koneksiyonunu korurlar. Bu nedenle her bir M; iizerindeki Vi konneksiyonu ile onun m;
araciligi ile M ye geri cekilisini yine ayni notasyonla gosterebiliriz. Aym sey, f; carpik

fonksiyonlart ve g; metrikleri icinde gecerlidir.

Onerme 2..1 [14] (M, g) katli carpik carpim manifoldu ve Y, X € £(My), V € £(M;) ve
W € £(M;) olmak iizere,

VxY =VyY (2.34)
X(fi
VeV =vyx = Xy (2.35)
fi
0 P77,
WwW= . (A4 . (2.36)
Vi W — VW) Go f; i=j.

1

kovaryant tiirev formiilleri gecerlidir.

M {izerindeki gradyan ve Laplace operatorii, My ve M; iizerindeki gradyan ve Laplace
operatorii cinsinden hesaplanabilinir. Bundan boyle grad = grad), yerlerine sirasiyla

V = V) yazilacaktir.

Sonug 2..1 [14] (M, g) bir katli carpik ¢carpim manifold olsun. Onerme (2.1)-(2.34) ve
(2.36) dan , sirastyla (My,go) in (M, g) nin tiimel jeodezik ve j € {1,...,k} icin her bir
(Mj,g;) nin (M, g) nin tiimel iimbilik alt manifoldu oldugu goriilmektedir.

Onerme 2..2 [14] (M, g) katli carpik ¢arpim manifoldu ve ¢ : Mo — R ve W; : M; — R
i € {1,...,m} icin diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
(1) V(pom)=V0,
(2) V(yjom)=V'y;
Vo9, VOf)

N _ 0 : go(
(3) V(gom)=V ¢>+Zi 7

(4) V(yom)=-1"
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bagintilart gegerlidir.

Uyan 2.3 (M,g) katli carptk carpum manifoldunun Riemann egrilik tensériinii R ile

(M;,g,), i € {0,1,...,k} manifoldlarimin Riemann egrilik tensoriinii ise R' ile gosterecegiz.

Onerme 2..3 [14] (M, g) katli carpik carpim manifoldu ve Y. X,Z € £(My), V € £(M;),
W e £(Mj) ve U € £(M,) olmak iizere

(1) R(X,Y)Z=R"(X,Y)Z,
(@) RV X)Y = &y,
(3)R(X,V)W =R(V.W)X =R(V.X)W =0 i,
(4) R(X,Y)V =0,
(5) R(V,W)X i=J,
(6) R(V,W)X = i=j ve i,j#t,
0r O £
(7) R(U,V)W = —g(V,W)WUi:j ve i,j#1,
Ry = w0y i
(9) R(V,W)U = R;i(V,W)U + ”VO];"”% ((V,UW) —g(W,U)V), ij=1

i
Uyan 2.4 (M,g) katli carptk carpum manifoldunun Ricci tensériinii S ile (M;, g;),

i €{0,1,....k} manifoldlarinn Ricci tensoriinii ise S' ile gosterecegiz.

Onerme 2.4 [14] (M, g) katli carpik ¢arpim manifoldu olsun. Y, X,Z € £(My), V € £(M;),
W e £(M;) ve s; = Boy(M;) ve j € {1,2,....k} olmak iizere,

(1) S(X,¥)=SX,Y) —i%hg‘(x,y),

(2) S(x,V)=0,
(3) S(V,W)=0, i#],

0 r 0
(4) S(KW):S%V,W)—(%_F(SI. )H f];lHO
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denklemleri gecerlidir.

Simdi, katli ¢arpik ¢arpimin skaler egriligini hesaplayacagiz. Bunu yapmak icin, M

tizerinde agagidaki gibi olusturulan ortonormal ¢ati alan1 kullanilabilir.

{%, %} ve {8%}’ %f’} sirastyla U C My ,V; C M; koordinat komsuluklarinda
ortonormal ¢at alanlar olsun. Burada r = Boy(My), s; = Boy(M;) ve j € {1,2,...,k} dur.

Bu durumda

(29 9 9 9 0
P e Ry Ry

(2.37)

kiimesi U x V| X ... x V;. C M {iizerinde bir ortonormal c¢at1 alan1 olacaktir.

Uyan 2..5 (M, g) katli carptk ¢arpim manifoldunun skaler egriligini T ile (M;, g;),

i € {0,1,...,k} manifoldlarimin skaler egriliklerini ise ! ile gosterecediz.

Onerme 2..5 [14] (M, g) bir katl carpik ¢carpim manifoldu olsun. T asagidaki ifadeleri

saglar
Aofi T & IVOfill3
1) T:TO—Z i— + — — S,‘(Si—l)
i=1 f’ i:1fi2 l—Zl fi2
f i o 8V, VO,
- 191
i=lt=1t#i fifi
k k 0
. VOf,
2) t=1"-Yg ofi g Si——
) Loy vy sy
k Vofl Ti

/!

VOle% — _(fi,)z’ gO(%’ %) _ fi// Ve Aofi _ —fl

gerceklerini kullanarak dogrudan bir onceki sonuctan elde edebiliriz.

Asagidaki formiilii VO f; = — ,-/,

Sonug 2..2 [14] (M, g) katli ¢carpik ¢carpum manifoldu olsun. Bu durumda T asagidaki

denklemleri saglar.
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k ! ki k 2 k k
1) Tzzzsi%vLZJ%-i—Zsi(si—l)(fiz) —1—2 Z s,sif"—.ft
= i T T :

ko4 ko4, ko k
%) Tzzsi%+(;si%) +(Zs,-%)2+_:lj%

i=1 i=1 i=1

2.3. YEREL CARPIM RIEMANNIYEN MANIFOLDLAR

2.3.1. Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldlar

M manifoldu,
F2=1 , (F#4I) (2.38)

ile taniml1 (1,1) tipinden bir tensor alanina sahip herhangi bir hemen hemen carpim
manifoldu olsun, burada 7, M nin teget demeti 7'M {izerinde taniml1 birim doniisiimdiir. Bu
durumda, (M, F) ye F hemen hemen ¢arpim yapisina sahip bir

hemen hemen c¢arpim manifold [32] denir. Eger,
1 1
DZE(H—F)’ C:§(I—F) (2.39)
denklemlerini kullanirsak;
D+C=1, D>’=D, C>*=C, DC=CD=0 (2.40)
elde edilir. Dahasi
F=D-C (2.41)

olur. Burada D ve C global tiimleyen dagilimdir. ' yapisinin 6zdegerleri 41 yada —1 dir.
+1 e denk gelen 6zvektdr D ve —1 e denk gelen 6zvektor C olmak iizere. Eger F’in, +1
degerli 6zdeger e katli ve —1 degerli 6zdegeri A kath ise D nin boyutu e, C nin boyutu ise 4
dir.

Tersine eger M manifoldunun iki tane, D ve C, global tiimleyen dagilimi ve bu dagilimlarin
sirasiyla boyutlari e ve A olursa e, A > 1 olmak iizere e + A = m olur. O halde M manifoldu

tizerinde tamimlanan F ¢arpim yapist F' = D — C seklinde tanimlanabilir.
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(M, F) iizerindeki g Riemann metrigi ve X,Y € I'(TM) keyfi olmak iizere
Q(FX,FV) = g(X,7) @.42)

kosulunu saghyorsa (M, F, g) ye bir hemen hemen ¢arpim Riemanniyen manifold denir.
Ayrica (M, F, g) nin Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere, eger F, V ya gore paralel ise,

(M,F,g) ye bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifold denir. Yani herhangi X € T'(TM) i¢in
VeF =0 (2.43)

ise Mj(cy) (sirasiyla M>(c7)) kesitsel egriligi sabit ¢ (sirasiyla ¢;) olan reel uzay formlar
olmak iizere M = M/ (c1) x M(c,) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldun Riemann egrilik
tensorii, her X,Y,Z € [(TM) igin

RR.T)Z = Yer +e2){g(7.2)% — g(R,2)7 +g(FY,Z)FR — g(FX, Z)FT}
- %(cl ) {o(F.Z)FX — g(X.Z)FF +g(FV,2)% — o(FX,Z)7} (2.44)

formundadir [32].

2.3.2. Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun 1. Dereceden Yamuk Yari - Degismez
Alt Manifoldlar:

Bu boliimde, bir yerel carpim Riemann manifoldunun 1. dereceden yamuk yar1 - degismez

alt manifoldlarinin tanimini hatirlayip daha fazla calisma i¢in bazi yararli sonuclar elde

edecegiz.

(M,F,g) bir yerel ¢carpim Riemann manifoldu olsun ve M, M nin bir alt manifoldu
olsun. M tizerindeki bir D dagilimi asagidaki kosulu saglarsa bir egik dagilim adini alir:
V € Dy, p € M olsun, eger FV ve D, arasindaki 6 a¢1 sabit ise, yani pe M ve V € D), p
seciminden bagimsizdir. 0 sabit acisina D egik dagiliminin egik acist denir. Dolayisiyla,
F’ye gore degismez ve ters-degismez dagilimlar, sirastyla egim agis1 6 =0 ve 6 = 7
olan egik dagilimlardir. M nin bir M alt manifoldunun, teget demeti TM egik ise, M ye

bir egik alt manifold denir. [15,18] Ne degismez ne de ters-degismez olan bir egik alt
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manifold, bir has egik alt manifold olarak adlandirilir.

(M, g, F) yerel carpim Riemann manifoldunun 6 egik agili egik alt manifoldu M olsun. Her

V eT(TM) igin

FV =TV +NV (2.45)
yazabiliriz. Burada TV, FV nin teget kism1 ve NV ise F'V nin normal kismidir. Bu durumda
her U,V € I'(TM) igin [18]

T2V = cos? OV (2.46)

g(TU,TV) =cos’0g(U,V), g(NU,NV)=sin’60g(U,V) (2.47)

gecerlidir. M, (M, F, g) yerel ¢arpim Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Eger M

nin 7'M teget demeti
T™M =D oD ©D°

seklinde ise F DT C DT olmak iizere burada DT degismez dagilim, F D+ C T+M olmak iizere
D™ ters-degismez dagilim ve D® dagilim 6 agili egik dagilimdir.

Bu durumda M nin T-M normal demeti
T+M =F(DY)oN(D?) DT (2.48)
biciminde ayrigir.

Burada DT, T+(M) de F(D*)©N(D?) nin degismez tiimleyen dagilimidir. Bu durumda M,

1. dereceden yamuk yari-degismez alt manifold olarak adlandirilir [22].

Uyan 2..6 Yerel carpim Riemanniyen manifoldlarinin 1. dereceden yari-degismez yamuk alt
manifoldlariun sinifi, yari-degismez yamuk alt manifoldlarin ozel bir alt sunifidur [15]. Yerel
carpum Rieman manifoldlarimin degismez, ters-degismez (1], yari-degismez [7], egik [18],

yari-egik [16] ve kismi-egik altmanifoldlarinin [24] dogal bir genellestirilmisidir.

Yardimar Teorem 2..3 [22] (M, F,g) yerel carpum Riemann manifoldun, 1. dereceden has
egik yari-degismez alt manifoldu M olsun. Bu durumda Z,W € T'(D?), U,V € T'(DT) ve
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X,Y € T(D") olmak iizere,

g(VoW.U) = —csc*0{g(AntwZ,U) + g(AnwZ,FU )} (2.49)
g(VoW.X) = sec®0{g(ApxZ, TW) + g(AntwZ,X)} (2.50)
g(VuV,Z) = csc?0{g(AnT2U,V) + g(AnzU,FV)} (2.51)
g(VuV,X) = g(ApxU,FV) (2.52)
g(VxY,Z) = —sec’0{g(AryX,TZ) + g(AnTzX,Y)} (2.53)
g(VxY,V) = —g(ApyX,FV) (2.54)
g(VxZ,V) = —csc?0{g(AnTzX,V) + g(AnzX , FV)} (2.55)
g(VzX,V) = —g(ApxZ,FV) (2.56)
g(VuX,Z) = —sec®0{g(ArxU,TZ) + g(Anr2U,X)} (2.57)

denklemleri gecerlidir.

Ispat: [22] (2.54) denklemini gosterelim. X,Y € D+, Z € D% ve V € D iken (2.13) ve
(2.14) kullanilirsa

g(VxY,V)=g(VxFY FV) = g(—AryX + V5 FY,FV)
=g(—ApyX,FV) = —g(ApyX,FV)

(2.54) elde edilir. Benzer sekilde g(VxZ,V) = g(VxFZ,FV) denklemine sahibiz. Bu
denklemde (2.45), (2.38), (2.42) ve (2.43) kullanilirsa

g(VxZ,V) = g(VxFTZ,V)+g(VxNZ,FV)
elde edilen denklemde tekrar (2.45) ve (2.14) kullanilirsa
g(VxZ,V) = g(VxT?Z,V) +g(VxN(TZ),V) - g(AnzX , FV)

denkleminde de (2.46) , (2.13) ve (2.14) kullanilirsa (2.55) denklemine ulagilir. Benzer
sekilde digerleri de gosterilebilir.
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2.3.3. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Degismez Alt Manifoldlar:

Tamm 2..18 [1] M, (M, F,g) bir yerel carpim Riemanniyen manifoldunun bir alt manifoldu
olsun. Eger her X € U(TM) icin FX € T(TM) ise M’ye M ’nin bir degismez alt manifoldu

denir.

Ornek 2.3 R™ = R" x R™, g Oklid metrigine m = n| + np boyutlu Oklidyen uzay ve F,
d 0
e {1,..omYicin F(2) = 2,
e (L} igin F(5-) = 5
0 d
j 1,... icin F(=—)=——=—
]E{n1—|— ) 7m} e (ax]) axj

ile tamumli hemen hemen ¢arpim yapist olsun. Burada (x1, ...,xp), R™ in dogal koordinat

fonksiyonlaridir. Bu durumda (R™,F, g) bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifold olur.
Simdi M, (R* = R*> x R? F,g) nin

xi=u, xp=v, x3=0vexs4 =0

biciminde tanimli bir alt manifoldu olsun. Bu durumda T M nin bir yerel ¢atisi

d J
Uza—)q, V:a—x2

ile verilir, yani TM = ger{U,V }. Ote yandan F(TM) = TM oldugundan M bir degismez

alt manifolddur.

2.3.4. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Ters - Degismez Alt Manifoldlar:

Tanim 2..19 [1] M, (M, F,g) bir yerel carpim Riemanniyen manifoldunun bir alt manifoldu
olsun. Eger her X € T(TM) icin FX € T(TM™) ise M ye M nin

bir ters-degigmez alt manifoldu denir.

Ornek 2.4 R™ =R" x R™, g Oklid metrigine m = n| + ny boyutlu Oklidyen uzay ve F,
0 0
e {1, .. Yicin F(-Z) =2
e (e iein P2 = 2
0 0
j 1,... icin F(=—)=——=——
]E{n1—|— ) ,I’I’l} Iiein (axj) axj

ile tanumly hemen hemen ¢arpim yapist olsun. Burada (xy, ...,x,), R™ in dogal koordinat

fonksiyonlaridir. Bu durumda (R™,F, g) bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifold olur.
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Simdi M, (R* =R? x R? F, g) nin
u 1% u \%

— X ==, X3 = —=VeX4 = —=
N RN X Y R

biciminde taniml bir alt manifoldu olsun. Bu durumda T M nin bir yerel ¢atisi

X1 =

1 o 0
U=—(=+2),
\/E(a)q—’_an)
V:l 0 0

e, 73

ile verilir, yani TM = ger{U,V}. Ote yandan T+M = % (aix1 - 8%3) , % (8%2 - (9%4)
secilirse
FU = L (i i i)
V200 Oy
1,9 0

Bu durumda F(TM) = T+M oldugundan M bir ters-degismez alt manifold olur.

2.3.5. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Egik Alt Manifoldlar:

Tamm 2..20 [15,18] (M, F,g) bir yerel ¢carpum Riemanniyen manifold olsun ve M, M nin
bir alt manifoldu olsun. V € D), olmak iizere, FV ile D, arasindaki agi 0 sabit ise, yani,
p € M’ninveV € D),’nin seciminden bagimsiz ise, M iizerinde bir D dagilimina
egik dagilim denir. Sabit act 0 ya D egik dagiliminin egik agist denir. Boylece, F ile
baglannuli degismez ve ters-degismez dagilimlar sirasiyla 6 =0 ve 0 = % egik a¢ilarina
karsilik gelen egik dagilimlardir. Eger M’nin TM teget demeti egik ise M nin bir M alt
manifolduna egik alt manifold denir. Bir egik alt manifold ne degismez ne de ters-degismez
alt manifold ise has egik alt manifold olarak adlandirilir.
M hemen hemen yerel carpim Riemanniyen manifoldunun, bir has egik yiizeyi M ve M nin
ortonormal bazt ise {e1,e,} olsun. Bu durumda 0, M nin egik agist olmak iizere,
g(Fej,e;) =cosO,  g(Fejej)=cosB, i#je{l,2}
denklemleri ayni anda gerceklesmez [18]. Ayrica
1) g(Fe;,e;) = cos O, olmast durumunda

Te; =cosBey, Tey=cosBe, ve g(Fejej)=0
2) g(Fej,e;) = cos O, olmasi durumunda

0

Tey =cosBey, Tey =cosBe; ve g(Fej,e;)
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denklemleri gerceklenir [18]. Sonug olarak bir yerel carpum Riemanniyen manifoldun, bir

egik alt manifoldunun egik acist yukarida verilen durumlar dikkate alinarak hesaplanir.

Ornek 2..5 [18] Oklidyen metrik ile tamimlanan m = ny +ny boyutlu Oklidyen uzayda

R’":R”lXR”2olsun.F(%,%):(%,—%), ie{l,...m}, je{nm+1,...,m}
i J i J

tarafindan R™ = R™ x R™ jizerinde tamimlanan ¢arpim yapisi F olsun. Her bir

u,v € (0,%) ve pozitif sabit k # 1 igin
X (u,v) = (u,v,—ksinu, —ksinv,kcosu,kcosv)

ele alalim. Dogrudan hesapla rank(JX) = 2 ve X, birebir oldugundan bu X fonksiyonu bir
gommedir. Dolayisiyla, X fonksiyonunun goriintii kiimesi R® = R? x R* bir 2-boyutlu alt

manifold belirler. Ote yandan bu alt manifoldun teget uzay!

X, =——k.cosu— —k.sinu—,
u axl 4 ax3 u aX5
0 0 0
X, = — —k.cosv— —k.sinv—
14 axZ vax4 Y aX6
1—k2
vektor alanlar tarafindan gerilir. Bu iki vektor arasindaki Wirtinger act 0 = cos ! 212

dir. Boylece bu alt manifold bir (has) egik alt manifolddur.

2.3.6. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Yar1 - Degismez Alt Manifoldlar:

Tamm 2..21 [6] M, (M, F,g) bir yerel carpim Riemanniyen manifoldunun bir alt manifoldu
olsun. Eger D, F altinda degismez dagilim ve D+, F altinda ters-degismez dagilum olmak

lizere
TM =D® D+
seklinde yazilabiliyorsa, bu durumda M ye bir yari-degismez alt manifold denir.

Ornek 2..6 [19] (R*, g) 4-boyutlu Oklidyen uzay olsun, burada g, oklid metrigidir.

(x1,%2,%3,%4), R* iin dogal koordinat fonksiyonlari olmak iizere, F ¢arpim yapisini

o,__2 d., 9
8x,- N 8x,"

biciminde tanimlayalim.
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Xy =tcosB, xp=tsin6
yl=1tcosQ, y)=tsinQ
teget uzayt ile verilen M alt manifoldunu diisiinelim. Bu durumda M nin
Z1 =cosB00dx; +sin 0dx; + cos Ay + sin @Iy,
Z, = —tsin@dx; +1cos Bdxy,
Z3 = —tsin@dy; +tcos @Iy,
vektor alanlari tarafindan gerilir. Burada
FZy,=-7,, FZ3y=27; ve FZ,

TM dir. O halde M, D+ = ger{Z,} ve D = ger{Z,,Z3} olan (R* F,g) bir yari-degismez alt

manifolddur.

2.3.7. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Yar - Egik Alt Manifoldlar:

Tamm 2..22 [20] Eger D ve D gibi ortogonal dagilimlar: varsa, M, M’nin yart egik alt
manifoldudur. Oyleki M manifoldu iizerinde

a) TM=Do®D"

b) D degismez bir dagilimdwr, F(D) = D.

¢) 6 +#0acisiyla D? dagilimi egiktir.

sartlarim saglayan D ve D® ortogonal dagilimlart varsa M, M nin yari - egik alt manifoldu

.. T
olarak adlandirilir. Ozellikle, eger 6 = > ise yari-egik alt manifold, yar: degismez bir alt

manifolddur.

Ornek 2..7 [20] (RY), g alisilmus metrigine sahip 4-boyutlu Oklidyen uzay ve F yapisin
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biciminde tanimlayalim. M, (R*,F, g) nin

t t . .
X] = —=cCosQ, xp = —=sina, y; =tsinf3, y, =tcosf,

V2 V2

ile tanumly bir alt manifoldu olsun, burada a., € (0, %) ve t # 0. Bu durumda, TM nin

yerel catisi

1 1
7| = —=cos dx| + —=sinodxy + sin fdy; + cos Sy,

V2 V2

. t
Z) = ———=sindx| + —=cos Adxo

V2 V2

Z3 =tcosBdy; —tsinfdy;

ile verilir. Kolayca goriiliir ki D® = ger{Z;}, 8 = cos™! (%) egik acis1 olan egik dagilimdir.

D = ger{Z,,73} degismez dagilimdir. M, R*’te yar1 degismez alt manifolddur.

2.3.8. Bir Yerel Carpim Riemanniyen Manifoldun Kismi - Egik Alt Manifoldlar

Tamim 2..23 [24] (M, F,g) yerel carpum Riemanniyen manifoldunun, bir kismi-egik alt
manifoldu M olsun. D ve D®, M iizerinde sirasiyla ters-degismez ve egik dagilimlar olmak

lizere, eger M nin teget demeti TM,
TM = D+ @ D

biciminde yazilabiliyorsa, M ye M nin bir kismi-egik alt manifoldu denir.

Ornek 2..8 [30] R* = R? x R?’nin alt manifoldu M olsun.x\,x2,y1,y> koordinatlari ve

d d d d

=——, i=1.
8yi) ay’ T

carpum yapist olmak iizere. Her bir o € (0, %) agist igin

f(u,v) = (ucose,vusina,v), u,v#0
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daldirmasi tarafindan verilen R*’teki M manifoldunu diisiinelim. M ’nin tanjant uzayt TM,

. 0 d
= cos Q= +sina—— =+
€1 = cos oxi S oy’ €2 dxy dy

vektor uzaylari tarafindan belirlenir. F yapisi uygulandiginda

el COS aXI Sin ayl s () a ) ayz

bulunur. Fe; ~ TM’de ortogonaldir. Dahast D = ger{e,} ters degismez dagilum ve
e g e ) 2
M, 0 =2 egik acisi ile has kismi - egik alt manifolddur.

DY = ger{e;}, 6 =arccos( ) =2a edik acisiyla, egik dagilimdir ve dahast
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu caligma yapilirken yerel ¢carpim Riemanniyen manifoldlarin belirli tipteki iki kath ¢arpik
carpim alt manifoldlarin geometrisi incelenmistir. Ayrica bir yerel carpim Riemanniyen
manifoldun baz ¢carpani has egik alt manifold, lif carpanlarinin birisi deismez digeri de ters-
degismez olan iki katli carpik ¢arpim alt manifoldlari ele alinmis ve incelenmistir. Bulgular
icin diferansiyel geometrideki temel tanimlardan, teoremlerden ve alt manifold teorisindeki

temel denklemler ve sonug¢lardan yararlanilmustir.

Diferansiyel geometrinin dali olan manifoldlar ve alt manifoldlar teorisi ile ilgili kitaplar
ve makaleler, kiitiphane ve web araciligi ile taranmugtir. Yerel ¢arpim Riemanniyen
manifoldlarin belirli tipteki iki kath carpik ¢arpim alt manifoldlar1 ve konu ile alakali
makaleler kronolojik olarak incelenmistir. Tezin dokiiman haline getirilmesi icin Latex

programi kullanilmasgtir.
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4. BULGULAR

4.1. YEREL CARPIM RIEMANNIYEN MANIFOLDLARDA IKI KATLI CARPIK
CARPIM ALT MANIFOLDLAR

Bu boliimde, iki katli carpik carpim alt manifoldlardan bahsedecegiz.

Myp xs M| xXsMg, M| Xy Mg xscMy ve Mg XsMr Xs M, formundaki iki kath ¢arpik
carpim alt manifoldlarin varlig1 kontrol edilecektir. Burada M7, M| ve My, bir (M, F, g)
yerel carpim Riemanniyen manifoldunun sirasi ile bir degismez, bir ters-degismez ve bir

has egik alt manifoldudur.

Teorem 4..1 M, (M,F,g) yerel carpim Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degismez alt manifoldu olsun. Bu durumda D® egik dagilimin tiimel jeodezik olmast

icin gerek ve yeter kosul herhangi Z,W € T(D?), V ¢ T'(DT), X € T(D") igin
g(ANTWZ,V) = —g(ANWZ,FV)7 (41)

8(ArxZ,TW) = —g(ANnTwZ,X) 4.2)

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: M, (M, F,g) yerel carpim Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degigsmez alt manifoldu olsun. Z,W € I'(D?), V ¢ I'(DT), X € T'(D*) olmak iizere D?
nin tiimel jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart g(VzW,X) =0 ve g(VzW,V)=0
saglanmasidir. Dolayisiyla, (4.1) ve (4.2) deki iddialar sirasiyla (2.49) ve (2.50)’dan gelir.

Teorem 4..2 M, (M, F,g) yerel carpum Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degismez alt manifoldu olsun. Herhangi Z € T(D?), U,V € T(DT), X € T(D') igin

DT degismez dagiliminin integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart

8(ApxU,FV) = g(ApxV,FU), (4.3)
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8(AnTzU,V) +8(ANzU,FV) = g(AnTzV,U) + 8(ANzV,FU) 4.4)

denklemlerinin saglanmasidur.

Ispat: M, (M, F,g) yerel carpim Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degismez alt manifoldu olsun. Herhangi Z € T'(D?), U,V e I'(DT), X € T'(D*) igin DT
degismez dagiliminin integre edilebilmesi igin gerek yeter sart g([U,V],X) =0 ve
g([U,V],Z) = 0 saglanmasidir. Dolay1siyla, (4.3) ve (4.4) deki iddialar sirasiyla (2.51) ve
(2.52) den gelir.

Teorem 4..3 M, (M, F,g) yerel carpum Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degismez alt manifoldu olsun. Herhangi Z € T(D?), V ¢ T(DT), X,Y € T(D") igin

D ters degismez dagiliminmin integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter sart
8(ArxY,FV) = g(ApyX,FV), (4.5)

g(AFyX,TZ) = g(Apr, TZ) (46)

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: M, (M, F,g) yerel carpim Riemann manifoldunun, 1. dereceden has egik
yari-degismez alt manifoldu olsun. Herhangi Z € T'(D%), V e I'(DT), X,Y € ['(D*) igin D+
ters invaryant dagiliminin integre edilebilmesi igin gerek yeter sart g([X,Y],Z) =0 ve
¢([X,Y],V) = 0 saglanmasidir. Dolayisiyla, (4.5) ve (4.6) deki iddialar sirasiyla (2.53) ve
(2.54)’dan gelmektedir.

M. Atgeken ve B. Sahin, sirasiyla Teorem 3.1 [4] ve Teorem 3.1 [19] de, birbirlerinden
bagimsiz olarak bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen manifoldu icinde My x s M |
formunda bir ¢arpik ¢arpim yari-degismez alt manifoldun var olmadigini1 kanitlamistir.
Yine, M. Atceken ve B. Sahin, sirasiyla Teorem 3.3 ([3]) ve Teorem 3.1 ([20]) de
birbirlerinden bagimsiz olarak, bir (M, F, g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldu i¢inde
M7 x y Mg formunda bir ¢arpik ¢arpim yari-egik alt manifoldunun var olmadigini
kamitlamistir. Burada M7 ve My sirasi ile M nin bir degismez ve bir has egik alt

manifoldudur. Boylece asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 4..1 Bir (M,F,g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldunun My x s M| X s Mg
formunda (asikar olmayan) iki katli carpik carpim alt manifoldu yoktur. Burada Mt, M | ve
My, M manifoldunun sirast ile bir degismez, bir ters-degismez ve bir has egik alt
manifoldudur.

Ote yandan ([3] Teorem 3.4) de M yerel carpum Riemanniyen manifoldunun M| x y Mg
Sformunda (asikar olmayan) ¢arpik carpim alt manifoldunun var olmadigi kanitlannustir.
Burada M | ve Mg, M manifoldunun sirast ile bir ters-degismez ve bir has egik alt

manifoldudur. Boylece, asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonuc 4.2 Bir (M,F,g) yerel carpum Riemanniyen manifoldunun M| X Mg X s Mt
formunda (asikar-olmayan) iki katli carpik carpim alt manifoldu yoktur. Burada Mr, M| ve
My, M manifoldunun sirast ile bir degismez, bir ters degismez ve bir has egik alt
manifoldudur.

Artik, burada bir (M, F, g) yerel ¢arpum Riemanniyen manifoldunun Mg x f My X s M|
Sformundaki (asikar-olmayan) iki katli carpik carpim alt manifoldu incelenmistir. Burada
My, M| ve Mg, M manifoldunun sirasi ile bir degismez, bir ters degismez ve bir has egik

alt manifoldudur. Oncelikle boyle bir alt manifolda érnek verelim.

Ornek 4..1 R8, g alisilmig metrigine sahip 8-boyutlu Oklidyen uzay ve F,

Foi =01, Foh=0d, Fdi=-0;5, Fdy=—0ds,

F85:a6, Fa():aS, F87:a87 F88:a77

ile tamimli hemen hemen ¢arpum yapt olsun. Burada oy, = oy, k € {1,...,8} ve (x1,...,xg) R®
in dogal koordinatlanidir. Bazi hesaplamalardan sonra, (R8,F,g) in bir yerel ¢carpim

Riemanniyen manifold oldugu goriilii. M, (R3, F, g) nin
. t r .
X| =tsinu, xp =tcosu, X3=—=COSV, X4= —=sinv,

V2 V2

x5 =2tsinx, xg=0, x7=2cosx, xg=0,
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ile tanumly bir alt manifoldu olsun, burada u,v € (0, %) vet > 0. Bu durumda, TM nin bir

yerel catisi

1 1
Z = sinud; +cosudr + —= cosvd3 + —= sinvdy + 2sinxds + 2 cosxdy,

V2 V2

U =tcosud; —tsinud,,

r . t
V = ———sinvds + —= cosvdy,

V2 V2

X = 2rcosxds — 2t sinxdy,

biciminde verilebilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda goriiliir ki D = ger{Z} nin

6 =cos™! (1—11) egik acisina sahip bir has egik alt manifold oldugu, DT = ger{U,V'} nin bir
degismez dagilim oldugu ve D = ger{X nin bir ters-degismez dagilim oldugu goriiliir.
Dahasi, D tiimel jeodeziktir ve DT ile D' integrallenebilir dagilimlardir. Eger D8, DT ve
D mn integral manifoldlart sirasi ile Mg, My ve M| ile gosterilirse, bu durumda M nin
indirgenmis metrigi

11 1
ds® = 7dtz + 12 (du® + 5dvz) + 412 dx?

= gM9 + tngT + (2t>2ng

seklindedir. Boylece, M = Mg X f My X5 M|, (R%,F,g) in f =t ve 6 = 2t carpik
fonksiyonlarina sahip bir (asikar olmayan) iki katli carpik carpim 1. mertebeden has yamuk

yari-degismez alt manifolddur.

4.2. Mg xr My xo M, FORMUNDAKI IKIi KATLI CARPIK CARPIM 1.
DERECEDEN HAS YAMUK YARI-DEGISMEZ ALT MANIFOLDLAR

Bu bolimde Mg X r My Xs M| formundaki iki kath ¢arpik carpim 1. dereceden has
yamuk yari-degismez alt manifoldlarin karakterizasyonunu verecegiz. Burada My, M| ve
My, bir (M, F,g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldunun sirasiyla bir degismez, bir ters
degismez ve bir has egik alt manifoldudur. Once bu tip alt manifold i¢in bir varlik teoremi
ispatlayacagiz. Daha sonra, bu tarz alt manifoldlarin ikinci temel formunun davranigini
arastiracagiz ve sonug olarak, bu tiir alt manifoldlarin yerel olarak carpik carpim olmasi

icin gerekli ve yeterli bir kosulu verecegiz. Ik énce ana teoremimizi kanitlamak icin [13]’de
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verilen uyaridan yararlanacagiz.

Uyan 4..1 (Uyar: 2.1 [13]) Bir M Riemanniyen manifoldunun teget demetinin TM = Do &
D & ... & Dy, seklinde asikar olmayan dagilimlarin bir ortogonal toplam ayrisinuna sahip
oldugu varsayilsin, oyle ki burada her bir Dj kiireseldir ve bu dagilimlarin TM icindeki
tiimleyenleri j € {1,2,...,k} icin i¢paraleldir. Bu durumda M manifoldu bir My x 5, My x

... X f, My ¢ok katli ¢carpik ¢carpimina yerel olarak izometriktir.

Simdi, bu tezin ana teoremini verelim.

Teorem 4..4 M manifoldu bir M, F, g yerel carpim Riemanniyen manifoldunun bir
(DG,DL) karisik-jeodezik 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu olsun. Bu
durumda M nin Mg X f M X5 M | formunda yerel olarak iki katl ¢arpik ¢carpim alt
manifold olabilmesi icin gerek ve yeter kosul herhangi Z,W € T'(D%), U,V € T'(D"),
X,Y € (D) igin

AntzX = cos? 0Z(A)X (4.7)

AnzV +AnTzFV = —sin? 0Z(1)FV (4.8)

burada A ve u X(A) =V (L) =0ve X(u) =V (u) = 0 kosullarum saglayan bazi

fonksiyonlardr,
8(ArxZ,TW) = —g(AnNTwZ,X) (4.9)
g(ApxU,FV) =0 (4.10)
g(ApyX,FU) =0 4.11)
g(ApxZ,FU) =0 (4.12)
g(ArxU,TZ) = —g(AnT2U,X) (4.13)

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: M, bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen manifoldunun Mg x fMr xeM;
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formunda iki katli ¢arpik ¢arpim 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu

olsun.

Herhangi Z € T(D%) , U € T(DT) ve X € T'(D™) icin (2.13) , (2.14) ve (2.45)

denklemlerinden,

g(AnTzX,U) = —g(VxNTZ,U) = —g(VxFTZ,U) + g(VxT?Z,U)

elde edilir. (2.38) ~ (2.43) ve (2.46) denklemleri kullanilirsa

g(An1zX,U) = —g(VxTZ,FU) +cos’> 0g(VxZ,U)

bulunur. Burada (2.13) ve (2.14) deki Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa

g(An1zX,U) = —g(VxTZ,FU) +cos’> 0g(VxZ,U)

denklemine ulasilir. O halde (2.35) kullanilirsa
g(AnTzX,U) = —TZ(Ino)g(X,FU) +cos’> 0Z(Inc)g(X,U) =0 (4.14)

sonucu cikarilir. M manifoldu, (D%, D) karisik jeodezik oldugundan, W € I'(D?) icin
(2.16) kullanilirsa

g(AnrzX W) = g(h(X,W),NTZ) =0 (4.15)

bulunur. Benzer sekilde, herhangi Y € F(DL) icin (2.11), (2.13) ve (2.45) kullanilirsa

g(h(X,Y),NZ) = g(VxY,NZ) = g(VxY,FZ) — g(VxY,TZ).

elde edilir. Bu durumda (2.42), (2.43) ve (2.35) kullanilirsa

g(h(X,Y),NZ) = g(VxFY,Z)+TZ(Inc)g(X,Y)

bulunur. Boylece (2.13), (2.14) ve (2.16) kullanilirsa
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g(h(X,Y),NZ) = —g(ApyX,Z)+TZ(Ino)g(X,Y)

= —¢(h(X,Z),FY)+TZ(Ino)g(X,Y)

denklemine ulagilir. Bu denklemde eger Z nin yerine 7Z yazilirsa, bu durumda

g(h(X,Y),NTZ) = —g(h(X,TZ),FY) +cos’*0Z(Inc)g(X,Y)

elde edilir. M manifoldu (D%, D) karigik-jeodezik oldugundan,
g(AnrzX,Y) = cos’> 0Z(Inc)g(X,Y) (4.16)

sonucu ¢ikarilir. Dahasi, o sadece My nin noktalarina bagli oldugundan
X(Ino) =V(Ino) = 0 elde edilir. O halde, A = In 6 sonucu ¢ikar. Boylece (4.14) ~ (4.16)

denklemlerinden, ilk denklemimiz olan (4.7) elde edilir.

Ikinci denklemimiz olan (4.8) i kanitlayalim. Herhangi Z € T'(D?), V € T(DT) ve
X e F(Di) icin (2.13), (2.14) ve (2.45) kullanilirsa
g(ANzV +ANTZFV.X) = g(ANzV,X) + g(ANTZFV,X)
= g(ANzX,V )+ g(AnTZX ,FV)
= —g(VxNZ,V)—g(VxNTZ,FV)
= —g(VxNZ,V)—g(VxFTZ,FV)
+g(VxT?Z,FV)

elde edilir. (2.42), (2.43), (2.45) ve (2.46) kullamlirsa,
g(AnzV +ANTZzFV,X) = —g(VxFZ,V)+g(VxTZ,V) —g(VxTZ,V)
+c0s?0g(VxZ,FV)+X|cos? 8]g(Z,FV)
= —g(VxFZ,V)+4cos?>0g(VxZ,FV)
bulunur. Bu durumda (2.35), (2.13), (2.14), (2.38) ~ (2.43) kullanildiginda ulasacagimiz
denklem
g(AnzV +ANTzFV,X) = —g(VxZ,FV)+cos’0g(VxZ,FV)
= —g(VxZ,FV) +cos*0g(VxZ,FV)
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= —sin2 Gg(VXZ7FV>
= —sin2 GZ(IDG)g(X7FV)

olur. g(X,FV) = 0 oldugu i¢in

g(AnzV +AnTZzFV,X) = —sin*0Z(Inc)g(X,FV) =0 (4.17)

sonucuna ulagtlir. Benzer sekilde, herhangi Z, W € T'(D%) ve V € T'(DT) i¢in, (2.13), (2.14)
ve (2.45) kullanilirsa,
8(AnzV +ANTZFV, W) = g(ANzV, W) + g(ANTZF V. W)
= g(AnzW,V) + g(ANTZW,FV)
= —g(VwNZ,V)—g(VwNTZ,FV)
= —g(VwNZ,V) —g(VwFTZ,FV)
+g(VwT?Z,FV)
elde edilir. Burada (2.42), (2.43), (2.45) ve (2.46) kullanilirsa,
g(AnzV +ANTzFV,W) = —g(VWFZ,V) +g(VwTZ,V) —g(VwTZ,V)
+cos?0g(VwZ,FV) +W]cos>0)g(Z,FV)
= —g(VwFZ,V) +cos?0g(VwZ,FV)
= +Wlcos?0]g(Z,FV)

denklemine ulagilir. Bu durumda, (2.35), (2.13), (2.14) ve (2.38)~ (2.43) kullanilirsa
g(AnzV +ANTzFV,W) = —g(VwZ,FV)+cos’>0g(VwZ,FV)
+Wlcos?0]g(Z,FV)
—g(VwZ,FV)+cos?>0g(VwZ,FV)
+W/(cos? 8]g(Z,FV)
—sin® 8g(VwZ,FV)+W]cos? 0]g(Z,FV)
—sin?0g(V9,Z,FV)+W]cos?0]g(Z,FV)

bulunur. Burada g(V,Z,FV) =0 ve g(Z,FV) = 0 oldugundan,
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g(AnzV +AnTZFV,W) = —sin® 0g(VHZ,FV) + W/cos> 0]g(Z,FV) =0 (4.18)

sonucuna ulagilir. Diger taraftan, herhangi Z € T'(D%), U,V € T'(DT) igin, (2.13), (2.14) ve
(2.45) kullanildiginda

g(AnzV +ANTZFV,U) = g(AnzV,U) + g(AnTtzFV,U)
= g(ANzU,V)+g(AnT2FV,U)
= —g(VyNZ,V) —g(VyNTZ,FV)
= —g(VyNZ,V) —g(VyFTZ,FV)
+g(VyT?Z,FV)
elde edilir. Burada (2.42), (2.43), (2.45) ve (2.46) kullanilirsa
g(AnzV +ANTzFV,U) = —g(VyFZ,V)+g(VyTZ,V)—g(VyTZ,V)
= +cos?0g(VyZ,FV)+U|[cos*0)g(Z,FV)
= —g(VyFZ,V) +cos>0g(VyZ,FV)
= +U[cos?0)g(Z,FV)
denklemine ulagilir. U[cos? 8] = 0, (2.35), (2.13), (2.14), (2.38) ~ (2.43) kullanildiginda
g(AnzV +ANTZFV,U) = —g(VyZ,FV) +cos?0g(VyZ,FV)
= —g(VyZ,FV) +cos?0g(VyZ,FV)
= —sin?0g(VyZ,FV)
= —sin’0Z(Inf)g(U,FV)
bulunur. O halde,

g(AnzV +AnrzFV,U) = —sin® 0Z(In f)g(FV,U) (4.19)

sonucuna ulagilir. Dahasi, f sadece Mg nin noktalarina bagl oldugundan,

X(Inf) =V(Inf) =0 elde edilir. O halde, u = In f elde edilir. Boylece (4.17) ~ (4.19) dan
dolay1 (4.8) esitligi elde edilir.

M nin, (M, F, g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldunun bir iki katli ¢arpik ¢arpim 1.
dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu oldugu bilinmektedir. Bu durumda,

herhangi Z,W & F(DG) icin (2.34) kullanilirsa, VW = VgW elde edilir ve herhangi
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X € I'(D*) igin, (2.50) den

g(VZW,X) = sec? 0{g(ArxZ,TW) + g(AntwZ,X)} = g(VIW,X) =0

elde edilir. Mg bir has egik alt manifold oldugundan,

g(AFXZ, TW) +g(ANTWZ,X) =0

elde edilir. Bu da (4.9) denklemini verir. Herhangi U,V € T'(DT) ve X,Y € ['(D') iken
(2.36) kullanilirsa

g(VuV,X) =g(V{V —g(U,V)V(Inf),X) =0
elde edilir. Bu durumda (2.52) den

g(VUV,X) :g<AFXU7FV) =0

(4.10) denklemine ulagilir. Herhangi U € T'(DT) ve X,Y € I'(D™) iken (2.36) kullanilirsa
g(VxY,U) = g(V5Y — g(X,Y)V(Ino),U) = 0 denklemine ulasiriz. (2.54) den

g(VxY,U) = —g(ApyX,FU) =0

elde edilir. Dolayistyla (4.11) denklemine ulasilir. Herhangi X € T'(D1), Z € T(D?) ve
U € T'(D7) iken (2.35) kullanildiginda

g(VzX,FU)=g(Z(Ino)X,FU)=Z(Ino)g(Z,FU) = 0. Diger yandan (2.56) dan

g(VZX,FU) = —g(AFXZ,FU) =0

(4.12) denklemine ulagiriz. Herhangi X € T'(D4), Z € T(D?) ve U € T(DT) iken (2.36)
kullanilirsa g(VyX,Z) = 0 deklemi elde edilir. (2.57) den

g(VuX,Z) = —sec? 0{g(ArxU,TZ) + g(AnrzU,X)} = O bulunur. (4.13) denklemi de

gosterilmis olur.

Aksine, M manifoldu bir (M, F,g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldunun bir (D?, D)

karisik jeodezik 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu olsun 6yle ki (4.7)
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den (4.13) e kadar olan denklemler saglansin. (4.9) denkleminden, (4.2) saglanir. Diger
yandan eger (4.8) denkleminde V yerine F'V ve Z yerine W yazilirsa

ANwFV +AntwV = —sin®? OW (u)V

bulunur. Bu denklemin Z € F(De) ile i¢ carpimini alirsak,

S(ANWFV +AntwV,Z) = g(ANwZ,FV) + g(AntwZ,V) = —sin> OW (u)g(V,Z) = 0
yani (4.1) elde edilir. Boylece, Teorem (4.1) den, egik dagilim D? tiimel jeodeziktir ve
sonug olarak integrallenebilirdir. Diger taraftan, (4.10) denkleminden, herhangi

U,V eT(DT) ve X € T(D") igin, g(ArxV,FU) = 0 saglanir. Boylece

g(ApxV,FU) = g(ApxU,FV ) bulunur. Bu (4.3) denklemini verir.

Diger yandan (4.8) denkleminde eger V yerine F'V yazilirsa

AnzFV +AntzV = —sin®? 0Z(u)V denklemine ulasilr, ulasilan denklemin U € I'(D9) ile

i¢ carpimu alinirsa
2(ANzZFV +AnrzV,U) = g(AnzFV,U) + g(Anr2zV,U) = —sin* 0Z(u)g(V,U) (4.20)

denklemine ulasilir. Burada, (4.20) denkleminde U ve V nin yerleri degistirilirse

8(ANZFU +Ant7U,V) = g(ANzFU,V) + g(AntzU,V) = —sin* 0Z(u)g(U,V) (4.21)

bulunur. (4.20) ve (4.21) denklemlerinden g(AnzU,FV) + g(AnTzU,V) = g(ANzV,FU) +
g(AntzV,U) elde edilir. Bu da (4.4) denklemini verir. Boylece Teorem 4.2 den, degismez
dagilim DT integrallenebilirdir. Diger taraftan, herhangi X,¥ € I'(D*) ve U € I'(DT) igin
(4.11) den g(ApyX,FU) = 0 bulunur. Dahasi buradan g(AryX,FU) = g(ApxY,FU) =
0 yani (4.5) elde edilir. Ayrica (2.53) den g(VxY,Z) = —sec’>0{g(h(Y,TZ),FX) +
g(AnTzX,Y)} elde edilir. M, (D®, D) karigik jeozedik oldugundan g(h(Y,TZ),FX) = 0
olur. Bu durumda, g(VxY,Z) = g(VyX,Z) yani (4.6) denklemine ulagiriz. O halde Teorem
4.3 e gore tiimel reel dagilim D integrallenebilirdir. My, My ve M| sirastyla D8, DT ve D+
nin integral manifoldlari olsun. M7 nin M icindeki ikinci temel formunu A7 ile gosterirsek,

herhangi U,V € I'(DT) ve X € I'(D*) icin (2.13), (2.14) ve (4.10) kullanilarak
g(h"(U,V),X) = g(VuV,X) = g(ApxU,FV) =0 (4.22)

elde edilir. Herhangi bir U,V € T(DT) ve Z € I'(D?) igin (2.13) , (2.14) ve (2.51) kullanilirsa
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g(h"(U,V),Z) = g(VyV,Z) = csc? 0g(AntzU, V) +g(AnzU,FV)
elde edilir. Bu denklemde (4.8) kullanilirsa
g(hT(U,V),Z) = csc® 0g(Antz, V) +AnzFV,U) = —Z(u)g(V,U)

bulunur. Bazi hesaplamalardan sonra,
g(h"(U,V),Z) = g(~5(U,V)Vy,Z) (4.23)
elde edilir, burada Vu, g nun gradiyentidir. Boylece (4.22) ve (4.23) denklemlerinden,
W(U,V)=—g(U,V)Vu (4.24)

bulunur. O halde M7, M iginde —V, ortalama egrilik vektdr alanina sahip tiimel umbilik
bir alt manifolddur. Simdi —V, nin paralel oldugu gosterilmelidir. Burada U € (D7) ve
E € (D)t =D @ D* igin g(VyVy,E) = 0 oldugu gosterilmelidir. Burada, Z € T'(D?) ve
X € (D) olmak iizere E yerine E = Z + X yazilirsa, U () = 0 oldugundan
g(VuVi,E) ={Ug(Vi,E) —g(Vi,VyE)}

= U(E(w)) ~ [U,E)(1) — g(V1t, VEU)

= [U,E](u) +EU (1)) - [U,E](1) — g(Vi,VEU)

=—8(Vu,VeU) = —g(V,VzU) —g(V, VxU)
elde edilir. Burada, herhangi W € F(De) icin, Mg, M manifoldunda tiimel jeodezik
oldugundan, g(VzU,W) = —g(U,VzW) = 0 elde edilir. Boylece, VzU € T'(D") yada VU €
(D) gerceklenir. Her iki durumda da

g(Vi,V2U) =0 (4.25)

elde edilir. Diger taraftan, (2.55) den
g(VxU,W) = —g(U,VxW) = —csc? 0{g(AntwX,U) + g(AywX,FU)} elde edilir. Burada
(4.8) kullanilirsa

g(VxU,W) = g(W(1)U.X) =0
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elde edilir. Sonugta VxU € I'(DT) yada VxU € I'(D™) gergeklenir. Her iki durumda da,
g(Vu,VxU) =0 (4.26)
bulunur. (4.25) ve (4.26) denklemlerinden,
g(VuVy,E)=0
bulunur. Boylece, My ayni zamanda tiimel umbilik oldugundan kiireseldir. Sonug olarak DT
kiireseldir. Sirada D dagiliminin kiiresel oldugunu gostermek kalir. 2, M| manifoldunun

M igindeki ikinci temel formunu gostersin. Herhangi X,Y € (D) ve U € I'(D7 ) i¢in (2.13),
(2.14), (2.54) ve (4.11) kullanilirsa

g (X,Y),U) = g(VxY,U) = —g(ApyX,FU) =0 (4.27)

elde edilir. Diger taraftan, herhangi Z € I'(D?) icin, (2.53) kullanilirsa

g(h*(X,Y),Z) = —sec?0{g(h(X,TZ),FY) + g(AntzX,Y)}

bulunur. M, (D%, D) karisik jeodezik oldugundan, g(h(X,TZ),FY) = 0 elde edilir. O halde

g(hJ‘(X,Y),Z) = _g(ANTZX7Y)

bulunur. (4.7) denkleminden

g(hJ‘(X,Y),Z) = —Z(l)g(X,Y)

elde ederiz. Baz1 hesaplamalardan sonra,
g(h(X,Y),Z) = —g(VAg(X.Y),Z) (4.28)

elde edilir, burada VA, A nin gradiyentidir. Boylece (4.27) ve (4.28) den

W (X,Y) = —g(X,Y)VA
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sonucuna ulagilir. O halde M |, M icinde —VA ortalama egrilik vektor alanina sahip tiimel
umbilik bir altmanifolddur. Artik —VA nin paralel oldugu gosterilmelidir. Yani, X € I'(D*)
ve E € (D) = D% @ DT iken g(VxVA,E) = 0 saglanmalidir. Ifadesinin paralel olmasi ise
—V, niin paralelliginin gosterilmesiyle benzer sekilde gosterilir. —VA paraleldir. M| ayn
zamanda tiimel umbilik oldugundan kiireseldir. Sonug olarak, D kiireseldir.

Son olarak (DT)+ = D% @ D' ve (D+)* = D® @ DT icparalel oldugu gosterilmelidir.

D% @ D nin igparalel olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi X,Y € T'(D™) ve

Z,We F(De) icin VZzW,VzX, VxZ, VxY kovaryant tiirevlerinin yine I“(D6 @ D) iginde
kalmasidir. Bunun anlami g(VW,U), g(VzX,U), g(VxZ,U), g(VxY,U) i¢ ¢arpimlarinin
sifir olmasidir, burada U € T'(DT). (2.49) ve (4.8) kullanilirsa

g(VzW,U) = —csc? 0{g(AntwZ,U) + g(ANwZ,FU)}
= —csc? Qg(ANTwU + (ANwFU,Z)

=W(u)g(U,2)=0
elde edilir. Burada (2.56) ve (4.12) kullanilirsa

g(VZX,U) = —g(AFXZ,FU) =0

bulunur. (2.55) ve (4.8) denklemlerinden,
8(VxZ,U) = —csc® 0{g(AntzX,U) +g(AnzX,FU)} = 0

elde edilir. (2.54) ve (4.11) denklemlerinden,

8(VxY,U) = —g(ApyX,FU) =0
bulunur. Béylece, D® @ D icparaleldir. Diger yandan, D? @ DT i¢paralel olmast igin gerek
ve yeter kosul g(VzW,X), ¢(VzU,X), g(VuZ,X), g(VyV,X) i¢ carpimlarinin sifir
olmasidir, burada Z,W € I'(D%) U,V € I'(D”) ve X € I'(D™). Ik olarak sahip oldugumuz

i¢ carpim g(VzU,X) = 0. (2.50) ve (4.9) denklemlerinden,

g(VZW,X) =sec’ 0{g(ArxZ,TW) + g(AntwZ,X)} =0
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elde edilir. (2.52) ve (4.10) kullanilirsa,

bulunur. (2.57) ve (4.13) denklemlerinden,

g(VuZ,X) = —g(VuX,Z) =sec’ 0{g(ArxU,TZ) + g(An72U,X)} =0

denklemine ulasilir. O halde D® @ DT i¢paraleldir. Boylelikle Uyar1 4.1 den dolay1 M
manifoldu yerel olarak Mg X f M X s M| formunda iki kath ¢arpik ¢arpim alt manifolddur.
Asagidaki lemmada, bir (M, F, g) yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldunun

Mg X s M7 x5 M| formunda bir (agikar olmayan) iki kath ¢arpik ¢arpim 1. dereceden has

yamuk yari-degigsmez alt manifoldunun ikinci temel formunun davranigini inceleyecegiz.

Yardima Teorem 4..1 M bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen manifoldunun

Mg X s M1 X5 M| formunda bir (asikar olmayan) iki katl ¢carpik ¢carpim 1. dereceden has
yamuk yari-degismez altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin (M, F, g) icindeki ikinci temel
formu h, herhangi Z,W € T'(D?), X,Y € T(D*) ve U,V € T(DT) igin

g(h(U,V),NW) = —W(In f)g(U,FV)+TW(Inf)g(U,V) (4.29)
g(h(Z,U),NW) =0 (4.30)
g(h(X,U),NW) =0 4.31)
g(h(Z,U),FX)=0 (4.32)
g(h(X,U),FY) =0 (4.33)
g(h(U,V),FX) =0 (4.34)

denklemlerini gergekler.

Ispat: Herhangi U,V € I'(DT), W € F(De) icin (2.13) (2.14) (2.38) ~ (2.43) ve (2.45)
kullanilirsa
g(h(U,V),NW) =g(VyV,NW) = —g(V,VyNW)

= —g(V,VyFW)+g(V,VyTW)
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= —g(FV,VyW)+g(V,VyTW)
=—g(FV,VyW)+g(V,VyTW)
=-—W(lnf)g(FV,U)+TW(nf)g(U,V)
elde edilir. Boylece (4.29) denklemine ulagilir. U € T'(DT) , Z,W € T'(D?) igin (2.13) (2.14)
(2.38)~ (2.43) ve (2.45) kulanilirsa,
g(h(Z,U),NW) = g(VzU,NW) = —g(U,VZNW)
= —g(U,VZFW) +g(U,V,TW)
= —g(FU,VzW)+g(U,VZTW)
=g(W,Vz(FU))—g(VzU,TW)
=g(W,VzFU)—g(VzU,TW)
elde edilir. Burada (2.35) kullanilirsa

¢(h(Z,U),NW) = Z(In f)g(W,FU) — Z(In f)g(U,TW) = 0

bulunur, ¢iinkii g(W,FU) = g(U,TW) = 0. Sonug olarak (4.30) gerceklenir. (4.31)

ifadesinin kanitida benzer sekildedir.
ZeT(DY), X e (D) ve U € T(DT) igin (2.13), (2.14), (2.38) ~ (2.43) ve (2.45)
kullanilirsa, g(FU,X ) = 0 oldugundan
g(h(Z,U),FX) =g(VzU,FX) = —g(U,VzFX)

= —g(FU,VzX) = —g(FU,VzX)

=—Z(lno)g(FU,X) =0
elde edilir. Dolayistyla (4.32) ifadesi elde edilir. U,V € I'(DT) ve X € ['(D™) iken (2.13),
(2.14), (2.38)~ (2.43), (2.45) ve (2.36) kullanilirsa

g(h(X,U),FY)=g(VxU,FY)= —g(U,VxFY)
= —g(FU,VxY) = —g(FU,VxY)
=g(VxFU,Y) =0

bulunur. Boylece (4.33) denklemine ulasiriz. Son olarak, (2.13), (2.14), (2.38)~ (2.43),
(2.45) ve (2.36) kullanilirsa U,V € T'(DT) ve X € T'(D*) igin
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g(h(U,V),FX)=g(VyV,FX) = —g(V,VyFX)
= —g(FV,VyX)=—g(FV,VyX)=0

elde edilir. O halde (4.34) denklemi saglanir. Diger denklemler benzer sekilde ispat edilir.
Bu lemma, Mg x s M7 X s M| formunda bir (agikar olmayan) iki katl ¢arpik ¢arpim 1.
dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldunun ikinci temel formunun N(D?) ve
F (D) normal alt demetleri icindeki davranigini gosterir.

[27] deki Lemma 3.1-(ii), Lemma 3.1-(i), Lemma (3.3)-(ii) ve Lemma (3.3)-(i) deki
denklemler, sirasiyla (4.29), (4.30), (4.31) ve (4.32)’de elde edildi.

(4.30)~(4.33) denklemlerinden, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4..3 M bir (M,F,g) yerel ¢carpum Riemanniyen manifoldunun Mg X My X o M|
formunda bir iki katli carpik carpim 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu
olsun. Oyle ki degismez normal alt demet DT = {0} olsun. Bu durumda M, (DT D) ve
(D, D) karisik jeodeziktir.

Teorem 4..5 M bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen manifoldunun, Mg XfMyp XM
Sformunda bir iki katli carpik carpim 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu
olsun. Oyle ki degismez normal alt demet DT = {0} olsun. Bu durumda M manifoldunun,
Mg X M1 X5 M | formunda yerel olarak bir carpik carpim olmasi icin gerek ve yeter kosul

M manifoldunun D -jeodezik olmasudir.

Ispat: M bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen manifoldunun Mg x My x ¢ M |
formunda bir iki katli carpik ¢arpim 1. dereceden has yamuk yari-degismez alt manifoldu
olsun. Oyle ki degismez normal alt demet D7 = {0} olsun. Eger M manifoldu

Mg X M1 x5 M | formunda yerel olarak bir ¢arpik ¢arpim ise f carpik fonksiyonu sabittir.
(4.8) denkleminden, herhangi U,V € T'(DT) ve W € T'(D?) igin W(Inf) = TW(In f) =0

oldugundan,
g(h(U,V),NW)=—-W(Inf)g(U,FV)+TW(Inf)g(U,V) =0

saglanir. (4.34) denkleminden, 2(U,V) = 0. Bu ise M nin D” jeodezik oldugu kanitlar.
Aksine M, DT jeodezik olsun. Her bir U,V € T'(DT) ve W € T'(D?) iken (4.29)
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denkleminden

W(lnf)g(U,FV)+TW(Inf)g(U,V)=0 (4.35)
elde edilir. Eger (4.55) denkleminde W = TW yazilir ve (2.46) kullanilirsa

TW (Inf)g(U,FV)4cos®> W (In f)g(U,V) =0 (4.36)
elde edilir. (4.36) denkleminde V yerine F'V yazilirsa, (4.36) denklemi

TW(Inf)g(U,V) +cos? OW (In f)g(U,FV) =0 (4.37)
olur. (4.35) ve (4.37) denklemlerinden her bir U,V € I'(D”) ve W € I'(D?) i¢in

sin? @W (In f)g(U,FV) =0 (4.38)

bulunur. (4.38) denklemi her bir U,V € I'(D7) igin gerceklendiginden, ayrica FV € I'(DT)
icin de gerceklenir. O halde, (4.38) denklemi

sin? @W (In f)g(U,V) =0 (4.39)

haline gelir. M bir has manifold oldugundan, sin 8 # 0 dir ve dolayisiyla (4.39)
denkleminden W (In /) = O sonucuna ulagiriz. Yani, f bir sabittir. Boylece, M manifoldu

Mg x M7 X5 M biciminde yerel olarak bir carpik carpimdir.

4.3. My xp My xo M, FORMUNDA BIR (ASIKAR OLMAYAN) IKI KATLI
CARPIK CARPIM 1.DERECEDEN HAS YAMUK YARI-DEGISMEZ ALT
MANIFOLD ICIN BIR ESITSIZLIK

Bu boliimde, bir (M, F, g) yerel ¢carpim Riemanniyen manifoldunun Mg X s My X6 M|
formunda bir iki katl ¢arpik carpim 1.dereceden has yamuk yari-degismez alt
manifoldunun ikinci temel formunun normunun karesi icin ¢arpik fonksiyonlar cinsinden
bir esitsizlik kurulacaktir, burada M7, M| ve Mg, bir (M, F,g) yerel carpim Riemanniyen

manifoldunun sirasi ile bir degismez, bir ters-degismez ve bir has egik alt manifoldudur.

My x , My X ¢, M3, bir M Riemanniyen manifoldunun iki katli ¢arpik carpim alt manifoldu
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olsun. Bu durumda [11] den, M; ye teget her X; birim vektorii i¢in

K(Xo,X;) = Koj = %((onXo)(fi) —Xo(Xo(f)))

4
(4.40)
Vfi,Vfi
K(Xi,X;) =Kij = —w, i,j=1,2
fifj
oldugu bilinmektedir. TM nin {ey,ey,...,e, } yerel ortonormal ¢atisini alinirsa, Gauss
denkleminden,
- 2
T(TM)=2(TM)+ Y, Y, (Wi —(hi;)?) (4.41)

r=m+11<i#j<m

elde edilir. Bu denklemde /i — m = boyT M dir.

Simdi genel esitsizligi kanitlamaya hazinz.

M bir (M, F, g) yerel carpim Riemanniyen manifoldunun, m = mg + mj + my-boyutlu

Mg X s M7 X 5 M| formunda bir iki kath ¢arpik ¢arpim 1.dereceden has yamuk
yari-degismez alt manifoldu olsun.

TM nin {€1,...,€mys Cmy-+1s---s Emy-+my > Emy-+mi+1s s Emotmi+my > €m+15 ---» € } dogal
ortonormal bazi secilsin dyle ki burada T My nin ortonormal bazi {ey, ..., en, }, TMr nin
ortonormal bazi {€p+1, ..., €mg+m, }» TM | nin ortonormal bazt {€,,1m +1, ---> Emg-+my+my }+

T--M nin ortonormal bazi {e,, 11, ...,es} dir.

Teorem 4..6 M = Mg X s My X5 M| m-boyutlu bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifold
(M,F,g) nin m-boyutlu asikar olmayan iki katli ¢arpik carpim 1. dereceden yamuk
yari-degismez alt manifoldu olsun, dyle ki burada Mg, Mt ve M | sirast ile M nin has egik,

deismez ve ters degismez alt manifoldlaridir. Bu durumda

(i) M alt manifoldunun ikinci temel formu

%||h||2 >T(TM) —7T(TMg) — T(TMr) —T(TM))
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f o fo
esitligini saglar, burada m; = boyMt ve my, = boyM |

(ii) (4.42) esitsizliginde esitligin ozdes olarak saglanabilmesi icin gerek ve yeter kosul Mg alt
manifoldunun M icinde tiimel jeodezik olmasidir ve hem My hem de M | alt manifoldlarimn

M icinde tiimel umbilik olmasidur.

Ispat: M = Mg x y Mt x o M bir m-boyutlu yerel garpim Riemanniyen manifold (M, F, g)
nin /m-boyutlu asikar olmayan iki kath ¢arpik ¢carpim 1. dereceden yamuk yari-degismez alt
manifoldu olsun, dyleki burada My, M7 ve M| siras1ile M| nin has egik, degismez ve
ters-degismez alt manifoldlart olsun. Bu durumda (2.20) deki Gauss denkleminde

U=W =e;veV =Z=e¢;alimrsa
R(eisejej ei) = R(eiejejei) +g(h(eiej), heie;)) —g(h(eiei),h(eje;)).
bulunur. Yukaridaki denklemde 1 < i, j < m (i # j) lizerinden toplam alinirsa,
2%(TM) = 21(TM) — m?||H | +||h|
esitligini elde ederiz. (2.28) den dolay1

1 2 mz 2 _
S = T lHP+ wM) - Y Ky

1<i<j<myg
mgy mo+ny
S RN TR VY T 1 Wy 7
m0+1§i<j§m0+m1 m0+m|+1§i<j§mo+m1+m2 i=1j:m0+1
mgy mo+my+my mo+my mo-+mp+my
I T TR S S
i=1 j=mo+m;+1 i=my+1 j=my+m;+1

elde edilir. Boylece,

1 m? _
5Wl!|2 = THH\|2+ T(TM) —1(TMp) — ©(TMr) —T(TM))

mo mo-+mg mo mo-+m-+my mo+my mo-+m+ny
-2 X K-} Y K-} Y Ky
i=1 j=mop+1 i=1 j=mo+mi+1 i=my+1 j=mo+m;+1

denklemine ulasiriz. Yukarida ki denklemin ilk satirindaki son ii¢ teriminde (4.41)
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kullanilirsa,

1 m?
—h||? = —||H||* +7(TM
2|||| 2|| |7+ 7(TM)
i
—f(TMe)— Z Z (h{ihzrz_(hzrt)z)
r=m+1 1<i#t<my
n
—T(T™Mr)— Y ) (K iy — (H3p)?)
r=m+1my+1<jA<my+m;

m
_ 2
—T(TM)~ ), ) (Raahpy = (hap)”)
r=m+1my+m;+1<a£b<mg+m+my
mgy mo-+m mqy mo-+mp+my mo+my mo-+my+nip
-y L K-} Y K- ) ) K
i=1 j=mgp+1 i=1 j=mo+m+1 i=mo+1 j=mo+m;+1

elde edilir. O halde (4.40) denklemlerinden dolay1

mo mo-+mg Af mo mo-+img-+my AC
Y Y Kj=m—, Y Y Kj=m—
i=1 j=mo+1 f i=1 j=motm+1 d
ve
mo+my mo-+my+my V{.Vo
K;j = —mm, 51 VO)
i=mo+1 j=mo+m;+1 f

bulunur. Bu denklem (4.43) de kullanilirsa,

1 m? _ Af Ao g(Vf,Vo)

—||n|]? = == ||H|*+ T(TM) —m -~ —my)— CAREAR A

Sl = S [IH7 =+ B(TM) —m=s —ma= = mmy == -
m

~2(TMg)— ), ), (hfhi—(h})?)
r=m+11<i#t<my
m
—T(TMr)— Y > (it = (")
r=m-+1my+1<j#I<my+m

m

—#(TM,) - Y Yy (Bahiy, — (R)?).

r=m+1my+m;+1<ab<mo+m;+my

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

(4.43)
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1 m? _ Af Ac g(Vf,Vo)
—||h|]? = —||H|? TM) —m;—= — my— AL )
2|| | 5 |H[|"+ T(TM) —m ¥ m— +mymy o

—T(TMg) — T(TMyp) —2%(TM )

£ Y Y WY Yy

r=m+1 1<i#£t<my r=m+1my+1<jAI<mgy+m;
m 5 m
r rpr
+ Z Z (hap)” — Z Z (hizhy)
r=m+1my+m|+1<a#b<my+mi+m; r=m+11<i£t<my

1=

r r
(hjj ll)
r=m+1mo+1< j# <mo-+m

m

- Z Z (h;ah;;b)

r=m+1my+m|+1<a#b<my+mi+my

haline gelir. Elde ettigimiz bu denkleme

B () 0

l\)l*—‘

teriminin eklenip ¢ikarilmasi ile

1 m? ) Af Ac g(Vf,Vo)
—||h|]? = =||H||*+ T(TM) —mi—— —my— cAMEARA.SA
2H I > H|"+ T(TM) —m Fm +mymy o

— H(TMg) — T(TMy) — T(TM,)

£ Y Y WY Yy

r=m+11<i#t<my r=m+1my+1<jAI<my+m
i i (4.44)
2
+ ) Y ()= Y, Y, (Hghiy)
r=m+1my+m;+1<a£b<mg+mi+my r=m+11<i#t<my
m m
- L - L )> (aahy,)
r=m+1 m0+1§j5£l§m0+m1 r=m+1my+m+1<a#b<my+m|+my
1 i r \2 r 1 & r \2 r 2
E Z (( 11) +"'+(hmm) >_§ Z (( 11) +"'+(hmm) )
r=m+1 r=m+1

denklemine ulasiriz. Burada, (2.24) denkleminden,

1
P =Y Y (P2 Y X (i

r=m+1 r=m+11<i#j<m
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esitligini elde ederiz. Bu esitlikte de (4.44) kullanilirsa

1 m? ) Af Ac g(Vf,Vo)
~||h|? = —||H| TM) —my —> — my— cAMAR Y,
R L B
—2(TMg) —T(TMr) —T(TM,)
m m
+ XY )+ ) Yy’
r=m+1 1<i#t<my r=m+1my+1<jAI<mgy+m (4.45)
- , m 2
> )y (i) =~ 1|
r=m+1my+m;+1<a#b<mgy+m;+my
1 m
Y (%) + ot ()
r=m+1

elde edilir. O halde (4.42) esitsizligi (4.45) den elde edilir. (4.42) de esitligin saglanabilmesi
icin gerek ve yeter sart

m

Y Y Hp)r=o

r=m+11<i#t<m

(4.46)

m

Y (Gt (Hy)?) =0
r=m+1

denklemlerinin ger¢eklenmesidir. Bu durumda i, j € 1,....mver e m+1,...,m icin

hi; = g(h(ei,ej),er) = 0 sonucuna ulagilir. O halde g = 0. M = Mg X y M7 X ¢ M formunda
bir iki katli ¢arpik ¢arpim alt manifoldu i¢in, Mg nin M icinde tiimel jeodezik oldugu ve
hem M7 hem de M| nin M icinde tiimel umbilik oldugu bilinmektedir. M nin 4 ikinci temel
formu 6zdes olarak sifir oldugundan, My, M icinde tiimel jeodezik ve hem M7 hemde M |,

M iginde tiimel umbiliktir.

Simdi de (4.42) esitsizliginin baska bir uygulamasi verilmisgtir.

Teorem 4..7 M = Mg x y M7 X 5 M | m-boyutlu bir yerel ¢carpim Riemanniyen manifold
(M = Mi(cy) x My(c2),F,g) nin m-boyutlu asikar olmayan iki katl carpik carpim 1.
dereceden yamuk yari-degismez alt manifoldu olsun, éyle ki burada Mg, Mt ve M | sirasi

ile M nin has egik, degismez ve ters-degismez alt manifoldlaridir. Bu durumda M nin h
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ikinci temel formunun normunun karesi

1 A Ao
||h||2 > §(C1+C2) (m0m1+m0m2+m1m2) —2m17f—2m2?
(4.47)
V£,V
+2m1m2—g( JJ:; )

esitsizligini gercekler, burada mo =boyMg, m; =boyMr, my =boyM | ve my+my +my =m

dir.

ispat: (2.44) denkleminde X,Y ve Z nin yerlerine X = ¢;, Y = Z = ¢; secilir ve ¢; ile i¢

carpimi alinirsa

_ 1

R(ei,ej,ejei) = Z(Cl +c2){g(ej,ej)g(ei ei) —g(ei ej)g(ej,e)
+8(Fej,ej)g(Fei,e;) — g(Fei,ej)g(Fej,e;) }
1

Z(Cl —2){g(ej ej)g(Fei,e;) — glei,ej)g(Fej,e;)

+g(Fej7ej)g(ei7ei) _g(Feiaej)g(ejaei)}

elde edilir. 1 <i# j <mi¢in TM nin baz vektorleri iizerinden toplam alinirsa,

21(TM) = i(CHrCz){ Y glejepglene)— Y glene;)

1<ij<m 1<i#j<m

+ Y, g(Fejejg(Feie)— Y, g(Feiej)g(Feje)}
1<iZj<m 1<iZj<m

Je-e){ ¥ sleealFec)— Y slenes(Fese)

1<ij<m 1<i#j<m
+ Z g(Fej,ej)g(ei,ei) — Z g(Fei,ej)g(ej,e,')}
1<i#j<m I<izj<m
elde edilir. M bir m-boyutlu yerel ¢arpim Riemanniyen manifold, M = M (c;) x M3(c3) nin
Mg X s M7 x5 M| formunda /m-boyutlu agikar olmayan iki katl ¢arpik ¢arpim 1. dereceden
yamuk yari-de§ismez alt manifoldu olsun. 7Myg ve T Mt nin ortonormal c¢ati1 alanlarini
sirastyla {e; =secOTey,...,em, =secOTey, } ve
{Femy+1 = emg+1,--, Fer = e, Fer 1 = —eri1, ... Femyrm, = —€my+m, } olarak segilsin.
Ayrica TM | nin ortonormal ¢at1 alanlanini {emo+m1+la ooy €my+my +m, § Olarak secelim.
Burada egik agis1 6 olan My egik alt manifoldu igin 1 < i < my iken g(Fe;,e;) = cos 0 elde
edilir ve 1 <i# j <myg iken g(Fe;,ej) = 0 elde edilir. my+ 1 <i <t iken g(Fe;,e;) =1 ve
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t+1<i<my+m iken g(Fe;,e;) = —1 elde edilir. Dahas1 M | ters-degismez bir alt
manifold oldugu i¢in mg +m; + 1 <i < mg+mj +my = miken g(Fe;,e;) =0 ve
mo+my+1<i# j<my+m+my=miken g(Fe;,e;) =0 elde edilir. Boylece, bu

gercekleri kullanarak asagidaki denklemleri elde ederiz.

) g(Fej,ej)g(Feie;) =my—3
mo+1<izj<mo+m

Y s(Fejej)g(Feiei) = (mo—1)cos*6

1<izj<m

Z g<€j,€j)g(F€i,ei):2t_m1_1 ,
m0+1§i7éjgmo+ml

Y slejej)g(Fei,ei) = (mo—1)cos6

1<iZj<m
Z g(Fej,ej)g(Fei,e;) = Z glej,ej)g(Feje;) = 0.
mo+m+1<i#j<m mo+m+1<i#j<m

\&

Z g(Fej,ej)glej,e) = Z g(Fej,ej)g(Fej,e;) =0.

1<i#j<m 1<i#j<m
1
28(TM) = —(c1+c){m(m—1)+my—3+ (my—1)cos*0}
) (4.48)
+ Z(Cl —C2){2(2t—m1 — 1) ~|—2(m0 — 1)COSO}.
Benzer sekilde TMg, TM7 ve TM | ic¢in sirasiyla
1
2‘L_'(TM9) = Z(Cl —1—02){m0(m0 - 1) + (I’I’lo — 1)0082 9}
] (4.49)
+ é_l(cl —2){2(mo—1)cos 0},
_ 1
2T1(TMy) = é_l(cl +cz){m1(m1 —1)+m; — 3}
| (4.50)

+4_1(C1 —C2){2(2t—m1 — 1)}
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2f(TMJ_) = %(Cl +c2){m2(m2 — 1)} 4.51)

elde edilir. Boylece (4.42) denkleminde (4.48)~(4.51) denklemleri kullanilarak, (4.47)

esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Carpik ¢arpim veya kath ¢arpik carpim alt manifoldlar ([9]) Chen’ in galigmasindan beri
oldukca aktif bir ¢alisma alanidir. Bu tezde bir yerel ¢arpim Riemanniyen manifoldun
belirli tipteki iki kathi ¢arpik carpim alt manifoldlarim1 ¢alistik. Daha net ifade edersek,
My X M| XsMg, M| X s My X Mg ve Mg x y My X 5 M tiplerindeki iki kath ¢arpk ¢arpim
alt manifoldlar ele alindi. Burada My, M| ve My bir (M,F,g) yerel ¢carpim Riemanniyen
manifoldunun sirasiyla degismez, ters-degismez ve (has) egik alt manifoldlaridir. Oncelikle
bir (M,F,g) yerel carpim Riemanniyen yapmn bunlardan, My X M, X Mgy ve
M, Xy My X5 Mg tiplerinde iki kathh carpim c¢arpimlara izin vermedigini diger bir
deyisle buradaki f ve o carpik fonksiyonlarinda biri veya her ikisinin sabit oldugunu
gozlemledik. Bu sonuclarimizi Sonug 4.1 ve Sonug 4.2 de ifade ettik. Ornek 4.1 de ise bir
(M,F,g) yerel ¢arpim Riemanniyen yapinin Mg X s My X oM tipinde bir iki katli carpik
carpim alt manifoldunu inga ettik ve boyle bir alt manifoldu ” Iki katl carpik ¢arpim 1.
dereceden yamuk yari-degismez alt manifold ” olarak adlandirdik. Bu tipteki alt manifoldlar
icin Teorem 4.4 de varlik kosullarimi verdik, daha net bir ifadeyle bir (M,F,g) yerel
carpim Riemanniyen yapida bir 1. dereceden (has) yamuk yari-degismez alt manifoldun
Mg X f M X5 M tipinde bir iki kath ¢arpik ¢arpim alt manifold olmasi i¢in gerek ve yeter
kosullar verdik. ( Bkz. Teorem 4.5 ). Daha sonra , bir Mg X M7 x5 M tipindeki bir alt
manifoldun ikinci temel formunun davranigini inceleyip elde edilen sonuclara dayanarak
literatiirde ”Chen’in diger esitsizligi ” olarak bilinen esitsizlige benzer bir esitsizlik kurduk.
( Bkz. Teorem 4.6 ) Ote yandan 6zel tipteki bir yerel carpim Riemanniyen yapida da, daha
net ifadeyle M = M;(c1) X M>(cz) olmak lizere bir (M,F,g) yerel ¢carpim Riemanniyen

manifoldda da benzer esitsizligi elde ettik.

Bu tezdeki fikir ve sonuglar kullanilarak bir cok makale iiretilebilir, ornegin hemen hemen
Hermityen ve hemen hemen degme yapilarin bazi alt siniflarinda bu tezde ele aldigimiz
My Xy M| X5 Mg, M| Xy My X5 Mg ve Mg Xy Mr X M, bi¢cimindeki iki kath g¢arpik
carpim alt manifoldlar tammlamp calisilabilir. Ustelik elde edilebilecek sonuglar bire

bir ayn1 olmayabilir. Bunun nedenlerinden birisi degismez ve egik altmanifoldlar hemen
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hemen Hermityen yapida daima ¢ift boyutlu iken hemen hemen degme yapilarda daima tek
boyutlu olmasidir. Diger bir neden de bir yerel carpim Riemanniyen yapinin izin verdigi iki
katlt ¢carpik ¢carpim tipine hemen hemen Hermityen ve hemen hemen degme yapilara izin

vermeyebilir ki bunu da zaten literatiirden biliyoruz.

Bu nedenlere dayanarak bu tezdeki fikir ve sonuglarin diger geometrik yap1 ve alt manifold

tiplerine uygulanabilir oldugunu ongormek diisiik bir olasilik degildir.
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