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NISAN -2023

OZET

Bu tez c¢alismasinda iki noktada siireksizlige sahip periyodik Sturm-Liouville sinir - deger - ge-
¢is problemi arastirilmigtir. Calisma bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, Sturm-Liouville
problemleri hakkinda genel bilgiler verilmistir. ikinci boliimde, Sturm-Liouville teorisi ile ilgili li-
teratiirde yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Uciincii boliimde, bu tez ¢alismasinda yararlanilacak
olan Sturm-Liouville teorisine ait tanim, teoremler ve ispatlara deginilmistir. Dordiincii boliimde,
periyodik Sturm-Liouville sinir-deger-gecis probleminin 6zdegerlerinin reel oldugu, 6zfonksiyonlar
sisteminin ortogonal oldugu ve problemin kendine eslenik oldugu ispatlanmistir. Problemle yakindan
ilgili temel ¢oziimler tanimlanmigtir. Temel ¢oziimlere karsilik gelen integral denklemler bulunmusg
ve bu integral denklemler aracilifi ile temel ¢éziimler icin asimptotik formiiller elde edilmistir. Prob-
leme karsilik gelen karakteristik denklem tanimlanmigtir. Calisilan problemin 6zdegerlerinin karak-
teristik denkleminin sifir yerleri ile ¢akisik oldugu gosterilmistir. Son boliimde ise bu caligma ile ilgili
ortaya cikan sonuclara yer verilmisgtir.
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ABSTRACT

In this thesis, the periodic Sturm-Liouville boundary-value-transition problem with discontinuity at
two points is investigated. The study consists of five chapters. In the first chapter, general information
about Sturm-Liouville problems is given. In the second chapter, the works on Sturm-Liouville theory
in the literature are mentioned. In the third chapter, some the methods definitions, theorems and
proofs of the Sturm-Liouville theory which are used in this thesis are given. In the fourth section, it
is shown that the eigenvalues of the periodic Sturm-Liouville boundary-value-transmittion problem
are real. Fundamental solutions closely related to the problem are defined. The integral equations
corresponding to the fundamental solutions are defined and asymptotic formulas for the fundamental
solutions are found by using these integral equations. The characteristic equation corresponding to
the problem is determined. It is shown that the eigenvalues of the studied problem coincide with the
zeros of the characteristic equation. In the last chapter, the importance of the thesis topic is discussed.

Page Number 272

Keywords : Sturm-Liouville Problem, Eigenvalue, Eigenfunction, Boundary-
Transition Conditions, Comparison Theorem, Characteristic Equation

Supervisor : Prof. Dr. Kadriye AYDEMIR



vi

ON SOZ VE TESEKKUR

Oncelikle tez danismanim Prof. Dr. Kadriye AYDEMIR’ e gosterdigi sonsuz sabir, anlayis,
paha bicilemez egitimi ve hosgoriilii davranigi icin en icten tesekkiirlerimi sunarim. Kendi-
sinden matematigin yanisira pek ¢ok sey 0grenmis olmakla beraber arastirmayi, iiretmeyi
ve gelistirmeyi 0grendim. Kendisinin 68rencisi olup ders almak benim i¢in biiyiik bir onur-
dur. Yiiksek lisans egitimim boyunca iizerimde emegi bulunan tiim hocalarima sonsuz saygi
ve tesekkiirii bir bor¢ bilirim. En onemlisi hayatim boyunca her basarimin arkasinda sev-
gisini, giivenini, sabrini ve sonsuz destegini en derinden hissettiren canim annem ve canim
babam Selma - Erkan YUKSEL e, bu hayatin giizelligi konusulurken bahsedecegim kisi olan
Meryem COLDUR’a, tez ¢calismam siirecinde beni daima motive edip daha iyi odaklanmama
yardimcei olan kiymetlilerim Zeynep - Ismail COSKUN’a, en degerlilerim ve miniklerim Alp

Arslan COSKUN ve Kutay Berk COSKUN’a sonsuz saygi, sevgi ve tesekkiirlerimi sunarim.



vil

ICINDEKILER

Sayfa

OZET . . . . iv
ABSTRACT . . . . o oo v
ONSOZVETESEKKUR . .. .. .. ... i, vi
ICINDEKILER . . . .. .. . . . e viii
RESIMLERDIZINI. . . . .. ... ... . . . ix
SIMGELER VE KISALTMALARDIZINI . . . ... ... .. ... ......... X
1. GIRIS . . . . . . e, 1
2. LITERATUROZETI . . . ... ... . . . . 2
3. GENELBILGILER . . . . . . ... ... ... 6
4. BULGULAR . . . . . . .o 15
4.1. Swnir Deger Gegis Probleminin ffadesi . . . ... ... ........... 15

4.2. Problemin Gegis Sartlarim1 Saglayan Sturm-Liouville Denklemi I¢in Kargi-

lagtirma Teoremi . . . . . . . . . ... 16
4.3. Sinir Deger Gegis Probleminin Ozdegerlerin Reel Olma Durumu . . . . . . 25
4.4. Ortogonallik . . . . . . . .. .. 28
4.5. Sir Deger Gecis Probleminin Kendine Esleniklik Durumu . . . . . . . .. 30
4.6. Problemle Ilgili Yardimci Baslangi¢ Deger Problemleri . . . . . ... ... 33

4.7. Baslangic Deger Problemlerinin Coziimleri Ile Esdeger Olan integral Denk-

lemler . . . . . . . . 38
4.8. Baglangi¢ - Deger Problemlerinin Coziimleri i¢in Asimptotik Davramiglar . 48
4.9. Karakteristik Denklem . . . . ... ... ... ... o L. 60

5. SONUC VEONERILER . . . ... ... ... ... ... 69



viii

KAYNAKLAR . . . . e 70

OZGECMIS . . . o o 72



Resim

Resim 2.1. Bir Telin Titresimleri

RESIMLER DIZINi
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida su-

nulmustur.
Simgeler Aciklama
R Reel Sayilar Kiimesi
C Kompleks Sayilar Kiimesi
H Hilbert Uzay1
L Lineer Operator
L* L Operatoriiniin Adjointi
Lyla,b] Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

Il |l Norm

W (i, xi) Wronskian Determinanti



1. GIRIS

Charles Sturm (1803-1855) ve Joseph Liouville (1809-1882), 1836 ve 1837°deki bir ma-
kale serisiyle kendi adlariyla isimlendirilen Sturm-Liouville sinir deger teorisinin kurucu-
lar1 olarak bilinirler. Sturm-Liouville sistemleri, sinir kosullarina sahip ikinci mertebeden
lineer diferansiyel denklemlerdir ve genellikle fiziksel sistemleri temsil eden kismi diferan-
siyel denklemlerdeki degiskenlere ayirma yontemi kullanildiktan sonra elde edilmektedirler.
Sturm-Liouville denklemine fizik, kuantum fizigi, mithendislik, astronomi, mekanik prob-
lemleri, elektrik iletkenligi, jeofizik, meteoroloji ve doga bilimlerinin diger dallar1 vb. gibi
bircok cesitli uygulama alanlarinda sikca karsilagilmaktadir.

Sturm-Liouville problemleri genel olarak regiiler, singiiler ve periyodik olmak iizere ii¢ farkli
sekilde karsimiza cikar. Kiire bi¢imindeki bolgedeki fiziksel siireclerin matematiksel modeli
olusturuldugunda elde edilen problemler genel olarak periyodik Sturm-Liouville problemle-
ridir. Ayrica bir¢ok titresim problemleri de periyodik sinir-deger problemlerine indirgenmek-
tedir. Boyle problemlere 6rnek olarak Yer’in sismik hareketleri, ince telin titresimi, atmosfer
dalgalar1 gosterilebilir.

Fiziksel bir problemin ¢6ziimii i¢cin Sturm-Liouville probleminin asagidaki 6zellikleri elde
edilmedilir.

(i) - Ozdegerlerini bulmak,

(ii) - Ozdegerlerine karisilik gelen uygun 6zfonksiyonlarini bulmak,

(i11) - Verilmis fonksiyonu 6zfonksiyonlarin serisine agmak.



2. LITERATUR OZETI

Diferansiyel denklemler i¢in énemli bir yere sahip olan Sturm-Liouville denklemleri adini
ilk olarak 18. yy ortalarinda Charles Sturm (1803-1855) ve Joseph Liouville’den (1809-
1882) alan son derece gelismis teori ve aktif bir ilgi alamdir. i1k olarak 1s1 iletimi prob-
lemlerine uygulanan Sturm-Liouville teorisi giiniimiizde daha genis alanlara yayilmis olup
cesitli fiziksel problemlere uygulanmaya baglanmistir. Bundan dolay1 matematikgiler iki yiiz

yila yakin siiredir Sturm-Liouville problemleri iizerinde ¢alismalarina devam etmektedirler.

Piyano, gitar veya keman teli gibi iki direk arasina gerilmis gergin, homojen bir tel dii-
siiniin. Daha sonra teli, enine kiiciik titresimler yayacak sekilde c¢ekin. Bir telin hareketsiz
(¢cekilmemis) halinden sapmasi u = u(x,t) denklemi ile gosterilsin. Eger u = u(x,t), telin
hareketsiz (¢cekilmemis) halinden sapmasini gosteriyorsa o zaman u fonksiyonu asagidaki

dalga denklemini, baslangi¢ kosullarini ve sinir kosullarini saglar.

Uy = CP ity 0<x<l,t>0
u(x,0) = f(x),u(x,0) =gx), 0<x<I 2.1
u(0,) =0,u(l,t) =0, t>0

Burada [ telin uzunlugu olur. ¢ = \/g dalga yayilma hizidir. 7 teldeki gerilimin yatay bile-
senidir. p ise telin lineer yogunlugu olur. f ve g fonksiyonlari, telin ilk yer degistirmesini ve

hizin1 belirtmektedir. Homojen olan bu tele, eger dis kuvvetler etki ederse dalga denklemi
Uy = Pty +u(x,1)

biciminde yazilir.

u

=

0

<>

A — A
v S

Resim 2.1. Bir Telin Titresimleri

Burada u(x,7) fonksiyonu, Sekil (2.1)’deki tel ¢ekildiginde enine dogru olusan titresimleri



modellemektedir. Eger tel homojen degilse, o zaman p = p(x) > 0 olur. Dalga fonksiyonu-
nun tiirevi 7 > 0 fonksiyonunun ya bir sabit ya da ¢t zaman degiskenine bagl bir fonksiyon

oldugunu gosterir. Boylece daha genel olarak dalga denklemi modeli

p(x)ur = (T(t)ux),

halini alir. Eger tel homojen ise, p(x) = pg ve T = Ty olur. Burada pg ve 7y sabittir ve ¢ = , / ;_?)
dir. (2.1) dalga denklemine sinir sartlariyla birlikte

u(x,t) =Xx)7T(t)
biciminde degiskenlerine ayirma yontemi uygulanirsa

X"(x)+AX(x) =0, X(0)=0, X(I)=0,
T"(x) +Ac*T (1) =0 (2.2)

elde edilir. Burada A ayirma sabitidir. u(x,7) = X (x)T(¢t) ¢oziimii, 6zdeslik olarak sifir de-
gilse onemli olacaktir. Bu denklem her zaman X (x) = 0 asikar ¢6ziimiine sahiptir. Bu ne-
denle, ayrilmig ¢6ziimler (2.2) probleminin, agikar olmayan ¢6ziimlere sahip A degerleri igin
kullanigh olacaktir. Yani, degiskenlere ayirma yontemi X icin bir Sturm-Liouville problemi
ortaya cikarmistir. Eger tel homojen degilse ve gerilimin yatay bileseni zamana bagliysa, o

zaman (2.2) denklemi

X"(x)+Ap(x)X(x) =0 (2.3)
X(0) =0, X(I) =0

seklinde olur ve ayrilmig bir ¢6ziimiin zaman faktorii
T"(x)+Ar()T =0
denklemini saglar.

Diferansiyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir kosullarini saglamak i¢in bir 6zdeger
parametresi iceren adi lineer diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinden asimptotik denklem-
ler elde ederek regiiler sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar ve bu 6zfonksiyonlar igin

fonksiyonlar sisteminin tamlig1 G. D. Birkhoff tarafindan ispatlamistir (Birkhoff, 1908).

Reel periyodik katsayiya sahip eslenik diferansiyel operatorlerin spektral agilimi, 1950’11
yillarda Gelfand tarafindan verilmistir (Gelfand, 1950).



J. W. Lee, Periyodik Sturm-Liouville sinir deger problemlerinin spektral 6zellikleri ve sa-
linim teoremleri tizerine bir ¢calisma yapmustir (Lee, 1972).

Eastham, Periyodik diferensiyel operatorlerin (Hill, Dirac, Diftizyon denklemi vs) periyodik
ve antiperiyodik smir kosullarini saglamak tizere spektrumlarin dagilimi ile iligkili dnemli

calismalar yapmustir (Eastham, 1974).

A. Boumenir, Shannon-Whittaker 6rnekleme teoremi ile Paley-Wiener uzaylarinda interpo-
lasyon tekniklerini kullanarak bir periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini he-
saplamistir (Boumenir, 1999).

O. Sh. Mukhtarov, M. Kandemir ve N. Kuruoglu, Ele alinan aralifin sadece u¢ noktala-
rin1 degil, ayn1 zamanda bir siireksizlik noktasini, sonlu sayida i¢ noktay1 ve soyut lineer
fonksiyonelleri de iceren siireksiz katsayilar ve sinir kogullart ile diferansiyel denklem tara-
findan {iiretilen 6zdeger parametresi ile sinir deger problemini arastirmiglardir (Mukhtarov,
Kandemir, & Kuruoglu, 2002).

H. Volkmer & P. Binding, Periyodik Sturm-Liouville problemine bir Priifer agis1 yaklagimi
adli makalesinde Priifer a¢1 analizine antiperiyodik/periyodik Sturm-Liouville problemleri-

nin nasil indirgenecegini arastirmislardir (Binding & Volkmer, 2012).

K. Aydemir, Ozdegere bagli sinir ve gegis kosullari ile iki aralikli Sturm-Liouville denk-
leminden olusan yeni tip sinir-deger problemlerini arastirmak icin operator-teorik yontem

gelistirmistir (Aydemir, 2014).

F. Rictsz, V. Neumann, K. O. Friedrichs ve diger matematikciler, Simetrik ve kendine es-

lenik operatorlerin spektral analizini olusturmuslardir (Duygun, 2013).

O. Sh. Mukhtarov ve meslektaslari, Denkleminde 6zdeger parametresi iceren Sturm-Liouville
denkleminin yani sira sinir sartlarinda da 6zdeger parametresi igeren siireksiz problemleri
incelemiglerdir (Aydemir, 2014), (Aydemir & Mukhtarov, 2017), (Aydemir & Mukhtarov,
2021c), (Sh., Aydemir, Jabbarov, & Olgar, 2018), (Mukhtarov, Kadakal, & Mukhtarov, 2002),
(Mukhtarov, Kadakal, & Altinigik, 2004).

H. Olgar ve O. Sh. Mukhtarov, Sinir kosullarinda 6zdeger parametresi ve sinir kosullari ile
birlikte iki ayrik aralikta tanimlanmig ikinci mertebeden diferensiyel denklem olan Sturm-
Liouville denkleminden olusan yeni tip bir sinir deger probleminin bazi spektral 6zelliklerini
arastirmiglardir (Olgar & Mukhtarov, 2017).



M. Kandemir, K. Aydemir ve O. Yilmaz, Siireksizlik noktasi ile verilen periyodik bir Sturm-
Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 hakkinda calisma yapmigslardir (Yilmaz,
Kandemir, & Aydemir, 2019).

K. Aydemir, F. Muhtarov ve S. Pag, Tanimlanan aralikta siireksizlik noktasiyla verilen ayn1
zamanda bu noktada gecis kosulu iceren bir antiperiyodik sinir deger probleminin spektral
ozelliklerini incelemistir (Pas, Aydemir, & Mukhtarov, 2020).

O. Sh. Mukhtarov ve K. Aydemir, Periyodik Sturm-Liouville denkleminin, sinir kosullari
ve bir i¢ noktadaki ek iletim kosullar1 altinda bazi spektral ozelliklerini arastirmiglardir
(Aydemir & Mukhtarov, 2021a).

O. Sh. Mukhtarov ve K. Aydemir, Ug aralikta tamimlanan iki i¢ siireksizlik noktasinda dort
gecis sartiyla tanimlanan periyodik Sturm-Liouville problemini arastirmiglardir (Aydemir &
Mukhtarov, 2021b).

Cesitli tiirdeki diferansiyel denklemler icin periyodik Sturm-Liouville problemleri literatiirde

kapsamli bir sekilde incelenmistir.



3. GENEL BILGILER

Bu kisimda, ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan baglica tanimlarin, teoremlerin ve yar-

dimc1 teoremlerin ifadelerine yer verilmistir.

3.1 Tanim [ # (@ ayn1 zamanda toplama ve bir skaler ile ¢arpma iglemlerinin tanimli oldugu
herhangi kiime, K’nin de (kompleks ya da reel) cisim oldugunu kabul edelim. Asagidaki
aksiyomlarin saglandigin1 kabul edelim.

A) (I,+) cebirsel yapist degismeli gruptur. Yani,

l)Herm,neligcinm+nel

2)Hermnelicinm+n=n+m

3) Her m,n,k € I igin (m+n) +k=m+ (n+k)

4) Her m € I igin m+ 0 = m esitligi saglayan O € I eleman1 mevcuttur.
)

5) Her m € I i¢in m+ (—m) = 0 olacak sekilde (—m) € I eleman1 mevcuttur..
B) m,n € I ve A1, A, € K i¢in asagidaki kosullar saglanmaktadir.

1) Aimel

2)Herm,n € I ve her A; € K i¢in A;(m+n) = Aym+ An
3)Herm € I ve her A1,A; € K i¢in (A} + Ap)m = Aym+ Aym
4)Her m € I ve her A1, A € K i¢in (A1 A2)m = A1 (A,m)

5) Her m € I igin 11 = I olacak bigimde 1 € K vardir.

Bu takdirde / kiimesine K cismi lizerinde bir vektor uzay (lineer uzayi) denir. K = R se-
cilirse I kiimesine reel lineer uzay, K = C secilirse / kiimesine kompleks lineer uzay adi
verilmektedir (Bozkurt & Tiiren, 2000).

3.2 Tanim V, n-boyutlu bir reel vektor uzay1 olmak tizere Wi ve W,, V vektor uzayinin iki

alt vektor uzay1 olsun.

Wi+W,=V
WiNnw, = {0}

kosullar1 saglantyorsa V' vektor uzayimna W; ve W, alt vektor uzaylarinin direkt toplam uzay1

denir ve Wy & W, =V ile gosterilir.



3.3 Tamim Bir 7 lineer uzay: (vektor uzay1) iizerinde tanimlanan ||.|| : / — R fonksiyonu
asagidaki

1) Herm € I i¢in ||m|| > 0

2)Herme ligin |m|=0<m=0

3)Herm e Ive A € R (veya C) i¢in ||Am|| = |A|||m]|

4) Her m,n € I i¢in ||m+n|| < ||m|| + ||n]|

aksiyomlar1 sagladig1 takdirde bu fonksiyona bir norm denir. Eger I lineer uzayi iizerinde ta-
mimlanmis olan ||.|| fonksiyonu norm aksiyomlarini sagliyorsa, (7, ||.||) sirali ikilisine normlu

lineer uzay ya da sadece normlu uzay adi verilir (Orlicz, 1992).

3.4 Tamm (I, ]|.]|) normlu lineer uzay: iizerinde
d:I1xI—R dx,y)=|x—y|

ile tanmimlanan d fonksiyonu bir metrik belirtmektedir. Bu metrige de ||.|| normu tarafindan

iretilen metrik denilmektedir (Orlicz, 1992).

3.5 Tamum (Z, ||.||) normlu bir uzay ve (a,) bu uzayin iginde bir dizi olsun. Eger her € > 0
icin m,n > N oldugunda ||x, — x;,|| < € olacak bicimde €’a bagl bir N € N bulunabiliyorsa
(a,) dizisine bir Cauchy dizisidir denir (Orlicz, 1992).

3.6 Tanmim Eger I normlu lineer uzayinda d(m,n) = ||m — n|| metrigine gore her Cauchy

dizisi yakinsak ise / uzayina tam normlu uzay denir (Orlicz, 1992).

3.7 Tanim K = C yada K = R olmak iizere V, K cismi tizerinde taniml1 herhangi bir lineer

uzay olsun. V lineer uzayi tizerinde taniml
(,):VxV—=K
dontistimii

1) Her m € V i¢in (m,m) > 0 ve (m,m) =0 <= m=0
2)
3)

4) Her m,n,k € V igin (m+n,k) = (m,k) + (n,k)

Her m,n € V igin (m,n) = (n,m)

Her m,n €V ve A € K i¢in (Am,n) = A{(m,n)

kosullarini saglasin. Bu sartlari saglayan (.,.) doniisiimiine bir i¢ ¢arpim, (V, (.,.)) siralt iki-



lisine de i¢ carpim uzay1 (veya on Hilbert uzay1) denir (Naimark, 1968).

3.8 Tanim i € V ve (V,(.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. i vektoriiniin normu
_ 1/2
il = ¢i.0)!/? = <Z |Sj!2>
J=k

seklinde tanimlanmaktadir. Boylece (V,(.,.)) i¢ carpim uzay1 bir normlu vektor uzayi belirt-
mektedir (Naimark, 1968).

3.9 Tanim (V,(.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Buna gore
lel| = {e,e)!/?

i¢ carpim uzayi1 tam ise yani (V, (,)) uzayindaki her Cauchy dizisi bir ¢y noktasina yakinsiyor

ise bu i¢ ¢carpim uzayina Hilbert uzay: denir (Kreyszig, 1978).

3.10 Tanim N Hilbert uzayinda herhangi bir D C N lineer alt uzay1 olmak iizere
L:DCN—=N
dontigiimii tanimlansin. Eger her 11,4, € C ve her e1,e; € D igin
L(Are1 + Axer) = A1L(ey) + A2L(e2)

esitligi saglaniyorsa L’ye lineer operator, D’ye ise L operatoriiniin tanim bolgesi ad1 verilir.
D(L) ile gosterilmektedir (Naimark, 1968).

3.11 Tamim Z,D(Z) tanmim bolgesinde lineer bir operatdr olmasi sartiyla
Zy=Ay

esitligi saglanan y # 0 vektorii var ise A sayisina Z operatoriiniin 6zdegeri, y vektoriine de

bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor denir (Kreyszig, 1978).

3.12 Tamm L, bir H Hilbert uzayinda bir sinirl lineer operator olsun. Her uy,u, € D(L) CH
icin

(Luy,up) = (uy,L up)
denklemi saglandig1 takdirde L*’a L’nin bir eslenik operatorii ad1 verilir.

Eger D(L) = D(L*) ve L = L* oldugu durumlarda da L operatorii kendine eslenik operator



olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).

3.13 Tanim p;(x), p2(x) ve p3(x) bir [a, b] kapal1 araliginda siirekli fonksiyonlar olmak iizere
ve p1(x) # 0 olmasi sartiyla herhangi bir
d*y

P TS+ T+ (P30 + A)y =0

ikinci mertebeden olan lineer ve homojen diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklem pj (x)

fonksiyonuna boliindiigiinde

()  p()dy  p3x)y Ay

o2 T g i) O

denklemi elde edilir. Buradan denklemi tiirevlenebilen bir p(x) > 0 fonksiyonu ile ¢carparsak

() dy . pa(x)y
TP @ TP

+p(x)

denklemi bulunur. Son ifadede p(x) fonksiyonu

/ . xp2(x>
p(X)—p( )Pl(x>

olacak bigimde segilirse ve g(x) = p(x)

gosterimleri tanimlanirsa verilen ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemi

& (P ) a0+ 2500 =0

Sturm-Liouville denklemi seklinde yazilabilmektedir. Bu denklemde p(x) tiirevlenebilirdir

ve q(x), r(x) ise siirekli fonksiyondur.

p(x), p'(x), g(x), r(x) fonksiyonlar1 bir a < x < b aralif1 iizerinde siirekli ve p(x) > 0 ve
r(x) > 0 fonksiyonlari a < x < b arahigindaki tiim x degerleri igin reel fonksiyon ve A € C

olmak iizere
[p()y] +q(x)y+Ar(x)y =0 3.1

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir.

Eger L diferansiyel operatorii
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biciminde tanimlanirsa (3.1) denklemi
Lly] = Ar(x)y (3.2)
seklinde operator denklem bi¢iminde yazilabilir.

3.14 Tanim Regiiler Sturm-Liouville problemi

(p(x)y] +q(x)y+Ar(x)y=0 a<x<b (3.3)
diferansiyel denklemi ile birlikte u¢ noktalardaki

ay(a)+ By'(a) = 0 ve yy(b) + 6y'(b) =0 (3.4)

sinir kogullarindan olugan bir problemdir. Burada p(x), p’(x), g(x) ve r(x) fonksiyonlari
a <x < b aralif1 iizerinde reel degerli ve siirekli fonksiyonlar olup p(x) > 0 ve r(x) > 0 dur.
a, B, 7, 8 reel sabitler, > 4+ B% # 0 ve >+ 8> # 0 ve A € C ise x den bagimsiz dzdeger

parametresidir.

3.15 Tamm Herhangi bir A = A; degeri i¢in bu problemin sifirdan farkli bir y;(x) # 0 ¢6ziimii
mevcutsa, A; degerine problemin bir 6zdegeri, y;(x) fonksiyonu i¢in de bu 6zdegere karsilik

gelen uygun 6zfonksiyon adi verilir.

3.16 Tanim (3.3) — (3.4) denklemleri ile verilen problemde:

i) p(x), q(x) ve r(x) fonksiyonlarinin en az bir tanesi, verilen sinir noktalarindan en az bi-
rinde sonlu limite sahip degildir.

ii) (a,b) aralig1 sonsuzdur, yani sadece a = —eoo ya da b = oo ya da her ikisi sonsuz.

iii - Keyfi x € [a,b] i¢in p(x) = 0 ya da keyfi x € [a,b] i¢in r(x) =0

durumlarindan en az biri saglandig takdirde singiiler Sturm-Liouville problemi olarak ad-
landirilir (Kandemir, 2021).

3.17 Tamm p(x), p'(x), q(x), r(x) fonksiyonlari bir a < x < b aralif1 iizerinde reel degerli
siirekli fonksiyon ve p(x) >0, g(x) > 0 ve r(x) > 0 fonksiyonlar1 a < x < b araligindaki tiim

x degerleri i¢in reel fonksiyon ve A € C olmak iizere

[p()y] +q(x)y+Ar(x)y=0 a<x<bh (3.5)
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denkleminden ve

y(a) = y(b) (3.6)
y'(a) =y'(b) (3.7)

sinir kosullarindan olugsan problem periyodik Sturm-Liouville problemi adi verilir (Kandemir,
2021).

3.1 Teorem Periyodik Sturm-Liouville problemleri icin agsagidaki 6zellikler saglanir.

1) (3.1) - (3.7) Periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir.

i) (3.1) - (3.7) Periyodik Sturm-Liouville probleminin farkli olan 6zdegerlerine karsilik ge-
len 6zfonksiyonlar ortogonaldir. Yani (3.1) - (3.7) probleminin A,, # A, 6zdegerlerine karsi-

lik gelen 6zfonksiyonlar sirasiyla ¢, ve ¢, ise bu durumda

(Ons Om) = /ab O (X) P (X)r(x)dx = 0

saglanir.
iii) - Bir periyodik Sturm-Liouville probleminin sayilabilir sonsuz sayida (A,,) 6zdegeri vardir

ve bu dzdegerler
7L] <7l,2<7l,3<...
biciminde siralanabilir ve

lim A, = o
n—oo

esitligi saglanir (Boyce & DiPrima, 2016).

3.18 Tamim Asimptotik olarak sinirlilik
f,8:D C C — C fonksiyonlar1 verilsin ve zg € C noktas1 D kiimesinin bir yi1§ilma noktas1

olsun. Eger zp-1n en az bir delinmis komgulugunda

|f(2)| < K|g(2)]

esitsizligi en az bir K > 0 i¢in saglaniyorsa, yani 6yle 6 > 0 ve K > 0 sabitleri varsa ki

0 < |z—z0| < 8 olacak sekilde yukaridaki esitsizlik saglanirsa bu durumda

f(2)=0(g(2)), z—20

biciminde yazilmaktadir. Bu sonu¢ z — zg i¢in f(z) fonksiyonunun g(z) fonksiyonundan

asimptotik olarak biiyiik olmadigin1 gosterir ve ’biiyiik O’ ile gosterilir. Dolayisiyla z — zg
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icin g(z) fonksiyonunun hem zp noktasinda hem de zp noktasinin bir komsulugunda sifir

olmamasi sart1 saglandig1 durumda

‘ f(2)
8(2)

Zo-1n delinmis komsulugunda sinirhdir.

3.19 Tanim Asimptotik olarak kiiciikliik
Eger her € > 0 i¢in dyle bir 6 > 0 sayist vardir ki 0 < |z— z9| < 0 olacak sekilde her z igin

1f(2)] < €lg(2)]

saglanirsa bu durumda

f(z) =o0(g(z)), z—20

bigiminde yazilir. Dolayisiyla z — 7 igin g(z) fonksiyonunun hem z( noktasinda hem de z

noktasinin bir komgulugunda sifir olmamasi sarti saglandig1 durumda

olur. Bu da z — 79 i¢in f(z) fonksiyonunun g(z) fonksiyonundan asimptotik olarak daha

kiiciik oldugunu ve ’kiiciik o’ mertebesinde oldugunu gosterir.

3.20 Tanim Asimptotik olarak esitlik
Eger

1@
}ng(z) l

ise f ve g fonksiyonlar1 z — zg i¢in asimptotik olarak esittir denir ve bu durum

f(2) ~g(2), z— 20

ile gosterilir. Bu durumda

f(2) = g(z) +0((2)), 2= 20

olacagi aciktir. Bu esitlikte f(z) fonksiyonunun asimptotik olarak g(z) fonksiyonuna egdeger
oldugunu ifade eder. Ornegin, z — 0 icin sinz = z + o(z?) esitligi bize sinz —z — 0 m z?
den daha hizli sifira yakinsar oldugunu séyler. sinz = z + O(z*) bize sinz—z — 01 z =0

noktasinin komsulugunda z3 gibi davrandigini soyler.



13

Ornekler

e f(t) =0(1), t — 1y igin t ifadesi #y’a yakin oldugunda f(¢) fonksiyonunun sinirh

oldugu anlamina gelir.

t —toicin f(t) =o(1) = f(t) — 0.

t — ooigin f(t) = 52+t 43 ise o zaman f(t) = o(t3), f(t) = O(t?) ve f(t) ~ 5t elde
edilir. Fakat r — O igin f(¢) ~ 3 elde edilir.

o t — ooicin 1190 = p(¢"), cost = O(1) elde edilir.

t — 0+ igin > = o(r), e~/ = o(1), tant = O(¢), sint ~ 1.

t — 0igin sin(1/r) = O(1), cost ~ 1 — 1¢2
3.21 Tanim (Karsilagtirma Teoremi)
Li(u) =u"+m(x)u=0

ve
Ly(u)=u"+t(x)u=0

denklemleri verilsin. Bu Lj(u) = 0 ve Lp(u) = 0 denklemleri x € [a,b] i¢in m(x) < t(x)
kosulunu saglasin. Lj(u;) ve L(up) olsun. O halde sifir olmayan ¢oziimler i¢in u (x) in iki

ardigik sifirinin arasinda u;(x) de en az bir sifira sahiptir (Swanson, 1968).

3.2 Teorem Birinci mertebeden

dy_

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada

(a) f fonksiyonu, xy-diizleminin D gibi bir bolgesinde x ve y’nin tek degerli, siirekli bir
fonksiyonu ve

b) ‘3—]; kismi tiirevi de, (x,y) € D i¢in x ve y’nin siirekli bir fonksiyonu, ayrica (xg,yo) €
D olsun. O halde (3.8) denkleminin, & > 0 yeterince kiiciikk olmak iizere bir |x — xo| < h

araliginda tamimli olan ve

¢ (x0) = yo (3.9)

sartin1 saglayan bir tek ¢ coziimii vardir (Shepley & Ross, 1985).
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3.22 Tamim (Cauchy Integral Formiilii) Eger

1se bu durumda

esitligi saglanir. Burada
M, _1(x) =up+ux+ WX+ .y !
herhangi bir (n — 1). mertebeden tiirevlenebilir bir polinom olarak bilinir.

3.23 Tanim u(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda tanimlanmig ve Lebesgue anlaminda 61-
giilebilir bir fonksiyon olsun. Eger |u(x)|* fonksiyonu bir kapal [a,b] araliginda Lebesgue
anlaminda integrallenebilirse u(x) fonksiyonu bu [a,b] kapali araliginda karesi integrallene-

bilen fonksiyon adini alir ve Vx € [a, b] i¢in Ly [a, b] uzayi,

Laja,b] — {u(x) : /ab|u(x)|2dt < oo}

denklemiyle tanimlanmaktadir. Bu uzaydaki i¢ carpim ise Vx € [a,b], Vu,m € L, igin

seklinde tantmlanmaktadir. Ayrica tanimlanan i¢ carpim uzayi bir Hilbert uzayidir (Kreyszig,
1978).
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4. BULGULAR

Bu boliimde iki noktada siireksizlige sahip olan Sturm-Liouville problemi tanimlanmigtir.
Daha sonra sinir ve gecis sartlar1 kullanarak problemle ilgili teoremler verilmis ve ispatlan-

migtir.
4.1. Smur Deger Gecis Probleminin Ifadesi
Bu calismada
—u"(x) +q(x)u(x) = Au(x), x€la,c1)U(c1,c2)U(c2,b] 4.1)
diferansiyel denkleminden;

u(a) = u(b) (4.2)
u'(a) = u'(b) (4.3)

u(ey) = ow(cy) (4.4)
u'(ey) = éu’(cf ) (4.5)
u(cy ) = Bu(cy) (4.6)
d(cy) = il (cf) .7)

gecis kosullart ile verilen sinir deger gecis problemindeki bazi 6zellikler arastirilmigtir. Bu
problemde ¢(x), [a,c1),(c1,c2) ve (cp,b] araliklarinin her birinde siirekli fonksiyondur. Ay-

rica

q(ci£) = lim ¢(x), g(co£) := lim g(x)

x—c1t x—cpt

limitleri mevcuttur ve A kompleks 6zdeger parametresidir. o # 0, B # 0 reel sayilardir.

4.1 Tanim Ly(a,cy) ® La(c1,¢2) ® La(ca,b) uzayi (a,cy), (c1,c¢2), (c2,b) araliklarinin her bi-

rinde karesi integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1 olsun. Buradaki (u,u,) i¢ ¢arpimi

(uy,up) := /aCl uj (x)uz(x)dx—f—/;2 uj (x)uz(x)dx—f—/: up (x)up(x)dx

biciminde tanimlanmaktadir.
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4.2. Problemin Gecis Sartlarim Saglayan Sturm-Liouville Denklemi Icin Karsilas-
tirma Teoremi

4.1 Teorem Kabul edelim ki u; (x) fonksiyonu
Ly (u) = uf (x) +m(x)u; (x) =0, x € [a,c1)U(cy,c2)U(ca,b]

denkleminin x = ¢y, ¢ noktalarinda (4.4)-(4.7) gecis sartlarin1 saglayan asikar olmayan ¢o-

ziimii olsun. Benzer sekilde uy(x) fonksiyonu ise
Lo(u) =l (x) +1(x)uz(x) =0, x € [a,c1)U(c1,c2)U(cz,b]

denkleminin x = ¢, ¢, noktalarinda (4.4)-(4.7) gecis sartlarin1 saglayan asikar olmayan ¢o-
ziimii olsun. [a,c;) U (c1,¢2) U (cp,b] tamim kiimesinde m(x) < #(x) olsun. O halde u;(x) in

iki ardigik sifirnin arasinda u, (x) de en az bir sifira sahiptir.

Kanit Tlk olarak
uf (x) +m(x)uy(x) =0 ve us(x)+t(x)uz(x) =0

esitlikleri sirasiyla uy ve u; fonksiyonlari ile carpildiginda
u (x)ua () +m(x)uy (x)uz (x) = 0 ve ul (x)uy (x) +1(x)uz(x)ur (x) =0
esitlikleri elde edilir. Elde edilen esitlikler taraf tarafa ¢ikartilirsa
(h (V)2 () = s ()aer (x))" = [t (x) = )]s (x)ua (x) (4.8)

esitligi bulunur. x; ile x,, u;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifirt olarak verilsin. Eger bu nok-
talar [a,cy), (c1,¢2) ve (c2,b] araliklarindan sadece birine ait ise (4.8) esitliginin x;’den x’

ye integrali alindiginda

[ @) = m@ i W@y = [ (@ @) - ()’ ds
= (W () — () () |

= uy (x2)ua (x2) — 1y (x )y (x2) — (31 Jup (1) + 1 (o1 Juey (1)

elde edilir. Bu integral sonucunda ortaya ¢ikan u(x1) ve uj(xp) yerine u(x;) = uj(xp) =0

yazilirsa denklem

uy () ua () — uf (x1 )uz (x1) = /X2 [t (x) — m(x)]u; (x)up (x)dx 4.9)

X1
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halini alir. (x7,x;) araliginda u;(x) fonksiyonunun sifirt olmadigini kabul edelim. O halde
up(x) ve up(x) fonksiyonlarinin negatif ya da pozitif oldugu durumlarini incelememiz gere-
kir.

A) Kabul edelim ki (x1,x2) C (a,c;) olsun.

a) uy(x) >0 ve up(x) > 01igin (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), u; (x) # 0, up(x) #
0, u1(x) > 0 ve uz(x) > 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sol
tarafini inceleyebilmek i¢in u} (x;) ve i) (x2) fonksiyonlarimn isaretleri arastirilmas: gerek-

mektedir. Buradan hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

’ L ul(xl—i—Ax)—ul(xl) , L ul(x2+Ax)—u1(x2)
thn) = A, Ax ve uj(xz) = A, Ax

yararlanalim. (a,c;) arahi@inda u;(x) > 0 ve u;(x) fonksiyonunun ardigik iki sifir1 x; ile x
oldugundan u;(x) fonksiyonu x; noktasinda artan fonksiyon, x, noktasinda da azalan bir

fonksiyondur. Ger¢ekten de

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| +Ax € (x1,x2) oldugundan ve u;(x;) =0 ve u; (x; +
Ax) > 0 olur. O halde

Coour(xp+Ax) —u(x our(xp+Ax
i) = fim, "I i MRS 2

elde edilir. Fakat u/(x;) = 0 olamaz. Ciinkii bu durumda varlik ve teklik teoremi geregi
u1(x) = 0 olur. Bu ise kabuliimiiz geregi geliski olusturur. Boylece u (x;) > 0 elde edilir.
Ayrica Ax > 0 oldugu durumda u (x;) = 0 ve x nin sol komgulugunda u; (x) > 0 oldugundan,

X2 nin sol komgulugunda u; (x) < 0 olmalidir. Bu nedenle

ui(x2 +Ax) —uy (x2) lim ui (x2 + Ax) <

0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -

bulunur. Yani (x2) # 0 oldugundan u} (x2) < 0 bulunmus olur.

b) u;(x) < 0 ve up(x) < 0 i¢in (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), u;(x) < 0 ve
up(x) < 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x;) ve u} (x) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

’ L M](X]+AX)—M1(X1) ' . Lt1(X2+AX)—Lt1(X2)
= o "SI0 e )= g

yararlanalim.
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i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

ul(xl—i—Ax)—ul(xl) — im ul(xl—f—Ax) <

0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -

elde edilir. u}(x;) # 0 oldugundan buradan u/(x;) < 0 elde edilir. x, < x; +Ax € (x1,x2)

oldugundan

ul(xz—i—Ax)—u](xz) ~ lim ul(xz—f—Ax) >0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

elde edilir. u] (x2) # 0 oldugundan buradan u (x2) > 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u)(x) < 0, up(x) < 0 sartlart igin u}(x;) < 0 ve u}(x2) >0
olmaktadir. Dolayisiyla (4.9) denklemi g6z Oniine alinirsa bu denklemin sag tarafinin pozitif
oldugu, sol tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir celiski ortaya ¢cikarmaktadir.
Dolayisiyla kabuliimiiz yanhs olup uy(x) fonksiyonunun (x,x;) araliginda en az bir sifirt

vardir.

¢) ui(x) >0 ve up(x) < 0 kabul edilip (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < ¢(x), uj(x) > 0
ve up(x) < 0 olup esitligin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek igin ] (x;) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tirev tanimindan

Py e (xan HAY) —ug (xg) by e W+ AY) —ug(x)
0 = fim, G e i = g

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiiciik ise ise x; < x| +Ax € (x,x7) oldugundan

ul(x1+Ax)—u1(x1) — lim ul(x1+Ax)

>0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

elde edilir. u}(x;) # 0 oldugundan buradan u/(x;) > 0 elde edilir. xo < x; + Ax € (x1,x2)

oldugundan

, + Ax) —up(xp) . up(x+Ax)
/ = 1|I| Ml(xz — m —<O
t (x2) Av0 Ax Ax—0 Ax -

elde edilir. u} (x2) # 0 oldugundan buradan u (x2) < 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) > 0, up(x) < O sartlart igin u}(x;) > 0 ve u}(x2) <0
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olmaktadir. Dolayisiyla (4.9) denklemi goz 6niine alinirsa bu denklemin sol tarafinin pozitif
oldugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir celiski ortaya ¢ikarmak-
tadir. Dolayistyla kabuliimiiz yanlis olup u;(x) fonksiyonunun (xj,x;) aralifinda en az bir

sifir1 vardir.

d) ui(x) < 0 ve up(x) > 0 igin (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), u;(x) < 0 ve
up(x) > 0 olup denklemin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x1) ve u (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmasi gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

pooy e Wi AY) —ug (x) Py e W+ AY) —uy (x)
o0 = fim, G e i = g

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

ax) - Ax
M) = fim MO A) mnb) (A

<0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadur. ) (x;) # 0 oldugundan buradan u/ (x;) < 0 elde edilir. x, <x; +Ax € (x1,x2)

oldugundan

ul(xz—i—Ax)—ul(xz) — im ul(xz—f—Ax)

>0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadur. / (x;) # 0 oldugundan buradan u) (x2) > 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) < 0, up(x) > 0 sartlart igin u}(x;) < 0 ve u}(x2) >0
olmaktadir. Dolayisiyla (4.9) denklemi goz 6niine alinirsa bu denklemin sol tarafinin pozitif
oldugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonu¢ da bir celigki ortaya ¢ikarmak-
tadir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlig olup u;(x) fonksiyonunun (x,x;) araliginda en az bir

sifir1 vardir.
B) Kabul edelim ki (x1,x2) C (c2,b) olsun.

a) uj(x) > 0 ve up(x) > 0 icin (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < t#(x), uj(x) > 0 ve
up(x) > 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in u (x) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri aragtirilmas: gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tirev tanimindan
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yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

uy (X1 +Ax) —uy(xy) - u (x1 + Ax) >0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

elde edilir. u}(x;) # 0 oldugundan buradan u/(x;) > 0 elde edilir. xo < x; + Ax € (x1,x2)

oldugundan

Ax
Uy (x2) = lim m (X2 +Ax)

<0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

elde edilir. u} (x2) # 0 oldugundan buradan u (x2) < 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) > 0, up(x) > 0 sartlart igin u}(x;) > 0 ve u}(x2) <0
olmaktadir. Dolayisiyla (4.9) denklemi goz oniine alinirsa bu denklemin sag tarafinin pozitif
oldugu, sol tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir celigki ortaya ¢cikarmaktadir.
Dolayisiyla kabuuliimiiz yanlig olup u(x) fonksiyonunun (x;,x,) araliginda en az bir sifiri

vardir.

b) u1(x) < 0 ve up(x) < 0 igin (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), uj(x) < 0 ve
up(x) < 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x]) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmasi gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

, . MI(X1+AX)—M1(X1) / L ul(x2+Ax)—u1(x2)
= o MO ) o O

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x| < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

d ) = fim M) —nx) (A

<0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadir. Buradan u (x;) # 0 oldugundan i (x ) < 0 elde edilir. x» < xp +Ax € (x1,x2)
oldugundan

U+ Ax) —u(x oup(xo+Ax
e B

bulunmaktadir. Buradan u/ (x;) # 0 oldugundan u} (x2) > 0 elde edilir.
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Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) < 0, up(x) < O sartlart igin u}(x;) < 0 ve u}(x2) >0
olmaktadir. Dolayisiyla (4.9) denklemi g6z Oniine alinirsa bu denklemin sag tarafinin pozitif
oldugu, sol tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir celigki ortaya ¢cikarmaktadir.
Dolayisiyla kabuliimiiz yanlig olup u;(x) fonksiyonunun (x1,x;) araliginda en az bir sifiri

vardir.

¢) ui(x) > 0 ve up(x) < 0 i¢in (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < t(x), uj(x) > 0 ve
up(x) < 0 olup denklemin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x;) ve u (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas gerekmektedir. Buradan
hareketle bu ifadelerin tiirev tantmindan

’ o ul(xl—i—Ax)—ul(xl) , L ul(x2+Ax)—u1(x2)
)= o MO ) o O

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

d ) = fim MO A) mbx) (A

>0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadir. Buradan ] (x ) # 0 oldugundan i (x) > 0 elde edilir. x» < xp +Ax € (x1,x2)
oldugundan

uy (X2 +Ax) —up(x2) - uy (x2 + Ax) <0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

elde edilir. Buradan u} (x2) # 0 oldugundan u (x;) < 0 bulunmaktadir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) > 0, up(x) < O sartlart igin u}(x;) > 0 ve u}(x2) <0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.9) denklemi goz Oniine alinirsa bu denklemin sol tarafinin
pozitif oldugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug¢ da bir celiski ortaya cikar-
maktadir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup u,(x) fonksiyonunun (xj,x;) araliginda en az

bir sifir1 vardir.

d) u;(x) < 0 ve up(x) > 0 igin (4.9) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), u;(x) < 0 ve
up(x) > 0 olup denklemin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafin1 inceleye-
bilmek i¢in ] (x) ve u} (x) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

. + Ax) — uy (x1) .
/ - uy (x1 ' _
ul(xl) A):go Ax Ax—0 Ax

yararlanalim.
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i) Ax > 0 yeteri kadar kiiciik ise x; < x; +Ax € (x1,x;) oldugundan

ul(xl—i—Ax)—ul(xl) — im ul(xl—f—Ax) <

0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -

bulunmaktadir. Buradan ] (x) # 0 oldugundan i (x) < 0 elde edilir. x, < xp +Ax € (x,x2)

Ax) — Ax
i) = tim MEFAD ) _ e e +A)

0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -

bulunur. Buradan i/ (x2) # 0 oldugundan | (x2) > 0 bulunmaktadir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) < 0, up(x) > 0 sartlart igin u}(x;) < 0 ve u}(x2) >0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.9) g6z oniine alinirsa bu denklemin sol tarafinin pozitif ol-
dugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir ¢eligki ortaya ¢ikarmaktadir.
Dolayisiyla kabuliimiiz yanhs olup u;(x) fonksiyonunun (x;,x;) araliginda en az bir sifirt

vardir.

C) Verilen sartlar i¢in ¢y < x; < ¢3 < xp < b olsun. Buradan

X1

[ ) = m @t [ i)~ mar (e ()

X2

+uy (X)uz (x) — 1y (x)y (x)

uy (¢ Jua(cy ) —up(ey Juy(cy ) — uy (x1)ua (xy) 41t (xy )uy (x1)

uy (x2)uz (x2) — 1t (xp)u1 (x2) — 1y (c3 Yua (3 ) +up(c3 Jui(c3)

1y (%) (x) — 3 (x)uy (x)

_|_

elde edilir. Burada u(c, ) = Bu(cy ), u'(c5 ) = %u’ (c5) gegis sartlart kullanilarak ve u; (x1) =
ui(xp) = 0 oldugu dikkat edilirse

uy (x)ua (x2) — uy (x1 )uz (x1) = /CZ [£(x) — m(x)Juy (x)uz (x)dx

X1

+ /;2 [£(x) — m(x)Jur (x)uz (x)dx (4.10)

bulunur. (xj,x;) araliginda uy(x) fonksiyonunun sifirt olmadigini kabul edelim. O halde

up(x) ve up(x) fonksiyonlarmin negatif ya da pozitif oldugu durumlari incelememiz gere-
kir.

a) u1(x) > 0 ve up(x) > 0 i¢in (4.10) denklemi incelendiginde, m(x) < t(x), uj(x) > 0 ve

up(x) > 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
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bilmek i¢in ] (x;) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmasi gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

, . MI(X1+AX)—M1(X1) / L ul(x2+Ax)—u1(x2)
= o MO ) o O

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x| < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

. up (g +Ax) —ug(xg) . up(x +Ax)
() = Jlim, Ax R v

>0

bulunmaktadir. Buradan ] (x;) # 0 oldugundan i (x) > 0 elde edilir. x, < xp +Ax € (x1,x2)
oldugundan

uy (X2 +Ax) —up(x2) g uy (x2 + Ax) <0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadir. Buradan u/ (x;) # 0 oldugundan u} (x2) < 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) > 0, up(x) > 0 sartlart igin u(x;) > 0 ve uj(x2) <0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.10) gdz Oniine alinirsa denklemin sag tarafinin pozitif oldugu,
sol tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir ¢eligki ortaya ¢ikarmaktadir. Dola-

yistyla kabuliimiiz yanlig olup u,(x) fonksiyonunun (x1,x;) araliginda en az bir sifir1 vardir.

b) uj(x) < 0 ve uy(x) < 0 icin (4.10) esitligi incelendiginde, m(x) < t(x), u;(x) < 0 ve
up(x) < 0 olup denklemin sag tarafi pozitif bulunur. Fakat denklemin sag tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x;) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas gerekmektedir. Buradan
hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

up(x1 4+ Ax) —up(xq) e il

(1) = Al)go Ax ¢ mlx)= Aliglo Ax

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x| < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

Cour(xep+HAx) —u(x oooup(x +Ax
o) = iSRRI = M <0

bulunmaktadir. Buradan ] (x;) # 0 oldugundan i (x; ) < 0 elde edilir. x» < xp +Ax € (x1,x2)
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oldugundan

U+ Ax) —up(x oour(xo+Ax
) = im PRSI = iy MRS 50

bulunmaktadir. Buradan u/ (x;) # 0 oldugundan u} (x2) > 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) < 0, up(x) < O sartlart igin u}(x;) < 0 ve u}(x2) >0
olmaktadir. Dolayistyla (4.10) gbz 6niine alinirsa bu denklemin sag tarafinin pozitif oldugu,
sol tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir ¢eligki ortaya ¢ikarmaktadir. Dola-

yistyla kabuliimiiz yanlis olup u; (x) fonksiyonunun (xj,x;) araliginda en az bir sifir1 vardir.

¢) ui(x) > 0 ve up(x) < 0 icin (4.10) denklemi incelendiginde, m(x) < #(x), uj(x) > 0 ve
up(x) < 0 olup denklemin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
bilmek i¢in ] (x;) ve u (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmas: gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tirev tanimindan

’ T ul(xl-l—Ax)—ul(xl) ; y
up(xp) = Al;go A ve uj(xp) = Aligo Ax

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x; < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

uy (X1 +Ax) —ug (xy) - uy (x1 + Ax) >0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadir. Buradan i} (x) # 0 oldugundan i (x) > 0 elde edilir. x, < x +Ax € (x1,x2)
oldugundan

, + Ax) —up(xp) . up(x+Ax)
f(x2) = lim 102 = lim 22 <
nile) = fim, Ax AT A S

elde edilir. Buradan u} (x2) # 0 oldugundan u (x;) < 0 bulunmaktadir.

Bu sonuglar dikkate almarak u; (x) > 0, ua(x) < 0 sartlar1 i¢in / (x1) > 0 ve u/(x2) < 0 ol-
maktadir. Dolayisiyla (4.10) denklemi g6z Oniine alinirsa bu denklemin sol tarafinin pozitif
oldugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug¢ da bir celigki ortaya ¢ikarmak-
tadir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlig olup u;(x) fonksiyonunun (x,x;) araliginda en az bir

sifir1 vardir.

d) uj(x) <0 ve up(x) > 0 igin (4.10) denklemi incelendiginde, m(x) < t(x), u;(x) < 0 ve

up(x) > 0 olup denklemin sag tarafi negatif bulunur. Fakat denklemin sol tarafini inceleye-
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bilmek i¢in ] (x;) ve u} (x2) fonksiyonlarinin isaretleri arastirilmasi gerekmektedir. Buradan

hareketle bu ifadelerin tiirev tanimindan

, . MI(X1+AX)—M1(X1) / L ul(x2+Ax)—u1(x2)
= o MO ) o O

yararlanalim.

i) Ax > 0 yeteri kadar kiigiik ise x| < x| + Ax € (x1,x2) oldugundan

d ) = fim MO A) mnx) (A

<0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -

bulunmaktadir. Buradan u (x;) # 0 oldugundan i (x ) < 0 elde edilir. x» < xp +Ax € (x1,x2)
oldugundan

uy (X2 +Ax) —up(x2) g uy (x2 + Ax) >0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bulunmaktadir. Buradan u/ (x;) # 0 oldugundan u} (x2) > 0 elde edilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak u;(x) < 0, up(x) > 0 sartlart igin u(x;) < 0 ve uj(x2) >0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.10) denklemi goz Oniine alinirsa bu denklemin sol tarafinin
pozitif oldugu, sag tarafinin ise negatif oldugu goriiliir. Bu sonug da bir celiski ortaya ¢ikar-
maktadir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup u;(x) fonksiyonunun (x;,x;) araliginda en az

bir sifir1 vardir. ]

Diger durumlar tamamen benzer sekilde arastirilabilir.

4.3. Smur Deger Gecis Probleminin Ozdegerlerin Reel Olma Durumu

4.2 Teorem (4.1) — (4.7) Sinir deger problemin 6zdegerleri reeldir.

Kanit Kabul edelimki A bu problem i¢in herhangi bir 6zdeger olsun ve u(x) de buna kargilik
gelen uygun 6zfonksiyon olsun. A min reel oldugunu gosterelim. Eger (4.1) denkleminin
ve (4.2) - (4.7) smir-gegis sartlarmim kompleks eslenigini alirsak, A nin da bu problemin
bir 6zdegeri oldugunu goriiriiz. Bu durumda 7(x) fonksiyonu da A 6zdegerine uygun olan
0zfonksiyon olur.

Bu durumda asagidaki denklemler yazilabilir.

—u" (x) +q(x)u(x) = Lu(x) (4.11)
—" (x) + q(x)u(x) = Au(x) (4.12)
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(4.12) esitligine kargilik periyodik sinir sartlar1 ve gegis sartlar

ii(a) = u(b) (4.13)
W' (a) = (b) (4.14)
u(cy) = au(cy) (4.15)
W (cy) = éa’(cf) (4.16)
u(cy) = Pu(cy) (4.17)
w(c;)= %a’(c;) (4.18)

|
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=
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=
~—
!
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=
~

(4.19)
—a" (x)u(x) + q(x)a(x)u(x) = Au(x)u(x) (4.20)

denklemleri elde edilir. Devaminda (4.19) ve (4.20) denklemleri taraf tarafa ¢ikartilirsa
— (W ()a(x) — 7 (x)u(x)) = (A v I) (u(x)a(x)) 4.21)
denklemi elde edilir. Buradan hareketle (4.21) denklemi diizenlenirse
(" (@)u(x) — " (a(x) = (@ (x)ulx) - (x)a(x))’
olur ve (4.21) denklemi
(@ ()u(x) — o (x)a(x)) = (/'L . I) (u(x)a(x)) 4.22)
bi¢iminde yazilabilir. (4.22) esitliginin a dan ¢| ye integrali alimirsa

(&

<

(z-%) / () dx (# (u(x) = ()a(x)) |
= [@' (e Juley) —u (e a(er)]

— [@(a)u(a) — ' (a)u(a)] (4.23)

denklemi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gecis kosullar1 (4.23)
denkleminde yerine yazilirsa

(a-7) / () dx :éa'(cf)au(cf) _ éu%cf)om(cf) 7 (a)u(a)

+u(a)u(a) (4.24)
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denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.22) esitliginin ¢; den c2+ ya integrali alinirsa

(-7 / " w)E)dx = (@ ()ulx) — o ()

+
1

— [@(cDulct) —u (¢ Ya(c])] (4.25)

denklemi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gecis kosullar1 (4.25)

denkleminde yerine yazilirsa

(x-7) [ ? u(x)a(x)dx :éu’(c;)ﬁu(c;) - %u’(c;)ﬁu@) — o (e7) u(er)
+ au'(cl)éﬁ(cl) (4.226)

denklemi bulunur. Yine benzer sekilde (4.22) esitliginin c; den b ye integrali alinirsa

(l - I) /: u(x)u(x)dx = (@ (x)u(x) — o' (x)u(x)) IC}
= [ (b)u(b) —u' (b)u(b)]
— [#(c)u(ey) — (e )u(c3)] (4.27)

denklemi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gecis kosullar1 (4.27)

denkleminde yerine yazilirsa

_ b
(/1 - /1) / . w(x)a(x)dx = (a)u(a) — ' (a)i(a) — Bﬁ/(cz_)éu(cz_)
+ ﬁu/(cz)%ﬁ

elde edilir. Simdi (4.24),(4.26) ve (4.28) denklemlerinin her iki tarafi toplandiginda

(c3) (4.28)

(A—7) [ / “ a0u(x)dx+ / f () u(x)dx + / ;ﬁ(x)u(x)dx] —0

yani

(A—7) [/1 yu(x>\2dx+/f ]u(x)\zdx—l—/: |u(x)]2dx] —0 (4.29)
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elde edilir. u(x) 6zfonksiyon oldugu igin sifirdan farklidir. Bu durumda

[/:1 |u(x)|2dx—i—/01iz |u(x)]2dx+/cij \u(x)]zdx] >0

yazilabilir. O halde (4.29) esitliginden

yani

A=21

olur. Buise (4.1) — (4.7) smir-deger-gecis problemin tiim 6zdegerlerinin reel oldugunu gos-

terir. ]

Not: Tiim 6zdegerler reel oldugu i¢in her 6zdegere uygun reel degerli 6zfonksiyon bulunur.

Bu nedenle bundan sonra tiim 6zfonksiyonlarin reel degerli oldugunu kabul edebiliriz.

4.4. Ortogonallik

4.3 Teorem (4.1)—(4.7) Periyodik Sturm-Liouville probleminde A; # A, 6zdegerlerine kar-

silik gelen uygun u (x), up(x) 6zfonksiyonlari ortogonaldir. Yani
c cy b

(uy,up) = / up (x)up (x)dx+ /+ up (x)up(x)dx+ /+ up (x)up(x)dx =0
a Cl C2

Kanit uy(x),uy(x) sirasiyla A ve A, 6zdegerlerine karsilik gelen uygun 6zfonksiyonlar ol-

dugundan

—1{ (%) + q(x)ur (x) = Ay (x) (4.30)
—t (x) +q(x)us (x) = Aoz (x) (4.31)
esitlikleri saglanir. Benzer sekilde u; (x) ve up(x) fonksiyonlari i¢in (4.13) — (4.18) arasinda
belirtilen periyodik sinir sartlar1 ve gecis sartlari diizenlenebilir. Buradan 6nce (4.30) esitligi

up(x) ile (4.31) esitligi ise u;(x) ile ¢arpilirsa ve elde edilen esitlikler taraf tarafa ¢ikarilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

(b (¥)ur (x) — ) (X)ua (x))" = (A1 = A2) (11 (x)uz () (4.32)
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elde edilir. (4.32) esitligi a dan ¢ ye integrali alinirsa

(= 2) [ e x)ax = (o () i ) |

— [up(@)ui(a) — u' (a)uz(a)] (4.33)

denklemi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gecis kosullar1 (4.33)

denkleminde yerine yazilirsa

(A1 —A2) /;1 uy (x)ua (x)dx Zéulz(cfr)aul(CJr) - éuﬁ (e aur(c) — uy(a)uy (a)

+ 1 (a)uy(a) (4.34)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.32) esitliinin c?’ dan ¢, ye integrali alinirsa

(A1 —22) /iz 1y (x)ua (x)dx = (udy (x)ur (x) — uy (x)uz (x) )

€

)

+
¢

Y TICYRCYIEICY]
— [us ()i () —uy (e )ua ()] (4.35)

esitligi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gegis kosullari (4.35) denk-

leminde yerine yazilirsa

(1 =20) [ i (o) = (e (c5) = o ()P
—an(er) pun(er) + o () Smler) (430

denklemi elde edilir.

Yine benzer sekilde (4.32) esitliginin c; dan b ye integrali alinirsa

(M —2A2) /Cb up (x)up(x)dx = (uz(x)ul(x) — ul(x)uz(x)) ;
= [y (b)u1 (b) — uty (b)uz (b)]
— [u5(c3)ui(cy ) —u)(c5 ua(cy)] (4.37)

esitligi elde edilir. (4.2) — (4.7) sartlar1 ve (4.13) — (4.18) sinir gegis kosullari (4.37) denk-
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leminde yerine yazilirsa

b

(1 =a) [ (3 =t @ (@) (@a (@) = By )

+ Bu} (cz)%uz(cz) (4.38)

denklemi elde edilir. Simdi (4.34),(4.36) ve (4.38) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(A —2o) / (i) dx+ (A — ) /iz_ul(x)uz(x)dx—l—(ll ) /]jul(x)uz(x)dx:O

€ )

yani
cy cy b
(A —A2) [/a ul(x)uz(x)dx—l—/c+ ul(x)uz(x)dx—l—/c+ ul(x)uz(x)dx] =0

bulunur. Buradan

M# A

oldugundan

/am y (xX)uz (x)dx + /: uy (x)ua (x)dx + /sz uy (x)uz (x)dx = 0

olmalidir. Buise (4.1) — (4.7) sinir deger problemin farkli 6zdegerlerine kargilik gelen uygun

0zfonksiyonlarinin aralarinda ortogonal oldugunu gostermektedir. [

4.5. Smir Deger Gecis Probleminin Kendine Esleniklik Durumu

4.4 Teorem (4.1) — (4.7) sir deger problemi kendine egleniktir.

Kanit Keyfi u(x), v(x) € Lp[a,c1) ® La(c1,c2) ® La(c2,b] fonksiyonlari verilsin. Bu fonksi-
yonlarin (4.2) — (4.7) smir ve gecis sartlarini sagladigini kabul edelim. L(u(x)) diferansiyel

operatori

L(u(x)) = —u" (x) +g(x)u(x)

ile, L(v(x)) diferansiyel operatorii de

L(v(x)) = —=v"(x) +q(x)v(x)
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ile gosterilsin. Problemin kendine eslenik oldugunu gostermek icin

yani

[ HWL00) @)t [ L) v ()
b
+ /C+ [u(x)L(v(x)) —v(x)L(u(x))]dx =0

oldugunu gostermemiz gereklidir. Buradan Lv(x) operatorii u(x) ile Lu(x) operatorii v(x) ile
carpilirsa

u(x)L(v(x)) = =" ()u(x) + q(x)v(x)u(x)
v()L(u(x)) = —u" (x)v(x) + q(x)u(x)v(x)
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikartilirsa
u(x)L(v(x)) = v(x)L(u(x)) = (' (x)v(x) — v(x)'u(x))/ (4.39)

elde edilir. u(x) ve v(x) (4.2) — (4.7) sinir ve gegis sartlarini sagladigindan bu fonksiyonlara
gore periyodik sinir sartlar1 ve gecis sartlar

u(a) = u(b) o(@) = v(b)
i (a) = (b) V(@) =v/(b)
u(er) = aulc) Wer) = av(el)
d(ep) = il () ve V(er) = V(e
u(c3) = Bu(es) We7) = Bole)
() = gu(eh) Viey) = 5v(cd)
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elde edilir. (4.39) esitligi a dan ¢ ye integrali alinirsa

[ GIL0) VL) = (£ (L) — v(x) )

[“’ —V(ep Juley)]
— [u’(a)v(a) —V'(a)u(a)] (4.40)

denklemi elde edilir. Diizenlenen sinir sartlar1 (4.40) esitli§inde yerine yazildiginda

[ L) L) x =il e Yow(e} ) — e yaute]) ~w(avia)
+V(a)u(a) (4.41)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.39) esitliginin cl+ dan ¢, ye integrali alinirsa

[ eOL00) L)) = (0 ()(x) = () [
= [u(c5)v(e5) =V (c5 )u(cy)]
— [ (e )y ( 1) — V(e ule])] (4.42)

denklemi elde edilir. Diizenlenen sinir sartlar1 (4.42) esitlifinde yerine yazildiginda

[ L) ~ v L) = g (65 )Boled) = 5v'(eh)Buted)

1 1
- Om/(cl_)av(cl_) + Ocv/(cl_)au(cl_) (4.43)

denklemi elde edilir. Yine ayn1 sekilde (4.39) denkleminin c2+ den b ye integrali alinirsa

b b
[ (L) = L) e = (o ()~ () |
= [ (B)() — Bu(b)]
- [u’(cz+ )v(cz+ )=V (e3)u(c])] (444)

esitligi elde edilir. Verilen periyodik sinir sartlari ve gegis sartlari (4.44) esitliginde yerine

yazilirsa

/c i (u(xX)L(v(x)) = v(x)L(u(x))) =u'(a)v(a) =V (a)u(a) — Bu(c; )éV(CE )

u(csy ) (4.45)
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elde edilir. (4.41),(4.43) ve (4.45) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
[ L) =L ) s+ [ )L = ()Lt
+ /C:j ((x)L(v(x)) =v(x)L(u(x)))dx =0
elde edilir. Bu ise (4.1) — (4.7) probleminin kendine eglenik oldugunu gosterir. O
4.6. Problemle Ilgili Yardima Baslangic Deger Problemleri

Bu béliimiin igeriginde (4.1)-(4.7) sinir-deger-gegis problemi ile iliskili ve [a,c1), (c1,¢2),

(¢2,b] araliklarinda verilen baz1 yardimci baglangi¢ deger problemleri tanimlanacaktir.

4.5 Teorem Her A € C igin

—u"(x) +q(x)u(x) = Au(x) x€la,c) (4.46)
ula) =1 (4.47)
i (a) =0 (4.48)

denklemleri ile tanimlanan baglangi¢c deger probleminin yalnizca ¢;(x,A) ¢oziimii vardir
ve bu ¢6ziim her bir x € [a,c;) deeri igin A degiskenine gore tiim kompleks diizlemde
analitiktir. Diger bir deyisle V x € [a,c) igin ¢ (x,A), A parametresinin tam fonksiyonudur
(Titchmars, 1962).

4.6 Teorem Her A € C igin

—u"(x) + g(x)u(x) = Au(x) x€ (c1,c2) (4.49)
u(ef) = é(])l(cl_,?t) (4.50)
' (cf) = agi(cy,A) (4.51)

denklemleri ile tanimlananan baglangi¢ deger probleminin yalmzca ¢,(x,A) ¢6ziimii vardir
ve bu ¢6ziim her bir x € (cy,c2) degeri igin A degigkenine gore tiim kompleks diizlemde

analitiktir. Diger bir deyisle V x € (c1,c¢2) igin ¢p(x,A), A parametresinin tam fonksiyonudur.

Kanit (4.1) denklemi, yani:

—u" (x) + q(x)u(x) = Au(x)
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denklemi

bicimde yazilsin. Bu ifadenin art arda iki defa integrali alinirsa

U (x) = /x((q(t) —MNu(t))dt +Mo(A) x € (c1,c2) (4.52)

Cl

u(x) = / "ds / (g(t) = Au())dt +Mo(R)x+Mi(A)  x € (c1,¢2) 4.53)

esitligi elde edilir. (4.53) denklemine Cauchy integral formiilii uygulanirsa
X X
) = [t [ (ale) = 2)u(e))ds+ Mo(A)+ My (2)
Cl t

yani

u(x) = /x(x—t)((q(t) —ANu(t))ds+ Mo(L)x+M; (1) (4.54)

C1

bulunur. My(A) ve M;(A) ifadelerini bulmak i¢in (4.50) ve (4.51) baslangi¢ sartlar (4.52)

ve (4.54) denklemlerinde yerine yazilirsa

ule) = Mo(A)er + My () = ou(er,A)
i (ct) = Mo(2) = adf(cy ,4)

bulunur. Buradan
1
Mo(A) = ad{(cy,A), Mi(A) = g Puler,A) — ad(c,A)er

elde edilir. Elde edilen My(A) ve M;(A) degerleri (4.54) denkleminde yerine yazilirsa

) = [ =1)la)~ )i+ adi(cy A+ L onley 2 —agilep Aer (459

cq
elde edilir. Buradan da goriiliirki (4.55) integral denklemi (4.49) - (4.51) baslangi¢c deger
problemi ile esdegerdir. Simdi ¢ (x,4) *nin (4.50) - (4.52) baglangi¢ deger probleminin bir
tek ¢oziimii oldugunu ve V x € (cy,¢z) i¢in A € C kompleks degigkenin tam fonksiyon oldu-

gunu gostermek i¢in ardigik yaklagimlar metodundan yararlanilacaktir. Bunun i¢in 6nce

(2, 1) = /x(x—t)((q(l) Mg ()t + o6 A m=1,2,... (4.56)

C1

wo(x, 1) = adl(cr,A) + é@ (7 A) — adi (e, A)er 57)

seklinde tanimlanmig {u,,(x,A)} fonksiyonlar dizisi olusturulsun. 7 > 0 i¢in |A| < I olsun.

a <x < ¢y i¢in g(x) ve u(x) fonksiyonlar siireklidir ve sonlu g(ct),i = 1,2... limit degerleri
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var oldugu i¢in |g(x)| < E ve |up(x)| < Z oldugundan E > 0 ve I > 0 sayilart mevcuttur. O
halde |u;, (x) — u,,—1 (x)| ifadesini goz 6niine olalim.

m = 1 icin
i ()~ w0 =| e 1) a0~ Ao ) )
< [ e tllg)u(t) - Auofo)
< [ e rl(gto) (o)~ 21 luo ()]s
< / T(x—t)(E—i—I)Zdt

_ (E-I—I)Z/x(x—t)dt

X

=(E+DNZ [xt — ;}

—(E+D)Z sz—)‘;) - <c1x— (C;)z)}

esitligi bulunur. Yani

—ep)?
()=o) < €+ 02 |00 @58)
elde edilir.
m =2 i¢in
|z (x) — w1 (x)| = ( —1)(q(t)u (t) — Ml(x))dt—/:(x—t)(q(t)uo(t)—luo(X))dt

/Lxﬂm = Ay 1) = o )

)
< [w=ntao +12pE-+nz| " a

g%/x(x D (E+1)Z(t —cy)?dt

(E+1)?*zZ [~
+ / ((1* = 2tc) + cx — (12 = 2tcy 4+ ) )de

E+I 27 [(x c1) }

esitligi bulunur. Yani

o)
Juz (x) — us (x)| s<E+1)2Z[(x 4!1) } (4.59)
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elde edilir. Bu sekilde tiimevarim metodu uygulandiginda

—c 2n
e e (4.60)

esitsizlikleri bulunur. ¢; < x < ¢; oldugundan (x —¢)? < (c2 — ¢1)? dir. Dolayisiyla

(E+1)"Z
2n!

2n

|t () = -1 ()] < (c2—c1)

elde edilir. Buradan

E—I—I "Z

L5

serisi yakinsaktir. Boylece (4.56) - (4.57) ile tanimlanmusg olan {u,,(x,A)} fonksiyonlar dizisi

aracilig1 ile olusturulmus olan
02 (x, 1) Z U (X, A) — 1 (x, 1)) (4.61)

serisi x € (cy,¢2) i¢in I > 0 ve |A| < I sartlart dikkate alinirsa bu seri mutlak ve diizgiin
yakinsak oldugu goriiliir. Bununla birlikte {A € C: |A| < I} bolgesinde (4.61) serisinin her
bir elemani analitik oldugundan ¢, (x,A) fonksiyonu da analitik olur. Boylece (4.61) serisi

x’e gore diizgiin yakinsak ve (4.56) ile tanimlanmisg olan {u,,(x,A)} fonksiyonlar dizisinin

() =1 () = [ (a(0) =) ltn1 1) = w2 (0)) e

€1

a(X) = g1 (x) = (q(t) = A) [tta—1 (x) — g2 (x)]dt

birinci ve ikinci tiirevleri var olup (4.61) serisi de x e gore terim terim diferansiyellenebilir

veE

m(X) =t ()]

I
ok
=
3

97 (x, 1)

3
I

I
s

(q(x) = ) [tn—1(x) = -2 (x)]

3
L

[eo)

— ) {uo(x) + Y, [tm—1(x) — um—2(x)]}

m=3

—2)¢2(x, 1) (4.62)

I I
— —~
< )
— —~~
= =
~— ~—

denklemi saglanir. Bulunan sonug ayni zamanda ¢ (x,A)’nin ve (4.49) denkleminin bir ¢6-

ziimii oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat tamamlanmais olur. ]
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4.7 Teorem Her A € C igin

—u" (x) +q(x)u(x) = Au(x)  x € (ca,b] (4.63)
u(cy) = %q)z(cz_,l) (4.64)
u'(c;) = Bga(ey,2) (4.65)

denklemleri ile tanimlanmig olan baslangi¢ deger probleminin yalnizca ¢3(x, A ) ¢6ziimii var-
dir ve bu ¢oziim her bir x € (¢p,b] degeri igin A degiskenine gore tiim kompleks diizlemde
analitik olur. Diger bir deyisle V x € (¢2,b] igin ¢3(x, 1), A parametresinin tam fonksiyonu-

dur.

Kanit Ispat1 Teorem (4.6) nin ispatina tamamen benzerdir. O

4.8 Teorem Her A € C igin

—u" (x) +q(xX)u(x) = Au(x) x€la,cy) (4.66)
u(a)=0 (4.67)
u(a)=1 (4.68)

denklemleri ile tantmlanmis olan baglangi¢ deger probleminin yalnizca y (x, A) ¢6ziimii elde
edilir ve bu ¢oziim her bir x € [a,c;) degeri i¢in A degiskenine gore tiim kompleks diizlemde
analitiktir. Diger bir deyisle V x € [a,¢;) i¢in x;(x,4), A parametresinin tam fonksiyonudur
(Titchmars, 1962).

Kamit Ispat1 Teorem (4.6) nin ispatina tamamen benzerdir. O]

4.9 Teorem Her A € C igin

—u"(x) +q(@)u(x) = Au(x) x€ (c1,c2) (4.69)
1

u(cfr) = axl (c],A) (4.70)

/() = axiley,2) (4.71)

denklemleri ile tantmlanmis olan baglangi¢ deger probleminin yalnizca y(x, A) ¢6ziimii elde
edilir ve bu ¢6ziim her bir x € (¢, ¢ ) degeri i¢in A degiskenine gore tiim kompleks diizlemde

analitiktir. Diger bir deyisle V x € (c1,¢2) i¢in x2(x, A ), A parametresinin tam fonksiyonudur.

Kamit Ispat1 Teorem (4.6) nin ispatina tamamen benzerdir. ]
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4.10 Teorem Her A € C igin

—u" (x) +q(x)u(x) = Au(x)  x € (ca,b] (4.72)
u(cy) = %xz(cz_,l) (4.73)
u(c;) = Brale;  A) (4.74)

denklemleri ile tanimlanmig olan baglangi¢ deger probleminin bir tek y3(x, A) ¢oziimii vardir
ve bu ¢6ziim her bir x € (cz,b] deeri igin A degiskenine gore tiim kompleks diizlemde

analitiktir. Diger bir deyisle V x € (cp,b] i¢in )3(x,A), A parametresinin tam fonksiyonudur.
Kamit Ispat1 Teorem (4.6) nin ispatina tamamen benzerdir. O]

4.7. Baslangic Deger Problemlerinin Coziimleri Ile Esdeger Olan Integral Denklem-

ler

Bu boliimde yukarida tanimlanan baglangi¢ deger problemleri ile esdeger olan integral denk-

lemleri bulunmustur.

4.11 Teorem (4.46) - (4.48) basglangi¢ deger problemi ile tanimlanan ¢; (x,A) temel ¢oztimii

icin
01(x,A) = cosulx—a) + i / " sinu(e — 5)g(s)6 (s, A)ds (475)
0](x, 1) = —usinu(x—a)+ / " cosu(x—s)g(s)di (s, 1)ds 4.76)
integral diferansiyel denklemleri saglanir.
Kanit (4.46) denklemi
U’ (x) + Au(x) = q(x)u(x) 4.77)

olarak ifade edilebilir. Once
u”(x) +Au(x) =0

homojen denkleminin ¢dziimiinii bulalim. Yukaridaki denklemin karakteristik denklemi
P4+A=0
olup A > 0 i¢in bu denklemin kokleri

r = —\/Ii = \/Xi
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olarak bulunur. Buradan hareketle denklemin ¢6ziimii

VA Vi

i—f—mze
= (m1 +ma) cos VAx+ (—my +my)sin vV Ax

u(x,A) =mpe"

elde edilmistir. Boylece bu denklemin lineer bagimsiz iki ¢oziimii
cosVAx ve sinvVAx
olarak bulunur. O halde denklemin genel ¢6ziimii
u(x,A) = e; cos VAx+eysinvAx (4.78)
seklinde bulunur. Sabitin degisimi yontemini kullanarak (4.77) denkleminin ¢6ziimii
u(x,A) = e (x, 1) cos VAx+es(x,A)sinvVAx (4.79)

biciminde aranacaktir. Burada e (x,A) ve e;(x,A) bilinmeyen fonksiyonlardir. Eger (4.79)

denkleminin x’e gore tiirev alindiginda

' (x,A) =€} (x,2) cos VAx — VAey (x,A) sin VAx + éb (x,A) sin VAx
+VAey(x, 1) cos VAx (4.80)

bulunur. Burada e;(x,4) ve e»(x,4) fonksiyonlarini 6yle belirleyelim ki
¢} (x,A) cos VAx+éy(x,A)sinvVAx = 0 (4.81)
olsun. Son ifade (4.80) esitliginde yerine yazilirsa
' (x,A) = —V2e (L) sinVAx+V2Aer(A) cos VAx (4.82)
esitligi elde edilir. Bu esitligin x’e gore tekrar tiirevi alindiginda

W (x,A) = — VA, (x, M) sinVAx — Ley (x,A) cos VAx + VAey(x,A) cos VAx
—V2er(x,A)sinVAx (4.83)

elde edilir. (4.79) - (4.83) denklemleri (4.77) denkleminde yerine yazilirsa
—VAe| (x,A)sinVAx+VAeh(x, 1) cos VAx = g(x)u(x) (4.84)

esitligi elde edilir. Buradan (4.81) ve (4.84) denklemlerinin olusturmus oldugu denklem sis-
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teminin ¢oziimii ile €] (x,A) ve €}(x,A) bilinmeyen fonksiyonlar: bulunacaktir. Bu denklem

sisteminin ¢oziimiinden

0 sinv/Ax
g(x)u(x) VAcosvAx

_ —sin VAxq(x)u(x)

(L) =
1(4) cosv/Ax sinv/Ax VA
—VAsinvAx V2AcosvAx
(4.85)
elde edilir. Esitligin integrali alindiginda
e1(x,A) = \;—%/:sin\/zsq(s)u(s)ds+el(l) (4.86)
elde edilir. Benzer sekilde
cosv/Ax 0
S () — —VAsinVAx  g(x)u(x) _ cos VAxq(x)u(x)
? cos vV Ax sinv/Ax VA
—VAsinvAx V2AcosvAx
(4.87)
bulunur. Esitligin integrali alindiginda
er(x, 1) = % / " cos Vsq(s)u(s)ds+es (1) (4.88)

elde edilir. Burada e; (4) ve e;(A) keyfi sabitlerdir. (4.86) ve (4.88) esitlikleri (4.79) denkle-

minde yerine yazildiginda

1 g
u(x,A) :ﬁ ;

+% /: sinVAxcos VAsq(s)u(s)ds + ez(A) sin vVAx

cos VAxsinVAsq(s)u(s)ds + ey (1) cos VAx

bulunur. Son esitlik diizenlendiginde
u(x,A) = % / “sinv2 (x—5)q(s)u(s)ds+e1 (L) cos VAx+ey(A)sinvVAx  (4.89)

elde edilir. Benzer sekilde (4.86) ve (4.88) denklemleri (4.82) denkleminde yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapildiginda

u'(x,A) = /ax cos VA (x —5)q(s)u(s)ds — Ve (A)sin VAx+ VAder () cosVAx  (4.90)
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elde edilir. (4.89) ve (4.90) esitlikleri (4.47) - (4.48) baslangi¢ deger sartlarin1 sagladig1 go-
riiliir. Boylece bu baglangi¢ sartlar1 (4.89) ve (4.90) integral denklemlerine uygulanirsa

u(a) = e;(A)cosVAa—er(A)sinvVaa =1
' (a) = Ve () sinVAa+VAes(A)cos Vaa =0 (4.91)

lineer denklem sistemi bulunur. Buradan lineer denklem sistemi ¢oziildiigiinde e;(A) ve

e2(A) sabitleri sirasiyla

1 —sinv2a
0 \/ICOS\/XG \/ICOS\/ICI
er() = - —_ —cosVa
cos VA —sinvVA VAcos2 VA 4+ VA sin? VA
VAsinvVA VAcos VA
(4.92)
ve
cosvVAa 1
VAsinv2Aa 0 T si
er(A) = v — lsm\/Ia. 5 = —sinv2a
cosvVA  —sinvVA VA cos2 VA 4V Asin? VA
\/Isin\/x \/ICOS\/I
(4.93)

seklinde bulunur. e (1) ve e>(A) sabitleri (4.89) esitliginde yerine yazip diizenlendiginde ve
A :=u? esitligi ile gosterilirse

u(x,A) =cosu(x—a)+ i /ax sinu(x —s)q(s)u(s)ds (4.94)

integral denklemi bulunur. O halde ¢; (x, A1) ¢6ziimii i¢in

¢1(x,A) =cosu(x—a)+ ! /x sinu(x —s)q(s)1(s,A)ds (4.95)

u

integral denklemi saglanir. Boylece (4.47) - (4.48) baslangic deger probleminin (4.95) in-
tegral denklemi ile eg deger oldugunu goriiliir. Boylelikle (4.75) ispatlanmis olur. ej (1) ve
e2(2) sabitleri (4.90) esitliginde yerine yazip diizenlendiginde ve A := u? esitligi ile gosteri-
lirse
u'(x,A) = —usinu(x —a) + /x cosu(x—s)q(s)u(s)ds (4.96)
a
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integral denklemi bulunur. O halde @] (x,4) ¢oziimii i¢in

01 (x, ) = —usinu(x—a) + / " cosu(x—s)g(s) 1 (s, 1)ds 4.97)

sekline doniisiir. Dolayisiyla istenilen elde edilir. O]

4.12 Teorem (4.49) - (4.51) baglangi¢ deger problemi ile tanimli ¢, (x,A) temel ¢oziimii igin

0o(x, 1) :ém (e A cosulx—e1) + 29l ey, A)sinulx — 1)

—|—1 xsinu(x—s)q(s)(pl (s,A)ds (4.98)

UJe

05 (x,A) = — %m(cl_,l) sinu(x—c1) +agi(cy,A)cosu(x—cy)

+/xcos u(x—s)q(s) 91 (s,A)ds (4.99)

integral diferansiyel denklemleri saglanir.

Kamit Ustteki teoremin ispatindaki benzer islemler yapilirsa ve de (4.50) - (4.51) baslangic

sartlar1 uygulanirsa

u(ct) = er(A) cos Vaer — ea(A)sinvAey = éqn () (4.100)
W' (cf) = Ve (A)sinVac; +VAes(A)cos Ve, = a(cy,A) (4.101)

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan hareketle

Loi(cy 1) —sinvAc,

(A = agj(cy,A) VAcosvVAc _ Lo1(c7 . 2)VAcos VAcr + o] (c;,A)sinVAc
cosVA  —sinvVA VA cos? VA +VAsin® VA

VAsinvVA v cosvVA

(04

\/)_L¢{(cf,7t)sin\/xcl

1
= aq)] (c],A)cos Ve +

veE

cos vV Ac éq)] (c1,A)
ex(R) = VAsinvicer  agl(cy,A) _ ad](c;,A)cosVAcr — Loi (e, A)VAsinVAc
cos VA —sinvVA VA cos2 VA +V2sin? VA
VAsinvVA  VAcosvVA

(04

\/I¢{(CI7A’)COS \/Icl - é(l)] (C;,/l) sin \/Icl
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elde edilir. e (A) ve ex(A) sabitleri (4.89) esitliginde yerine yazip diizenlendiginde ve A :=
u? esitligi ile gosterilirse

u(x,A) :é(])l (c],A)cosu(x—cy)+ %qbf(cl_,l) sinu(x—cy)

+i sinu(x—s)q(s)u(s)ds (4.102)

integral denklemi bulunur. Buradan

02(x 1) =0 ey Acosulx—er) + 2o{ ey, A)sinux— 1)
+ ! xsinu(x —5)q(s)P1(s,A)ds

uJe

(4.103)

elde edilir. Bu da (4.50) - (4.51) baslangi¢ deger problemlerinin (4.103) integral denklemi ile

es deger oldugu goriiliir. Boylelikle (4.98) ispatlanmig olur. e1(A) ve ep(A) sabitleri (4.101)
esitlifinde yerine yazip diizenlendiginde

W (x, ) =— %qn (cy, A)sinu(x—cy) + adl(cy, A) cosu(x—ci)

+ /: cosu(x—s)q(s)u(s)ds

(4.104)
integral denklemi bulunur. Buradan
O)(x, A) = — %qx (c7, A)sinu(x—cy) + ad|(cy , A) cosu(x—cy)
+/xcosu(x—s)q(s)(p1 (s,A)ds (4.105)
1
sekline doniisiir. Dolayisiyla istenilen elde edilir. U

4.13 Teorem (4.63) - (4.65) baslangi¢ deger problemi ile tanimlanan ¢3(x, A ) temel ¢oziimii
i¢cin

O3(x,A) :%@(cz,l)cosu(x— )+ g%(cz,?t) sinu(x—c;)

1 [ Sinue—)q(s)(s, A)ds (4.106)
05(6.2) == galey, A)sinul—c2) + Bo3(ey , A) cosulr—c2)
—|—/xcosu(x—s)q(s)q)z(s,l)ds (4.107)

integral diferansiyel denklemleri saglanir.
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Kanit Ispat1 Teorem (4.12) nin ispatia tamamen benzerdir. O

4.14 Teorem (4.66) - (4.68) baslangi¢ deger problemi ile tanimlanan ) (x,A) temel ¢oziimii

21(6A) = Ssinu(x—a)+ 1 [ sinute—s)ats)a (5, A)ds (4.108)
u UJa
21(x,A) = cosu(x —a) + / cosu(x—s)q(s)xi(s,A)ds (4.109)
integral diferansiyel denklemleri saglanir.
Kanit (4.66) denklemi
u” (x) + Au(x) = q(x)u(x) (4.110)

olarak yazilabilir. Bu esitligi homojen diferansiyel denklem gibi diisiindiigiimiizde
u’(x)+Au(x) =0
halini alir. Yukaridaki denklemin karakteristik denklemi
P+A=0
olup bu denklemin kokleri A > 0 i¢in

r=—-VAi m=VAi

olarak bulunur. Buradan hareketle denklem

—VAi VA

u(x,A) =mpe +mae

= (my +my) cos VAx + (—my +my)sin VAx
elde edilmir. Boylece bu denklemin lineer bagimsiz iki ¢oziimii
cosVAx ve sinVAx
olarak bulunur. O halde denklemin genel ¢coziimii
u(x,A) = e1cos VAx+ ez sinVAx (4.111)
seklinde bulunur. Sabitin degisimi yontemini kullanarak (4.110) denkleminin ¢6ziimii

u(x,A) = e1(x,A)cos VAx+ e (x,A)sinvVAx (4.112)
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seklinde aranacaktir. Burada e;(x,A) ve ex(x,A) bilinmeyen fonksiyonlardir. Eger (4.112)

denkleminin x’e gore tiirev alindiginda

i (x, 1) =¢} (L) cos VAx — VAey (A) sin VAx + e (A) sin vV Ax
+Ves(A)cos VAx (4.113)

bulunur. Burada e;(x,4) ve e;(x,4) fonksiyonlarini 6yle belirleyelim ki
¢l (x, 1) cos VAx+ ey (x,A)sinvVAx = 0 (4.114)
olsun. Son ifade (4.113) denkleminde yerine yazilirsa
i (x,A) = —Vdei (x,A)sin VAx+ VAey(x,A) cos VAx (4.115)
esitligi elde edilir. Bu esitligin x’e gore tekrar tiirevi alindiginda

" (x,1) = — Vel (A)sinVAx — ey (A)cos VAx+ VAeh (1) cos VAx
—VAex(A)sinVAx (4.116)

elde edilir. (4.112) - (4.116) denklemleri (4.110) denkleminde yerine yazilirsa
—V e} (x, 1) sin VAx+VAeh (x, 1) cos VAx = g(x)u(x) (4.117)

esitligi elde edilir. Buradan (4.114) ve (4.117) denklemlerinin olusturdugu denklem siste-
minin ¢oziimiinden €/ (x,A) ve € (x,A) bilinmeyen fonksiyonlar: bulunacaktir. Bu denklem

sisteminin ¢oziimiinden

0 sinv/Ax
g(x)u(x) VAcosvAx
cosVAx sinv/Ax
—VAsinvVAx VAcosvVAx

_ —sin VAxq(x)u(x)
VA

ell(l) = |

bulunur. Esitligin integrali alindiginda

er(x, 1) = \_/—% / "sinv/sq(s)u(s)ds+e1(A) 4.118)
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bulunur. Benzer sekilde

‘ cosv/Ax 0
() = —VAsinVix g(x)u(x) __ cos VAxq(x)u(x)
cosVAx sinv/Ax VA
—VAsinvVAx VAcosvAx
bulunur. Esitligin integrali alindiginda
er(x,A) = %/:cos Vsq(s)u(s)ds+ex (1) (4.119)

elde edilir. Burada e;(1) ve e3(A) keyfi sabitlerdir. (4.118) ile (4.119) esitlikleri (4.112)

esitliginde yerine yazildiginda

u(x,A) :\_/—/IT/;COS VaxsinVAsq(s)u(s)ds + ey (A) cos VAx
+%/axsin\/7_txcos Vsq(s)u(s)ds + ez () sin vV Ax

bulunur. Son esitlik diizenlendiginde
u(x,A) = % / sin VA (x — 5)q(s)u(s)ds + ey (A) cos VAx+ey(A)sinvVAx  (4.120)

bulunur. Benzer bigcimde (4.118) ve (4.119) denklemleri (4.115) denkleminde yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapildiginda
i (x,A) = /Xcos Va(x—s)q(s)u(s)ds — Ve () sin VAx+VAex () cos VAx  (4.121)

elde edilir. (4.120) ile (4.121) esitlikleri (4.67) ve (4.68) baslangic deger sartlarini sagladigi
goriliir. Boylelikle

u(a) = e;(A)cosVAa—er(A)sinvVaa =0
' (a) = Ve (A)sinVAa+VAey(A)cos VAa =1 (4.122)

lineer denklem sistemi bulunur. Buradan hareketle

0 —sinvAa
1 VAcosva
cosvVA —sinvVA

VAsinvVA VAcosvVA

sin\/i_La = ! sin\/za
VAcos2VA +VAsin2vVA VA
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ve
cosvVAa 0
\/ISin\/xa 1 CcoS \/Ia 1
er(d) = = — = cosVAa
cosvVA —sinvVA VAcos2 VA +VAsin2VA VA

VAsinvVA  VAcosvVA

bulunur. e; (1) ve e3(A) sabitleri (4.120) esitliginde yerine yazip diizenlendiginde ve A := u?

esitligi ile gosterilirse

1 | e
u(x,A) = ” sinu(x—a)+ ;/ sinu(x —s)q(s)u(s)ds (4.123)
integral denklemi bulunur.
I . L4
x1(x,A) = —sinu(x—a) + —/ sinu(x—s)q(s)x1(s,A)ds (4.124)
u UJJa

sekline doniisiir. Bu da (4.46) ve (4.48) baslangic deger problemlerinin (4.124) integral denk-
lemi ile eg deger oldugunu gosterir. Boylelikle (4.108) ispatlanmig olur. e (A) ve ex(A) sa-
bitleri (4.121) esitliginde yerine yazip diizenlendiginde

W' (x,A) = cosu(x —a) + /xcosu(x —5)q(s)u(s)ds (4.125)
integral denklemi bulunur.
21(x,2) = cosu(x—a)+ / " cosu(x—s)q(s)x (s, A)ds (4.126)

sekline doniisiir. Dolayistyla istenen elde edilir. L
4.15 Teorem (4.69) - (4.71) baslangi¢ deger problemi ile tanimlanan ), (x,A) temel ¢oztimii
icin
1 _ a ,, _ .
x2(x,A) =X (c],A)cosu(x—cr)+ —X (c],A)sinu(x—cy)
X
+/ sinu(x—s)q(s)x1(s,A)ds (4.127)
1

x(x, 1) :%”xl (c7, A)sinu(x—c1) + oy} (c; , A) cosu(x — 1)

+/xcosu(x—s)q(s)x1 (s,A)ds (4.128)

integral diferansiyel denklemleri saglanir.
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Kanit Ispat1 Teorem (4.12) nin ispatia tamamen benzerdir. O

4.16 Teorem (4.72) - (4.74) baslangi¢ deger problemi ile tanimlanan y3(x, A ) temel ¢oziimii
icin
1 _ _ .
x3(x,A) :E%Z(c2 ,A)cosu(x—co) + gxé(cz ,A)sinu(x —cp)

1 X
+—/ sinu(x —s)q(s)x2(s,A)ds (4.129)

Ule
—u
B
+/ cosu(x—s)q(s)xa(s,A)ds (4.130)

(65}

() = x2(cy , A)sinu(x —c2) +[3x§(c2_,7t)cosu(x—c2)

integral diferansiyel denklemleri saglanir.
Kanit Ispat1 Teorem (4.12) nin ispatina tamamen benzerdir. O

4.8. Baslangic - Deger Problemlerinin Coziimleri icin Asimptotik Davramslar

Bu boliimde ¢;(x,A) ve xi(x,A) (i = 1,2,3) temel ¢6ziimlerinin bir 6nceki bolimde esdeger
oldugu integral ve integral - diferansiyel denklemleri kullanarak A parametresine gore |A| —

oo i¢cin asimptotik formiilleri arastirilmagtir.

4.17 Teorem A = u?, u = Y+ iz, Im|u| = z olmak iizere ¢; (x,A) fonksiyonu icin a < x < ¢;

araliginda
91(x,A) = O (exp(lz|(x—a))), |A|—eo (4.131)
01(x,4) = O (Julexp(|zl(x=a))), [A] = e (4.132)
¢1(x,A) =cosu(x—a)+0 (|—L1t|exp(|z|(x—a))) , A = oo (4.133)
o1 (x,A) = —usinu(x —a) + O (exp(|z|(x —a))), |A|— oo (4.134)

asimptotik formiilleri saglanir.

Kanit Titmarch (1962) kitabindaki ispatlara birebir benzer sekilde ispatlanabilir. ]
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4.18 Teorem A = u?, u = y+ iz, Im|u| = z olmak iizere ¢ (x,A) fonksiyonu icin c; < x < 3

araliginda
1
02 (x,A) =0 (mexp(|z|(x—c1))> , A= e (4.135)
92(x,4) =0 (Julexp(jz|(x = c1))), [A[ = o0 (4.136)

02 (x,A) :$¢)1 (c],A)cosu(x—cy)+ %(Z)l' (c],A)sinu(x—cy)
+O(|u%exp(\z](x—c1))) 1A = o0 4.137)
05 (x,A) = — %gbl(cl_,l) sinu(x—c1) +agi(cy,A)cosu(x—cy)

+0(exp(lz[(x—c1))), [A] = e (4.138)

asimptotik formiilleri saglanir.

Kamit Teorem 4.5 den dolay1 ¢ (x, A) fonksiyonu Teorem 4.11 ’de bulunan integral denkle-

minin bir ¢6ziimii olup

0200 2) = 0uey A cosulx—e1) + 20{ (e, A)sinu— 1)

—1—1 xsinu(x—s)q(s)(pl (s,A)ds (4.139)

ulJe

esitligi elde edilir. (4.139) esitligi |u|exp(—|z|(x —c1)) ile garpilip ve
Ki(x,A) = |u|exp(—|z|(x —c1))P2(s, L) (4.140)
gosteriminden yararlanilirsa

Ki(x,A) :|u|éexp(—|z|(x—c1))cosu(x—cl) + |u|%exp(—|z|(x—cl))sinu(x—cl)

+ |u|£ /x sinu(x — s)q(s)exp(—|z|(x —c1))P2(s, 1) 91 (s,A)ds (4.141)

C1

elde edilir. Daha sonra

Ki(A):= max |Ki(x,A)| , ¢q1:= max |gq(x)| (4.142)

x€lc1,02) x€[ey,eo]
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esitliklerini tanimlay1p (4.141) esitligi i¢in asagidaki

K (x,4)] S!u\ﬁexp(—k\(x— c1))|cosu(x—cr)|+ !u\%exp(—!ZI(x—m))\ sinu(x—cy)]

|
+ |M|m/ [sinu(x —s)||g(s)|exp(—|z(x—c1))[92(x, A )]ds (4.143)
1
esitsizligi yazilabilir. Kompleks fonksiyonlarin 6zelliklerinden
|sinz] <exp(|Imz|) ve |cosz| < exp(|Imz|)

oldugu i¢in (4.143) ifadesi

K1 (x,4)] SMexp(—IZ\(x— c1))exp(fz](x —c1)) + |etlexp(—|z[(x = c1))exp(|z](x = c1))

f
+ [ lexplel(x = s)exp(~ el — 1) da(s.A) () ds

yani

K201 < o el [ lexp(-I2ls = en))on(s, Dl (4.144)

seklinde olur. Daha sonra (4.142) esitligi dikkate alindiginda

u |
Kl ) < 9 b+ [ K5, A)la(s)lds

Ied Jul Jer

<% vl o K lg)la

ST T 1 q\s)|as
Ied Jul Jey
u 1

< farHlal+ K (e —a) (4,145

bulunur. Buradan hareketle keyfi bir M := % + ||+ ﬁ{K 1(A)q1(ca —¢1)} tammlanirsa
[Ki(x,A)| <M (4.146)

bulunur. Eger (4.140) gosterimi dikkate alinirsa

|lulexp(—|z](x = c1))d2(x, 1) | < M = [¢2(x,4)] < ﬁexp(ld(x—ﬁ))M

yani

0o, 1) =0(’—L146xp(]z|(x—c1))), 4] = o0 (4.147)
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asimptotik esitligi elde edilmis olur. Simdi (4.136) esitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

o) (x,A) = — ﬁgbl(c;,x) sinu(x—c1) + o] (c;, ) cosu(x — 1)

+/cosu x— $)q(s)01 (5, 1)ds

oldugu gosterilmisti. Son esitlik r; |exp( |z|(x —¢1)) ile ¢arpilip

Ka(x,A) = ﬁexp(—\z](x—cl))(])é(x,l) (4.148)

gosteriminden yararlanilirsa

Ky(x,A) =— ziexp(—k\(x— c1))sinu(x—cy)+ Ociexp(—]z](x—cl))cosu(x—cl)

(04 |u| |l/t|
+ |_L1¢| cosu(x—s)q(s)exp(—|z|(x — 1)) P2 (s,A) 91 (5,4 )ds (4.149)

elde edilir. Daha sonra

K>(A):= max |Kx(x,A)| , g2:= max |gq(x)]| (4.150)

x€ley,e) x€ler,eo
esitliklerini tanimlayip (4.149) esitligi i¢in asagidaki

1Ky (x,A)| < ’ T ‘exp( \z\(x—cl))]sinu(x—cl)\+aﬁexp(—k](x—cl))\cosu(x—cl)]

TRLE |COSM(x—S)HQ(S)lexP(—\ZI(X— c1))|92(s,4)|ds (4.151)

|l Je,
esitsizligi yazilabilir. Kompleks fonksiyonlarin 6zelliklerinden

|sinz| < exp(|Imz]) ve |cosz| <exp(|Imz|)

oldugu i¢in (4.151) ifadesi

K2 (x, )] Sﬁexp(—\d(x—01))exp(\Z!(x—01)) +%exp(—!ZI(x—01))(€xp(\2\(x—Cl))
1 [ exp(lel (= s))exp(— 2l (e — e1)3(s. A)] q(s) ds (4.152)

jul Je,

yani

1 X
!Kz(x,l)|§—+—+,u, | lexp(=lzl(s = 1)) 0a(s, A)llg(s)lds (4.153)



52

seklinde olur. Daha sonra (4.150) esitligi dikkate alindiginda ve

92(x,A) < exp(|z[(s—c1))M

oldugundan N := ﬁ ey ﬁqu(cz — 1) ile gosterilirse

Jul

1 o I [~
K2 (x,A)] < — oy L |exp(—1z|(s +c1))exp(|z|(s +c1))M]q(s) |ds
ol ul Jey
[ *
<—4+-—+—=M [ |q(s)|ds
ol e
< R ki +—Mgqz(c2 —c1)
o Juf  ul
_ (4.154)
elde edilir. O halde herhangi bir N € R i¢in
Ko (x, A)| <N (4.155)
bulunur. (4.150) gosterimi dikkate alinirsa
1
mexp(—k\(x—m))(bé(s,l) <M= |93(x,4)| < [ulexp(|z|(x—c1))N
yani
92(x,4) = O(Julexp(|z(x— 1)), |A] = oo (4.156)
asimptotik esitligi bulunur. Simdi (4.137) esitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce
1 _ o, . I~
O (x,A) = a(f)l(cl ,l)cosu(x—cl)—l—;(i)l(cl ,),)smu(x—cl)%—;/ sinu(x—s)q(s)1(s,A)ds
1

veE

ou(.0) =0 Lep(eliv—ci) ) 2] >

esitlikleri gosterilmisti. Buradan My > 0 herhangi bir say1 olmak iizere

[92(x,A)] < Mo (exp(z](x = c1))) ve g3 := max |g(x)]

x€lcy,¢2]
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ifadeleri goz Oniine alinirsa

! /x sinu(x —s)q(s)d2(s,A)ds

ulJe

<L / i — 5)| 6206, )| g(s) s

1
u| c

< perp(<lx—e)o | la(o) s
< mmesp(lze—e)Mogs (e —e1)
elde edilir. Dolayisiyla
| 1
;/smu(x— $)q(s)Pa(s,A)ds = O (mexp(]z](x— cl))> (4.157)

esitligi bulunur. (4.157) esitligi ¢ (x,A) integral denkleminde yerine yazilip gerekli diizen-
lemeler yapildiginda

o2 (x,A) :é(pl(cl_,?l,)cosu(x—cl) + %(pf(cl_,l) sinu(x —cy)

+0 <iexp(|z|(x—cl))> (4.158)

Jul

asimptotik esitligi bulunur. Simdi (4.138) esitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

05 (x, 1) = —g@ (c],A) sinu(x—cl)+Oc¢{(c1_,7t)cosu(x—cl)+/xcosu(x—s)q(s)¢2(s,l)ds

ve

92(x,A) = O (exp(|z|(x = c1))), |A] = o0

esitlikleri gosterilmisti. Buradan M; > 0 herhangi bir say1 olmak tizere

|92(x,A)| < My (exp(|z](x —c1)))

oldugundan

gs = max |g(x)| ve T := Miq4(ca —c1) (4.159)

x€lcy,e2)
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ifadeleri ile gosterilirse

/x cosu(x—s)q(s)Pa(s,A)ds

Cl

< /:\cosu(x—s>\|¢2<s,x>uq<s>|ds
< /:exp<|z|<x—s>>M1exp<|z\<s—c1>>|q<s>|ds

< expl(zl(x—c)M1 [ f|q<s>|ds

<exp(|z|(x—c1))M1ga(c2 —c1)
< Texp(|z|(x —c1))

elde edilir. Dolayisiyla

/xcosu(x—s)q(s)d)g(s,l)ds =0(exp(|z|(x—c1))) (4.160)

C1

esitligi bulunur. (4.160) esitligi ¢5(x,A) integral denkleminde yerine yazilip gerekli diizen-
lemeler yapildiginda

o) (x, A) = — %(])l(cf,l) sinu(x—cy) + ag)(cy , A)cosu(x—cy)

+0(exp(lz|(x—c1))),[A] = e (4.161)

asimptotik esitligi bulunur. ]

4.19 Teorem A = u?, u = y+iz, Im(u) = z olmak iizere ¢3(x,A) fonksiyonu icin c; <x < b

araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanmaktadir.

dn(0) =0 (el —c2) ) . 141 = @162
84, 1) =0 (Julexp(Jzl(x—c2))), 2] o (4.163)
03(x, 1) :%@(cz,l)cosu(x— e) + gd)é(cz,?t) sinu(x— c)

+O<#exp(|z|(x—c2))) JA] = o0 (4.164)
035, 4) == g2(c3 2 simul—c2) + Bga(es , A) cosulx — )

+ 0 (exp(zl(x—c2))),|A| = o0 (4.165)
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4.20 Teorem A = u?, u = y+ iz, Im|u| = z olmak iizere y(x,A) fonksiyonu i¢in a < x < ¢

araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanmaktadir.

HA) =0 (iexp<|z|<x—a>), A] = oo

|ul
x1(x,A) = O (exp(|zl(x—a))), [A] = oo
x1(x,A) = isinu(x—a)—f—o (#expﬂd(x—a))) , A= o

21(x,A) = cosu(x—a) + O (exp(|z|(x —a))), |A| — oo

(4.166)
(4.167)
(4.168)

(4.169)

Kanit Teorem 4.7 den dolay1 y (x,A) fonksiyonu Teorem 4.13 ’de bulunan integral denkle-

minin bir ¢dziimii olup
1. L~
21(6,4) = = sinu(x—a) + —/ sinu(x—5)g(s)x1 (s, A )ds
u UJa
esitligi elde edilir. (4.170) esitligi |u|exp(—|z|(x — a)) ile ¢arpilip ve

Ki(x,4) := [ulexp(=lz|(x —a)) x1(s, 1)

gosteriminden yararlanilirsa

Ki(x,A) :%exp(— |z|(x —a))sinu(x —a)
+ |—Z| : sinu(x —s)g(s)exp(—|z|(x —a)) x1(s,A)ds

elde edilir. Daha sonra

Ki(A):= max |Ki(x,A)| , q1:= max |g(x)|

x€la,ci] x€la,ci]
esitliklerini tanimlay1p (4.172) esitli8i ici asagidaki

1K1 (6. 2)] <l exp(—2](x— @) sinu(x— a)

u
+% [ Isinate— 5)llg(s)lexp(~ (x — a)) za . 2)lds

esitsizligi yazilabilir. Kompleks sayilarin 6zelliklerinden

|sinz] <exp(|Imz|) ve |cosz| < exp(|Imz|)

(4.170)

4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)
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oldugu i¢in (4.174) ifadesi

K1 (x, A)] <exp(—|z(x—a))exp(|z](x - a))

+/ lexp(z](x —s))exp(—|zl(x —a))x1(s,A)llq(s)|ds
yani
K 2)] < 1+ [ lexp(—[2l(s —a)) (5, 4) la(s)lds (4.175)
a
seklinde olur. Daha sonra (4.173) esitligi dikkate alindiginda
1 X
e 20| < 14 [ 1K G ) lg(o)lds
a
1 X
<1+ [ Ki(R)lgs)lds
jul Ja
1
< 1+m{K1(7L)q1(cl—a)} (4.176)
bulunur. Buradan hareketle keyfi bir M := 1+ |17|{K1 (A)gi(c1 —a)} tanimlanirsa
Ki(x, )] <M (4.177)
bulunur. Eger (4.171) gosterimi dikkate alinirsa

|lulexp(—[zl(x—a))x1(s,A)] <M = |1(x,A)]| < ‘17’6361?(|Z|(x—a)M

yani

NEA) =0 (ﬁexp(]z[(x—a)) Ao 4.178)

asimptotik esitligi elde edilmis olur. Simdi (4.167) esitlidi ispatlanacaktir. Daha 6nce
X
2,06, 1) = cosu(x—a) + / cosu(x — 5)q(s)x (x, A)ds (4.179)
a
oldugu gosterilmisti. (4.179) esitligi exp(—|z|(x — a)) ile ¢arpilip ve

Ky(x,A) :=exp(—|z|(x—a)) x1 (x,A) (4.180)



gosteriminden yararlanilirsa

K>(x,A) =exp(—|z|(x —a)) cosu(x—a)
+/a cosu(x—s)q(s)exp(—|z|(x —a)) x1(s,A)ds

elde edilir. Daha sonra

Ky(4) := max [Ky(x,A)[ , g2:= max [g(x)]

x€la,ci] x€la,ci]

esitliklerini tanimlay1p (4.181) esitligi i¢in asagidaki

|[K2(x, A)| <exp(—|z|(x—a))|cosu(x —a)|

+ [ leosutx—9)lla(s)lexp(~ el (x— ) (5,2) ds
esitsizligi yazilabilir. Kompleks fonksiyonlarin 6zelliklerinden

|sinz| < exp(|Imz]) ve |cosz|<exp(|Imz|)
oldugu i¢in (4.183) ifadesi

K2 (x,4)| <exp(—lz|(x—a))exp(|z](x —a))

+ /ax lexp(|z|(x = s))exp(—|zl(x — @) x1 (s, A)lq(s)|ds

yani

Kol 2] < 1+ [ lexp(-[2l(s— @) (5.2l la(s)lds

seklinde olur. Daha sonra (4.182) esitligi dikkate alindiginda ve
1
10(x.2) < exp(ll (x— )M

oldugundan N := 1+ %qu(cl —a) ile gosterilirse

Kl )| < 1 [ lexp(=el(s — a)exp(lz|(s - @)l g(s) ds

1 X
<14 M [ g(s)lds
u a
1
<1 —f—;qu(C'] —a)

=N
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(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

(4.186)
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elde edilir. O halde herhangi bir N € R™ i¢in
|K>(x,A)| <N (4.187)
bulunur. (4.182) gosterimi dikkate alinirsa
|exp(—lz|(x—a))x1(x,A)| <N = |x1{(x, )| < exp(|z](x —a))N
yani
21(x,4) = O(exp(|zl(x—a))), |A] = o0 (4.188)

asimptotik esitligi bulunur. Simdi (4.168) esitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

xi1(x,A) = isinu(x—a) —|—£/axsinu(x—s)q(s)xl (s,A)ds
0x2) =0 ep(llix-a)) . 4] =

esitlikleri gosterilmisti. Buradan My > 0 herhangi bir say1 olmak tizere

|21, A)| < Mo (exp(|z](x —a))) ve g3 := max |g(x)]

x€la,c1]
ifadeleri goz Oniine alinirsa

! /ax sinu(x—s)q(s)x1(s,A)ds

u

< ﬁ / sinu(x — )| |71 (6, A) g (s)|ds

< # [ expllzltx—s) Moexp(l (s~ a)) a(s)ds

- #exp(lzl(x—a))Mo [ lats)ias

< ﬁexpuzux—a)woqs(cl ~a)

elde edilir. Dolayisiyla

! [ sinutx—)a(s)za(5,A)ds = 0 (#exp(\z\(x—a))) (4.189)

u

esitligi bulunur. (4.189) esitligi x;(x,A) integral denkleminde yerine yazilip gerekli diizen-
lemeler yapildiginda

HA) = %sinu(x—a) +o (#exp(m(x—a))) (4.190)



asimptotik esitligi bulunur. Simdi (4.169) esitligi ispatlanacaktir. Daha 6nce

x1(x,A) = cosu(x —a) + /:cos u(x—s)q(s)x1(x,A)ds

x1(x,A) = O (exp(—|zl(x—a))), |A]—eo

esitlikleri gosterilmisti. Buradan M; > 0 herhangi bir say1 olmak iizere

|21 (6, )| < My (exp(|z](x—a)))

oldugundan

g4 := max |q(x)| ve T := M1q4(c1 —a)

x€la,c1]

ifadeleri ile gosterilirse

/x cosu(x—s)q(s)x1(s,A)ds

€1

< [ leosutr=s)llxa (5,2l a(s)lds

€1

< expl(2l(x—a); | la(s)lds
< exp(|z|(x—a))Mig4(c1 — a)
< Texp(|z|(x—a))

elde edilir. Dolayisiyla

/*cosu(x_sm(s)xl(s,uds= O (exp(lz|(x —a)))

€l
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(4.191)

< [ ewnllel(x—)Mexp(l2l(s — )la(s) ds

(4.192)

esitligi bulunur. (4.192) esitligi x{(x,A) integral denkleminde yerine yazilip gerekli diizen-

lemeler yapildiginda
x1(x,A) = cosu(x —a) + O (exp(|z(x = a))), |A| = oo

asimptotik esitligi bulunur.

(4.193)

O
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4.21 Teorem A = u?, u = y+ iz, Im|u| = z olmak iizere y,(x,7A) fonksiyonu icin ¢; < x < 3

araliginda
1
x2(x,A) =0 (mexp(|z|(x—c1))> , A= e (4.194)
2506, A) =0 (|ulexp(|z|(x—c1))), |A| = o0 (4.195)
1 a
x2(x,A) :axl(cf,l)cosu(x—cl) +;xi(cf,7t)sinu(x—cl)
1
+0 (Wexpﬂz\(x—cl))) JA| = o0 (4.196)
2o, A) =— gxl (c7 s A)sinu(x—c1) + ax(cy,A)cosu(x —cy)
+O0(exp(|z|(x—c1))),|A| = o0 (4.197)
Kanit Ispat1 Teorem (4.20) nin ispatina tamamen benzerdir. O

4.22 Teorem A = u?, u = y+iz, Im(u) = z olmak iizere yx3(x,A) fonksiyonu icin c; <x < b

araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanmaktadir.

1
x3(x,A) =0 (mexp(]d(x—cz))) , A= o0 (4.198)
x3(x,A) =0 (|ulexp(|z[(x—c2))), [A] =0 (4.199)

x3(x, ) :%xz(cz_,l)cosu(x—cz) + %xﬁ(cg,l) sinu(x —cp)

1
+0 (Wexp(m(x— cz))> JA] = o (4.200)
u _ ) _
Ko 2) = go(ey A)sinulx—e2) + Bb(ey A cosulx—e2)
+O0(exp(z|(x—c2))),|A| = o0 (4.201)
Kanit Ispat1 Teorem (4.20) nin ispatina tamamen benzerdir. O

4.9. Karakteristik Denklem

Daha 6nce tamimlamig oldugumuz baglangic deger problemlerini kisaca hatirlayalim.
—u"(x) +q(x)u(x) = Au(x), x€la,c1)U(c1,c2)U(c2,b] (4.202)

denklemini alalim. Oncelikle ¢;(x,A) ¢oziimii tamimlansim. ¢;(x, ) fonksiyonunu (4.202)

denkleminin [a,c;) arah@inda

01(a)=1, ¢{(a)=0 (4.203)
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baglangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziim olarak tanimlamistik. Daha sonra ¢»(x,A) fonksiyonu

(4.202) denkleminin (cy,c) araliginda

1
b)) = 0T 2), 9e) = agiler,A) (4.204)

baglangic sartlarini saglayan ¢oziim olarak tanimlanmigti. Son olarak ¢3(x,A) fonksiyonu
(4.202) denkleminin (c;, b] araliginda
1 _ _
03(c}) = gonley A). 03(e)) = Bobies ) (4.205)
baglangi¢ sartlarmi saglayan ¢oziim olarak tanimlanmisti. Benzer yontemler ile x(x,A)

fonksiyonu (4.202) denkleminin [a, ¢ ) aralifinda
xi1(@)=0, xila)=1 (4.206)

baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziim olarak tanimlanmigti. Daha sonra y(x,A) fonksiyonu

(4.202) denkleminin (cy,c;) araliginda

1 _ _
2(cf)=—nler,A),  xlef) = axile,2) (4.207)
baglangic sartlarin1 saglayan ¢6ziim olarak tanimlanmisti. Son olarak y3(x,A) fonksiyonu
(4.202) denkleminin (c,b] araliginda
1 _ _
1(e3) = gaala,A). () =Pra(e)A) (4.208)
baslangic sartlarini saglayan ¢oziim olarak tanimlanmisti. O halde bu baslangic deger prob-

lemleri aracilifiyla x € [a,c1) U (c1,¢2) U(c2,b] araliginda ¢ (x, A1) ve x(x,A) fonksiyonlari

o1(x,A), x€la,cy) x1(x,A), x€la,cy)
P(x,A) =19 ¢(x,A), x€(cr,c2) ve x(x,A)=4q x(xA), x€(c,c)
¢3(X7A>7 X e (C27b] %3()671)7 DS (Cz,b]

esitlikleri ile tanimlanabilir.

4.23 Yardimer Teorem @;(x,A) ve xi(x,A) (i = 1,2,3) ¢oziimlerinin her biri (4.202) denk-

lemlerinin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.

Bunu kanitlamak i¢in

Wi (955 2i:%) == 9i(x, A) xi (x, A) — ] (x, 4) 2i(x, &)
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Wronkskiyaninin verilen aralik i¢inde sifirdan farkli oldugu gosterilmelidir.

4.24 Teorem ¢;(x,A) ve x1(x,A) fonksiyonlar [a,c;) araliginda lineer bagimsizdir.

Kanit Wronskian determinant1 x e baglh olmadigindan yukaridaki (4.203) ve (4.206) baslan-

gic deger sartlarim1 kullanarak Wronskian determinanti

Wi (913 x15x) = W) (915 x150)
= ¢1(a,A)x1(a, ) — ¢{(a,A)x1(a, A)
=1.1-0.0
_ 120 (4.209)

bulunur. L
4.25 Teorem ¢, (x,A) ve x2(x,A) fonksiyonlari (cy,c;) araliginda lineer bagimsizdir.

Kanit Sirastyla ¢ (x, A1) ve x2(x, A ) igin (4.204) ve (4.207) baglangi¢ deger sartlari ile (4.209)

denklemi dikkate alinirsa Wronskian determinanti

W (92 x25%) = Wy (92 x2:¢7)
= (e, M) xa (e A) — 0s(ct , A) xa(ct, A)

= (2ortei 1)) (@t ) - @orter ) (St 2))

=Wy (91:x15¢7) = Wi (915213 0)
— 140 (4.210)

bulunur. U
4.26 Teorem ¢3(x,A) ve x3(x,A) fonksiyonlari (c;,b] araliginda lineer bagimsizdir.

Kanit ¢3(x, 1) ve x3(x,A) icin (4.205) ve (4.208) baslangi¢ deger sartlari ile (4.210) denk-
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lemi dikkate alinirsa Wronskian determinanti
Wy, (03: 13:%) = Wy (93: 23365 )
= ¢3(c3, A)25(c3 , A) — 93(c5 , A) x3(c5 , A)
1 1
- (5or(0) (Balez ) - (Bt 1) (retes ) )
=Wy (925 02:¢5 ) = Wi (23 x5 ¢7)

=140 4.211)

bulunur. ]

Sonug ¢ (x,A) ve x(x,A) (i=1,2,3) fonksiyonlarinin her biri sirasiyla [a, c), (¢1,¢2), (c2,b]
araliklarinda lineer bagimsiz oldugu aciktir.

4.27 Teorem A kompleks sayisi (4.1) - (4.7) sinir - deger - gecis periyodik probleminin bir

0zdegeridir ancak ve ancak

E(A) =Wy (02, 22563 )Wa (92,2255 ) [Wa (93, x3:0) + 1 — 93(b) — x5(b)] =0

olmasidir.

Kanit Kabul edelim ki up(x,Ap) fonksiyonu, Ay 6zdegerine karsilik gelen herhangi bir 6z-
fonksiyon olsun. Yukaridaki sonug¢ boliimiinden, ¢;(x,Ag) ve xi(x,A0) Q; (i = 1,2,3) ¢6-
ziimlerinin, (4.1) probleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugu sonucu ¢ikar. Bu nedenle

up(x,Ag) 6zfonksiyonu

1 ¢1(x,20) + @1x1(x, Ao), x € [a,c1)
uop(x,A0) = pada(x, X0) + @r22(x, 40, x € (c1,¢2) (4.212)
393 (x, Ao) + @3x3(x, Ao),  x € (c2,D]

seklinde yazilabilir. Burada up, Uy, U3, @1, ¢2, ¢3 katsayilarindan en az biri sifirdan farklidir.
Simdi (4.2)-(4.3) sinir sartlar

Lu:=u(a,Ay) —u(b,A9) =0 (4.213)
bou =t (a, o) — ' (b, Ag) = 0 4.214)
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seklinde, x = ¢] ve x = ¢, siireksizlik noktalarinda verilen gecis sartlari ise

Lu:=u(cy , Ao) — au(ci , Ap) =0 (4.215)

lqu := u/(cl_,ﬁo) — éu/(cr,ﬁo) =0 (4.216)

Isu:=u(c, ,Ao) — ﬁu(c;,ﬂo) =0 4.217)

lou:=u'(c5 , Ao) — %u’(c;,zo) =0 (4.218)

seklinde gosterilsin. ¢;(x, o) ve xi(x, Ag) fonksiyonlari

_ ( ¢1 ()C,A{)), 2AS [Cl,Cl) ( X1 (X,).()), PAS [a,Cl)
¢1 (x,ﬁ{)) = 0; RS (c17C2) )a(XJAO) = 07 X e (C],Cz)
{ 0, xé&(c2,b] \ 0, x€(c,D]
( 0, x€la,cy) ( 0, x€la,cy)
¢2(X,).0) = ¢2()C,A()), DS (CI7C2) )ZQ(X’)’O) = %2(x72'0)7 X € (C17C2)
L 0, x€(c2,b] L 0, x€(c,b]
( 0, x€la,c) 0, x€la,cy)
03 (x, ) = 0, x€(c1,c2) x3(x,A) = 0, x€(cp,c2)
\ (])3()(, )7 DS (Czab] \ %3('%%)7 X E <027b]

seklinde gosterilsin. Buradan hareketle genel ¢6ziim
u= E1f1(x, Ao) + E221 (x, o) + E39a(x, Ao) + Eafa (x, Ao) + Es@3(x, 20) + Eo 23 (x, Ao)

bi¢iminde gdsterilebilir. Bu durumda m = ¢; (x, Ao), ma := x1(x, Ao),m3 := $(x, A),
my = 2 (x, 20),ms = @3(x, Ao),mg := x3(x, Ao) ile gosterilirse bu genel ¢oziim Ej, Ey, E3,
E4, Es, Eg sabitler olmak {izere

u=Em|+ Eymy + Esms + Eqmy + Esms + Egmg
6
= Z Emy (4.219)
s=1
seklinde yazilabilir. O halde problemin 6zdegerleri
Liu=0, (i=1,2,...,6) (4.220)

denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimlerini verir. Simdi bu denklem sistemini yazalim.
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(4.219) ve (4.220) denklemlerinden

6
Lu=1; (ZESmS> =0 is=12,..6 (4.221)
s=1

gosterimi yazilabilir. Bu sistem acik bir sekilde yazilirsa

Erlymy + Exlymy + E3lymsz + Eglymyg + Eslyms + Eglyme = 0
Eilymy + Exlomy + Eslboms + Eglomg + Esloms + Eglomg = 0
Elzmy 4+ Eplsmy 4+ Ezlsms + Eqlsmg + Eslsms + Eglsmg = 0
Eilymy + Exlymy + Eslams + Eqlymyg + Eslyms + Eglamg = 0
Elsmy + Exlsmy + Eslsms + Eqlsmyg + Eslsms + Eglsmg = 0
Eilgmi + Exlgmy + E3lgms + Eqlgmy + Eslgms + Eglgme = 0

elde edilir. Bu denklem sisteminin sifirdan farkli ¢dziimiiniin olmas i¢in katsay1 determinanti

llml llmz llm3 llm4 l1m5 llm6
lzml lzmz lzl’l’l3 12m4 l2m5 lzm6
lzmy lymy Ilsmsy lsmyg lzms Izmg
lamy lymy Iymy  Igmy  lyms  lymg
l5m1 l5m2 l5m3 15m4 l5m5 15m6

l6m1 l6m2 l6m3 l6m4 l6m5 l6m6



olmalidir. Buradan hareketle bu determinantin elemanlari teker teker hesaplanirsa

limy = 11y

Limy =1L

lim3 =11y =
Lhimy =110 =

lims = 1,93 =

Lime =113

lymy = L =

Lmy =hLy =

lyms = ¢y =

bhmy =y, = Xﬁ
lms = Ls =

bme =hy3 =

lym) = l3¢; =

limy =301 =
lms = l3¢p =
limy =30 =
lsms = 1393 =

lime =303 =

lymy = 119 =
lamy = 411
lym3
lamy = L1 )2
= L1¢s

l4m5

lame = L4 )3

=Ly =

= ¢1(a) -

¢1(C1)

=xi(cy) —
0(cr) -
= 2h(e7) -
= 94(c7) -

= 24(c)) -

01(b) =¢1(a)— (b)) =1-0=1
=21(a)—x1(b) =x1(a) — 1 (b) =0-0=0
‘272(“) ¢2(b)=0—0:0
22(a) = 22(b)=0-0=0
93(a) — 93(b) = 93(a) — ¢3(b) =0 — ¢3(b) = —¢3(b)
= 23(a) = 23(b) = x3(a) — x3(b) = 0— x3(b) = —x3(b)
0/(a)— ] (h)=0—0=0
f’ a)— x| (b) = x1(a) — x1(b) =1-0 =

—adi(c]) = ¢i(c;) —adi(c]) = i(c;) —0=¢i(cy)
—aﬁ(CT)le( D) —axi(e]) =xi(c;) =0=xi(cy)
—ag(cf) =0—ad(cf) = —a(c])

—axa(c)) =0—axa(cl) = —axa(c)
—ag(c])=0-0=0
o) =0-0=0

91(ci) = 9i(cr) ——01(cy) = 9i(cy ) —0=—9{(cy)
2(ef) = 2i(er) = —xi(cf) = xi () =0 = =] (c7)
O4(ch) =0~ 94(cr) =~ gd(e])
2o(eh) = 0= ~4(el) = ——24(e])
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Ismi =151 = ¢1(c;) —Boi(c3) =0—0=0

Ismy = lsxy = X1(cy) = BXi(c;) =0—-0=0

Ismy = Is¢2 = $a(c;) — Boa(c3) = da(c; ) — Bda(c3) = da(cy)

Ismy =Is)r = 2(C2_) Bx2(cy) = xa(cy) —Bra(cy) = xa(cy)
Isms = Is¢3 = §3(c; ) — B9s(c3) = 93(c3 ) — Bd3(c3) = 0— Bgs(cs) =
Isme =Isx3 = x3(c5 ) — Baa(c3) = x3(c5) — Bxz(cy) =0—Byz(cy)

-~ 1 ~
lomi = Is¢1 = ¢(c; ) — 5 0{(c;) =0—-0=0

B

lams = 171 = 2}(c5) ~ 524(e3) =0—0=0

s = 52 = B4(c3) ~ 504(c3) = d4(c5) — 04(c3) = 05c3)

lams = 1572 = 24(c5) — 526(e3) = 26(63) ~ 514(cH) = 73(c3)

s = 52 = B4(c3) = 504§ = 84 (c5) = 04 (c3) = 0= 54(c) =
1~ 1 1

l6m6:lsf3:?a(cz_) ﬁX3(C2) X§(05)—E%§(C;):O—EX§(C; =7

elde edilir. Elde edilen ifadeler yukaridaki denklem sisteminin katsay1 determinantinda ye-

rine yazildiginda

1 0 0 0 —¢3(b)
0 1 0 0 —03(b)
¢i(cy)  x(cy) —ap(c]) —axlc) 0
A) =
FA= ster) —xier) —Led(ed) —tglen) o
0 $(cy) x(c5)  —Bos(cy)

bulunur. Sinir sartlar1 yerine yazildiginda ise bu determinant

1 0 0 0 —¢3(D)
0 1 0 0 —l(b)
E() = agy(cy) axalcy) —ay(cf) —ax(cf) 0
a05(ch) gulel) —gos(e) —guld) 0
0 0 h(c) ()  —(q)
0 0 YR CO R Y

0 9(c3)  mle)  —piled) —p

—ﬁ¢3(02 )

—x3(b)
—x5(b)
0

_/3753(% )
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elde edilir. Bu determinant hesaplanirsa

E(A) =Wy (2, 22565 )W (92, x25¢5 ) [Wa (93, x3:0) + 1 — 93(b) — x5(b)] (4.222)

elde edilir. Buradan (4.220) denklemi asikar olmayan bir ¢oziime sahip oldugundan
E(X) =0

yazilir. E(A ) fonksiyonunun herhangi bir sifirt A = A olsun. Simdi Ay i (4.1) - (4.7) proble-
minin bir 6zdegeri oldugunu gosterelim. Eger E (Ay) = O ise, (4.220) sistemi sifirdan farkl bir
(U1, @1, U2, @2, U3, @3) ¢cozlimiine sahiptir. Bu nedenle, (4.212) ile tanimlanan sifirdan farkl
up(x,Ap) fonksiyonu (4.1) denklemini, (4.2)-(4.7) sinir ve gegis kosullarim saglar. Bu sonug
da Ap’n bir 6zdeger oldugunu gosterir. Boylece istenen elde edilmis olup ispat tamamlan-

migtir. []

4.2 Tamim E(A) ile tanimlanan

E(A) =Wy (92, 22:¢3 )Wa (92, 2x2:¢5 ) [Wa (93, 23:0) +1—93(b) — x3(b)]  (4.223)

fonksiyonuna (4.1) - (4.7) sinir-deger-gecis probleminin karakteristik fonksiyonu adi verilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Siir-deger-gegis problemleri, uygulamali bilimlerde 6nemli bir rol almakla birlikte son de-
rece gelismis teori ve aktif bir ilgi alanina sahiptir. Bu ¢calismada herhangi ii¢ ayrik aralikta
tanimli, siireksizlige sahip periyodik Sturm-Liouville probleminin, tanimlanan araliklarda
baslangi¢c deger probleminin yalnizca bir ¢oziimii oldugu ve bu araliklarda kompleks de-
giskenin tam fonksiyonu oldugu, 6zdegerlerinin reel oldugu, bu dzdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlarin bulunup sistemin bir Hilbert uzayinda ortogonal oldugu ve arastirdigimiz
sinir deger probleminin kendine eslenik oldugu ispatlanmistir. Devaminda bu temel ¢oziim-
lerin integral denklemleri bulunmus olup yine ayni ¢oziimlerin spektral davranist ile ilgili

teorik bilgiler ele alinmistir. Ayrica problemin karakteristik denklemi tanimlanmasgtir.

Tezde kullanilan yontem, yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler ve daha genel sinir

sartlar iceren sinir deger gecis problemleri i¢in uygulanabilir.
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