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OZET

IKI VE UC BOYUTLU GENELLESTIRILMIS OKLIDYEN
IC CARPIM UZAYLARINDA BAZI GEOMETRIK OZELLIKLER

Mehmet DURU

Yiuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Dog¢. Dr. Harun Baris (;OLAKOéLU
Aralik 2023; 104 sayfa

Temel olarak iki bolumden olugan bu tezde iki ve (i¢ boyutlu genellestirilmis
Oklidyen i¢ carpim uzaylarinda bazi geometrik ézelliklerin belirlenmesi amaclanmistir.

Ik bolumde, iki ve tic boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzaylarinda
temel 6zellikler ve yansima dontsumu ele alinmistir. Bu uzaylarda yansima donlsimd,
elips ya da elipsoid tzerindeki bir vektoru yine ayni elips ya da elipsoid Gzerindeki bir
vektore gotiiren bir dontisimdir. Doniistimin matrisi, dnce genellestirilmis Oklidyen i¢
carpim kullanilarak, daha sonra genellestirilmis Oklidyen vektérel carpim tanimlanarak
elde edilen genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar yardimiyla elde edilmigtir. Her bir yon-
tem ispatlanmis ve orneklerle desteklenmistir.

Ikinci bolumde, iki ve ti¢ boyutlu bu uzaylar icinde bulunan temel iki geometrik
nesne arasindaki uzaklik formulleri belirlenmistir. Burada uzaklik kavrami, genellesti-
rilmis Oklidyen i¢ carpimdan elde edilen norm ve bu normdan elde edilen metrige isaret
etmektedir. Elde edilen uzaklik formilleri analitik geometride iyi bilinen; iki nokta, bir
nokta ve bir dogru, bir nokta ve bir diizlem, aykir iki dogru arasindaki uzaklik formul-

leridir.

ANAHTAR KELIMELER: Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim, genellestirilmis Ok-
lidyen vektorel carpim, genellestirilmis Oklidyen yansima, genellestirilmis eliptik kuater-

niyon, uzaklik.
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ABSTRACT

SOME GEOMETRIC PROPERTIES IN TWO AND THREE DIMENSIONAL
GENERALIZED EUCLIDEAN INNER PRODUCT SPACES

Mehmet DURU

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Harun Baris C;OLAKOéLU

December 2023; 104 pages

In this thesis, which mainly consists of two chapters, it is aimed to determine
some geometric properties in two and three-dimensional generalized Euclidean inner
product spaces.

In the first part, basic properties and reflection transformation in two and three-
dimensional generalized Euclidean inner product spaces is obtained. The reflection trans-
formation in these spaces is a transformation that takes a vector on an ellipse or ellipsoid
to a vector on the same ellipse or ellipsoid. The matrix of the transformation is obtained
first by using the generalized Euclidean inner product, then by using the generalized el-
liptic quaternions obtained by defining the generalized Euclidean vector product. Each
method is proven and supported by examples.

In the second part, the distance formulas between two basic geometric objects
in these two and three-dimensional spaces are determined. The concept of distance here
refers to the norm obtained from the generalized Euclidean inner product and the metric
obtained from this norm. The distance formulas obtained are well known in analytic
geometry; the distance formulas between a point and a line, a point and a plane, and two

skew lines.

KEYWORDS: Distance, generalized Euclidean inner product, generalized Euclidean

vector product, generalized Euclidean reflection, generalized elliptic quaternion.
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ONSOz

Bu tezde genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim kullanilarak elde edilen iki ve ti¢
boyutlu genellestirilmis i¢ carpim uzaylarinda bir dogru ve diizleme gore genellestirilmis
Oklidyen yansimalar genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar kullanilarak incelenmistir. Ek
olarak, iki ve t¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzaylarinda temel uzaklik
formulleri elde edilmistir.

Tez konumun belirlenmesinde, hazirlanmasinda ve diizenlenmesinde yardim ve
fedakarligini esirgemeyen, calismalarimda bana yol gosteren degerli danisman hocam
Sayin Dog. Dr. Harun Baris (;OLAKOGLU’na tesekkdir ediyorum.

Bu Tezin hazirlanmasinda 2211 Yurt I¢i Lisansiistii Burs Programi destegi icin
TUBITAK a tesekkiir ediyorum.

Bu calismami, hayatim boyunca beni destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve

manevi destegini esirgemeyen aileme ithaf ediyorum.
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GIRIS M. DURU

1. GIRIS

Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzaylarinda bazi geometrik 6zelliklerin be-
lirlenmesini konu alan bu tezin iki temel hedefi vardir. Bunlardan biri geometrik dontistimle,
digeri de uzaklik kavramiyla iliskilidir.

Geometrik donusim veya kisaca donlstim, geometrinin énemli kavramlarindan-
dir. Geometrinin donustimler altinda degismeyen 6zelliklerin incelendigi bir bilim oldugu
dustintlirse, bunun 6nemi oldukea agiktir. Ornegin, diizlemde orijinden gegen bir dogruya
gore yansima, orijin etrafinda donme, 6teleme ve bu donusimlerin bileskelerinden olusan
doniistimlerden elde edilen izometriler, Oklidyen geometrinin yapisal 6zelligi hakkinda
temel bilgiler verir. Bununla birlikte, dontistimler gesitli uygulama alanlari i¢in de 6nem-
lidir. Ozellikle bilgisayar programlarinda ve grafik tasarim alaninda 6nemi bilinmektedir.

Duzlemde veya uzayda bir donusiim, diuzlemin veya uzayin kendi Gzerine bire-
bir ve orten fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu fonksiyonlar korudugu 6zelliklere gére
siniflandirilabilirler. Ornegin, uzakhig, acilari, paralelligi veya dogrudashigi koruyan do-
nustimlere sirasiyla izometri, konformal dontsim, afin dontsim ve projektif donusim
denmektedir. Bununla birlikte, geometrik dontstimler kendi icinde yapisal 6zellikleriyle
cesitlenebildigi gibi, onlari zenginlestirmenin bir yolu da genellestirilmeleridir. Donugiim-
ler, geometrik 6zelliklerle analitik yaklasimin bir arada kullanilabildigi yapilardir. Dola-
yistyla onlarin genellestirilmesinde i¢ ¢arpim fonksiyonlari hatta daha genel olarak uzak-
lik 6lgen fonksiyonlar, yani metrikler kullanihir. Ornegin, (Colakoglu 2023a) calismasinda
i¢ carpim fonksiyonu genellestirilerek yeni yansima ve donme dénustmleri, (Colakoglu
2018) calismasinda ise temel metrik genellestirilerek yeni yansima ve donme doéniisum-
leri elde edilmistir. Bu tezde, (Colakoglu ve Ozdemir 2023a) calismasinda elde edilen
genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim fonksiyonlari kullanilarak, bir dogruya ya da bir diiz-
leme gore yansima doniisimii genellestirilecek ve bu dontisim genellestirilmis Oklidyen
yansima donusumu olarak ifade edilecektir.

Diger yandan, metrikler bir geometrik yapinin 6zelliklerini belirleyebilen temel
fonksiyonlar olarak gorilebilirler. Ornegin, en basitinden reel diizlem Oklid metrigiyle
birlikte disuldigiinde, bir metrik uzay olarak iki boyutlu Oklidyen geometri modeli elde

edilir. Bilindigi gibi, her i¢ carpim fonksiyonu bir metrik belirler ve bir metrik tanimlan-
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mis uzayda temel nesneler arasindaki uzakliklarin belirlenmesi bu metrik geometrinin en
temel problemlerindendir. Tez iginde, genellestirilmis Oklidyen yansimalara ek olarak, 2
ve 3 boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpimindan genellestirilmis Oklidyen metrigi
belirlenecek ve bu genellestirilmis Oklidyen uzaylarda iki temel geometrik nesne arasin-
daki iyi bilinen Oklidyen uzaklik formllerinin karsiliklari elde edilecektir. Son yillarda
metrikler ve temel dzellikleri, istatistik, makine égrenmesi ve veri madenciligi gibi uygu-
lama alanlarinda kullaniimakta oldugu g6z 6nline alinarak, bu yeni metrigin ve uzaklik
formullerinin uygulamaya katki saglayacag! distntlmektedir.

Tezde R}, ile, x = (w1,29,73),y = (y1,%2,y3) € R3 ve Q pozitif tanimh

simetrik reel matris
A D E

Q=D B F
E F C

olmak Uzere,

BQ (Xa y) :XTQy

= Az1y1+Brays+Cr3ys+D (x1ya+x2y1 ) +E (21ys+x3y1 ) +F (22ys+13Yys)

genellestirilmis Oklidyen i¢ carpimiyla donatilmis genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim
uzayi gosterilmektedir (Colakoglu ve Ozdemir 2023a). Bu uzayin birim kiiresinin denk-
lemi

Ax? + By? + C2* + 2Day + 2FExz + 2Fyz = 1

seklindedir ve denklem (¢ boyutlu reel uzayda bir elipsoid belirtir. Farkli pozitif tanimli
Q matisleri icin farkh Bg, (x,y) i¢ ¢carpimlari elde edilir. Tanimlanan Bq, (x,y) i¢ carpimi
Oklid i¢ carpiminin bir genellestirilmesidir. Dikkat edilirse, Q = I5 alinirsa standart
Oklid i¢ carpimi elde edilir. Ug boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpimi, elipsoid
Uzerindeki yansima ve donme dénustmlerini belirleyecektir.

Ek olarak, iki boyutlu uzayda 2 matrisi olarak

A B
B C

Q:
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pozitif tanimli reel matrisi kullanilacaktir. Bu durumda i¢ garpim

BQ (X7y) = XTQy

= Amy + B (2192 + 22y1) + Cays
seklidedir. Bu uzayin birim ¢gemberi
Ax? +2Bxy+ Cz* =1

denklemini sahiptir ve reel diizlemde bir elips belirtir. Iki boyutlu genellestirilmis Ok-
lidyen i¢ carpimi da elips Gzerindeki yansima ve donme dondsumlerini belirleyecektir.
Bu tezde calisilan i¢ carpim uzaylari, agina oldugumuz Oklidyen geometriyi
genelleyen yapida olmasina ek olarak, iki boyutta verilen herhangi bir elipsi gember kabul
eden ya da U¢ boyutta verilen herhangi bir elipsoidi kire kabul eden metrik geometriler
olmasi bakimindan énemli metrik geometri 6rnekleri teskil eder. Bununla birlikte, bu
geometriler tarihsel agidan, st Uste getirilerek agilarin esliginin belirlendigi antik Oklid
geometrisinin 4. postulatini saglamamasi, ancak 5.postulati saglamasi sebebiyle ilging bir

ornek olusturmaktadir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu kisimda, sonraki béliime temel teskil eden tanim ve teoremler (Ozdemir 2020),
(Colakoglu ve Ozdemir 2023a), (Colakoglu, Ozdemir ve Oztiirk 2023) calismalarindan
alinarak derlenmistir. Ek olarak, kavram ve teoremlerin anlasiimasini kolaylastiran bazi

ornekler verilmigtir.

2.1. Bilineer Form, I¢ Carpim, Vektorel Carpim

Burada, bilineer form, i¢ carpim, vektorel carpim ve norm kavramlari (Ozdemir

2020, 2021) kaynagindan yararlanilarak verilmistir.

Tanim 2.1. Sonlu boyutlu V vektor uzayinda, x,y,z € V vektorleri ve a, b, c,d € R reel

sayilari icin tanimlanan
B:VxV->R, (x,y)— B(x,y)
donlsumu

B(ax +by,z) = aB(x,z)+bB(y,z)
B (x,cy+dz) = cB(x,y)+ dB(x,z)

ozelliklerini saglyorsa bu donlsiime bilineer form denir.

Ornek 2.2. R? vektor uzayinda x = (1, zo, 73) Ve y = (y1, %2, y3) vektorleri icin tanim-
lanan
B:R3x R — R,

B(x,y) = z1y1 + 3x2y2 + T3y3 + 222y1 + 22y3 + 4xsy

dontgsumi bilineer form drnegidir.

Tanim 2.3. S = {ej, ey, ...,e,} kimesi sonlu boyutlu V vektdr uzayinin standart ta-
bani ve B de bu vektor uzayinda bir bilineer form olsun. Bu durumda B bilineer formu,
B (ei, ej) = a;; Ve A= [Gi]’] olmak Uzere,

nxn

B(x,y)=x'Ay = Z TiQijY;

ij=1
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seklinde yazilabilir. Buradaki

B(ei,e;) Blej,e) ... B(eyey,)
A B(ez,e1) Bleye) ... B(eze,)
B(e,,e1) B(e,es) ... B(e,en)

matrisine standart tabana gére B bilineer formuyla iliskilendirilmis matris denir. Ilis-
kilendirilmis matrisi A olan 5 bilineer formu B, ile gosterilir. Ayrica A = /|det A|

tanimlanan sayisina 5 bilineer formunun sabiti denir.
Ornek 2.4. R3 vektor uzayinda x = (21, x5, 73) Ve y = (y1, yo, y3) Vektorleri igin
B:R*xR* =R

B(x,y) = z1y1 + 3xoy2 + T3ys + 202y1 + 22y3 + 4xsys

bilineer formu tanimlansin. Bu bilineer formun standart tabana gore iligkilendirilmig

matrisi

B(elvel) 3(91,92) 5(61,93)
A = B<e2>e1) 5(92792) B(e27e3>
B (e?nel) B (e37 e2) B (e3; e3)

1 00
= (2 31
4 0 1

seklindedir. Buna gore, bilineer form

1 00 U1
B(X,Y)=[:c1 Ty :cg] 2 3 1| |y
4 0 1 Yo

seklinde yazilabilir. Bilineer formun sabiti

A= /|det A| = /3

olarak bulunur.
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Tanim 2.5. 'V vektor uzayinda tanimli B bilineer formu ve x,y € V vektorleri i¢in
B(x,y)=0
ise, x ve y vektorlerine B-ortogonal denir.
Tanim 2.6. V vektor uzayinda her x,y € V vektorleri icin 5 bilineer formu
B(x,y) = B(y,x)
kosulunu sagliyorsa B bilineer formuna simetrik bilineer form;
B(x,y) = —B(y,x)

kosulunu sagliyorsa B bilineer formuna ters simetrik bilineer form denir. Simetrik bi-
lineer formlarin matrisleri simetrik, ters simetrik bilineer formlarin matrisleri de ters

simetriktir.
Tanim 2.7. B bir bilineer form olmak Uzere, her x € 'V vektori igin
B (x,x) >0,
ve bununla birlikte
B(x,x) =0<=x=0
ise B3 bilineer formuna pozitif tanimh form denir. Diger yandan, ilk kosulla birlikte,
x=0= B(x,x)=0
saglaniyor, ancak
B(x,x)=0=x=0
saglanmiyorsa B bilineer formuna yari pozitif tanimli denir.

Tanim 2.8. V vektor uzayinda tanimlanmig B bilineer formunun iligkilendirilmis matrisi
tersinir ise bu bilineer forma nondejenere bilineer form, nondejenere olmayan bilineer
formlara da dejenere bilineer form denir. Buna gore, bir B nondejenere bilineer formu-
nun iligkilendirilmis matrisi A ise det A # 0 dir ve buradan her 0 # x € V vektori
icin B (x,y) # 0 olacak sekilde bir y € V vektoru vardir, veya baska bir ifadeyle, her
0 # x € V vektorl icin B (x,y) = 0 esitligi sadece y = 0 i¢in saglanir. O halde,

nondejenere bilineer formlarda her vektore ortogonal olan tek vektor sifir 0 vektdrudur.

6
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Tanim 2.9. V vektor uzayinda tanimlanan B : R™ x R" — R bilineer formu, simetrik
ve nondejenere ise, bu bilineer forma skaler carpim denir. Uzerinde bir skaler carpim

taniml vektOr uzayina da skaler ¢arpim uzayi denir ve V ile gosterilir.

Ornek 2.10. R™ vektor uzayinda, x = (z1, 72, ..., Zn), Yy = (Y1, Y2, -, Yn) € R™ vektor-

leri icin tanimlanan
L : R"XR"—R
L(x,y) = -2+ o2z + ..+ Tuln
= —I1Yy1+ Z TiYi
=2

dondstiminln bir skaler ¢carpim oldugu gosterilebilir. Bu dontsum bir bilineer formdur
ve L bilineer formunun iligkilendirilmis matrisi S = {ej, es, ..., e,} standart tabanina

gore

L(x,y) = x'Ay

B(el7el) 8(61792) B(elven)
n
B (e, e1) B(eyey) --- B(eye,) _
v 4 AV . _
Un
B (en7 el) B (en7 82) e B (eTL7 en)
seklinde yazarak i i
-1 0 0
0 1 0
A pu—
0o 0 --- 1

biciminde bulunur. L bilineer formunun simetrik olc_iugunu gormek kolaydir. Ayrica,
det A = —1 # 0 oldugundan L bilineer formu nondejeneredir. Sonug olarak, L bir
skaler carpimdir ve bu skaler carpima (—, +, ..., +) isaretli Lorentz skaler ¢arpimi denir.
R™ (izerinde tanimli Lorentz skaler garpim uzay1 R? ile gosterilir. Ozel olarak, n = 3

durumunda (—, +, +) isaretli Lorentz skaler ¢arpimi

L(x,y) = —x1y1 + 2y + 3Ys3

seklindedir ve bu skaler carpimla tanimlanmis skaler carpim uzayina da ti¢ boyutlu Lorentz

skaler carpim uzayi denir ve R? ile gosterilir.

7
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Bir vektor uzayinda i¢ ¢arpim tanimi agagida verilmistir.

Tanim 2.11. V vektor uzayinda tanimlanan B : V x V — R dondstim, her x,y,z € V
vektorleri ve her a, b € R reel sayilari igin

1. (Bilineerlik)

B(ax+by,z) = aB(x,z)+bB(y,z)
B (x,ay+bz) = aB(x,y)+ bB(x,z)

2. (Simetri)
B(x,y) =B(y,x)
3. (Pozitif tanimlihk)
Her x € Vigin, B(x,x) > 0
B(x,x)=0 <= x=0

sartlarini sagliyorsa B donusiimiine V vektor uzayinda bir i¢ carpim denir. Buradaki
B (x,y) degerine de x ve y vektorlerinin i¢ ¢carpimi denir. Ic carpim tanimli bir vektor
uzayina, i¢ carpim uzayi denir. Ek olarak, bu tanimdaki ilk iki sarti saglayip "pozitif

tanimhilik" sartindaki

B(x,x)=0 <= x=0

yerine sadece

x=0 = B(x,x)=0
sarti kullanilarak tanimlanan doniisume yari (pseudo) i¢ carpim denir.

Bazi kaynaklarda skaler carpim ile i¢ carpim kavramlari ayni anlamda kul-
laniimaktadir. Ancak, i¢ carpimda pozitif tanimlilik varken skaler carpimda yoktur, ayrica
skaler carpim nondejenere bir bilineer form iken, i¢ carpimda boyle bir kisitlama yoktur.

Bu calismada i¢ carpim; simetrik, pozitif tanimli bir bilineer form olarak ele alinmaktadir:

Ornek 2.12. R™ vektor uzayinda, x = (z1, 29, ...,7,) V€ y = (Y1, Y2, ..., yn) Vektorleri

icin tanimlanan
B : R"xR"—R
B(x,y) = i1+ Toys + ... + ToYn

8
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dontistimii bir i¢ carpim belirtir. Bu i¢ carpima 6zel olarak Oklid i¢ carpimi veya Oklidyen
ic carpim denir. Uzerinde Oklid i¢ carpimi tanimli R” uzayina Oklid uzayi denir. Oklid i¢
carpiminda BB semboli yerine (, ) sembolii kullanihr. Oklid i¢ carpiminin standart tabanla

iligkilendirilmig matrisi

10 0
01 - 0

=1,
0 0 1

olarak bulunur. Oklid i¢ carpimi icin bilineer form sabiti A = +/|det I,,| = 1 dir.

Tanim 2.13. V vektoér uzayinda verilen bir B : V x V — R skaler ¢carpimi igcin S =

{e1, ey, ..., e, } kimesi bir B-ortogonal taban olsun. Yani

7 7é j:B(ei,e]‘):O

— j:>B(e,-,ej) 7é0
kosullari saglansin. B skaler ¢carpiminin iligkilendirilmis matrisi
A =diag (B (e1,e1),B(es,€2),...,B(en, €,))

ve skaler ¢carpim sabiti

A =/|det A| =

olur. Vz uzayinda
€

(ex, ex)

vektorleriyle olusturulan n x n mertebeden matrisin determinantinin A katina, yani

€
Adet (m, X1, X2, uuy Xn1>

degerine x1, X», ..., X,,_1 Vektorlerinin vektdrel carpimi denir ve x; Xz Xo X5 ... X5X,_1

y X1, X2, 00y Xp—1

veya Vi(x1, X, ..., X,,_1) ile gosterilir.

Bu carpim determinant kullanilarak tanimlanabilir. Skaler ¢arpim uzayinda

X1,Xaz, ... ,X,_1 Vektorlerin vektorel carpimi; A = /|det A| i¢ ¢arpim sabiti ve i =

9
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1 2, ooy (TL - 1) |g|n X; = (xila T2y eeny l',m) olmak Uzere,

Y

Vg : VYxVx..xV->YV

(X1,X2, oy Xp—1) — VB (X1,X2, ..y Xp_1) = X1 XBX2 XB ... XBXp_1

€1 €2 P €en
B(ei,e1) B(ez,e2) B(en,en)

T11 T12 T Tin

X1 XXy Xp ... XpXp—1 = A L1 To9 Ton
Tn-1)1 Tn-1)2 " L(n-1)n

seklindedir. x; X5 X3 X5 ... Xg X,_1 Vektori ¢ = 1,2,...,n — 1 i¢in x; vektorlerine
B-ortogonaldir.

Ornek 2.14. Her i € 1,2,...,(n — 1) igin x; = (241, Tia, .., Tin) Vektorlerinin vektorel
carpimi;

B(x,y) = (X,y) = 211 + ... + Tp¥n

Oklid i¢ carpimi ve bu i¢ carpimin sabiti A = \/|det A| = 1 g6z 6nline alinarak, S =

{e1, es, ..., e, } standart tabanina gore

€1 €2 . e €n
B(ei,ej) B(ez,e2) B(en,en)
1‘1 I‘l ... a’:l
X1 XgXg Xg ... XpXp-1 = A a9 T2 Top,
Tn-1)1 T(n-12 " T(n-1)n
el e2 .. en
1’1 I‘l DY ajl
- Z21 T22 T L2on
Tn-1)1 T(n-1)2 " T(n—1)n

seklinde elde edilir. Bu vektorel carpima Oklid vektorel carpim denir.

Ornek 2.15. Ug boyutlu Lorentz uzayinda, x,y € R$ igin skaler carpim

B (x,y) = —x1y1 + T2y + T3Ys3

10
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seklinde tanimlandigindan, vektdrel ¢carpim standart tabana gore

—€e; €y e3
XXLY = | 11 To I3
Yy Y2 Y3
olarak elde edilir.
Tanim 2.16. V vektdr uzayl R cismi uzerinde tanimhi olsun. ||| : V — R* seklinde

tanimlanan fonksiyon

1. (Pozitif taniml)

Herx € Vigin |[x| >0

x| = 0 <= x=0
2. (Skalerin lineerligi)
Herx € Vve A € Rigin ||IAx| = [A] [|x]]
3. (Ucgen esitsizligi)
Her x,y € Vigin |x +y| < [Ix[| + [ly|

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona norm denir. Uzerinde norm tanimli vektor uzayina
da normlu uzay denir. Bu tanimin pozitif tanimhlik sartindaki ||x|| = 0 < x =10

sarti yerine sadece

x=0 = |x[|=0

sartini saglayan ve diger tum gartlari saglayan ||.|| fonksiyonuna yari (pseudo) norm

denir.

Tanim 2.17. Uzerinde B bilineer formu tanimlanmis V vektor uzayinda her x € V igin

tanimlanan

Illg = V— R

X[l = VIB(xx)
fonksiyonuna x’in B bilineer formundan indirgenmis normu veya kisaca normu denir.

11
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Uzerinde tanimli B bilineer formuyla birlikte dustintilen bir V vektér uzayinda
bir vektoriin normuyla ||x||; Kastedilir. ||x||,; fonksiyonunun bir norm oldugunu goster-
mek icin Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilir. Cauchy-Schwartz esitsizligi asagida ve-

rilmigtir.
Teorem 2.18. Eger V bir i¢ carpim uzayi ise, her x,y € V igin
1B (x,y)| < Ixlls l1¥ll5
esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu x ve y lineer bagimliysa saglanir.

Teorem 2.19. V vektor uzayinda tanimh 5 bilineer formu icin x € V
%[l = VB (x,%)]
fonksiyonu norm 6zelliklerini saglar.

Ispat ||x|| z fonksiyonunun norm 6zelliklerini sagladigr gosterilmelidir.
1.Her x i¢in [|x||; = /B (x,x) > 0 oldugu aciktir. |x|; = 0 olsun, bu durumda
0 = B(x,x) oldugundan x = 0 elde edilir. x = 0 ise \/B(0,0) = ||x|[z = 0 olur.

Pozitif tanimhlik sarti saglanir.

2.Her x € Vve A € Rigin dogrudan | Ax||; = /B(x,\x) = /N’B(x,x) =
Al /B (x,x) = || ||x||5 oldugu goriltr. Skalerin lineerligi saglanir.

3.Her x,y € Vigin i¢ carpim &zellikleri ve Cauchy-Schwartz esitsizliginden

Ix+yllz = Blx+yx+y)
= B(x,x)+2B(x,y)+B(y,y)
= |xlz +2B(x,y) + |3
< xllg + 21l 1ylls + 1¥ls

= (Ixlls + lIylls)°

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi pozitif oldugundan karekok alinabilir ve

Ix+yls < lxls+lyls

tcgen esitsizligini elde edilir.

12
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Boylece ||x|| ; fonksiyonunun bir norm oldugunu goraliir. O

Yukaridaki teoreme gore, her i¢ carpimdan bir norm tanimlanabilir ancak, her
normdan ||x|; = /B (x,x) olacak sekilde bir B i¢ carpimi bulunamayabilir. Bir ||x|| 5

normundan B i¢ ¢arpimi

2
X+Ylg—|X—Y
B(X, y) _ || HB 1 “ ||B

seklinde bulunur. Bu sonug paralelkenar kanunu olarak bilinir. Bir i¢ carpimdan elde

edilebilen ve edilemeyen birer norm 6rnegi asagida verilmistir:

Ornek 2.20. R™ vektor uzayinda her x = (1, 2o, ..., 7,,) vektori igin

Il = Vi %) = o1+ a3+ ..+ a2

fonksiyonu bir norm belirtir. Bu norma Oklid normu, bu normla birlikte R™ vektor uzayina

da n-boyutlu Oklid uzayi denir.
Ornek 2.21. R? de her x = (1, 25) vektori igin tanimlanan

[ e = max {[z1], |2}

max

maksimum normundan ||x||_. = /B (x,x) sekilde bir i¢ carpim elde edilemez. Bunu

max

goérmek igin
2 2
flxy) = 1%+ ¥ llimax = 1% = ¥llmax

4
fonksiyonunun bir i¢ carpim olmadigi ispatlanarak gosterilebilir: x = (1,2) vey =

(2, 1) vektorleri igin
fxy)=f(2xy)=2

dir, dolayisiyla f lineer degildir. O halde tanimlanan fonksiyon bir i¢ carpim degildir.

Tanim 2.22. V vektoér uzayinda tanimh B bilineer formu igin, x,y € V vektorleri B-

ortogonal ve ||x||z; = ||y||z = 1 ise x ve y vektorlerine B-ortonormal vektorler denir.
Ornek 2.23. R? vektér uzayinda

B(x,y) = 3191 + Taya + T3y3 + 3T2y1 + T2y3 + dr3y
bilineer formuna gére x = (—1,1,0),y = (0, —1, 1) € R3 vektorleri B-ortonormaldir.

13
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Yansima ve donme donustmlerinin bilineer formla ilgili tanimlar1 agagidaki

sekilde verilmistir,

Tanim 2.24. Bir £ : R™ — R" lineer donistiminun matris tamsili L olsun. Bu L mat-
risinin determinanti pozitif ise £ déniisimiine yonlendirmeyi koruyan déntsim denir. L

matrisinin determinanti negatif ise £ dontsumune ters yonlendirmeli dondstm denir.

Tanim 2.25. Bir lineer donistim i¢ carpimi koruyor ise bu lineer donusime ortogonal
déntistim denir. I¢ carpim korundugu icin buna bagli olarak norm da korunur. B, R™
uzayinda tanimli bir i¢ carpim olsun. Her x,y € R" ve bir £ : R™ — R" lineer déntistimu
icin

B(L(x),L(y)) =B(xy)
esitligi dogru ise £ donlsumine B i¢ ¢carpimina gore ortogonal dondsim denir. TUm

ortogonal dondsumler bileske islemi altinda bir grup yapisi olustururlar. Bu grup
Op(n) ={L:R"—=R"|B(L(x),L(y)) =B(xy), Vx,y € R"}

kumesi ile gosterilir. Bir £ ortogonal dénustimiine karsilik gelen matrise ortogonal matris
veya B-ortogonal matris denir. Bir £ ortogonal donustimune karsilik gelen matris L ve

B bilineer formunun iligkili matrisi A olsun. Bu durumda
B(L(x).L(y)) = (Lx)' ALy = x'L'ALy

ve

B(x,y) =x"Ay

esitliklerinden

L matrisi B-ortogonaldir <= L'AL = A

gerek ve yeter sarti elde edilir. Determinantin 6zelliklerinden her ortogonal matris deter-

minantinin 1 veya —1 e esit oldugu gordlebilir. Ortogonal matrislerinin kiimesi
Op(n)={L e RV | L'AL = A, det L = £1}

seklinde tanimhdir. Bir ortogonal matrisin tim sttunlari veya tim satirlari kendi ara-

larinda B-ortogonaldir.
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Tanim 2.26. Yonlendirmeyi koruyan ve ortogonal olan dontgtimlere ddnme dénugumi
denir. R} uzayinda bir donme dontsiimu, B-donme donisumi olarak da ifade edilebilir.
Donme dontgumleri kiimesi bileske islemiyle bir grup olugrurur ve bu grup Rp (n) ile

gosterilir.
Rg(n)={L:R"—=R"|detL =1, B(L(x),L(y)) =B(x,y), Vx,y € R"}
Donme dontgsumlerine karsilik gelen donme matrisleri kiimesi
Rz(n) ={LeR”™" | L"AL=A, detL =1}
seklinde gosterilir.
Rg (n) grubu O (n) grubunun bir alt grubudur.

Tanim 2.27. Ters yonlendirmeli olan ortogonal donlstime yansima dontsimu denir. R
uzayinda bir yansima dontisimii, B-yansima doniisimii olarak da ifade edilebilir. Oklid

uzayinda B bilineer formuna gore tanimlanmig yansima dontisumleri kiimesi
Y5 (n) = {£:R" = R"[det L = —1, B(L (x),L(y)) = B(x,y), ¥x,y € R"}
seklindedir.

Tanim 2.28. Iki yansima doniisiimiiniin bileskesi bir donme déniisiimii oldugundan Y (n)
kiimesi bilegke islemine gore kapah degildir. Bu yuzden Y3 (n) bir grup degildir. Yansima
dondstmlerine karsilik gelen matrislerin olusturdugu kiimeye yansima matrisleri kiimesi
denir ve

Yg(n)={LeR™"|LTAL = A, detL =—1}
ile gosterilir.
Tanim 2.29. Bir £ : R™ — R” lineer dontstiimi ve R™ vektor uzayinda tanimli B bilineer

dontsumi ahinsin. Her x,y € R™ vektorleri icin £ donusimi

B(L(x),y) =B (xL(y))

esitligini sagliyorsa £ lineer donusiimiine B bilineer formuna goére simetrik dontsiim
veya B-simetrik dontsum denir. Elemanlari simetrik dontsum olan kiime bir Jordan

cebiridir. Bu kiime
{L|B(L(x),y)=B(x,L(y)), vx,y € R"}
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seklinde gosterilir. Simetrik donustimlere karsilik gelen matrise simetrik matris veya 5-
simetrik matris denir. Bir L simetrik donustimune karsilik gelen matris £ ve B bilineer

formunun iligkili matrisi A olsun. Bu durumda
B(L(x),y) = (Lx)" Ay =x"L" Ay

ve
B(x,L(y)) =x"ALy

esitliklerinden

L B-simetrik matristir < LTA = AL

gerek ve yeterlilik sarti elde edilir.

Tanim 2.30. Bir £ : R™ — R" lineer donlgumi ve R™ vektor uzayinda tanimli bir 3 bi-
lineer donustimi alinsin. R™ vektor uzayindaki her x ve y vektorleri igin £ donisumu
B(L(x),y) = —B(x,L(y)) esitligini sagliyorsa B bilineer formuna gore L lineer
dondstimine ters simetrik donusim veya B-ters simetrik dontsum denir. Elemanlari

ters simetrik dontgtim olan kiime
{L:R" = R"|B(L(x),y) = —B(x,L(y)), vx,y € R"}

ile gosterilir. Bu kiime bir Lie cebiri 6rnegidir. Simetrik déntstimlere karsilik gelen mat-
rise ters simetrik matrisler veya B-ters simetrik matris denir. £ ters simetrik donisumune

karsilik gelen matris L ve B bilineer formunun iliskili matrisi A olsun. Bu durumda
B(L(x),y) = (Lx)" Ay =x"L" Ay

ve
~B(x,L(y)) = —x"ALy

esitliklerinden
L bir B-ters simetrik matristir < LTA = —AL

gerek ve yeterlilik sarti elde edilir.
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2.2. Ikive Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen ig Carpim ve Vektorel Carpim

Bu kisimda 2 ve 3 boyutlu genellestirilmis Oklid i¢ carpim uzayiyla ilgili temel

kavramlar verilmisgtir.

2.2.1.  Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim
Iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen i carpim asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.31. R? vektor uzayinda x = (xy,12) Ve y = (y1, o) vektorleri icin; reel girdili,

A+ C > 0vedet ) > 0 6zelliklerine sahip

A B
B C

O —

matrisiyle tanimlanan
Bo:R?xR> >R
Ba (x,y) = x"Qy = Azyyy + B (212 + 2231) + Cays

bilineer formuna iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim veya Bq-i¢ carpim denir.

Bq-i¢ carpiminin sabiti

A = /|det Q| = VAC — B2

dir. Bu i¢ carpim ile birlikte R? vektor uzayina iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen
ic carpim uzayi veya kisaca iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzay denir ve R% ile
gosterilir (Colakoglu vd. 2023).

Tanim 2.32. R2 i¢ carpim uzayinda x = (1, z») vektdriiniin normu

Ixlo = vBa(x,%)

= \/A:cl + 2Bx139 + C3

seklinde tanimhdir.
R i¢ garpim uzayinda birim gember

C = {x=(z,9) eRY | |x]lo, =1}

= {x=(z,y) € R} | Az® + 2Bay + Cy* = 1}
kiimesinin geometrik yeridir. Reel diizlemde bu kiimenin geometrik yeri bir elips belirtir.

17



KAYNAK TARAMASI M. DURU

Tanim 2.33. R2 i¢ carpim uzayinda x ve y vektorleri igin
BQ (X7 y) =0

ise x ve y vektorleri Bg-ortogonaldir veya Q2-diktir denir. Birbirine 2-dik ve Q2-normlari

1 olan vektorlere Q2-ortonormal vektorler denir.

Tanim 2.34. R i¢ carpim uzayindaki herhangi iki x ve y vektorleri arasindaki aginin

Q-6l¢isi
9 _ COSil BQ (Xa Y)
%[l 1y [l

esitligi ile tanimlanir.
Bu tanimdan B, (x,y) = ||x[|q [|¥]l cos § oldugu agikardir.

Ornek 2.35. R i¢ carpim uzayinda
Q -
1 3

icinx = (1,2) ve y = (2, 1) vektorleri arasindaki dar aginin Q-6l¢isu

RVE

0 —
COS 6

dir.
Uc boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.36. R? vektor uzayinda x = (1,9, 23) Ve y = (y1, 2, y3) vektorleri ve reel

girdili, simetrik ve pozitif tanimli

A D FE
Q=D B F
E F C

matrisi i¢in tanimlanan
Bo:R*xR*—R

Bqo (x,y) =x'Qy

= Azx1y1 + Baoys + Cxsys + D (x1y2 + zoy1) + E (21ys + x3y1) + F (22y3 + y23)
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doniistimiine tic boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim veya Bq-i¢ ¢carpim denir. Bu
ic carpim ile birlikte R? vektor uzayina t¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim
uzay! veya kisaca Ug¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzay denir ve R? ile gosterilir.

Bg-i¢ carpiminin sabiti

A =+VdetQ =+ABC +2FDE — AF? — CD? — BE?
dir.
Tanim 2.37. R3 uzayinda bir x = (1, z, x3) vektorinin Q-normu

Ixllo = vBa(xx)

= \/Aml + BaZ + C23 + 2Dxywy + 2Ex123 + Faoxs
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.38. R? vektor uzayinda

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

matrisiyle tanimlanan Bg-i¢ carpima gore x = (1,1, 1) vektdrinin Q-normu x = /5

olarak bulunur.

RS, i¢ carpim uzayinda birim kiire

S = {x=(2,y.2) eRY| [x[lo =1}

= {x=(z,y,2) €R} | A2* + By’ + C2*> + 2Dy + 2Ezz + Fyz = 1}
kiimesidir. Bu kiime, li¢ boyutlu Oklid uzayinda bir elipsoid yiizeyi belirtir.
Tanim 2.39. R}, i¢ carpim uzayinda x ve y vektorleri igin
Ba(x,y) =0

ise x ve y vektorleri Q2-ortogonaldir veya Q-diktir denir. Birbirine Q2-dik ve Q2-normlari

1 olan vektorlere Q2-ortonormal vektorler denir.
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Tanim 2.40. R}, i¢ carpim uzayindaki herhangi iki x ve y vektorleri arasindaki aginin

Q-0lcisu

esitligiyle tanimlanir.
Benzer sekilde, Bq (x,y) = ||x||q, [|¥]| cos 6 oldugu agikardir.

Ornek 2.41. R} i¢ carpim uzayl,

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

icin tanimlansin. x = (1,1,1) ve y = (1,0, 1) vektorleri arasindaki acinin Q-6l¢isu ¢
ise,

BQ (X7 Y>

Il [yl
=0

cos 0

olarak elde edilir. Bdylece, x ve y vektorlerinin 2-dik oldugu gorulir,

2.2.2.  Genellestirilmis Oklidyen vektdrel carpim

Bu kisimda R$, i¢ ¢arpim uzayinda ters simetrik matrisler yardimiyla genellesti-
rilmis Oklid vektérel carpimi tanimlanmistir. Bir 7" matrisinin Q-ters simetrik matrisi ol-
mas! icin gerek ve yeter kosulun 7Q = —QT oldugu ilk kisimda gosterilmistir. Asagida

R, uzayinda -ters simetrik matrisler belirlenmistir:

Teorem 2.42. R}, i¢ carpim uzayinda 2-ters simetrik matrisler; A = v/det Q ve \, z,

T9, 3 € R olmak lzere,

(EF—-CD)x3—(DF—BE)xs (DF—BE)z1—(BC—F2?)z3 (BC—F2?)xs—(EF—-CD)x;

A A A
T =\ (AC—E?)z3—(DE—AF)zy (DE—AF)x1—(EF-CD)z3 (EF-CD)zy—(AC—E?)x1
A A A
(DE-AF)z3—(AB—D*z9  (AB-D?)21—(DF-BE)zs (DF—BE)xs—(DE—AF)z:
A A A

formundadir.
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Ispat Q-ters simetrik 7' matrisi
lin tiz tis
T'= |ty to to
lg1 ts2 133
seklinde olsun. 7" matrisi 72 = —QT esitligini saglayacagindan
Axy1 + Dxyy + Exg; = 0
Bxos + Faso+Dxis = 0
Cx3z+ Fros+ Exis = 0
Axi9 + Bxoy + Fasy + Dxyy + Dxgs + Exss = 0
Axiz + Cxgy + Faoy + Exqy + Doz + Exss = 0

BI23 + CZL‘gQ + FI‘QQ + FfL‘33 -+ DfL‘lg -+ E{lflg =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi 9 bilinmeyen ve 6 denklemden olusur.

Denklem sistemini ¢6zebilmek igin

uy = Ezig+ Fro + Crse = —Fx33 — Dxyg — Brog
Uy = AI13 + DI23 + E$33 = —EQZH - F.Tgl — 03731

us = D£U11 + B.’L’Ql + Fl’gl = —Al'lg — D$‘22 — Ex32
degisken degistirmeleriyle, katsayr matrisleri €2 olan
AZL‘H + DZL‘Ql + ECL’31 =0

D!L’H + B$21 + F$31 = Us

FﬁL’ll + El’zl + Cl‘gl = —U2

A!,Ulg + DLUQQ + E$32 = —us
Dl’lg + BIEQQ + Fﬁl)’gg = 0

Fxi9+ Exos + Crss = g

Axi3+ Ditgs + Exzg = uy
Dxy3+ Brog + Frzz = —uy

El’lg + FI23 + 01’33 = 0
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denklem sistemleri elde edilir. Cramer yontemiyle her bir denklem sisteminin ¢ézimin-

den istenilen matris elde edilir. O

T matrisi her A € R igin bir Q-ters simetrik matristir. Elde edilen matrisin
genellestirilmis Oklidyen vektorel carpimina uygun olmasi igin A = A = v/det Q alin-
malidir. Bundan sonra, Q)-ters simetrik 7" matrisi olarak

(EF—CD)xs~DF-BE)x; (DF—-BE)x—(BC—F?) x5 (BC—F2)z,—(EF—CD)x,

(AC—E*)z3~(DE-AF)xy (DE-AF)x,—(EF-CD)x3 (EF-CD)xe—~(AC—E?)x,

(DE—AF)z5—(AB-D?)zy (AB—D*)ax1—(DF—-BE)z3 (DF—BE)zo«(DFE—AF)x,
ya da kisaca, A = v/detQ, Ay = (AB — D?)/A, Ay = (AC — E?*)/A, A3 = (BC —
F?) /A, Ay = (DE — AF)/A, As = (DF — BE)/A ve Ag = (EF — CD)/A olmak

Uzere,

A3 — Asze Aszy — Agxs Agxg — Agy
Aoy — Ayxe Ay — Agxs Ao — Aoy

Ayzs — Ajxe Az — Aszs Aszo — Ay

matrisi kullanilacaktir.

Tanim 2.43. R}, i¢ carpim uzayinda A = vdetQ, Ay = (AB — D?)/A, Ay = (AC —
E?) /A, Az = (BC — F*)/A, Ay = (DE — AF)/A, A5 = (DF — BE)/A ve Ag =
(EF — CD)/A olmak lzere, x = (21, x2,23) Ve y = (y1, Yo, y3) vektorleri icin

xq:R¥*xR? = R® (x,y) — xXqy

[ A(;Ig — A5$2 A5I1 — Agﬂ?g AgIQ — Aﬁxl
(1

X Xy = Aoxg — Ayzy Ayxy — Agxs Agmo — Ay Yo

A4$3 — AlIQ All'l — A5CE3 A5JZ2 — A4£E1 Ys

As (x2ys — w3y2) + Ag (x3171 — T1Y3) + As (T1y2 — T2U1)
= | De(m2ys — w3y2) + Ao (w391 — 71Y3) + Ay (1192 — T291)

As(z2ys — z3y2) + Ag(x3yr — 21y3) + A1(21Y2 — 22y1)

seklinde tanimlanan x ¢, déntstimiine genellestirilmis Oklidyen vektorel carpim veya -

vektorel carpim denir.
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Genellestirilmis Oklidyen vektorel carpim, determinant yardimiyla; i, j, k stan-
dart taban vektorlerini gostermek Uzere, kisaligi saglamak igin? = Asi+ Agj + Ask,
}: Al + Agj + Ayk ve k = Asi+ Ayj + Aqk alinarak

XXy = /i\(ﬂbys — T31>) +3($3y1 — T1Yy3) + k (T1Y2 — T2y1)

i j k
= |1 X9 x3
Y1 Y2 Ys
seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse, genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim yerine Oklid i¢
carpimi goz 6nine alindiginda A = Ay = Ay = A3 =1, Ay = As = Ag = 0 olur. Bu
durumdai = i,j:j vek =k oldugundan Oklid vektérel carpimi
i j k

XXy =lr1 2 X3

Y1 Y2 Y3
seklinde elde edilir.
Ornek 2.44. R} i¢ carpim uzay!
6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3
matrisiyle tanimli olsun. O halde, A =3, A; =3 Ay =2 A3 =6,A, =3, A5 =8,
Ag = 1 olarak bulunur. Bu durumdai = 61+ j +8k,§: i+ §j+ g‘k vek = 8i+ §j+ ?g—*"k

icin Q-vektorel carpim
6i+j+8k i+2j+3k 8i+3j+ Pk
XXy = X1 o T3
Y1 Y2 Ys

seklinde elde edilir. Ornedin, x = (1,2,1) ve y = (2,1, 1) vektorlerinin Q-vektorel

XXy = <_177 _,577 _g)

seklinde bulunur. Ayrica i¢ garpim tanimindan B, (x Xq y,x) =0ve B(x Xqy,y) =0

carpimi

esitliklerinin dogru oldugu gorulebilir.
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2.3.  Genellestirilmis Eliptik Kuaterniyonlar

Hamilton kuaterniyonlari, tic boyutlu Oklidyen uzayda dénme ve yansima doni-
suimlerini elde etmek icin kullaniimaktadir. Bu donustimler kiire tizerinde gerceklesir. Ug
boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzayinda kiire bir elipsoiddir. Elipsoid tizerinde gercek-
lesen donmeleri incelemek igin genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim ve vektorel carpim
kullanilarak elde edilen genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar kullanilacaktir. Literatlirde
kuaterniyonlarin farkli genellestirilmeleri mevcuttur. (Ozdemir 2016) calismasinda ilis-
Kili matrisi diag(a1, as, a3) olan i¢ carpimla elde edilen eliptik kuaterniyonlar tanimlan-
mistir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023a) calismasinda, bu kuaterniyonlar daha da genellesti-
rilmis ve genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar elde edilmistir. Reel girdili pozitif tanimli
ve simetrik © matrisinden genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar asagidaki sekilde tanim-

lanir.

Tanim 2.45. Reel girdili pozitif tanimli simetrik matris

A D FE
Q=D B F
E F C

ve bu matrisin girdileriyle tanimlanan A = VdetQ, A; = (AB — D*)/A, A, =
(AC — E*)/A, A3 = (BC — F%)/A, Ay = (DE — AF)/A, As = (DF — BE)/A,
Ag = (EF — CD)/A degerleri igin;

i’ = —Aj*=-B kK =-C
ij = —D+Asi+Aj+AKk
ji = —D—Asi—Aj— Ak
jk = —F+ Asi+ Agj+ Ask
kj = —F — Asi— Agj— Ask
ki = —F+ Agi+ Agj+ Ak
ik = —F—Agi— Ayj— Ak

esitliklerini saglayan i, j ve k temel elemanlariyla tanimlanan

Ho = {q0 + i + ¢2§ + a3k g0, ¢1, ¢2,03 € R}
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kiimesinin her bir elemanina bir genellestirilmis eliptik kuaterniyon veya Q2-kuaterniyon
denir. Hg, kiimesi degismeli olmayan bir bélum halkasidir. Dikkat edilirse, bu tanimda
A=B=C=1,D=FE=F=0alndiginda A =A; = Az =Ay, Ay = A5 = Ag =

0ve

iZ = —-1,j7P=-1k*=-1
ij = kji=-k
jk = i, kj=-i
ki = j, ik=—j
bulunur; bdylece standart Hamilton kuaterniyon kiimesi elde edilir.

Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarda temel elamlarin ¢arpim tablosu

1 i j
1|1 i J
i|i —A —D + Asi+ Ayj + Ak|—F — Agi — Agj — A4k
il |l-D—=Asi—Aj— Ak ~B —F + Asi+ Agj + Ask
kK |k |—E 4+ Agi+ Aoj + Ayk|—F — Agi — Agj — Ask —C
seklindedir.

Ornek 2.46. Reel girdili simetrik pozitif tanimli

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

matrisiyle tanimlanan genellestirilmis eliptik kuaterniyon kiimesinde ¢arpim tablosu, A =

3, Al = %, AQ = %, Ag =0, Ay = %, A5 =8, Aﬁ =1 Olduéundan,

1| j k
1|1 j k
i|i|-—6 1+8i+3j+ Pk |4—i—-2j— 3k
jlj|1—-8i—-3—2| -6 6i+j+ 8k
k|k|[4+i+2j+3k | —6i—j—8k -3
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seklinde elde edilir. Bu ¢arpim tablosu kullanilarak, ¢ = 1 —i+kvep = 1+1i—j

genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarinin carpimi

gp = (1—i+k)(1+i-}j)
= 1+i—j—i—i2+ij+k+ki—Kj

= 124 15i +2j + 22k
olarak bulunur.

Tanim 2.47. Herhangi bir ¢ = qo + ¢1i + g2 + gsk genellestirilmis eliptik kuaterniyonu,
Sq = qo Ve v, = (q1,q2, q3) olmak Uzere ¢ = s, + v, seklinde yazilabilir. ¢ = s, + v,
yazihisinda s, € R ve v, € R? elemanlarina, sirasiyla, ¢ genellestirilmis eliptik kuaterni-
yonunun skaler kismi ve vektorel kismi denir. Skaler kismi sifira esit olan genellestirilmis
eliptik kuaterniyonlarin olusturdugu kiimeye genellestirilmis eliptik pir kuaterniyonlar

kumesi denir. Genellestirilmis eliptik pur kuaterniyonlar kiimesi HY, ile gosterilir.

Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarin garpim tablosu Bq-i¢ ¢arpim ve Bq-

vektorel carpimi kullanilarak elde edilmistir:

Tanim 2.48. Herhangi bir ¢ = qo+q1i+q2j+qsk = sg+y, Ve p = po+p1i+paj+psk =
s, + v, genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarinin ¢arpimi Bo-i¢ ¢arpim ve Bg-vektorel
carpimi ile

qp = SqSp — Ba (v4, Vp) + $qVp + 5,V + Vg X vy

seklinde tanimlanir. Iki piir ¢ ve p genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarinin carpimi da
qp = —Bq (vq, Vp) + vy Xq v,
dir.

Ornek 2.49. Reel girdili, pozitif tanimli ve simetrik matris

6 —-1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3
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ile tanimlanan genellestirilmis eliptik kuaterniyon kimesinde, ¢ = 1—i+kvep = 14+i—j
kuaterniyonlarinin carpimi
qp = 848, — Ba (Vg Vp) + 54Vp + 5,V + Vg XV,

= 12+ 151+ 2j + 22k
seklinde bulunur.

Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarda ¢arpma islemi degismeli olmadigin-
dan carpma icin sagdan ve soldan ¢arpim matrisi verilebilir. Yapilan islemler sonucunda

bu matrisler asagidaki gibi elde edilir:

Teorem 2.50. p ve ¢ genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarinin sagdan ve soldan ¢arpim

matrisleri, sirasiyla

po —(Ap1+Dpa+Eps) —(Dpi+Bpat+Fps) —(Epi+Fpe+Cps)| |0

Y4 p0+p2A5—p3A6 p3A3—p1A5 plAG_p2A3 q1
R, (q)=qp=

D2 P2Ag—p3Ag Po+psDe—p1ly P1As—p2lg q2

| P3 P21 —psAy P3As—p1A DPo+p1As—pals ][9]
ve

po —(Ap1+Dpa+Eps) —(Dpi+Bpy+Fps) —(Epi+Fpa+Cps)| | qo

D1 Po+p3Ae—p2As P1As5—p3As P2A3—p1Ag q1
L, (q)=pq=

D2 P3la—palAy Po+p1As—psAe P2le—p1A q2

| Ps ZYAVES SYANY P1A1—p3As Potp2As—p1Ay | | gs]
seklindedir.

Bu matrisler yardimiyla L, R, = R,L,, oldugu gosterilebilir. Buradan hareket-

le p, g ve r genellestirilmis eliptik kuaterniyonlari icin
(pg)r = Ry (Ly (q)) vep(qr) = Ly (R, (q))
yazilabilir. Ayrica L,R, = R, L, oldugundan
(pg)r = p(qr) = pgr

esitligi gosterilmis olur. Yani genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar ¢carpiminin birlesme
ozelligi vardir. Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarda eslenik ve norm tanimlari asagida

verilmistir.
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Tanim 2.51. Bir g = qo + 11+ ¢2j + sk = s, + v, genellestirilmis eliptik kuaterniyonu
icin tanimlanan
q=qo— qi—qj—gk=s,—v,
kuaterniyonuna, ¢ nun eslenigi denir. Verilen p ve ¢ genellestirilmis eliptik kuaterniyonu
icin
Pq = qp

oldugu goralebilir.

Tanim 2.52. Bir g = s, + v, = qo + 11 + ¢2j + g3k genellestirilmis eliptik kuaterniyonu

icin tanimlanan

Ny = Vaq=+/qq9= \/q?) + Agi + Bai + Cg3 + 2Dq1go + 2Eq1g3 + 2F g2
2
= V@ +lvallg

pozitif reel sayisina ¢ genellestirilmis eliptik kuaterniyonunun normu denir. Normu 1’e
esit olan genellestirilmis eliptik kuaterniyona, birim genellestirilmis eliptik kuaterniyon

denir.
Kolayca gortlebilecegi Uzere, qg = qq = ¢3 + Ba (v, v,) esitligi dogrudur.

Teorem 2.53. p ve g genellestirilmis eliptik kuaterniyonlari igin

dir.
Ispat Dogrudan hesaplamalarla
N2 = pqpq = pqqp = pN.p = ppN; = N2N;

oldugu goralar. O

Tanim 2.54. Bir g = qo + ¢1i + ¢2j + sk = s, + v, genellestirilmis eliptik kuaterniyonu

icin tanimlanan

_ qo — q1i — q2j — g3k

14
N2 g3+ Aqi + Bg3 + C3 + 2Dqugs + 2Eq1qs + 2F gags

q =
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kuaterniyonuna ¢ nun tersi denir. Ayrica bir ¢ birim genellestirilmis eliptik kuaterni-

yonunun tersi

=L =7
N

<o

dir.

Kompleks sayilar ve Hamilton kuaterniyonlarinda oldugu gibi, genellestirilmis
eliptik kuaterniyonlar icin de kutupsal form tanimlanabilir. Bunun igin Oncelikle, bir
g = s + v birim genellestirilmis eliptik kuaterniyonu i¢in ¢ = cos# + v’sin # olacak
sekilde v/ € R3 vektorii ve 6§ € (—x, m| reel sayisinin var oldugunu gosterilmelidir. ¢ = 1
olursa 6§ = 0 ve v’ vektori herhangi bir birim vektor segilebilir. Eger ¢ # 1 ise k = |v|
ve v/ = ;v olsun. Bu durumda v/ € R? birim vektorii i¢in v = kv’ olur. ¢ bir birim

genellestirilmis eliptik kuaterniyon oldugundan,
1=N,=5"+Bq(v,v) =8>+ kBq (v/,v) = s> + k*

hesaplamalarindan, diizlemde bir daireyi tanimlayan s? + k2 = 1 denklemi elde edilir.
Bir daire cos? 6 + sin?# = 1 denklemiyle de tamimlanabildi§inden s = cosé ve k =
sin @ olacak sekilde # € (—m, «] vardir. Sonug olarak, istenen :¢ = s + v = s+kv' =
cos 0 + v’ sin 6 esitligini elde edilir. Birim olmayan genellestirilmis eliptik kuaterniyonun

kutupsal formu asagidaki gibi verilir.

Tanim 2.55. Bir ¢ = s, + v, genellestirilmig eliptik kuaterniyonu icin kutupsal form,

__ 90 o3 _ HVqHQ _ Vg i
cosf = Ny Sing = TR ¢ ve e = e olmak lizere
q= N, (cosf + esinb)

seklindedir. Kutupsal formdaki e genellestirilmis eliptik kuaterniyonu e? = —1 esitligini

saglar. Birim genellestirilmis eliptik ¢ kuaterniyonu i¢in kutupsal form
q =cosf + esinf
seklindedir.

Ornek 2.56. Bir ¢ = 1 + 2i + j + k genellestirilmis eliptik kuaterniyonu

1 2 -1
Q=12 2 0
-1 0 3
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icin N, = V14, cost = =, sinf = % ve e = (2’\/11%) bulunur. Buna gore, ¢ =

1 4 2i + j + k genellestirilmis eliptik kuaterniyonunun kutupsal formu

(2,1,1) .
= cos 0 + sin 8
/13

seklindedir. €2 = —1 oldugu goruldr.

2.4. ki ve Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzaylarda Dénme Doniisiimii

Donme dondstimi yonlendirmeyi ve uzakliklari koruyan bir lineer dontstimdur.
Boyle bir déntusimiin bir matrisle ifade edilebilecegi asikardir. Bu kisimda, iki ve (¢
boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzaylarinda donme matrisleri verilecektir.
Bir donme matrisi elde etmenin ¢esitli yontemleri vardir. Bu matrisler genel olarak orto-
gonal ve ters simetrik matrisler yardimiyla elde edilir. Bu ¢alismada; Rodrigues formdil,
Cayley donusumi, Householder donustimi ve sadece ¢ boyutlu uzay icin birim kuater-
niyonlar kullanilarak dénme matrislerinin elde edilisi verilmistir.

Yukarida listelenen yontemler kullanarak donme matrilerinin elde edilisi tzeri-
ne birgok ¢alisma mevcuttur. Bu konuda yapilan calismalar, pozitif tanimh diag (ay, az, as)
matrisleriyle tanimlanan ti¢ boyutlu skaler carpim uzaylarinda dénme ve yansima donisi-
mindn incelenmesidir. Bu uzaylarda donmeler geometrik olarak standart denkleme sahip
elipsoid yuzeyi ve standart denkleme sahip eliptik hiperboloid yuzeyi tzerinde gercek-

lesir.

2.5. Iki Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzayda Dénme Doniistimi

Bq-i¢ garpimiyla tanimlanan R2, i¢ carpim uzayinda cemberler Oklidyen anlamda

birer elipstir. Clinkl, R% de x,y € R? igin
BQ (X, y) = Axlyl + B (Ilyg + l’gyl) + C$2y2

ic carpimi kullanilirsa, x = (x, y) igin, \/Bq (x,x) = ||x||, = r denklemine sahip olan r

yaricapli cemberin denkleminin

f(z,y) = Az® + 2Bzy + Cy? = r?
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oldugu gordlir ki bu denklem, © nin ézellikleri dolayisiyla bir elips belirtir. Bu cember-

lere Bn-cember de denebilir. Verilen
f(z,y) =Az* +2Bay + Cy* + Dz + Ey+ F =0

konigi

of _ave O _
%(h,k)—Ovea—y(h,k)—O

olacak sekilde (—h, —k) vektoruyle Gtelenirse
f(z,y) = Az* + 2By + Cy* + f (h, k) =0

denklemi bulunur. Bu denklem
A B

B C

icin R i¢ garpim uzayinda merkezi orijin ve yarigapi r = /— f (h, k) olan Bo-gemberin
denklemidir. Dolayisiyla, verilen her elipsi cember kabul eden bir Bq-i¢ ¢arpimi vardir.
Bu kisimda, Oklidyen donme déniisiimiine benzer olarak, genellestirilmis Ok-
lidyen donme donlsimi ele alinacaktir. Bu doniistim iki boyut igin, yalnizca bir noktayi
sabit birakan ve noktalar arasi 2-uzakhklari degistirmeyen bir dénusiim olacaktir. Ayrica,
sabit nokta haricindeki her bir nokta bir elips (£2-cember) etrafinda hareket eder. Nokta-
larin hareketleri bir elips lzerinde olacagindan bu dénustime eliptik dénme dénistimu
denmektedir. Bu donlstiim, R2, uzayinin bir izometrisidir ve (Colakoglu vd. 2023) calis-
masinda tanitilmis; Rodrigues, Cayley ve Householder yontemleri kullanilarak incellen-

mistir.

2.5.1. Rodrigues formulu kullanilarak

Bir A ters simetrik matrisiyle elde edilen ¢4 ifadesi bir donme matrisi verir. Bu
yontemle elde edilen formil Rodrigues formdilii olarak bilinir. Rodrigues formuli dénme
matrisleri Gretmek icin kullanish bir yéntemdir. Bu kisimda 2-ters simetrik matrisleri kul-
lanarak R i¢ carpim uzayinda donme matrisleri verilecektir. 7" matrisinin Q-ters simetrik
matris olmasi icin gerek ve yeter sart 7'Q = —QT esitliginin saglanmasidir. 1k olarak,

R i¢ carpim uzayinda Q-ters simetrik matrislerini verelim.
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Teorem 2.57. R, i¢ carpim uzayinda Q-ters simetrik matrisler A € R olmak tizere

-B —-C
T=\
A B
formundadir. (Colakoglu vd. 2023)
Ispat Verilen
T tin tio
lo1 tag

matrisi Q-ters simetrik matris olsun. Bu durumda 72 = —QT oldugundan

2Bt21 + 2At11 Btn + BtQQ + Atlg + Ctgl 0 0

Bty1 + Btos + At1o + Ctoyy 2Bt15 4+ 2Ct9, 0 0

bulunur. Elde edilen

Btgl—l-Atll = 0
Bt12+0t22 =0

Btu 5 Bt22 alx Atlg + Ctgl =0

denklem sistemini duzenleyelim. A\ € R igin t3; = AA ise t;; = —AB olur. Denklem

sisteminde yerine yazilirsa yeni denklem sistemi

Btm + Ctgg = 0

Btlg + Atgz - )\ <B2 - AC)

bulunur. Son denklem sisteminde ¢;, = —C'\ ve t3o = B elde edilir. Boylece istenen
matris elde edilir. O
Bgo-donme matrisi elde edebilmek icin A = \/ﬁ alinacaktir. Bundan sonra

Q-ters simetrik matrisleri

___B ___C
T — VAC-B? VAC-B?
A B

VAC—-B2 VAC—-B2
seklinde kullanilacaktir. Elde edilen 7" matrisleri 7'Q2 = —QT gerek ve yeter sartini

saglar. 7" matrisinin karakteristik polinomu
P(z)=a2*+1
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dir. T matrisi krakteristik polinomun koki oldugundan 72 = —1I, elde ederiz. Boylece

Rodrigues formilund kullanilabilir.

Teorem 2.58. R i¢ carpim uzayinda tanimlanan

cos ) — Bsinf _ _Csind
RBQ _ VAC—-B?2 VAC—-B?2
9 Asinf cos f + Bsin 6
vVAC—-B?2 vVAC—-B?

matrisi merkezi orijin olan Bg-cemberi zerinde 6 acisi kadar bir dénme veren bir B,-

donme matrisidir.(Colakoglu vd. 2023)

Ispat 7 matrisi Q-ters simetrik olsun. Bu durumda 72 = —1I, esitligi kullanilarak Rf”

donme matrisi

RE* = e = I, 4 (sinf) T + (1 — cos ) T?

10 . - . _C -1 0
- + (sin 6) */AAC_BZ \/ABC_BQ + (1 — cos6)
_0 1 VAC—B2 VAC-B? U
Bsinf C'sinf
_ cos ¢ — VAC—B? - VAC-B?
A sin sin
| em sttt
olarak bulunur. O

Rg® matrisinin matrisinin karakteristik polinomu
P(x)=2%— (2cosf)x + 1

seklindedir. Buradan hareketle Rf” matrisinin 6zdegerleri P (z) polinomunun kokleri
olan

A2 =cosf tisinf
degerleridir.
Ornek 2.59. Merkezi orijinde ve yarigapi 4 olan Bq-gemberi
52% — 6xy + 5y° = 16

tanimlansin. R2 i¢ carpiminin iliskilendirilmis matrisi

Q:
-3 5
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ve VAC — B? = 4 olarak bulunur. 522 — 6zy + 5y% = 16 denklemi Oklidyen anlamda

bir elipstir ve bu elipsin parametrik denklemi
a(t) = (2cosf —sinf, 2 cos + sin §)
seklindedir. Elips tzerinde bulunan u ve v vektorlerini
a(0) = (2,2)=u
Q (g) = (-1,1)=v

seklinde verilir ve bu vektorlerin aralarindaki aginin -6l¢ist 3 dir.  Buradan, Rf”

dénme matrisi

cos O — Bsinf ___Csinf
RBe — VAC—B? VAC—-B?
0 Asin6 COSH—{— Bsinf
i VAC—B2 VAC—B?
cos@+%sin¢9 —gsinﬁ
gsine cos@—%sin@

seklinde elde edilir. & = 7 icin R’g“ donme matrisi

RBe —
2

ot W

olarak bulunur. Sonug olarak
RBou =
2
oldugu goralir.

2.5.2. Cayley donusumu kullanilarak

Ters simetrik bir 7" matrisi igin C = (I 4+ T) (I — T)~" matrisi bir ortogonal mat-
ristir. Bu bélimde Cayley donisumin kullanarak dénme matrislerini olusturacagiz. Ters
simetrik bir 7" matrisi icin, (I — 7") matrisi 2 x 2 tlirinden tersinir bir olsun. Bu durumda
(I, +T)(Iy—T)~! matrisi bir dénme matrisi verir. Bu formul trigonometrik fonksiyonlar

icermez. Her ters simetrik 7" matrisi i¢in

C : s0(2)—SO(2)
C(T) = (L+T)(I,-T)"
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seklinde tanimlanan donustime Cayley doniisumu denir. Burada so (2) ile 2 x 2 ters
simetrik matrislerin kiimesi ve SO(2) ile determinanti 1 olan ortogonal matrislerin kiimesi
gosterilir. Cayley doniislimi so (2) ve SO(2) arasinda bir izomorfizmdir. Onceki bélimde,

R2 i¢ carpim uzayinda Q2-ters simetrik matrislerini

R : e,
T — VAC—B? VAC—B2
A B
VAC—-B2 VAC—B2

seklinde oldugu gorulmistir. Bu sayede Cayley doniistimiyle R uzayindaki donme

dondstmleri incelenebilecektir.

Teorem 2.60. AC' — B? # 0 olmak lzere

___B r
T— | VAC-B? VAC—B?
A B

VAC—B2 VAC—B2

Q)-ters simetrik matrisi igin tanimlanan
RP* = (I, + 0T) (I, — 0T) "

matrisi merkezi orijin ve yarigapi r olan Bg-gember lzerinde bir dénme belirtir. Bununla

birlikte,

1-62 20 B _ 20 C
RBe — | 1+6% 146 VAC-B? 14+6% VAC—B2
0 20 A 102 | 20 B
1+6% JAC—B2 1462 ' 146 JAC-B?

seklindedir ve R(’f,ﬂ dénme matrisinin dénme agisi &' = arctan (%) dir. (Colakoglu
vd. 2023)

Ispat 7" matrisi Bo-ters simetrik matris oldugundan 79 = —QT" dogrudur. Bu durumda

(I +0T)'Q = Q(I,—6T)
(I, —0T)'Q = Q(I,+0T)

esitlikleri kullanilarak
(RE®)' @ (RE2) = ((Iy + 6T) (I, — 0T) ™)' Q (I, + 0T) (I, — 6T) ™) = O

REQ matrisinin Bg-ortogonal matris oldugu goruliir. Ayrica det (I, + 0T) = 1 + 6* ve

det (I, — 6T) = 7 oldugundan det R;® = 1 elde edilir. Yani R; matrisi donme
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matrisidir. Donme matrisi

5 10 0 -B —-C 10 -B —-C
Ry = + = —0
01 VAC-B*| A B 0 1 A B
[1-¢2 20 B 20 C
_ 146%  1+6% VAC— B2 1462 VAC—B?
20 A 1-62 4 20 B
1+62 /AC—B2? 1+602 ' 146% JAC—B?
hesaplamalariyla elde edilir. O

Rf,“ donme matrisinin karakteristik polinomu

16

olarak bulunur. Buradan hareketle Rf,“ matrisinin dzdegderleri

1—6? 20
D A r '
R I T T 1L

olarak bulunur.
Ornek 2.61. Bir onceki ornekte kullanilan

52° — 6y + 5y° = 16
Bg-cemberi ve bu gember Uizerinde

a(0) = (2,2)=u
a(3) = ((Ly=v

olacak sekilde u ve v vektorleri alinsin.

5 =3
V=
-3 5
matrisinden
1-02 20 B _ 20 c
RBQ _ 1462 1462 JAC—B2 1+62 \/JAC— B2
0 20 A 162 | 20 B
1462 /JAC—B2 1+62 1+6% /AC—B2
1—62 6 3 0 5
_ 1462 " 146%2 1+62 2
6 5 1-62 9 3
L 1162 2 1162 11622
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donme matrisi elde edilir. Rg”,” dénme matrisi ¢ = 1 i¢cin 0’ = = donme agis! igin

3 _5
RBQ: 4 4
2 5 _3
4 4
bulunur. Sonug olarak dénme matrisi
33112 —-1
RBoy = |4 4 = =V
SN EI

elde edilir.

2.5.3. Householder donusumu kullanilarak

Householder dontstimdi, n-boyutlu bir vektér uzayinda, sifirdan farkli her u vek-
tora icin, bu vektore dik olan ve orijinden gegen n-boyutlu hiperdiizleme gore yansimayi
belirten

t
Ho (v) = v — 2uu

P A%
u'ua

donusumuddr. Burada H,, (v) vektord, v vektorinin u vektoriine dik olan ve orijinden
gecen n-boyutlu hiperdizleme gére yansimasidir. Bu yansima iki boyutlu uzayda bir
dogruya gore yansima, ¢ boyutlu uzayda da bir diizleme gdére yansima belirtir. Cartan-
Dieudonné teoreminde her ortogonal donlisumin c¢ift sayida yansima donisumlerinin
bile-simi olarak yazilabildigini bilinir. Buna gore, diizlem lzerinde iki yansimanin bilesimi
orijin etrafinda bir donme verir. R2 uzayinda Householder dontsimi kullanarak bir
dogruya gore yansima déntsumuinin matrisini belirlenebilir. Buradan hareketle, iki yan-

sima matrisinin carpimiyla da dénme matrisini elde edilecektir.

Tanim 2.62. R2 i¢ carpim uzayinda Householder déntsimi, Bg (u, u) # 0 olmak tizere
her u € R? vektori igin
2uu’)

Ba v
M (V) =v = e

seklinde tanimlanir. Bu dénustime Bg-Householder dontstimi denir. Bg-Householder

donistiminin matrisi

HEQ - <[2 —

seklindedir. (Colakoglu vd. 2023)

2uu’()
utQu

37



KAYNAK TARAMASI M. DURU

(i) Bo-Householder déntisiim matrisi

Bovt oy 2uu'Q\’ 2uu’ \ '
(HE*) Q@ = (12— thu) Q=L (255 ) 2

t t
_ Q_Q<2uu§2> :Q<1_2_2uu§2) — 0 (W)

utQu utQu

oldugundan ®-simetrik matristir.

(ii) Bo-Householder doniisiim matrisi

t t

u‘Qu u‘Qu
t t t
N [2_4uuQ 4 (uu'Q?) (uu'QY) _q
u‘Qu (thu)2

®-ortogonaldir.

Bq-Householder donustimuniin matrisi, daha agik bir sekilde

2B 1 |lulf, = 2 (Au? + Buyuy) —2 (Bu? + Cuqus)
2
h lullg | —2(Bu+ Auwgus)  [ul% = 2(Cu2 + Buyus)
Au2—Cu 2( Bu3+Cuyus)
_ - Au2+23u1UQ+C'u§ - Au%—i—?BuluTi-Cug
- QZBug—i-Auluz) Au?—Cu?

- Au%+2Bu1ug+C’u§ Au%—&-?Buluz—&—C’u%

seklinde yazilabilir. 52 matrisi icin det (H52) = —1 oldugu gorulebilir. 75 donistimi
ortogonal doniisim oldugu igin Q-normu korur. Yani H5e dontstimi Bg-gember lize-
rindeki herhagi bir noktay1 yine Bg-gember tizerindeki noktaya gotiirir. H22 dontsumd,
bir Q-yansimadir; daha acik olarak, u vektoriine Q2-ortogonal ve orijinden gecen dogruya

gore yansimadir.

Ornek 2.63. Merkezi orijinde ve yarigapi 4 olan B, cemberi
52% — 6y + 5y* = 16

dir. R i¢ carpiminin iliskilendirilmis matrisi

Q:
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dir. HBe dontsimUniin matrisi u = (2, 1) icin

_ Au%_cu% 2<Bu§+0u1u2)
HBQ _ Au%—f—ZBuluz—&-Cu% Au%—&—?Bulug—&-Cu%
u 2(Bu§+Au1u2) Au%—C’ug

__ Au%+2Bu1uz+Cu§ Au%+23u1ug+0u§

_ 15 4

N 13 13
_14 15

13 13

seklinde bulunur. Elips tzerinde alinan a = (1, —1) vektdruniln u vektdrine ortogonal

olan ve orijinden gecen 7z — y = 0 dogrusuna gore Bg-yansimasl

_15 4 1
13 13
Ha () =
_4 1)) g
13 13

(19 29

4 137 13
olarak bulunur. Dikkat edilirse | H52 (a)||, = [lall,, = 4 tir.
Teorem 2.64. v ve w, R}, i¢ carpim uzayinda || v, = ||w]||,, olacak sekilde sifirdan farkl
iki vektor olsun. Eger u = v — w ise

Mt (v) =w
esitligi dogrudur. (Colakoglu vd. 2023)
Ispat Dogrudan hesaplamalarla

u'Qu = Bo(v—w,v—w)
= 2|v|,—2w'Qv

ve

2uu'Qv = 2(v—w)(v—w) Qv
= 2(v—w) (vQv - w'Qv)

= (v—w)(2 Iv[Z, — 2w'Qv)

elde edilir. Buradan hareketle

2uutf)

utQu v

(v—w) (2[[v]5 — 2w'Qv)
2]lvlg — 2w'Sdv)

= v—(v-w)=w

HE2(v) = v—
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elde edilir. 0

Teorem 2.65. v ve w, R?, i¢ carpim uzayinda || v||, = ||w||, olacak sekilde sifirdan farkli
iki vektor olsun. Eger u = w + v ise
HE (v) = —w
esitligi dogrudur.(Colakoglu vd. 2023)
Ispat Ispat, bir 6nceki teoremin ispatina benzer sekilde yapilir:
u'Qu = Bo(v+w,v+w)

= 2|[v|g+2w'Qv
ve

2uu’Qv = 2(v+w)(v+w) Qv
= 2(v+w) (vQv + w'Qv)
= (v+w) (QHVH?Z—I—ZWtQV)

sonuclarindan

2uu’)

—V

u‘Qu

(v+w) (2|v]§ + 2w'v)
2 |lvllg + 2wv)

HB (v) = v —

u

= v—(v+w)=—w
oldugu goralar. O
Ek olarak,
2vviQ 2v (viQv)
B _ _ _
V) = v Tar Vs v gy Y

dir. Buradan hareketle R i¢ carpim uzayinda herhangi v ve w vektorleri igin tanimlanan
Ry (v) = HPH, (V) = w

dondstimii, v vektorini w vektorine gotiren Bg-donme dontsumudir. Dénme agisinin

Q-6l¢isu
BQ (V7 W)

cosf =
[vilg Wl

formulden bulunur.
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Ornek 2.66. Merkezi orijinde ve yaricapi 4 olan B,-gemberi
52% — 6y + 5y* = 16

elipsidir. Bu elips tGzerindeki a = (%,0) vektorini b = (0, i5) vektdrine gotiren
Bo-dénme donisiiminin matrisini bulmak énce Hp® ve Hfﬁb matrisleri bulunmahdir.

Hesaplamalar sonucu

1 0 0 -1
Hp? = o ve Hfﬂb =

¢ -1 -1 0

bulunur. Sonug olarak, Bo-donme matrisini
0 —1
RE =M, = |
5

seklinde elde ederiz. Burada Rf” (a) = b oldugu gorulebilir. Dénme agisinin Q-6lgusu
de, yaklasik olarak

3
6 = arccos R =~ 53.13

dir.

2.6. Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzayda Dénme Dontistimii

Bq-i¢ carpimiyla tanimlanan R, i¢ carpim uzayinda kiireler Oklidyen anlamda

birer elipsoid belirtir. Clinkl, R3 te x, y € R3 igin
Ba (x,y)=Az1y1+Bxoys +Casys+D (2192 + 2oy1)+E (21y3 + 23y1)+F (22y3 + 23Y2)

ic carpimi kullanilirsa, x = (z,y, 2) icin, \/Bq (x,x) = ||x||, = r denklemine sahip

olan r yarigapli kiirenin denkleminin
f(2,y,2) = Ax* + By? + C2* + 2Day + 2Exz + 2Fyz = r?

oldugu goralur ki bu denklem, © nin 6zellikleri dolayisiyla bir elipsoid belirtir. Bu

kirelere Bq-kiire de denebilir. Verilen

f(x,y,2) = Az + By* + C2* + 2Dxy + 2Bz + 2Fyz + Go + Hy + [z + J = 0
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konikoidi
of . 9f
8_x(h’k’t> =0, o

olacak sekilde (—h, —k, —t) vektoriyle Gtelenirse

_ove Y _
(h,k,t) _Ovea(h,k:,t) =0

f(z,y) = Az* + By* + C2* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + f (h, k,t) = 0

denklemi bulunur. Bu denklem

A D FE
Q=D B F
E F C

icin R, i¢ carpim uzayinda merkezi orijin ve yaricapi r = \/— f (h, k, t) olan Bg-kiirenin
denklemidir. Dolayislyla, verilen her elipsoidi kiire kabul eden bir Bq-i¢ ¢arpimi vardir.
Bu kisimda, Oklidyen dénme doniisiimiine benzer olarak, genellestirilmis Ok-
lidyen dénme dontsiim ele alinacaktir. Bu donlisim G¢ boyut igin, yalnizca bir dogruyu
sabit birakan ve noktalar arasi 2-uzakhklari degistirmeyen bir dénusiim olacaktir. Ayrica,
sabit dogru haricindeki her bir nokta bir elipsoid (2-kire) etrafinda hareket eder. Nok-
talarin hareketleri bir elips Uzerinde olacagindan bu donistime eliptik donme dénistimu
denmektedir. Bu dontistim, R3, uzayinin bir izometrisidir ve (Colakoglu vd. 2023) calis-
masinda tanitilmis; Rodrigues, Cayley, Householder ve birim kuaterniyon yéntemleri kul-
lanilarak incellenmistir. Bu kisimin olusturulmasinda (Colakoglu ve Ozdemir 2023b) ve

(Colakoglu ve Ozdemir 2023a) calismalarindan yararlaniimistir.

2.6.1. Rodrigues formula kullanilarak

R}, i¢ carpim uzayinda Rodrigues formiluni elde etmek igin Q-ters simetrik mat-
risler kullanilacaktir. Genellestirilmis Oklidyen vektorel carpim kisminda Q-ters simetrik
matrisler A = V/det Q, A; = (AB—D?)/A, Ay = (AC—E?)/A, A3 = (BC— F?)/A,
Ay = (DE — AF)/A, As = (DF — BE)/A, Ag = (EF — CD)/A igin

[ AGLL'g — A5$2 A5$1 — Agl’g Agl’g — Aﬁxl |
T = AQCL’g — A4QZ’2 A4l’1 — AG.I':J, A6$2 — Agl'l

A4$3 - A19132 Alxl - A59!33 A5$2 - A49131
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seklinde verilmistir. Bir Q-ters simetrik 7" matrisi icin tanimlanan €7 matrisi elipsoid
uzerindeki bir vektori 6 acisi kadar dondirir. 7 ortonormal bir matristir yani i¢ carpimi
dolayisiyla uzunlugu korur. Bu ise elipsoid Uzerindeki vektoriin doénisum altinda yine

elipsoid tzerinde kalmasi anlamina gelir. Buradan hareketle ddnme matrisini elde edilebilir.
Teorem 2.67. R}, i¢ carpim uzayinda x = (1, z, x3) birim vektorl i¢in o = 1 — cos 6,
a;i:xi (Allfl + D.Ig -+ El’g), Ugi:l’i(Dl’l -+ B$2 —+ Fng), O'ZZZZCZ (EfL'l -+ FZCQ -+ OSCg),
A;,,j = (Azxg — AjZEQ), A;,,,j = (Azl’l — Ajl’g) ve AZ,J- = (AZZL’Q — Ajl’l) |(;|n

/ !/ o " " 3 " " 3
cosf + oy, a + Ag 5 sin 0 0y, 0+ Ag 5 sin 6 O+ A3 gsin 6
Qx_ . . X
Ry = 0,0+ Ay, sin 6 cos + oy, o4 A gsin 0 oo+ Ag 5 sin @
/ ! : 7 " : " " :
0,0+ Ay sin 6 0,0+ Af 5sin 6 cosf + oyl + Ag 4 sin 6

seklinde tanimlanan Rf“ matrisi elipsoid Uzerindeki vektorleri 6 agisi kadar x vektori
etrafinda dondurir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023b)

Ispat  Bo-ters simetrik 7' matrisini A}, = (Ajaz — Ajas), AV, = (Aizy — Ajzg) ve
Al = (Airy — Ajry) igin
Ags Asz Azg
T = A/2,4 AZ,5 Ag,2
Ar A A5y
ve T° matrisini o/, = x; (Azy + Dxy + Exs), 0. = x;(Day + Bxy +Fas) ve ol =

z; (Fxy + Fry + Cxs) kullanarak

! " n
oy — 1 oy Ty
2 _ / " "
T° = (o Oy — 1 T
! 1 mn
O O Oy — 1

kisaltalirsa. donme matrisi &« = 1 — cos 6 igin

Ry™ = €% =13+ (sinf) T + (1 — cosh) T

1 00 Ags A5y Ajg o, —1 ol o
= [0 1 0| +sind Ayy Ais AG,| T o, o5, -1 o
0 01 Ay, A5 A3y ol oy, op—1
cos + o, a+ Ag 5sin 0 o+ A5 38in 6 o+ Az sin 6
= 0,0+ A5 sin 6 cos ) + o a + A g sin 6 O+ Ag 5 sin 6
0,0+ Ajsind Ou 0+ Agsind  cost + o o+ Ag 4sind
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hesaplamalariyla elde edilir. Elde edilen Rf}?x dénme matrisinin 6z degerleri sirasiyla
A o= €? X\ = e ve N3 = 1dir. Dénme ekseni \; = 1 6zdegerine karsilik gelen

x = (x1, o, x3) Ozvektoruyle belirlenen dogrudur. O

Ornek 2.68. \erilen
622 + 6y° + 322 — 20y — Sxz =1

elipsoidin parametrik denklemi 6 € [0,7) ve 8 € [0, 27) igin
: . 1 1 . . 1
a(0,p) = (sm@—l—cos@smﬁ,gcosﬁcosﬁ—l— gcosﬁsmﬁ,smﬁ — gcosecosﬁ—i-
gcosﬁsinﬁ)

seklindedir. Bu elipsoidi kire kabul eden i¢ ¢carpim uzayinin iliskili matrisi

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

seklindedir. Elipsoid Uzerinde

a(r 7r> _ <ﬁ+2 V3+3 5\/§+3> .

66 4 12 12

o 2v/3—1 V3+1 7V/3-5 b
al|l -, = = - =

36 4 12 7 12

iki vektor alinabilir. a vektorini b vektérine donustiren Rﬁf”‘ donme donustimunin
ekseni x = a xq b vektorudir. i¢ carpimin iliskili matrisi icin A = 3, A, = 33 A, = 2,
Az =6, Ay = %, As = 8ve Ag = 1 bulunur. Donme ekseni genellestirilmis Oklidyen

vektdrel carpimla

V3 1-V3 5V3+1
a Xq b= T y
2 6 6
seklinde bulunur. a xq b vektori R, ic ¢carpim uzayinda birim vektoridur. ki vektor
arasindaki aginin, elipsoidin parametrik denkleminden 7 oldugu gortlebilir. R%”‘ donme

matrisi
V3-9 2V3+7 7—V3
4 4 4

RUYX — | _2v843 7-v3 VB2
b 6 12 6

2v/3—21 /3429 16—/3
6 12 6
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seklinde bulunur. R%’X (a) = b oldugu gorulebilir. Gergeklesen dénme a vektorinu b
vektdrine x vektorine ortgonal orijinden gecen dizlem ile elipsoidin kesisimi olan blyik

elips Uzerinde x vektoru etrafinda 5 acisi kadar dénderir. Donmenin gerceklestigi diizlem
<\/§+1>x+ <2—\/§>y— (\/§+1>z:()

denklemini saglar.

2.6.2. Cayley dontdsumi kullanilarak

Bu kisimda Cayley doniisumini kullanarak dénme matrislerini olusturacagiz. Bu
formul trigonometrik fonksiyonlar icermez. 2-ters simetrik bir 7" matrisi icin, (I3 — T)
matrisi tersinir olsun. Bu durumda (/3 + 7')(I3 — T') ! bir Bo-donme matrisi verir. Diger

yandan, Q-ters simetrik 7" matrisleri i¢in

C : s0(3)—SO(3)
C(T) = (Is+T)Is—T)"

tanimlanan donustime Cayley donustimi denir, burada so (3) ile 3 x 3 ters simetrik matris-
lerin kiimesi ve SO(3) ile determinanti 1 olan ortogonal matrislerin kiimesini gosterilir.
Cayley dontisimii so (3) ve SO(3) arasinda bir izomorfizmdir. R}, i¢ carpim uzayinda

Bq-ters simetrik matrislerini 6nceki bélimde

(DF—BE)us—(EF—CD)us (BC—F2)uz—(DF—BE)u1 (EF—CD)ui—(BC—F?)uj
A A A
T— (DE*AF)UQ*(AC*Ez)’U,g (EF—CD)us—(DE—AF)u; (Acsz)ulf(EchD)uz
A A A
(AB—D?)us—(DE—AF)u3 (DF—BE)us—(AB—D?)ui (DE—AF)u;—(DF—BE)us
A A A

seklinde belirlenmistir. Bu durum Cayley dontstimiyle R, i¢ ¢arpim uzayinda donme

donl-simundn incelenebilmesini saglar.

Teorem 2.69. T matrisi Bq-ters simetrik olsun Bu durumda, a;i:xi (Azy + Dzy + Exs),

o’ = X; (Dl’l + Bzs + FZL‘3), o = Z; (El’l + Fao+ C[L'g), A;”j = (A,[L’g — Ajl’g),

x; Ug

Al = (Ajay — Ajas) ve A = (A — Ajay) igin

RBe — (I;4+ A) (I; — A)
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tanimlanan

—|x||2+2 (0, +0s5) 2 (ol +AE gsin0) 2 (o +A4 g sin 0)

2 (0}, + Ab 4sinf) 1-||x||2+2 (ol AN\ gsinf) 2 (ol +Ag,sinb)

2 (0;3 + A sin 0) 2 (OZS+A’1’,5 sin 9) 1—||XH?2+2 (JZ;—H\Q’A sin 0)

Bo__
x5

matrisi r yaricapli Bq-kiire Gzerinde u ekseni etrafinda dénme belirtir. (Colakoglu ve
Ozdemir 2023b)

Ispat 7" matrisi Bo-ters simetrik matris oldgundan 7"Q = —QT olur. Bu durumda

(Is+07)'Q = Q(Is—6T)
(Is—0T7)'Q = Q(Is+07)

esitlikleri kullanilarak
(RE=)" Q0 (RE®) = ((Is 4+ 6T) (Is — 6T) ™) Q ((Is + 6T) (I — 6T) ') = ©

elde edilir. Ayrica

1

det (I +T) =1+ ||x[7, ve det (I —T) = ——
1+ [[x[lg

oldugundan det Rf,“ = 1 oldugu gordlir. Yani Rf,“ matrisi donme matrisidir. Dénme

matrisini uzun hesaplamalarla elde edilir. 0

2
RBe matrisinin 6zdegerleri A\, o = <1’”“”Q 4 Zlulg z) ve \;3 = 1 dir. D6nme
u g 12 (g = Tl 3
ekseni \3 = 1 6zdegerine karsilik gelen u vektortdir. RBe matrisi elipsoid tizerindeki v
vektorind

Ax? + By? + C2* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz = ||v||;,

2
0 = arctan H—UH2
1 — [[ullg

Ornek 2.70. Bir dnceki kisimda verilen

u ekseni etrafinda

acisi kadar donderir.

62% + 6% + 322 — 22y — 8xz =1
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elipsoidi ve u = (—‘/75, %5, —@) birim vektorii vektori icin donme matrisi

V3-9 2V3+7  7T—V3
4 4 4

RBe — | _2v343 73 342
X 6 12 6

2v/3-21 /3429 16—/3
6 12 6

olarak bulunur. Bu matris bir dnceki kisimda bulununan ve donme agisi 7 olan matristir.

2.6.3. Householder donusima kullanilarak

Bu kisimda, R, uzayina benzer sekilde, R?, uzayinda Householder déntistimi kul-

lanilarak dénme dontgsumleri verilcektir.

Tanim 2.71. R} i¢ carpim uzayinda Householder déntsimi, Bg, (u, u) # 0 olmak tizere
her u € R3 vektord igin

2uu’Q)

u‘Qu

MR (v) = v -

A%

seklinde tanimlanir. Bu dénustime Bg-Householder dontstimi denir. Bg-Householder

donistiminin matrisi

utQu

HIBIQ - ([3 —

seklindedir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023b)

2uth)

Bgo-Householder donlisiim matrisi

t t t
Byt B 2uu’() - 2uu
(HUQ) b= (13 a thU) = (.73 N <Qthu {2

t t
- Q—Q(Q““Q> :Q<]3—M) — Q (HB?)

utQu utQu

oldugundan Q-simetrik,

(i)
Bao\t Ba Bo\t 1/Ba _ 2uu’) _ 2uu’
() = 0 (1) 77 = 9 ([3 thu) ([3 u'Qu
t t t
_q [3_4uuQ 4(uuQ)(u2uQ) _q
u'Qu (utQu)

oldugundan Q-ortogonaldir.
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Bq-Householder dénisiminin matrisi, o7, = x; (Azy + Dy + Exs), o), =

x; (Dxy 4 Bxgy + Fas) ve 0 = x; (Exy + Fay + Cxz) olmak lizere

2uu’Q
HBe — _
h T uQu
W20 oer o
- 2
- W _20;2 ||u||Q - 2052 —202/2
) : " 2 n
—20,,, —207, lallg, — 207
seklinde yazilabilir. 752 matrisiigin det (H52) = —1 oldudu gortilebilir. 52 dontsuim

ortogonal dontisim oldugu igin ©-normu korur. Yani H52 dénustimi Bq-kire Gzerindeki
herhagi bir noktay1 yine Bgo-kre Gzerindeki noktaya gottirir. 75¢ dontistimi u vektoriine

Q2-ortogonal ve orijinden gecen duizleme gore yansimadir.

Ornek 2.72. Merkezi orijinde ve yarigapi 1 olan Bq-kiresi
2+ 22+ 22— 2y — 2y =1

tanimlansin. R3, i¢ carpiminin iliskilendirilmis matrisi

olsun. H5Be déniisimiinin matrisi u = (1,1, 1) igin

t
-
1 -1 -1
= 10 0 -1
0 -1 0

bulunur. Elipsoid tzerinde alinan a = (2,1, 1) vektériinin u vektoriine Q-ortogonal

olan y + z = 0 duzlemine gdre yansimasi

1 -1 —-1| |2
HE (@) = |0 0 -1] |1
0 -1 0|2

1
= (0,-=,-1
(0-31)

olarak bulunur. ||H52 (a)||, = 1 oldugu gorlebilir.
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Teorem 2.73. v ve w, R}, i¢ carpim uzayinda ||v||, = ||w]|, 6zelli§inde sifirdan farkli

iki vektor olsun. Eger u = v — w ise
HE2 (v) =w
dir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023b)
Ispat Dogrudan
u'Qu=Bqo (v—w,v—w)=2|v[ - 2wQv

ve

20'uQv =2 (v —w) (VIQv — w'Qv) = (v —w) (2 Iv[Z, — 2w'Qv)
hesaplamalariyla

_ 2uu'Qv & (v—w) (2 vz, — 2w'Qv)
u‘Qu 2]v]a — 2w'Qv)

= v—(v-w)=w

HE (V) =

oldugu goralar. O
Teorem 2.74. v ve w, R}, i¢ carpim uzayinda ||v||, = ||w]|, 6zelli§inde sifirdan farkli
iki vektor olsun. Eger u = v + w ise
HER (v) = —w
dir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023b)
Ispat Dogrudan
u'Qu = By (v +w,v+w) =2|v[} +2w'Qv

ve

2u'uQv =2 (v + w) (VIQv + w'Qv) = (v + w) (2]|[v];, + 2w'Qv)

hesaplamalariyla

HBo (v) = v 2uu’Qv . (v+w) (2 HVH?2 + QWtQV)
u N ulQu (2 V|2, + 2wtQv)
= v—(V+w)=—w
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oldugu goralar. O

Ek olarak

2vviQ 2v (vIQv)
B _ _ _
HVQ(—V)——V-i- VtQVV——V—i-W—V

dir. Buradan hareketle, R, i¢ carpim uzayinda herhangi v ve w vektorleri icin tanimlanan
RE® = HEHEL, (v) = w

dontstimi v vektorinl w vektoriine gotiren Bo-donme dontstimudir ve bu donlstimiin

donme agisl
BQ (V7 W)

cosf =
[vilg Wl

formulunden bulunur.
Ornek 2.75. Merkezi orijinde ve yarigapi 1 olan Bq-kiresi
2?22+ 22— 2wy — 2y =1

elipsoididir. Bu elipsoid tzerindeki a = (2,1, 1) vektorinii b = (—1, -1, 0) vektoriine
gotiiren Bq-dénme déniisimiinin matrisini bulmak igin énce Hp® ve Hfﬁb matrisleri

bulunmalidir. Hesaplamalar sonucu

1 -2 1 I
Ba _ Ba __
Hy? =10 —1 1| veH,2,=10 1 0
0 0 1 SR
bulunur. Sonug olarak Bg-donme matrisini

t2a| 34

RE =Hp"HE =10 —1 1| |0 1 0

0 0 |4

seklinde elde ederiz. R5® (a) = b oldugu gériilebilir. Dénme agisl
3
f = arccos R =~ 53.13
olarak bulunur.
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2.6.4. Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar kullanilarak

Bir ¢ = cos 6 + € sin 8 birim kuaterniyonu igin tanimlanan ¢v¢=! carpimi, v pir
kuaterniyonunun e ekseni etrafinda 26 kadar donmesiyle elde edilen pir kuaterniyonu
verir. Bu kisimda, benzer bir sonug, (Colakoglu ve Ozdemir 2023a) calismasindan yarar-

lanilarak, genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar igin verilecektir.

Teorem 2.76. ¢ = qo + ¢11 + ¢2j + ¢zk birim genellestirilmis eliptik kuaterniyonunun

kutupsal formu ¢ = cos 6 + & sin 8 olsun. Bu durumda tanimlanan

Rj(v) @ Hg— Hy

R (v) = qvq !

dontisimu her v € R} vektdrini e ekseni etrafinda 26 acisi kadar déndurir. R (v)
donU§Umunun matrisi O-:h = (; (A(h + DQQ -+ EQ3), O';/i = (q; (D(h + BQQ -+ FQ3), O';/: =

G(Eq + Fgp + Cgs), A ; = (Aigzs — Ajq2), A = (Aigs — Ajgs) ve A = (Aiga —

Ajq1) olmak tizere

2q5 — 142 (Ufh + QOAIG,5) 2 (0;’1 + QOAI5/,3) 2 (UZ{ + QOA/3/,6)
Rg= 2 (U;2 + QOA,2,4) 2q5 — 1 +2 (U/q,Q + QOAZ,(S) 2 (U/q,; + QOA%/Q)
2 (o0, + qol\y 1) 2 (o0, + qoAY ;) 2q3 — 142 (ol + qoAZ,)

seklindedir. (Colakoglu ve Ozdemir 2023)

Ispat Ry, donusumiiniin normu koruyan bir lineer déntsum oldugu gorulebilir. Ayrica
N, = 1 oldugundan R} (v) = qvq~' = ¢vg oldudu gorulir. Boylece soldan garpim
matrisleri yardimiyla R} (i) , Rg (j) ve Rg (k) genellestirilmis kuaterniyonlari agagidaki

gibi hesaplanabilir:

Ry(1) = (2¢5 —1+2(0), +qol\gs))i+2 (), + qoAs4)j+2 (0, +qhyy) k

R

R

DR

(G) = 2(o) +qoAiq)i+ (2¢5 —1+2 (00, + qoig)) i+ 2 (00, + qAls) k

Ry (k) = 2(og + aol5e) i+2(0g +qAs) i+ (200 — 1 +2 (07 + qA54)) k

q3

Buradan Ry donusim matrisi teoremde ifade edildigi sekilde elde edilir. Rnatrisi i¢in
det RS = 1 ve (R})' QRS = Q icin Q-ortogonal oldugu gorilebilir. Yani R} matrisi
Ax? + By? + 022 +2Dzy + 2Exz + 2Fyz = r? elipsoidi Gizerinde bir dénme matrisidir.
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Ayrica v, || e oldugundan v, xq e = € xq v, = 0 Ve ge = eq elde edilir. Bu durumda
Rl(e) = qeq™' = eqq~' = e.oldugu gorulir. Yani e vektorti R} dénme donustimi

eksenidir. {e, e, &2, } kiimesi, elemanlari
E1 XQE =E9 Eg XnE=E€E1] Ve €] Xq€yx=¢€

saglayan bir Bq-ortonormal kiime olsun. e, vektorii € ve g, vektorlerinin gerdigi diz-
lemde ise

€p =€cosa + & sina

yazilabilir. e vektorunun R} donisiimiyle degismedigini biliyoruz. e, vektorinin Ry

dénustimiyle nasil degistigini bulmaliyiz. e = —1 ve ee; = —e1e = &, oldugundan,

Ry (e1) = qvq
= (cosf+esin@)v (cosf —esinf)
= &1cos’f — (e1€) cosfsinf + (e€1) sinf cosd — (ee;)esin® 0
= g,c08° 0 — (e1€) cosOsinf — (e,€) sin @ cos O + (e1€%) sin” §
= g1008°0 + eyc080sinf — ey8inf cosh — e; sin® 0

= g1c0820 + e595in 26

Baylece g, vektoriniin Ry, dontsimiyle e vektori ekseni etarfinda 26 acisi dondigini

gosterilir. O

Sonug 2.77. Her birim genellestirilmis eliptik kuaterniyon elipsoid tizerinde bir 2-dénme
belirtir. Diger yandan herhangi bir elipsoid Gzerinde gerceklesen her 2-dénme, €2 ile

tanimlanan genellestirilmis eliptik kuaterniyonla tanimlanabilir.

Ornek 2.78. A, B, C pozitif reel sayillari ve D = E = F = 0 icin tanimlanan sayi

sistemine eliptik kuaterniyonlar denir. Eliptik kuaterniyonlar igin dénme matrisi

§+Ag — B —Cq;  2(Bqiga — ©%2) 2 (Cqugs + ©22)
Rg=| 2(Aqqg+2%2) @+ A} — B —Cq3 2 (Coags — ©42)
2 (Aqugs — 222) 2 (Bgags + ©42) @2 + A¢t — B¢ — Cg3

seklindedir. Elde edilen donme matrisi eliptik i¢ ¢arpim uzayinda donme matrisidir.
(Ozdemir 2016)
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p, q € Hg birim genellestirilmis eliptik kuaterniyolari, ayni 2 matrisiyle tanim-
landi§indan R}, ve Rg dénme matrisleri ayni elipsoid Gizerinde 2-dénme matrisleridir. Ry

ve Rg donme matrisleri, v vektorinii
Ax® + By? + C2* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz = ||v||;,

elipsoidi tzerinde dondurdr. Bu iki donme donlisumunden elde edilen ¢p kuaterniyonu
yine ayni elipsoid Uzerinde gerceklesen bir ©2-dénme donisumuddr. Yani, g (u) = v

ve Ry (v) = wise
w = Ry (v)=Ry ( ) Q< ) =q(pup ) g
= (p)u(p'¢") = (qp)u(gp)” = RE (u)

dir. Diger yandan p € Hgq, Ve ¢ € Hyg, igin €y # €, ise Ry ve Rj donme donisiminin
bilesimi, her iki kuaterniyonda ¢arpma islemi farkl tanimlandigindan bir genellestirilmis

eliptik kuaterniyonla tanimlanamaz.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel ispat yontemleri kullanilarak, iki ve t¢ boyutlu uzaylarda
Oklidyen yansima donustimi genellestirilmistir ve analitik geometride iyi bilinen uzak-
lik formiillerinin genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzaylarindaki karsiliklari belirlen-
mistir. Uygulanan yontemler dogrudan ispat, dolayli ispat ve olmayana ergi gibi mate-
matiksel yontemlerdir. Tez icinde, dnceden bilinen ve kaynak taramasinda tanimlari
verilen genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim, genellestirilmis Oklidyen vektérel carpim,
genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar, Oklidyen yansima dénuisimii ve uzakhk formiil-
leri materyal olarak kullaniimistir. Bununla birlikte, bu teze kaynak teskil eden en énemli
materyaller bu konuda daha 6nce yapilmis olan ve kaynaklarda belirtilen ¢alismalardir.
Bunlarin da en énemlileri (Colakoglu vd. 2023), (Colakoglu ve Ozdemir 2023a) ve (Co-
lakoglu ve Ozdemir 2023b) kaynaklaridir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolumde kaynak taramasinda verilen tanimlar ve teoremler kullanilarak iki ve
tc boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda yansima déntisimi ve uzaklik
formdlleri incelenecektir. Iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda yan-
sima doniistimii (Colakoglu vd. 2023) kaynaginda verilmistir. Ancak éncesinde Okidyen
geometride iyi bilinen bazi kavramlarin iki ve ti¢ boytlu Oklidyen i¢ carpim uzaylarindaki

karsiliklari ele alinacaktir.

4.1. ki ve Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzaylarda Uygulamalar

Bu kisimda iki ve ti¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda analitik

geometride iyi bilinen dik iz diistim, act, alan ve hacim formulleri incelenecektir.

4.1.1. l¢carpimlailgili geometrik uygulamalar

Genellestirilmis Oklidyen uzaylarda agi kavraminin dolayisiyla diklik kavraminin
farkli oldugu agiktir. Daha agik olarak, R veya R, i¢ carpim uzaylarinda herhangi iki x
ve y vektorleri arasindaki dar aginin kosintsu

Bq (X’ Y)

cosf =
1x[[o [[¥1lq

esitligi ile bulunur ve bu uzaylarda aci 6lcusi bu fonksiyon yardimiyla tanimlanabilir.

Ornegin, matrisi

olan R? uzayindau = (1,2) ve v = (3, 1) vektorleri Q-ortogonal veya Q-diktir. Baska bir
deyisle, bu iki vektoriin arasinda aginin Q-6l¢iisii 5 dir. Bu vektorler R? de Sekil 4.1°deki

gibi gérinar. Dikkat edilirse, bu iki vektorin dis agisinin Q-6l¢lsu de 7 olacaktir.
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y
A

A\

> T

Sekil 4.1. R de Q-dik u ve v vektorleri

Basit bir hesaplamayla herhangi bir tiggenin i¢ agtlarinin Q-6l¢tleri toplaminin
7 ye esit oldugu kolayca gorilebilir. Bunun gibi, R% uzayinda bir ¢ok ozellik belir-
lenebilir. Ornegin, bu uzayda Pisagor teoremi gegerlidir. Bunu gérmek icin, aralarindaki
acginin Q-6lgtsti 5 olan u ve v vektorleri ve u + v vektorli géz 6nine alinabilir. Bu

vektroler bir dik ticgen olusturacaktir. Buradan

Hu—irvH?l = Bo(u+v,u+v)
- BQ (11, 11) + QBQ (11, V) + BQ (V7 V)
= [lull§ + [Ivllg
elde edilir. Boylece, Pisgor teoreminin genellestirilmis Oklid uzayi icin gecerli oldugu
gorilur. Benzer sekilde trigonometrik fonksiyonlarin dik ticgen ézelliklerinin sagladigi

gortlebilir. Sonraki kisimlarda kullanilmak (izere, bir ka¢ kavramin daha karsiliklari

asagidaki gibi verilir.

Tanim 4.79. Iki veya t¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda sifirdan
farkli u ve v vektorleri alinsin. Bu uzaylarda u vektérinln v vektorl tzerine Q-dik
izdlsum

U.,, =5 ——V (4.1)

seklinde tanimlanir.

Dikkat edilirse,

Bo((u—uiy) . v) = Bo (U—Mv v)

Bo (v,v) "’
o BQ (u, V)
= Bq(u,v)— Bo (v, V)BQ (v,v)
=0
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dir. Yani, her u vektori icin, u — uf? ,_ vektorl v vektoriine Q-diktir. Bu durumda asag-

izdv

daki temsili sekil ortaya cikacaktir (Bkz. Sekil 4.2).

o0

Sekil 4.2. u vektorinin v vektorine Q-dik izdusim vektor

Ornek 4.80. R2 i¢ carpim uzayinin matrisi

B (u,v)
Q@ _ Zein b
W gy = BQ (V,V)V
1 —-1] (3
12
-1 2 3

[3 3} 1 -1 13

= (2,2)

dir (Bkz. Sekil 4.3). Dikkat edilirse, u — uf ,, vektorintin v vektoriine dik oldugu

Bo(u—uiy,.v) = Ba((—1,0),(3,3))

12dv)

seklinde gorlebilir.
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Y
A \%
u- uiszldv
Q
Uizdv

X

Sekil 4.3. u = (1,2) nunv = (3,3) ye Q-dik izdiglim vektori

RS, i¢ carpim uzayinda ©-normali n vektori olan ve P noktasindan gegen diiz-
lem ile bu dlizlem Uzerinde olmayan bir A noktasi alinsin (Bkz. Sekil 4.4). Bu durumda,

—> I an ae e . - - . . e . —) .
P A vektoriniin n vektoriine Q-dik izdisim vektorit PA? . olmak (izere,

izdn

Bo (PA,n)
BQ(,P—>_—1>49 n> = Bq (P—flﬂ—ynn,n>

& Bo (n,n)
N Ba (P—z>4, n)
= Bqg (P ,n) — mBg (n,n)
= 0

oldugu gortlur. Bu durum R}, i¢ carpim uzayinda 2-dik izdiisiimiinden elde edilen PA—
—
PA?

izdn

vektortinun dizleme dik oldugu anlamina gelir. PA — PA$,  vektorinin -

izdn

normu hesaplanarak bir noktanin diizleme uzakligi ilerleyen bolumlerde elde edilecektir.

Sekil 4.4. PA — PA? , vektorinin diizleme Q-dik olmasi

izdn

R™ Oklid uzayinda aralarindaki agi 6 olan x ve y vektorleriyle olusturulan

paralelkenarin alaninin

Alan (x,y) = \/(X, x)(y,y) — (x, Y>2

oldugu bilinmektedir. Ayni sekilde iki ve tic boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim

uzayinda aralarindaki a¢i olan x ve y vektorleriyle olusturulan paralelkenarin Q-alanini

58



BULGULAR VE TARTISMA M. DURU

genellestirilmis Oklidyen i¢ capim igin

Alang (x,y) = \/BQ (x,x) Ba (y,y) — B3 (x,y) 4.2)
olarak tanimlanabilir. Buna gore asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 4.81. R i¢ carpim uzayinda; kése noktalarinin koordinatlari X = (z;,5),
Y = (y1,y2) ve Z = (z1,29) olan bir u¢genin Q-alani, A = VAC — B? i¢ ¢arpim

sabitini gostermek Uzere,

11’1 T

A
Alang (XY, Z)z; det |1 41 o (4.3)

1 21 22
degerine esittir.
Ispat Koge noktalarinin koordinatlarindana = XY = (y; — 21,y — x2) Veb = X Z =

(21 — x1, 29 — x2) Vvektorlerini inga edelim. Bu durumda a ve b vektorleriyle olusturulan

paralelkenarin Q-alaninin yarisi istenen ticgenin Q-alanini verecektir. Uggenin Q-alani

A 1
Alang (X,Y,Z) = M - 5\/15’9 (a,a) Bg (b, b) — B2 (a, b)

1
= 5\/(AC — B?) (21y2 — Tay1 — T122 + a2y + Y122 — y221)2

1 1 T2
A
9 Iy e

1 Z1 R2

degerine esittir. O

Teorem 4.82. R i¢ carpim uzayinda x ve y vektdrleriyle olusturulan paralelkenarinin

taban Q-uzunlugu ||y|l,, ve Q-yiksekligi ||x — xS’

|, olmak tzere paralelkenarin -

alani

Alang (x,y) = |lyllg HX - ng}’”ﬂ

fomaluyle de bulunur.
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Ispat Once x — x2 . vektoriinde x

ina Ba(xy) Q -
tedy i-ay Yerine 2=y yazarak x — x;; ;. Vektorinin

Ba(y.y) izdy
normunu asagidaki gibi elde edilir.

Q Ba (x,
HX_XizdyHQ = X—ﬁy )

_ x— Bq (X; Y) . Ba (X, y)

\/BQ( Bo(y.y) ~ B (y,y)y>
e s i o T
_ < %) — B} (x,y) , B (%)
- \/BQ(’ ) 2Bﬂ(y,y)+59(y,y
. \/ Ba (v, ) B (x,%) — B (x,)

BQ( 7Y)

Buradan, ||yl ||x — x

24|/, Garpimi, paralelkenarin Q-alanini verir:

(y,¥)

Ba (y,y) Ba (x,%x) — B3 (x,
Iyllo % = x2u |l = m\/ o (y.y) EQ(X x) — B2 (x,y)

= \/Ba(v,¥) Ba (x,%) — B3 (x.y).

Sonug 4.83. Elde edilen formiil Oklid uzayinda X, Y ve Z noktalari igin

1 1 To
1
Alan(X,Y,Z):§ Loy oy

1 Z1  R2

seklindedir. R i¢ carpim uzayinda buldugumuz Q-alani, Oklid uzayindaki 2-alanin ig

carpim sabiti A katidir. Yani
Alang (X,Y, Z) = AAlan (X,Y, Z)
dir.

Ornek 4.84. liskili matrisi
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olan R} i¢ carpim uzayinda kése noktalarinin koordinatlart X = (1,1),Y = (3,1) ve
Z = (2,3) olan tiggenin Q-alani, A = /5 oldugundan

1 11
Alang (X,Y,Z) = ?det 1 31
1 2 3

- 25

olarak bulunur.
Verilen bir diizleme Q2-dik olan her vektore o diizlemin 2-normali denir.

Teorem 4.85. R} i¢ carpim uzayinda verilen az + by + cz +d = 0 diizleminin bir normali

1

ny = Z ((IA3 i bA6 + CA5>

Ng = Z (CZA(; + bAQ I CA4) (44)
1

ng = Z ((IA5 ar bA4 + CA1>

olmak uzere, n = (nq, na, ng) vektoradur.

Ispat RS, i¢ carpim uzayinda A = (ay,as, as) noktasindan gegen ve Q-normali n =
(n1,n9,n3) olan duzlemin denklemi, diizlem tizerindeki degisken bir nokta X = (z,y, 2)
olmak tizere,
—
Bo, <AX, n> — 0
esitliginden, K € R igin,
(Any 4+ Dng + Eng) x + (Dny + Bna + Fng)y + (Eny + Fna+Cng) z + K =0

olarak bulunur. Buradan hareketle, verilen ax + by + cz + d = 0 diizleminin normali,

Any+Dns+ Ens = a
Dn1+Bn2+Fn3 = b

En1+Fn2—|—C’n3 = C

denklem sisteminin ¢dzimiinden, A = vdetQ, A; = (AB — D) /A, Ay = (AC —
E2)/A7 Az = (BC — F2)/A, Ay = (DE — AF)/A, As = (DF — BE)/A ve Ag =
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(EF — CD)/A olmak lzere,

n, = % (aAsz 4+ bAg + cAs)
ny = R (alg + bAs + cAy)
ny = % (A5 4+ DAL + cAy)
seklinde bulunur. O

Ornek 4.86. Ornegin 3z + 2y + z = 0 diizleminin

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

matrisiyle tanimlanan R, i¢ carpim uzayinda Q-normali, A = 3, A; = %, Ay = %,

Ay = 6, Ay = 5, As = 8, Ag = 1 oldufundan n = (2,1, 11%) olarak bulunur.

Duzlemdeki a = (1,1, —5) vektoru igin

28 17 115
BQ ((1717 _5)7 <€7§7 T)) =0

oldugu goralir.

4.1.2. Vektorel carpimla ilgili geometrik uygulamalar
Oklid uzayindan bilinen x, y ve z vektorleri igin verilen
(xxy)xz=(x2)y—(y,2)x
formUlu R, i¢ carpim uzayi igin verilebilir.
Teorem 4.87. R}, i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri igin
(x Xay) Xoz=DBa(x,2)y — Ba(y,z)x (4.4)
esitligi dogrudur.
Ispat Uzun hesaplamalar sonucu esitligin dogrulugu goriilebilir. O

Ug boyutlu Oklid uzayinda karma garpim x,y ve z vektorleri igin (x x y, z)

olarak tanimlanir.
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Tanim 4.88. RJ, i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri icin tanimlanan Bq, (x xq y, z)
carpimina genellestirilmis Oklidyen karma carpim denir. Bu carpim [x,y, z], ile gos-

terilir.

Teorem 4.89. R}, i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri iin tanimlanan [x, y, z, karma

carpimi, A = VABC +2FDE — AF? — CD? — BE? i¢ carpim sabitini gostermek

Uzere,

[X7YJZ]Q = Adet (X,y,Z) (45)
dir.

Ispat Dogrudan hesaplamalarla

A D FE 21
[X7Y>Z]Q = BQ (X X0 Y>Z):(X><Q y>t D B F 29
E F C zZ3
1 2
— ZA (T1Y223 — T1Y320 — ToY123 + TaY321 + T3Y122 — T3Y221)
= Adet (x,y,2)
oldugu goralir. O

Sonug 4.90. Standart Oklidyen i¢ carpim uzayinda
x,y,2] = det (x,y,2)
esitligi saglanirken, R, i¢ carpim uzayinda
x,y,2z]q = Adet (x,y,2)
esitligi saglanir.

Ornek 4.91. R} i¢ carpim uzayinda iligkili matris

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3
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matrisi olsun. O halde A = 3 dir. Buradan, x = (1,2,1),y = (2,1,1) ve z = (0, 3, 2)

vektdrleri igin

BQ (X XQ yaz) = BQ (<_177_§7_§) 7(07372>>

= -9
bulunur. Diger yandan,

1 21
x,y,2z], = 3det |2 1 1

03 2
= -9

dir. Goruldugu tzere, Bq, (x xqy,z) = Adet (x,y, z) dir.
Teorem 4.92. R}, i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri icin
Bo (x Xqy,z) = Bq (x,y Xq z) (4.6)
esitligi dogrudur.
Ispat Determinant dzellikleri ve B, i¢ carpimin simetrik olmasindan

Bo(x Xqy,z) = Adet(x,y,z)
= —Adet(y,x,2)
= —Adet (y,z,x)
= Bq(y xXq2,Xx)

= Bo(x,y Xq z)

esitligi bulunur. O

Ornek 4.93. R i¢ carpim uzay!
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matrisi ile tamimh olsun. x = (1,2,1),y = (2,1,1),z = (1,1,1) € R}, i¢in

T T7
XXQy = (—17, 3 —§>

[X7Y7Z]Q = BQ (X X0 Y>Z) =-3
bulunur. Diger yandan A = 3 oldugu igin

1 2 1
x,y,2z]q = Adet (x,y,2z) =32 1 1| =-3
1 1 1

oldugu goéralur.

Uc boyutlu Oklid uzayinda saglanan

(X Xy, zXw)=

esitligine Lagrange 6zdesligi denir. Lagrange 6zdesligi R, i¢ carpim uzayinda kullanila-

bilir.
Teorem 4.94. R}, i¢ carpim uzayinda x, y, z ve w vektorleri igin

Bq (x,z) Bq(x,w)
BQ (Y> Z) BQ <y> W)

Bo (X XQy,zZXq W) =

esitligi dogrudur.
Ispat x xgq y = a olsun Bu durumda (4.6) esitliginden
Bo(xXqy,zXxqw) = Bgo(a,zxqw)
= Bg(axgzw)
= Bq((x Xqy) Xqz, W)
bulunur. (4.4) 6zelliginden
Bo(x xqy,zxXaw) = Bo((xXqy)xXaz, W)

= Bq(Bq(x,2)y — Ba (y,z)x,w)

= Bq (x,2)Bq (y,w) — Bq (y,z) Bg (x,w)

Bq (x,z) Bq (x,w)
Bo (y,z) Bao(y,w)
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oldugu goralar. O

Teorem 4.95. R}, i¢ carpim uzayinda x ve y vektorleri arasindaki aginin Q-6lclst ¢

olsun. Bu durumda

[xxayllq = [[xllq lyllgsiné
esitligi dogrudur.
Ispat (4.7) esitliginden ve x ve y vektorleri arasindaki aci 6 oldugundan
Ixxaylls = Ba(xxey,xxay)
= Ba(x,%)Ba(y,y) — Ba (x,y) Ba (x,y)

g [1¥llg = (Ba (x,3))°

2 2 2 2
Il ¥l — NIl lyllg cos® 0

2 2 2 2 .
= |xllg Iyl (1 — cos®0) = [Ix[lg [[yllq sin® €

elde edilir. 0

Sonu¢ 4.96. xx qy vektdriniun normu bir énceki teorem ve (4.7) esitliginden

Ixxayllg = VBa (x,%) Ba (y,y) — Ba (x,y) Ba (x,y)

olarak elde edilir. Yani xx gy vektorlnin normu x ve y vektor ile insa edilen paralelke-

narin Q-alanidir. Diger yandan x ve y vektor( ile insa edilen paralelkenarin Q2-alani

%[l [[y [l sin @

degerine esit olur.

4.1.3. Karma carpimla ilgili geometrik uygulamalar

Oklid uzayinda koseleri X, Y, Z ve W noktalari olan tiggen piramidin hacmi
1 _— e
Hacim (X, Y, Z,W) = ‘det (XY, X7, XW) ‘

dir. Ayni ozellik genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda gosterilebilir. Bunun

icin 6nce hacim kavraminin (¢ boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayindaki
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karsihgini géz oniine almak gerekir. Oklidyen uzayda oldugu gibi, kenarlarinin Q-uzun-
luklari a, b ve c olan bir Q-dikdortgenler prizmasinin 2-hacmini abc olarak tanimlanabilir.
Boylece, bir paralelyliziin Q-hacminin (tabanin Q-alani) x (Q-yiikseklik) ve bir i¢gen

piramitin 2-hacminin % (tabanan Q-alam) x (Q-yiikseklik) oldugu gorulebilir.

Teorem 4.97. R3 i¢ carpim uzayinda kése noktalari X, Y, Z ve W olan paralelytizliinin
Q2-hacmi
—_— — —
Hacima (X,Y, Z,W) = A ‘det (XY, X7, XW) ‘

degerine esittir.
- LR e e H % s -
Ispat Genelligi kaybetmeden paralelytiziin tabani kenarlari XY ve X Z vektorleri olarak
alinabilir. Bu vektorle olusturulan paralalkenarin 2-alani
— —
HXYXQXZH
Q

~ - - - . - - —_> —> I . % . X
degerine esittir. Taban duzlemine dik olan XY xq X Z vektoruyle XW vektori arasin-
daki acginin Q-6l¢lsu € olsun. XW vektorinin XY xqo X Z vektorine Q-dik izdlsim
vektorinln 2-normu HXWH cos @ Ucgen piramidin Q-yuksekligi olur. Bu durumda,

Q

paralelytzlinin Q2-hacmi
(tabanin Q-alant) x (2-yiikseklik)
degerine esit oldugundan
Hacimg (X, Y, Z,W) = HW o X_Z’HQ H)WVHQCOSQ
—_— —_—
— Bqg (XY wo X7, XW)
—_— = —
— A ‘det (XY,XZ,XW)‘

olarak bulunur. ]

Sonug 4.98. R3, i¢ carpim uzayinda bir tggen piramitin Q-hacmi, bir paralelytizlinin
2-hacminin 6 da 1 i oldugundan, x, y ve z vektorlerinin belirledigi Giggen piramitin Q-
hacmi

A
Hacimg (x,y,2) = 3 |det (x,y,2)|
formaliyle belirlidir.
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Ornek 4.99. Matrisi

-4 0 3
olan R}, i¢ carpim uzayinda kdse noktalari X (1,0,3),Y (2,2,4), Z (3,1,4)ve W (2,1,4)

olan ucgen piramidin ©2-hacmi, A = 3 oldugu igin

] A —_ — —
Hacimg (XY, ZW) = 2 ‘det (XY, XZ, XW) (
121
1 1
= = |det ==
5 et2 1 1 5
111

dir.

4.2. Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzayda Yansima Donlisiimii

n-boyutlu Oklid uzayinda bir yansima dénuisiimii, sabit biraktigi noktalar kiimesi
(n — 1)-boyutlu hiperdtzlem olan bir izometridir. Bu yansima donusumantin sabit birak-
tig1 (n — 1)-boyutlu hiperdiizlem yansima hiperdiizlemi denir. Bu diizlem iki boyutta bir
dogru belirtirken (i¢c boyutta bir diizlem belirtir. Bu déntstimler lineer olduklarindan bir
matris gosterimine daima sahiptirler. Yansimalar, ters yonlendirmeli ortogonal déniisiim-
ler oldugundan, determinantlari —1’e esit olan ortogonal matrisler olarak da tanimla-
nabilirler. Yani, n-boyutlu Oklid uzayinda £ yansima déntsimleri, bu déntisimiin matrisi

L olmak Uzere,
Y(n)={L:R"—=>R"e€O(n)|det L =—1}
seklinde verilebilir. Bu dontgumlerin matrisleri
{LeR™"|L"L=1,, detL=-1}

kiimesinin elemanlaridir ve bu matrislerin 6zdegerleri 1,1,1,...1, —1 olan simetrik or-
togonal matrislerdir. Ortogonal matrisler kiimesi bir grup olusturdugundan iki yansima

matrisinin carpiminin bir donme donlisumi olusturacagi kolayca gozlenebilir. Ancak,
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birim dénusiim bu matrisler arasinda yer almadigi veya kapalilik 6zelligi saglanmadigi
icin bu matrisler veya dontstmler bir grup olusturmazlar.

Iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzayda bir dogruya gére yansima donii-
simi Householder dontsumu kullanarak bélimde incelenmigtir. Bu kisimda, ti¢ boyutlu
genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda yansimalar iki farkli yaklagimla incelenecek-
tir: 11k olarak, genellestirilmis eliptik yansimalarin matris temsilleri (Erdogdu ve Ozdemir
2015) calismasindaki yaklasim dikkate alinarak belirlenmistir. Daha sonra, genellestir-

ilmis eliptik yansimalar plr genellestirilmis eliptik kuaterniyonlarla incelenmistir.

4.2.1. Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim kullanilarak

Uc boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzayda yansima veya Bq-yansima, genellestir-
ilmis Oklidyen i¢ carpimi kullanarak tanimlanir. Sifirdan farkli n € R$ vektorl igin
tanimlanan

n' = {y €eR} | Bo(n,y) =0}

kiimesinin geometrik yeri n vektoriine 2-dik olan ve orijinden gecen dizlemdir. Sifirdan
farkli n ve y vektorleri icin, y vektoriinun nt dizlemine Q-dik iz disimi, y — rn € nt
sartini saglayan r € R sayisi i¢in, y — rn vektoridir. Boylece, n ve y — rn vektdrlerinin
Q-dikliginden

Bao(n,y —rn) =0
dir ve r degeri

. Bq (n,y)
Bq (n,n)

olarak bulunur. Buradan hareketle, bir x vektorinin n* dizlemine gére Bgo-yansima

dénuasuimi

BQ (n7 X)
—1
BQ (I’l, I’l)

seklinde tanimlanir. Eger x € n' ise, Bq (n,x) = 0 ve dolayisiyla Y;, (x) = x elde edilir.

Yao(xX)=x—2rn=x—2

Yani, Bq-yansima doniisumu dizlem tzerindeki vektorleri sabit birakir. Genellestirilmis
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Oklidyen i¢ carpim 6zelliklerinden, herhangi bir x vektori icin

Ba (n,x — 2rn)

Yo(Ya(x)) = Ya(x—2rn) = (x—2rn) —2 B fon) 0
= (x—2rn) - o Bo g;’ z(n_nQ)Tm n
= (x—2rn) - o Ba (n, 29_(52139 (n, n) N

= x—2rn—2rn+4rn=x
dir. Yani, Bg-yansima dontgsumunin tersi kendisine esittir. Ek olarak,
|Ya (x)[|7, = B (x — 2rn,x — 2rn) = Bq (x,x) — 4rBq (n,x) + 472 Bg (n, n)

n,n

esitliginde r» = % oldugu g6z 6niind alinirsa,

(Bo (n,x))” , (Ba(n x>>2>”2 il

1Yo (¥)[lq = (BQ (%) —4 Bq (n,n) Bq (n,n)

oldugu goérlur. Buna gore, Bg-yansima donlsimi ortogonaldir ve elipsoid tzerindeki

her vektorii yine elipsoid tzerindeki bir vektdre gotirdr.

Teorem 4.100. v ve w, R}, i¢ ¢arpim uzayinda ||v||, = ||w||, 6zelliginde sifirdan farkli

iki vektor olsun. Eger u = v — w ise
Ya(v)=w
esitligi dogrudur.

ispat Dogrudan hesaplamalarla

Yao(v) = Yo w(v)=v—2

-V 289 (v, V) + Bo (w,w) — 2Bg (v, w) (v—-w)

v_ 2 (Bq (v,v) — Bg (w,Vv))
2Bg (v,v) — 2Bq (v,w)

oldugu goralar. O

(v—w)=w

Dikkat edilirse
Yo (V) =v—-2———"—"v=—vVv
Q
dir.
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Teorem 4.101. v ve w, R} i¢ carpim uzayinda v # w ve ||v||, = ||w]|,, olacak sekilde
iki vektor olsun. Bu durumda Y (v) = w olacak sekilde bir Bo-yansima donisumi vardir

ve tektir.

Ispat Bg-yansima donisiimii, bir dnceki teorem ve Y, (v) = —v sonucundan, v ve w

vektorleri igin
Yv (X) ) V=-Ww
Yi(x) =
Yy_w (x), diger durumlarda
seklinde insa edilebilir. Yani ozellikleri v ve w igin, Y (v) = w olacak sekilde bir Y
yansima donusiimu vardir. Bu insa v # w vektorleri icin tanimlandigindan yansima

dondstma tektir. O

Biru € R3 icin Y (u) = u sartini saglayan Bq-yansima dontstimi tek tirlG
belirli degildir. Baska bir ifadeyle, verilen bir u vektoriinii sabit birakan sonsuz coklukta
Bga-yansima donlsimu vardir. Bg-yansima donusiminin standart tabana gére matrisi

asagidaki sekilde bulunur:

Teorem 4.102. R}, i¢ garpim uzayinda n = (ny,ns, n3) vektori i¢in nt diizlemine gére

Bq-yansima matrisi, o], = n; (Any + Dny + Eng), o, = n; (Dny + Bny + F'ng) ve

ng

o =n; (Eny + Fns 4+ Cng) olmak Uzere,

T

Hn”?) - 20';11 _20.;21 _20-;;,1
- 2
n Hn”é _20';12 Hn”Q - 20‘;;2 _2O_IT/L/2
—207,,, —200 Inl|?, — 207"

seklindedir.

ispat {e1, es, e3}, R3 vektor uzayinin standart tabani olsun. Y, : R® — R3 donlsiimi
lineer oldugundan, donisumun matrisi Y;, (e;) vektorleriyle belirlenebilir. Buradan, teo-

remde ifade edilen matris, o7, = n; (Any + Dny + Eng), o, = n; (Dny + Bng + Fng)

n:
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ve o7 = n;(Eny+ Fny + Cng) olmak Uizere,

Ba (n, 91)
Y, (e = e —2——————n
( 1) ! BQ (Il, Il)
o’ o’ o’
= 1-2 n12 ny, _2_7122 No, _2_n32 ns
[nlg Ing, Inlg
Ba (n, 92)

Ya(e) = 62_289 (n,n)n

o o o'
= —2 n22 ny, 1-2 n22 Na, —2—"22713
[l [l [nllq

Bg (n, e3)
Y, = ey—2—-1
n(e3) e Bq (n,n) n
O.ll/ O./l/ O./l/
= —2 n12 nq, —2%7@, 1-2 n32 UE;
g Imllq g
hesaplamalariyla bulunur. O

Sonug 4.103. Y;, dondsum matrisi icin det (Y,) = —1 oldugu gorilebilir. Ayrica Y,
matrisi

(Vo) QY, =Q

esitligini sagladigindan Q2-ortogonaldir. Sonug olarak Y;, matrisi bir Bg-yansima mat-
risidir. Y;, donusiim matrisinin 6zdegerleri —1 ve 1 olarak bulunur. Ayrica —1 6zdegerine

karsilik gelen 6zvektor, Bg-yansima dizleminin Q-normali n = (nq, ng, ng) dir.

Ornek 4.104. R}, i¢ carpiminin iliskilendirilmis matrisi

olsun. n = (1, 1, 1) vektord icin Y;, donisiminin matrisi

1 -1 -1
Yn =10 0 —1
0O -1 O
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olarak bulunur. Bir a = (g, 1, %) vektorunin u vektorine 2-dik olan ve orijinden gecen

y + z = 0 dlzlemine gore Bg-yansimasi

1 -1 -1 |2
Ya(@ = [0 0 —1| |1
0 -1 0] |3

1
= (0,-=,-1
(0-31)

olarak bulunur. Dikkat edilirse, ||Yy (a)|lo = ||allo = 1 dir ve ek olarak a ve Y, (a)
w2 —2zy + 2 —yz+ 22 =1
elipsoidi Gzerindedir.

Bir vektorlin orijinden gecen bir dogruya gore Bg-yansimasi bir donisim
olarak tanimlanabilir. Ancak ¢ boyutta bir dogruya gore Bg,-yansima, daha énce tanim-
ladi§imiz Bg-yansimadan farklidir. Bg-yansima dénusimi i¢ boyutta sadece bir diizleme
gore tanimh bir dontsumdur. Bu sebeple, bir dogruya gore Bgo-yansimayi bir dogruya
gore Bq-simetri doniisumi olarak ifade etmek uygun olacaktir. Zaten, dikkat edilirse
bir dogruya gore Bg-simetri donusimi bir Bo-yari donme olusturur. Baska bir ifadeyle,
Uc boyutlu uzayda bir dogruya goére Bg-yansima donlsum, dogrunun bir dogrultu vek-
tora etrafinda, dénme acisinin 2-6l¢tst 7« olan donme donltsumudur. Dolayisiyla, Uc
boyutlu uzayda Bg-yansima dénustimlerinin determinantlari —1 iken bir dogruya gore
Bg-simetri donusiminiin determinanti 1 olacaktir. Benzer durum iki boyutlu uzay igin
de gecerlidir: 1ki boyutlu uzayda Bq-yansima déniisiimii bir dogruya gére Bq-yansima
doéntsumudir ve bu donistmlerin determinantlari —1 dir. Ancak bir noktaya gore Bq-
yansima donusumleri, -ki bunlari bir noktaya gore Bg-simetri donusimi olarak ifade et-
mek daha uygundur- bir nokta etrafinda Bg,-yari donme dénusimudur ve bu doniasumlerin
determinantlari 1°dir.

Bilindigi gibi, sifirdan farkl x ve u vektorleri icin, x vektortiniin u vektoriine

Q-dik iz digim vektoru
BQ (11, X)
———u
BQ (uv u)

seklindedir. Buradan hareketle, dogrultmani u olan ve orijinden gecen ¢,, dogrusuna gore
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Bq-simetri dontisim, her x € R}, icin

. BQ (11, X)
Ya (x) = QWU_X

seklinde tanimlanir. Eger x || ¢, ise Y, (x) = x oldugu tanimdan kolayca elde edilir.
Orijinden gegen bir dogruya gore Bq-simetri donustimleri dogruya paralel olan vektorleri

sabit birakir. Her x vektori icin genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim 6zelliklerinden

Yu(Yu(x) = Yu (Q%u_x)

oldugu gorulir. Yani, orijinden gecen bir dogruya gore Bg-simetri donlisiminin tersi
kendisidir. Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim ézelliklerinden bu déniisiimin Q-ortogonal

oldugu da

IVa )l = Ba <2%“‘X’2%“ﬂ)

_ oy (Balwx)\ ey g Be ) e x,x
= () Bnlo) = G )+ B )

= Ba(x,%) =[x
seklinde gorilebilir. Simetri dénisumuinin matrisi asagidaki sekilde bulunur.

Teorem 4.105. Dogrultmani u vektorl olan ve orijinden gecen ¢ dogrusuna gore Bq-
simetri donGsimindn matrisi, o, = u; (Auy + Duy + Eus), oy, = u; (Duy + Buy + Fus)

U

ve o = ui(Eui+ Fuy + Cug) olmak lzere,

207, — |lulg 207, 207,
_ 2
u= HUH?) 207, 200, — llullg, 207
207, 207, 207 — ||lull5,

seklindedir.
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Ispat {e;, e, es}, R3 vektdr uzayinin standart tabani olsun. Yy : R® — R3 doniistimii
lineer oldugundan, dénisumun matrisi Y, (e;) vektorleriyle belirlenebilir. Buradan, teo-
remde ifade edilen matris, 0}, = u; (Au; + Duy + Eus), 0, = u; (Duy + Bug + Fug)

ve ol = u;(Eui+ Fus + Cug) olmak Uzere,

Bq (u, el)
Y. = 2—————u—
(e1) BQ (u,u) e
l 0_/
= 2 ]-17 2 u27 qu us
||Q [u || [ullg
Ya(e) = 2 (u, e2) u e
/ O./l/
= 2 uy — 1,2—2-ug
||U||Q IIQ lullg
BQ 11 63
Y = 22—
(e3) B (u,u) u =
/I/ I/ O_/I/
= 2 2 Uz — 1
HUHQ HQ HUH
hesaplamalariyla bulunur. O

Sonug 4.106. Y,, donusim matrisinin determinantinin 1 ve 6zdegerlerinin de —1,—1 ve 1

oldugu gordlebilir. Ayrica Y, matrisi
(Vo) QY, =Q

esitligini sagladigindan Q-ortogonaldir. Sonug olarak, Y, matrisi bir Bo-donme matri-
sidir. Bununla birlitke, donme acisinin Q-6lc¢usi de = dir. Simetri ekseni, 1 6zdegerine

karsilik gelen u = (uq, ug, us) vektoriyle belirlenir.

Ornek 4.107. R, i¢ garpiminin iligkilendirilmis matrisi

1
2

olsun. Dogrultmani u = (1, 1, 1) olan dogruya gore Bq-simetri matrisi

-1 11
Yu - 0 01
0 10
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seklinde elde edilir. x = (1,2, 3) vektori icin Y, (x) = (4, 3,2) bulunur. Y, matrisi, de-

terminanti 1 olan Q2-ortogonal bir matristir. Ayrica ||x|| = ||Yu (x)]|, oldugu gorilebilir.

4.2.2. Genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar kullanilarak

Birim genellestirilmis eliptik kuaterniyonlar kullanarak eliptik dénme donistimdi
tanimlanilabildigini kaynak taramasinda vermistik. Bu kisimda, yine eliptik kuaterniyon-
lar kullanarak eliptik Bg-yansima donlsiminin de tanimlanabilecegi gorilecektir. Bu-
rada, genellestirilmis eliptik kuaterniyon yerine kisaca €2-kuaterniyon denir. Ayrica, bir
p = (p1, p2, p3) Vektdrinl p = p1i + poj + psk plr Q-kuaterniyonuyla temsil edilir. Pur
Q-kuaterniyonlar kiimesi HY, ile gosterilir. Carpma islemi p ve q pir Q-kuaterniyonlari
icin

pq = —Bqo(p,q) +P xaq
seklindedir. Birim 2-kire Uzerinde bulunan p ve q birim vektorleri arasindaki aginin

2-6lgulsu ¢ olsun. Bu durumda, p ve q birim pir Q2-kuaterniyonlari igin

1
cosf = Bq (p,q) = D) (pa+qp)

yazilabilir. Boylece birbirine Q-dik iki p ve q birim vektorleri icin

pq+qp =0

esitliginin dogru oldugu gorulir. Herhangi bir g birim Q-kuaterniyonu igin q? = —1 dir.
Elde edilen denklemde her iki taraf q €2-kuaterniyonuyla ¢arpilip diizenlenirse Q2-diklik
sarti igin

P = 4apq

esitligi elde edilir. Bununla birlikte

aqp4d = qpq = —9qp9q

oldugundan qpq carpimi yine bir plr Q-kuaterniyondur. Bu durumda, n birim pur Q-
kuaterniyonu igin tanimlanan

Yh (x) = nxn = x
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dontgumi, Q2-normu korur ve n vektdrine €2-dik olan vektorleri, yani ©2-normali n olan
duzlem Gzerindeki vektorleri sabit birakir. Ayrica Y, (n) = n® = —n oldugundan Q-
normalin yonin ters cevirir. Sonug olarak, €2-kuaterniyonlariyla tanimlanan dénusim

bir yansima déntsumudur.

Teorem 4.108. Bir n birim pir 2-kuaterniyonu i¢in tanimlanan
Yo, @ HY — HY
Yo (x) = nxn

Bg-yansima donistimi £2-normu koruyan bir lineer donustimdr. Ayrica Y;, donusimunin

tersi kendisine esittir.

Ispat Norm korudugu, Q2-kuaterniyonlarda norm 6zelliklerinden
NYr.(x) = Npxn = No Ny Ny = NpNp N, = Ny
seklinde gorulir. Her a € R ve her x,y € HY, icin

Y,(ax+y) = n(ax+y)n=n(ax)n+nyn
— a(n) + (nyn) = aYs (x) + Ya (y)
oldugundan Y;, (x) donustimi bir lineer donustimdir. Y; doéndsimind icin n? = —1

olugundan,

Ya (Ya (x)) = n(nxn)n = n’xn® = x

elde edilir. Boylece Y;, donisuminin tersinin yine Yy, donisimi oldugu goésterilmis olur.
O

Bq-yansima donusimi birim olmayan n pur kuaterniyonu igin

1
Yh (X) = —nxn

= 3
kullanilarak hesaplanabilir. Y, déntstiminin matrisini asagidaki sekilde verilir.
Teorem 4.109. Bir n = nyi+ noj + nsk birim pir ©2-kuaterniyonu igin Y, donisumanin

matrisi, o, = n; (Any + Dng + Eng), 0y, = n; (Dny + Bny + Fng)ve o)) = n;(Eni+
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Fny + Cns) olmak Uzere,

/ " "
1 =20,  —20,, —20,,
— / " "
Yo=| —20,, 1-20)  —200
/ " "
=20, —20,, 1—20,,

seklindedir.

Ispat Bir n = nii+ noj + nsk birim piir Q-kuaterniyonu icin Y;, déniisimiintin matrisi,
o, = i (Any + Dng + Eng), o, = n; (Dny + Bny + Fng) ve o, = n;(Eny+ Fng +
Cng) olmak Uzere,

Yo(i) = i(1-20),)) +j(-20),) +k(—20,,)

Ya() = i(=203,) +i(1—207,) +k(=207,)

Ya(k) = i(=207) +j(-207,) +k(1-207)

hesaplamalariyla bulunur. O

Sonug 4.110. Y;, matrisi,
(Ya) QY, = Q

esitligini sagladigindan Q-ortogonaldir ve ek olarak, det Y, = —1 oldugu icin bir Bq-
yansima matrisidir. Ayrica Y, matrisinin 6zdegerleri —1 ve 1°dir. Bu donistimin yansima

dizleminin Q-normali, —1 6zdegerine karsilik gelen n = (ny, ny, n3) 6zvektdridur.

Ornek 4.111. R, i¢ garpiminin iligkilendirilmis matrisi

1 -1 0
Q=|-1 2 -1
0 —3 1
olsun. Bir x = (1,2, 1) vektdrunin birim Q-normali n = (0, —%, —1) olan duizleme gore
Bq-yansimasinin matrisi
1 0 O
Y,=|L 1 _3
2 2 4
1 -1 -1

olarak bulunur. Matrisin determinanti —1 degerine esittir. x vektorinin Bg-yansimasi

Yo (x) = (1,2, —2) olarak bulunur. Ayrica ||x||, = [|Ya (x)||, = 2 oldugu goriilebilir.
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RS, i¢ carpim uzayinda, dogrultmani bilinen ve orijinden gecen bir dogruya

g0re Bq-simetri donusimi asagidaki sekilde tanimlanir:

Teorem 4.112. Bir x vektortnun, dogrultu vektorid u birim vektori olan ve orijinden
gecen ¢, dogrusuna gore Bg-simetri donlisumdi,
Y, : HY — HY
Yu(x) = —uxu
Q-kuaterniyon carpimiyla tanimlanir. Bu dontistim €2-normu koruyan bir lineer dontstmdur.

Ayrica Y, donlstimunun tersi kendisine esittir.
Ispat x vektori; £, dogrusuna paralel olan x vektorl ve dogruya, yani n vektoriine dik
olan x , vektoriinin toplami olarak
X=X +x1
seklinde yazilsin. Bu durumda
Va(x) = —u(xj+x.)u
= —uxju—ux,u
olur. ux;u ve ux, u igin
uxju = u(xu)
= u(=Ba(x),u) +x) xgu)
= —uBaq (x),u)
= —u HXH HQ ||l cos0
= X
ve
ux;u = u(x,u)
= u(—Bq(x,,u)+x, Xgu)
= u(x; Xqu)
= —Bo(u,x; Xgu)+uxg(x; Xgu)
= uXg (x, Xqu)

= BQ(U,U)XL—BQOI,XL)HZXL
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hesaplamalarindan

Yy (X) = —uxju —ux,u=x — X,

elde edilir. O halde, Y, (x) vektorl, x vektorunln ¢,, dogrusuna gore Bg-simetrigidir.

Bg-simetri dontsumu Yy, icin
Ny,x) = N_uNyNy = Ny Ny N, = Ny
esitligi saglandigindan ©2-norm korunur. Y, (x) donustiminin lineer oldugu, a € R ve
x,y € H igin
Yo(ax+y) = —u(ax+y)u=—u(ax)u+ uyu
= —a(uxu) 4+ uyu = —aY¥, (x) + Yu (y)
ile goralir. Yy, dontstimini u? = —1 oldugundan
Yy (Yy (%)) = —u(—uxu) u = u’xu’® = x
bulunur. O halde Y,, donisiminin tersi kendisine esittir.. O

Y, simetri donlisiminin standart tabana gére matrisi asagidaki sekilde elde

edilir.

Teorem 4.113. Bir u = uyi + usj + usk birim pir Q-kuaterniyonu igin Y, dénusiimindn
matrisi, o), = u; (Auy + Duy + Eug), o), = u; (Duy + Bug + Fug) ve o = u;(Eui+

U

Fuy + C'ug) olmak Uzere,

/ " 7
200, — 1 20y, 20,
— / 7 "
Yo= 200, 20, —1 20,
/ " nmn
207, 200, 209, —1

seklindedir.

ispat Bir u = uqi + usj + uzk birim pir Q-kuaterniyonu icin Y, dénusiminin matrisi

u u

oy, = wi (Auy + Dug + Eug), 0, = u; (Duy + Bug + Fug) ve 0 = ui(Eui+ Fuy +
C'ug) olmak lizere

Yo(i) = (20), —1)i+20), j+ 20, k

Ya(G) = 20 i+ (200, —1)j+20) k

Vak) = 200i+200j+ (20, —1)k

80



BULGULAR VE TARTISMA M. DURU

hesaplamalariyla bulunur ve istenilen matrisi elde edilir. O

Sonug 4.114. Y, matrisi
(Vo) QY, =Q

esitligini sagladigindan Bg-ortogonaldir ve ek olarak det Y, = 1 oldugu i¢in aslinda bir
Bq-donme matrisidir. Ayrica Y, matrisinin 6zdegerlerinin —1,—1ve 1 oldugu gorulebilir

ve Bq-simetri ekseni 1 6zdegerine karsilik gelen u = (uq, us, us) vektorudur.

Ornek 4.115. R, i¢ garpim uzayinin iligkilendirilmis matrisi

olsun. Bir x = (1,1,1) vektorlintn birim dogrultmani u = (0, —3

1,—1) vektorii olan

dogrusuna gore Bq-simetrigini bulalim. Simetri matrisi

-1 0 O
Y,=|_1 _1 3
u 2 2 4
1

-1 1 5

olarak bulunur. Y, (x) = (=1, -1, 3) ve.|x|lq = [[Ya (x)||q = 1 oldugu goriilebilir.

4.3. ki Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzayda Uzaklik Formdilleri

Bu kisimda iki boyutlu genellestirilmis Oklidyen uzayda nokta ve dogruyla ilgili
uzaklik formulleri elde edilecektir. Burada uzaklikla kastedilen tabi ki, genellestirilmis

Oklidyen uzakliktir ve kisaca 2-uzaklik olarak belirtilecektir.

4.3.1. ki nokta arasindaki Q-uzaklik

Her i¢ carpimin bir norm ve her normun bir metrik belirledigi bilinmektedir. Genel-
lestirilmis Oklidyen ic carpimdan elde edilen norm, A+C > 0 ve det Q > 0 6zelliklerine
sahip bir

A B

B C
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matrisi i¢in, x = (x1, x2) olmak Uzere,

Ixllg = V/Ba(x.x) = / Az} + 2By + O3

seklinde ve bu normdan elde edilen metrik; X = (z1,z5) ve Y = (y1, y2), Sirastyla x ve

y vektorlerinin uc noktalari olmak Uzere,

do(X,Y) = |x—ylg=VBalx—y,x—y)
= \/A (21— 31)° + 2B (21 — 1) (22 — y2) + C (22 — 12)°

seklinde tanimlanir.
Standart Oklid uzaylarinda oldugu gibi, burada da iki kiime arasindaki Q-
uzakhk
do(X,Y) = min {do(P,Q)}

PeX,YeqQ

seklinde alinir.

4.3.2. Bir noktanin bir dogruya olan Q2-uzakhgi

R? i¢ garpim uzayinda dogrular Oklid diizleminde oldugu gibi tanimlanir. Buna
gore, R i¢ carpim uzayinda dogrularin denklemleri standart Oklid uzayinda oldugu gibi

asagidaki yontemlerle belirlenir:

1. R% i¢ garpim uzayinda; gectigi nokta P = (py, p2) ve dogrultmani a = (a1, as) vektori
olan dogrunun denklemi, dogru uzerindeki degisken nokta X = (z,y) ve A € R olmak

—_— - -
uzere, PX = \a egitliginden
r—ph _Y—p2

ai a2

olarak bulunur.

2. R i¢ carpim uzayinda; gectigi noktalar P = (py,ps) Ve Q = (g1, g2) olan dogrunun
denklemi, dogru Uzerindeki degisken nokta X = (x,y) ve A € R olmak Uzere, PX =
APQ esitliginden

T —P1 _ Yy — P2
g1 — N g2 — P2
olarak bulunur.
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Buradan kolayca gorulebilir ki, diizlemde her dogru ax + by + ¢ = 0 seklinde
bir denkleme sahiptir. Ek olarak, diizlemde bir dogru ax + by + ¢ = 0 denklemiyle veri-
liyorsa dogrunun dogrultmani x = (—b, a) vektorl ve gectigi bir nokta da P = (0, —g)
noktasidir.

Oklid duzleminde bir noktanin bir dogruya olan uzakligi noktanin dogruya
olan dik uzakhgidir. Ayni zamanda bu uzaklik dogrunun dogrultmani ve nokta ile dogru
Uzerindeki baska bir noktadan elde edilen vektor yardimiyla insa edilen paralelkenarin
yuksekligidir. Ayni yéntemleri R i¢ carpim uzayinda uygulayarak bir noktanin bir

dogruya olan Q2-uzakhg asagidaki gibi bulunabilir:

Teorem 4.116. R i¢ carpim uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrult-

mani x vektoru olan dogruya 2-uzakhgi

Il
h —y

Pl ()

1%l
veya

S
" — HPA _ PA?

izdx

form@lu ile bulunur.

Ispat R ic¢ carpim uzayinda bir A noktasi ve dogrunun gectigi P noktasiyla PA vek-
torinl insa edelim. Bu durumda PA ve x vektdrlerinin olusturdugu paralelkenarin Q-

alani 4.2 tanimindan

Alang (P—jzl,x> = \/BQ (P—zzl, ﬁ‘l) Bq (x,x) — B2, <P—1>4,X>

= i [P, - (P )

olarak elde edilir. Tabani x vektorii olan paralelkenarin Q-ytksekligi

Alang (P—1>4, X)

1xllq

2 —
\/qug PA| - B (PAx)
Ixllq

seklinde elde edilir. Bu da istenilen Q2-uzakhgini verecektir. Diger formil yukarida elde

- e - -g= H H Iy - - - _> —> I an
edilen formiilden elde edilebilir. PA ve PA?, vektorleri icin PA — PAS . vektori

izdx izdx
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~ - - - _> —_— I . I - -
dogruya diktir (Bkz. Sekil 4.5). Bu durumda PA— P A%, vektoriiniin Q-normu istenilen

uzakligi verecektir. Bu norm PT@ZC[X = %x oldugu goze alinirsa
- |-

_ \/ By, <PA — PA2, PA- ﬁﬁdx)

~ /B (PAPA) 280 (P PAL,) + B (PAL PAL)
2 Bao <P—1>4,x> N B3 (P—A,x>

- HPA 9_2 Bq (x,x) Ba (P 7X)+ B?z(x,x Ba (x,)
. B2 (PAx) B (PAx

N HPAsz —2 Zg(x, X)) r Z}S(x,x )

Jewison [P, (7

9 Bq (x,x)

el P8 (P

p 1%l

seklinde bulunur. Paralelkenar Q2-alaniyla elde edilen uzaklik formdliyle, izdigum kulla-

narak elde edilen formil ayni alani verdigi gorulir. O

Sekil 4.5. PA vektorinin dogruya Q-dik izdisimdi

Ornek 4.117. R i¢ garpim uzayinin iligkili matrisi
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olsun. Bir ¢ : 23 = % dogrusunun gegtigi nokta A = (3, 1) ve dogrultmani x = (2,1)
vektorudir. Buna gore, bir P = (1,2) noktasl i¢in PA = (2, —1) dir ve P noktasinin ¢

dogrusuna olan uzakhgi

Il
h pum

43
3

7l s (72

1%l

seklinde bulunur. Ayni uzaklik

e
h = HPA _ PA2

izdx

Q

formiluyle elde edilebilir. Bunun icin

— 21
PA?zdx: 9 9
33

- o3
13
3

degeri hesaplanir ve

Q

elde edilir.

R i¢ carpim uzayinda bir noktanin, denklemi az + by + ¢ = 0 olan dogruya

Q-uzakligr asagidaki elde edilen formdlle bulunur

Teorem 4.118. R2 i¢ carpim uzay!

A B
B C

matrisiyle tanimli olsun. Bir A = (x0,yo) noktasinin, denklemi az + by + ¢ = 0 olan

dogruya Q2-uzakhgi, A i¢ carpim sabiti olmak Uzere,

b= Alaxg + by + ¢
VCa? — 2Bab + Ab?

formuld ile bulunur.
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Ispat Denklemi az + by + ¢ = 0 olan dogrunun dogrultmani x = (—b, a) vektdrii ve
gectigi bir nokta P = (0, —¢) noktasidir. Bu durumda AP = (—z0, —£ — yo) bulunur.

Onceki teoreme gore P noktasinin verilen dogruya Q2-uzakhgi

h il |77 - (50 (3.%))°

Ixllq
\/(AC’ — B2) (c+ axg + byp)”

VCa2? — 2Bab + Ab?
A |axg + byo + ¢
VCa2?2 — 2Bab + Ab?

seklinde elde edilir. O

Ornek 4.119. Ayni parametrelerle, bir onceki 6rnegdi goz onine alinsin. A = (1,2)
noktasinin £ : IT‘?’ = y—zl dogrusuna Q2-uzakhgi bulunmustu. ¢ dogrusunun kapali formu

x — 2y — 1 = 0 seklindedir. Son teoremdeki formil kullanilarak, A = /5 icin Q-uzaklik

A |azg + byo + ¢|

h _——
VCa? — 2Bab + Ab?
—4 4
VB4 4 g
vV3+4+8 3

seklinde, yine ayni deger olarak bulunur.

R de bir noktanin bir dogruya olan Q-uzakhgi formili kullanilarak paralel

iki dogru arasindaki uzaklik da asagidaki gibi kolayca elde edilebilir:

Teorem 4.120. R4 de ¢y : ayx+biy+c; = 0ve by : ayz+byy+co = 0 paralel dogrular
arasindaki uzaklik, A i¢ carpim sabiti olmak tzere,

A|CQ —Cl|

h—
\/CG% — QBalbl + Ab%

formuli ile bulunur.

Ispat Denklemi ayz + by + ¢; = 0 olan dogrunun gectigi nokta P = (py,p,) ise

a;py + bipa = —cq olur. £y dogrusunun dogrultman vektorll x = (—by, ay) icin iki paralel
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dogru arasindaki uzaklik

Alaipr + bips + ¢
\/Ca? — 2Ba,b, + Ab?
Alaipr + bips + ¢
V/Ca} — 2Ba;b; + Ab?
A |02 — Cl‘
V/Ca} — 2Ba;b; + Ab?

olarak bulunur. O

Ornek 4.121. R i¢ carpim uzayinin iligkili matrisi
Q pu—
1 3

olsun. Paralel ¢/; : x — 2y — 1 = 0 ve ¢y : 3z — 6y — 4 = 0 dogrulari arasi uzaklk,
A = +/5 oldugundan,

A Alcs — ¢
\/Ca3 — 2Basby + Ab}
35 V3
T VI 3

olarak bulunur.

4.4. Uc Boyutlu Genellestirilmis Oklidyen Uzayda Uzaklik Formiilleri

Bu kisimda ti¢ boyutta 6nce dogrularla, daha sonra da diizlemlerle ilgili uzaklik

formulleri elde edilecektir.

4.4.1. ki nokta arasindaki Q-uzaklik

Ug boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda, pozitif tanimli simetrik

matris
A D FE

Q=D B F
E F C

olmak Uizere, x = (x1, xa, x3) ig¢in norm

Ix]lq = VBa(x,x) = \/Ax% + Ba3 + C23 + 2Dxx9 + 2E11703 + 2F 2973
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seklinde tanimlanir. Buradan hareketle @i¢c boyutlu genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim
uzayinda metrik: X = (z1,z9,23), Y = (y1,92,¥3), Sirastyla x ve y vektorlerinin ug

noktalari olmak Uzere,

do(X,Y) =[x~ ylq = vBalx —y,x —y)
= \/A (1 —y1)" + B (22 — 42)* + C (23 — y3) + 2D (1 — 1) (w2 — 12)

+2F (21 —y1) (23 — y3) + 2F (22 — y2) (v3 — y3)

seklinde tanimlanir.

4.4.2. Bir noktanin bir dogruya olan Q-uzakligi

Uc boyutlu standart Oklid uzayinda bir P noktasinin, A noktasindan gegen ve
dogrultmani x vektorii olan bir dogruya olan uzakh@i i¢ carpim veya vektorel carpim
kullanilarak bulunabilir. ¢ carpimla elde edilen formiil, bir 6nceki kisimda kullanilan

paralelkenar yontemiyle

— 2 — N 2
Alona (=, P) Il |27 - (8o (AP.x))
h = —
RSI 1l
seklinde elde edilebilir. Bir noktanin bir dogruya Q-uzakligi vektorel carpim kullanarak

elde edilebilir.

Teorem 4.122. R}, i¢ carpim uzayinda, P noktasinin, A noktasindan gecen ve dogrult-

mani u olan dogruya Q2-uzakhgi

—
|4P xq u)
h= L

[[ullg,

formuld ile bulunur.

. — ) — o
Ispat AP ve u vektori ile olusturulan paralelkenarin (2-alani HPA X Q uHQ oldugunu
biliyoruz. Aranan Q-uzaklik, bu paralelkenarin u tabanina ait Q2-ytiksekligi oldugudan, P

noktasinin verilen dogruya olan Q-uzakhgi

—
4P o |
h=41 N

[ullq

formall elde edilir. O
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Ornek 4.123. R, i¢ carpim uzayinda iligkili matris

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

olsun. Bu durumda P = (1,1,1) noktasinin, A = (—2,0, —1) noktasindan gecen ve
dogrultmani u = (2,2, 1) olan dogruya olan Q-uzakhgi, AP = (3,1,2) oldugundan,

elde edilen formul kullanilarak,

4P xau]|

[ullg

||(27271)||Q
V162
N

sekilde bulunur.

4.4.3. Bir noktanin bir diizleme olan ©2-uzakhgi

R3, ic carpim uzayinda bir noktanin, Q2-normali verilen bir diizleme olan uzakhg

asagidaki gibi bulunur:

Teorem 4.124. R} i¢ carpim uzayinda, bir P = (py, p2, p3) noktasinin, A = (ay, ag, az)

noktasindan gegen ve Q-normali n = (ny, ny, n3) olan duzleme Q-uzakligi

) B (4P,n))|

h
nllq

formUlu ile bulunur.

Ispat A ve P noktalariyla AD vektori olusturulsun. AP ve n vektdrleri arasindaki acinin
2-6l¢usu 6 olsun. AP vektorunin n vektori izerine Q-dik izdustim vektorinin Q-normu
istenen Q2-uzakligi verecektir. Bu durumda istenilen Q-uzaklik, izdtgiim vektoru

Ba <ﬁ, n>

Aoy — ")
= Ba(mmn)
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oldugundan istenilen

olarak bulunur. O

Ornek 4.125. R, i¢ carpim uzay!

6 —1 —4

Q=1-1 6 0

-4 0 3
matrisiyle tanimlansin. 3z + 2y + z = 0 duzlemini saglayan bir nokta olarak, A =
(1,1, —5) alinabilir. Ek olarak, dizlemin Q2-normali de (4.4) formili kullanilarak, A =
3,01 =3, Ay =2 A3 =6,A, = 3, As =8, Ag = 1 olduundan, n = (£, 7 115)
olarak alinabilir. Buna gore, P = (1,1, 1) noktasinin 3z + 2y + =z = 0 dizlemine olan
Q-uzakhgi,
0 ()

g

|BQ ((Oa076) ) (%7
5

[(Z I s
3797 9

5 %5))]

T

18
= —v401
401

degerine esittir.
RS, i¢ carpim uzayinda bir noktanin denklemi az + by + cz + d = 0 olan

duzleme Q-uzakligi asagidaki formille bulunur.

Teorem 4.126. R}, i¢ carpim uzayinda, verilen bir P = (g, yo, 20) hoktasinin az + by +

cz + d = 0 dizlemine olan Q2-uzakhgi

. \/Z|ax0+byo+cz()+d\
\/A3a2 + Agbz + A102 + 2A6ab + 2A5GC + 2A4bC

h
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formaliyle bulunur.

Ispat (4.4) formillinden; az + by + ¢z + d = 0 diizlemin normali, A = V/det (,
Ay = (AB—-D?/A, Ay = (AC—E?*)/A, A3 = (BC—-F*)/A, Ay = (DE—AF)/A,
A; = (DF — BE)/Ave A¢ = (EF — CD)/A olmak uzere,

1

ny = Z (CLA3 + bAﬁ + CA5>
1

Ng = K (CZA(; + bAQ + CA4>
1

ng = Z ((IA5 + bA4 + CA1>

n = (ny,ny, n3) vektoridir. A = (aq, as, az) dizlem tzerindeki bir nokta olarak alinirsa,

AP = (xo — a1, Yo — asg, 2o — ag) dir ve A noktasi diizlem denklemini saglayacagindan
aay + bay + cas = —d

dir. Bunagore, P = (zo, yo, 20) Noktasinin az+by+cz+d = 0 duzlemine olan Q-uzaklig

AP nin n vektorine Q-dik izdlisum vektorinin normu olacagindan

’BQ (1@, Il) ‘
b = L /1
In|g

B A |(axg + byo + czo — ay; — bagy — cag)|
\/A (A3a2 —|— A2b2 —|— A102 —|— 2A6ab + 2A5(ZC —|— 2A4b0)

B \/Z|ax0+by0+cz0+d|
VAza? + Agb? + A + 2Agab + 2As5ac + 2A4be

olarak elde edilir. O

Ornek 4.127. Ayni parametrelerle, onceki 6rnegi goz oniine alinabilir. 3z + 2y + z = 0
dizleminin Q-normali, (4.4) formili yardimiyla, A = 3, Ay = £, Ay = 2/ Ay = 6,

Ay = 5, A5 = 8, Ag = 1 oldufundan n = (%, i, &%) olarak bulunur. Buna gore,

P = (1,1,1) noktasinin 3z + 2y + z = 0 duzlemine olan Q-uzaklig

VA lazo + byo + czo + d|

V(Aza? + Agb? + Arc? + 2Agab + 2A5ac + 2A4bc)

18
= V401
201V 40

seklinde yine ayni degere esittir.
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Uzayda bir noktanin bir dizleme olan Q-uzakh@r formdli kullanilarak, iki

paralel diizlem arasindaki 2-uzaklik da kolayca asagidaki gibi bulunabilir.

Teorem 4.128. R}, uzayinda, d; # d» olmak Uzere, birbirine paralel D; : ax + by + cz +
dy =0ve Dy : ax + by + cz 4+ dy = 0 duzlemleri arasindaki 2-uzakhk

B = \/Z |d2 - d1|
\/A3a2 + A2b2 + A102 + 2A6ab + 2A5CLC + 2A4bc

formUlu ile bulunur.

Ispat P = (%0, Yo, 20) NOktasl Dy duzleminde olsun. Bu durumda axo+byo +czo = —ds

yazilabilir. Buna gore, P noktasinin D, diizlemine olan Q2-uzakligi

\/Z|am0 + byo + czo + d4|

h —
VAsa? + Asb? + A + 20Agab + 2A5ac + 2A4be
. VA |dy — ]
\/A3a2 + AgbZ + Alc2 + 2A6(Lb = 2A5GC + 2A4b6
olarak bulunur. O

Ornek 4.129. R, i¢ garpim uzay!

6 -1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

matrisiyle tanimlansin. Dy : 3z + 2y + 2+ 5 =0ve Dy : 3z + 2y + 2z + 3 = 0 verilen
iki paralel dizlem olsun. Bu duzlemlerin Q-normali, (4.4) formuld kullanilak, A = 3,
Al = %, AQ = %, Ag = 6, A4 = %, A5 = 8, A6 =1 Oldugundan, n = (ﬁ 17 &)

seklinde bulunur. Bu durumda aranan 2-uzaklik

B VA |dy — dy
\/A36L2 + A2b2 + A102 + 2A66Lb + 2A5(IC + 2A4bc
6
= —401
401 0

degerine esittir.
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4.4.4.  Aykiriiki dogru arasindaki Q2-uzakhk

Ug boyutlu standart Oklid uzayinda paralel olmayan ve kesismeyen dogrulara
aykirt dogrular denir. Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda iki aykiri dogru

arasindaki Q2-uzaklik, standart Oklid uzayina benzer olarak asagidaki sekilde incelenebilir:

Teorem 4.130. R}, i¢ carpim uzayinda; P noktasindan gecen ve dogrultmani u olan
dogru ile @ noktasindan gegen ve dogrultmani v olan dogru arasindaki 2-uzaklik

—
A det (u, v, PQ)

=
u xq vl

formalu ile bulunur.

ispat Verilen P ve Q noktalarindan P—Q vektord olusturulsun. u, v ve ﬁ) vektorleriyle

olusturulan paralelyiziin hacmi
—
‘det <u,v, PQ)’

degerine esittir. Olusturulan paralely(ziin tabani, u ve v vektorleriyle olusturulan paralelke-
nar olarak disutinuldigiinde; bu paralelyizin Q-yuksekligi, P noktasinin, u ve v vektor-
leriyle olusturulan tabana -yani, bu vektorlerin gerdigi diizleme- olan 2-uzakhgina esittir.
Bu Q-uzakhk paralelyuzin yiksekligi oldugundan en kisa uzakliktir. Paralelyiiziin Q-

ylksekligi ve tabanin Q-alani ||u xq v|| i¢in

B ‘Adet (u,V,P—Q))‘

h
[uxq vilg
seklinde bulunur. O
Ornek 4.131. R, i¢ carpim uzay!
6 —1 —4
Q=1-1 6 0
-4 0 3

matrisiyle tanimlansin. Bu durumda P (2, 1, —1) noktasinin dogrultu vektoriu = (1,2, 1)
olan dogrunun @ (3,2,0) noktasindan gegen ve dogrultusu v = (2,1,1) dogruya olan
uzakhg! Bu durumda P—Q = (1,1,1) A = 3i¢in Q-hacim

‘Adet <u,v,P—C>2>’ =3
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olarak bulunur. Tabanin Q-alani, u xq v = (—17, -, =) icin,
luxqv|,=Vv173

dir. Sonug olarak, verilen iki dogru arasindaki en kisa Q2-uzaklik

Q-hacim 3

Q-taban alant /173

degerine esittir.
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5. SONUCLAR

R? vektor uzayinda x = (z1, z2) Ve y = (y1, y2) vektorleri ve reel girdili, simetrik

ve pozitif tanimh
A B

B C

Q:

matrisi igin, genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim veya Bq-i¢ carpim

Bo:RZxR? >R

Ba (x,y) =x'Qy

= Azr1y1 + B (21y2 + 211) + Crays

seklinde tanimlanir. Bu i¢ carpimla birlikte tanimlanan R? i¢ carpim uzayina iki boyutlu
genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzay! veya kisaca genellestirilmis Oklidyen uzay
denir ve R% ile gosterilir. R3 vektor uzayinda da benzer olarak, x = (x1, 5, z3) Ve

y = (y1, Y2, ys) vektorleri ve reel girdili, simetrik ve pozitif tanimli

A D FE
Q=D B F
E F C

matrisi icin, genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim veya Bq-i¢ carpim

Bo:RPxR* >R

Bo (x,y)=x"Qy
= Ay +Broys+Casys+D (21y2+22y1)+E (21y3+23y1 ) +F (22y3+1273)
seklinde tanimlanir. Bu i¢ carpimla birlikte tanimlanan R? i¢ carpim uzayina ti¢c boyutlu

genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayi veya kisaca genellestirilmis Oklidyen uzay

denir ve R}, ile gosterilir. Genellestirilmis Oklidyen i¢ garpiminin sabiti, iki boyut igin

A =VdetQ = VAC — B2,

95



SONUCLAR M. DURU

ve (¢ boyut igin

A =+VdetQ = VABC + 2FDE — AF?2 — OD? — BE?

seklinde elde edilir.
Bu tez calismasinda, yukarida tanimlanan iki ve ¢ boyutlu genellestirilmis

Oklidyen uzaylarda elde edilen sonuclar ézetle asagidaki gibi siralanabilir:

1. Genellestirilmis Oklidyen i¢ carpim uzayinda x ve y vektorleriyle olusturulan paralelke-

narin Q-alani

Alang (x,y) = \/Ba (x.%) Ba (y.y) — B (x.y)
olarak tanimlidir.

2. R% i¢ carpim uzayinda; kose noktalarinin koordinatlart X = (z1,22),Y = (y1,92)
ve Z = (z,2) olan bir tiggenin Q-alani, A = /AC — B2 i¢ carpim sabitini
goOstermek Uzere,

1 1 z9
Alang (XY, Z) :§ det |1 oy o
1 =1 2z
degerine esittir. Dikkat edilirse bu alan, Oklid uzayindaki alanin A ile carpimina
esittir. Yani,
Alang (X,Y,Z) = AAlan (X,Y, Z)

dir.

3. R}, i¢ carpim uzayinda verilen az + by + cz + d = 0 diizleminin bir Q-normali,

1

ny = K( A3+6A6+6A5)
1

Ng = K (CLAG + bAg + CA4>

1
ng =— Z (CLA5 + bA4 + CAl)

olmak lizere, n = (ny, ny, n3) vektoruddr.
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4. R} i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri igin
(x Xqy) Xqz=DBa(x,2)y — Ba (y,2z)x
esitligi dogrudur.

5. R}, i¢ carpim uzayinda x, y ve z vektorleri igin tanimlanan [x, y, z],, karma carpimi,

A =+ABC + 2FDE — AF? — CD? — BE? i¢ carpim sabitini gostermek Uzere,

x,y,2z]q = Adet (x,y,2)
dir.
6. R} i¢c carpim uzayinda x,y ve z vektorleri icin
Bo (x Xqy,z) = Bq (x,y Xq z)
esitligi dogrudur.
7. RY i¢ carpim uzayinda x, y, z ve w vektorleri igin

Bq (x,z) Bq (x,w)
Bo(x Xqy,zXq W) =
BQ (Y7 Z) BQ (y7 W)
esitligi dogrudur.
8. RY i¢ carpim uzayinda x ve y vektorleri arasindaki aginin Q-6l¢tisti 6 olsun. Bu

durumda

Ixxayllg = lIxllq [y, sin @

esitligi dogrudur. R, ic carpim uzayinda x ve y vektorleriyle insa edilen paralelke-

narin 2-alani

1%l [lyllg sin @

degerine esittir.

. ) —_— — —
9. R3 ic carpim uzayinda X, Y, Z ve W noktalariyla elde edilen XY, XZ ve XW

vektorlerinin olusturdugu paralelyizlinin ©Q-hacmi
—_ = —
Hacima (X, Y, Z,W) = A ‘det (XY, X7, XW) ‘
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10.

11.

12.

degerine esittir. Ek olarak, R?, i¢ garpim uzayinda x, y ve z vektorlerinin belirledigi
Ucgen piramitin ©-hacmi, bu vektorlerin belirledigi paralelylzlinin ©-hacminin

6°da 1’i oldugundan, licgen piramitin Q2-hacmi
. A
Hacimg (x,y,2) = 5 |det (x,y,2)|
formdaltyle belirlidir.

R i¢ carpim uzayinda bir y vektoriinin x* diizlemine gére yansima dontstimd

BQ (X7 Y> x

Yx(y):y—er:y—Qm

seklinde tanimlanir.

R?, i¢ carpim uzayinda birbirinden ve sifirdan farkli v ve w vektorleri igin || v||, =
|w|lg ise Y (v) = w olacak sekilde bir Y yansima donugtimii vardir ve tektir. Bu

yansima donusimu, v ve w vektorleri icin

Y (%) Y, (x), —V=W
X =
Yy w(x), diger durumlar

seklinde inga edilir.

R} ic carpim uzayinda n = (nq, ny, n3) Vektorl i¢in nt diizlemine gore yansima
matrisi o], = n; (Any + Dng + Eng), o), = n; (Dny + Bny + F'ng) ve o)) =

ng

n; (Eny + Fny + Cng) olmak tzere

Inly ~ 207, —207, —207"
- 2
n— ||n||?2 _20'%2 HHHQ - 20'/722 _20.;;/2
—207,, —207 |2, — 207"

seklindedir. Y;, donusum matrisi icin det (Y;) = —1 oldugu gérulebilir. Ayrica Y,
matrisi
(Vo) QY, =Q

esitligini sagladigindan Q-ortogonaldir. Sonu¢ olarak Y;, matrisi bir Bg-yansima
matrisidir. Y, dondsum matrisinin 6zdegerleri —1 ve 1 olarak bulunur. Ayrica
—1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor, Bg-yansima dizleminin Q-normali n =

(nl, Na, n3) dir.
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13.

14.

15.

Sifirdan farkli x ve u vektorleri igin x vektdrunln, dogrultusu u vektori olan L,
dogrusuna gore Bq-simetri dontgimintn matrisi o, = u; (Auy + Duy + Eusg),

oy = u; (Duy + Bug + Fug) ve 0] = u;(Eui+ Fuy + Cug) olmak lzere

Us

207, — |lullg 207, 207,
_ 2
Q
207, 207, 207 — ||x[l5,

seklindedir. Y, doéndsum matrisi icin det (Yy,) = 1 dir. Y, dondsim matrisinin
Ozdegerleri 1, 1 ve —1 degerleridir. Simetri déntsimuniin gerceklestigi dogrunun

dogrultmani 1 6zdegerine karsilik gelen u = (uy, ug, uz) 6zvektoridur.

Bir n birim pur ©2-kuaterniyonu ic¢in tanimlanan

Yo, @ HY — HY

Ya(x) = nxn

donistimii bir yansima déntsumudir. Bu yansima donistima birim normali n olan
diizleme gore bir yansimadir. Yansima dontsumu birim olmayan n kuaterniyonu

icin

kullanilarak hesaplanabilir.

Bir n = nqi + noj + nsk birim pir Q-kuaterniyonu igin Y, dontsiminin matrisi
g;” =n; (Anl + Dny + ETL3), o’ = n; (Dn1 + Bng + F?’Lg) ve O'Z/Z = n,(Enl—F

n;

Fngy + Cns) olmak Uzere

1—20,,  —207, 207!
Yo = —20,, 1-20), 207
—20,, 20, 1-—207
seklindedir. Elde edilen Y, matrisi icin detY;, = —1 dir. Ayrica Y; matrisini

Ozdegerleri —1 ve 1 olarak bulunur. Yansimanin gerceklestigi dizlemin normali

—1 6zdegerine karsilik gelen n = (nq, ng, n3) 6zvektoruddr.
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16.

17.

Bir x vektdrinin dogrultusu u birim vektori olan orijinden gegen L, dogrusuna

gore B,-yansima donistimi
Y, : H — HY
Ya(x) = —uxu
Q2-kuaterniyon carpimiyla tanimlanir. Bu doéniusiim normu koruyan bir lineer déni-

simdur. Ayrica Y, donistiminin tersi kendisine esittir. Bg-yansima donisumu

birim olmayan u kuaterniyonu igin

kullanilarak hesaplanabilir.

Bir u = uji+wusj+usk birim pir 2-kuaterniyonu igin Yy, Bg-simetri donistimainin
matrisi o, = u; (Au1 + Dug + Eug), 0, = u; (Duy + Buy + Fus) ve o) =

Us

w;(Eui+ Fug + Cug) olmak Uzere

/ 7 7
200, — 1 20, 200,
— / 7 "
Yo=1| 20, 20, -1 20
/ 7 "
200, 200, 200, — 1

seklindedir. Y, donlsim matrisi igin det (Y,) = 1 dir. Y, donlsim matrisinin
Ozdegerleri 1, 1 ve —1 degerleridir. Bg-simetri donlisiminiin gerceklestigi dogru-

nun dogrultmani 1 6zdegerine karsihk gelen u = (uq, ug, ug) 6zvektoridur.

18. RZ uzayinda X = (z1,z2) Ve Y = (y, y2) noktalari arasindaki Q-uzaklik

19.

do(X,Y) = |x—ylg=VBalx—y,x—y)
= \/A (21— 11)° + 2B (21 — 1) (22 — 42) + C (22 — )

seklinde bulunur.

R, uzayinda X = (xq,x2,23) Ve Y = (y1, 92, y3) noktalari arasindaki Q-uzaklik

do(X,Y)=[x - y|qo = VBa(x — y,x — y)

A(21=11)*+ B (23-y2)" + C (23-y3)° +2D (21-91) (222
+2F (21 — y1) (23 — y3) + 2F (22 — y2) (23 — y3)

seklinde bulunur,
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20.

21.

22.

23.

24.

R i¢ carpim uzayinda bir A noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrultmani u

vektori olan dogruya Q-uzakligi

Il
h pu—

7l s (7

[allg
veya

e T
h— HPA _ PA?

izdx

formdiliiyle bulunur.

R2 i¢ carpim uzay!
A B
B C

Q:

matrisiyle tanimli olsun. Bir A = (xo, yo) noktasinin, denklemi ax 4+ by + ¢ = 0

olan dogruya Q-uzakhgi, A ic carpim sabiti olmak Uzere,

b= Alaxg + by + ¢
VCa? — 2Bab + Ab?

formultyle bulunur.

R det; : aix+biy+c = 0vely : ayz+biy+ce = 0 paralel dogrulari arasindaki
uzaklk, A i¢ carpim sabiti olmak Uzere,

_ A ‘02 — 01’
\/CCL% — 2Balbl + Ab%

h

formultyle bulunur.

RS, i¢ carpim uzayinda, P noktasinin, A noktasindan gegen ve dogrultmani u olan

dogruya Q-uzakhgi

|27 xav]

h = Q

[[ullg,

formaltyle bulunur.

R, i¢ carpim uzayinda, P noktasinin, A noktasindan gegen ve Q-normali n olan
duzleme Q-uzakligi
‘BQ <A—P>, Il) )
h=1_\N /1

HHHQ

formalayle bulunur.
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25.

26.

27.

RS, i¢ carpim uzayinda, P = (zo, yo, 20) Noktasinin az + by + cz +d = 0 diizlemine
olan Q-uzakligi

\/Z |CL330 + byo + czo + d‘

h pr—
\/Ag&z —|— Agbz —|— A102 —|— ZAgab —|— 2A5CLC + 2A4bC

formdliyle bulunur.

R3, uzayinda, d; # do olmak Uizere, birbirine paralel D; : ax + by + cz +d; = 0 ve
D5 : ax + by + cz + dy = 0 duzlemleri arasindaki 2-uzaklik

. VE|d — dy
\/A3a2 -+ A2b2 -+ AlC2 -+ 2A6ab + 2A5CZC + 2A4bC

formalayle bulunur.

RS, i¢ carpim uzayinda; P noktasindan gegen ve dogrultmani u olan dogru ile Q

noktasindan gecen ve dogrultmani v olan aykiri iki dogru arasindaki 2-uzakhk

" A det (u,v,}j—Cj)

lu o vllg

formalayle bulunur.
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