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OZET

IKI VE UC BOYUTLU LIE CEBIRLERI

Ismail BOZTAS

Matematik Anabilim Dal

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz 2019
Danisman : Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

Bu ¢alismada 2 boyutlu ve 3 boyutlu Lie cebirleri ele alinmigtir. Bunun igin 2
boyutlu ve 3 boyutlu birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerinin kag tiirlii yazila-
bilecegi incelenmistir. Oncelikle cebirle ilgili baz1 6n bilgiler verilmis, Lie cebri
tanim ifade edilerek temel Ozellikler incelenmigtir. 2 boyutlu ve 3 boyutlu bir-
birine izomorf olmayan Lie cebirlerini elde etmek i¢in kullanilan bir Lie cebrinin bir
ideali, tiiretilmig Lie cebri, Lie cebrinin merkezi ve derivasyon gibi kavramlar ver-
ilmistir. Ayrica yine birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerini elde etmekte gerekli
olan simetrik bi-lineer formlar da ele alinmigtir. Simetrik bi-lineer forma simetrik bir
matris karsilik getirilerek, simetrik matrislerin koésegenlestirilebilir olduklar1 kanit-
lanmigtir. Bu 6n bilgilerden sonra bir boyutlu Lie cebirlerinin abelyen oldugu gos-
terilmistir. Izomorf Lie cebirlerinin merkezleri ve tiiretilmis Lie cebirleri de izomorf
olduklarindan, birbirine izomorf olmayan, 2 boyulu ve 3 boyutlu Lie cebirlerinin be-
lirlenmesinde bu Lie cebirlerinin merkezleri ve tiiretilmis Lie cebirleri kullanilmigtir.
2 boyutlu abelyen olmayan bir Lie cebrinin tek tiirlii belirli oldugu ve 3 boyutlu

birbirine izomorf olmayan sonsuz tane Lie cebri oldugu goriilmiigtiir.

Anahtar Sézciikler: Cebir, Lie cebri, Tiiretilmis cebir, Braket islemi, Izomorf Lie

cebirleri
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ABSTRACT

TWO AND THREE DIMENSIONAL LIE ALGEBRAS

Ismail BOZTAS

Department of Mathematics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2019

Supervisor: Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

In this thesis, 2 and 3 dimensional Lie algebras are considered. To this end, it is ex-
amined in how many different ways 2 dimensional and 3 dimensional non-isomorphic
Lie algebras can be constructed. First, some preliminary concepts of algebra are in-
troduced, and its fundamental properties are investigated. Then, the notions of
an ideal of a Lie algebra, derived Lie algebra, the center of a Lie algebra and its
derivation are introduced in order to obtain 2 and 3 dimensional non-isomorphic
Lie algebras. In addition, symmetric bi-linear forms, necessary in the mentioned
construction, are also given. It is proved by designating a symmetric matrix to a
symmetric bi-linear form that symmetric matrices are diagonalizable. Having in-
troduced the preliminary notions, it is shown that any 1 dimensional Lie algebra is
abelian. Since the centers and derived Lie algebras of isomorphic Lie algebras are
isomorphic, these notions are used to determine the non-isomorphic 2 dimensional
and 3 dimensional Lie algebras. Finally, it is shown that a 2 dimensional non-abelian
Lie algebra is uniquely determined whereas in 3 dimensions there are infinitely many

non-isomorphic Lie algebras.

Keywords: Algebra, Lie algebra, Derived algebra, Bracket operation, Isomorphic

Lie algebras.
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1. GIRIS

Lie cebirlerinin kékeni Sophus Lie'nin 1873’teki caligmasina dayanmaktadir. Gii-
niimiizde Lie cebirleri matematik ve teorik fizikte pek ¢ok uygulama alanina sahiptir.
Cesitli boyutlarda birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerinin siniflandirilmasi pek
¢ok aragtirmaci tarafindan calisilan bir konudur. Kompleks basit Lie cebirlerinin
siniflandirilmas1 W.Killing, E.Cartan ve L.Bianchi tarafindan tamamlanmigtir. Her-
hangi bir cisim iizerinde tanimh 3 ve 4 boyutlu solvable Lie cebirleri W.De Graaf
tarafindan simflandirilmigtir. Allegra Fowler - Wright’in tezinde ise 3 boyutlu Lie
cebirlerinin simiflandirilmast W.De Graaf’tan farkli bir yontemle yapilmigtir.

Bu tezde o6ncelikle Lie cebirlerini tanimlamak igin gerekli kavramlar verildikten
sonra Lie cebri tanimi ifade edilmis, 2 ve 3 boyutlu Lie cebirlerinin siniflandiril-
masinda kullanilan teoremler verilmistir. Ayrica simflandirmada kullanilan simetrik
bi-lineer formlar kavrami da incelenmigtir.

Daha sonra ise 2 boyutlu ve 3 boyutlu birbirine izomorf olmayan Lie cebirleri ele

alinmigtar.



2. GENEL BILGILER

Ik olarak temel cebirsel yapilar olan grup, halka, cisim, vektor uzayr ve cebir

tamimlar: verilecektir.

Tanim 2.1 (Grup). G bos olmayan bir kiime ve bu kiime tzerinde bir ikili islem “x"
olsun. Buna gore eger asaqidaki sartlar saglanirsa (G, ) cebirsel yapisina bir grup
denir [1, 2].

(G1) Ya,b € G igin axb € G (Kapahlik sarti)

(G2) Ya,b,c € G igin a* (bxc) = (axb) *c (Birlesme dzelligi)

(G3) Ya € G igin

axe=exa=a
olacak sekilde bir e € G varduwr. (Birim elaman,)
(G4) G kiimesinde ki her bir a igin e, G 'nin birim elamani olmak tizere

axad =d xa=c¢e

olacak sekilde a' € G vardur. (Ters elaman)

Tanim 2.2 (Degismeli Grup). (G, ) bir grup olmak tzere; hera, b € G i¢in
axb=0bxa

kosulu saglaniyorsa (G, ) grubuna degismeli grup denir.

Tanmim 2.3 (Halka). R bostan farkl bir kiime olsun. R tzerinde
+:RxR— R,(a,b) = (a+b),

-t Rx R — R,(a,b) — (a.b)

ki 1slem tanamlansin.

(Hy) (R,+) degismeli grup.

(Hs) Ya,b,c € R i¢in a.(b.c) = (a.b).c

(Hs3) Ya,b,c € R i¢in a.(b+ ¢) = a.b+ a.c ve (a +b).c = a.c+ b.c
kosullary saglanwyorsa (R, +,-) yapisina bir halka denir [1, 2].

2



Eger (R, +,-) halkasinda her a,b € R i¢in

a.b=b.ua

ise R halkasina degismeli halka, her a € R i¢in a.lg = 1g.a = a olacak sekilde bir

1p € R elemant varsa R halkasina birimli halka denir. 1p € R elemanina da R
halkasinan birim elemant denir.

Tanim 2.4 (Cisim). (F, +, .) birimli ve degismeli halka olsun. Og € R toplamanin
birim elemaniny gostermek tzere; her a € F* = F — {Og} elemanwmn "" (¢carpma)

islemine gore bir tersi varsa (F, +, .) halkasina bir cisim denir.

Tanim 2.5 (Vektor uzayi). Vbostan farkl bir kiimesi ve F bir cisim olsun. V kiimesi
tizerinde tanimly

+:VxV =V
ikili islemi ve
2 FxV =V, (qv)—=a-v
doniistimii

(V1) (V,+4) degismeli bir gruptur.

(Va) Ya € F ve Yu,v € V igin a.(u +v) = cvu + v

(V3) Vo, 8 € F,v eV igin (a+ 8).v=auv+ P

(Vi) Va,B€ FveveVigna- (6 -v)=(af) v

(V5) 1, F cisminin birim elemans olmak tizere; Vv € V igin 1.0 = v dir.

kosullarini saghyorsa V kiimesine F' cismi tizerinde bir vektor uzayr denir.

Tanim 2.6 (Cebir). A kiimesi bir F cismi tzerinde bir vektor uzay olsun.

T AXA— A
(a,b) — a.b

ikili islemi VYa,b,c € A, X € F olmak iizere;
(C1) (Aa).b = A.(a.b) = a.(\b)
(Cy) (a+b).c=a.c+bc



(C3) a.(b+c¢) =a.b+a.c

kosullar: saglaniyorsa A vektor uzayina F cismi tizerinde bir cebir denir.

Tanim 2.7 (Lie Cebri). L, bir F cismi dizerinde bir vektor uzayr olsun.
[ ) ]:L><L—>L,(x,y)—>[w,y]

dontistimai

(L) [ , | dondsimi bi-lineerdir.
(Lg) Yz € L igin [z, x] = 0.

(L3) (Jacobi esitligi) Va,y,x € Ligin

[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + 2, [z, y]] = 0.

kosullarini saghyorsa L uzayina F cismi dzerinde bir Lie cebri denir [3, 4).

Eger L Lie cebrinde her a,b € L i¢in
[a,b] =0

ise bu Lie cebirine degigmeli (abelyen) Lie cebri denir.

Lie cebrinde her z € L i¢in [z, ] = 0 oldugundan, z yerine x + y alindiginda

0=[z+yz+y Zwﬂx,y]ﬂy,xH@: [z, y] + [y, 7]

esitliginden
elde edilir. Tersine eger F' cisminin karakteristigi 2’den farkh ise ve (2.1) esitligi
saglaniyorsa bu esitlikte = y alindiginda

[z, 2] = —[x, 2]

ve

2[z,x] =0



bulunur. F' cisminin karakteristigi 2’den farkl oldugundan her x € L i¢in
[z, 2] =0
olur. L bir Lie cebri ve K C L bir alt vektor uzayi olsun. Her a,b € K icin
[a,b] € K
ise K alt uzayma L Lie cebrinin bir alt Lie cebri denir. Eger her a € L ve k € K

i¢in

la,k] € K
ise K alt vektor uzayina L Lie cebrinin bir ideali denir.

Onerme 2.8. I ve J, L Lie cebrinin idealleri ise

I+J:={a+b:aclbeJ}

[Iv‘]] oo {al[x17y1]+"'+an[xmyn] ay, e :an€F7
x17...’xn€]’ y17yyn€(]}

olarak tanimlana kiimeler de L Lie cebrinin idealleridirier.

I = J = L olarak alindiginda

L' =[L,1]

olarak gosterilir ve bu ideale L Lie cebrinin tiiretilmis cebri denir. Herhangi bir L

Lie cebrinin merkezi

Z(L)={zeL||x,y =0, Vy e L}

olarak tanimhdir. Z(L), L Lie cebrinin bir idealidir: z,y € Z(L) ise her z € L i¢in

[z,2z] =0 ve [y, z] =0 oldugundan

x4y, 2] =[z,2] +[y,2] =0+0=0



esitliginden x 4+ y € Z(L) bulunur. Jacobi 6zdesligi kullamldiginda,

[[w,y],z] = —[[y,z},x] - [[Z,x],y] = —[O,LL’] - [an] =0

esitliginden [x,y] € Z(L) elde edilir. Boylece Z(L) kiimesi L Lie cebrinin bir ideali
olur.
L bir F' cismi iizerinde bir Lie cebri olsun. D : L — L lineer doniigiimii her
a,b € L igin
D(la, b]) = [D(a), b] + [a, D(b)] (2.2)

esitligini saghyorsa D déniigtimiine bir derivasyon denir [3,6]. Ornegin; herhangi bir

a € L elemam i¢in ad, : L — L, ad,(b) := [a, ] ele ahndiginda; her b, ¢ € L igin

ady([b,c]) = |a,[b,]]
= —I[b,[c,a]] = [c, [a,b]]
=3 [b, ada(c)] -+ [ada<b>7 C]

esitligi saglanir. Boylece her a € L i¢in ad, doniisiimii bir derivasyon olur.

Tanim 2.9. D : L — L deriwasyonu i¢in D = ad, olacak sekilde en az bira € L varsa

D derivasyonuna i¢ (inner) derivasyon denir.

Onerme 2.10. L, boyutu 2 olan bir Lie cebri, {z, y} kiimesi Ly Lie cebri igin bir taban

ve [z, y| = x ise Ly Lie cebrinin tim derivasyonlar i¢ derivasyondur.

Kanit. [z,y] = « oldugundan {z} elemanm L} i¢in bir taban olur. D : Ly — Lo
herhangi bir derivasyon olmak tizere; L} bir ideal oldugundan D(L}) C LY olur.
D(L}) C Lj oldugundan D(z) = Az olacak sekilde 0 # A € F elemam vardir.

N := ady, + D olarak tanimlanan N dontigiimii bir derivasyondur: z,y € L, taban



elemanlar igin

[N(z), 9l + [z, N()] = [(ady, + D)(x), 9] + [z, (adx, + D)(y)]
= laday(x),y] + [D(2), y] + [x,géy’o(_yl] + [z, D(y)]
= [P, 2]yl + [D(@),y] + [z, D(y)]
Ay, [, 9] + D([z, y])
= (ady, + D)([z,y])

= N([z,y])

olur. Ayrica z taban elemani i¢in

N(z) = adyy(z) + D(z) = [Ay, z] + Az = =X [z,y| +A\z =0

bulunur. N doéniisiimii bir derivasyon oldugundan

ve

[z, N(y)] =0
elde edilir. Buradan N(y) elemaninin z’in bir kat1 oldugu goriiliir. Boylece

N(y) = Bz

olacak sekilde en az bir § € F oldugu goriiliir. adg, dontsiimiinin {z,y} taban

elemanlarina verdigi resme bakilirsa

adg: () =0, adg.(y) = [Br,y] = Bla,y] = px
oldugundan N = adpg, elde edilir. Buradan

adgz =N= ad,\y—i—D



ve

D = adg, — adyy = adg,—»,
bulunur ki bu D derivasyonunun bir i¢ derivasyon oldugunu gosterir. O

Onerme 2.11. L, bir onceki 6nermede tanimlanan Lie cebri olmak tizere; Ly cebri bir

L Lie cebrinin ideali olsun.
M=27;(Ly):={x€L|[z,y =0,y € Ly}
olmak tizere;
L=LyeM
olur.

Kamt. 1k olarak M = Zp(L,) kiimesinin L Lie cebrinin bir ideali oldugu gosterile-

cektir: x,y € M olsun. Bu durumda her a € L igin [z,a] = 0 ve [y,a] = 0 olur.

Buradan her a € L icin

[z +y.a] =[z,a] +[y,a] =0+0=0
oldugundan x +y € M olur. Jacobi 6zdesligi kullanildiginda

[z, 9, a] = =[ly, al, ] = [la, 2], 4] = [0, 2] = [0,4] = O

oldugundan [z,y] € M elde edilir ve boylece M kiimesinin bir ideal oldugu goster-
ilmis olur. Herhangi bir a € L elemani igin; Lo, L Lie cebrinin bir ideali oldugundan

b € L olmak tizere; ad, : L — L, ad,(b) = [a, b] dodigiimiiniin L, idealine kisitlan-
mist

ada|L2 Ly — Ly

olur ve ad,| 1, doniisimi Lo idealinin bir derivasyonudur. Lp'nin herhangi bir

derivasyonu bir i¢ derivasyon oldugundan

ady| 1, = ady



olacak gekilde b € Ly elemani vardir. Boylece her z € Ly elemani igin
ad,|,, (2) = ady(2),

la,z] = [b,z] ve [a—0b,2]=0

elde edilir. Zp(Ls) idealinin tanimi geregi
m:=a—be Z(Ls)
olur. Boylece herhangi bir a € L elemanm
a=b+m, b€ Ly méeZ(Ly)

olarak yazildigindan L = Ly + Z(Ls) olur.
LonNZp(Ly) = Z1,(Ls) ve Z1,(Ly) = 0 oldugundan

1N Zy(Ly) = {0}

oldugundan

L=1®Z.,(I)
elde edilmis olur. O

Ly ve Ly Lie cebirleri ve vektor uzayi olarak
L:= L1 D L2

olsun. L; ve Ly Lie cebirlerindeki braketler kullanilarak; (x1, 1), (€2, y2) € L olmak

iizere; L direk toplam uzay: ilizerindeki braket

[(1,91), (T2, y2)] := ([T1, 3], [72, 92])

olarak tamimlandiginda L uzay1 bir Lie cebri olur ve L Lie cebrine L; ve Lo Lie

cebirlerinin direk toplami denir [3,5,6].



Onerme 2.12. L = L, ® Lyise
(L) = Z(Ly) © Z(Ly)
ve
L'=L&L,,
olur [3, 6].

2.1. Simetrik Bi-lineer Formlar

V' bir F' cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve f : V x V' — F olsun. Eger her

x,y,z € Vve A € F igin
o fAz+y,2) = Af(x,2) + f(y,2)

o f(z,y) = fly,x)

kogullar1 saglaniyorsa F' doniigiimiine simetrik bi-lineer form denir [7-9]. V' vektor
uzaymin boyutu n olmak tizere; {ej, €s, - , €, } kiimesi V' vektor uzayi i¢in bir taban

ise bu taban kullanilarak f bi-lineer formuna

fler,er) fler,ea) -+ fler,en)
fler,ea) flez,ea) -+ flea, en)

f(elven) f(e27€n) f(enven)

simetrik matrisi kargihk getirilir. Herhangi z,y € V elemanlan {ej, ey, -+ ,e,}

tabanina gore

T =161 + Telo + -+ Tpep, Ve Y =1y161+ Y22+ -+ Ypey

10



olarak ifade edilirse

f(€1>€1) f(€1>€2) f(€1,€n) n

f(z,y)z(xl . xn) f(61:762) f(eQ:,eZ) f(eQ:,en) y:z

f(€1, en) f(627 en) te f(em en) Yn

olur. Bdylece herhangi bir simetrik bi-lineer forma bir simetrik matris kargilik ge-
tirilebilir. Tersine herhangi bir simetrik matrise ise yukaridaki esitlikten dolay1 bir
simetrik bi-lineer form karsilik getirilebilir.

f:VxV — F simetrik bi-lineer bir dontigiim, {eq, e, - ,e,} ve {f1, fa, -+, fu}

kiimeleri de V' vektor uzayi i¢in farkl tabanlar olsunlar.

e = Z Pyi fr
k=1

olmak fiizere; taban degisim matrisi

Py Pa - Py
p_ Pyy Py -+ Py
P, Po - P,
olsun. f simetrik bi-lineer doniigiimiintin {ej, ey, - ,€,} tabanim gore matrisi A

(Aij = f(ei,e;)) ve {f1, fa,- -+, fn} tabanim gére matrisi B (B;; = f(fi, f;)) olsun.
Buradan . .
Ay = flee)=f (Z Pkifkazpfjfé)
k=1 =1

n

= Zpkng]f(fk,fg) = ZZPMPZ]'BIM

k=1 (=1 k=1 (=1
oldugundan

A= P'BP

elde edilir.

11



Tanim 2.1.1. V ve W, F cismi tizerinde vektor uzaylar: ve

£V XV =T,

fo:WXW = F

simetrik bi-lineer formlar olsunlar. Eger bir T : V. — W izomorfizmi her vy,vo € V
1¢In

fo(T(v1), T(v2)) = fi(v1,v2)

esitligini saghyor ise f1 ve fo simetrik bi-lineer formlarina izometriktir denir.

{v1,v9,...,v,} kilmesi V' vektor uzayi i¢in bir taban ve {wy,ws, ..., w,} kiimesi
Wvektor uzay: igin bir taban olsun. f; simetrik bi-lineer formunun {vy,vs, ..., v,}
tabanina gore matrisi A ve fy simetrik bi-lineer formunun {wy, ws, ..., w,} tabanina

gore matrisi B olsun. Bu durumda

A= P'BP

olacak sekilde tekil olmayan P matrisi vardir. f; simetrik bi-lineer formunun

{v1,v9,...,v,} tabanna goére matrisi A;; = fi(v;,v;) ve fo simetrik bi-lineer for-
munun {ws, ws, ..., w,} tabanina gore matrisi B;; = fa(w;, w;) ve

T(Ul) = a11W1 + 21 W2 + -+ Ap1 Wy,

T(vg) = ar2wy + agewy + - - + apawy,

T(vn) = Wi+ QW + -+ + Gppy

olmak iizere; T': V' — W lineer doniigtimiiniin bu tabanlara gére matrisi

P11 P12 -+ Pin
P21 P22 - DPon
Pn1t Pn2 ' DPnn
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olsun. Bu durumda

Aij = filvi, v)
= fo(T(vi), T(v;))
= fa(priws + paiwz + - + Ppin, Prjws + pajwa + - -+ + Prjwn)
= [prafo(wr, wi) + paifo(wa, wr) + - + ppi fo(Wn, w1)]
4 A [prifo(wr, wy) 4 poi fo(we, wn) + -+ 4 Pui fo(Wn, W )] Pnj
= (P'BP);

oldugundan A = P!BP esitligi elde edilmis olur.
Simetrik matrislerin en 6nemli &zelliklerinden birisi asagidaki teoremde ifade

edilmigtir.
Teorem 2.1.2. Simetrik bir matris kosegenlestirilebilirdir [8].

Kanat. A, nxn tipinde sifir matrisinden farkli simetrik bir matris olsun. V', karakter-
istigi sifir olan bir F' cismi {izerinde n boyutlu bir vektor uzayi olsun. {ej, ey, - -e,}

kiimesi V' vektor uzayi i¢in bir taban olmak tizere; A matrisi kullanilarak
fIVXV—>F, f(el-,ej) ::Aij

simetrik bi-lineer formu tanimlansi. n = 1 ise teorem agik olarak saglanir. n > 1

ise A matrisi sifir matrisinden farkli oldugundan

fla,a) #0

olacak gekilde en az bir a € V' vektorii vardir. V' vektoér uzayinin a vektorii tarafin-

dan gerilen alt uzay1 W ile gosterilsin ve

Whi{BeV ¢ f(a,B) =0}

alt uzay1 tanimlansin. Bu tammlama ile V. = W @ W+ olur: ¢ € F olmak iizere;
eger ca € W+ olsaydi
0= flea,ca) = ¢ f(a, )

esitliginden ve f(a,a) # 0 oldugundan ¢ = 0 olurdu. Bu durumda W N W+ = {0}
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olur. Diger taraftan herhangi v € V' vektorii kullanilarak

f:a)
fla, a)

Bi=v-

vektorii tanimlandiginda f simetrik oldugundan

f(y, a)
[l a)

fle, B) = fla,v) — fla,a) =0

olur. Boylece B € W+ elde edilir. Buradan herhangi bir v € V elemam

f(y, a)

= o)

olarak yazilabildiginden V = W + W+ olur.
Bu adimda f simetrik bi-lineer formu W+ alt uzaymma kisitlandiginda f formu
W+ uzay1 iizerinde bir simetrik bi-lineer form ve W+ uzayimin boyutu n — 1 olur.

Yukarida yapilan islem W+ uzayi icin tekrarlanirsa, e = oy olmak iizere; V vektor

uzay1 icin
flai,ai) #0,  flai,a;) =0,1<i#j<n
olacak gekilde {aq,as, -+ ,a,} tabani elde edilmig olur. Bu ise A matrisinin koge-
genlegtirilebilir oldugunu gosterir. O]
Herhangi bir a € L eleman i¢in ad, : L — L, ad,(b) := [a,b] olarak tanimlana

doniigiim kullanilarak
k:LxL—F, k(zy) :=iz(ad, o ady)
doniigiimii tanimlansin. Bu doniigiim simetrik ve bi-lineerdir: Her z,y, 2 € L olmak

uzere

k(z,y) = iz(ad, oad,)
= iz(ady, o ady) = K(y, ),
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k(r+y,2) = iz(adzyy) o ad.)
= iz((ad, + ady) o ad,)
= iz(ady, o ad, + ad, o ad,)
= iz(ad, o ad,) +iz(ad, o ad,)
= k(z,2)+ Ky, 2)

ve
k(Az,y) = iz(adpg o ady)

= iz(Aady o ady)
= A Ii(l‘7 y)

ozellikleri saglanir. Bu forma L Lie cebrinin Killing formu denir.
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3. BOYUTU 2 OLAN LIE CEBIRLERI

L, F cismi tizerinde 1 boyutlu bir Lie cebri ve {e} kiimesi L Lie cebri igin bir
taban olsun. Her x,y € L i¢in x = ae ve y = fe olacak sekilde o, § € F elemanlari

vardir.

[z,y] = [ae, Be] = afle,e] = .0 =0

oldugundan boyutu 1 olan bir Lie cebri degismelidir.
L Lie cebrinin boyutu 2 ve {ej, es} kiimesi bu Lie cebri igin bir taban olsun. Lie

cebri tanimindan

le1,e1] = [ea,e2] =0 ve [eg, e1] = —leq, e

oldugundan L Lie cebrinin tiiretilmis cebri L’ sadece [eq, e5] elemani tarafindan ger-
ilir. Boylece L’ tiiretilmis cebrinin boyutu ya 0 ya 1 olur, 2 olamaz. L’ tiiretilmis
cebrinin boyutu 0 ise [e1, es] = 0 olur. Bu durumda her a,b € L i¢in a = aje; + asey
ve b = biey + byesy olacak sekilde ay, as, by, by € F elemanlar1 vardir ve [, | iglemi

bi-lineer oldugundan

[a, b] = [a161 + asea, b161 + b2€2] = albl [61, 61] + (albg — agbl)[el, 62] + azbg[eg, 62] =0

bulunur ve L Lie cebri degigsmeli olur.

Eger L' tiiretilmig cebrinin boyutu 1 ise sifirdan farkli en az bir z € L elemam
vardir Oyleki {z} kiimesi L’ tiiretilmig cebrinin bir tabani olur. Bu durumda {x, 5}
L Lie cebri i¢in taban olacak sekilde en az bir § € L eleman vardir. L’ tiiretilmis
cebrinin tanimindan

[z,9) € L'

bulunur, diger bir ifadeyle [z, y] = ax olacak gekilde bir 0 # « € F' elemani vardir.

y := o'y olarak alindiginda {z, y} kiimesi L Lie cebri icin bir taban olur ve

[z,y] =2

oldugundan L Lie cebri tamamen belirlenmis olur.
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Calismanin bundan sonrasinda, 2 boyutlu degismeli olmayan bu Lie cebri L, ile

gosterilecektir.
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4. BOYUTU 3 OLAN LiE CEBIRLERI
L’ Lie cebrinin boyutu 0 ise her x,y € L igin
[z,y] =0
oldugundan L Lie cebri degismeli olur.

4.1. L' Alt Cebrinin Boyutu 1 ise

Bu durum L' C Z(L) ve L' ¢ Z(L) olmak iizere iki kisimda incelenecektir:

L' C Z(L) ise: L' tiiretilmig cebrinin boyutu 1 oldugundan

[z,y] #0

olacak gekilde 0 # x,y € L elemanlar1 vardir ve [z, y] eleman L’ tiiretilmig cebrini
gerer. z := [z, y] olsun. Bu durumda {z,y, z} kiimesi lineer bagimsizdir: L' C Z(L)

oldugundan her w € L igin [z, w] = 0 olur. Buradan 0 = ax + fy + dz ise

0=1[0,2] = [ax + By + 0z, 2] = afz,z] + Bly, z] + d[z, 2] = —B=

olacagindan = 0 elde edilir. Benzer gekilde 0 = [0, y] esitliginden o = 0 bulunur.
Ve 0 = 6z ve z # 0 oldugundan § = 0 elde edilir. Boylece {z,y, 2z} kiimesi lineer

bagimsizdir ve L Lie cebri i¢in bir taban olur. Bu taban igin Lie cebri

[l’,y] =% [Z‘,Z] =0, [y,Z] =0

braketleri ile tamamen belirlenmis olur. Bu Lie cebrine Heisenberg Lie cebri denir

[3,10]. Bu cebir érneklenecek olursa;

0 ap a3
L= 0 0 ao3 D Q12,013,023 € I
0 0 0
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Lie cebri igin

010 000 00 1
X=loo00], Y=]10011|, Z:=]100 0|,
000 000 000

tabanm ele alindiginda
X,)Y]|=XY-YX=Z7 [X,Z]=0, [Y\,Z]=0

oldugu goriiliir.

L'¢ Z(L) ise:

L’ alt cebrinin boyutu 1 (L' # {0}) ve L' € Z(L) oldugundan x ¢ Z(L) olacak
sekilde 0 # z € L' eleman: vardir. x ¢ Z(L) oldugundan en az bir y € L igin

[z,y] #0

olur, ayrica x ve y elemanlar lineer bagimsizdir. € L' elemam L’ tiiretilmis cebrini
gerdiginden [z, y] braketi z elemaninin bir kati olacagindan [x, y] = ax olacak gekilde

0 # o € F elemani vardir. §j := o 'y olarak alindiginda

[[L’,ﬂ] =T

olur (ayrica [x,y] # 0 oldugundan [z,y] = a !z,y] # 0 dir). Boylece = ve ¥
tarafindan gerilen alt uzay1 L Lie cebrinin degigmeli olmayan 2 boyutlu Lo Lie cebri

olur. Onerme 2.11 kullamldiginda,
L=1Ly® Z.(Ls)

olur. Herhangi bir 0 # z € Z(Ly) eleman: igin {z,y, z} kiimesi L Lie cebrinin bir

tabanidir ve L Lie cebrindeki taban elemanlarinin braketleri

[l’,g] =z, [1772] =0, [y,Z] =0
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olarak bulunur.

4.2. L' Alt Cebrinin Boyutu 2 ise

L' bir Lie cebri ve boyutu 2 oldugundan ya degismeli Lie cebridir ya da Ly Lie
cebridir. Ancak L' = L, olamaz: Eger L' = L, olsaydi Onerme 2.11 kullamildiginda
L = Ly ® Z1,(Ls) ve buradan

L'=Ly® (Z1(L2)) = L

olurdu. L' = L, oldugundan Ly = L elde edilir. Bu durumda ise L/, Lie cebrinin 1
boyutlu olmasi Ly Lie cebrinin 2 boyutlu olmasiyla celigir.
{z,y} kiimesi L’ igin bir taban ve {z,y, z} kiimesi de L Lie cebri igin bir taban

olsun. L degismeli olmayan bir Lie cebri ve L’ degismeli bir Lie cebri oldugundan
[z,y] =0, [zz]=arx+by, [z,y]=cx+dy

olur. Burada a ve b cisim elemanlarindan en az birisi ve ¢ ve d cisim elemanlarindan
en az birisi sifirdan farkhidir. Eger hepsi sifir olsaydi L Lie cebri degismeli olurdu. L'
Lie cebri {[z, y], [z, x], [z, y]} elemanlar tarafindan tiretildiginden, [z, y] = 0 oldugun-
dan ve L' Lie cebrinin boyutu 2 oldugundan |z, z], [z, y] elemanlar1 L’ Lie cebri igin
bir taban olur. Bu durumda ad, doniigtimiiniin gériintii uzayinin boyutu 2 oldugun-
dan ad, : L' — L' doniigiimii bir izomorfizmdir ve ad, doniigiimiiniin matrisi tekil
degildir.

L ve L , boyL = boyL = 3, boyL' = boyL' = 2, L' ve L' abelyen olmak iizere
izomorf iki Lie cebiri olsun. {z,y} kiimesi L’ cebri i¢in bir taban; {z,y, 2z} kiimesi L
Lie cebiri icin bir taban olsun. Benzer sekilde {Z, 7} kiimesi L’ cebri icin bir taban;
{Z,9, 2} kiimesi L Lie cebiri icin bir taban olsun. ¢ : L — L bu iki Lie cebri arasinda

bir izomorfizm olsun. Bu durumda kisitlanig olan doniistim

¢l L — L

20



bir izomorfizmdir. Ayrica [z,y] = 0 oldugundan

0=9¢(0) = ([, y]) = [o(x), ¢(y)]

olur. a # 0 olmak tizere; ¢(z) = ax + Sy + 0z taban elemanlarimn lineer toplami
seklinde ifade edilebilir. Burada 6 # 0 olmak zorundadir: Eger § = 0 olsaydi
$(z) = aZ+ Py € L' olurdu. ¢ bir izomorfizm oldugundan {¢(x), ¢(y), ¢(2)} kiimesi
de L Lie cebri igin bir tabandir. [¢(x), ¢(y)] = 0 oldugundan {[¢(z), #(2)], [0(y), ¢(2)]}
kiimesi L' alt cebri icin bir tabandir. ¢(z) € L' oldugundan

¢(2) = k1[d(x), 6(2)] + k2l (y), ¢(2)]
olacak gekilde ki, ky € F' elemanlar1 vardir. ¢ bir Lie cebri izomorfizmi oldugundan
¢(2) = ¢ (kalz, 2] + ka[y, 2])
olarak ifade edilebilir. ¢ doniigiimii bire-bir oldugundan
z = ki[z, 2] + koly, 2]

ve z € L' bulunur. Bu ise {z,y,z} kiimesinin lineer bagimsizhig ile celigir. Bu
durumda § = 0 varsayimimiz yanligtir, 6 # 0 olmalhdir.

Herhangi bir v € L' elemani igin

[6(v), ¢(2)] = é([v, 2]) = dlad=(v)) = (¢ © ad.)(v)

[6(v), 6(2)] = [6(v), T + By + 07]
= [0(v), o + By] +[é(v), 7]
— 3l6(v), 2] = dads(6(v))
= (adsz o ¢) (v)
oldugundan

60 ad. = adys 0 ¢
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elde edilir. Boylece L ve L Lie cebirleri , boyL = boyL = 3, boyL' = boyL' = 2,
L' ve I abelyen olmak iizere izomorf ise ad, ve ads: doniisiimlerinin benzer oldugu
goriiliir.

2 x 2 tipinde girdileri F' cisminden olan matrislerin kiimesi M, (F’) ile gosterilsin.
Herhangi bir tekil olmayan M € My (F') matrisi igin, a,b € F* olmak iizere; miimkiin

rasyonel kanonik formlar

seklindedir [7-9].

Eger ad, doniisiimiiniin matrisi

a 0
0 a

ise ad, () = [z, 2] = az ve ad,(y) = [2,y] = ay olur. a € F* oldugundan

[a_lz,w} =1 ve [a_lz,y] =y

olarak ifade edilebilir. {z,y,z} bir taban oldugundan z taban elemani yerine Z :=
a~1z secilebilir. Béylece {x,y, 2} kiimesi de L igin bir tabandir ve bu tabana gore

adz doniisimiiniin matrisi

olur.

Eger ad, doniigiimiiniin matrisi

formunda ise ad,(z) = [z,z] = y ve ad,(y) = [z,y] = ax olur.

Eger ad, doniisimiiniin matrisi
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0 a
1

=y

formunda ise ad,(x) = [z, 2] = y ve ad.(y) = [z, y] = ax+by olur. ad, doniigiimii bir
izomorfizm oldugundan a € F* dir. Eger b = 0 alinirsa ad, doniisiimiiniin matrisi
bir 6nceki duruma doéniiseceginden b € F* alinacaktir.

[z,y] = ax + by esitliginden

b lz,yl=blar+y ve [blzy]=(""a)z+y

olur. Z := b1z ve c := ab~! alindiginda

[Z,yl =cx +y

olur. & := cx olarak yeniden isimlendirildiginde [Z,y] = Z + y elde edilir. Ayrica
[z, 2] = y esitliginden
b2, c™'7] = y = (¢ ')[2, 7]

ve d ;= b~ 'c olmak iizere

Z2] = by =dy

bulunur. Boylece {Z,y, 2} kiimesi L Lie cebri i¢in bir taban oldugundan ad; dontigiimiiniin

matrisi
01

d 1

Ag,d =

haline indirgenir.
Tim durumlar gz 6niine ahndiginda L Lie cebrinin en az bir {x,y, 2} tabam

vardir 6yleki ad, doniiglimiiniin bu tabana gore matrisi

Inyo, Asa, Asg

matrislerinden birisi olur. Bu durumda ad, doniigiimiiniin miimkiin karakteristik
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polinomlari

olarak bulunur.
Ayrica ad, doniigiimiiniin miimkiin matrisleri dikkate alindiginda elde edilen Lie

cebirlerindeki braketler su sekildedir:

L, Lie cebri : [z,y] =0, [z,2]=2, [2y]=uy.
Lg’a Lie cebri : [I, y] = 07 [Zy .T] =Y, [Z7 y] = ar.
Ly, Liecebri :  [z,y] =0, [z,2]=dy, [z,yl=x+y.

Bu adimda yukarida verilen Lie cebirlerinin hangilerinin izomorf oldugu belirlenecek-
tir: Yukaridaki tartismadan dolay1 iki Lie cebri izomorf iseler ad, ve adss doniigtimleri
benzer olacaklarindan karakteristik polinomlar: ayni olur. Buradan L, cebrinin L,
ya da L34 cebrine, Ly, cebrinin L, ya da Lj 4 cebrine ve Ls 4 cebrinin Ly ya da Lg,
cebrine izomorf olamayacagi sonucuna ulagilir.

ad, donilisimiiniin matrisi A ile, ads; doniisimiiniin matrisi d B ile gosterilsin.
Yukaridaki aciklamalardan, L ve L’ Lie cebirlerinin izomorf olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul A ve 6B matrislerinin benzer olmasi sonucuna ulagilir. A matrisinin

karakteristik polinomu

(x—1)? 2*—a, 2*—z—d

polinomlarindan birisi, 6 B matrisinin karakteristik polinomu
(x —6)%, 2*—6%, 2*—dx—0%d

polinomlarindan birisi olacagindan ve iki matris benzer ise karakteristik polinomlar:

ayni olacagindan;
e Eger A = B = A, ise A ve §B matrisleri benzer ise (v — 1)? = (z — §)?
egitliginden § = 1 olur.

o A=Ay, ve B = Ay, olmak iizere; A ve §B matrisleri benzer ise 22 —a =
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2% — 6%b esitliginden a = §%b elde edilir. Tersine a = §%b ise

0 dé!
10

olmak iizere; PAP™! = §B esitligi saglandigindan A ve §B matrisleri benz-

erdir.

o A= A3, ve B = As, olmak lizere; A ve 0B matrislerinin benzer olmasi igin

gerek yeter kogul 6 = 1 ve d = e olmasidir.

durumlar elde edilir. Boylece L Lie cebrinin boyutu 3 ve L’ iki boyutlu degismeli

bir Lie cebri ise agagidaki Lie cebirlerinden birisine izomorftur:
[ ] L1
L L27a, a€ F*

[ ] L37d, deFr

4.3. L’ Alt Cebrinin Boyutu 3 ise

L’ alt cebrinin boyutu 3 ise acgik olarak L = L’ olur. Bu durumda {z,y, 2z}
kiimesi L Lie cebri i¢in bir taban ise {[z,vy], [z, 2], [y, 2]} kiimesi de L Lie cebri
i¢in bir tabandir ve {[y, z], [z, x|, [z, y]} sirali tabanim {x,y, 2} tabanina doniigtiiren
taban degisim matrisi tekil degildir. Bu matris M, , . ile gosterilsin. M, , , matrisi

simetrik bir matristir:

[y, 2] = anz+ apy+ azz
[z,2] = aqx + axny + a2
[z,y] = a2+ asy + assz

olsun.

Jakobi esitligi kullamldiginda,

[y, 2], ] + [[z, 2], y] + ([, 9], 2] = 0,

a1 + a2y + a132, ] + [aa1® + axny + a3z, y] + [as1x + asey + aszzz, 2] = 0,
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a2y, 2| + awsz, x| + an [z, y] + asslz, y] + asi[z, 2] + assly, 2] =0

ve

(a1 — a11) @, y] + (a13 — as1)[z, 2] + (as2 — ag3)[y, 2] =0

elde edilir. {[y, z|, [z, 2|, [z, y]} kiimesi L Lie cebri i¢in bir taban oldugundan lineer

bagimsizdir. Dolayisiyla
ag —ap; = 0,a13 —az =0,a32 —ax =0

elde edilir. Bu ise M, , . matrisinin simetrik oldugunu gosterir.
L, L Lie cebrine izomorf bir Lie cebri ve ¢ : L — L bir izomorfizm olsun. {z,y, 2z}
kiimesi L Lie cebri igin bir taban, {Z, 7, 2} kiimesi de L Lie cebri i¢in bir taban olsun.

Bu durumda {¢(Z), ¢(9), ¢(2)} kiimesi de L Lie cebri igin bir tabandir. Ayrica

o(z) = ax+by+ cz,
p(§) = detey+ [z
©(Z) = gr+hy+iz

olarak yazilabilir ve
a d g
A=|1b e h
c f 1
matrisi elde edilir. {¢(Z),©(7),¢(2)} kiimesi L Lie cebri i¢in bir taban ve L' = L
oldugundan {[¢(7), ¢(2)], [¢(2), p(Z)], [p(Z), p(y)]} kiimesi de L Lie cebri igin bir

tabandir.
[p(9), 0(2)] = lde+ey+ [z, gz + hy+i2]
= (ei — fh)[y, 2] + (fg — di)[z, 2] + (dh — ge)[z, y],
[0(2), ()] = [gx+ hy+iz,ax + by + cz]
= (he— )]y, 2] + (ia — gc)[z, x] + (gb — ha)[z, y]
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0(Z),0(9)] = [ax+by+ cz,de+ey+ fz]
= (bf —ce)ly, 2] + (cd — af)[z, 2] + (ae — bd)[z, y]
oldugundan {[¢(7), ¢(2)], [¢(2), p(Z)], [¢(Z), ()]} tabanm {[y, z], [z, z], [z, y]} ta-

banina doniigtiiren taban degigim matrisi

et — fh hc—1ib bf —ce
P=1| fg—di ia—gc cd—af
dh —ge gb—ha ae—bd

olarak elde edilir. Buradan

det(A) 0 0
Atp = 0  det(A) 0 = det(A)]
0 0 det(A)

bulunur. Bu esitlik kullanilarak

P = det(A) (A",

1

M,,.P = det(A)M,,,. (A*)~

ve

ATM,, . P = det(A)A™' M, . (A) ™

elde edilir. A™'M,,,.P matrisi {[p(7), ¢(2)],[¢(2), ()], [p(Z), ¢(7)]} tabanindan
{0(2),p(9),(2)} tabanina taban degisim matrisidir.

{le(@), e(2)], [(2), (@], [(2), (9)]} — {ly, 2], [z, @], [z, y]}
Mw(az)yw(w,w)l le,y,z
{o(2),¢(7), 0(2)} I {z,y,2}
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Bu durumda A~ M, , . P = M) 0(5)4(z) olur ve buradan
_ -1
Mop(@).p(5)0(2) = det(A) AT Myy,. (A") (4.1)

bulunur.
M, . matrisi simetrik oldugundan «, 8 sifirdan farkhi cisim elemanlar1 olmak

tzere; M, , . matrisi

a 0 0
0 g 0
0 01

formunda bir matrise benzerdir. Bu nedenle

a 0 0
Mz,y,z = 0 ﬁ 0
0 0 1

olarak alindiginda

[l’,y] =z, [y,Z] = oz, [271'} = By

olur. Bu Lie cebri L, g ile gosterilsin. Bu adimda L, g Lie cebrinin Killing formu
hesaplanacaktir. wq,us, uz, v1,v2,v3 € F olmak tizere; herhangi u = uix + usy +
U3z, U = V1x + VoY + V32 € L, 5 elemanlan icin {x,y, 2z} tabanina gore ad, ve ad,

doniistimlerinin matrisleri

0 —us«a Ug QY 0 —v« Vo
ad, = U36 0 —Ulﬁ ) ad, = Ugﬁ 0 —’Ulﬁ
—Uo U1l 0 —U2 U1 0
ve
—a(ugvy + uzvsf) UV X uzviaf3
adyad, = uyve 3 —B(ugvsa + ugvy) uzv2003
uvsf U3 X —(u1v1 8 + uguax)
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olarak elde edilir. Boylece

Kap(u,v) = tr(ad,ad,)
= —a(uguy + uzvsf) — Busvsa + uvy) — (U101 5 + ugvaa)

= =2u1 B — 2ugveax — 2usvzaf

—25 0 0 U1
= <u1 Usy u3> 0 2« 0 Uy
0 0 —2ap U3

olur. k4 p simetrik bi-lineer formuna karsilik gelen matris

—28 0 0
Da,ﬁ 3 0 —2a 0
0 0 -2

olsun. Bu veriler kullanilarak asagidaki teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 4.3.1. «, 3,0, v sifirdan farkl cisim elemanlar: olmak tizere asaqidaki ifadeler

denktir.
® Ko p Ve Ky, formlary izometriktir.
e L.p ve Ly, Lie cebirleri izomorfiktir.

Kamit. Ko p ve kg, formlar izometrik ise
D,p= PDgy, P

olacak sekilde tekil olmayan P matrisi vardir. Bu egitligin tersi alindiginda

3 0 0 = 0 0
0 2 o |=P)" 0o 32 o [P
0 0 55 0 0 5
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ve bu egitligin her iki tarafi ‘;—f ile carpildiginda

200 50 0
_ -1 a -
0 4= 0 [=(P) 0 528 0 Pt
0 0 5 0 0 55
ve
a 0 0 6 0 0
[0 _
0 8 0 ze—f(Pt)l 0 v o|P (4.2)
0 0 1 00 1
bulunur. Buradan
2122
o Qaf

elde edilir. (4.1) esitligi dikkate alindiginda bu iki Lie cebrinin izormorf olmasi igin
gerek ve yeter kosul detP = z—f olarak bulunur.

Eger detP = —‘;‘—f ise (4.2) esitliginde P yerine —P alindiginda da istenen elde
edilmig olur.

Tersine L, g ve Ly, Lie cebirleri izomorf ise her a,b € L, g i¢in

v ([a,0]) = [p(a), ()]

olacak sekilde en az bir ¢ : L, 3 — Ly, Lie cebri izomorfizmi vardir. {z,y, z} kiimesi
L, s Lie cebri i¢in bir taban ise {¢(z), ¢(y), ¢(z)} kiimesi de Ly, Lie cebri igin bir
tabandir.

[z, y| =2 [z,2]=—Py [y,2] =ax

ve ¢ bir Lie cebri izomorfizmi oldugundan

[p(x), p(y)] = ¢(2) [p(x),0(2)] = =Boy) [pW), p(2)] = ap(z)

elde edilir. Bu durumda ayni adjoint matrislere sahip olurlar. Bunun sonucu olarak

Killing formlar1 ayni olur.
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