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ÖZET

İKİ VE ÜÇ BOYUTLU LİE CEBİRLERİ

İsmail BOZTAŞ

Matematik Anabilim Dalı

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Temmuz 2019

Danışman : Prof. Dr. Nülifer ÖZDEMİR

Bu çalışmada 2 boyutlu ve 3 boyutlu Lie cebirleri ele alınmıştır. Bunun için 2

boyutlu ve 3 boyutlu birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerinin kaç türlü yazıla-

bileceği incelenmiştir. Öncelikle cebirle ilgili bazı ön bilgiler verilmiş, Lie cebri

tanımı ifade edilerek temel özellikler incelenmiştir. 2 boyutlu ve 3 boyutlu bir-

birine izomorf olmayan Lie cebirlerini elde etmek için kullanılan bir Lie cebrinin bir

ideali, türetilmiş Lie cebri, Lie cebrinin merkezi ve derivasyon gibi kavramlar ver-

ilmiştir. Ayrıca yine birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerini elde etmekte gerekli

olan simetrik bi-lineer formlar da ele alınmıştır. Simetrik bi-lineer forma simetrik bir

matris karşılık getirilerek, simetrik matrislerin köşegenleştirilebilir oldukları kanıt-

lanmıştır. Bu ön bilgilerden sonra bir boyutlu Lie cebirlerinin abelyen olduğu gös-

terilmiştir. İzomorf Lie cebirlerinin merkezleri ve türetilmiş Lie cebirleri de izomorf

olduklarından, birbirine izomorf olmayan, 2 boyulu ve 3 boyutlu Lie cebirlerinin be-

lirlenmesinde bu Lie cebirlerinin merkezleri ve türetilmiş Lie cebirleri kullanılmıştır.

2 boyutlu abelyen olmayan bir Lie cebrinin tek türlü belirli olduğu ve 3 boyutlu

birbirine izomorf olmayan sonsuz tane Lie cebri olduğu görülmüştür.

Anahtar Sözcükler: Cebir, Lie cebri, Türetilmiş cebir, Braket işlemi, İzomorf Lie

cebirleri
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ABSTRACT

TWO AND THREE DIMENSIONAL LIE ALGEBRAS

İsmail BOZTAŞ

Department of Mathematics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2019

Supervisor: Prof. Dr. Nülifer ÖZDEMİR

In this thesis, 2 and 3 dimensional Lie algebras are considered. To this end, it is ex-

amined in how many different ways 2 dimensional and 3 dimensional non-isomorphic

Lie algebras can be constructed. First, some preliminary concepts of algebra are in-

troduced, and its fundamental properties are investigated. Then, the notions of

an ideal of a Lie algebra, derived Lie algebra, the center of a Lie algebra and its

derivation are introduced in order to obtain 2 and 3 dimensional non-isomorphic

Lie algebras. In addition, symmetric bi-linear forms, necessary in the mentioned

construction, are also given. It is proved by designating a symmetric matrix to a

symmetric bi-linear form that symmetric matrices are diagonalizable. Having in-

troduced the preliminary notions, it is shown that any 1 dimensional Lie algebra is

abelian. Since the centers and derived Lie algebras of isomorphic Lie algebras are

isomorphic, these notions are used to determine the non-isomorphic 2 dimensional

and 3 dimensional Lie algebras. Finally, it is shown that a 2 dimensional non-abelian

Lie algebra is uniquely determined whereas in 3 dimensions there are infinitely many

non-isomorphic Lie algebras.

Keywords: Algebra, Lie algebra, Derived algebra, Bracket operation, Isomorphic

Lie algebras.
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1. GİRİŞ

Lie cebirlerinin kökeni Sophus Lie’nin 1873’teki çalışmasına dayanmaktadır. Gü-

nümüzde Lie cebirleri matematik ve teorik fizikte pek çok uygulama alanına sahiptir.

Çeşitli boyutlarda birbirine izomorf olmayan Lie cebirlerinin sınıflandırılması pek

çok araştırmacı tarafından çalışılan bir konudur. Kompleks basit Lie cebirlerinin

sınıflandırılması W.Killing, E.Cartan ve L.Bianchi tarafından tamamlanmıştır. Her-

hangi bir cisim üzerinde tanımlı 3 ve 4 boyutlu solvable Lie cebirleri W.De Graaf

tarafından sınıflandırılmıştır. Allegra Fowler - Wright’ın tezinde ise 3 boyutlu Lie

cebirlerinin sınıflandırılması W.De Graaf’tan farklı bir yöntemle yapılmıştır.

Bu tezde öncelikle Lie cebirlerini tanımlamak için gerekli kavramlar verildikten

sonra Lie cebri tanımı ifade edilmiş, 2 ve 3 boyutlu Lie cebirlerinin sınıflandırıl-

masında kullanılan teoremler verilmiştir. Ayrıca sınıflandırmada kullanılan simetrik

bi-lineer formlar kavramı da incelenmiştir.

Daha sonra ise 2 boyutlu ve 3 boyutlu birbirine izomorf olmayan Lie cebirleri ele

alınmıştır.
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2. GENEL BİLGİLER

İlk olarak temel cebirsel yapılar olan grup, halka, cisim, vektör uzayı ve cebir 

tanımları verilecektir.

Tanım 2.1 (Grup). G boş olmayan bir küme ve bu küme üzerinde bir ikili işlem “⋆" 

olsun. Buna göre eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa (G, ⋆) cebirsel yapısına bir grup 

denir [1, 2].
(G1) ∀a, b ∈ G için a ⋆ b ∈ G (Kapalılık şartı)

(G2) ∀a, b, c ∈ G için a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c (Birleşme özelliği)

(G3) ∀a ∈ G için

a ⋆ e = e ⋆ a = a

olacak şekilde bir e ∈ G vardır. (Birim elaman)

(G4) G kümesinde ki her bir a için e, G’nin birim elamanı olmak üzere

a ⋆ a′ = a′ ⋆ a = e

olacak şekilde a′ ∈ G vardır. (Ters elaman)

Tanım 2.2 (Değişmeli Grup). (G, ⋆) bir grup olmak üzere; her a, b ∈ G için

a ⋆ b = b ⋆ a

koşulu sağlanıyorsa (G, ⋆) grubuna değişmeli grup denir.

Tanım 2.3 (Halka). R boştan farklı bir küme olsun. R üzerinde

+ : R × R −→ R, (a, b) → (a + b),

· : R×R −→ R, (a, b) → (a.b)

iki işlem tanımlansın.

(H1) (R,+) değişmeli grup.

(H2) ∀a, b, c ∈ R için a.(b.c) = (a.b).c

(H3) ∀a, b, c ∈ R için a.(b+ c) = a.b+ a.c ve (a+ b).c = a.c+ b.c

koşulları sağlanıyorsa (R,+, ·) yapısına bir halka denir [1, 2].
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Eğer (R,+, ·) halkasında her a, b ∈ R için

a.b = b.a

ise R halkasına değişmeli halka, her a ∈ R için a.1R = 1R.a = a olacak şekilde bir 

1R ∈ R elemanı varsa R halkasına birimli halka denir. 1R ∈ R elemanına da R 

halkasının birim elemanı denir.

Tanım 2.4 (Cisim). (F, +, .) birimli ve değişmeli halka olsun. 0R ∈ R toplamanın 

birim elemanını göstermek üzere; her a ∈ F ∗ = F − {0R} elemanının "·" (çarpma) 

işlemine göre bir tersi varsa (F, +, .) halkasına bir cisim denir.

Tanım 2.5 (Vektör uzayı). V boştan farklı bir kümesi ve F bir cisim olsun. V kümesi 

üzerinde tanımlı

+ : V × V → V

ikili işlemi ve

· : F × V → V, (α, v) → α · v

dönüşümü

(V1) (V, +) değişmeli bir gruptur.
(V2) ∀α ∈ F ve ∀u, v ∈ V için α.(u + v) = α.u + α.v

(V3) ∀α, β ∈ F , v ∈ V için (α + β).v = α.v + β.v

(V4) ∀α, β ∈ F ve v ∈ V için α · (β · v) = (αβ) · v

(V5) 1, F cisminin birim elemanı olmak üzere; ∀v ∈ V için 1.v = v’dir. 

koşullarını sağlıyorsa V kümesine F cismi üzerinde bir vektör uzayı denir.

Tanım 2.6 (Cebir). A kümesi bir F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

· : A× A −→ A

(a, b) → a.b

ikili işlemi ∀a, b, c ∈ A, λ ∈ F olmak üzere;

(C1) (λa).b = λ.(a.b) = a.(λb)

(C2) (a+ b).c = a.c+ b.c

3



(C3) a.(b + c) = a.b + a.c

koşulları sağlanıyorsa A vektör uzayına F cismi üzerinde bir cebir denir.

Tanım 2.7 (Lie Cebri). L, bir F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

[ , ] : L× L −→ L, (x, y) → [x, y]

dönüşümü

(L1) [ , ] dönüşümü bi-lineerdir.

(L2) ∀x ∈ L için [x, x] = 0.

(L3) (Jacobi eşitliği) ∀x, y, x ∈ Liçin

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

koşullarını sağlıyorsa L uzayına F cismi üzerinde bir Lie cebri denir [3, 4].

Eğer L Lie cebrinde her a, b ∈ L için

[a, b] = 0

ise bu Lie cebirine değişmeli (abelyen) Lie cebri denir.

Lie cebrinde her x ∈ L için [x, x] = 0 olduğundan, x yerine x+ y alındığında

0 = [x+ y, x+ y] = [x, x]︸ ︷︷ ︸
=0

+[x, y] + [y, x] + [y, y]︸︷︷︸
=0

= [x, y] + [y, x]

eşitliğinden

[x, y] = −[y, x] (2.1)

elde edilir. Tersine eğer F cisminin karakteristiği 2’den farklı ise ve (2.1) eşitliği

sağlanıyorsa bu eşitlikte x = y alındığında

[x, x] = −[x, x]

ve

2[x, x] = 0

4



bulunur. F cisminin karakteristiği 2’den farklı olduğundan her x ∈ L için

[x, x] = 0

olur. L bir Lie cebri ve K ⊂ L bir alt vektör uzayı olsun. Her a, b ∈ K için

[a, b] ∈ K

ise K alt uzayına L Lie cebrinin bir alt Lie cebri denir. Eğer her a ∈ L ve k ∈ K 

için

[a, k] ∈ K

ise K alt vektör uzayına L Lie cebrinin bir ideali denir.

Önerme 2.8. I ve J , L Lie cebrinin idealleri ise

I + J := {a + b : a ∈ I, b ∈ J}

[I, J ] := {a1[x1, y1] + · · · + an[xn, yn] : a1, · · · , an ∈ F,
x1, · · · , xn ∈ I, y1, · · · , yn ∈ J}

olarak tanımlana kümeler de L Lie cebrinin idealleridirler.

I = J = L olarak alındığında

L′ := [L,L]

olarak gösterilir ve bu ideale L Lie cebrinin türetilmiş cebri denir. Herhangi bir L

Lie cebrinin merkezi

Z(L) := {x ∈ L | [x, y] = 0, ∀y ∈ L}

olarak tanımlıdır. Z(L), L Lie cebrinin bir idealidir: x, y ∈ Z(L) ise her z ∈ L için

[x, z] = 0 ve [y, z] = 0 olduğundan

[x+ y, z] = [x, z] + [y, z] = 0 + 0 = 0

5



eşitliğinden x+ y ∈ Z(L) bulunur. Jacobi özdeşliği kullanıldığında,

[[x, y], z] = −[[y, z], x]− [[z, x], y] = −[0, x]− [0, y] = 0

eşitliğinden [x, y] ∈ Z(L) elde edilir. Böylece Z(L) kümesi L Lie cebrinin bir ideali

olur.

L bir F cismi üzerinde bir Lie cebri olsun. D : L → L lineer dönüşümü her

a, b ∈ L için

D([a, b]) = [D(a), b] + [a,D(b)] (2.2)

eşitliğini sağlıyorsa D dönüşümüne bir derivasyon denir [3,6]. Örneğin; herhangi bir

a ∈ L elemanı için ada : L → L, ada(b) := [a, b] ele alındığında; her b, c ∈ L için

ada([b, c]) = [a, [b, c]]

= −[b, [c, a]]− [c, [a, b]]

= [b, ada(c)] + [ada(b), c]

eşitliği sağlanır. Böylece her a ∈ L için ada dönüşümü bir derivasyon olur.

Tanım 2.9. D : L → L derivasyonu için D = ada olacak şekilde en az bir a ∈ L varsa 

D derivasyonuna iç (inner) derivasyon denir.

Önerme 2.10. L2 boyutu 2 olan bir Lie cebri, {x, y} kümesi L2 Lie cebri için bir taban 

ve [x, y] = x ise L2 Lie cebrinin tüm derivasyonları iç derivasyondur.

Kanıt. [x, y] = x olduğundan {x} elemanı L′
2 için bir taban olur. D : L2 → L2 

herhangi bir derivasyon olmak üzere; L′
2 bir ideal olduğundan D(L′

2) ⊆ L′
2 olur. 

D(L′
2) ⊆ L′

2 olduğundan D(x) = λx olacak şekilde 0 ̸= λ ∈ F elemanı vardır. 

N := adλy + D olarak tanımlanan N dönüşümü bir derivasyondur: x, y ∈ L2 taban

6



elemanları için

[N(x), y] + [x,N(y)] = [(adλy +D)(x), y] + [x, (adλy +D)(y)]

= [adαy(x), y] + [D(x), y] + [x, adλy(y)︸ ︷︷ ︸
=0

] + [x,D(y)]

= [[λy, x], y] + [D(x), y] + [x,D(y)]

= [λy, [x, y]] +D([x, y])

= (adλy +D)([x, y])

= N([x, y])

olur. Ayrıca x taban elemanı için

N(x) = adλy(x) +D(x) = [λy, x] + λx = −λ [x, y]︸︷︷︸
=x

+λx = 0

bulunur. N dönüşümü bir derivasyon olduğundan

[N(x)︸ ︷︷ ︸
=0

, y] + [x,N(y)] = N([x, y]) = N(x) = 0

ve

[x,N(y)] = 0

elde edilir. Buradan N(y) elemanının x’in bir katı olduğu görülür. Böylece

N(y) = βx

olacak şekilde en az bir β ∈ F olduğu görülür. adβx dönüşümünün {x, y} taban

elemanlarına verdiği resme bakılırsa

adβx(x) = 0, adβx(y) = [βx, y] = β[x, y] = βx

olduğundan N = adβx elde edilir. Buradan

adβx = N = adλy +D

7



ve
D = adβx − adλy = adβx−λy

bulunur ki bu D derivasyonunun bir iç derivasyon olduğunu gösterir.

Önerme 2.11. L2 bir önceki önermede tanımlanan Lie cebri olmak üzere; L2 cebri bir 

L Lie cebrinin ideali olsun.

M = ZL(L2) := {x ∈ L | [x, y] = 0, ∀y ∈ L2}

olmak üzere;

L = L2 ⊕ M

olur.

Kanıt. İlk olarak M = ZL(L2) kümesinin L Lie cebrinin bir ideali olduğu gösterile-

cektir: x, y ∈ M olsun. Bu durumda her a ∈ L2 için [x, a] = 0 ve [y, a] = 0 olur. 

Buradan her a ∈ L2 için

[x + y, a] = [x, a] + [y, a] = 0 + 0 = 0

olduğundan x + y ∈ M olur. Jacobi özdeşliği kullanıldığında

[[x, y], a] = −[[y, a], x] − [[a, x], y] = −[0, x] − [0, y] = 0

olduğundan [x, y] ∈ M elde edilir ve böylece M kümesinin bir ideal olduğu göster-

ilmiş olur. Herhangi bir a ∈ L elemanı için; L2, L Lie cebrinin bir ideali olduğundan 

b ∈ L olmak üzere; ada : L → L, ada(b) = [a, b] dödüşümünün L2 idealine kısıtlan-

mışı

ada|L2
: L2 → L2

olur ve ada|L2
dönüşümü L2 idealinin bir derivasyonudur. L2’nin herhangi bir

derivasyonu bir iç derivasyon olduğundan

ada|L2
= adb
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olacak şekilde b ∈ L2 elemanı vardır. Böylece her z ∈ L2 elemanı için

ada|L2
(z) = adb(z),

[a, z] = [b, z] ve [a− b, z] = 0

elde edilir. ZL(L2) idealinin tanımı gereği

m := a− b ∈ ZL(L2)

olur. Böylece herhangi bir a ∈ L elemanı

a = b+m, b ∈ L2, m ∈ ZL(L2)

olarak yazıldığından L = L2 + ZL(L2) olur.

L2 ∩ ZL(L2) = ZL2(L2) ve ZL2(L2) = 0 olduğundan

I ∩ ZL(L2) = {0}

olduğundan

L = I ⊕ ZL(I)

elde edilmiş olur.

L1 ve L2 Lie cebirleri ve vektör uzayı olarak

L := L1 ⊕ L2

olsun. L1 ve L2 Lie cebirlerindeki braketler kullanılarak; (x1, y1), (x2, y2) ∈ L olmak

üzere; L direk toplam uzayı üzerindeki braket

[(x1, y1), (x2, y2)] := ([x1, y1], [x2, y2])

olarak tanımlandığında L uzayı bir Lie cebri olur ve L Lie cebrine L1 ve L2 Lie

cebirlerinin direk toplamı denir [3, 5, 6].
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Önerme 2.12. L = L1 ⊕ L2 ise

Z(L) = Z(L1)⊕ Z(L2)

ve

L′ = L′
1 ⊕ L′

2,

olur [3, 6].

2.1. Simetrik Bi-lineer Formlar

V bir F cismi üzerinde bir vektör uzayı ve f : V × V → F olsun. Eğer her

x, y, z ∈ V ve λ ∈ F için

• f(λx+ y, z) = λf(x, z) + f(y, z)

• f(x, y) = f(y, x)

koşulları sağlanıyorsa F dönüşümüne simetrik bi-lineer form denir [7–9]. V vektör

uzayının boyutu n olmak üzere; {e1, e2, · · · , en} kümesi V vektör uzayı için bir taban

ise bu taban kullanılarak f bi-lineer formuna
f(e1, e1) f(e1, e2) · · · f(e1, en)

f(e1, e2) f(e2, e2) · · · f(e2, en)
...

... . . . ...

f(e1, en) f(e2, en) · · · f(en, en)


simetrik matrisi karşılık getirilir. Herhangi x, y ∈ V elemanları {e1, e2, · · · , en}

tabanına göre

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen ve y = y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen
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olarak ifade edilirse

f(x, y) =
(

x1 x2 · · · xn

)


f(e1, e1) f(e1, e2) · · · f(e1, en)

f(e1, e2) f(e2, e2) · · · f(e2, en)
...

... . . . ...

f(e1, en) f(e2, en) · · · f(en, en)




y1

y2
...

yn


olur. Böylece herhangi bir simetrik bi-lineer forma bir simetrik matris karşılık ge-

tirilebilir. Tersine herhangi bir simetrik matrise ise yukarıdaki eşitlikten dolayı bir

simetrik bi-lineer form karşılık getirilebilir.

f : V ×V → F simetrik bi-lineer bir dönüşüm, {e1, e2, · · · , en} ve {f1, f2, · · · , fn}

kümeleri de V vektör uzayı için farklı tabanlar olsunlar.

ei =
n∑

k=1

Pkifk

olmak üzere; taban değişim matrisi

P =


P11 P12 · · · P1n

P21 P22 · · · P2n

...
...

...

Pn1 Pn2 · · · Pnn


olsun. f simetrik bi-lineer dönüşümünün {e1, e2, · · · , en} tabanını göre matrisi A

(Aij = f(ei, ej)) ve {f1, f2, · · · , fn} tabanını göre matrisi B (Bij = f(fi, fj)) olsun.

Buradan

Aij = f(ei, ej)) = f

(
n∑

k=1

Pkifk,
n∑

ℓ=1

Pℓjfℓ

)
=

n∑
k=1

n∑
ℓ=1

PkiPℓjf(fk, fℓ) =
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

PkiPℓjBkℓ

olduğundan

A = P tBP

elde edilir.
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Tanım 2.1.1. V ve W , F cismi üzerinde vektör uzayları ve

f1 : V × V → F,

f2 : W ×W → F

simetrik bi-lineer formlar olsunlar. Eğer bir T : V → W izomorfizmi her v1, v2 ∈ V

için

f2(T (v1), T (v2)) = f1(v1, v2)

eşitliğini sağlıyor ise f1 ve f2 simetrik bi-lineer formlarına izometriktir denir.

{v1, v2, . . . , vn} kümesi V vektör uzayı için bir taban ve {w1, w2, . . . , wn} kümesi

Wvektör uzayı için bir taban olsun. f1 simetrik bi-lineer formunun {v1, v2, . . . , vn}

tabanına göre matrisi A ve f2 simetrik bi-lineer formunun {w1, w2, . . . , wn} tabanına

göre matrisi B olsun. Bu durumda

A = P tBP

olacak şekilde tekil olmayan P matrisi vardır. f1 simetrik bi-lineer formunun

{v1, v2, . . . , vn} tabanına göre matrisi Aij = f1(vi, vj) ve f2 simetrik bi-lineer for-

munun {w1, w2, . . . , wn} tabanına göre matrisi Bij = f2(wi, wj) ve

T (v1) = a11w1 + a21w2 + · · ·+ an1wn

T (v2) = a12w1 + a22w2 + · · ·+ an2wn

...

T (vn) = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ annwn

olmak üzere; T : V → W lineer dönüşümünün bu tabanlara göre matrisi
p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n
...

... . . . ...

pn1 pn2 · · · pnn


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olsun. Bu durumda

Aij = f1(vi, vj)

= f2(T (vi), T (vj))

= f2(p1iw1 + p2iw2 + · · ·+ pniwn, p1jw1 + p2jw2 + · · ·+ pnjwn)

= [p1if2(w1, w1) + p2if2(w2, w1) + · · ·+ pnif2(wn, w1)] p1j

+ · · ·+ [p1if2(w1, wn) + p2if2(w2, wn) + · · ·+ pnif2(wn, wn)] pnj

= (P tBP )ij

olduğundan A = P tBP eşitliği elde edilmiş olur.

Simetrik matrislerin en önemli özelliklerinden birisi aşağıdaki teoremde ifade

edilmiştir.

Teorem 2.1.2. Simetrik bir matris köşegenleştirilebilirdir [8].

Kanıt. A, n×n tipinde sıfır matrisinden farklı simetrik bir matris olsun. V , karakter-

istiği sıfır olan bir F cismi üzerinde n boyutlu bir vektör uzayı olsun. {e1, e2, · · · en}

kümesi V vektör uzayı için bir taban olmak üzere; A matrisi kullanılarak

f : V × V → F, f(ei, ej) := Aij

simetrik bi-lineer formu tanımlansın. n = 1 ise teorem açık olarak sağlanır. n > 1

ise A matrisi sıfır matrisinden farklı olduğundan

f(α, α) ̸= 0

olacak şekilde en az bir α ∈ V vektörü vardır. V vektör uzayının α vektörü tarafın-

dan gerilen alt uzayı W ile gösterilsin ve

W⊥ : {β ∈ V : f(α, β) = 0}

alt uzayı tanımlansın. Bu tanımlama ile V = W ⊕ W⊥ olur: c ∈ F olmak üzere;

eğer cα ∈ W⊥ olsaydı

0 = f(cα, cα) = c2f(α, α)

eşitliğinden ve f(α, α) ̸= 0 olduğundan c = 0 olurdu. Bu durumda W ∩W⊥ = {0}
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olur. Diğer taraftan herhangi γ ∈ V vektörü kullanılarak

β := γ − f(γ, α)

f(α, α)
α

vektörü tanımlandığında f simetrik olduğundan

f(α, β) = f(α, γ)− f(γ, α)

f(α, α)
f(α, α) = 0

olur. Böylece β ∈ W⊥ elde edilir. Buradan herhangi bir γ ∈ V elemanı

γ = β +
f(γ, α)

f(α, α)
α

olarak yazılabildiğinden V = W +W⊥ olur.

Bu adımda f simetrik bi-lineer formu W⊥ alt uzayına kısıtlandığında f formu

W⊥ uzayı üzerinde bir simetrik bi-lineer form ve W⊥ uzayının boyutu n − 1 olur.

Yukarıda yapılan işlem W⊥ uzayı için tekrarlanırsa, α = α1 olmak üzere; V vektör

uzayı için

f(αi, αi) ̸= 0, f(αi, αj) = 0, 1 ≤ i ̸= j ≤ n

olacak şekilde {α1, α2, · · · , αn} tabanı elde edilmiş olur. Bu ise A matrisinin köşe-

genleştirilebilir olduğunu gösterir.

Herhangi bir a ∈ L elemanı için ada : L → L, ada(b) := [a, b] olarak tanımlana

dönüşüm kullanılarak

κ : L× L → F, κ(x, y) := iz(adx ◦ ady)

dönüşümü tanımlansın. Bu dönüşüm simetrik ve bi-lineerdir: Her x, y, z ∈ L olmak

üzere
κ(x, y) = iz(adx ◦ ady)

= iz(ady ◦ adx) = κ(y, x),
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κ(x+ y, z) = iz(ad(x+y) ◦ adz)

= iz((adx + ady) ◦ adz)

= iz(adx ◦ adz + ady ◦ adz)

= iz(adx ◦ adz) + iz(ady ◦ adz)

= κ(x, z) + κ(y, z)

ve
κ(λx, y) = iz(ad(λx) ◦ ady)

= iz(λadx ◦ ady)

= λ · κ(x, y)

özellikleri sağlanır. Bu forma L Lie cebrinin Killing formu denir.
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3. BOYUTU 2 OLAN LİE CEBİRLERİ

L, F cismi üzerinde 1 boyutlu bir Lie cebri ve {e} kümesi L Lie cebri için bir

taban olsun. Her x, y ∈ L için x = αe ve y = βe olacak şekilde α, β ∈ F elemanları

vardır.

[x, y] = [αe, βe] = αβ[e, e] = αβ.0 = 0

olduğundan boyutu 1 olan bir Lie cebri değişmelidir.

L Lie cebrinin boyutu 2 ve {e1, e2} kümesi bu Lie cebri için bir taban olsun. Lie

cebri tanımından

[e1, e1] = [e2, e2] = 0 ve [e2, e1] = −[e1, e2]

olduğundan L Lie cebrinin türetilmiş cebri L′ sadece [e1, e2] elemanı tarafından ger-

ilir. Böylece L′ türetilmiş cebrinin boyutu ya 0 ya 1 olur, 2 olamaz. L′ türetilmiş

cebrinin boyutu 0 ise [e1, e2] = 0 olur. Bu durumda her a, b ∈ L için a = a1e1+ a2e2

ve b = b1e1 + b2e2 olacak şekilde a1, a2, b1, b2 ∈ F elemanları vardır ve [ , ] işlemi

bi-lineer olduğundan

[a, b] = [a1e1 + a2e2, b1e1 + b2e2] = a1b1[e1, e1] + (a1b2 − a2b1)[e1, e2] + a2b2[e2, e2] = 0

bulunur ve L Lie cebri değişmeli olur.

Eğer L′ türetilmiş cebrinin boyutu 1 ise sıfırdan farklı en az bir x ∈ L elemanı

vardır öyleki {x} kümesi L′ türetilmiş cebrinin bir tabanı olur. Bu durumda {x, ȳ}

L Lie cebri için taban olacak şekilde en az bir ȳ ∈ L elemanı vardır. L′ türetilmiş

cebrinin tanımından

[x, ȳ] ∈ L′

bulunur, diğer bir ifadeyle [x, ȳ] = αx olacak şekilde bir 0 ̸= α ∈ F elemanı vardır.

y := α−1ȳ olarak alındığında {x, y} kümesi L Lie cebri için bir taban olur ve

[x, y] = x

olduğundan L Lie cebri tamamen belirlenmiş olur.
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Çalışmanın bundan sonrasında, 2 boyutlu değişmeli olmayan bu Lie cebri L2 ile

gösterilecektir.
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4. BOYUTU 3 OLAN LİE CEBİRLERİ

L′ Lie cebrinin boyutu 0 ise her x, y ∈ L için

[x, y] = 0

olduğundan L Lie cebri değişmeli olur.

4.1. L′ Alt Cebrinin Boyutu 1 ise

Bu durum L′ ⊆ Z(L) ve L′ * Z(L) olmak üzere iki kısımda incelenecektir:

L′ ⊆ Z(L) ise: L′ türetilmiş cebrinin boyutu 1 olduğundan

[x, y] ̸= 0

olacak şekilde 0 ̸= x, y ∈ L elemanları vardır ve [x, y] elemanı L′ türetilmiş cebrini

gerer. z := [x, y] olsun. Bu durumda {x, y, z} kümesi lineer bağımsızdır: L′ ⊆ Z(L)

olduğundan her w ∈ L için [z, w] = 0 olur. Buradan 0 = αx+ βy + δz ise

0 = [0, x] = [αx+ βy + δz, x] = α[x, x] + β[y, x] + δ[z, x] = −βz

olacağından β = 0 elde edilir. Benzer şekilde 0 = [0, y] eşitliğinden α = 0 bulunur.

Ve 0 = δz ve z ̸= 0 olduğundan δ = 0 elde edilir. Böylece {x, y, z} kümesi lineer

bağımsızdır ve L Lie cebri için bir taban olur. Bu taban için Lie cebri

[x, y] = z, [x, z] = 0, [y, z] = 0

braketleri ile tamamen belirlenmiş olur. Bu Lie cebrine Heisenberg Lie cebri denir

[3, 10]. Bu cebir örneklenecek olursa;

L :=




0 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

 : a12, a13, a23 ∈ F


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Lie cebri için

X :=


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , Y :=


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , Z :=


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

tabanı ele alındığında

[X,Y ] = XY − Y X = Z, [X,Z] = 0, [Y, Z] = 0

olduğu görülür.

L′ * Z(L) ise:

L′ alt cebrinin boyutu 1 (L′ ̸= {0}) ve L′ * Z(L) olduğundan x /∈ Z(L) olacak

şekilde 0 ̸= x ∈ L′ elemanı vardır. x /∈ Z(L) olduğundan en az bir y ∈ L için

[x, y] ̸= 0

olur, ayrıca x ve y elemanları lineer bağımsızdır. x ∈ L′ elemanı L′ türetilmiş cebrini

gerdiğinden [x, y] braketi x elemanının bir katı olacağından [x, y] = αx olacak şekilde

0 ̸= α ∈ F elemanı vardır. ȳ := α−1y olarak alındığında

[x, ȳ] = x

olur (ayrıca [x, y] ̸= 0 olduğundan [x, ȳ] = α−1[x, y] ̸= 0 dır). Böylece x ve ȳ

tarafından gerilen alt uzayı L Lie cebrinin değişmeli olmayan 2 boyutlu L2 Lie cebri

olur. Önerme 2.11 kullanıldığında

L = L2 ⊕ ZL(L2)

olur. Herhangi bir 0 ̸= z ∈ ZL(L2) elemanı için {x, ȳ, z} kümesi L Lie cebrinin bir

tabanıdır ve L Lie cebrindeki taban elemanlarının braketleri

[x, ȳ] = x, [x, z] = 0, [y, z] = 0
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olarak bulunur.

4.2. L′ Alt Cebrinin Boyutu 2 ise

L′ bir Lie cebri ve boyutu 2 olduğundan ya değişmeli Lie cebridir ya da L2 Lie

cebridir. Ancak L′ = L2 olamaz: Eğer L′ = L2 olsaydı Önerme 2.11 kullanıldığında

L = L2 ⊕ ZL(L2) ve buradan

L′ = L′
2 ⊕ (ZL(L2))

′ ∼= L′
2

olurdu. L′ = L2 olduğundan L2
∼= L′

2 elde edilir. Bu durumda ise L′
2 Lie cebrinin 1

boyutlu olması L2 Lie cebrinin 2 boyutlu olmasıyla çelişir.

{x, y} kümesi L′ için bir taban ve {x, y, z} kümesi de L Lie cebri için bir taban

olsun. L değişmeli olmayan bir Lie cebri ve L′ değişmeli bir Lie cebri olduğundan

[x, y] = 0, [z, x] = ax+ by, [z, y] = cx+ dy

olur. Burada a ve b cisim elemanlarından en az birisi ve c ve d cisim elemanlarından

en az birisi sıfırdan farklıdır. Eğer hepsi sıfır olsaydı L Lie cebri değişmeli olurdu. L′

Lie cebri {[x, y], [z, x], [z, y]} elemanları tarafından üretildiğinden, [x, y] = 0 olduğun-

dan ve L′ Lie cebrinin boyutu 2 olduğundan [z, x], [z, y] elemanları L′ Lie cebri için

bir taban olur. Bu durumda adz dönüşümünün görüntü uzayının boyutu 2 olduğun-

dan adz : L′ → L′ dönüşümü bir izomorfizmdir ve adz dönüşümünün matrisi tekil

değildir.

L ve L̄ , boyL = boyL̄ = 3, boyL′ = boyL̄′ = 2, L′ ve L̄′ abelyen olmak üzere

izomorf iki Lie cebiri olsun. {x, y} kümesi L′ cebri için bir taban; {x, y, z} kümesi L

Lie cebiri için bir taban olsun. Benzer şekilde {x̄, ȳ} kümesi L̄′ cebri için bir taban;

{x̄, ȳ, z̄} kümesi L̄ Lie cebiri için bir taban olsun. ϕ : L → L̄ bu iki Lie cebri arasında

bir izomorfizm olsun. Bu durumda kısıtlanış olan dönüşüm

ϕ|L′ : L
′ −→ L̄′
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bir izomorfizmdir. Ayrıca [x, y] = 0 olduğundan

0 = ϕ(0) = ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]

olur. α ̸= 0 olmak üzere; ϕ(z) = αx̄ + βȳ + δz̄ taban elemanlarının lineer toplamı

şeklinde ifade edilebilir. Burada δ ̸= 0 olmak zorundadır: Eğer δ = 0 olsaydı

ϕ(z) = αx̄+βȳ ∈ L̄′ olurdu. ϕ bir izomorfizm olduğundan {ϕ(x), ϕ(y), ϕ(z)} kümesi

de L̄ Lie cebri için bir tabandır. [ϕ(x), ϕ(y)] = 0 olduğundan {[ϕ(x), ϕ(z)], [ϕ(y), ϕ(z)]}

kümesi L̄′ alt cebri için bir tabandır. ϕ(z) ∈ L̄′ olduğundan

ϕ(z) = k1[ϕ(x), ϕ(z)] + k2[ϕ(y), ϕ(z)]

olacak şekilde k1, k2 ∈ F elemanları vardır. ϕ bir Lie cebri izomorfizmi olduğundan

ϕ(z) = ϕ (k1[x, z] + k2[y, z])

olarak ifade edilebilir. ϕ dönüşümü bire-bir olduğundan

z = k1[x, z] + k2[y, z]

ve z ∈ L′ bulunur. Bu ise {x, y, z} kümesinin lineer bağımsızlığı ile çelişir. Bu

durumda δ = 0 varsayımımız yanlıştır, δ ̸= 0 olmalıdır.

Herhangi bir v ∈ L′ elemanı için

[ϕ(v), ϕ(z)] = ϕ([v, z]) = ϕ(adz(v)) = (ϕ ◦ adz)(v)

ve
[ϕ(v), ϕ(z)] = [ϕ(v), αx̄+ βȳ + δz̄]

= [ϕ(v), αx̄+ βȳ]︸ ︷︷ ︸
=0

+[ϕ(v), δz̄]

= δ[ϕ(v), z̄] = δadz̄(ϕ(v))

= (adδz̄ ◦ ϕ) (v)

olduğundan

ϕ ◦ adz = adδz̄ ◦ ϕ

21



elde edilir. Böylece L ve L̄ Lie cebirleri , boyL = boyL̄ = 3, boyL′ = boyL̄′ = 2,

L′ ve L̄′ abelyen olmak üzere izomorf ise adz ve adδz̄ dönüşümlerinin benzer olduğu

görülür.

2× 2 tipinde girdileri F cisminden olan matrislerin kümesi M2(F ) ile gösterilsin.

Herhangi bir tekil olmayan M ∈ M2(F ) matrisi için, a, b ∈ F ∗ olmak üzere; mümkün

rasyonel kanonik formlar a 0

0 a

 ,

 0 a

1 0

 ,

 0 a

1 b


şeklindedir [7–9].

Eğer adz dönüşümünün matrisi

 a 0

0 a


ise adz(x) = [z, x] = ax ve adz(y) = [z, y] = ay olur. a ∈ F ∗ olduğundan

[a−1z, x] = x ve [a−1z, y] = y

olarak ifade edilebilir. {x, y, z} bir taban olduğundan z taban elemanı yerine z̃ :=

a−1z seçilebilir. Böylece {x, y, z̃} kümesi de L için bir tabandır ve bu tabana göre

adz̃ dönüşümünün matrisi

 1 0

0 1


olur.

Eğer adz dönüşümünün matrisi

A2,a :=

 0 a

1 0


formunda ise adz(x) = [z, x] = y ve adz(y) = [z, y] = ax olur.

Eğer adz dönüşümünün matrisi
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 0 a

1 b


formunda ise adz(x) = [z, x] = y ve adz(y) = [z, y] = ax+by olur. adz dönüşümü bir

izomorfizm olduğundan a ∈ F ∗ dır. Eğer b = 0 alınırsa adz dönüşümünün matrisi

bir önceki duruma dönüşeceğinden b ∈ F ∗ alınacaktır.

[z, y] = ax+ by eşitliğinden

b−1[z, y] = b−1ax+ y ve [b−1z, y] = (b−1a)x+ y

olur. z̃ := b−1z ve c := ab−1 alındığında

[z̃, y] = cx+ y

olur. x̃ := cx olarak yeniden isimlendirildiğinde [z̃, y] = x̃ + y elde edilir. Ayrıca

[z, x] = y eşitliğinden

[bz̃, c−1x̃] = y = (c−1b)[z̃, x̃]

ve d := b−1c olmak üzere

[z̃, x̃] = (b−1c)y = dy

bulunur. Böylece {x̃, y, z̃} kümesi L Lie cebri için bir taban olduğundan adz̃ dönüşümünün

matrisi

A3,d :=

 0 1

d 1


haline indirgenir.

Tüm durumlar göz önüne alındığında L Lie cebrinin en az bir {x, y, z} tabanı

vardır öyleki adz dönüşümünün bu tabana göre matrisi

I2×2, A2,a, A3,d

matrislerinden birisi olur. Bu durumda adz dönüşümünün mümkün karakteristik
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polinomları

f(x) = (x− 1)2, f(x) = x2 − a, f(x) = x2 − x− d

olarak bulunur.

Ayrıca adz dönüşümünün mümkün matrisleri dikkate alındığında elde edilen Lie

cebirlerindeki braketler şu şekildedir:

L1 Lie cebri : [x, y] = 0, [z, x] = x, [z, y] = y.

L2,a Lie cebri : [x, y] = 0, [z, x] = y, [z, y] = ax.

L3,d Lie cebri : [x, y] = 0, [z, x] = dy, [z, y] = x+ y.

Bu adımda yukarıda verilen Lie cebirlerinin hangilerinin izomorf olduğu belirlenecek-

tir: Yukarıdaki tartışmadan dolayı iki Lie cebri izomorf iseler adz ve adδz̄ dönüşümleri

benzer olacaklarından karakteristik polinomları aynı olur. Buradan L1 cebrinin L2,a

ya da L3,d cebrine, L2,a cebrinin L1 ya da L3,d cebrine ve L3,d cebrinin L1 ya da L2,a

cebrine izomorf olamayacağı sonucuna ulaşılır.

adz dönüşümünün matrisi A ile, adδz̄ dönüşümünün matrisi δB ile gösterilsin.

Yukarıdaki açıklamalardan, L ve L′ Lie cebirlerinin izomorf olması için gerek ve

yeter koşul A ve δB matrislerinin benzer olması sonucuna ulaşılır. A matrisinin

karakteristik polinomu

(x− 1)2, x2 − a, x2 − x− d

polinomlarından birisi, δB matrisinin karakteristik polinomu

(x− δ)2, x2 − δ2a, x2 − δx− δ2d

polinomlarından birisi olacağından ve iki matris benzer ise karakteristik polinomları

aynı olacağından;

• Eğer A = B = A1 ise A ve δB matrisleri benzer ise (x − 1)2 = (x − δ)2

eşitliğinden δ = 1 olur.

• A = A2,a ve B = A2,b olmak üzere; A ve δB matrisleri benzer ise x2 − a =
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x2 − δ2b eşitliğinden a = δ2b elde edilir. Tersine a = δ2b ise

P =

 0 dδ−1

1 0


olmak üzere; PAP−1 = δB eşitliği sağlandığından A ve δB matrisleri benz-

erdir.

• A = A3,d ve B = A3,e olmak üzere; A ve δB matrislerinin benzer olması için

gerek yeter koşul δ = 1 ve d = e olmasıdır.

durumları elde edilir. Böylece L Lie cebrinin boyutu 3 ve L′ iki boyutlu değişmeli

bir Lie cebri ise aşağıdaki Lie cebirlerinden birisine izomorftur:

• L1

• L2,a, a ∈ F ∗

• L3,d, d ∈ F ∗

4.3. L′ Alt Cebrinin Boyutu 3 ise

L′ alt cebrinin boyutu 3 ise açık olarak L = L′ olur. Bu durumda {x, y, z}

kümesi L Lie cebri için bir taban ise {[x, y], [x, z], [y, z]} kümesi de L Lie cebri

için bir tabandır ve {[y, z], [z, x], [x, y]} sıralı tabanını {x, y, z} tabanına dönüştüren

taban değişim matrisi tekil değildir. Bu matris Mx,y,z ile gösterilsin. Mx,y,z matrisi

simetrik bir matristir:

[y, z] = a11x+ a12y + a13z

[z, x] = a21x+ a22y + a23z

[x, y] = a31x+ a32y + a33z

olsun.

Jakobi eşitliği kullanıldığında,

[[y, z], x] + [[z, x], y] + [[x, y], z] = 0,

[a11x+ a12y + a13z, x] + [a21x+ a22y + a23z, y] + [a31x+ a32y + a33z, z] = 0,
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a12[y, z] + a13[z, x] + a21[x, y] + a23[z, y] + a31[x, z] + a32[y, z] = 0

ve

(a21 − a11)[x, y] + (a13 − a31)[z, x] + (a32 − a23)[y, z] = 0

elde edilir. {[y, z], [z, x], [x, y]} kümesi L Lie cebri için bir taban olduğundan lineer

bağımsızdır. Dolayısıyla

a21 − a11 = 0, a13 − a31 = 0, a32 − a23 = 0

elde edilir. Bu ise Mx,y,z matrisinin simetrik olduğunu gösterir.

L̃, L Lie cebrine izomorf bir Lie cebri ve φ : L̃ → L bir izomorfizm olsun. {x, y, z}

kümesi L Lie cebri için bir taban, {x̃, ỹ, z̃} kümesi de L̃ Lie cebri için bir taban olsun.

Bu durumda {φ(x̃), φ(ỹ), φ(z̃)} kümesi de L Lie cebri için bir tabandır. Ayrıca

φ(x̃) = ax+ by + cz,

φ(ỹ) = dx+ ey + fz,

φ(z̃) = gx+ hy + iz

olarak yazılabilir ve

A =


a d g

b e h

c f i


matrisi elde edilir. {φ(x̃), φ(ỹ), φ(z̃)} kümesi L Lie cebri için bir taban ve L′ = L

olduğundan {[φ(ỹ), φ(z̃)] , [φ(z̃), φ(x̃)] , [φ(x̃), φ(ỹ)]} kümesi de L Lie cebri için bir

tabandır.

[φ(ỹ), φ(z̃)] = [dx+ ey + fz, gx+ hy + iz]

= (ei− fh)[y, z] + (fg − di)[z, x] + (dh− ge)[x, y],

[φ(z̃), φ(x̃)] = [gx+ hy + iz, ax+ by + cz]

= (hc− ib)[y, z] + (ia− gc)[z, x] + (gb− ha)[x, y]

ve

26



[φ(x̃), φ(ỹ)] = [ax+ by + cz, dx+ ey + fz]

= (bf − ce)[y, z] + (cd− af)[z, x] + (ae− bd)[x, y]

olduğundan {[φ(ỹ), φ(z̃)] , [φ(z̃), φ(x̃)] , [φ(x̃), φ(ỹ)]} tabanını {[y, z], [z, x], [x, y]} ta-

banına dönüştüren taban değişim matrisi

P =


ei− fh hc− ib bf − ce

fg − di ia− gc cd− af

dh− ge gb− ha ae− bd


olarak elde edilir. Buradan

AtP =


det(A) 0 0

0 det(A) 0

0 0 det(A)

 = det(A)I

bulunur. Bu eşitlik kullanılarak

P = det(A)
(
At
)−1

,

Mx,y,zP = det(A)Mx,y,z

(
At
)−1

ve

A−1Mx,y,zP = det(A)A−1Mx,y,z

(
At
)−1

elde edilir. A−1Mx,y,zP matrisi {[φ(ỹ), φ(z̃)] , [φ(z̃), φ(x̃)] , [φ(x̃), φ(ỹ)]} tabanından

{φ(x̃), φ(ỹ), φ(z̃)} tabanına taban değişim matrisidir.

{[φ(ỹ), φ(z̃)] , [φ(z̃), φ(x̃)] , [φ(x̃), φ(ỹ)]} −→
P

Mφ(x̃),φ(ỹ),φ(z̃)

��

{[y, z], [z, x], [x, y]}

Mx,y,z

��
{φ(x̃), φ(ỹ), φ(z̃)}

A
// {x, y, z}
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Bu durumda A−1Mx,y,zP = Mφ(x̃),φ(ỹ),φ(z̃) olur ve buradan

Mφ(x̃),φ(ỹ),φ(z̃) = det(A)A−1Mx,y,z

(
At
)−1 (4.1)

bulunur.

Mx,y,z matrisi simetrik olduğundan α, β sıfırdan farklı cisim elemanları olmak

üzere; Mx,y,z matrisi 
α 0 0

0 β 0

0 0 1


formunda bir matrise benzerdir. Bu nedenle

Mx,y,z =


α 0 0

0 β 0

0 0 1


olarak alındığında

[x, y] = z, [y, z] = αx, [z, x] = βy

olur. Bu Lie cebri Lα,β ile gösterilsin. Bu adımda Lα,β Lie cebrinin Killing formu

hesaplanacaktır. u1, u2, u3, v1, v2, v3 ∈ F olmak üzere; herhangi u = u1x + u2y +

u3z, v = v1x + v2y + v3z ∈ Lα,β elemanları için {x, y, z} tabanına göre adu ve adv

dönüşümlerinin matrisleri

adu =


0 −u3α u2α

u3β 0 −u1β

−u2 u1 0

 , adv =


0 −v3α v2α

v3β 0 −v1β

−v2 v1 0


ve

aduadv =


−α(u2v2 + u3v3β) u2v1α u3v1αβ

u1v2β −β(u3v3α + u1v1) u3v2αβ

u1v3β u2v3α −(u1v1β + u2v2α)


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olarak elde edilir. Böylece

κα,β(u, v) = tr(aduadv)

= −α(u2v2 + u3v3β)− β(u3v3α+ u1v1)− (u1v1β + u2v2α)

= −2u1v1β − 2u2v2α− 2u3v3αβ

=
(

u1 u2 u3

)
−2β 0 0

0 −2α 0

0 0 −2αβ




v1

v2

v3


olur. κα,β simetrik bi-lineer formuna karşılık gelen matris

Dα,β =


−2β 0 0

0 −2α 0

0 0 −2αβ


olsun. Bu veriler kullanılarak aşağıdaki teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 4.3.1. α, β, θ, ν sıfırdan farklı cisim elemanları olmak üzere aşağıdaki ifadeler

denktir.

• κα,β ve κθ,ν formları izometriktir.

• Lα,β ve Lθ,ν Lie cebirleri izomorfiktir.

Kanıt. κα,β ve κθ,ν formları izometrik ise

Dα,β = PDθ,νP
t

olacak şekilde tekil olmayan P matrisi vardır. Bu eşitliğin tersi alındığında
−1
2β

0 0

0 −1
2α

0

0 0 −1
2αβ

 =
(
P t
)−1


−1
2ν

0 0

0 −1
2θ

0

0 0 −1
2θν

P−1

29



ve bu eşitliğin her iki tarafı αβ
θν

ile çarpıldığında


−α
2θν

0 0

0 −β
2θν

0

0 0 −1
2θν

 =
(
P t
)−1


−αβ
2θν2

0 0

0 −αβ
2θ2ν

0

0 0 −αβ
2θ2ν2

P−1

ve 
α 0 0

0 β 0

0 0 1

 =
αβ

θν

(
P t
)−1


θ 0 0

0 ν 0

0 0 1

P−1 (4.2)

bulunur. Buradan

(detP )2 =
α2β2

θ2ν2

elde edilir. (4.1) eşitliği dikkate alındığında bu iki Lie cebrinin izormorf olması için

gerek ve yeter koşul detP = αβ
θν

olarak bulunur.

Eğer detP = −αβ
θν

ise (4.2) eşitliğinde P yerine −P alındığında da istenen elde

edilmiş olur.

Tersine Lα,β ve Lθ,ν Lie cebirleri izomorf ise her a, b ∈ Lα,β için

φ ([a, b]) = [φ(a), φ(b)]

olacak şekilde en az bir φ : Lα,β → Lθ,ν Lie cebri izomorfizmi vardır. {x, y, z} kümesi

Lα,β Lie cebri için bir taban ise {φ(x), φ(y), φ(z)} kümesi de Lθ,ν Lie cebri için bir

tabandır.

[x, y] = z [x, z] = −βy [y, z] = αx

ve φ bir Lie cebri izomorfizmi olduğundan

[φ(x), φ(y)] = φ(z) [φ(x), φ(z)] = −βφ(y) [φ(y), φ(z)] = αφ(x)

elde edilir. Bu durumda aynı adjoint matrislere sahip olurlar. Bunun sonucu olarak

Killing formları aynı olur.
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