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1. GIRIS

1. GIRIS

Ikili topoloji kavramm ilk kez literatiire kazandiran kisi J.C.Kelly dir. 1963
yilinda J. C. Kelly yayinladigi “Bitopological Space” adli makalesinde iki topolojili
uzaylar incelemistir. Kelly bu makalesinde, bostan farkli bir X kiimesini goz oniine
alarak bu kiime tizerinde 7, ve T, topolojilerini alip ikili topolojik uzay1 (X, 74, 7,) ti¢liisii
ile tanimlamistir. Kelly’nin ikili topolojik uzaylar teorisi iizerinde yapmis oldugu bu

calisma temel ¢aligsma olarak kabul edilir.

ikili topolojik uzaylarda ¢alismanin en biiyiik faydasi; ayn1 kiime iizerinde iki
veya daha fazla yapiyi1 ele alarak, matematiksel kavramlarin ayirt edilmesini saglamasidir.
Ayrica ayn1 anda birkag yapida incelenmesi gereken matematiksel 6gelerin ¢alisiimasini

kolaylastirir.

Giintimiizde pek ¢ok matematik¢i tarafindan ikili topolojik uzaylarla alakali

Kaynak 6zetleri kisminda detaylarini verecegimiz ¢aligmalar yapilmaktadir.

Tezimiz asagidaki bolimlerden olugmaktadir.

Birinci boliim Giris bdliimii olup bu béliimde Ikili topolojik uzay kavramnin ilk

rastlandig1 makaleden bahsedilmis, tezin baslik ve icerigi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliim Kaynak Ozetleri olup ikili Topolojik Uzaylarla alakali literatiir

taramasi seklindedir.

Ugiincii bdliim Materyal ve Yéntem olup bu béliimde genel topolojik uzaylarda

ve ikili topolojik uzaylarda yer alan temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.

Dérdiincii boliim Arastirma ve Bulgular olup bu bolim g¢alismamizda elde
ettigimiz kiimeler ve bu kiimeler arasindaki iligkilerden olusmaktadir. Caligmamizda 6n
arakesit acik, on birlesim agik, yar1 arakesit agik, yar1 birlesim agik, 6n arakesit kapali, 6n

birlesim kapali, yar1 arakesit kapali, yar1 birlesim kapali kiime kavramlar1 tanimlandi ve



bu tanimlar vasitasi ile 6n arakesit kapanis, 6n birlesim kapanis,yar1 arakesit kapanis, yari
birlesim kapanis ve i ve j iKili topolojikk uzaydaki topoloji indisleri olmak iizere ij
birlesim ji On arakesit kapanis, ij arakesit ji on arakesit kapanis, ij birlesim ji 6n
birlesim kapanis, ij arakesit ji 6n birlesim kapanis, ij birlesim ji yar1 arakesit kapanis, ij
arakesit ji yar1 arakesit kapanis, ij birlesim ji yar1 birlesim kapanis, ij arakesit ji yari
birlesim kapanis gibi yeni kapanis kiimeleri ve ij g kapali, ij g yar1 arakesit kapali , ij ¢
yari birlesim kapali, ij yar1 arakesit g kapali, ij yari birlesim g kapali, ij g 6n arakesit,
ij g on birlesim kiimeleri tanimlanmistir. Ayrica bu tanimlanan kiimeler arasindaki

iliskiler teoremlerle ispatlanmis ve drnekle desteklenmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

1963 yilinda J. C. Kelly tarafindan ikili topolojik uzaylar ilk defa yayinladig
“Bitopolojik Uzaylar” adli makalesinde incelenmistir. Kelly bu makalede, X kiimesini
bostan farkli herhangi bir kiime, t,Ve 7, topolojilerini de X {izerinde herhangi iki topoloji

olarak alarak ikili topolojik uzay1 (X, 74, T,) tclisii ile tanitmistir.( Kelly 1963 )

1963 yilinda Levine tarafindan topolojik uzaylarda yari-agik kiime kavrami ortaya
atildi. (Levine 1963).

1970 yilinda Reilly hazirladig1r doktora tezinde iki topolojili uzaylarda ayirma
aksiyomlarindan bahsetmistir. (Reilly 1970)

1971 yilinda S. Crossley ve S. Hildebrand ¢alismalarinda yari-kapali kiimeleri ve
bir kiimenin yari-kapanisini gosterdiler. (Crossley ve Hildebrand 1971).

1975 yilinda S. N. Maheshawari ve R. Prasad yari-acik kiime kavramindan yola
cikarak yari-Ty, yari-T; ve yari-T, , yari-regular, yari-normal olarak tanimladiklari ve

yar1 ayirma aksiyomlar1 olarak adlandirilan yeni zayif ayirma aksiyomlar: taminladilar.

(Maheshwari ve Prasad 1975).

1982 yilinda C. Dorsett, yari-agik ve yari-kapali kiimeleri kullanarak yari-
regiilerlik tanimladi (Dorsett 1982). Yazar 1985 yilinda da yari-agik ve yari-kapali

kiimeleri kullanarak yari-normallik kavramini tanimlad: (Dorsett 1985).

1990 da A. Kar ve P. Bhattacharyya o6n-agik kiimeleri kullanarak 6n-ayirma

aksiyomlar1 olarak adlandirilan yeni zayif ayirma aksiyomlarini tanimladilar. (Kar ve

Bhattacharyya 1990).

1996 yilinda J. Umehara, H. Maki, and T. Noiri 6n-T1 uzaylarini tanimlamak i¢in
2

on-acik kiimelerini kullandilar. On acgik kiimeler yardimiyla kapali kiimeleri &n-

genellestirilmis kapali kiimelere genellestirdiler ve 6n-T, ve 6n-T; uzaylarinin arasinda
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bulunan 6n-T: adim verdikleri yeni ayirma aksiyomu tamimladilar ve ozelliklerini
2

incelediler. (Maki ve Umehara ve Noiri 1996).

2001 yilinda M. Caldas 6n-D kiimeleri kullanarak, 6n-D; olarak isimlendirdigi

yeni bir ayirma aksiyomunu tanimladi ve 6zelliklerini inceledi. (Caldas 2001).

2004 yilinda Ravi ve Lellis Thivagar ikili topolojik uzaylarda yar1 genellestirilmis

kiimeleri tanimlamis ve bu kiimeler yardimiyla birgok sonug elde etmistir. (Ravi 2006)

2005 yilinda O. El-Tantawy ve H. M. Abu-Donia ikili topolojik uzaylarda

genellestirilmis ayirma aksiyomlarini ele almistirlar.( EI-Tantawy ve Abu-Donia 2005)

2005 yilinda Dvalishvili ikili topolojik uzaylarda ikili Ty, T, T, T,1 ve T,
2

uzaylar1 tanimlamalar1 yapmis ve bazi 6zelliklerini vermistir. (Dvalishvili 2005)

2006 yilinda ise Mohammad S. Sarsak tarafindan ikili topolojik uzayda hemen
hemen acik kiimeler, hemen hemen kapali kiimeler, hemen hemen yar1 agik kiimeler,
hemen hemen yar1 kapali kiimeler, hemen hemen yar1 T, , hemen hemen yar1 T; , hemen

hemen yar1 T1,, hemen hemen yar1 T, tanimlamigtir (Sarsak 2006).
2

2011 yilinda S. Selvanayaki ve N. Rajesh ve hemen hemen agik kiimeler, hemen

hemen kapali kiimeler, hemen hemen T,, hemen hemen T; , hemen hemen T, hemen

2

hemen T,, hemen hemen T1 *, hemen hemen T aksiyomlari tanimlanmistir (Selvanayaki
2

and Rajesh 2011).



3.MATERYAL ve YONTEM

3.MATERYAL ve YONTEM

3.1. Topolojik Uzaylarla flgili Baz1 Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1.1: X bos olmayan bir kiime ve T da X in alt kiimelerinin bir sinifi
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise T sinifina X {izerinde bir topoloji ve (X, 7)

ikilisine de bir topolojik uzay denir.

T)OXET

T2) Gy, Gy,,..., G, €T ise NiL; Gy, € T, yani T smifi sonlu arakesiti gore

kapalidir.

T3) Her i € I igin Gy, € T ise Ui, Gy, € T, Yyani T smifi keyfi birlesime gore

kapalidir (Mucuk 2010).

Tamm 3.1.2: (X, 7) bir topolojik uzay ve U kiimesi X in bir alt kiimesi olsun. U

nun X e gore tiimleyeni olan X \ U kiimesi (X, 7) uzayinda agiksa U ya (X, T)uzayinin
kapali alt kiimesi denir (Kogak 2015).

Tanim 3.1.3: (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x € U ozelligindeki her U
acik kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir. Diger bir deyisle T nun x noktasini

iceren her elemanina x noktasinin bir komsulugu denir (Kogak 2015).

Tamm 3.1.4: (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve A € X olsun. x € U < A olacak
sekilde bir U agik kiimesi varsa x noktasina A nin bir i¢ noktasi denir. A nin biitiin i¢

noktalariin kiimesine A nin i¢i denir ve A°veya int(A) ile gosterilir. Yani

A°={x € X:x € U < A ozelliginde en az bir U € T vardir}

dir (Kogak 2015).
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Onerme 3.1.5: (X,7) topolojik uzay ve A, B € X olsun.Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur (Mucuk 2010).

A’ c A

A° aciktir

A° aciktir ancak ve ancak A° = A

(A%)° = AO

A°, A nm kapsadig1 en genis acik kiimedir.
AcBise A’ € BY,

Tamm 3.1.6: (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan en

kiiciik kapal1 kiimeye A nin kapanist denir ve A veya cl(4) ile gosterilir (Mucuk 2009).

Onerme 3.1.11: (X,7) bir topolojik uzay ve A,B € X olsun.Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur (Mucuk 2010).

AcA
A kapalidir,
A kapalidir ancak ve ancak A = A dir,

(A) = A dur,
A, A y1kapsayan en dar kapali kiimedir.
ACBiseACB.

Tamim 3.1.7: (X, ) bir topolojik uzay, A4, X in bir alt kiimesi ve A, A nin limit

noktalarmin kiimesi olsun. X \ A kiimesine A kiimesinin dis1 denir ve dis(4) ile

gosterilir. dis(A4) kiimesinin elemanlarina da A kiimesinin dis noktalar1 denir (Kogak

2015).
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3.2. Topolojik Uzaylarda On A¢ik (Kapah), Yar1 Acik (Kapal), o Acik (Kapah) ve
G Agik (Kapal) Kiimeler

Tanmmm 3.2.1 : (X, 1) topolojik uzay ve A < X olsun. A c int(cl(A)) ise, A

kiimesine 6n agik (pre open) kiime denir ( Mashhour et al. 1982).

Bir 6n agik kiimenin tiimleyenine 6n kapali kiime denir.

A kiimesini kapsayan tiim on kapali kiimelerin kesisimine, A kiimesinin 6n

kapanis kiimesi denir ve pcl(4) ile gosterilir.

A kiimesinin kapsadigi tiim on agik kiimelerin birlesimine, A kiimesinin 6n igi

(pre int) denir ve pint(A) ile gosterilir.

(X, 7) topolojik uzayindaki biitiin 6n agik kiimelerin ailesini PO(X), birx € X
noktasini igceren tiim 6n agik kiimelerin ailesini PO (X , x) ile gosterecegiz (EI-Deeb et al.
1983).

Ornek 3.22 : X ={a,b,c} kiimesi iizerinde T = {X,@,{a,b}} topolojisi

verilsin.

Bu durumda;

PO(X) = {X,0,{a},{b} {a, b},{a,c},{b,c}} olur. {a} kiimesi 6n-agiktir.

Onerme 3.2.3 : (X, T) topolojik uzay olmak iizere;

a) on acik kiimelerin herhangi sayida birlesimi, yine bir 6n agik kiimedir.

b) 6n kapali kiimelerin herhangi sayida kesisimi, yine bir 6n kapali kiimedir.

Onerme 3.2.4 : (X,7) topolojik uzay ve A c X olsun. x € pcl(A) olmasi igin
gerek ve yeter sart, x noktasini iceren her U agik kiimesi i¢in, U N A # @ olmasidir.
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Tamm 3.2.5: (X, 7) topolojik uzayve A c X olsun. Eger, A < cl(int(A)) ise,

A kiimesine yari-agik (semi-open) kiime denir ( Levine 1963).

Bir yar1 agik kiimenin tiimleyenine yar1 kapali kiime denir.

A kiimesini kapsayan tiim yar1 kapali kiimelerin kesisimine, A kiimesinin yar1

kapanis kiimesi denir ve scl(A) ile gosterilir.

(X, 7 ) topolojik uzayindaki biitiin yar1 agik kiimelerin ailesini SO (X), bir x € X
noktasini igeren tiim yar1 agik kiimelerin ailesini SO (X, x) ile gosterecegiz (El-Deeb et

al.1983).

Ornek 3.2.6 : X = {a, b, c} kiimesi iizerinde T = {X, @, {a}} topolojisi verilsin.
SO(X) = {a}olur.

Tanmm 3.2.7 : (X,7) topolojik uzay ve A < X olsun. Eger, A C
int(cl(int(A))) ise, A kiimesine a-agik kiime denir (Njastad 1965).

Ornek 3.2.8 : X = {a, b, c} kiimesi iizerinde T = {X, @, {a}} topolojisi verilsin.

Bu durumda;

{a, b} kiimesi, bir a agik kiimedir.

Ornek 3.2.9 : X = {a,b,c,d, e} kiimesi T = {0, X, {c},{d,e},{a,b,c},{d, e, c}}

topolojik uzay1 verilsin.

a acik kiimeler: {@, X, {c},{d, e}, {a,c},{a,b,c},{c,d,e},{b,c,d, e}}

Teorem 3.2.10 : Her agik kiime, a agiktir (Njastad 1965; Beceren 1995).
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Ispat: (X,7) topolojik uzayr ve agik bir A € X alt kiimesi verilsin. A acik
oldugundan A = int(A) dir. Buradan int(A) < int(cl(int(A))) olur. O halde A

kiimesi, bir a agik kiimedir.

Uyan 3.2.11 : « agik bir kiimenin, a¢ik olmas1 gerekmez (Beceren 1995).

Ornek 3.2.12 : X = {a,b,c} kiimesi iizerinde T = {X,®,{a}} topolojisi
verilsin. Bu durumda a(X) = {X,9,{a},{a, b}, {a, c}} oldugu agiktir. Buradan {a, b}
kiimesi, bir a-a¢ik kiimedir, fakat agik bir kiime degildir (Beceren 1995).

Uyan 3.2.13 : Her «a agik kiime yari-agiktir (Noir1 1984; Beceren 1995).

Uyan1 3.2.14 : Yar agik bir kiimenin, @ acik kiime olmasi gerekmez (Beceren
1995).

Ornek; X ={a,b,c} kiimesi iizerinde 7 = {X,®d,{a},{b},{a,b}} topolojisi

verilsin. Bu durumda

S0(X) ={X,0,{a},{b},{a, b},{a,c},{b, c}} olur. Buradan {a, c} kiimesi bir yar1
acik kiimedir. Fakat a acgik kiime degildir (Beceren 1995).

Teorem 3.2.15 : Her a agik kiime, 6n agik kiimedir (Noir1 1984; Beceren 1995).

Ispat: (X,7) topolojik uzayr ve bir A € a(X) kiimesi verilsin. A € a(X)
oldugundan A c int(cl(int(A))) olur. Buradan A c int(cl(A)) olur. O halde A

kiimesi, bir 6n agik kiimedir.

Uyar1 3.2.16 : On agik bir kiimenin, a acik olmasi gerekmez (Noir1 1988; Beceren
1995).

Teorem 3.2.17 : X ={a,b,c} kiimesi {iizerinde 7 = {X,®,{a, b}} topolojisi
verilsin. Bu durumda a(X) = {X, ®,{a, b}} ve
9
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PO(X) ={X,9,{a},{b},{a b}, {a,c}, {b,c}}olur. {a} kimesi 6n agiktir, fakat yar1 agik
olmadigindan a agik degildir (Noir1 1988; Beceren 1995).

Teorem 3.2.18 : (X, t) topolojik uzayr ve bir A C X alt kiimesi verilsin. Bu

durumda A kiimesinin o a¢ik olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin yar1 agik ve 6n

acik olmasidir (Noir1 1984; Beceren 1995).

Ispat: = A kiimesi, bir a a1k kiime olsun. 3.2.13. Uyaridan her a agik kiime yar1
aciktir bu durumda A kiimesi yar1 agiktir. 3.2.15 Teoremden her a agik kiime, 6n agiktir.

O halde A kiimesi 6n agiktir.

< A kiimesi yar1 acik ve 6n agik bir kiime olsun. A kiimesi yar1 a¢ik oldugundan,
A c cl(int(A)) olur. Buradan cl(A) c cl(cl(int(A))) = cl(int(A)) ve dolayisiyla
int(cl(A)) c int(cl(int(A))) elde edilir. A kiimesi 6n agik oldugundan A < int(cl(A))
olur. O halde A kiimesi a agiktir.

Tamm 3.2.19 : (X, t) topolojik uzay1 ve A € X alt kiimesi verilsin. A € U ve U ,
(X, T) topolojik uzayinda bir agik kiime olmak iizere cl(4A) S U oluyorsa, A kiimesine
genellestirilmis kapali kiime veya g kapali kiime denir (Levine 1970).

Teorem 3.2.20 : Her kapal1 kiime, bir g kapalidir (Noir1 1996).

Ispat. (X, 1) topolojik uzay1 ve kapali bir A c X alt kiimesi verilsin. A € U ve U
kiimesi, X de agik olsun. A kiimesi, kapali oldugundan cl(4)= AcU olur. O halde A
kiimesi, g kapalidir (Noir1 1996).

Uyan 3.2.21 : g kapal1 bir kiimenin kapal1 olmas1 gerekmez:
Gergekten, X = {a, b, c} kiimesi lizerinde T = {X,®,{a}} topolojisi verilsin.

(X, 7) topolojik uzayinda {a, b} kiimesi, g kapalidir, fakat kapal1 degildir.

10
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Teorem 3.2.22 : (X, t) bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kiimesinin g kapali
olmasi i¢in gerek ve yeter sart c[(4) — A kiimesinin bos olmayan higbir kapali alt kiimeyi

kapsamamasidir (Levine 1970).

Ispat. = F kiimesi, cl(A) — A kiimesinin bos olmayan kapal1 bir alt kiimesi olsun.
A c F' € 7 dir. A kiimesi g kapali oldugundan, cl(A) < F' olur. Buradan F c ( cl(4))’
dir. Dolayisiyla F c cl(A) N (cl(A)) olur. Béylece F = @ dir.

& 0 etveAcOolsun. Eger cl(A) & 0 ise cl(A) N 0" # @ kiimesi, cl(4) —
A kiimesinin kapali bir altkiimesi olur ki bu hipotezle celisir. Boylece A kiimesi, g

kapalidir.

Sonu¢ 3.2.23 : (X, 7) topolojik uzay1 ve g kapali bir A c X alt kiimesi verilsin. A
kiimesinin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart c/(4) — A kiimesinin kapali olmasidir

(Levine 1970).

Ispat. A kiimesi kapali ise cI(4) — A = @ ve @ kapalidir. Karsit olarak cl(4) — A
kiimesi kapal1 olsun. Buradan A kiimesi g kapali oldugundan, 3.2.22. Teorem geregince,
cl(A) — A = @ dir. Boylece cl(A) = Aolur.

Teorem 3.2.24 : (X, t) bir topolojik uzay ve A, B c X olsun. A ve B kiimeleri, X
de g kapali ise A U B kiimesi, X de g kapalidir (Levine 1970).

Ispat: 0 Etve AUB c O olsun. A ve B kiimeleri, g kapali oldugundan
cl(A) €0 ve cl(B) cO olur. Buradan cl(AUB) = cl(A) U cl(B) c O dur.
Boylece A U B kiimesi, X de g kapalidir.

Ornek 3.2.25 : iki g kapali kiimenin kesisimi, genellikle g kapali degildir:
Gergekten, X = {a, b, c} kiimesi iizerinde T = {@, {a}, X} topolojisini alalim. A = {a, b}
ve B = {a, c} kiimelerinin her biri g kapalidir, ¢iinkii c/(A) = X ve cl(B) = X dir. Fakat
ANB ={a}c{a}vecl({a}) = X & {a} oldugundan, A N B kiimesi, X de g kapali
degildir (Levine 1970).
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Teorem 3.2.26 : (X, t) bir topolojik uzay ve B € A < X olsun. A kiimesi, X de g
kapali ve B kiimesi, A da g kapali ise B kiimesi, X de g kapalidir (Levine 1970).

Ispatt Bc O€r olsun. BCcANO €1, dir. B kiimesi, A da g kapali
oldugundan, cl(B4) = Ancl(B) cAnOve Ac OV (cl(B))' € tdir. Akiimesi, X
de g kapali oldugundan cl(A) < O U (cl(B))" dir. Boylece cl(B) c cl(A) cOU
(cl(B)) € tvecl(B) c Oolur.

Sonu¢ 3.2.27 : (X, 1) bir topolojik uzay ve A, F c X olsun. A kiimesi, X de g
kapali ve F kiimesi, X de kapali ise A N F kiimesi, X de g kapalidir (Levine 1970).

Ispat. A N F kiimesi, A da kapali oldugu aciktir. 3.2.20. Teorem geregince her
kapali kiime, bir g kapalidir o halde, A N F kiimesi, A da g kapalidir., A N F kiimesi, X
de g kapalidir.

Teorem 3.2.28 : (X, 7) bir topolojik uzay olsun. B € A c X ve B kiimesi, X de g
kapali ise B kiimesi, A alt uzayinda g kapalidir (Levine 1970).

Ispat. 0OeT ve BCc AnO €1, olsun. Bc 0 ve B kiimesi, X de g kapali
oldugundan, cl(B) < O olur. Boylece cl(B,) = ANncl(B) € 0N A ve B kiimesi, A
da g kapalidir.

3.3. Bitolojik Uzaylar

Tanmm 3.3.1 : X bos olmayan bir kiime, t; Ve 1, X iizerinde farkli iki topoloji

olsunlar.(X, T4, T,) sirali tigliisiine bir ikili topolojik (bitopolojik) uzay denir (Kelly 1963).

Tamm 3.3.2 : (X, 74, T,) bir ikili topolojik uzay ve S ©¢ X olsun. A €7, ve B €
T, olmak lizere S = A U B seklinde yazilabiliyorsa S alt kiimesine 7,7, agik kiimedir

denir.
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T,T, agik kiimenin tiimleyenine de 7,7, kapali kiimedir denir (Ravi and Thivagar
2006).

Tamm 3.3.3 : (X, 74, T,) bir ikili topolojik uzay ve A c X olsun.

a) A kiimesini ig¢eren tiim 7,7, kapali kiimelerin kesisimine A’nin 7,7, kapanisi

denir ve

717, cl(A)=n{F: A c F,F 141, kapali} seklinde gosterilir.

b) A kiimesinin i¢erdigi tiim 7,7, agiklarin birlesimine A’nin 7,7, igi denir ve

717, int(Ad) =V {F: F c A Ftyt, actk} seklinde gosterilir.(Ravi and
Thivagar 2006).

Asagida 7,1, agik ve kapali kiimelere ait bir 6rnek verilmistir:

Ornek 334 : X ={a,b,c},t; = {@,X,{a}} vet2 = {@,X,{b}} olsun. Bu
durumda, 747, acik kimeler {@,X,{a},{b} {a b}} ve 7,7, kapali kimeler
{0,X,{b.c},{a,c} {c}} olarak elde edilir.

Onerme 3.35 : (X,7,,7,) bir ikili topolojik uzay, A < X olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar saglanir:

a) tyint(A) c 1y1,int(A) ve ty,nt(A) c ty1,int(A).
b) t,7,cl(A) € t.cl(A) ve 1.1, cl(A) € 1, cl(A).
c) t.7,cl(ANB) c 1y1,cl(A) N TyT,¢l(B).

d) t,7int(A) U 111, int(B) C 147,int(A U B)

(Ravi and Thivagar 2006).
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Ispat: a) x € t,int(A) olsun. Bu durumda,x €U {F: F c A,F € t,}olur.
F €1,,0 €1, olarak secildiginde F = F U @ seklinde yazilabildiginden, F
kiimesit, 7, agik olur. O haldex €U {F : F c A, F 1,7, actk} bulunur. O halde x €
7,7, int(A) dir.

Diger onermeler de benzer sekilde ispatlanir.

Onerme 2.3.5 (a) sikkinin tersinin dogru olmadigina ait bir ters 6rnek verelim:

3.3.70rnek : X ={a, b, c}, 7, = {@,X,{a}}ver, = {@, X, {b}}

olsun. Bu durumda

7,7, aciklar {@, X, {a}, {b},{a, b}} ve 1,7, kapalilar ={@, X, {b, c},{a, c},{c}}

olarak bulunur.

7.7y int({a,b}) = {a,b}ve tyint({a, b}) = {a}

oldugundan,

717, int({a, b}) & tiint({a, b}) dir.

3.4. Ikili topolojik Uzaylarda On Agik (Kapali), Yar1 Acik (Kapali), Yar1 On A¢ik
(Kapal), a Acik (Kapal) ve G Acik (Kapal) Kiimeler

Tanmm 3.4.1 : (X, Ti,Tj) ikili topolojik uzayinin A alt kiimesi igin, A nin 7; ye
gore kapanisinin 7; ye gore i¢i A nin iist kiimesi oluyorsa A ya ij 6n agik (ij pre open)
kiime denir. Bagka bir ifadeyle

Ij on agik(A):A c t; — int(t; — cl(A))
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dir.

(X,7;,7;) nin ij 6n agik kiimesinin tiimleyeni ij én kapali (ij pre closed )

kiimedir.

Tim ij 6n agik, ve ij 6n kapali kiimeler ailesini ij PO(X) ve ij PC(X) ile
gosterecegiz (Sampath Kumar 1997).

Tanmmm 3.4.2 : ij PC(X) deki A y1 igeren kapalilarin arakesitinin olusturdugu
kiimeye ij on kapanis (ij pre closure) kiimesi denir. ij 6n kapanis kiimesi kisaca
ij pcl(A) ile gosterilir. Baska bir ifadeyle

ij pcl(A)=n{F c X:F € ij — PC(X),A C F}

dir.

Tiim ij 6n kapanig kiimeler ailesini ij PCL(X) ile gosterecegiz (Sampath Kumar
1997).

Tamm 3.4.3 : (X, ‘L'l-,Tj) ikili topolojik uzaymnin A alt kiimesi igin, A nin t; ye
gore iginin 7; ye gore kapanisi A nin {ist kiimesi oluyorsa A ya ij yar1 agik (ij semi open)

kiime denir. Bagska bir ifadeyle

ij yart agik(A):A c 1; — cl(t; — int(A))

dir.

(X, 7, Tj) nin ij yari acik alt kiimesinin timleyeni ij yar1 kapali (ij semi closed)

kiimedir.

Tim ij yan acik ve ij yar1 kapali kiimeler ailesini ij SO(X) ve ij SC(X) ile
gosterecegiz (Sampath Kumar 1997).
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Tamm 3.4.4 : (X, Ti,‘[j) topolojik uzay1 i¢in ve A € X olsun. ij SC(X) deki A y1
iceren kapalilarin arakesitinin olusturdugu kiimeye ij yar1 kapanis (ij semi closure)
kiimesi denir. ij yar1 kapanis kiimesi kisaca ij scl(A) ile gosterilir. Baska bir ifadeyle

ij scl(A) = N{F c X:F € ij — SC(X),A € F}

olarak tanimlanir.

Tiim ij yar1 kapanis kiimeler ailesini ij SCL(X) ile gdsterecegiz (Sampath Kumar
1997).

Tamm 3.4.5 : (X, Ti,‘l,'j) ikili topolojik uzaymin A alt kiimesi i¢in, A nin 7; ye
gore kapaniginin 7; ye gore i¢inin 7; ye gore kapanigi A nin ist kiimesi oluyorsa A ya ij
yar1 On agik (ij semi pre open) kiime denir. Bagka bir ifadeyle

ij yar1 6n agik(A):A c t; — cl(z; — int(zj — cl(4)))
dir.

(X ,Ti) Tj) nin ij yart 6n agik alt kiimesinin tiimleyeni ij yar1 6n kapali kiimedir.

Tilim ij yar1 6n acik ve ij yar1 6n kapali kiimeler ailesini ij SPO(X) ve ij SPC(X)
ile gosterecegiz (Sampath Kumar 1997).

Tanim 3.4.6 : (X, ‘L'l-,Tj) topolojik uzay1 i¢in ve A < X olsun. ij SPC(X) deki A
y1 igeren kapalilarin arakesitinin olusturdugu kiimeye ij yar1 6n kapanig (ij semi pre
closure) kiimesi denir. ij yar1 6n kapanis kiimesi kisaca ij spcl(A) ile gosterilir. Bagka

bir ifadeyle

ij spcl(A) = N{F c X:F € ij — spc(X),A C F}
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olarak tanimlanir.

Tim ij yar1 6n kapanis kiimeler ailesini ij SPCL(X) ile gésterecegiz (Sampath
Kumar 1997).

Tanim 3.4.7 : (X, Tl-,r]-) ikili topolojik uzaymin A alt kiimesi i¢in, A nin t; ye
gore i¢inin 7; ye gore kapaniginin 7; ye gore i¢i A nin Ust kiimesi oluyorsa A ya ij a agik
(ij a open) kiime denir. Bagka bir ifadeyle

ij a agik(A): A c 7; — int(tj — cl(t; — int(A)))
dir.

(X , Ti Tj) nin ij o agik alt kiimesinin tiimleyeni ij o kapali kiimedir.

Tim, ij a acik, ij o kapali kiimeler ailesini ij aO(X) ij aC(X) ile gosterilir
(Sampath Kumar 1997).

Tamm 3.4.8 : (X, Ti) ‘L'j) topolojik uzayi i¢in ve A < X olsun. ij o C(X) deki A y1
iceren kapalilarin arakesitinin olusturdugu kiimeye ij a kapanis (ij a kapanis) kiimesi

denir. ij a kapanig kiimesi kisaca ij a cl(A) ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle

jacl(A=N{FcX:Feij— aC(X),ACF}

olarak tanimlanir.

Tiim ij a kapanis kiimeler ailesini ija CL(X) ile gosterecegiz (Sampath Kumar
1997).

Tanmm 3.49 : A, (X, Ti,Tj) ikili topolojik uzayinin alt kiimesi olsun.U, A y1

kapsayan t; nin bir a¢i1g1 olmak {izere A nin j ye gore kapanisi U agiginin alt kiimesi ise
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bu kiimeye ij g kapali (ij g closed) kiime denir. ij g kapali kiime ailesi kisaca ij GC (X)
ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle eger

AcUUert, =>j—cl(AcU

ise ij g kapal1 kiimesidir (EI-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.10 : A, (X, Tl-,r]-) ikili topolojik uzaymnin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan t; nin bir ag1g1 olmak {izere A nin ji yar1 kapanigi U agiginin alt kiimesi ise bu
kiimeye ij gs kapali (ij gs closed) kiime denir. ij gs kapali kiime ailesi kisaca ij GSC (X)
ile gosterilir. Baska bir ifadeyle ij gs kapali olmasi i¢in

AcUUE€ert =ji—scl(A)cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.11 : A4, (X, ‘L'l-,‘l,'j) ikili topolojik uzaymin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan ij SO nin bir agig1 olmak {izere A nin ji yari kapanist U agiginin alt kiimesi ise
bu kiimeye ij sg kapali (ij sg closed) kiime denir. ij sg kapali kiime ailesi kisaca ij

SGC(X) ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle ij sg kapali olmasi igin

AcUUEIj—SO(X) = ji—scl(A)cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.12 : A, (X, ‘L'l-,Tj) ikili topolojik uzaymin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan t; nin bir a¢ig1 olmak iizere A nin ji-a kapanisi U agiginin alt kiimesi ise bu
kiimeye ij a g kapali (ij a g closed) kiime denir. ij a g kapali kiime ailesi kisaca ij o

GC(X) ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle ij @ g kapali olmas1 i¢in

AcUUEert =ji—acl(AcU
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olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.13 : A, (X, Tl-,r]-) ikili topolojik uzaymnin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan ji aO nin bir ag1g1 olmak tizere A nin ji-a kapanisi U agigmin alt kiimesi ise bu
kiimeye ij ga kapali (ij ga closed) kiime denir. ij g kapali kiime ailesi kisaca ij GaC (X)

ile gosterilir. Baska bir ifadeyle ij ga kapali olmas1 igin

AcCUUEj—aO0(X)=ji—acl(A)cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.14 : A, (X, Tl-,‘l,'j) ikili topolojik uzaymin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan t; nin bir agig1 olmak {izere A nin ji yar1 6n kapanist U agigmnin alt kiimesi ise
bu kiimeye ij gsp kapali (ij gsp closed) kiime denir. ij gsp kapali kiime ailesi kisaca ij

GSPC(X) ile gosterilir. Baska bir ifadeyle ij gsp kapali olmasi i¢in

AcUUE€ert = ji—spcl(A)cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.15 : 4, (X, Ti,’l'j) ikili topolojik uzaymin alt kiimesi olsun. U, A y1
kapsayan ji SPO nun bir ac¢ig1 olmak iizere A nin ji yar1 6n kapanisi U a¢igmin alt
kiimesi ise bu kiimeye ij spg kapal1 (ij spg closed) kiime denir. ij spg kapali kiime ailesi

kisaca ij SPGC(X) ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle ij spg kapali olmast i¢in

AcUUEji—SPOX) = ji—spcl(A) cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Tamm 3.4.16 : A, (X, ’l'i,’l'j) ikili topolojik uzayinin alt kiimesi olsun. U, A y1

kapsayan t; nin bir a¢ig1 olmak iizere A nin ji 6n kapanist U agiginin alt kiimesi ise bu
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kiimeye ij gp kapali (ij gp closed) kiime denir. ij gp kapali kiime ailesi kisaca ij GPC (X)
ile gosterilir. Baska bir ifadeyle ij gp kapali olmasi igin

AcUUE€ert =ji—pcl(A)cU

olmalidir (El-Tantawy and Abu-Donia 2005).

Teorem 3.4.17 : Yukaridaki tanimlarin arasindaki iliski asagidaki diyagram da

verilmigtir.

j kapali — ij gkapali — ij ogkapai ——— 3 ij gp kapal

ji o kapali — ij ga kapali ij gs kapali

v
ji s kapalh ——»  ij sg kapali ——» ij spg kapal—— > ij gsp kapal

jiyar1 6n kapali < Jji on kapali

Sekil 3.1. Ikili topolojik uzaylardaki kapal kiimeler arasindaki iliskiler (EI-Tantawy
and Abu-Donia 2005).

Ornek 3.4.18 : X = {a, b, ¢, d} kiimesi verilsin. 7; = {X,0,{a},{a, d}} ve 7, =
{X ,0,{a, b}, {c, d}} olmak tizere (X,7,,7,) ikili topolojik uzay olsun. Yukaridaki
tanimlarda verilen ayirma aksiyomlarini incelelim.

Coziim: Ilk olarak Tanim 3.4.1-17 tamimlarinda yer alan acik kiimeleri bulalim.

Tanim 3.4.1 de yer alan 6n agik kiime tanimini hatirlayalim.

ij on actk(A): A c t, — int( 1, — cl(4))
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olur. Buna gore;

o 7,— cl({a}) ={a,b} = 1, — int({a,b}) ={a} = {a} c{a}
e 7,— cl({b}) ={a,b} = 1, — int({a,b}) ={a} = {b} ¢ {a}
e T,—cl({c)={c,d} = 1,— int({c,d}) =0 = {c} ¢ 0

o 7,—cl({d}) ={c,d} = 1,— int({c,d}) =0 = {d} ¢ 0

e 17,— cl({a,b}) ={a, b} = 1, — int({a,b}) ={a} = {a, b} ¢ {a}
e T,—cl({a,ch) =X =1,—int(X) =X ={a,c}cX

e T,—cl({a,d)=X = 1,— int(X) =X ={ad}cX

e T,—cl({bch) =X =1—-—int(X)=X = {b,c}cX

e T,—cl({bd}) =X = 1,— int(X) =X = {b,d} cX

e 7,—cl({c,d})={c,d} = 1,— int({c,d}) =0 ={c,d} ¢ @
e 7,—cl({a,b,c}) =X = 7, — int(X) =X ={a,b,c}cX

e ,—cl({a,bd)=X = 1,— int(X) =X = {a,b,d}cX
o T,—cl({hcd)=X = 1,— int(X) =X = {bc,d}cX
e 7,—cl({a,c,d) =X = 1,— int(X)=X = {a,c,d}cX
e T,—cl(P)=0=1,—int(P) =0 = 6coO

e L,—cd(X)=X=>1—-int(X) =X = XcX

ij POX) ={X,0,{a},{a,c},{ad},{b,c},{b,d},{a b,c}{a b d} {bc d}{ac d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.6 da yer alan yar1 6n agik kiime tanimin1 hatirlayalim

ij yarton acik(A): A c 1, — cl(tqy — int(rz — cl(A))

olur. Buna gore

e 17,— cl({a}) ={a, b} = {a} c{a,b}
e 7,— cl({a}) ={a b} = {b} c{a,b}

21



3.MATERYAL ve YONTEM

e T,—c(®)=0 = {c}¢0

e - cl(9)=0 = {d}¢ 0

e 7,— cl({a}) ={a, b} = {a,b} c{a,b}
e T,—cl(X)=X = {a,c}cX

e T,—cl(X)=X = {a,d}cX
e T,—cl(X)=X = {bc}cX

e T,—cl(X)=X = {bd}cX
o T,—cl(P)=0 = {c,d}¢ D

e T,—cl(X)=X = {a,b,c}cX
e T,—cl(X)=X = {a,b,d}cX
e T,—cl(X)=X = {bcd}cX
e T,—cl(X)=X = {a,cd}cX
e T,—cl(P)=0 =0cCo

e T,—cl(X)=X > XcX

ij SPO(X) = {X, @,{a},{b},{a, b}, {a,cHa,d},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c d} {a,c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.3 de yer alan yar1 agik kiime tanimini hatirlayalim

ij yartacgik(A): Ac 1, — cl(t, — int(4))

olur. Buna gore

o 7, — int({a}) ={a} = 1, — cl({a}) ={a, b} = {a} c{a, b}

e T,—int({b=0=>1,—cl(®)=0 = {b} ¢ O

e T,—int({cH=0=>1,—cl(B®)=0 = {c}¢ 0O

o ,—int(d)=0=1,—cl(P)=0 = {d} ¢ 0

e 7, — int({a,b}) ={a} = 1, — cl({a}) ={a,b} = {a,b} c{a,b}

e 7, — int({a,c}) ={a} = 1, — cl({a}) ={a,b} = {a,c} ¢ {a, b}

e 7,— int({a,d}) ={a,d} = 1,— cl({a,d}) =X = {a,d} cX
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int({b,c}) =0 = 1,— cl(®) =0 = {b,c} O
int({h,d})) =0 = 17,— cl(P) =0 = {b,d} ¢ 0
int({c,d})) =0 = 1,— cl(®)=0 = {c,d} ¢ 0

int({a,b,c}) ={a} = 1, — cl({a}) ={a,b} = {a,b,c} ¢ {a, b}
int({a,b,d}) ={a,d} = 1, — cl({a,d}) =X = {a,b,d} c X
int({b,c,d}) =0 = 17, — cl(®) =0 = {b,c,d} ¢ 0
int({a,c,d}) ={a,d} = 17, — cl({a,d}) =X = {a,c,d}cX
int(@)=0 = 17,—cl(0)=0 > 0co

int(X\) =X =1,—cl(X) =X = XcX

ij SO(X) ={X,0,{a},{a, b}, {a d},{a b,d},{a c d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.8 de yer alan a-agik kiime tanimini hatirlayalim.

ij @ agtk(A): A € T, — int( 1, — cl(r, — int(4)))

olur. Buna gore

Tl_

int({a,b}) = {a} = {a} c {a}
int(p)=0 = (b} 0o
nt(@)=0 = {c}¢ o
int(P)=0 = {d}¢ 9
int({a,b}) ={a} = {a,b} ¢« {a}
int({a,b}) ={a} = {a,c} ¢ {a}
int(X)=X = {a,d}cX
int(@) =0 = {b,c} O
int(P) =0 = {b,d} 0
int(®)=0 = {c,d}¢ 9
int({a,b}) ={a} = {a,b,c} ¢ {a}
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e T,—int(X)=X = {a,b,d}cX
e T,—int(P)=0 = {b,c,d} 0
e T,—int(X)=X = {a,c,d}cX
e T, —int(P)=0 > 0cCco
o T,—int(X)=X = XcX

ij 20(X)= {X,0,{a}, {a,d},{a,b,d},{a,c,d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.5 de yer alan yar1 kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

ijscl(A):N{F c X:F € ij — SC(X)}

olur. Buna gore

ij SC(X)={X,0,{b,c,d},{c,d},{b,c},{c}, {b}}

o scl({a}) =X

e scl({b}) =Xn{b,c,d}n{b,c}n{b}={b}
e scl({ch) =Xn{b,c,d}n{c,d}n{b,c}n{c}={c}
o scl{d}) =Xn{b,cd}n{cd}={cd}

e scl({ab}) =X

e scl({ach) =X

e scl({a,d}) =X

e scl({b,c}) =Xn{b,c,d}n{b,c}={b,c}
e scl({b,d}) =Xn{b,c,d}={b,cd}

e scl({c,d}) =Xn{bc,d}n{cd}={cd}
e scl({ab,c}H) =X

e scl({ab,d}) =X

e scl({b,c,d}) =Xn{b,c,d}=1{b,c,d}
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e scl({acd})=X

ij SCL(X)=1{X,0,{b},{c},{b,c},{c d},{b,c,d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.9 yer alan a kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

ijacl(A:N{FcX:Feij— aC(X), ACF}

Olur. Buna gore

ij- aC(X): {X, ®,{b, c, d}, {b, c},{c}, {b}}

e a—cl({a}) =X

o a—cl({p) =Xn{b,c,d}n{bc}n{b}={b}
e a—cl({ch)=Xn{b,c,d}n{b,c}n{c}={c}
e a—cl({d)=Xn{b,c,d}=1{b,cd}

e a—cl({ab}) =X

e a—cl({ac}) =X

e a—cl({ad}) =X

e a—cl({b,c}) =Xn{b,c,d}n{b,c}=1{b,c}
o a—cl({b,d}) =Xn{b,c,d}=1{b,c,d}

e a—cl({c,d}) =Xn{b,c,d}=1{b,cd}

e a—cl({ab,c}Hh) =X

e a—cl({acd})=X

e a—cl({ab,d}) =X

e a—cl({b,c,d}) =Xn{b,c,d} =1{b,c,d}

e a—cl(®) =09

e a—cl(X)=X

ij aCL(X)={X,0,{b},{c},{b,c},{b,c,d}}
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olarak bulunur.

Tanim 3.4.7 yer alan yar1 6n kapanis kiime tanimin1 hatirlayalim.

ij spcl(A):N{F c X:F € ij — spc(X),A C F}

olur. Buna gore

ij SPC(X): {X,0,{b,c,d},{a c,d},{c d},{b,d},{b,c}{a d}{a c} {d},{c} {a}, {b}}

spcl({a}) =X n{a,c d}n{ad} {a c}n{a} ={a}

spcl({b}) =X n{b,c,d}n{b,d}n{b,c}n{b} = {b}

spcl({c}) =Xn{b,c,d}n{ac,din{c,d}n{b c}n{a c}n{c}={c}
spcl({d}) =X n{b,c,d}n{a,c,d}n{c,d}n{a d}n{d}={d}
spcl({a,b}) =X

spcl({a,c}) =X n{a,c,d} {a c}={a,c}

spcl({a,d}) =X n{a,c,d}n{a d} = {a d}

spcl({b,c}) =X n{b,c,d}n{b,c} ={b,c}

spcl({b,d}) =X n{b,c,d}n{b,d} = {b,d}

spcl({c,d}) =X n{b,c,d}n{a,c,d}n{c,d} ={cd}
spcl({a,b,c}) =X

spcl({a,b,d}) =X

spcl({b,c,d}) =X n{b,c,d} =1{b,c,d}

spcl({a,c,d}) =X n{a,c,d} ={a,c,d}

spcl(@) =0

spcl(X) =X

ij SPCL(X) = {X, @,{a},{b},{c},{d},{a,c} {a,d},{b,c},{b,d},{c,d},{b,c d},{a,c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.2 yer alan yar1 kapanig kiime tanimini hatirlayalim.
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ij pcl(A) :N{F c X:F € ij — PC(X),A S X}

olur. Buna gore

ij PC(X):{0,X,{b,c,d},{b,d},{b,c},{a,d},{a,c},{d},{c},{a},{b}}

e pcl({a}) =X n{a,d}n{actn{a} ={a}

o pcl({b}) =Xn{b,c,d}n{b,d}n{b,c}n{b} = {b}
e pcl({c) =Xn{b,c,d}n{b,c}n{ac}n{c}={c}
o pcl({d}) =Xn{b,c,d}n{b,d}n{ad}n{d}={d}
o pcl({a,b}) =X

e pcl({a,c}) =Xn{ac}=1{ac}

e pcl({a,d}) =Xn{a,d}={ad}

e pcl({b,c}) =Xn{b,c,d}n{b,c}={b,c}

o pcl({b,d}) =Xn{b,c,dyn{b,d} ={b,d}

e pcl({c,d}) =Xn{b,c,d}=1{b,c,d}

e pcl({ab,c}) =X

e pcl({a,b,d}) =X

e pcl({a,cd}) =X

e pcl({b,c,d}) =Xn{b,c,d}={b,cd}

e pcl(@)=9

o pcl(X)=X

ij PCL(X)= {X, @,{a},{b},{c},{d},{a, c},{a d},{b,c},{b,d},{b,c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.1 de yer alan 6n agik kiime tanimini hatirlayalim.

ji 6nagik(A): A c 1, — int(ty — cl(A))
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olur. Buna gore

e T,—cl({ah) =X =>1,—int(X) =X = {a}cX

o 7, — cl({p}) ={b,c} = 1,— int({b,c}) =0 = {b} O

e 7,—cl({ch) ={b,c} = 1,— int({b,c}) =0 = {c} ¢ 0

o 7,—cl({d}) ={b,c,d} = 1,— int({b,c,d}) ={c,d} = {d} c{c, d}

e T,—cl({a,b) =X = 1,— int(X) =X = {a,b}cX

e T,—cl({ach)=X=1,—int(X) =X = {a,c}cX

e T,—cl({a,d)=X =1,—int(X) =X = {a,d}cX

e 7,— cl({b,c}) ={bc} = 1,— int({b,c}) =0 = {b,c} ¢ @

e 17,— cl({b,d}) ={b,c,d} = 1, — int({b,c,d}) ={c,d} = {b,d} ¢
{c,d}

e 17,— cl({c,d}) ={b,c,d} = 1, — int({b,c,d}) ={c,d} = {c,d}c
{c,d}

o 7,—cl({a,bc) =X = 1,— int(X)=X = {a,bc}cX

e 7,—cl({a,bd}) =X = 1,— int(X)=X = {a,b,d}cX

e 17, — cl({b,c,d}) ={b,c,d} = 1, — int({b,c,d}) ={c,d} = {b,c,d} &
{c,d}

e 7,—cl({a,c,d}) =X = 17,— int(X) =X = {a,c,d}cX

e ,—cd(P=0=1,—int(P)=0¢ = @c@

e T, —cd(X)=X=1,—int(X) =X = XcX

ji PO(X)= {X, @,{a},{d},{a, b}, {a,c} {a,d},{c,d},{a, b, c},{a b,d} {a,c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.6 da yer alan yar1 6n agik kiime tanimin1 hatirlayalim.

jiyarion agik(A):A € 1y — cl(t, — int(ry — cl(4)))

Olur. Buna gore
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[ ] ’[1—

cd(X)=X = {a}cX

cd(@)=0 = {b} ¢ 0

cd(@)=0 = {c}¢ 0o

cl({c,d}) ={b,c,d} = {d} c{b,c,d}
cd(X)=X = {a,b}cX

cd(X)=X = {a,c}cX

cd(X)=X = {a,d}cX

c(@)=0 = {b,c}z @

cl({c,d}) =1{b,c,d} = {b,d} c{b,c,d}
cl({c,d}) ={b,c,d} = {c,d} c{b,c,d}
cd(X)=X = {a,b,c}cX

cd(X)=X = {a,b,d}cX

cl({c,d}) ={b,c,d} = {b,c,d} c{b,c,d}
cd(X)=X = {a,c,d}cX

c(p)=0 = 0co

cd(X) =X = XcX

Jji SPO(X)={X,9,{a}, {d}, {a, b}, {a,c},{a, d},{b,d},{c,d},{a b, c},{a b,d},{b,c d} {ac d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.3’de yer alan yari agik kiime tanimin1 hatirlayalim.

jiyartagik(A): A € T, — cl(t, — int(A))

olur. Buna gore

int({a)) =0 = 1,— cl(®)=0 = {a} ¢ O

int({b) =0 = 1,—cl(0)=0 = {b} ¢ @

int({ch =0 =17 —cl(®) =0 = {c} ¢

mt({d) =0 =>1,—cl(®)=0 = {d}¢ @

int({a,b}) ={a,b} = 1, — cl({a,b}) =X = {a,b}c X
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e T,—it({a,c)=0=1,—cl(®)=0 = {a,c}¢c?

e 7,— int({a,d}) =0 =1,—cl(P)=0 = {a,d} ¢ @

o 7,— int({b,c})) =0 = 1,—cl(®)=0 = {bc}

o 7,— int({h,d}) =0 = 17, — cl(®) =0 = {b,d} ¢ D

o 7,— int({c,d}) ={c,d} = t,— cl({c,d}) ={b,c,d} = {c,d}c
{b,c,d}

o 17,— int({a,b,c}) ={a b} = 1, — cl({a,b}) =X = {a,b,c}cX

e 17,— int({a,b,d}) ={a, b} = 7, — cl({a,b}) =X = {a,b,d} X

o 1,— int({b,c,d}) ={c,d} = v, — cl({c,d}) =1{b,c,d} = {b,c,d} c
{b,c,d}

e 1,— int({a,cd}) ={c,d} = 1, — cl({c,d}) ={b,c,d} = {a,c,d} ¢
{b,c,d}

e T,—int(P)=0 = 17,—cl(P) =0 = 0c O

e ,—int(X)=X=17—-cl(X)=X = XcX

jisoX) ={x,0,{a b}, {c,d},{ab,c},{a b, d}{bc d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.8 de yer alan a —agik kiime tanimini hatirlayalim.

ji @ agtk kime(A):A € 1, — int(t, — cl(t, — cl(r, — int(4)))

olur. Buna gore

o T,—int(P)=0 = {a} ¢ O
e 7,— int(@)=0 = {b} 0
e T,—int(P)=0 = {c}¢ O
o T,—int(P)=0 = {d} ¢
o 7,—int(X)=X = {a,b}cX
e 7,— int(P)=0 = {a,c}c
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e 7,— int(P)=0 = {a,d} ¢

e 7,—int(@)=0 = {bc}¢

e 7,—int(@0)=0 = {b,d} ¢ @

o 1,— int({b,c,d}) ={c,d} = {c,d} c{c d}
o 7,—int(X)=X = {a,bc}cX

o 7,— int(X)=X = {a,b,d}cX

e 1,— int({b,c,d}) ={c,d} = {b,c,} ¢ {c,d}
e 1,— int({b,c,d}) ={c,d} = {a,c,d} ¢ {c,d}
e T,—int(P)=0 = @cP

o T,—int(X)=X = XcX

jia0(X) ={X,0,{a, b}, {c, d},{a,b,c},{a b,d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.5 de yer alan yar1 kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

jiscl(A)=N{F c X:F €ji—SC(X),Ac X}

olur. Buna gore

jiSC(X) = {®,X,{c,d},{a, b}, {d},{c},{a}}

e scl({a}) =Xn{a b}n{a}={a}
e scl({b}) =Xn{a b} ={a, b}

e scl({ch)=Xn{c,d}n{c}={c}
e scl({d}) =Xn{cd}n{d}={d}
e scl({a,b})=Xn{ab}=1{a b}
e scl({ach =X

e scl({a,d}) =X

e scl({b,c) =X
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e scl({b,d}) =X

e scl({c,d}) =Xn{cd}={cd}
e scl({ab,c}) =X

e scl({a,c,d}) =X

e scl({ab,d}) =X

e scl({b,c,d}) =X

e scl(X)=X

o scl(P)=0

ji SCL(X) = {X,0,{a}, {c},{d},{a, b}, {c,d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.8 de yer alan a kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

jiacl(A):N{FcX:Feji— aC(X),ACF}

buna gore

ji aC(X)={®,X,{c,d},{a b}, {d}, {c}}

e acl({a}) =Xn{a,b}={a, b}

e acl({b}) =Xn{a,b}={a,b}

o acl({c)h) =Xn{c,d}n{c}=1{c}
o acl({d})=Xn{cd}n{d}={d}
e acl({a,b}) =Xn{ab}={a b}
e acl({ac}) =X

e acl({a,d}) =X

e acl({bch =X

e acl({bd}) =X

e acl({c,d}) =Xn{cd}={cd}
e acl({a,b,c}) =X
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e acl({ab,d}) =X
e acl({acd}) =X
e acl({bcd})=X
o acl(P)=0
o acl(X)=X

ji aCL(X)={X,8,{c},{d},{a, b}, {c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.7 de yer alan yar1 6n kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

jispcl(A):N{F c X:F € ji —SPC(X),A C F}

olur. Buna gore

Jji SPC(X) ={®,X,{b,c,d},{a b,c},{c,d}{b,d},{b,c}{a c} {a b} {d},{c}, {a}, {b}}

o spcl({a}) =Xn{ab,c}n{ac}n{ab}n{a}={a}

o spcl({b}) =Xn{b,c,d}n{ab,c}n{b,d}n{b,c}n{a b}n{b}={b}
o spcl({c}) =Xn{b,c,d}n{ab,c}n{c,d}n{b,c}n{a c}n{c}={c}
o spcl({d}) =Xn{b,c,d}n{c,d}n{b,d}n{d}={d}

e spcl({a,b}) =Xn{a,b,c}n{a b} ={a, b}

e spcl({a,c}) =Xn{ab,c}n{ac}=1{ac}

e spcl({a,d}) =X

o spcl({b,c}) =Xn{b,c,d}n{a,b,c}n{b,c}={b,c}

o spcl({b,d}) =X n{b,c,d}n{bd}={b d}

o spcl({c,d}) =Xn{b,c,d}n{c,d}={cd}

e spcl({a,b,c})=Xn{ab,c}={ab,c}

e spcl({a,c,d}) =X

o spcl({b,c,d}) =Xn{b,c,d}=1{b,c,d}
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e spcl({a,b,d}) =X
o spcl(®)=0
o spcl(X)=X

ji spcl(4) = {X,0,{a},{b},{c},{d},{a, b}, {a,c},{b,c},{b,d},{c,d},{a,b,c},{b,c, d}}
olarak bulunur.

Tanim 3.4.2 de yer alan 6n kapanis kiime tanimini hatirlayalim.

ji pcl(A): N{F c X:F € ji — PC(X),A C F}

olur. Buna gore

Jji PC(X) = {(D, X, {b,c,d},{a,b,c} {c d}{b,d} {b,c} {a b} {d} {c}, {b}}

e pcl({a}) =Xn{ab,c}n{a b} ={a b}

o pcl({b}) =Xn{b,c,d}n{ab,c}n{b,d}n{b,c}n{a b}n{b}={b}
o pcl({c}) =Xn{b,c,d}n{ab,c}n{c,d}n{b,c}n{c}={c}
o pcl({d}) =Xn{b,c,d}n{c,d}n{b,d}n{d} = {d}

e pcl({a,b}) =Xn{ab,c}n{a b} ={a b}

e pcl({a,c}) =Xn{ab,c}=1{ab,c}

e pcl({a,d}) =X

o pcl({b,c}) =Xn{b,c,d}n{ab,c}n{b,c}={b,c}

e pcl({b,d}) =Xn{b,c,d}n{b,d} ={b,d}

o pcl({c,d}) =Xn{b,c,d}n{c,d}={cd}

e pcl({a,b,c}) =Xn{ab,c}={ab,c}

e pcl({a,b,d}) =X

e pcl({b,c,d}) =Xn{b,c,d}={b,c,d}

e pcl({a,cd}) =X

e pcl(@)=9
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e pcl(X)=X

ji PCL(X)={X,0,{b},{c},{d},{a, b}, {b,c},{b,d},{c,d}{a b,c}{b,c, d}}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.10 da yer alan genellestirilmis kapali kiime tanimini hatirlayalim.

ijgkapali(A):AcUUET;, =j—cl(A)cU

olur. Buna gore

e {a}cfa}{ad}X = j—cl({a}) ={a b} ¢ {a}{a,d},
e {b}cX =j—cl({b) ={ab}cX

o {c}cX =j—cl({c}h) ={cd}cX

e {d}c{ad}X =j—cl({d}) ={c,d} ¢ {a,d}
e {a,b}cX = j—cl({ab}) ={ab}cX

e {acjcX =j—cl({a,c)=XcX

e {a,d}cf{a,d}X =j—cl({a,d}) =X ¢ {a,d}
e {bclcX =j—cl({bc}) =XcX

e {hdjcX =j—cl({hd}) =XcX

e {c,d}cX = j—cl({c,d}) ={cd}cX

e {abcijcX =j—cl({abc})=XcX

e {acdlcX =j—cl({acd)=XcX

e {bcdicX =j—cl({bcd})=XcX

e {a,bd}cX =j—cl({abd})=XcX

ij GC(X) =
{{b}.{c},{a, b} {a,c},{b,c},{b,d},{c,d}.{a b,c}.{a c d}.{ c d}{ab,d},® X}

ij GO(X) = {{a,c,d}, {a b, d}, {c, d},{b,d},{a,d},{a,c},{a, b}, {d},{b}, {a},{c}, 8, X}
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olarak bulunur.

Tanim 3.4.11 da yer alan genellestirilmis yar1 kapali kiime tanimin1 hatirlayalim.

ij gskapali(A):Ac U,U € 1; = ji—scl(A) cU

Buna gore

e {a}cia}{ad},X = ji—scl({a}) = {a} c {a},{a,d}, X
o {(b}cX = ji—scl({b}) ={a,b}cX

o {c}cX =ji—scl({c}) ={c}cX

e {d}c{ad},X = ji—scl({d}) ={d} c{a,d},X
e {a,b}cX = ji—scl({ab}) ={ab}lcX

e {a,c}cX =ji—scl({ac})=XcX

e {a,d}c{ad},X = ji—scl({a,d}) =X ¢ {a,d}
o {bcjcX =ji—scl({bc}))=XcX

o {bd}cX =ji—scl({bd}) =XcX

e {c,d}cX = ji—scl({c,d}) ={c,d}cX

e {a,bc}cX = ji—scl({a,b,c}))=XcX

e {a,cd}cX =ji—scl({acd})=XcX

e {bcdicX = ji—scl({b,c,d}) =XcX

e {a,bdicX = ji—scl({abd})=XcX

ij GSC(X) =
{{a}, {b},{c},{d}.{a b}.{a c},{b,c}{b,d}{c d},{a b,c}{a c d} {b,c d}{a b d} X 0}

ij GSO(X) =
{{b,c,d}{a,c,d},{a,b,d},{a b,c}{c,d},{b,d},{a d}{a c},{a b},{d},{b},{a} {c}, 0, X}

olarak bulunur.
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Tanim 3.4.12 de da yer alan yar1 genellestirilmis kapali kiime tanimini

hatirlayalim.

ij sgkapali; Ac U, U €ij—SO(X) = ji—scl(A)cU

olur.Buna gore

e {a}c{a},{a b} {a b, d}{acd},X = ji—scl({a}) ={a} c
{a},{a,b},{a,b,d} {a,cd} X

e {b}c{ab}{abd},X = ji—scl({b}) ={a,b} c{a b}, {a b,d},X

o {c}c{acd},X =ji—scl({c}) ={c}c{acd}X

e {d}c{ad}{abd}{acd},X = ji—scl({d}) ={d} c
{a,d},{a,b,d},{a,cd}, X

e {a,b}c{ab}{abd},X = ji—scl({a,b}) ={a b} c{a,b},{ab,d}, X

e {a,c}ciacd}X = ji—scl({ac}) =X ¢ {a,c,d}

e {a,d}c{ab,d}{acd}{ad},X = ji—scl({ad})=X¢
{a,b,d},{a,c,d} {a d}

o {bcjcX =ji—scl({bc})=XcX

e {b,d}c{ab,d},X = ji—scl({b,d}) =X & {a,b,d}

e {c,d}c{acd}X = ji—scl({c,d}) ={cd}c{acd}X

e {abci}cX =ji—scl({abc}h)=XcX

e {a,cd}c{acd},X = ji—scl({a,cd}) =X ¢ {a,cd}

e {bcdicX = ji—scl({b,c,d}) =XcX

e {ab,d}c{ab,d},X = ji—scl({a,b,d}) =X ¢ {a,b,d}

ijSGC(X) = {{a}, {b},{c},{d},{a,b},{b,c},{c,d},{a,b,c},{b,c d} X, (Z)}

ij SGO(X) = {{b,c,d},{a,c,d},{a b,d},{ab,c},{c d},{a d}{a b},{d} {a} 0 X}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.12 da yer alan a genellestirilmis kapali kiime tanimini hatirlayalim.
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ij agkapali(A): AcU,U€et; =ji— acl(A) cU

olur. Buna gore

e {a}c{a},{a,d},X = ji— acl({a}) ={a, b} ¢ {a},{a,d}
e {b}cX =ji— acl({b}) ={a,b}cX

o {c}cX =ji—acl({c}) ={c}cX

o {d}c{ad}X =ji— acl({d}) ={d}c{ad}X
e {a,b}cX =ji— acl({ab}) ={a,b}cX

e {acjcX =ji— acl({a,c})=XcX

e {a,d}c{ad}X =ji— acl({a,d}) =X ¢ {a,d}
o {bcjcX =ji— acl({bc})) =XcX

e {hdjcX =ji— acl({hd}) =XcX

e {c,d}cX =ji— acl({c,d}) ={cdlcX

e {a,bc}cX =ji— acl({a,b,c})=XcX

e {a,bdicX =ji— acl({a,b,d})) =XcX

e {bcdicX =ji— acl({bc,d}) =XcX

e {a,cd}cX =ji—acl({a,cd})=XcX

ij aGC(X) =
{{b}, {c},{d},{a,b},{a,c},{b,c},{b,d},{c,d},{a b, c},{a,b,d},{b,c,d}{acd} X, @}

ij aGO(X) = {{a,c,d},{a b,d},{a,b,c},{c,d},{b,d},{a d},{a c} {a b} {d},{c} {a},{b}, 0 X}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.14 da yer alan genellestirilmis a kapali kiime tanimini hatirlayalim

ij ga kapali(A): Ac U, U€Eij— aO(X) = ji— acl(A) cU

olur. Buna gore
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e {a}c{a},{ab,d},{acd}{a d},X = ji— acl({a}) ={a b} ¢
{a},{a,d},{a,c,d}, X

e {b}c{abd}X = ji— acl({b}) ={a, b} c{ab,d},X

e {c}c{acd}X =ji— acl({c}) ={c}c{acd}X

e {d}c{ad}{abd}{acd},X = ji— acl({d}) ={d} c
{a,d},{a,b,d},{a,cd}, X

e {a,b}c{abd},X = ji— acl({ab}) ={a,b}c{abd} X

e {ac}ci{acd}LX =ji— acl({a,c}) =X ¢ {a,c,d}

e {a,d}c{ad}{abd}{acd},X =ji— acl({a,d}) =X¢&
{a,d},{a,c,d} {a,c d}

e {bclcX =ji—acl({hc})) =XcX

e {bd}c{abd}X =ji— acl({b,d}) =X ¢ {a,b,d}

e {c,d}c{acd}X =ji— acl({cd}) ={c,d}c{acd},X

e {abcjcX =ji— acl({a,b,c}))=XcX

e {a,bd}c{ab,d},X =ji— acl({ab,d}) =X ¢« {a,b,d}

e {bcdicX =ji— acl({bc,d})=XcX

e {a,c,d}c{acdLX =ji— acl({acd}) =X ¢ {a,b,d}

ij GaC(X) = {{b},{c},{d},{a, b}, {b,c},{c,d},{a b, c}{b,c d} X, 0}

ij GaO(X) = {{a, c,d},{a,b,d},{a,b,c},{c,d},{a,d},{a, b}, {d},{a},®, X}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.15 de yer alan genellestirilmis yart 6n kapali kiime tanimini

hatirlayalim.

ij gsp kapali(A): Ac U,U € 1; = ji —spcl(A) c U

olur.Buna gore
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e {a}clal{ad}X = ji—spcl({a}) ={a} c {a},{a,d},X
o (b}cX = ji—spcl({b}) ={b}cX

o {c}cX =ji—spcl({c}) ={c}cX

o {d}c{ad},X = ji—spcl({d}) ={d} c{a,d},X
e {a,b}cX = ji—spcl({a,b}) ={ab}cX

e {a,c}cX =ji—spcl({a,c}) ={ac}cX

e {a,d}cf{a,d},X = ji—spcl({a,d}) =X ¢ {a,d}
e {bc}cX = ji—spcl({b,c}) =X & {b,c}

e {bd}cX = ji—spcl({b,d}) ={b,d} c X

o {c,d}cX = ji—spcl({c,d}) ={c,d}cX

e {abc}cX = ji—spcl({a,b,c}) ={ab,c}cX
e {a,bdicX = ji—spcl({abd}) =XcX

e {bc,d}cX = ji—spcl({b,cd}) ={b,c,d}cX
e {a,cdlcX = ji—spcl({acd})=XcX

ij GSPC(X) =
{{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c},{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d},{a,c d}, X, 0}

ij GSPO(X) =
{{b,c,d},{a,c,d},{a, b,d},{a b,c},{c,d},{b,d} {a c},{a b}, {d},{c},{a}, {b}, 0, X}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.16 da yer alan yar1 On genellestirilmis kapali kiime tanimini

hatirlayalim.

ij spg kapali(A): A c U,U € ji — SPO(X) = ji —spcl(A) c U

olur. Buna gore

e {a}c{a},{a, b}, {a,c} {a d},{ab,c}{a b,d},{acd},X = ji—
spcl({a}) = {a} c {a},{a, b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}, X
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e {b}c{ab}{ab,c}{abd},X = ji—spcl({b}) ={b} c
{a,b},{a,b,c},{a,b,d}, X

o {c}c{ac}{cd}{ab,c}{bcd}{acd},X = ji—spcl({c}) ={c}c
{a,c},{c,d},{a,b,c},{bcd}{acd} X

o {d}c{d}{ad} {b d} {cd}{ab,d},{bc,d}{accd},X = ji—
spcl({d}) ={d} c{d},{a,d},{b,d},{c,d},{a,b,d},{b,c,d} {a,c d} X

e {a,b}c{ab}{ab,c}{ab,d},X = ji—spcl({ab}) ={b} c
{a,b},{a,b,c},{a, b,d}, X

e {a,c}c{ac}{ab,c}{acd},X = ji—spcl({ac}) ={ac}c
{a,c},{a,b,c}{acd} X

e {a,d}c{ad}{ab,d},{acd},X = ji—spcl({a,d}) =X ¢&
{a,d},{a,b,d},{a,c d}

o {bcic{ab,c}{bc,d},X = ji—spcl({b,c}) =1{b,c}C
{a,b,c},{b,c,d}, X

e {b,d}c{b,d}{ab,d}{bcd},X = ji—spcl({b,d}) =1{b,d}C
{b,d},{a,b,d},{b,c,d}, X

e {c,d}c{cd}{bcd}{acd},X = ji—spcl({cd}) ={cd}c
{c,d},{b,c,d},{a,c,d}, X

e {ab,c}c{ab,c},X = ji—spcl({ab,c}) ={ab,c}c{ab,c}X

e {ab,d}c{ab,d},X = ji—spcl({ab,d}) =X ¢ {a,b,d}

e {b,c,d}c{b,cd},X = ji—spcl({b,c,d}) ={b,c,d} c{b,c,d}, X

e {a,c,d}c{acd}L,X = ji—spcl({acd}) =X ¢ {a,cd}

ij SPGC(X) =
{{a}, {b},{c},{d},{a, b}, {a,c},{b,c}, {b,d},{c,d},{a,b,c},{b,c,d}, X, 0}

ij SPGO(X) =
{{b,c,d},{a,c,d},{a,b,d},{a,b,c},{c,d},{b,d},{a, d},{a c},{a b},{d}, {a}, 0 X}

olarak bulunur.

Tanim 3.4.17 de yer alan genellestirilmis 6n kapali kiime tanimini hatirlayalim.
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ij gpkapali(A):Ac U, U€et; = ji—pcl(A) cU

olur. Buna gore

e {ajc{a}{ad},X = ji—pcl({a}) = {a,b} ¢ {a},{a,d}
o {b}cX = ji—pcl({b}) ={b}cX

o (X =ji-pcd({c})={c}cX

o {djclad}X = ji—pcl({d}) = {d} c{a,d},X
o {a,b}cX = ji—pcl({ab}) ={ab}cX

e {ac}cX =ji—pcl({ac}) ={abc}cX

e {a,d}cf{a,d},X = ji—pcl({a,d}) =X ¢ {a,d}
o {bc}cX = ji—pcl({b,c}) ={bc}cX

o {(hd}cX = ji—pcl({hd})={bd}cX

e {c,d}cX =ji—pcl({c,d}) ={cd}cX

e {a,bc}cX = ji—pcl({ab,c}) ={abc}cX
e {a,bdicX = ji—pcl({abd}) =XcX

e {a,cd}cX =ji—pcl({acd})=XcX

e {bcd}cX = ji—pcl({bcd}) ={bcd}cX

ij GPC(X) =
{{b}, {c},{d},{a, b} {a,c},{b,c},{b,d} {c,d},{a b,c} {a b,d},{a c,d},{b,c d} X, (Z)}

ij GPO(X) =
{{a,c,d},{a,b,d},{a,b,c},{c,d},{b,d},{a, d},{a c}{a b}, {d},{c} {b} {a} @ X}

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA
4.1. On ve Yar1 Arakesit A¢ik

Tanmm 4.1.1 : (X,7;,7;) bir ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesinin i. ve j.
topolojiye gore kapanislarinin arakesitinin i. topolojiye gore i¢i eger A’nin st kiimesi

oluyorsa bu kiimeye ij 6n arakesit agik kiime (ij pre intersection open) olarak

adlandirilir. Bagka bir ifadeyle

ij pio(A): Ac t; — int[ri —cl(A)nt; — cl(A)]

seklinde tanimlanir.

(X,7;,7;) nin ij 6n arakesit agik kiimesinin tiimleyeni ij 6n arakesit kapali (ij pre

intersection closed ) kiimedir.

Tiim ij 6n arakesit acik ve ij 6n arakesit kapali kiimeler ailesini ij P10(X) ve ij

PIC(X) ile gosterecegiz.
Tanm 4.1.2 : (X,7;,7;) bir ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesinin i. Ve j.
topolojiye gore kapaniglarinin birlesimlerinin i. topolojiye goére i¢i A’nin st kiimesi

oluyorsa bu kiime ij 6n birlesim agik (ij pre union open) kiimesi olarak adlandirilir. Bu

kiime kisaca ij PUO ile gosterilir ve

ij puo(A)=Ac t; — int[t; — cl(A) U Tj — cl(4)]

seklinde tanimlanir.

(X,7;,7) nin ij 6n birlesim agik kiimesinin tiimleyeni ij 6n birlesim kapali (ij pre

union closed ) kiimedir.
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Tiim ij 6n birlesim agik ve ij 6n birlesim kapali kiimeler ailesini ij PUO(X) ve

ij PUC(X) ile gosterecegiz.
Tamm 4.1.3 © (X,7;, 7;) bir ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesinin i. Ve j.
topolojiye gore iclerinin arakesitinin i. topolojiye gore kapanisi eger A’nin iist kiimesi

oluyorsa bu kiime ij yar1 arakesit acik (ij semi intersection open) kiimesi olarak

adlandirilir. Bu kiime kisaca ij S10(X) ile gosterilir ve

ij sio(A) =Ac 1; — cl|t; — int(4) N 7; — int(4)]

seklinde tanimlanir.

(X, 74, T) nin ij yar arakesit-acik alt kiimesinin tiimleyeni ij yar1 arakesit kapali

(ij semi intersection closed) kiimedir.

Tiim ij yar1 arakesit acik Ve ij yar1 arakesit kapali kiimeler ailesini ij S10(X) ve

ij SIC(X) ile gdsterecegiz.
Tamm 4.1.4 : (X,z;, 7;) bir ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesinin i. Ve j.
topolojiye gore i¢lerinin birlesiminin i. topolojiye gore kapanisi eger A’nin st kiimesi

oluyorsa bu kiime ij yar1 birlesim agik (ij semi union open) kiimesi olarak adlandirilir.

Bu kiime kisaca ij SUO(X) ile gosterilir ve

ij suo(A) =Ac 1; — cl[ri —int(A) Ut — int(A)]

seklinde tanimlanir.

(X,7;,7j) nin ij yar birlesim agik alt kiimesinin tiimleyeni ij yar1 birlesim kapali

(ij semi union closed) kiimedir.
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Tiim ij yari1 birlesim agik ve ij yar1 birlesim kapali kiimeler ailesini ij SUO(X) ve

ij SUC(X) ile gosterecegiz.
4.2. On ve Yan1 Arakesit Kapanis

Tamm 4.2.1 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A
y1 kapsayan ijonarakesit kapalidaki kapalilarin arakesiti ij on arakesit kapanis (ij pre
intersection closure) kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij picl(A) ile gosterilir ve

ij picl(A):n {F c X:F € ij — PIC(X),A C F}
seklinde tanimlanir.

ij picl(A) kiimeler ailesini ij PICL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.2 : (X,7;, 7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi i¢in A
y1 kapsayan ij 6n birlesim kapalidaki kapalilarin arakesiti ij on birlesim kapanis (ij pre
union closure) kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij pucl ile gosterilir ve

ijpucl(A):Nn{F c X:F €ij— PUC(X),AC F}
seklinde tanimlanir.

ij pucl(A) kiimeler ailesini ij PUCL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.3 : (X,z;, 7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi i¢in A
y1 kapsayan ij yar1 arakesit kapali kiimelerinin arakesiti ij yar1 arakesit kapanis (ij semi

intersection closure) kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij sicl ile gosterilir ve

ij — sicl(A):n{F c X:F € ij — SIC(X),A € F}
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seklinde tanimlanur.

ij sicl(A) kiimeler ailesini ij — SICL(X) seklinde gsterecegiz.

Tamm 4.2.4 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A
y1 kapsayan ij yar1 birlesim kapalilarin arakesiti ij yar1 birlesim kapanis (ij Semi union
closure) kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij sucl ile gosterilir ve

ij sucl(A):Nn{F c X:F €ij —SUC(X),A C F}
seklinde tanimlanir.

ij sucl(A) kiimeler ailesini i SUCL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.5 : (X,7;,7;) herhangi ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A y1
kapsayan ij birlesim ji 6n arakesit kapali daki kapalilarin arakesiti ij birlesim ji 6n
arakesit kapanis (ij union ji pre intersection closure) kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca
ij U ji picl ile gosterilir ve

ij Uji—picl(A):n{F c X:F € ijuUji — PIC(X),A € F}
seklinde tanimlanir.

ij U ji picl(A) kiimeler ailesini ij U ji PICL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.6 : (X,z;, 7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi i¢in A
y1 kapsayan ij arakesit ji on arakesit kapali daki kapalilarin arakesiti ij arakesit ji on

arakesit kapanis (ij intersection ji pre intersection closure) kiimesini olusturur. Bu kiime

kisaca ij N ji picl ile gosterilir ve

ij N ji picl(A):N{F c X:F € ij nji — PIC(X),A S F}
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seklinde tanimlanur.

ij N ji picl(A) kiimeler ailesini ij N ji PICL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.7 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A
y1 kapsayan ij birlesim ji 6n birlesim kapali daki kapalilarin arakesiti ij birlesim ji 6n
birlesim kapanis (ij union ji pre union closure) kiimesini olusturur.Bu kiime kisaca ij U
Jji pucl ile gosterilir ve

ijUjipucl(A):n{F c X:F €ijuji—PUCX),ACF}
seklinde tanimlanir.

ij U ji pucl(A) kiimeler ailesini ij U ji PUCL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.8 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A
y1 kapsayan ij arakesit ji 6n birlesim kapali daki kapalilarin arakesiti ij arakesit ji 6n
birlesim kapanig (ij intersection ji pre union closure) kiimesini olusturur. Bu kiime
kisaca ij N ji pucl ile gosterilir ve

ijnjipucl(A):Nn{F c X:F eijnji—PUCX),ACF}
seklinde tanimlanir.

ij N ji pucl(A) kiimeler ailesini ij N ji PUCL(X) seklinde gdsterecegiz.

Tamm 4.2.9 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin A
y1 kapsayan ij birlesim ji yar1 arakesit birlesim kapali daki kapalilarin arakesiti ij

birlesim ji yar1 arakesit kapanis (ij union ji semi intersection closure) kiimesini

olusturur. Bu kiime kisaca ij U ji sicl ile gosterilir ve
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ij Ujisicl(A:n{F c X:F €ijuji—SIC(X),ASF}
seklinde tanimlanir.
ij U ji sicl(A) kiimeler ailesini ij U ji SICL(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.2.10 : (X,z;, 7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin
A y1 kapsayan ij arakesit ji yar1 arakesit kapalidaki kapalilarin arakesiti ij arakesit ji yari
arakesit kapanis kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij N ji sicl ile gosterilir ve

ij Njisicl(A):n{F c X:F €ijnji—SIC(X),ACSF}
seklinde tanimlanir.
ij N ji sicl(A) kiimeler ailesini ij N ji SICL(X) seklinde gdsterecegiz.

Tamm 4.2.11 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin
A y1 kapsayan ij birlesim ji yar1 birlesim kapali daki kapalilarin arakesiti ij birlesim ji
yari birlesim kapanig kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij U ji sucl ile gosterilir ve

ijUjisucl(A):N{F c X:Feijuji—SUCX),ACF}
seklinde tanimlanir.

ij U ji sucl(A) kiimeler ailesini ij U ji SUCL(X) seklinde gdsterecegiz.

Tamm 4.2.12 : (X,7;,7;) herhangi bir ikili topolojik uzay ve A c X kiimesi igin
A y1 kapsayan ij arakesit ji yar1 birlesim kapali daki kapalilarin arakesiti ij arakesit ji

yar1 birlesim kapanis kiimesini olusturur. Bu kiime kisaca ij N ji sucl ile gosterilir ve

ij N ji sucl(A):n{F c X:F € ijnji — SUC(X),A S F}
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seklinde tanimlanur.
ij N ji sucl(A) kiimeler ailesini ij N ji SUCL(X) seklinde gosterecegiz.
4.3. Genellestirilmis Yar1 Acik Ve Genellestirilmis On A¢ik

Tanmm 4.3.1 : (X, 7;, 7;) iKili topolojik uzay olsun. A c X kiimesi i¢in A y1 igeren
7; deki aciklar j nin kapanisinin {ist kiimesini olusturuyorsa bu kiimeye ij g kapali (ij g
closed) kiimesi denir. Bu kiime kisaca ij gc ile gosterilir ve

ij gc(A):{Ac U, Ue 1; = j-cl(A)c U}
seklinde tanimlanir.
ij gc(A) kiimeler ailesini ij GC(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.3.2 : (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzay olsun. A € X kiimesi i¢in A y1 igeren
7; deki agiklar ji yar1 arakesit kapanis kiimesinin kapanisinin iist kiimesini olusturuyorsa

bu kiimeye ij g yar1 arakesit kapali (ij g semi closed) kiimesi denir. Bu kiime kisaca ij

gsic ile gosterilir ve

ij gsic(A): {Ac U, Ue 1; = ji-sicl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij gsic(A) kiimeler ailesini ij GSIC (X) seklinde gosterecegiz.

Tanmm 4.3.3: (X, 7;,7;) ikili topolojik uzay olsun. A < X kiimesi igin A y1 igeren
7; deki aciklar ji yar1 birlesim kapanis kiimesinin {ist kiimesini olusturuyorsa bu kiimeye

ij g yar1 birlesim kapali (ij g semi union closed) kiimesi denir. Bu kiime kisaca ij gsuc

ile gosterilir ve
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ij gsuc(A): {Ac U, Ue 1; = ji-sucl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij gsuc(A) kiimeler ailesini ij GSUC (X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.3.4 : (X, 7;, 7;) iKili topolojik uzay olsun. A c X kiimesi i¢in A y1 igeren
yar1 arakesit agik kiimesindeki aciklar ji yar1 arakesit kapanis kiimesinin st kiimesini

olusturuyorsa bu kiimeye ij yar1 arakesit g kapali (ij semi intersection g closed) kiimesi

denir. Bu kiime kisaca ij sigc ile gosterilir ve

ij sigc(A): {Ac U, U€ ij — Si0 = ji-sicl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij sigc(A) kiimeler ailesini ij SIGC (X) seklinde gdsterecegiz.

Tamm 4.3.5 : (X, 7;, ;) ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesi i¢in A y1 igeren
ij yar1 birlesim ag¢ik kiimesindeki agiklar ji yar1 birlesim kapanis kiimesinin {ist kiimesini
olusturuyorsa bu kiimeye ij yar1 birlesim g kapali (ij semi union g kapali) kiimesi denir.
Bu kiime kisaca ij sugc ile gosterilir ve

ij sugc(A): {Ac U, Ue ij — SUO = ji-sucl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij sugc(A) kiimeler ailesini ij SUGC (X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.3.6 : (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesi igin A y1 igeren

7; deki agiklar ji 6n arakesit kapanig kiimesinin {ist kiimesini olusturuyorsa bu kiimeye
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ij g On arakesit kapali (ij g pre intersection closed) kiimesi denir. Bu kiime kisaca ij gpi

ile gosterilir ve

ij gpic(4): {Ac U, Ue t; = ji-picl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij gpic(A) kiimeler ailesini ij GPIC(X) seklinde gosterecegiz.

Tamm 4.3.7 : (X, 7;, ;) ikili topolojik uzay olsun. A c X kiimesi i¢in A y1 igeren
7; deki agiklar ji 6n birlesim kapanis (ij pre union closure) kiimesinin {ist kiimesini
olusturuyorsa bu kiimeye ij g 6n birlesim (ij g pre union) kiimesi denir. Bu kiime kisaca
ij gpiuc ile gosterilir ve

ij gpuc(A): {Ac U, Ue 1; = ji-pucl(A)c U}
seklinde tanimlanir.

ij gpuc(A) kiimeler ailesini ij GPUC (X) seklinde gosterecegiz.

Tanim 4.3.1 Tanim 4.3.2 Tanim 4.3.3 Tanim 4.3.4 Tanim 4.3.5 Tanim 4.3.6

Tanim 4.3.7 de bulunan kiimelerin tiimleyenleri alinirsa agik kiimeler elde edilir.

Teorem 4.3.8: (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzayinda her j kapali kiime ij-g kapalidir.

Ispat : (X,7;,7;) ikili topolojik uzayr ve j kapali bir A c X alt kiimesi
verilsin. A € U ve U kiimesi t; de agik olsun. A kiimesi kapali oldugundan j cl(A4) =
A c U olur. O halde ij g kapalidir.

Teorem 439 : (X,7;,7;) ikili topolojik uzayinda her ij g kapali kiime

ij g on arakesit kapalidir.
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Ispat: (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzay1 ve j kapali bir ij g kapali A c X alt kiimesi

verilsin.4.3.1 Tanim geregince A c U ,U € t; = j — cl(A) c U olur. Buradan
A c [t - int[r; — cl(4) n 7, = cl(4)]|

Kiimesinin tiimleyeni PIC(X) kapal1 oldugundan buradan alacagimiz kapalilarin

arakesitide kapalidir. O halde 4.2.1 Tanim saglanir. Yani
ji PICL(A) =n{F c X:F € ji — PIC(X),A € F}
Olur. Buradan ji PICL(A) c U olur. Ispat tamamlanr.

Teorem 4.3.10 : (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzayinda her ij gpi kapali kiime ij gpu
kapalidir.

Ispat: (X,7;,7;) ikili topolojik uzay1 ve bir ij gpi kapali, A € X alt kiimesi

verilsin. 4.3.6 Tanim geregince
AcU,UE€rt;=ji—picl(A)cU

olur.
jipicl(A) c ji pucl(A)

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.4.1.1 Tanim dan
ji PIO(X) = A c 1; —int[t; — cl(4) N 7; — cl(4)]

olur. Buradan
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Tj — int[rj —cl(Anrt; — cl(A)] c1- int[rj —cl(Aur — cl(A)]

bu kiimeler vasitasiyla sirastyla ji PIC(X) ve ji PUC(X) kiimeleri elde edilir. 4.2.1 Tanim
ve 4.2.2 Tanim geregince bu kiimelerden alacagimiz elemanlarin arakesiti ji PICL(A) ve

Ji-PUCL(A) kiimelerini olusturacagindan

ji PICL(A) c ji PUCL(A)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.11 : (X, 7, 7;) iKili topolojik uzayinda her j kapali kiime ji yari

arakesit kapali kiimedir.

Ispat: (X,7;,7;) ikili topolojik uzayi ve bir j — kapaliA C X alt kiimesi
verilsin. A c U ve U kiimesi 7; — cl[‘rj —int(A) Nt; — int(A)] da agik olsun.A kiimesi
ij kapali oldugundan 7; — cl[‘rj —int(A)nt; — int(A)] kiimesi vasitasiyla elde edilen

ji-SIC(X) kiimesi A c ji — SIC(X) olur.Bu durumda A kiimesi yar1 arakesit kapalidir.

Teorem 4.3.12 : (X, t;,7;) ikili topolojik uzayinda her ji yar1 arakesit kapali

kiime ji yar1 birlesim kapal1 kiimedir.

Ispat: (X,7;,7;) ikili topolojik uzayi ve bir ji—SIC A c X alt kiimesi

verilsin.4.1.3.Tanim ve 4.1.4. Tanim geregince

AcC [‘L’j — cl[rj —int(A)Nnt; — int(A)] ] - Cl[Tj —int(A)Urt; — int(A)]

olur. Bu kiimeler vasitasiyla sirastyla ji SIC(X)ve jiSUC(X) kiimeleri elde edilir.

Buradan

ji Sic(X) c jisuc(X)
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olur. O halde her ji yar1 arakesit kiime ji yar1 birlesim kiimedir.

Teorem 4.3.13 : (X, t;,7;) ikili topolojik uzayinda her ji yar1 arakesit kapali

kiime ij yar1 arakesit g kapali kiimedir.

Ispat: 4.1.3. Tanim ve 4.3.4. Tanimlar1 goz oniine alinirsa ispat agiktir.

Teorem 4.3.14 : (X, 1;,7;) ikili topolojik uzayinda her ji yari birlesim kapali

kiime ij yar1 birlesim g kapal1 kiimedir.

Ispat: 4.1.4. Tanim ve 4.3.5. Tanimlar1 goz &niine almirsa ispat agiktir.

Teorem 4.3.15 : (X, 7;, 7;) ikili topolojik uzayinda her ij yar1 arakesit g kapali

kiime ij yar1 birlesim g kapali kiimedir.

Ispat: (X,7;,7;) ikili topolojik uzayr ve bir ijSIC Ac X alt kiimesi

verilsin.4.3.4.Tanim geregince

AcU,UE€ijSIoX) = jisicl(A) c U

Olur. U € ij SI0(X) olup ij SI0O(X) c ijSUO(X) oldugundan U c ij SUO(X)
dir. jisicl(A) c jisucl(A) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. 4.2.3. Tanim
geregince

jiSICL(A) =n{F c X:F € i SIC(X),A € F}

olup 4.1.3. Tanimindan

54



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

JjiSIC(X) = A c t; — clft; — int(A) N 1; — int(4)]

Olur. Buradan

Tj — cl[rj —int(A) Nt; — int(A)] ct— cl[rj —int(A)Vrt; — int(A)]

Olup bu kiimeler vasitasiyla sirasiyla elde edilen ji-yar1 arakesit kapali ve ji-yari
birlesim kapali olur. Dolayisiyla ji SIC(X) < ji SUC(X) olur.Bu kiimelerden alacagimiz
elemanlarin arakesiti de ji SICL(A) ve ji SUCL(A) kiimelerini olusturacagindan

ji SICL(X) < ji SUCL(X)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.16 : (X, 7;,7;) ikili topolojik uzayinda her ij yar1 arakesit g kapali

kiime ij g yar1 arakesit kapali kiimedir.

Ispat: 4.3.4. Tanim ve 4.3.2. Tanimlar1 gbz 6niine alinirsa ispat agiktir.

Teorem 4.3.17 : (X, t;, ;) ikili topolojik uzayinda her ij yar birlesim g kapali

kiime ij g yar1 birlesim kapali kiimedir.

Ispat: 4.3.5. Tanim ve 4.3.3. Tanimlar1 gdz Sniine alinirsa ispat agiktir.

Teorem 4.3.18 : (X, 1;, 7;) ikili topolojik uzayinda her ij g kapali kiime ij g yar1

arakesit kapal1 kiimedir.

Ispat: 4.3.1. Tanim ve 4.3.2. Tanimlar1 gbz Sniine alinirsa ispat agiktir.

Teorem 4.3.19 : (X, 7, 7;) ikili topolojik uzayinda her ji g yar1 arakesit kapali

kiime ji g yar1 birlesim kapal1 kiimedir.
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Ispat: (X,7;,7;) ikili topolojik uzayr ve bir ji GSIC, Ac X alt kiimesi

verilsin.4.3.2. Tanim geregince

AcU,U€r; = jisicl(A) cU

dir.

jipicl(A) c jipucl(A)

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. 4.2.3. Tanim dan

ji SICL(A) =n{F c X: F € ji — SIC(X),A € F}

olur ve 4.1.3. Tanim dan

JjiSIC(X) = A c t; — clft; — int(A) N t; — int(4)]

olur. Buradan

T — Cl[Tj —int(A) Nt; — int(A)] CT— cl[rj —int(A)UT; — int(A)]

olup bu kiimeler vasitasiyla sirasiyla elde edilen ji-yar1 arakesit kapali ve ji- yar1 birlesim

kapali olur. Dolayisiyla

ji Sic(X) c ji SUC(X)

olur.Bu kiimelerden alacagimiz elemanlarin arakesiti de ji SICL(A) ve ji SUCL(A)

kiimelerini olusturacagindan

ji SICL(X) < ji SUCL(X)
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olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3.20 : Yukaridaki teoremlerle verilen iliski asagidaki diyagramla ifade

edilir.
J-kapal1 > ji-si kapali » ji-su kapali
v v

ij-g kapal1 ij-sig kapali » ij-sug kapalj
v v y

ij-gpi kapali ij-gsi kapali » ij-gsu kapali
v

ij-gpu kapali

Sekil 4.1. ikili topolojik uzaylardaki yeni tanimlanan kapal1 kiimeler arasindaki iligkiler

Bu boliimde yapilan tanimlar ve ispatlanan teoremler asagidaki Ornekle

desteklenmistir.

Ornek: X ={a,b,c} kiimesi verilsin. 7, ={X,0,{a},{b,c}} ve t,=
{X, ®,{a},{a, c}} olmak tizere (X, t,7,) ikili topolojik uzay olsun. Yukarida verilen

tanimlar1 inceleyelim.

Cozim: 7, = {X, @,{a},{b, c}} kiimesinin kapanisi K; = {X, @,{a},{b, c}} ve
T, = {X, ?,{a} {a, C}} kiimesinin kapanist K, = {X, @,{b},{b, c}} olur.

4.1.1 Tamim da ifade edilen ij-6n arakesit a¢ik kiime tanimini hatirlayalim.
ij-on arakesit acik kiime: Ac t; — int[ri —clA)nt;— cl(A)]

olup
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Cizelge 4.1. ij-0n arakesit agik kiimelerin elde edilisi

{oq} {oq} Paa={'a)r -4 | Pag=~>F"qag) -"n
X X x={o1})p -« x={DHp -1
X X x={am})p -% x={qoHp -"
{oq} {o'q} g} = {2} -« {3 ={PHp -1
@ {a} {3 ={a})p -4« Pq}={q)p - "2
) ) x=(@)Hr -~ 0} = ()P - "2
X X x=p -4 X=X -1
0 ¢ ¢= (g —% 0=(@)o -2
[V — )1 —
V) -4 )P —h

Ly - GTE )

Qu@p-h

l] PIO(X) = {Xr ¢' {a}, {C}, {a, b}' {a, C}, {b, C}}

ij PIc(X) = {X,0,{b, c},{a, b}, {c}, {b}, {a}}

4.1.2 Tamim da ifade edilen ij-6n birlesim agik kiime tanimini hatirlayalim.
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ij 6n birlesim agik: Ac 7; — int[t; — cl(4) U Tj — cl(4)]

Cizelge 4.2. ij 6n birlesim agik kiimelerin elde edilisi

{'a} {o‘q} Pad=={ad)p -4 | Pag=>F{a) -"
x={2})p -
X X Xx={ov})p -4
X X x={qm})r -« X={goPp - "2
{o'q} {oq} P} =} -«
Pat={ohp -1
Q) {o'q} {@B=Ua)p -2
gt =={aPp -1
X X X=({n})p -
{v}=({n})p - "2
X X X=W)p -4« X=)p -1
0 @ p=(@) -4 p=(@) —"
[(P)10 -
WPr-"2n(pP-" VP - (Vi -1

Lap-"1mu-"1

ij — PUO(X) = {X, 8, {a}, (b}, {c}, {a b}, {a, c}, {b, c}}

ij — PUC(X) = {X,0,{b,c},{a,c},{a b}, {c}, (b}, {a}}
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4.1.3 Tanim da ifade edilen ij-yar1 arakesit agik kiime tanimini hatirlayalim.

ij-yari arakesit agik: AcC 1; — cl[rl- —int(A) Nt — int(A)]

Cizelge 4.3: ij- yar1 arakesit agik kiimelerin elde edilisi

{oq} 0] p={o'q})m -4 | Pgp={o'q})wu - "
v} ) )= (0} = (0} — 12
(2} — 2 .
{r} {r} {r} = {av})r -2
o} = (g2} — 12
0] 0] ¢=({})w -4
9= (PP -1
0] 1) ¢ ={q})r -2 0= ((q)m — 1
) o) Wy=(@hHm =% | o
X X X=)u -2 X=Kx)w -"h
0 ) o= (p)u -4 0= (p)w -1
Hmwvuﬁwmms —hp-"h (Vur =2 U (V)7ur — 12 (v ) — =2 (V) — "2

ij —Slo(X) = {X,0,{a}}

ij —Sic(x)

{X,0,{b,c}}
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4.1.4 Tanim da ifade edilen ij-yar1 birlesim agik kiime tanimini hatirlayalim.

ij-yar1 birlesim-agik: Ac 7; — Cl[‘t’i —int(A) Ut — int(A)]

Cizelge 4.4. ij- yar birlesim acik kiimelerin elde edilisi

{oq} =

eXy eX Pa= a7 Q) — 1
X {o0} x=({7})m —= x=({>v} -"h
vl v S
0 0 Pa@=EDM = | o
) U} {6} ={a})w -4 Q= (g — 1
X ) X =(@)Hm ~= (0} = (@) — 1
X X X=)m -« x=(x)w -1
0 ) 0= (@) -4 p=(@)w —"h

[()3ur — (W —2an @) —h (V) — % (V) — "

an(y)u—"rap-T"
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ij — SUO(X) = {X,0,{a},{a, c}, (b, c}}
ij — SUC(X) = {X,0,{b,c},{b}, {a}}

421 Tanim da ifade edilen ij -on arakesit kapanig kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij — picl(A)=n{F c X:F € ij — PIC(X),A € F}

e pacl(®)=0

e pacl(X)=X

e pacl({a}) = X n{a}n{a,b} = {a}

e pacl({b}) =Xn{b}n{a b}n{b, c}n={b}
e pacl({ch) =Xn{c}n{b,c}={c}

e vpacl({a,b}) =X n{a, b} ={a, b}

e pacl({a,c})=X=X

e pacl({b,c}) =Xn{b,c}=1{b,c}

ij-PICL(X)={X, 9, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}}

Benzer sekilde ji-picl(A) =NF < X:F € ji — PIC(X),A € F olup

e pacl(@) =0

o pacl(X)=X

e pacl({a}) =X

e pacl({b}) =Xn{b}n{b,c}={b}
o pacl({c}) =X n{c}n{b,c}={c}
e pacl({a,b}) =Xn{a b} ={a b}

e pacl({ac}) =X

e pacl({b,c}) =Xn{b,c} ={b,c}

ji-PICL(X) = {X,®,{b},{c}, (b, c}}
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olur.

Tanim 4.2.2 de ifade edilen ij -6n arakesit kapanis kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij-pucl(A) =N{F c X:F € ij — PCC(X),A S F}

pucl(@) =0

o pucl(X)=X

e pucl({a}) =Xn{a}n{a b}n{ac}={a}
o pucl({b}) =Xn{b}n{a,b}n{b,c}={b}
o pucl({c}) =Xn{c}n{acin{b,c}={c}
e pucl({a,b}) =X n{a, b} ={a, b}

e pucl({a,c}) =Xn{ac}={ac}

e pucl({b,c}) =Xn{b,c}=1{b,c}

ij — PUCL(X) = {X, @,{a},{b},{c},{a, b} {a,c}, {b, c}}

Benzer sekilde ji — pucl(A) =N{F c X:F € ji — PCC(X),A C F}

o pucl(®)=0

o pucl(X)=X

e pucl({a}) =X

e pucl({b}) =X n{b}n{b,c} = {b}
o pucl({c}) =X n{c}n{b,c}={c}
e pucl({a,b}) =X

e pucl({a,c}) =X

e pucl({b,c}) =Xn{b,c}=1{b,c}

Jji-PUCL(X)={X,®,{b},{c}, {b, c}} olur.
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Tanim 4.2.3 de ifade edilen ij-yar1 arakesit kapanis kiimesinin tanimini hatirlayalim.

ij-sicl(A) =N {F c X:F € ij — SIC(X),A € F}

sicl(@) =0

o sicl(X)=X

o sicl({a}) =X

e sicl({b}) =Xn{b,c}={b,c}

o sicl({c}h) =Xn{b,c}=1{b,c}

o sicl({a,b}) =X

e sicl({a,c}) =X

o sicl({b,c}) =Xn{b,c}={b,c}

ij-SICL(X) = {X,0,{b,c}}

Benzer sekilde ji-sicl(A)=N {F c X:F € ji — SIC(X),A € F}

sicl(@) =0

o sicl(X)=X

e sicl({ah) =X

o sicl({b}) =Xn{b,c}n{b}={b}
o sicl({ch) =Xn{c}n{b}={c}
o sicl({a,b}) =X

e sicl({a,c}) =X

o sicl({b,c}) =Xn{b,c}={b,c}

Jji-SICL(X) = {X,®,{b},{c}, {b, c}} olur.

Tanim 4.2.4 de ifade edilen ij -yar1 birlesim kapanis kiimesinin tanimini

hatirlayalim.
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ij —sucl(A) =n{F c X:F eij—SUC(X),A CF}

sucl(@) =0

o sucl(X)=X

e sucl({a}) =Xn{a}={a}

o sucl({p}) =Xn{b,c}n{b}={b,c}
o sucl({c}) =Xn{b,c}=1{bc}

e sucl({a,b}) =X

e sucl({a,c}) =X

o scl({b,c}) =Xn{b,c}=1{b,c}

ij — SUCL(X) = {X, 9, {a}, {b}, (b, c}}

Benzer sekilde ji — SUCL =N {F c X:F € ji — SCC(X),A € F}

sucl(@) =0

o sucl(X)=X

e sucl({a}) =Xn{a}={a}

e sucl({p}) =Xn{b,c}n{b} = {b}
o sucl({c)h) =Xn{c}n{b,c}={c}
o sucl({a,b}) =X

e sucl({a,c}) =X

e scl({b,c}) =Xn{b,c}=1{b,c}

ji-SUCL = {X,0,{a}, {b},{c},{b, c}} olur.

Tanim 4.2.5 de ifade edilen ij birlesim ji-on arakesit kapanis kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij Uji-PICL =n{F c X:F € ij U ji — PIC(X),A S F}
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ij U ji-PICL = {X, 0, {a}, {b},{c},{a, b}, {b,c}} olur.

Tanim 4.2.6 da ifade edilen ij arakesit ji-on arakesit kapanis kiimesinin tanimint

hatirlayalim.

ijNji—PICL=n{F c X:F €ijnji—PIC(X),ASF}

ij N ji-PICL = {X,®,{b},{c},{b, c}} olur.

Tanim 4.2.7 de ifade edilen ij-birlesim ji 6n birlesim kapanis kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij Uji-PUCL=nF c X:F € j Uji — PUC(X),AS F

ij U ji-PUCL = {X, @,{a},{b},{c},{a, b} {a,c}, {b, c}} olur.

Tanim 4.2.8 de ifade edilen ij arakesit ji- 6n birlesim kapanis kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij N ji-PUCL=n {F < X:F € ij n ji — PUC(X), A € F}

ij N ji-PUCL = {X,0,{b},{c},{b,c}}

Tanim 4.2.9 de ifade edilen ij-birlesim ji- yar1 arakesit kapanis kiimesinin

tanimini hatirlayalim.

ij Uji-SICL=n{F c X:F € ij U ji — SIC(X),A € F}

ij U ji-SicL = {X,0,{b},{c},{b, c}}
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Tanim 4.2.10 de ifade edilen ij arakesit ji-yar1 arakesit kapanis kiimesinin

tanimini hatirlayalim.
ij Nji-SICL=n{F c X:F € ij nji — SIC(X),A € F}
ij N ji-SICL={X, @, {b, c}}

Tanim 4.2.11 de ifade edilen ij birlesim ji-yar1 birlesim kapanis kiimesinin

tanimini hatirlayalim.
ijUji-SUCL=N{F c X:F €ijuji—SCC(X),A € F}
ij U ji-SUCL={X, 8, {a}, {b}, {c}, {b, ¢}

Tanim 4.2.12 de ifade edilen ij arakesit ji-yar1 birlesim kapanis kiimesinin

tanimini hatirlayalim.
ij N ji-SUCL=N{F  X:F € ij n ji — SCC(X),A S F}
ij N ji-SUCL={X,0,{a}, {b},{b, c}}
Tanim 4.3.1 de ifade edilen ij arakesit g kapali kiimesinin tanimin1 hatirlayalim.
ij- gkapali Ac U, Ue 1; = j-cl(A)c U

j—cl({a}) =X ¢ {a}

o {a}c{a}X =
e {b}c{bchX = j—cl({p}) = {b} c {b,c}, X
e {c}c{bc}X = j—cl({c}) ={b,c} c{b,c}X
e {ab}cX = j—cd({a b)) ={X}cX
e {a,c}lcX = j—cl({a,c}) =XcX

=

e {b,c}ci{b,cLX j—cl({b,c}) ={b,c} c{b,c}, X
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j—c({X)=XcX
j—c({oh)=0co

U

° {X}CX
e {p}co

U

ij- GC = {X, 9, {b},{c},{a, b}, {a, c}, {b, c}}

ij- GO = {X,9,{a, c}, {a, b}, {a}, {b}, {c}}

Tanim 4.3.2 de ifade edilen ij arakesit ij- g yari1 arakesit kapali kiimesinin

tanimini hatirlayalim.
ij- gsi kapali Ac U, U€E t; = ji-sicl(A)c U

ji —sicl({a}) = X ¢ {a}

e {a}c{a}LX =

o {b}c{bc}X = ji —sicl({b}) = {b} c {b,c}, X
o {c}ci{bc}X = ji —sicl({c}) = {c} c{b,c} X
e {a,b}cX — ji—sicl({a,b}) ={X}cX
e {aclcX = ji —sicl({a,c})) =Xc X

e {b,c}ci{b,cLX = ji —sicl({b,c}) = {b,c} c {b,c}, X
e {X}cX = ji—sicl({X}) =XcX

e {P}co = Ji—sicl({p}) =0 c o

ij- GSic = {X,0,{b},{c},{a, b}, {a,c},{b, c}}

ij- GSIO0 = {X, ?,{a,c} {a, b} {a},{b}, {c}}

Tanim 4.3.3 de ifade edilen ij g yari birlesim kapali kiimesinin tanimini

hatirlayalim.
ij- gsu kapali Ac U, Ue t; = j-sccl(A)c U

e {a}c{a}L,X = ji—sucl({a}) ={a} c {a}, X
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e {b}c{bc}X = ji —sucl({b}) = {b} c {b,c}, X
e {c}c{b,c}X = ji —sucl({c}) ={c} c {b,c}, X
e {a,b}cX = ji—sucl({a,b}) ={X}cX
e {a,c}lcX = ji—sucl({a,c}) =XcX

e {b,c}ci{bc}LX = ji —sucl({b,c}) ={b,c} c {b,c}, X
e {X}cX = ji—sucl({X}) =XcX

e {P}co = ji—sucl({¢p}) =0 c @

ij- GSUC = {X,®,{a}, {b},{c}.{a, b}, {a, c},{b, c}

- GSUO ={X,0,{b, c},{a, c},{a, b}, {a}, {b},{c}}

:.

Tanim 4.3.4 de ifade edilen ij -yar1 arakesit g kapali kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

i- sig kapali Ac U, U€ ij — SI0 = ji-sicl(A)c U

:.

e {a}c{alX = ji —sicl({a}) =X ¢ {a}, X
e {b}cX = ji —sicl({p}) = {b} c X

e {c}cX = ji—sicl({c}) ={c}c X

e {a,b}cX = ji —sicl({a,b})) =X c X

e {a,c}lcX = ji—sicl({a,c})) =XcX

e {bclcX = ji —sicl({b,c}) = {b,c} c {b,c}, X
e {X}cX = ji—sicl({X})=XcX

e {P}co = Ji—sicl({p}) =0 c o

ij-SiGC = {X, 9, (b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}

ij- Si60 = {X,0,{a, c},{a, b}, {a}, {b},{c}}
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Tanim 4.3.5 de ifade edilen ij -yar1 birlesim g kapali kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij-sug kapali Ac U, U€ ij — SCO = ji-sucl(A)c U

o {ajc{a{achX = ji —sucl({a}) = {a} c {a},{a,c}, X
e {b}c{bc}X = ji—sucl({b}) ={b} c {b,c} X

o {c}ci{bc}LX = ji—sucl({c}) ={c}c{b,c} X

e {ablcX = ji—sucl({a,b}) =XcX

e {a,c}ci{ac}X = ji—sucl({a,c}) =X & {a,c}

o {bcyc{bc}X = ji—sucl({b,c}) ={b,c} c{b,c} X
e {X}cX == ji—sucl({X}) =XcX

e {p}co = Jji—sucl({0}) =0co

ij SUGC = {X, 0, {a}, (b}, {c},{a, b}, {b, ¢}

ij SUGO ={X,0,{a,c},{b, c},{a, b}, {b},{c}}

Tanim 4.3.6 da ifade edilen ij -g on arakesit kapali kiimesinin tanimini

hatirlayalim.

ij- gpi kapali Ac U, U€ t; = ji-picl(A)c U

o {a}c{a}l,X = ji —picl({a}) =X & {a}

e {b}ci{bc}LX = ji — picl({b}) = {b} c {b,c}, X

e {c}c{b,cLX = ji —picl({c}) = {c} c {b,c}, X
e {ab}lcX = ji—vpicl({a,b}) =X cX

e {a,c}lcX = ji —picl({a,c}) =X cX

e {b,c}ci{bcLX = ji —picl({b,c}) = {b,c} c {b,c}, X
e {X}cX = ji—picl({X}) =XcX

e {P}co = ji—picl({p}) =0 co
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Tanim 4.3.7 da ifade edilen ij-g 6n-birlesim kiimesinin tanimini hatirlayalim.

ij- gpu kapali Ac U, Ue t; = ji-pucl(A)c U

e {a}c{a}X = ji—pucl({a}) = X ¢ {a}

e {(b}c{bc}X = ji —pucl({p}) = {b},{b,c}, X
o {c}c{b,c}LX = ji—pucl({c}) = {c},{b,c}, X
e {ablcX = ji—pucl({a,b}) =XcX

e {a,c}lcX = ji—pucl({a,c})) =XcX

e {b,c}ci{bcLX = ji —pucl({b,c}) ={b,c},{b,c} X
e {X}cX = ji—pucl({X}) =XcX

e {P}co = ji—pucl({p}) =0 c@
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5. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde yapilan tez ¢alisasinda elde ettigimiz bazi sonuglar verilecektir.

On agik kiime, yar1 acik kiime, yar1 6n agik kiime, g acik kiime tanimlarindan yola

¢ikarak baska kiimeler ele alind.

Ilk olarak &n agik ve yarr agik kiime kavramlarini yeni bir kiime olan 6n arakesit

acik On birlesim agik, yar1 arakesit acik, yar1 birlesim agik kiimeleri tanimlandi.

Ikinci olarak yeni tanimlanan bu kiimelerin kapanislar bulundu. Ayrica bulunan

1j ve ji kiimelerinin birlesim ve arakesitleri alinarak farkli kapanislar elde edildi.

Uciincii olarak genellestirilmis kiimeler goz 6niine alinarak 6n arakesit acik, on

birlesim agik, yar1 arakesit acik, yar1 birlesim agik kiimeler tanimladi.

Dérdiincii olarak bulmus oldugumuz bu kiimeler arasindaki iligkiler teoremlerle

desteklendi.

Bulunan bu yeni kiimeler yardimiyla ikili topolojik uzaylarda, yeni regiilerlik,
topolojik uzaylardaki Ty, T;,T,, T3 ayirma aksiyomlarina benzeyen yeni ayirma
aksiyomlar1 tanimlanabilir. Ayrica @ —genellestirilmis kiimeler ile arasindaki iliskiye

bakilabilir.
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