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TESEKKUR

Bu ¢aligmanin olusturulmasi esnasinda engin birikimi, sabri ve yol gostericiligi ile bu
giinlere ulagmami saglayan ¢ok degerli tez hocam Saym Prof.Dr.Aydin TIRYAKT
ye bana kazandirmaya caligtigi tiim degerler i¢in minnetarlifimi ve siikranlarimi
bildirmeyi bir gérev kabul ediyorum. Ayrica bu ¢aligmalarim boyunca gdsterdikleri

anlayis ve yardimlar i¢in, aileme tegekkiir ediyorum.



1. GIRiS

Bilindigi iizere diferensiyel denklemler genis uygulama alanina sahiptir. Bu
nedenle her denklemin ¢dziimiinii bilmek istememiz dogaldir. Ancak ¢ok az
sayidaki denklem tiplerinin elemanter ¢6ziimlerini elde edebilme gergegi
arastirmacilan;, denklemin ¢oziimiinii elde etmeksizin verilen denklemden
hareketle ¢oziimlerin 6zelliklerini aragtirmaya yoneltmisti. Bu anlamda
¢6ziimlerin salinimhlifi, salinimsizhig, smirhiligy, kararlilii ve uzun zaman
davranis1 gibi kalitatif incelemeler lliteratﬁrde yer alan pek ¢ok galigmanin konusu
olmustur. Ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerinin salmimhilik ve
salinimsizlik problemi son yillarda gok ilgi duyulan bir arastirma konusu olmug
ve bu konuda yapilan bilimsel yayinlarla olduk¢a genis bir literatiir meydana

gelmistir.
Tezde énce, amaca yonelik temel kavramlar, daha sonra ikinci basamaktan
x"+q@)x =0,
x"+q(8) f(x) =0,
(r@y ()XY + p@)x"+q@®) f(x) =0
ve
(r@y (k(x)Y + p@)k(x) +q(O) f(x) =0

denklemlerinin ¢dziimlerin salimmliliina iligkin ortalama teknigini igeren bir

dizi énemli sonuglar, tarihsel siireg igerisinde sistematik bigimde sunulacaktur.

Son kisimda da ¢ok yakin zamanda Tiryaki ve Zafer tarafindan ele alinan

(r@)k, (x,x7)) + p@)k, (%, x)x"+ q(®) f (x) =0



denklemi {izerinde agirlikl olarak durulacak ve ¢aligmada yer alan sonuglar

aynntih olarak tanitilacaktir. Ayrica konuya iliskin drnekler irdelenecektir.




2. TEMEL KAVRAMLAR

Diferensiyel denklem kurami, vektor fonksiyonlarinin {istiin yanlari nedeniyle en iyi
bigimde birinci basamaktan esdeger bir sistem ile incelenir ve irdelenir. Her
basamaktan lineer denklem ve en yiiksek basamaktan tiirevi digerleri cinsinden
ayiklanabilen her lineer olmayan diferensiyel denklem

x'=F(t,x) [2.1]

bi¢iminde yazilir. y bilinmeyen skalar fonksiyon olmak tizere, n>1 icin n.

basamaktan
y? =Gt,3,5,"a ")
diferensiyel denklemi,
=Y, =Y %=y x, =y
degisken degisimi yapilirsa;

’ ;S ’ 4 —
X = Xyy Xy = Xgy X3 = Xgpees Xy = Xy,

N .
X =P = G, X, Xy, X5y X, g, X,)
sistemi elde edilir. Bu sistem

X=X, Xy s X, )y X = (X, X s X0 ),

F@,x)=(f,@¢tx), f,¢%),.., f,¢x))

olmak tizere, x” = F (¢, x) bigiminde yazilabilir. Ayrica baslangig verileri



X(tg) = (2, (1), %3 (g Dserrs %, (1)) = (¥ (20, ¥ (20 )5 Y (26)) = X
seklinde yazilabileceginden birinci basamaktan
x=F(@t,x);x(,) = x, [2.2]
baslangi¢ deger problemine varilir.

Buna gore oldukga genis bir denklem sinifi igeren ve genelde x = x(¢) bilinmeyen n-
boyutlu bir vektér fonksiyonu F(z,x)’ de R™'’ in bir alt kiimesinden R” icine bir
doniigiim olmak iizere sadece birinci basamaktan x” = F(z,x) denklemini gdz oniine
almak yetecektir. n =1 oldugunda x"= F(¢,x) denklemi birinci basamaktan skalar
diferensiyel denklem, n >1 oldugunda sistem veya yiiksek basamaktan denklemleri

iceren vektor diferensiyel denklemidir. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin varligi ve tekligine iliskin Varlik ve Teklik Teoremi x"= F(z,x)

denklemi iizerine kurulur.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kesimde, yéri geldik¢e kullanilacak bazi Onemli tamm, teorem ve sonuglar

tizerinde durulacaktir (1-5).

Tamm 2.1; Q ¢ R™ agik irtibatli bir kiime olmak iizere, (£,x()) € Q,x(t,) =x,, x
tirevlenebilir ve z,’ 1 kapsayan bir I araifinda her te [ ig¢in x'(t) = F(t,x(2))
denklemini 6zdes olarak saglayan x = x(¢) fonksiyonuna, I iizerinde [2.2]’ nin bir

¢Oziimii denir.

[2.2] baglangic deger probleminin ¢6ziimiine iliskin olarak iki temel yapiya dayali
Varlik ve Teklik Teoremleri vardir. Bunlardan biri, bir bolgede



_gf_(i =12,..,n)

fonksiyonlarinin  siirekliligine digeri de aym boélgede F(¢,x) fonksiyonunun

Lipschitz Kogulunu saglamasi durumuna dayanir.

Tamm 2.2: F : R™ — R" vektor degerli fonksiyonuna R™*'’ in n+1 boyutlu,

<r}

n

D={(t,x)=(,x,%,,.%,): lt —tol < r(,,|x1 - all < rl,...,|x” -a,
bolgesinde her (¢,x),(¢,y)€ D igin
|0~ Fe < K]

olacak sekilde pozitif bir k sayis1 mevcut ise, D bolgesinde Lipschitz kogulunu

sagliyor denir.

Buradaki norm Euclidean Normu olabilecegi gibi, amaca yonelik olmak iizere bagka
normlar da olabilir.

Teorem 2.1: F fonksiyonu, R™™"’ de kapsanan D bélgesinde siirekli ve Lipschitz

kosulunu saglasin. Bu durumda D’ de her (24, X,) noktasma karsilk x" = F(z,x)

denkleminin x(z,) = x, kosulunu saglayan bir tek x = x(¢) ¢6zlimii vardir.

Teorem 2.2: F ve i=12,.,n igin g—i fonksiyonlari, R™’ de kapsanan D

Xi
bolgesinde siirekli olsun. Bu durumda D’ de her (¢,,x,) noktasina karsilik
x' =F(t,x) denkleminin x(z,) =x, kosulunu saglayan bir tek x=x(t) ¢oziimii

vardir.



Dikkat edilirse yukaridaki teoremler [2.2] probleminin ¢oziimiine iligkin Lokal
Varlik ve Teklik teoremleridir. [2.2] probleminin ¢ziimlerinin kalitatif incelenmesi
icerisinde yer alan salimmlilik, kararlilik ve smurlilifa iligkin incelemeler igin
¢oziimlerin global varlig, Omegin; ¢, =0 olmak iizere [to,oo) araliginda ¢oziimlerin

varlig1 6nemlidir. Simdi buna iliskin temel bazi sonuglan verelim.

Teorem 2.3: R" = [O,oo) olmak lizere Fe C(R*XR",R") ve g€ C(R* XR*,R")

olsun. Ayrica F

IF e, x)| < g |+, V(t,x) e R* xR"

kosulunu saglasin ve g(z,u)’ de her sabit € R" igin u’ ya gore monoton azalmayan

olsun. u(t) = u(t,t,,u,),
u' = g(t,u),u(ty) =u, >0,7, >0

probleminin bir ¢dztimii olsun. Bu durumda [2.2] probleminin ||x(t)|| <u(t) ozelligine

sahip en az bir ¢dziimii vardir.

Sonug 2.1: a ve b, R*’ da tanimli negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun. u(z)
de ||xO || Suy,u, >0, olacak sekilde

u’ = a@®u+b@),ult,) =u,

probleminin bir ¢6ziimii olsun. F’ de

IF . )| < a@)|] + ()



olacak gekilde R* XR" — R"’ e siirekli olsun. Bu durumda [2.2] baglangig deger
problemi her ¢ > ¢, i¢in tamml bir x(¢) ¢dztimiine sahiptir.

Sonug 2.2: S ={(t,x)€ R* :|t| < oo,|x| <oo} olsun. f:S — R siirekli ve f,
S, ={(t.x)€ R*:[f| < a,|x] <=}
serit bdlgede Lipschitz kosulunu saglasin. Bu durumda (¢,,x,) € S, olmak iizere

x' = f(t,x),x(ty) = x,

baslangi¢ deger problemi —a <t < a aralifinda tanimli bir tek ¢oziime sahiptir. Eger

a = oo ise ¢coziim her € R igin tamimlidir.

Bir I C R igin a,()e C*(I),a,()e C'(I),a,(t)e C(I) ve I' da a,(f)#0 olmak

lizere,

a, )y +a,®)y +a,(t)y=0 [2.3]

ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemine iligkin ¢oziimlerin 6zelliklerinin

incelenmesinde yerine gore kullanish olan iki temel (standart) form mevcuttur.

Bir [a,b] C I aralig lizerinde a, () # O ise, [2.3] denklemi,

_ _1ta(s)
Y€)= x(t)expl-> j Zo(_s)d“] [2.4]

dontiglimii yardimiyla



X" +c(t)x=0 [2.5]
seklinde bulunan kanonik (normal) bigimine déniistiiriilebilir, burada
c(t) =1/a,’[a,a, -1/ 4)a,’ —(1/2)(a, a, — a,a, )]
dir.

Belirtelim ki; iistel ifade sifirdan farkli oldufundan [2.4] doniiglimii, [2.3]

denkleminin ¢6ziimiindeki koklerin sayis1 ya da konumunu etkilemez.

Eger [a,b] aralig1 iizerinde a,(z) # 0, ise [2.3] denklemi

B ra,(s)
h(t) =1/ a,(2) j mds

¢arpaniyla carpilarak,
(P@®x") +q@®)x=0 [2.6]
0z eslenik forma doniistiiriilebilir. Burada p(f) = a,h(t),q(t) = a,h(t)’ dir.

Belirtelim ki; [2.6] denklemi, [2.3] denklemine gére daha geneldir. Ciinkii [2.3]
denklemi [2.6] bigimine her zaman déniistiiriilebildigi halde, tersinin olabilmesi igin

p@)€ C'([a,b]) olmahdir. [2.5] ve [2.6] denklemlerine iligkin 6nemli bir sonucu

verelim.

Teorem 24: r()>0 ve r()>0 olmak iizere; r(t),r(t)e C'{a,b] ve

q(®),q,(t)€ Cla,b] olsun. Eger



[(h@WT +q,w=0
w(a) = w(b)

sinir-deger probleminin, (a,b) iizerinde

b
[1r=r)w* - (g-g)w*ldr <0

esitsizligini saglayan x(t)’ den bagimsiz bir w(z) # 0 ¢oziimii var ise;
[r®)xT +q®)x=0
denkleminin her x(¢) ¢oziimiiniin (a,b) aralifinda bir sifinn vardur.

Diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimlerinin salinimhilifi, salimmsizligi, smrhihg,
kararlilifn ve uzun zaman davranigt gibi kalitatif incelemeler literatiirde yer alan pek
¢ok caligmanin konusu oldugu gibi halende siiregelmektedir. Biz bu tezde ikinci
basamaktan denklemlerin ¢6ziimlerinin salimimlilifina iligkin bazi g¢aligmalar
irdeleyecegimizden konuya iliskin temel tamimlar vermek igin genel ikinci

basamaktan
x'= ft,x,x) [2.7]

denklemini gbz Oniine alalim. Bu denklemin ¢6ziimlerini #, >0 olmak {izere

[t,,0 ) araliinda mevcut oldugunu varsayalim.

Tamm 2.3: [2.7] diferensiyel denkleminin belirgin olmayan bir ¢6ziimii, [to,oo )

araliginda keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara sahip ise bu aralikta salimmlidir.

Tersine, s6z konusu ¢dzlim [t,,o0 ) araligmda sonlu sayida sifirlara sahip ise bu

aralikta salinimsizdir.
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Buna gore salimmli bir ¢6ziim i¢in limz, =< olacak gekilde ¢dziimiin sifirlarmnin
n—yes

bir {z,} dizisi mevcuttur. Céziim salimmsiz ise her ¢ 2 ¢, 2 ¢, icin ¢bzlim, ya pozitif

ya da negatif olacak sekilde bir ¢, sayis1 mevcuttur.

Tamim 2.4: [2.7] denkleminin tiim ¢Oziimleri salimimli ise denkleme salinimli
denklem denir.

Omnek 2.1: m reel bir sabit olmak iizere x”+mx=0 denklemini gdz Sniine alalim.

m>0 durumunda denklem salinnmli m <0 durumunda denklem salinimsizdir.

Cinki m>0 icgin c¢ozlimler sin Jmt,cosmt olup salinimhdirlar. m <0

Vmt o= olup salimmsiz olduklar agiktir.

durumunda ise ¢oziimler e

Ornek 2.2: ¢ >0 igin
2%+t + (2 - k*)x=0

Bessel diferensiyel denklemi & ° nin her degeri igin salimmlidur.

Ornek 2.3: ¢ her ticin ¢(f) >m? >0 dzelligine sahip siirekli fonksiyon olsun.

x"+¢()x=0

denklemi salimmlidir. Ciinkii x” + m?x =0 denklemi salmmli oldugundan Teorem
2.4’ dan x” + ¢(¢)x =0 denkleminin de salimimli olacag agiktir.

Gerek elemanter diizeyde, gerekse ileri diizeyde, diferensiyel denklemlerin
¢ozlimlerinin salmmliligina iligkin inga edilen kriterlerinin pek ¢ogu limit ve integral

metodunu igeren testlerle ilgilidir. Tezde daha ¢ok ortalama teknigini iginde yer alan
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H metoduna dayali kriterler iizerinde durulacagindan ilerde ¢ok sik kullanacagimiz
P smifindan H fonksiyonu tammini ifade edelim (6,7).

Tanim 2.5: D, ={(t,s):t>s21,} ve D={(s):t=2s2t,} olmak ilizere eger
He C(D,R) fonksiyonu asafidaki sartlann sagliyor ise H fonksiyonu P

sinifindandir denir.
(Hy) ¢t 2¢, icin H(z,t) =0 ve her (¢,s)€ D, igin H(z,s) >0’ dur.
, s e e 4w . s oH
(H,) H, D’ da siirekli, ikinci degiskene gore tiirevi mevcut ve —a— <0 vede

A

her (¢,5) € D, igin

-2 (1,9) =t )FTe9)

olacak sekilde, siirekli bir #: D; — R fonksiyonu vardur.

Omek 2.4: Q, J‘—di)=oo ozelligine sahip [z,,%0) araliginda pozitif siirekli bir
2 :
o

fonksiyon ve n>2 olmak iizere
t dz
H(,s)=[| —=I"",¢,5)e D
'[ 0(2)

seklinde tamimli H fonksiyonu P simifindan bir fonksiyondur. Ozel olarak Q(z) =1
segilirse H(t,s)=(t —s)" olur. Benzer sekilde Q(z) = z segilirse H(¢,s)=(In L)"'1
s

olup her ikisinin de P sinifindan oldugu kolaylikla goriiliir.
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3. IKINCi BASAMAKTAN DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIGI

Ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin  salmmlilik ve
salmmsizlik problemi, son yillarda ¢ok ilgi duyulan bir aragtirma konusu olmug ve

bu konuda yapilan bilimsel yayinlarla oldukga genis bir literatiir meydana gelmistir.

Bu boliimde ikinci basamaktan lineer denklemler icin ortalama teknigi igeren bir dizi

Onemli sonug ve kriter tarihsel siireg i¢erisinde sistematik bir bigimde sunulacaktir.
Sturm (8), 1836 yilinda, g(¢)e C([¢,,), R),t, =0 olmak iizere,
X +qt)x=0 [3.1]

lineer diferensiyel denkleminin salinmlilik davramigini aragtiran ilk kisi olmustur.
g(¢)’ nin sonugta negatif olmadif durumda, pek ¢ok salimmlilik kriterlerinin ingas1
Atkinson’ un klasik ¢aligmasiyla baglamig, Moore ve Nehari, Jasny, Kurzwell,
Belohorec ve Kigurodze’ nin ¢aligmalar ile siirmiistiir. Nehari’ nin hemen ardindan
bir dizi makale halinde Coffman ve Wong tarafindan, bu sonuglar; salimmlilik
konusunda birgok ilging 6zellife sahip olan ve Emden-Fowler denklemi olarak

isimlendirilen
¥ +q@) sgnx=0 [3.2]

denkleminde sistematik bir davramig1 kapsayacak sekilde, [3.1]’ den daha genel bir
denkleme genisletilmistir (9). Eger, [3.2]’ de ¢q(f)=t* almrsa astrofizigin ¢aligma
konusu olarak ortaya gikan Emden-Fowler denklemi elde edilir. Cecchi ve Marini
1oy ninde belirttigi gibi, pek cok fiziksel problem;

r,q:[ty,0) = Ry, f : R — Rsiirekli, () >0 r() >0 ve g, [t,,°°)’ un herhangi

bir alt aralif lizerinde 6zdes sifir olmamak iizere;
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[r@w (0)xT +q@) f(x)=0 [3.3]

bi¢imindeki ikinci basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemlerle modellenir.
Ornegin; Thomas-Fermi ve Schrodinger-Persico denklemlerinin her ikisi de atomik
alanlarin aragtirmasinda ortaya ¢ikan, [3.3] bi¢imindeki denklemdir. Ayrica, bu tip
denklemler, kuvvet alan1 zamana bagli oldugunda, “agisal momentumun korunmasi
kanununda” oldugu gibi bir¢ok mekanik probleminde de goriiliir. Bu denklemle ilgili

olarak, Butler, Philos, Wintner, Wong, Yan ve Yeh’ in aragtirmasina bagvurulabilir

9).
3.1. Lineer Denklemlere Iligkin Sonuglar

[3.1] lineer denklemin salinimlilify igin gq(¢) iizerine kosullart esas alan kriterler

asagidaki gibi siralanabilir (9):

1. Kneser (1893) : g(z) >0 ve w=1limt’q(¢) oldugunu varsayalim. Bu durumda

[3.1] denklemi w>1/4 ise salinimli, w <1/4 ise salinimsizdir.

2. Fite (1918) : Eger q(r)>0 igin [g(s)ds=co ise, bu durumda [3.1] denklemi

b

salinimlidar,

3. Wintner (1949) : Eger }im% [| q@ududs=e ise, bu duramda [3.1] denklemi

b lo

salinimlidar,

4. Hartman (1952) : Eger

11 s 1! s
—oo < liminf ~ u)duds < limsup—- u)duds < oo
minf [ [ () msup=[ [ g@)

o Y o g
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ise bu durumda [3.1] denklemi salinimlidir.

5. Kamenev (1978) : A >1 bir sabit olmak iizere, eger

t
lim supilj. (t - 5)* q(s)ds =0
t

t—roa o

ise [3.1] denklemi salinimlidar.

6. Yan (1984) : A >1 sabiti i¢cin

oo

t
lim supti)_ j (t - 5)* q(s)ds < oo
to

olsun. Eger [t,,0) ilizerinde tammh, ¢z, igin A, (?)=max{A(),0} ve

IA ,2(s)ds = oo olacak gekilde siirekli bir A fonksiyonu var ve VT ¢, igin

o

limsuptilj.(t - 5)* g(s)ds = A(T)

oo o

ise [3.1] denklemi salinimhdir.

7.Philos (1989) (11): H, P siifinda olmak iizere (Tanim 2.5) eger

, £y

i - 1 2 y =00 4 RN
lim sup TR ’j (H(,)q(5) = 1 ¢,9)}ds gf :

Y
ise bu durumda [3.1] denklemi salimimlidir. [3.1] denkleminde & >0 bir @

P A
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) A . .
lizere g(¢) =— alinrsa, yukaridaki kriterler igin,
t

®

lts ltsa
lim— duds = lim~ | | — duds = lim— ——+1d
W,Hq(“) uds '—’“t'!"!.uz O -1

‘—)Oﬂt

—hm—(—logt+t =6 <o

t—>es

(ii)A >1 igin,

llmsup——J-(t s)* q(s)ds—hmsu j- (t s)

t—e0 % 1

< llmsupI—ds =0 <oo

t=yoo

her T 21 igin,
o
A(T) < hmmf —J. (- s)* q(s)ds <lim supTI(t -5 q(s)ds < < —

t=300

ve A(t) ve A, (¢) Yan’ m teoreminde tammlandif gibi olmak iizere,
oo oo 62
jAf(s)ds < J.—?ds =8% <o
1 1 s

(iii) P smifindan olan H i¢in
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limsup—— [ é)q(é)——hz(t é)]d§<hmsupf—d§ §=oco
t—yo0 H( 1)1 t—do0 1&

elde edilir. Boylece yukandaki sézii edilen Wintner, Hartman, Kamenev, Yan ve
Philos’ un kriterleri,

wW+—u=0 [3.4]

Euler diferensiyel denklemine uygulanamaz. Bilindigi gibi, eger § > 1/4 ise [3.4]

denklemi salinimli, § < 1/4 ise salinimsizdir.

Li (12), yukaridaki Euler denklemine de cevap verecek sekilde 1995 yilinda Wintner,

Hartman, Kamanev, Yan ve Philos’ un yukanda verilen salimimlilik kriterlerini

r(t)€ C'([t,,%0),)(0,)) ve q@t)€ C([t,,°), R),t, 20 olmak iizere;

(r@®)xY +q)x=0 [3.5]
ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemine genisleterek, asagidaki sonuglar
elde etmistir.

Teorem 3.1: H, P smfindan olsun. a ve vy, a(s)=exp{—2_[ f&)dE} ve

v (s) = a(s){q(s) + r(s)f*(s) = [r(s)f(s)]'} seklinde tammli fonksiyonlar olmak

iizere, eger her ¢ 21, icin

limsup— j [H(t, s)l,l/(s)——a(s)r(s)h (¢, 5)lds = oo [3.6]

1-—do0 t, ())

saglanacak sekilde bir f & C'[t,,%) fonksiyonu varsa bu durumda [3.5] denklemi
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salinimlidir.

t
Sonug 3.1: ¢ 21, igin R(?) = j% ve A >1 bir sabit olsun. Eger
' 5 T(s

lim sup R(i) 7 I[R(t) - R q(s)ds = oo

t=yo0

ise bu durumda [3.5] denklemi salinimlidur.

Sonug 3.2: t 21, i¢in O(t) = _f% <o ve A >1 bir sabit olsun. Eger
) r(s

limsup[-1og Q)T [ Qo' )* @(s)a()~Z o

Iy

)ds = oo

ise bu durumda [3.5] denklemi salinimlidir.

Sonuc 3.3: z =1, bir sabit olmak lizere t =521, icin H(¢,5)=(r— s)* olsun. a ve

¥ Teorem 3.1° deki gibi olmak lizere

t—yeo

t 2
limsup;ll—’.[{(t -5y (s) —14—(: ~ )2 a(s)r(s)}ds = oo [3.7]
fo
kosulu saglanacak sekilde bir f € C'[t,,) fonksiyonu varsa bu durumda Teorem
3.1° den [3.5] denklemi salinimlidir.

Omek 3.1: >% olmak iizere [3.4] Euler denklemini g6z Oniine alalm. f(¢) = —-—21;
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olsun. Bu durumda a()=t ve f'(¢) =% olur. A>1 igin

(¢ —s)* 2¢* - Ast*?

esitsizligini gbz Oniine alalim (13). [3.7]’ den

liﬁiuptilj{(t ~5)* s[;- + Zi—z - —Zi—z] - i;-(t —$)* % s)ds
== limsup t_li : " -sS)/1 p 4(;— D
> 464_ e - ptilj = iﬂH y 4(;— D
= 464_ 1 lirfl iup{log t— Mtt— 1)} - 4(;”_ 5 =o0

elde edilir. Boylece Sonug 3.3’ den [3.4] Euler denklemi & >1/4 igin salimmlidar.
Uyan 3.1: Eger r(z)=1ve f(t)=0 ise Sonug 3.3, Kamenev’ in kriterini verir.

Teorem 3.2: P smifindan H fonksiyonu

0 <inf {liminf 255 1 <o [3.8]
2t H(t, t, )

kosulunu saglasin.  a(s), y(s) Teorem 3.1’ deki gibi ve A, (s)=max{A(s),0}

olmak {izere eger
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limsup ja(s)r(s)hz (t,5)ds < oo, [3.9]
t=o0 179 M
I___.__A 2 (8) e = oo [3.10]
a(s)r(s)

ve her T 21¢, igin

limsup

t—>00

) j[H @, s (s) - -}Ia(s)r(s)hz t,)ds = A(T) [3.11]

kosullarim saglayan A€ C[t,,%) ve fe C'[t,,) fonksiyonlan varsa bu durumda

[3.5] denklemi salinimlidur.

Sonug 3.4: A >1 bir sabit olmak tlizere t =521, igin H(t,5)=(¢ - $)* olsun. Ayrica,

her t 21, i¢in,

j‘(t - 5)*2a(s)r(s)ds < e

to

ve

hmsup———j (t - 9)*a(s)r(s)ds < oo

100 o
é’? 3

olmak iizere, her T 21, igin [3.10], 53,
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limsup—t—lﬂ'—j‘{(t -)*p(s) - ﬂ:— (t — s)* 2 a(s)r(s)}ds = A(T)

t—ye0

kosullarini saglayan A€ Clt,,) ve f€ C'[t,,) fonksiyonlar1 varsa bu durumda

[3.5] denklemi salimmlidur.

Uyan 3.2 (12): r(#)=1 ve f(t)=0 ise, bu durumda Sonug 3.4’ den Yan’ in

sonugu elde edilir.

Teorem 3.3: Teorem 3.2° deki [3.9] ve [3.11] kosullart disinda diger tiim kogullar

saglansin. Eger

1

liminf

t—oo

jH(t, Sy (s)ds < oo [3.12]

250/ ¢,

ve her T >¢, igin

=00

.. 1 1 2
liminf __H(t,T) .I[H )y (s) 2 a(s)r(s)h”(t,s)lds 2 AT) [3.13]

saglanacak sekilde A€ C[t,,) ve f€ C'[t,,o°) fonksiyonlari varsa [3.5] denklemi

salimmlidir.

3.2. Lineer Olmayan Denklemlere Iliskin Sonuglar

Bu kesimde
x"+q(@) f(x)=0,

(r@w (x)x’Y + p)x’ +q@) f(x) =0
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ve
(r@w (Ok(x)) + pOk(x) +q@) f(x) =0

denklemlerine iliskin ortalama teknigine dayali literatiirde yer alan bazi ¢aligmalar
lizerinde durulacaktir. Her denklem tipi i¢in ¢oziimlerin ¢, 20 olmak tizere [z,,0)
araliginda mevcut oldugunu ve x(¢) ¢6ziim olmak lizere, sup{lx(t)l :t2T}#0,T 2¢,

Ozelligine sahip oldugunu kabul edelim.

q,[ty,°°) aralif {izerinde siirekli ve gergel degerli bir fonksiyon f, R’ de siirekli,
tiirevlenebilir ve her x# 0 igin xf(x) >0 kosulunu saglayan bir fonksiyon olmak

tizere ikinci basamaktan lineer olmayan
X +q@)f(x)=0 [3.14]
diferensiyel denklemini g6z oniine alalim.

Bu tip denklemlerin salintmlilik ¢aligmasi 6zel bir ilgi alan1 olmus ve degisken
katsayinin ortalama davramigini igine alan gok sayida kriter bulunmustur. Bu testler,
genellikle Wintner’ in lineer durum igin buldugu klasik ortalama kriterden ilham
alarak harekete gegirilmigtir. [3.14] bigimindeki lineer olmayan ikinci basamaktan
diferensiyel denklemlerin salimimlilifi igin ortalama tekniklerini kullanan birgok
aragtirma agisindan, Butler, Butler ve Erbe, Kamenev, Kura, Kwong ve Wong,

Onose, Philos’ un ¢aligmalan gosterilebilir (9).

Dikkat edilirse, f(x) =|xll sgnx,x€ R(A>1) olarak alindiginda lineer olmayan 4~

[3.14] denkleminin prototipi olan

x"+ q(t)lxl" sgnx=0
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Emden-Fowler denklemi kargimiza gikar.

Wong (14), [3.2] Emden-Fowler denkleminin salimmhhii igin,

t
limin [a(s)ds >—o [3.15]
o
veE
1 t
limsup- j (t - 5)g(s)ds =0 [3.16]
=00 t

kosullannin yeterli oldugunu géstermistir. 1984 yilinda Philos (15), Wong’ un bu
sonucunu f'(x) >0 olmak iizere [3.14] denklemine genigletmigtir.

Ote yandan yakin zamanda Rogovchenko (6), Philos (11)’ un ve Li (12)’ nin Kesim

3.1° de verilen lineer denklemler i¢in sonuglarini, [3.14]’ in Daha geneli olan
r(t)€ C'({t,%),(0,%0)), p(1),q (1) € C([ty,%), (=>2,)), f (x) € C’((~=0,0), (—0,2))

ve x# 0 igin xf(x) >0 olmak iizere
[r@)xT + p()x"+q®) f(x)=0 [3.17]
denklemine genigletmigtir.

Teorem 3.4:

f'(x) mevcut ve x#0 igin f'(x)2K>0 [3.18]

olacak sekilde bir K sabiti ve H, P smifindan olsun. a(s) = exp(—2_[ g(u)du) ve

Y (s) =K "a(s)(Kq(s)) — p(s)g(s) — (r(s)g(s))’ + r(s)g>(s)) olmak iizere
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1.6 - 295D 5y + B JHG hs=n (309

lim sup
t—oo , 0 )

olacak gekilde ge Cl([to,oo), (0,0)) var ise bu durumda [3.17] denklemi

salimimlidir.

Sonug 3.5: Teorem 3.4° deki [3.19] kogulu yerine

limsup H( J.H @, sy (s)ds =
t—re0 s 0 fo

ve

lim sup
e t, 0 )

j a()r(s)(h(e, ) + 2> p(s ),/H(z 5))% ds <o

sartlar1 saglandiginda da [3.17] denklemi salinimlidir.

Sonug 3.6: [3.18] sart1 saglansin. a(s) ve y(s) Teorem 3.4’ deki gibi olmak iizere;

n> 2 olacak gekildeki bazi tamsayilar igin

limsupz"™ "J-{(t $)" 'y (s) —

t—o0

a(s)r(s) 3 L(i)_ — 2 Ve =00
s ——=(t-5)"[n-1+ o) (t—s)1"}ds {3.20]

fo

olacak sekilde g€ C'([t,,),(0,0)) var ise [3.17] denklemi salinimhidur.

Omek 3.2: € [1,°0) olmak lizere

(1 +sin®£)x") - 3sinzcostx’ + ——1—4— x@)1+x*=0
1+cos”¢t
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lineer olmayan denklemini ele alalim. Kolaylikla gdsterilebilir ki f’(x) var ve her

XE (—o0,0) igin

fl(x)=5x*+121

dir. g(t)=-1/t ve n=3 igin Sonug 3.6 uygulamirsa a(z) =t*’ dir. Her s& (—oo,o0)

icin
1 9sin®scos’s
l1+cos*s 4(1+sin’s)
oldugundan
t . . )
limsuplz.l.(t—s)zsz[ 1 _— 3sin scoss +(1+s1ns),+ 1+sin®s
L l+cos” s s s s

1 3sinscoss .,
—s 2(1+sin’5s)

—(1+sin? S)(t

1 9sin® scos’ s

+s(t—s)(4s—1t)sinscoss
14+cos*s 4(1+sin® s)) t=sX )

t
= 1imsupt—12.j[(z—s)2s2(
T

1o

—s2(1+sin® s)]ds =0

dir. Boylece Sonug 3.6’ nin tiim sartlan saglandig1 igin yukardaki diferensiyel
denklemin tiim ¢oziimleri salinimlidar.

Teorem 3.5: x#0 igin f’(x) =K >0 olsun. P siufindan H fonksiyonu
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0 < inf {liminf -5

s2ty to= I (t, to )

}<oo [3.21]

kosulunu saglasin. a(s),y(s) Teorem 3.4’ deki gibi ve A, (s)= max{A(s),0} olmak

iizere her VT 21, i¢in

limsup )J.[a(s)r(s)(h(t Y p(s ),/H(t ))21ds <o [3.22]

t—>o0 (’Ot

(S)
lntris”up I a(s)r(s) [3.23]
ve
limsup 1 j[H(t s)w(s)—m(h(t s)+!@,/H(t $))21ds = A(T) [3.24]
= HET)} 4K T r(s) ’

olacak sekilde g€ C'([ty,%°),(0,°)) ve A€ C[t,,°°) var oldugunu kabul edelim. Bu
durumda [3.17] denklemi salinimhidir.

Teorem 3.6: Teorem3.5’ deki [3.22] ve [3.24] kosullart disinda diger tiim kogullar

saglansin. Eger

liminf H(t - j H(t,s)w(s)ds < oo

’0 to
ye

liminf

t—oo

j [H () (s) -
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ise bu durumda [3.17] denklemi salinimlidir.

Rogovchenco ile aynt yilda Tiryaki ve Zafer (16) tarafindan yapilan ¢aligmada
[3.17] denkleminin daha geneli olan

(r@w ()XY + p@)x"+q@) f(x) =0 [3.25]

denklemi incelenmistir. Bu denklemde r, p,q ve f tlizerindeki temel varsayimlar
[3.17] denklemindeki gibi olup ayrica y € C(R, R*)’ dir.

Tiryaki ve Zafer (16), Grace (17)’ in ¢alismasindan esinlenerek Rogovchenko’
nunkinden farkli asagidaki salinimlilik kriterlerini elde etmiglerdir. Sonuglar daha

Once literatiirde yer alan bazi kriterleri kapsamaktadir.

Teorem 3.7: k,c ve c, pozitif reel sabitler olmak {izere

c<y(x)<c, [3.26]
f'(x) 2>k [3.27]

veé
Q(t)=q(t)—11—(l—i)p—(—tl [3.28]

K'c ¢ r@)

olsun. P smifindan H fonksiyonu i¢in

[Ht,5)0()Q(s)ds,

X@,t)=
G:%0) H(t,t,);



Y(t,t,)= 1 ja(s)p(s){(p(s)—c, ‘; ((:)))\/H(t,s)+c,h(t,s)}2ds

Ht,t,) a(s)

o

olmak lizere

1
li Xt,l ——Y t,t = oo
imsup[ X (¢,25) P (2,2,)]

t—yes 1
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[3.29]

olacak gekilde tiirevlenebilir p:[¢,,o0) —(0,0) ve he C(D,,R) fonksiyonlan var

ise bu durumda [3.25] denklemi salinimlidur.

Sonug 3.7: Teorem 3.7’ deki [3.29] sart1 yerine

limsup X (¢,2,) === ve limsupY(z,z,) <o

t—s00 t—>e0

kosullar alindiinda da [3.25] denklemi salinimlidur.

Teorem 3.8: P smifindan A fonksiyonu

0 <inf{liminf 285} < oo
52ty e H(t,to)

kosulunu saglasin. ¥, f’,Q Teorem 3.7’ deki gibi ve A, (s) = max{A(s),0}

lzere

liminf Y (¢,2,) < oo,
1o .

T A oo
a(s)p(s)

to

[3.30]

[3.31]

olmak

[3.32]

[3.33]
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ve

liminf[ X (1,T) - iY(t,T)] > AT) [3.34]

¢

olacak sekilde A€ C[t,,0) ve pozitif bir pe Cl[to,oo) fonksiyonu varsa bu

durumda [3.25] denklemi salinmlidr.

Ormek 3.3:

(e 1+ e_Mx'))' —4t2%e¥x + 3t ¥ x(1+x*) = 0,1 21

denklemini gbz oOniine alalim. p(t)=e™ ve H(t,s)=(t—s)> seklinde segilirse

A(?) =-t1— olup Teorem 3.8’ in gartlar1 saglandifindan denklem salinimlidir.

Teorem 3.9: Teorem 3.8” deki [3.32] ve [3.34] kosullari diginda diger tiim kogullar

saglansin. Eger

limsupY(z,2)) <o [3.35]
=00
ve
limsup[X (¢,7,) — ——l—Y &,T)]z AT),T 21¢, [3.36]
t—yo0 4kcl

ise, bu durumda [3.25] denklemi salinimlidir.
Teorem 3.10: Teorem 3.8’ deki [3.32] kosulu diginda tiim kosullar saglansmn. Eger

liminf X (1,£,) <o [3.37]
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ise bu durumda [3.25] denklemi salintmhdur.

Ayanlar ve Tiryaki (18), f lizerindeki monotonluk kosulunu kaldirarak 6nceki
denklemlerden daha genel

(r@W (k) + p@)k(x) + ) f(x) =0 [3.38]

denklemini ele almiglardir.

Burada (1) € C([ty,),(0,)), p(t) € C" ([ty,%0), (—o0,)),q(t) € C([ty,°),[0,2)),
¥ (x) € C((—o°,2°),(0,20)), f(x) € C((—o°,0), (=02, 0)), k(y) € C((—o2,0),(—o0,0))
dir.

Ayanlar ve Tiryaki, Kesim 3.1° de yer alan Li (12)’ nin ¢galigmalarindan hareketle, ilk
kez kendileri tarafindan kullamlan pe C'([z,,0),R*) ve (rR)e C'([t,,%),R)

olmak tizere

() = p(z)["(’)"’("(’(?)" &) | ore) +%p(,)] [3.39]
X

doniislimii yardimiyla agagidaki sonuglarn elde etmislerdir.

Teorem 3.11: ¢,c,;,6 ve 6, sabitler olmak iizere r,q, f,y ve k fonksiyonlan

agagidaki sartlari saglasin.

(a) r(t)>0,q(t)20
(b) O<c<y(x)<c,

(c) &226>0,x¢0
x

(@) k*(3) < 8,yk(y),6, >0,y #0
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Aynca H , P sinifindan olsun. Ve de

X (@t0) =7 ( ) [HG90@p)s,
V()= =l [P0~ ((j)) 5 RONHGds
ve
o) =89(5) -+ 279 HONUREAYE (S)——p(s) (HSRG)Y
cr(s) 6151
olmak iizere
, c,0,
limsup[ X (¢,2,) - Y. Y(t,2,)]=0= [3.40]

olacak sekilde pe C'([ty,*°),R") ve (rR)€ C'([ty,>°), R) varsa bu durumda [3.38]
denklemi salinimlidur.

Sonug 3.8: Teorem 3.11” deki [3.40] kosulu yerine

limsup X (f,2,) = oo [3.41]

t—>o0
ve

limsup Y (z,2,) <o [3.42]

t—e0

sartlan alindigainda da [3.38] salimmbidur.



Teorem 3.12: P simifindan H fonksiyonu

0 <inf{liminf 2% <o
R H(t,to)

kosulunu saglasm. w,f,r,q,¢p ve k Teorem 3.11°
A, (s) =max{A(s),0} olmak iizere

liminf ¥ (¢,,) <o,

f AN L
r(s)p(s)

o

ve

liminf [X (¢, T) - E‘f—‘Y(t,T)] > A(T)

olacak  sekilde = Ae C([ty,),R),(rR)€ C'([t,,°),R)  ve
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[3.43]

deki gibi ve

[3.44]

[3.45]

[3.46]

pozitif  bir

pe C'([ty,),R") fonksiyonlan varsa bu durumda [3.38] denklemi salinimlidr.

Omek 3.4

(;ﬁ-w(x)k(x'»’ +ti3k(x') + ;1- F()=0.1>0

diferensiyel denklemini goz Oniine alahm. Vr>s2>¢, igin ®()=1LR()=0 ve

H(t,s)=({—s)? olsun.

t
liminf — 2jizds=0
o (t—t,) T s

o
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olup c=1/6 segersek ¢(s)= iz olmak tlizere VT 21, i¢in
s

[1a-9700)- 2200 =2
T S

liminf L
T

== (t—T)*

A% (s)

ds =’ dir. f ve k fonksiyonlari sirasi
r(s)

elde edilir. A(T) =% oldugundan |
t

ile (b), (c) ve (d) sartlarim saglayacak sekilde segilirse denklem salimmlidir. Ozel
olarak;

’

11 49y ¥ . 1 x
—E+e M (—) +—=
[t2 (6 )(1+x'2 ) £ 1+x7

+ti2(x+x3)=0

denklemi alindifinda Teorem 3.12’° un tiim sartlan saglanir. Dolayisiyla bu denklem

salinimhdir.,

Teorem 3.13: Teorem 3.12’ deki [3.44] ve [3.46] kosullart diginda diger tiim kogullar

saglansin. Eger her ¢ 2 ¢, icin

limsupY(z,,) <o [3.47]
t—>o0
ve her T ¢, igin
, 9,
limsup[X (2,T) — e Y(@,17)]12 AT) [3.48]
t—oo

ise bu durumda [3.38] denklemi salinimlidir.

Teorem 3.14: Teorem 3.12° daki [3.44] kosulu disinda diger tiim kosullar saglansin.
Eger
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lixginf X(t,2)) <o [3.49]

ise bu durumda [3.38] denklemi salitnimlidur.
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4. @k, (x,x")) + p®Ok,(x,x)x" +qt) f(x)=0 DENKLEMININ
COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu béliimde, nceki béliimde ele alinan denklem tiplerinin en geneli olan
(r()k, (x,x")) + p(&)k, (x, x)x" + q() f(x)=0 [4.1]

denklemi iizerinde durulacaktir. Bu denklem ¢ok yakin zamanda Tiryaki ve Zafer (7)
tarafindan ele alinip ortalama teknigi kullamlarak denklemin ¢Oziimlerinin
salimmlilifina iligkin orijinal sonuglar elde edildi. Yukanidaki denklemin ozel
durumlann daha once pek ¢ok aragtirmaci tarafindan incelenmis ve salmimliliga
iligkin kriterler inga edilmistir (3,4,6,16,18-25). Belirtelim ki asagida verilecek
kriterlerin bir kism literatiirde yer alan daha 6nceki sonuglarin bir genisletmesi

oldugu gibi katsay: fonksiyonlarinin 6zel durumunda onlan da kapsamaktadir.

Burada ¢, >0 olmak iizere p,qe C([t,,%),R),r€ C([t,,),R"), k,€ C'(RXR,R),
k,e C(RXR,R)’ dir. Ayrica [t,,o0) araliginda [4.1] denkleminin belirgin olmayan
¢oziimlerinin mevcut oldugunu ve x(¢) ¢6ziim olmak tUzere T 27, igin

sup{x(t):t =T} +# 0 0zelligine sahip oldugunu kabul edelim.

4.1. @)k, (x,x") + p@)k,(x,x)x" +qt)f(x)=0 Denklemine  iliskin
Salmimlihk Kriterleri

Lemma 4.1: B,C,De C({t,,>),R) ve we C'(R,R) olsun. Ayrica C(t)>0 ve

Vt2T 2t, icin
w < B(@t)w—C@)w? — D(z) [4.2]

olsun. Eger H , P simfindan ise Vz >T 21, icin
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D(t,5) = h(t,s) - B(s)\J/H(,s), [4.3]
_ 1 1 2
J(t,T)= HeT) ! {,/C(s)H @, w(s) + 5 m D1, 5)) % ds [4.4]
olmak tizere

f [H(t,5)D(s) - #cbz(z, s <H@T)wT) - J ¢, T)] [4.5]
” 4C(s)

dir.

Ispat: [4.2] esitsizlifinin her iki yanini & (t,5) ile

garpip I'° den ¢’ ye integral
alhinirsa

j H(t,5)D(s)ds < -—fH (t, s)wW'(s)ds + jH (, S)B(s)w(s)ds -IH (,5)C(s)w? (s)ds
T T T T

[4.6]

elde edilir. H, p sinifindan oldugundan

JL H(t,5)D(s)ds < H &, TYw(T) - j [C()H (¢, 5)w? (s) + (h(z, S)}JH(t,s)
T T

~ B()H (2, 5))w(s)]ds

! 1 ’ ,
=H ¢, TYW(T) - _I WC)H, SHw(s) + 5 m D(1,5)) 2 ds
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j mcb @, s)ds [4.7]

elde edilir. Buradan kolaylikla [4.5] bulunur
Teorem 4.1: p,q, f,k, ve k, fonksiyonlan

(a) Vt2t, igin p()20
(b) Vxe R—{0}ve K >0 igin IQZK
x

(c) Vt2t,igin g(t)=0

(d) V(u,v)e R? ve o, >0 icin k,” (u,v) < o,vk, (u,v)
veE
() V(u,v)e R® ve a, >0 igin uvk, (u,v) = a,k,*(u,v)

kosullarini saglasin.
p’(s)
t,s)=nh(t,s)———JH(t,
O(t,s) =h(z,s) p(S)J @)

olmak iizere eger

. ’ _ ar®eE .
limsup— o j [H(.$)p(5)a(s) = Kiaap() 57 2 (t,5))ds [4.8]

saglanacak sekilde P smifindan H ve pe Cl([to,oo),(O,oo)) var ise bu durumda
[4.1] denklemi salintmhidur.
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Ispat: x(), [4.1] denkleminin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda V> 21,

icin x(z) # 0 olacak gekilde #, vardir. w fonksiyonu

_ o Tk (x(8), X'(2))
w(t) = p(2) s [4.9]
bi¢iminde tanimlansin. w’ nin tiirevi alinirsa [4.9] ve [4.1]” den
N )] ky (x(2), X' )x'(8) S (x(@®)
wit) = o) —=w() - p(t)p(t) 2 0 p®)q(®) X0
— POk (x(0), ¥ (1) [4.10]

x*(t)

elde edilir. (a)-(e) kosullarindan

p'@)

)~ Ko~ %p®) 1

pOr* (@) o,p)r()

W) <—= wi)  [4.11]

olur. B,C ve D fonksiyonlari

By=P"D (= 2%rO)+r®)

o)’ . pOr @) »D(t) = Kp(1)q() [4.12]

seklinde segilirse Lemma 4.1’ den

_[[H (t,S)D(S)—-C—(—)Q (¢,5)ds < H (2,2))[w(t,) - J (¢,2)])

bulunur. J(¢,z, )20 ve H(t,s), s’ ye gore artmayan oldugundan
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j.[H(t, $)D(s) - —m Q* (1, 5)lds < H (1,1, \w(t,)| [4.13]

olup bu esitsizlik kullanilirsa

H(I, 0)_“[H (5 s)D(s)———C % )Q (t,5)lds <J' D(S)ds+|w(t] )I [4.14]

elde edilir. Ikinci yan smirh oldugundan bu [4.8] kabulii ile geliskidir. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonug 4.1: Teorem 4.1’ deki [4.8] kosulu yerine

limsup j H(t,s)p(s)q(s)ds = oo [4.15]

t=3e0 H( 0)
ve

. 1 ¢ r’e)ps) 2
hr{xiiup A ) e, 26+ 1) Q°(t,s)ds < [4.16]

kosullar alindiginda da [4.1] denklemi salinimlidir.

Teorem 4.2 : (a)-(¢) kosullar saglansin. P sintfindan H fonksiyonu igin

0 <inf[liminf 22 s)] [4.17]

s2ty e ( , 0)

olsun. O, Teorem 4.1’ deki gibi ve A, (¢) = max{A(t),O} olmak tizere VT 2¢, igin
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liminf PIr(s)

== H(,t,); 040, p(s) +1(s) 07 s)s < [4.18]

10,0, p(s)+r(s) | 2 — o
zj., o (s)ds = [4.19]

ve

liminf 1
H(t,

t-yo0

0 _ alr?(s)p(s) 2 _L
) j [H(t,5)p(s)a(s) = Kiaap() 7 S (t,)1ds 2 - A(T) [4.20]

olacak sekilde P smfindan H,p € C'([t,,),(0,%0)) ve A€ C[t,,>) fonksiyonlari

varsa bu durumda [4.1] denklemi salinimlidir.

Ispat: B,C ve D [4.12]’ deki gibi fonksiyonlar olmak iizere Teorem 4.1 ispatindaki

yol izlenirse her 1 2T 2¢, icin

Q% (t,8)lds Sw(T)-J(,T)

j [H @, )D(s) -

H( T)5 (s)

olup esitsizligin her iki tarafinin liminf * i alinirsa

lgtnf J. [H(t,s)D(s )—-_C_i_)Q (t,8))ds <w(T)-limsup J(t,T) [4.21]

olur. [4.21]’ de [4.20] kullamlirsa VT >t, igin

w(T) 2 A(T) + limsup J (¢,T) [4.22]

t—ree



elde edilir. [4.22]" den her T 2¢, i¢in A(T)<w(T') olup [4.19] kogulundan

]: C(T)w*(T)dT =

4

bulunur. Her ¢ 2, i¢in u(t) ve v(¢) fonksiyonlari

u(t) = j C(s)H (¢, s)w* (s)ds

H(,l)

u )'“‘F(‘_) ot o HEDwispds
Z 1

bi¢iminde tanimlansin. [4.7]’ den

u@®) +v(@)=J(@,t,) - Q*(z,s)ds

t
H( ( t,) ;f 4C(s)
dir. [4.22] kosulundan VT >¢, igin

limsup J(¢,T) < e,

t—es

[4.18] ve [4.24] kosullarindan

limsup[u(?) + v(¢)] < o=

t—eo
oldugu goriiliir.

Diger yandan [4.17] kabuliinden

40

[4.23]

[4.24]

[4.25]
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p <inf [hmmf HG, S) [4.26]

== H(t, o)
olacak gekilde u, >0 vardir. u, >0 verilen bir reel say: olsun. [4.23]’ den her ¢ 21,

icin

jC(s)wz (s)ds > ¥z [4.27]

! My

esitsizligini saglayacak sekilde bir ¢, >¢, vardir.

”(’)"H(,,) 1)

olup sag tarafa kismi integrasyon uygulanirsa H’ in P smifindan olmasi ve [4.27]
dan Vr2t, igin

Uy Hityty)

428
M, H(t,t)) 14281

u(t) =

elde edilir. [4.26] ve [4.28]" den her ?=t, ic¢in u(t)=u, olacak sekilde ¢, 21,

vardir. u, keyfi oldugundan bu

limu(t) =co [4.29]

t—>o0
anlamina gelir.

Simdi lim7, =<0 olacak gekilde (z;,o0) araliginda keyfi bir reel say1 dizisi {7, },_,

n—yoe

olsun. [4.25] e gore her n =1 igin
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u(T,) +v(T,) < [4.30]

olacak gsekilde p©>0 sabiti vardir. [4.29] ve [4.30]" dan limu(T,)=c ve

1i_r>n V(T ) =—oo elde edilir. Buradan her n 2 n, igin

wlT)+v{T,) .4 Ul
u(T,) _u(Tn) 2

olacak sekilde bir n, >0 tamsayist vardir ki bu

v3(T,)
im =o0
n—yee u(Tn )

[4.31]

olmasini gerektirir.

Diger yandan Schwarz esitsizligi yardimiyla

P 2
VAT =t T j Q(T,,)H(T,,s)w(s)ds)

< 1
H(T,,t)

JQH T,, $)C(s)w?(s)ds

T,

o1 1
H(T,.1,); C(s)

Q*(T,,s)ds

_ ) 1
H(T,.1,); C(s)

Q*(T,,s)ds
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bulunur. Buradan bu esitsiziik u(T,)’ e boluntip, H’ m monotonluk kabulii

kullanilirsa
vi(T 1 %
@) 0*(T,,5)ds
u(,) H(T,t): C( )
T,
,I C(S)
olur. Her iki tarafin limiti alinirsa [4.31]’ dan
1 &
Q (T,,s)ds=o0
H(T,,t,); C( )

elde edilir. {T,} keyfi oldufundan bu [4.18] kabuli ile geligir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.3: Teorem 4.2° deki [4.18] ve [4.20] kosullari diginda diger tlim kosullar

saglansin. Eger

limsup j P (s) ®*(z,5)ds <o
t»e H (t ty); o0, p(s) + r(s) ’

ve VT 2¢, igin

o, (s)r*(s)
4K[0,0t, p(s) + 7(s)]

I[H (t,5)p(s)g(s) - Q*(t,s)lds 2 _IIE A(T)

limsu
t—se0 P H( T)

ise, bu durumda [4.1] denklemi salinimlidir.



Teorem 4.4: Teorem 4.1, Sonug 4.1, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’ deki (a) ve (e)

kosullar yerine

(a1) Ve21,,a, >0 ve o, >0 igin a,a,p(t)+r(t)>0

(e1) V(u,v)e R? igin uvk,(u,v) = c,k,” (u,v)
kosullan alindifinda da [4.1] denklemi salimimlidir.

Uyani 4.1: Yukaridaki teoremden agik¢a gorillmektedir ki p iizerinde isaret
kisitlamas yoktur. Ancak %k, fonksiyonu lizerine kosul gelmektedir.

Teorem 4.5: (d),
(b,) L>0sabiti ve Vx#0 igin f'(x)2 L ve xf(x)#0
ve
(e2) V(u,v)€ R? igin k (u,v) =vk,(u,v)

kosullar saglansin.

D, 5)= (f—((:)l - %),/H(t,s) + ht, 5) [4.32]
olmak iizere
limsup - [1E . )p()q(s) - Qﬂ%ﬁq,z(t, Slds=o0  [4.33]

t
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olacak sekilde P simfindan H ve pe C'([t,0),(0,%0)) fonksiyonlarni varsa bu

durumda [4.1] denklemi salinimlidur.

Ispat: x(¢), [4.1] denkleminin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda her

t2t, 21, i¢in x(z) # 0 olacak sekilde ¢, vardir. w fonksiyonu

r(Ok, (x(),x'())

MO=PO= ey

bi¢iminde tanimlansin. w’ nin tiirevi alinirsa [4.34] ve [4.1]’ den

Wt =-p(t)a) - ED - POy )

p@) r@
f'x@)
= Hk t
P@)r()k, (x(t), x (t))f =) x (1)
dir. f'(x)2 L kabulii ve (d)’ den
p’® _p@)

o= —— L

<—
W,(’) paB-C ey 0" @pr

esitsizligine ulagilir. B,C ve D fonksiyonlan

PO PO, A L
B0=C0 0 O arweo

D)= p@®)r(®)

seklinde segilirse Lemma 4.1° den

o, r(s)p(s)

[tHG9)p()a0) - i

1

@*(t,5)ds < H(t,1)Iw(t,) - J (¢,1,)]

[4.34]

[4.35]

[4.36]
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bulunur. Teorem 4.1° in ispatinda izlenen benzer yollar takip edilerek ispat

tamamlanir.

Sonug 4.2: Teorem 4.5 deki [4.33] kosulu yerine

limsup— ;) j H(t, s)p(s)q(s)ds = oo
t=ro0 z, 0
ve
limsup oSt j () p(s)®> (¢, 5)ds < oo

alindifinda da [4.1] denklemi salinimlidir.

Teorem 4.6: (by), (d) ve (e2) kosullar1 saglansin. P simifindan H , fonksiyonu i¢in

0 <inf {liminf HG@,s) —}=<
2ty e , 0)

olsun. @, Teorem 4.5’ deki gibi ve A, (t) =max{A(z),0} olmak lizere VT >1¢, igin

liminf [r)p(s)®* (¢, 9)ds <o, [4.37]

t—reo H(t,to "

oo 2
j-——A+ (s) ds =
5 ()P (s)

ve
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liminf 1

| A 2
pl H(t,T)-l.[H(t’s)cD(s)p(s) 2L H(s)p(s0* (,)lds 2 AT [4.38]

kosullarin1 saglayan P smifindan H,p€ C'([t,°0),(0,0)) ve Ae C([ty,%),(0,))
fonksiyonlari varsa bu durumda [4.1] denklemi salinimhidir.

Teorem 4.7: Teorem 4.6’ daki [4.37] ve [4.38] sartlar1 yerine

j r(s)p(s)®*(t, s)ds < oo

tg

lim sup
- H(t, to)

ve VT 2¢, icin

. 1
limsup

| o :
msup ![H(z, HO(5)P(s) = 3 r(IP(IP* 1, )lds = AT)

kosullan alindiginda da [4.1] denklemi salimimhidir.

f , iizerindeki tiirevlenebilirlik sart1 kaldirildiginda
(ap) p siirekli tiirevlenebilir

kosulu gelmektedir.

Teorem 4.8 : (az), (b), (), (d) ve (e2) kosullar1 saglansin.

®,(s) = Kq(s) - “7{((7;) ¥ ai ()0 ()~ 2 p'(5) = (r)p, )’
1
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®,(t,5) = ht, ) [P + 2 p ()WH )

P ) o
olmak iizere
. 0 a, 2 o
lim sup TS [1H ()2, (s)p, () TP )P, () ds =0 [439]

4}

olacak sekildle P smfindan H,p, € C'([t,),(0,)) ve (rp,)e C'([ty,>°),R)

fonksiyonlar1 varsa durumda [4.1] denklemi salinimlidir.

Ispat: x(t), [4.1] denkleminin salimimsiz bir ¢dziimii olsun. Bu durumda her

t2t 2t, icin x(z) # 0 olacak sekilde ¢, vardir. w fonksiyonu

w(t) = p, (O)[r(?)

BEOZD | 1eyp,0)+ % peo)
x(1) 2

seklinde tamimlansin. w’ nin tiirevi alinirsa [4.1] ve teoremin gartlarindan

<P, 2 — L -
WOSE St PO — Wt ()= 2,0, 0)

esitsizligi elde edilir. B,C ve D fonksiyonlan

PO 2 0.0 =————, D)= p, (0D, (1)

B(t)
p(®) o o, r(t)p, (t)

seklinde segilirse Lemma 4.1° den
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e, 9)0, 51, (5) - 21O 021, sy1ds < H et )w() ~ T 11,

4

bulunur. Teorem 4.1° in ispatinda izlenen benzer yollar takip edilerek ispat

tamamlanir.

Sonug 4.3: Teorem 4.8 deki [4.39] kosulu yerine

li H(t, d, (5)ds = oo
P H(t,to);[ ()P ($), ()ds

ve

: 1
limsup

i 2
- H(t, to) ;[T(S)pl (S)(I)Z t,8)ds<

alindiginda da [4.1] denklemi salinimlidur.

Teorem 4.9: (ay), (b), (c), (d) ve (e2) saglansin. P sinifindan H fonksiyonu igin

0 <inf {liminf 2% } < o
52 1o H (t’to)
olsun. @, ve ®, Teorem 4.8’ deki gibi ve A, (1) = max{A(#),0} olmak iizere VT 2¢,

icin

liminf IO [r(s)0, ()@, ¢, 5)ds < oo, [4.40]

sbo )y,



50

o A+2 (s)
1 1), ()

ve

liminf I (H (1,5, ()p,(5) =S ()P, (510, (,)lds 2 AT)  [441]

i H( ,

kogullanim saglayan P smifindan H,A€ C([t,>),R),p, € C'([t,,),(0,%0)) ve

(rp,) € C'([ty,), R) fonksiyonlan varsa bu durumda [4.1] denklemi salimimlidir.

Teorem 4.10: Teorem 4.9 daki [4.40] ve [4.41] sartlan yerine

limsup j r(8)p, ()@, (¢, s)ds < oo

t—o ,o o

ve VT 2¢, igin

limsup

t—3e0 H( T)I[H(t S)q) (S)Pl(S)——-—r(s)pl(s)q) (t s)]dS>A(T)

kosullart alindiginda da [4.1] denklemi salinimhidir.

o p@)

2 ) alinirsa p Uzerindeki tiirevlenebilirlik, f(x)=x alinursa g
r

pz(t) =-

iizerindeki igaret kosulu kalkar.
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4.2. Ornekler

H(t,s)=(—35)%p@)=p,@)=tve p,(t)=0 olsun. Ayncac, =10, =2 veya 1,
K =L =1 olacak sekilde fonksiyonlar segilsin.

2

3 2, .2
Omek 4.1: § >1 ve kl(u,v)=_1” V2 Ky (1, ) = wvl+u®+v?)
+u

(1+u?)?

(al = az = 1)’

f(x)=x(2 +cos x),(K =1) olmak iizere

(B +sint)k, (x,x")) + (8 +sint)k, (x,x")x" +cos® tf (x) = 0,t 2 1

denklemini géz dniine alalim. Burada Vx#0 i¢in &21 fakat Vxe R - {0} i¢in
x

F(x)21 olacak sekilde L yoktur. Q(f,s) =3~ olup [4.8] den
S

(3 +sin?s5)?s
4(3+06 +2sins)

limsup 1 (3-1/5)}ds = o0

t _ , . y
1o (1_1)2{{(t s) scos” s

elde edilir. BoOylece Teorem 4.1° in tiim kogullari saglandigi igin yukandaki
denklemin tiim ¢6zlimleri salinimlidur.

Omek 4.2: f(x) = x(2 + cos x) almabilir ve

2 3

ki(u,v) = ﬁ%,kz w,v) = =, (uvk, u,v) = k,” (u,v)

L
1+u?)
olmak iizere

(3 +sin2)k, (x,x") +sintk, (x,x")x"+cos?(t) f(x) =0, =1
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denklemini gbz oniine alalim. [4.8]’ dan

t . 2
limsup - I{(t —5)tscos?s __(_?115‘3}11_9_5(3_1)2}‘15, = oo
e (=D 4(3 + 2sins) s

elde edilir. Dikkat edilmelidir ki o, e, p(?) + r(t) =3 +sinz >0’ dir. Béylece Teorem
44 in tim kosullan saglandigr ig¢in yukaridaki denklemin tiim g¢6ziimleri

salimmIidir.

Omek 4.3: k(u,v) fonksiyonu

ulv o’ v  vcosiu
bl ] 9’
1+ 14+4u®? 1+u® 1+u?

(o, =1)

fonksiyonlarindan herhangi biri ve f(x), (b;) sartin1 saglayan herhangi bir fonksiyon
olmak iizere

¢ k(x,x)) + 72 k(x, x)x’ + 1% sintf (x) =0, 21

denklemini goz Oniine alalim. Omegin; f(x)=x+x* alabilir. Sonug 4.2° in
saglandign kolaylikla goériilebilir. Boylece yukandaki denklemin tiim ¢oziimleri

salmimlidir.

Ornek 4.4: B reel bir say1, k(u,v), Omek 4.3’ deki gibi ve f(x),x=1 icin (b)

kosulunu saglayan herhangi fonksiyon olmak iizere, p,(#) =1 igin

@2k, x)) + Bt 2 k(x, x)+1t 2 f(x) =0;2 =1
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denklemini gboz Oniine alalm. Ornegin; f (x)=x+x* alinabilir. Kolaylikla

gorilebilir ki

12T% + B(6-B)
121°

2
0,00=22E0"D) 0,4, =2.41)-

dir. Teorem 4.9° un tim kosullan saglandifindan diferensiyel denklemin tiim

¢oziimleri salimimlidir.
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