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ÖZET 

 

Üç bölümden oluşan bu tezde genel olarak ikinci basamaktan yarı lineer tipten 

gecikmeli diferensiyel denklemlerin salınımlılığı üzerinde durulmuştur. Birinci 

bölümde genel olarak fonksiyonel diferensiyel denklemler tanıtılmaya 

çalışılmıştır. Bu anlamda, bu tip denklemlerin sınıflandırılması, başlangıç-değer 

problemi için varlık, teklik teoremleri ve salınımlılık tanımları üzerinde 

durulmuştur. İkinci bölümde   
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şeklindeki ikinci basamaktan fonksiyonel tipten denklemlerin çözümlerinin 

salınımlılığına ilişkin kriterler irdelenmiştir. Üçüncü bölümde de daha genel 
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tipten olan  
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denklemine ilişkin Tiryaki [13] tarafından elde edilen salınımlılık sonuçları 

incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

 

This thesis consists of three chapters. The thesis is devoted to a general 

discussion of second order half linear functional differential equations. 

The first chapter is deveted to a general discussion of functional differential 

equations. In this context, the classification of these types of equation, existence 

and uniqueness theorems for initial-valuve problems, and oscillation definitions 

have been investigated. The second chapter, criteria with second order 

functional type equations of the form. 
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are examined. 

The third chapters provides type equations of the form which defined Tiryaki 

[13]. Criteria to the oscillation. 
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1. GİRİŞ 

 

Diferensiyel denklemlerin genel bir tipi olan fonksiyonel diferensiyel denklemler, 

bağımsız değişkeninin (argument) farklı değerleriyle bilinmeyen fonksiyon ve bu 

fonksiyonun türevlerini bulunduran denklemlerdir. Rus literatüründe, "değişen 

argümentli diferensiyel denklemler" olarak adlandırılan denklem kavramı ilk kez 

onsekizinci yüzyılın ikinci yarısında Kondorse (1771) tarafından ortaya çıkmıştır. 

Ancak bu tür denklemler için sistematik bir çalışma daha çok yirminci yüzyılda 

uygulamalı bilime duyulan ihtiyaçtan dolayı yapılmaya başlanmıştır. Değişen 

argümentli diferensiyel denklemler; otomatik kontrol teori, salınım sistemler teorisi, 

roket hareketindeki ateşlemeyle bağlantılı problemlere ilişkin incelemelerde, 

ekonomide uzun vadeli planlamayla ilgili problemlerde ve teknolojide olduğu gibi 

bilimin birçok sahasında uygulama alanına sahiptir [1]. Uygulama alanının çokluğu, 

değişen argument içeren diferensiyel denklemler teorisinin, hızla gelişmesini 

sağlamaktadır. Günümüzde bu tür denklemlerin içerdiği teori, matematiğin en hızlı 

gelişen dallarından biri haline gelmiştir. 

 

Bu kesimde, bu tür denklemlerin, sınıflandırılması yapılarak, bazı özellikleri 

üzerinde durulacaktır. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 

En basit değişen (deviating) argümentli diferensiyel denklem, 

 

 x' (t) = f (t, x (t) , x (t-τ ) )                                                                                       (2.1) 

 

şeklindedir. Burada, zaman başlangıcı için τ  gecikme (delay) sabiti pozitif 

varsayılacaktır. 

 

Temel başlangıç değer problemi; Eş.2.1’e ilaveten  t0 - τ  ≤  t ≤  t0 için tanımlı   

 

x (t) = φ (t)                                                                                                          (2.2) 

 

başlangıç koşulundan ibarettir. Buna göre, problemin çözümü olarak, t0 - τ  ≤  t ≤  t0 

için Eş.2.2’yi ve t > t0 için Eş.2.1’i sağlayan bir x (t) fonksiyonunu kastediyoruz. 

Buradaki φ sürekli fonksiyonu, başlangıç fonksiyonu adını alır. Başlangıç 

fonksiyonunun tanımlanmış olduğu t0 - τ  ≤  t ≤  t0 kapalı aralığına başlangıç kümesi 

adı verilir ve Eto ile gösterilir. t0  noktasına başlangıç noktası denir.  

 

Genellikle 

 

x( t0 + 0 ) =  φ  ( t0 ) 

 

olduğu varsayılmıştır. 

 

Eş.2.1’de τ  = τ  (t) > 0 değişken gecikme durumunda t0 noktasını içeren, Eto 

başlangıç kümesi üzerinde t > t0 için bu denklemin bir çözümünü bulmak gerektiği 

gibi t ≥  t0 için t0 dan küçük olan t - τ  (t) değerleri içinde x (t) çözümü, verilen φ (t) 

başlangıç fonksiyonu ile uyuşmalıdır. Örnek olarak, 

 

x' (t) = f (t, x (t) , x (t-cos2 t)) 
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denkleminde, t0 = 0 için φ (t) başlangıç fonksiyonu -l ≤  t ≤  0 aralığı üzerinde 

verilmelidir. 

 

x' (t) = f (t, x (t) , x (t/2)) 

 

denkleminde ise t0 = 0 için, E0 başlangıç kümesi t0 = 0 tek noktadan ibarettir. Fakat, 

bu denklemde t0 =1  için E1 başlangıç kümesi 1/2 ≤  t ≤  l dir. 

 

Uygulamalı problemlerde, başlangıç fonksiyonu genellikle deneyle bulunur. 

Başlangıç fonksiyonu, değişen argüment içermeyen başka bir denklem ile 

tanımlanabilir. 

 

k değişen argümentli, n'inci basamaktan  

 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ))((,...,(,,...,, 11

1 1 ttxttxtxtxtftx mmomo

ττ −−= −  
( ) )))(()),...,((..., ttxttx k
m

k
k ττ −−                                                  (2.3) 

 

denklemini göz önüne alalım. Burada, iτ (t) > 0 ve nmiki
=

≤≤0
max  dir. Ayrıca,  

z = t — iτ  (t) olmak üzere x(p)(t — iτ  (t)) ile z noktasında alınmış x (z)fonksiyonunun 

p'inci türevi ifade edilmektedir. Bundan sonra iτ  (t) sapmalarının (deviations) sürekli 

olduğunu varsayacağız. 

 

Verilmiş başlangıç noktası t0 olsun. Başlangıç kümesi, t0  noktasını ve t≥  t0 için t— iτ  

(t) < t0 olacak şekilde t— iτ  (t) değerlerini içerecek biçimde her sapma bir ( )i
toE  

başlangıç kümesi tanımlar. Başlangıç kümesi Eto = 
k

1i
U
=

 ( )i
toE  ile gösterilir.η  = iki

m
≤≤1

max  

olmak üzere p = 0, l,..., η  için Eto üzerinde φp (t) sürekli fonksiyonları verilmelidir. 

Uygulamalarda, Eto üzerinde φp (t)= ( )p
0φ   (t), p = 0, l,..., η  biçiminde göz önüne 

alınır. 
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( )px0 = φp(t0), p = 0, l,..., η  

 

olsun. Eğer, η  < n — l ise 1
0
−ηx  sayıları da verilir.  

 

Eş.2.3  için, temel başlangıç değer problemi, 

 

x(p) (t0 + 0) = ( )px0 ,    p = 0, l,..., n - l 

x(p) (t -  iτ  (t)) = φp  (t -  iτ  (t)),   t -  iτ  (t) < t0 , 

 p = 0, l,..., η  ;   i = l,2,...,k                                                                           (2.4) 

 

koşulları altında, t > t0  için Eş.2.3’ün, (n — 1) kez sürekli türevlenebilir bir x (t) 

çözümünün tanımlanmasından ibarettir. 

 

2.1. Örnek: 

 

x" (t) = f (t,x (t), x' (t) , x (t- cos2t) , x (t/2))                                (2.5) 

denkleminde t0 = 0 için n = 2, k = 2, η   = 0 dir. ( )1
0E   başlangıç kümesi -l ≤  t ≤  0 ve 

( )2
0E  kümeside t0 = 0 olup, E0 başlangıç kümesi, -l ≤  t ≤  0 aralığından oluşur. Bu 

küme üzerinde, ( )0
0x =φ0 (0) ve ( )1

0x   sayıları verilmelidir. Değişen argümentli 

denklemlerin bir doğal sınıflandırılması, G.A. Kamenskii [2] tarafından yapılmıştır. 

Eş.2.3’de, λ = m0 — η  denilirse, denkleme 

(i) λ  > 0 durumunda gecikme (retarded) argümentli tip,  

(ii) λ  = 0 durumunda nötür (neutral) tip,  

(iii) λ  < 0 durumunda ileri (advanced) tip,diferensiyel denklem adı verilir. Her üç 

duruma örnek olarak, 

x'(t) = f (t,x (t) , x(t-r)),   τ   >0,    λ   = l 

x' (t) = f (t,x (t) , x (t- cos2 t)) ,    λ = l 

x" (t) = f (t,x (t/2),  x' (t/2) , x (t), x' (t)),    t ≥  0 
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denklemlerinden herbirinde λ  > 0 olduğundan, bu denklemler gecikme argümentli 

denklemlerdir. 

x" (t) = f (t,x (t), x' (t) , x(t-1 ), x' (t-1), x" (t - 1)), 

x'(t) = f (t,x (t), x (t /2), x′  (t /2)) 

denklemleri   = 0 olduğundan, nötür tipden denklemlerdir. 

x' (t) = f (t,x (t), x (t - 1), x′  (t - 1), x" (t - 1)), x′  

x' (t) = f (t, x (t) ,x(t- cos2t) , x′  (t - cos2t ), x" (t - cos2 t)) 

denklemleri için λ < 0 olup ileri tipten değişen argümentli denklemlerdir. 

 

2.1. Adımlar Yöntemi 

 

))(),(,( rtxtxtf(t)x' −=  

00),()( ttrtttx ≤≤−=φ  

şeklindeki en basit gecikme argümentli diferensiyel denkleme ilişkin başlangıç değer 

problemini gözönüne alalım. Burada 0>r dır. Bu problem için en doğal çözüm 

yöntemi; 

 

))(),(,( 0 rttxtf(t)x' −= φ  

rtttttx +≤≤= 00000 ),()( φ  

 

şeklindeki gecikmesiz diferensiyel denkleminden, )(tx  çözümünün belirlenmesinden 

ibaret olan “adımlar” ya da “ardışık integraller” yöntemidir. rttt +≤≤ 00  için rt −  

argümenti [ ]00 ,trt − başlangıç cümlesinde değişir ve sonuç olarak  f  fonksiyonunun 

)( rtx −  üçüncü argümenti )(0 rt −φ  başlangıç fonksiyonuna eşittir. Varsayalım ki; 

[ ]rtt +00 ,  aralığı üzerinde bu başlangıç değer probleminin bir )(1 tx φ=  çözümü 

mevcuttur. Benzer şekilde  

 

rttrt 200 +≤≤+  için  

)(),(,()(' 01 rttxtftx −= φ ) 
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)()( 010 rtrtx +=+ φ  

.............................. 
rnttnrt )1(00 ++≤≤+  için 

))(),(,()(' rttxtftx n −= φ  

)()( 00 nrtnrtx n +=+ φ  

 

elde edilir. Burada jrttrjttj +≤≤−+ 00 )1(),(φ  aralığı üzerinde gözönüne alınan 

başlangıç değer probleminin bir çözümüdür. Bu yöntem yardımıyla çeşitli sonlu 

aralıklarda çözüm tanımlanır. Ayrıca φ  ve f , değişkenlerinin sürekli fonksiyonları 

ise, ( )00 (, tt φ  noktasının komşuluğu bir çözümün varlığını gösterir.  

 

Şimdi bu yönteme ilişkin örnekler verelim. 

 

2.2. Örnek: 

 

)1(6)(' −= txtx  

10,)( ≤≤= tttx  

problemini gözönüne alalım. 30 ≤≤ t  için )(tx  çözümünü bulalım. Adımlar yöntemi 

uygulanırsa 

)1(6)(' −= ttx  

21,1)1( ≤≤= tx  

elde edilir. Bu problemin çözümü  

1)1(3)( 2 +−= ttx  

dir. Benzer şekilde 

[ ] 32,1)2(36)(' 2 ≤≤+−= tttx  

4)2( =x  

prbleminin çözümü 

86)2(6)( 3 −+−= tttx  

dir.  
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Adımlar yöntemi, değişen argümentli denklemlerin integrali için de temel 

yöntemlerden biridir. Bu yöntemin 

( ))(),(,()(' trtxtxtftx −=                                                                                   (2.6) 

denklemine uygulanması 

)()( 001 ttt nn γγ ≤≤− için gecikmesiz 

( )))(),(,()(' trttxtftx n −= φ      (2.7) 

denkleminin integrasyonuna indirgenir.  

Eğer Eş.2.6’ya adımlar yöntemi uygulanabiliyorsa ve Eş.2.7 herhangi bir sürekli 

)(tnφ  fonksiyonu için çözülebiliyorsa Eş.2.7’ye integrallenebilirdir denir. 

 

Bu uygulama ( ) ( ))(......,,)(),(,()(' 1 trtxtrtxtxtftx m−−=  şeklindeki denklem ve hatta 

daha yüksek basamaktan denklem ve sistemler için de geçerlidir.  

 

2.2. Başlangıç Değer Problemi için Varlık ve Teklik Teoremleri 

 

Gecikme argümentli denklemler için, başlangıç değer problemleri ile ilk defa A.D. 

Myshkis [3] çalışmıştır. Nötür tip için, genel teorilerin ilk teoremleri G.A. Kamenskii 

[2] tarafından elde edilmiştir. Uygulamada çok sık karşılaşılan denklemler, gecikme 

argümentli diferensiyel denklemlerdir. Değişen argümentli n'inci basamaktan 

denklemler, adi diferensiyel denklemlerde olduğu gibi, birinci basamaktan bir 

denklem sistemine dönüştürülebilir. 

 

i = 1,2, ...,n için, iτ (t)≤ t, 
∞→t

lim iτ (t) = ∞               (2.8) 

 

olmak üzere, bazı T∈R'ler ve bazı pozitif m tamsayıları için, 

 

f ∈C ((T, ∞ ) x Rm x ... x Rm, Rm) ve iτ ∈C ((T, ∞ ), R+)                                    (2.9) 

 

olacak şekilde 
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x' (t) + f (t, x (t), x ( 1τ  (t)),..., x (( nτ  (t))) = 0                        (2.10) 

 

gecikmeli (delay) diferensiyel denklemini göz önüne alalım. Her t0 ≥  T başlangıç 

noktası için, t-ı 

 

 t-ı = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥≤≤
)(infmin

1
tittni o

τ                                                                                               (2.11) 

 

ile tanımlansın. Eş.2.10 ve verilen t0 ≥  T başlangıç noktası ile birlikte,  

φ : (t-1, t0) →Rm, verilen bir başlangıç fonksiyonu olmak üzere, t-ı ≤  t ≤  to için bir 

 

 x (t) = φ (t)                                                            (2.12) 

 

başlangıç koşulu olacak şekilde, Eş.2.10 ve Eş.2.12 başlangıç değer problemini göz 

önüne alalım. 

 

2.1. Tanım:  

 

x: (t-ı ,∞ )→Rm fonksiyonu, t ∈ (t0 ,∞ ) için sürekli türevlenebilir olsun. Her t∈ (t0 

,∞ ) için  x(t), Eş.2.10’u sağlıyorsa,  x (t)'ye Eş.2.10’un bir çözümüdür denir. 

Fonksiyonel diferensiyel denklemlerinin çözümlerinin, varlık ve tekliğine ilişkin 

sonuçlar için, El'sgol’ts ve Norkin  [1] (1973), Hale [4] (1977), Driver [5] (1977), 

Gyori ve Ladas [6] (1991), Bainov ve Mishev [7] (1992) kitaplarına bakılabilir.  

 

Bununla birlikte, çözümlerin global varlığına ilişkin, üç önemli teoremi ifade edelim 

[8,9]. 

 

2.1. Teorem:  

 

Eş.2.8 ve Eş.2.9’a ek olarak her t ≥T için ve her  
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x i, yi ∈Rm, i = 0, l, 2,..., n için 

 

f (t, x0 , x1,.......xn) — f  (t, y0, y1,..., yn) ≤  p (t ) ∑
=

n

i 0
ii yx −                             (2.13) 

 

global Lipschitz koşulu sağlanacak şekilde bir p ∈  C ((T,∞ ), R+) fonksiyonunun var 

olduğunu kabul edelim. t0 ≥  T ve φ ∈C ((t-ı, t0) ,Rm) olmak üzere, Eş.2.10 ve Eş.2.12 

başlangıç değer probleminin, (t0 ,∞ ) aralığında mevcut bir tek çözümü vardır. 

Eş.2.10’un özel durumu olan, uygulamada çok karşılaşılan 

 

( ) 0)('' 1_1 =+
′− uutquu βα

                                                                      (2.14) 

 

denklemini göz önüne alalım, βα =  alınırsa; Eş.2.14, yarı lineer dife-rensiyel 

denklem adını alır. α ve β  pozitif sabitler ve q∈C (t0, ∞ ) fonksiyon olmak üzere, 

Eş.2.14, 

 

( ) 0sgn)(sgn =+′′′ uutquu βα  

 

şeklinde de yazılabilir. Bu denkleme ilişkin başlangıç koşulları, 

 

u (t0) = u0,   u′ (t0) = uı                                                                                (2.15) 

 

olsun. 

 

2.2. Teorem:  

 

q ∈ C1 (t0, ∞ ) ve t ∈ (t0 ,∞ ) için, q (t) > 0 olsun. Verilen u0 ve uı için, Eş.2.14 - 

Eş.2.15  probleminin (t0 , ∞ ) aralığında tanımlı bir tek çözümü vardır. 
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2.3. Teorem:  

 

α =β  ve q ∈ C (t0 ,∞ ) olsun. Verilen u0 ve uı için, Eş.2.14 - Eş.2.15 probleminin, 

(t0, ∞ ) aralığında tanımlı bir tek çözümü vardır. 

 

2.3. Salınımlılık Tanımı 

 

Fonksiyonel diferensiyel denklemlere ilişkin salınım teorisi adi diferensiyel denk-

lemlerin doğal bir genellemesidir. Bu anlamda, fonksiyonel diferensiyel denkleminin 

bir  x(t) çözümünün, (Tx , ∞ ) aralığında mevcut ve her T≥Tx için sup{|x (t)|:t≥T}> 0 

özelliğine sahip olduğunu kabul edelim. Bu tip bir çözüme, regüler (regular) çözüm 

de denir [9]. 

 

2.2. Tanım:  

 

Regüler bir x(t):(t0 ,∞ )→R çözümü, t ≥  t0 için keyfi sayıda, yeterince büyük 

sıfırlara sahip ise yani 
∞→n

lim tn=∞  olacak şekilde, çözümün sıfırlarının bir { }nt  dizisi 

mevcut ise, çözüme salınımlıdır denir. 

 

2.3. Tanım:  

 

x(t) çözümü, salınımlı değilse salınımsızdır. Salınımsız bir  x(t) çözümüne, t ≥  T 'ler 

için  x (t) > 0 (x (t) < 0) olacak şekilde, yeterince büyük bir reel T sayısı mevcut ise, 

pozitif çözüm (negatif çözüm) denir. Bir fonksiyonel diferensiyel denkleminin, tüm 

çözümleri salınımlı ise denkleme salınımlı denklem denir, aksi takdirde, denkleme 

salınımsız denklem adı verilir. 

 

Adi diferensiyel denklemlerle,  değişen argümentli diferensiyel denklemler 

arasındaki ilişkileri vurgulamak açısından, aşağıdaki örnekler üzerinde duralım: 
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2.3. Örnek: 

 

otxtx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±±′

2
)( π  

diferensiyel denklemini göz önüne alalım.   xı (t)= cost ve x2 (t) = sin t, bu denklemin 

birer salınımlı çözümleri olmasına rağmen, 

 

x' (t) + x (t) = 0 

 

denklemi, salınımlı bir çözüme sahip değildir. 

 

2.4. Örnek: 

 

x" (t) + x (π -t) = 0 

 

denklemi, x1(t) = sint şeklinde bir salınımlı çözüme ve  tt eetx −−= π)(2 şeklinde bir 

salınımsız çözüme sahiptir. 

 

2.5. Örnek: 

 

0)()( =−−′′ πtxtx  

 

denklemi, x (t) = cost ve x (t) = sint, salınımlı çözümlere sahip olmasına rağmen 

 

x" (t) — x (t) = 0 

 

denkleminin, salınımlı çözümü yoktur. 

 

Bilindiği gibi, ikinci basamaktan, 

 

x" (t) + a (t) x (t) = 0 
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lineer   diferensiyel   denkleminin   bütün   çözümleri,    ya   salınımlıdır   ya   da 

salınımsızdır. Ancak, Örnek 2.3, Örnek 2.4 ve Örnek 2.5'den de görüldüğü gibi, 

değişen argümentli denklemler için, durum böyle değildir. Örneğin; 

 

x ′′  (t) + a (t) x (τ (t)) = 0                                                                     (2.16) 

 

denklemini göz önüne alırsak, aşağıdaki durumlardan biri söz konusudur; 

a) Bütün çözümleri salınımlı olabilir. 

b) Bütün çözümleri salınmsız olabilir. 

c) Denklem salınımsız bir çözüme sahip olabilir. 

d) Denklem salınımlı bir çözüme sahip olabilir. 

e) Denklem hem salınımlı hem de salınımsız çözümlere sahip olabilir. 
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3. İKİNCİ BASAMAKTAN YARI LİNEER TİPTEN GECİKMELİ 

    DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN SALINIMLILIĞI 
 

Bu bölümde ikinci basamaktan yarı lineer tipten denklemlerin salınımlılığına ilişkin 

literatürde yer alan bazı önemli sonuçlar irdelenecektir. Bu anlamda gözününe 

alınacak denklemler: 

 

01
=+

′
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′ (t))(τ(t).yp(t)y
(t)r

                                                                                   (3.1) 

 

( ) [ ] 0))((.)()())(.)()( 11 =+
′

′′ −− tututptututr ττ αα                                             (3.2) 

 

[ ] 0))((.))(()()(.)()( 11 =+′′′ −− tututptututr ττ βα                                               (3.3) 

 

denklemleridir. 

 

Yukarıdaki denklemlerin herbirinin çözümlerinin [ ),0 ∞t  mevcut olduğu ve 

}{ 0:)(supbirherhangiüzereolmakçözüm)( 0 >≥≥ xx tttxiçintttx özelliğine sahip 

olduğu kabul edilmiştir. 

 

3.1. 0))(()()(
)(

1
=+

′
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′ tτ.ytpty

tr
 Denklemine İlişkin Sonuçlar: 

 

Bu kesimde 1997 tarihinde Dzurına [10] tarafından   

 

0))((.)()(
)(

1
=+

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′ tytpty
tr

τ                                                 (3.1) 

 

denklemi için ifade edilen salınımlılık sonuçları üzerinde durulacaktır.  
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Kesim boyunca bu denklem için 

 

[( )),,, 0 ∞∈ tCrp τ  ve [ ),0 ∞∈ tt  için 0)(,0)( >> tptr  

 

ve de 

 

∞=≤
∞→

)(lim)( tvett
t

ττ  

 

koşullarının sağlandığı kabul edilmiştir.  

 

3.1. Teorem:  

 

∫ ∞→=∞→
t

t
dssrtRt

0

,)()(için                                                         (3.4) 

 

0)( ≥′ tτ                                                                                     (3.5) 

 

ve 

 

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

dt
tR

ttrtptR
))((4

)(.))(()())((
τ
τττ                                     (3.6) 

 

koşulları sağlansın. 

 

Bu durumda Eş.3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Eş.3.1’in salınımsız bir çözümü y (t) olsun. Genelliği bozmaksızın 1tt≥ için 

0))((,0)( >> tyty τ  kabul edelim. Eş.3.1’den;  



 

15

0)(
)(

1
<
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′ ty
tr

 

 

yazılabilir. Bu durumda [ ),∞t aralığında ya da bunun bir yarı sonsuz alt aralığında  

ya 0)(
)(

1
<′ ty

tr
 yada 0)(

)(
1

>′ ty
tr

dır. 

 

0)(
)(

1
<′ ty

tr
olsun. Bu durumda    

0)(
)(

1
<−≤′ Mty

tr
 olacak şekilde M>0 vardır. 

)(.)( trMty ≥′−  

 

dır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının  t1 den t ye integrali alınırsa  

 

∫−≤
t

t
tdtrMtyty

1

)()()( 1  

 

ve yeterince büyük t değerleri için 0)( <ty  elde edilir. Bu ise 0)( >ty kabulüyle 

çelişkidir. 

 

O halde 0)(.
)(

1
>′ ty

tr
 dır. Şimdi z fonksiyonu  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
=

)(
)(.

))((
))(()(

tr
ty

ty
tRtz

τ
τ                                                                                    (3.7) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 0)( >tz dır. Öte yandan  

 

))((
)(.))((.

)(
)(.

))((
))((

)(
)(.

))((
))((

)(
)(.

))((
)())(()(

ty
tty

tr
ty

ty
tR

tr
ty

ty
tR

tr
ty

ty
ttrtz

τ
ττ

τ
τ

τ
τ

τ
ττ ′′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′
=′  
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))((
)(.))((.

))((
))((.)()())(()(.

))((
)())(()(

ty
ttr

tr
tytztptRtz

tR
ttrtz

τ
ττ

τ
ττ

τ
ττ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−−

′
=′  

 

olur. 

 

)(.
)(

1 ty
tr

′  azalan olduğundan 
)(
)(

))((
))((

tr
ty

tr
ty ′

≥
′
τ
τ  olup 

 

( ) )(.))(()()(
))((

)())(()( 2 tptRtztz
tR

ttrtz τ
τ
ττ

−−
′

≤′  

 

elde edilir. 

 

2)( zzzP −=  alınırsa 
4
1)( 2 ≤−= zzzP  olduğundan 

)(.))((
))((4

)())(()( tptR
tR

ttrtz τ
τ
ττ

−
′

≤′  

 

bulunur. Bu eşitsizliğin her iki yanının t1 den t ye integrali alınırsa 

 

sd
sR

ssrspsRtztz
t

t∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−−≤

1 ))((4
)())(()())(()()( 1 τ

τττ  

 

olup Eş.3.6’dan den ∞→t  için ∞−→)(tz  elde edilir. Bu ise 0)( >tz   durumuyla 

çelişkidir. Böylece Eş.3.1 salınımlıdır. 

 

3.1. Sonuç:  

 

tt ≡)(τ olsun 

 

Eş.3.4 ve Eş.3.5 sağlansın. Ayrıca 
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4
1

)(
)()(inflim

2

>
∞→ tr

tptR
t

                                                                       (3.8) 

olsun. 

 

Bu durumda Eş.3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

tt ≡)(τ  için Eş.3.8, Eş.3.6’yı gerektirdiğinden yani  

 

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

td
tR

ttrtptR
))((4

)())(()())((
τ
τττ  

 

sağlanacağından Teorem 3.1’den dolayı Eş.3.1 salınımlıdır.  

 

3.2. Sonuç:  

 

Eş.3.4 ve Eş.3.5 sağlansın. Ayrıca  

4
1)())((inflim >∫

∞

∞→ tt
sdsptR τ                                                             (3.9) 

olsun. Bu durumda Eş.3.1 salınımlıdır. 

  

İspat:  

 

İspat için Eş.3.9’un Eş.3.6’yı gerektirdiğini göstermek yeterlidir. Varsayalım  

ki Eş.3.6 sağlanmasın. Bu durumda, her 0>ε  için bir  t1 vardır ki 1tt≥  için  

ε
τ
τττ <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

sd
sR

ssrspsR
t ))((4

)())(()())((   

yazılabilir.  

Böylece 
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ε
τ
τττ <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

sd
sR

ssrspsR
t ))((4

)())((()())(( 2  

dır. 

))(( tR τ  azalmayan olduğundan 

 

ε
τ
τττ <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

sd
sR

ssrsptR
t ))((4

)())(()())(( 2  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikten  

 

∫
∞

+<>∀
t

sdsp
4
1)((t))(Riçin0 ετε  

 

olur ki bu Eş.3.9’a çelişkidir. Dolayısıyla Eş.3.6 sağlanır. Yani Eş.3.9, Eş.3.6’yı 

gerektirir. 

 

3.1. Örnek:  

 

0ve1 >≥ at  için  

0)()( =+′′ ty
tt

aty  diferensiyel denklemini gözönüne alalım. Teorem 3.1’den 

görülür ki 
8
1

>a  için denklem salınımlıdır. 
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3.2. ( ) ( ) ( ) 0)()()()(')(')( 11 =+
′ −− tututptututr ττ βα   Denklemine İlişkin    

      Sonuçlar: 

 

Bu kesimde 2003 tarihinde Dzurina [11] tarafından  

 

( ) [ ] 0)(())(()()()()( 11 =+
′

′′ −− tututptututr ττ αα                         (3.2) 

 

denklemi için inşa edilen salınımlılık sonuçları üzerinde durulacaktır.Kesim boyunca  

 

0)( 1 >αH  

∫ ∞→=∞→>∞∈
−

t

t

sdsrtRttrtCtrH
0

1 )(:)(,,0)(),,()()( 0
1

2
α  

,0)(),,()()( 0
1

3 >∞∈ tptCtpH  

∞=≤∞∈
∞→

)(lim,)(),,()()( 0
1

4 ttttCtH
t

τττ  

 

koşulları sağlansın. 

 

3.2. Teorem:  

 

1≥α  olsun. Eğer her )1,0(∈k  için  

 

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

td
trtRk

ttptR
))(())((4

)()())(( 1 ττ
τατ

α

α                       (3.10) 

 

ise Eş.3.2 salınımlıdır.  

 

İspat:  

 

Kabul edelim ki Eş.3.2’nin salınımsız bir çözümü )(tu  olsun. Genelliği bozmaksızın 
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1tt ≥  için 0)( >tu , 0))(( >tu τ olsun. Eş.3.2’den,  

 

( ) ( ) 0)(()()()()( 1 <−=
′

′′ − αα τ tutptututr olup )(.)()( 1 tututr ′′ −α  azalandır.  

Böylece iki durum sözkonusudur. ya 0)(daya0)( <′>′ tutu  dır. 0)( <′ tu  olsun. 

Bu durumda 0)(.)()( 1 <−≤′′ − Mtututr α olacak şekilde bir 0>M  vardır.  

Buradan  

 

α
1

)(
)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥′−

tr
Mtu  

 

elde edilir.  

 

Bu eşitsizliğin her iki yanının t1 den t ye integrali alınırsa 

 

))()(()()( 11
1 tRtRMtutu −−≤ α  

 

∞→t  için (H2)den 0)( <tu  elde edilir. 

 

Yani 0)( <′ tu  olamaz. 0)( >′ tu  olur. Bu durumda ( ) αα 1)()( tutr ′  artmayandır. 

Herhangi bir )1,0(1∈k  için  

 

( )dssusr
sr

dssutu
t

t

t

t

)()(
)(

1)())(( 1

1 1

1

)( )(

′=′≥ ∫ ∫ α

α

τ τ

τ  

))())((())(())(( 1
1 tRtRtutr −′≥ τττα  ))(())(())(( 1

1 tutrtRk τττ α ′>                    (3.11)                    

 

Şimdi W fonksiyonunu  

 

( )α
α

α

τ
τ

))((
))(()())(()(

tu
tutrtRtW

′
=                                               (3.12) 
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 şeklinde tanımlayalım. W(t)>0  ve 

 

( )
)())((

))((
))(()(.

))((
))(()()( 1

1

tptR
tu

tutr
tr

tRttW τ
ττ

ττα α
α

αα

α
−

′′
=′

−

 

( )
)(.))((.

))((
))(()(

))((. 1 ttu
tu

tutr
tR ττ

τ
τα

α

α
α ′′

′
−

+
                                                                 (3.13) 

 

dır. 

 

Eş.3.11’den  ve  α))((.)( tutr ′  nın monotonluğundan ve )1,0(1
1 ∈= −αkk  olmak üzere 

 

( ) 1

))((
))((

))((
)(())((

))((
1

))((
))((

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

′
=

′
α

α

α

τ
τ

τ
ττ

ττ
τ

tu
tu

tu
tutr

trtu
tu

 

 

))((
))((.

))((
))((.)(

1

1

tr
tRk

tu
tutr

τ
τ

τ α

α

α

α −′
≥  yazılabilir. Böylece  Eş.3.13’den 

 

 )())(()(.
))(())((

)(.)(.
))(())((

)((.)( 2
11 tptRtW

trtR
tktW

trtR
ttW τ

ττ
τα

ττ
τα α

αα
−

′
−

′
≤′   

 

elde edilir. 

 

2)( kWWWp −=  alınırsa 
k

WkWWp
4
1)( 2 ≤−=  olup 

 

)())((
))(())((4

)(.)( 1 tptR
trtR

ttW τ
ττ

τα α

α
−

′
≤′  

 

bulunur.  
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Eşitsizliğinin her iki yanının tt den1  ye integrali alınırsa 

 

ds
srsR

sspsRtWtW
t

t
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
−−≤

1

1 ))(())((4
)(.)())(()()( 1 ττ

τατ
α

α  

 

olup ∞→t  için Eş.3.10’dan ∞−→)(tW  elde edilir.Bu durum W(t)>0’a 

çelişkidir.Böylece Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

3.3. Sonuç:  

 

1≥α  ve 
4)(

)())(())((inflim
11 α

τ
ττ αα

>
′

+

→∞ t
tptrtR

t
                      (3.14) 

 

olsun.Eş.3.2 salınımlıdır.  

 

İspat:  

 

Gerçekten )1,0(∈k  ve 0>ε  olmak üzere yeterince büyük t  ler için 

 

εα
τ

ττ αα

+>
′

+

kt
tptrtR

4)(
)())(())(( 11

 olduğundan 

))(()((
)(

))(()((4
)()())(( 11 trtR

t
trtkR

ttptR
ττ

τε
ττ

τατ
αα

α ′
>

′
−  elde edilir.                   (3.15) 

 

Eşitsizliğinin her iki yanının t0 dan ∞ a integrali alınırsa  

 

td
trtkR

ttptR
t
∫
∞

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
−

0

1

))(()((4

)(.)())((
ττ

τατ
α

α  

∞∞

=
′

> ∫
00

1 ))(((
))(())((

)(

tt

sRnsd
srsR

s τε
ττ

τε
α

l ∞==
∞→

))(((lim sRn
t

τε l   
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bulunur.  Eş.3.15 ve Eş.3.10 gözönüne alınırsa Eş.3.2’nin salınımlı olduğu görülür. 

 

Eğer r(t) üzerine daha kuvvetli koşul yüklenirse aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

3.3. Teorem: 

 

0)(' >tr  ve 1≥α  ayrıca )1,0(∈k  için 

 

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫

∞

−

− −

td
tk

trtRttptR
)(4

))(())(()(')())(( 1

2 21

α

α
α

τ
τττατ

α

                                (3.16) 

 

olsun. Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

İspat: 

 

u(t), Eş.3.2’nin pozitif bir çözümü olsun. Teorem 3.2’nin ispatında olduğu gibi 

0)(' >tu  ve α))('()( tutr  azalandır. 

 

Öte yandan ( ) ( ) )(".)(()())(')('))('()(0 1 tututrtutrtutr −′+=
′

> ααα α  yazılabilir. Bu 

eşitsizlikten 0)( <′′ tu  bulunur. Ayrıca herhangi bir )1,0(1∈k  için  

 

∫∫ −≥≥
)()()(

111

.)(".)(')('))((
t

t

t

t

t

t

dsssussusdsutu
τττ

τ  

∫ ′′−′−≥
)(

1

)()()())(('
t

t

dsssuttuttu
τ

ττ  

)())((' ttu ττ≥ ))((')())(())((' 11 tutktttu ττττ ≥−≥                                                (3.17) 

 

bulunur. 
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)(tW  fonksiyonu Eş.3.12’deki gibi tanımlansın.W(t)>0 ve Eş.3.13 ile Eş.3.17 ve 
α))('()( tutr  nın azalanlığını kullanırsak        

    

( )
( )

1

))(('
))((

))((
))(('))((

))((
1

))((
))(('

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

α

α

α

τ
τ

τ
ττ

ττ
τ

tu
tu

tu
tutr

trtu
tu  

( ) ( ) 1)(
))((
)(')(

))((
1 −≥ α

α

τ
ττ

tk
tu
tutr

tr l  

 

elde ederiz. Eş.3.12’den )1,0(1
1

∈= −αkk  için 

 

)(
))(())((

)(.)( 1 tW
trtR

ttW
ττ

τα
α

′
≤′  )())(()(

))(())((
)()( 2

1

tptRtW
trtR
ttk τ

ττ
ττα α

α

α

−
′

≤
−

 

)(4
))(())(()('.

1

2 21

tk
trrtRt a

−

− −

= α

α

τ
τττα  

( ) 2

1

11

)(.2
))(())()(

))(())((
)()(')())((

11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−− −

−− −

tk
trtRtW

trtR
ttktptR

a

α

α

α

α
α

τ
ττ

ττ
ττατ  

)())((
)(4

))(())(()('.)( 1

2 21

tptR
tk

trtRttW
a

τ
τ

τττα α
α

α

−≤′
−

− −

 

 

elde edilir. İspatın geri kalan kısmı Teorem 3.2’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 

 

Şimdi de 1)( ≡tr  olmak üzere Eş.3.2’yi gözönüne alalım 

   

3.4. Teorem:  

 

1≥α  ve )1,0(∈k  için  

 

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

dt
tk
ttpt
)(4
)()()(

τ
τατ α  
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olsun. r (t)≡1 olmak üzere Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

İspat :  

 

u(t), Eş.3.2’nin salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın u(t) > 0 olsun.  

 
α

τ
τ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
=

))((
)()()(

tu
tuttW  

 

olmak üzere Teorem 3.2’nin (ya da  Teorem 3.3) ispatına benzer şekilde teoremin 

ispatı yapılır. 

 

3.4. Sonuç:  

 

1≥α ve 
4)(

)()(inflim
1 α
τ

τ α

>
′

+

→∞ t
tpt

t
 olsun. r(t)≡1 olmak üzere Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

İspatı Sonuç 3.3’deki gibi yapılır.  

 

Şimdi 10 <<α  durumunu inceleyelim. 

 

3.5. Teorem:  

 

10 <<α  için 

α
α

τ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

∞
1

)(
))((

1)(~

t

dssp
tr

tP   

olmak üzere 

 

∞=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′
−∫

∞

−−
dt

tPtrtR
ttptR

)(~))(())((.4
)()())((
12 2

ττ
τατ

αα

α                                        (3.18) 
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ise Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

İspat :  

 

Kabul edelim ki ,)(tu  Eş.3.2’nin salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği 

bozmaksızın 0)( >tu  alalım. Teorem 3.2’nin ispatında olduğu gibi 0)(' >tu  ve 
α))('()( tutr  azalandır. Eş.3.2’nin t den ∞ a integrali alınırsa;  

 

( ) ( ) 0)()()(')( =+
′ αα τ tutptutr  

∫
∞

≥
t

dssusptutr αα τ ))(()()(')(  

∫
∞

≥≥
t

dssusptutrtrtu ααα τττ ))(()()(')())(())(('  

∫
∞

≥
t

dssptu )())(( ατ  

 

Böylece 

 

( )
( ) ( )

a

t

dssp
trtu

tu
α

ττ
τ

α −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫
∞− 1

)(
)(

1
)(
)('

1

 

 

bulunur.    

             

Eş.3.12’den 

 
( )

( ) ( ) ( )
( ) )()('.

)(
)(')())(()())((

))((
))('()(.

)(
)()('.)( 1

1

1 ttu
tu

tutrtRtptR
tu

tutr
tr

tRtatW a

a
a

a
ττ

τ
τατ

ττ
ττ α

α

αα

+

−

−−=′
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )α

ααα

τττ
τ

τ
ττ

ττ
τ

)(
)(')(

)(
)(~

)(
)('

))((
)(')(

)(
1

)(
)('

1

tu
tutr

tr
tp

tu
tu

tu
tutr

trtu
tu

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )()()(
)()(

)(~)(')(
)()(

)(')( 2
1 tptRtW

trtR
tpttW

trtR
ttW
a

τ
ττ

τα
ττ

τα α
α −−≤′  

( ) ( )
)())((

)(~)()(4

)('
12

2 tptR
tptrtR

t
a

τ
ττ

τα α

α
−≤

−−
 

( )
[ ] )())((_)(~)(

)(4

)('
12

2 tptRtpt
rtR

t
a

ττ
τ

τα α

α −−
≤  

 

elde edilir. 

 

Eşitsizliğinin her iki yanının t den  ∞  a integral alınırsa Eş.3.18’den ∞−=
∞→

)(lim tW
t

 

olup W(t) > 0 olmasına çelişkidir. Böylece Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

3.6. Teorem: 

 

10 <<α  ve 
α

α )1(

)()(~
1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

∞

t

dssptp  

 

olmak üzere,  

 

∫
∞

− ∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dt

tpt
ttpt a )()(4
)(')()(
1

2τ
τατ α                                               (3.19) 

 

ise r(t)≡1 olmak üzere Eş.3.2 salınımlıdır. 

 

Teoremin ispatı Teorem 3.3’ün ispatına benzerdir.  
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3.2. Örnek:  

 

λ, α ve a’ lar 0 < λ < 1, α ≥ 1, a > 0 olacak şekilde sabitler olmak üzere  

 ( ) 0)(.).()(')(' 1
1

1 =+
′ −

+
− tutu

t
atutu λλ α
α

α   

denklemini göz önüne alalım. Sonuç 3.4’den     

 

a
t

at
t

.
.

)(inflim 1
1 α

α
α λ

λ
λ =+

+

∞→
 > 

4
α  

 

elde edilir. Eğer λ, α ve a sabitleri bu koşul sağlanacak şekilde seçilirse elde edilen   

denklemler salınımlıdır.  

 

Şimdi de aynı örneği 10 <<λ , a>0 ve 10 <<α  için Teorem 3.6’yı kullanarak 

inceleyelim.  

 

1

111

11 .)(~ −

−−

−

−
∞

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ αα

α
α
α

α
α
α

αα
tata

t
atp

t
a  

∫
∞

0t ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−−+ − 121 .)(4
..)( 1 α
α

αα
α

α
α

λ
λαλ

ttt
at

a
 = 

( )∫
∞

− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
− −

0

1

1.
4

.1.(
2

t
a tt

a
α
α

α
α

α

λ

λαλ  

∞→t
lim

( )∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
− −−

t

t
a tt

a
0

1

1.
4

.1.(
2 α

α

α
α

α

λ

λαλ  
( )

ta
a

ln.
4

.
12 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= −− α

α

α
α

α

λ
λαλ  
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Eş.3.19’un sağlanması için  

 

0
4

1

1

1
>− −− α

αα

α

λ
αλ

a
a

a

 olmalıdır. Buradan  

 

αα αλλα 11 114 >−− aa a  ve 

4
1ise4 1

1
11

>>
α

α
αα

α
λαλ aa  elde edilir. 

 

Bu durumda, bu koşul sağlanacak şekilde λα , ve a değerleri için de denklem 

salınımlıdır. 
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3.3. [ ] ( ) ( ) 0)()()()(')(')( 11 =+
′ −− tututptututr ττ βα  Denklemine İlişkin Sonuçlar: 

 

Bu kesimde 1997 tarihinde Agarwal [12] tarafından 

 

[ ] ( ) ( ) 0)()()()(')(')( 11 =+
′ −− tututptututr ττ βα                                    (3.2) 

 

denklemi için inşa edilen salınımlılık sonuçları üzerinde durulacaktır.Kesim boyunca 

bu denklem için  

sabitler; pozitif ve)( βαi  

)[( 0)(,),,,,)( 0 >∞∈ trRtCrpii τ  

0)()( ≥tpiii   ve  ),[ 0 ∞∈ tt  için 0)( ≡/tp  

∞=≤
∞→

)(limve)()( tttiv
t

ττ  

olduğu kabul edilmiştir.  

 

Sonuçları vermeden önce teoremlerin ispatında kullanılacak olan iki lemmayı ifade 

edelim: 

 

3.1. Lemma:  

 

Bir u fonksiyonu için 

 

[ )∞∈ ,)()( 2
1 TCtuA  

0)("ve0)(',0)(için0Her)( 2 ≤>>>≥ tututuTtA  

 

koşulları sağlansın. Bu durumda 

 

için)1,0(Her)( 1∈ka )()())(( 1 tut
t
ktu ττ ≥  
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olacak şekilde en az bir TTk ≥
1

  ve 

 

için)1,0(Her)( 2∈kb  

)(')( 2 tutktu ≥  

 

olacak şekilde en az bir TTk ≥
2

 sabitleri vardır. 

 

3.2. Lemma:  

 

[ )( )RCq ,,0,0 ∞∈>α  olsun. 

 

[ ] 0)()()()(')(' 11 =+
′ −− tytytqtyty αα                                               (3.20) 

 

denkleminin salınımsız olması 

 

[ )∞≤++ + ,,0)()()(' 0
/)1( ttqtt ααϑαϑ  

 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir [ )∞∈ ,0
1 tCϑ fonksiyonunun olmasıyla eşdeğerdir.  

 

Her 0tt≥  için γ  fonksiyonunu }{ tstst ≤≥= )(;sup)( 0 τγ  biçiminde tanımlayalım. Bu 

durumda tttt =≥ ))((ve)( γτγ  dır. 

 

3.7. Teorem:          

 

βα =  ve 1)( ≡tr  olsun. 

1)()(suplim)( 1 >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

∞

∞→
ds

s
ssptC

t
t

α
α τ  
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1)(suplim)(
)(

2 >∫
∞

∞→
dssptC

t
t

γ

α  

 

koşullarından birinin sağlanması Eş.3.3’ün salınımlı olmasıyla eşdeğerdir. 

 

İspat:  

 

βα =≡ ,1)(tr  olmak üzere Eş.3.3’ün salınımsız bir çözümü )(tu  olsun. Genelliği 

bozmaksızın olsun.0(t)uiçin0 >≥ tt  Bu durumda öyle bir t1 vardır ki, 

olur.0(t))(uiçin1 >≥ τtt  [ )∞,1t  aralığında 0)( ≥tp  olduğundan   

 

[ ] ( ) ( ) 0)()()()('.)(' 11 ≤−=
′ −− tututptutu ττ αα                        (3.21) 

 

dır. 

 

Öte yandan 

 

)('.)(' 1 tutu −α  azalan ve }{ 0:)(supiçin0 >≥≥∀ TttpT  olduğundan  

0)('için1 >≥ tutt  veya [ )∞,2t aralığında 12 tt ≥  için 0)(' <tu koşullarından biri 

mevcuttur. 

 

Kabul edelim ki olsun.0)('için12 <≥ tutt Bu durumda, 

 

[ ] )('')('.)('.)('0 11
2 tutututuiçintt −− =

′
≥≥ αα α  

 

dir. 

 

[ )∞∈ ,2tt  için ,0)( ≤′′ tu   23 tt >  için 0)( <′ tu olup 3tt ≥  için 0)( ≤tu  elde edilir. Bu 

0)( >tu  kabulüyle çelişki oluşturduğundan  0)('için12 <≥ tutt  olmaz, yani 
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0)('için1 >≥ tutt  dır. 

 

Eş.3.21’in aden ∞t integrali alınırsa, 

 

( ) ( ) [ ]dssusudssususp
t t

′
=− ∫ ∫

∞ ∞
−− )(')(')()()( 11 αα ττ  

[ ]( )∫
∞ ′

=
t

dssu α)('  

[ ] [ ]αα )(')('lim tusu
s

−=
∞→

 

 

elde edilir. 

 

0)('için1 >≥ tutt olduğundan 

 

[ ] [ ] ( ) ( )∫
∞

−

→∞
+=

t
s

dssususpsutu )()()()('lim)(' 1 ττ ααα ( )[ ] dssusp
t

.)()(
α

τ∫
∞

≥       (3.22) 

eşitsizliği bulunur. 

 

Lemma 3.1 (b) den )(')( 2 tutktu ≥  eşitsizliği ve herhangi bir 

için)1,0(2∈k bir
2kT vardır öyleki 

[ ] [ ] ( )[ ]∫
∞

≥≥
τ

ααααααα τ dssusptktutktu )()()(')( 22                       (3.23) 

 

Lemma 3.1 (a) dan da 

 

( ) )(.)()( 1 tu
t

tktu ττ ≥  

 

eşitsizliği ve herhangi bir )1,0(1∈k  için bir 
1kT vardır öyleki 
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( )[ ] ( )α
α

αα ττ )()()( 1 tu
t
tktu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥                                                           (3.24)

  

eşitsizliği elde edilir. Eş.3.23 ve Eş.24’den 

 

12
ve1 kk TttT ≥≥ ,  { }

21
,max4 kk TTtt =≥  için 

[ ] [ ] dssusptktu
t

αααα τ ))(()()( 2 ∫
∞

≥  

[ ] dssu
s
ssptkk

t

α
α

ααα τ )()()(. 21 ∫
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥  

[ ] dssu
s
ssptk

t

α
α

αα τ )()()(2 ∫
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥                                                                        (3.25) 

 

dır. 

 

Burada  { }21 ,min kkk =  olarak tanımlanmıştır. 

0)(' >tu olduğundan  4tt≥  için 

 

[ ] [ ] dssu
s
ssp

tu
tk

t

α
α

α

αα τ )()()(
)(

1
2

∫
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥                                                          (3.26) 

ds
s
ssptk

t
∫
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

α
αα τ )()(2  

 

elde edilir.  

ads
s
sspt

t
t

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

∞

→∞

α
α τ )()(suplim  diyelim. )( 1C  den ∞=

∞→ nn
slim  olacak şekilde bir 

{ }ns dizisi vardır ve 1)()(lim >=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

∞

→∞
ads

s
ssps

ns
nn

α
α τ  

dir. 
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En az bir  01 >N  için ( ) 0
2

1
1 >

−
=

aε alınırsa 1Nnher >  için  

 

ds
s
sspsaa

ns
n

α
α τε ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−=

+
∫
∞ )()(

2
1

1                                               (3.27) 

 

eşitsizliği elde edilir. 1
1

2 2
1

<<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

k
α

α
 seçimiyle birlikte Eş.3.26 ve Eş.3.27’den 

 

1
2

1
1

2)()(1 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥ ∫

∞ α
α

τ
α

αα ds
s
sspsk

ns
n  

 

yazılabilir. 

 

Bu eşitsizlik kabul ile çelişki oluşturduğundan (C1) koşulu geçerli değildir. 

tt ≥)(γ  olduğundan ve Eş.3.23’den 

 

[ ] [ ] ( )[ ] dssusptktutktu
t

ααααααα τ )()()(')( 22 ∫
∞

≥≥  

 

olduğundan 

[ ] ( )[ ] dssusptktu
t

α

γ

ααα τ )()()(
)(

2 ∫
∞

≥  

bulunur. 

 

)(tu  fonksiyonu artan olduğundan  tsTt k ≥≥ )(,
2
τ  ve  için)(ts γ≥  

 

[ ] ( )[ ] [ ] dssptutkdssusptktu
tt
∫∫
∞∞

≥≥
)(

2
)(

2 )()()()()(
γ

αααα

γ

ααα τ  dır. 
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Eşitsizliğin her iki tarafı [ ]α)(tu ya bölünürse 

 

1)(.
)(

2 ≤∫
∞

dssptk
tγ

αα                                                                                               (3.28) 

 

elde edilir. Şimdi de bdsspt
t

t
=∫

∞

→∞
)(

)(suplim
γ

α  diyelim. 

(C2) den ∞=
∞→ nt

tlim  olacak şekilde bir { }nt  dizisi vardır. 1)(lim
)(

>=∫
∞

→∞
bdsspt

nt
nn

γ

α  

olacaktır. 

En az bir  02 >N  için  ( ) 0
2

1
2 >

−
=

bε  alınırsa her  2Nn>  için  

 

∫
∞

<−=
+

)(
2 )(

2
1

nt
n dssptbb

γ

αε                                                           (3.29) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

)1,( /1
)1(

2
2

α
+∈ bk  seçimiyle birlikte Eş.3.28 ve Eş.3.29’dan 

 

1
2

1.
1

2)(1
)(

2 =
+

+
>≥ ∫

∞ b
b

dssptk
qt

q
γ

αα  

 

bulunur. Bu da kabulle çelişki oluşturduğundan (C2) koşulu geçerli değildir. 

 



 

37

3.3. Örnek:  

 

0>α  için  

[ ] 0
22

.2)(')('
1

1

1
1 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

′ −

+

+
− tutu

t
tutu

α

α

α
α α  

 

denklemi gözönüne alınırsa 

 

∫∫
∞

+∞→

∞

+

+

∞→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

t
t

s

t
t

ds
s

tds
ss

t 1
2

1

1 1suplim2.2suplim α
α

α

α

α
α αα  

2=  elde edilir. 

 

Teorem 3.7’deki (C1) koşulu sağlandığından denklem salınımlıdır.  

 

Kabul edelim ki  0)( >tτ  ve µ fonksiyonunu 
ατµ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

t
tt )()(  şeklinde tanımlayalım. 

 

3.8. Teorem:  

 

βα =≡ ve1)(tr  )1,0(∈λ  için 

[ ] 0)()()()()(')(' 11 =+
′ −− tututpttutu αα λµ                       (3.30) 

denklemi salınımlı ise Eş.3.3 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Kabul edelim ki 

 

[ ] ( ) ( ) 0)()()()(')(' 11 =+
′ −− tututptutu ττ αα  
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denklemi salınımsız olsun. Bu denklemin salınımsız bir çözümü  )(tu  olsun.Genelliği 

bozmaksızın [ )∞,1t  da  0)( >tu  ve  ( ) 0)( >tu τ  olsun.  

 

Teorem 3.7’nin ispatında olduğu gibi  [ )∞,2t  da 0)('' ≤tu  ve  0)(' >tu  dır.  )1,0(∈λ  

olduğundan Lemma 3.1 (a) dan 

 

( )
t
ttutu )()()( 1 τλτ α≥  

 

eşitsizliğini elde ederiz. Her iki tarafın .α kuvveti alınırsa  

 

( )[ ] [ ]
α

αα τλτ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

t
ttutu )()()(  

 

elde edilir. ω  fonksiyonunu 

 

)()(
)(')('

)( 1

1

tutu
tutu

t −

−

= α

α

ω  

 

olarak tanımlayalım, 

 

[ ] α
α

ωατλω α

α
)1(

)()()()('
+

++ ttp
t

tt  

( )[ ] [ ] [ ] ( )[ ] ( ) [ ]
[ ] α

α
α

α

α

α
αααα ατλ )1(

)(
)(')()()()(')()(' +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

′
−

′
=

tu
tutp

t
ttutututu  

( )[ ] [ ] [ ] [ ]
( )[ ]

( )[ ] [ ]
[ ] α

α

α

α

α

αααα ατλα
+

+−

++
′−

′
= 1

1

2

1

)(
)(')()(

)(

)()()(')()()('
tu

tutp
t

t

tu

ttututututu  

( )[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ] α

α

α

α

α

α

α

α ατλα
+

++

++
′

−
′

= 1

11

)(
)(')()(

)(
)(

)(
)('

tu
tutp

t
t

tu
tu

tu
tu  
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( ) ( )
[ ]

[ ]
α

α

α

α
τλττρ

t
tpt

tu
tutut )()(

)(
)())(()( 1

+
−

=
−

 

( )[ ]
[ ]

[ ]
α

α

α

α τλτ
t

tpt
tu

tutp )()(
)(

)()(
+

−
=  

[ ]
[ ] [ ] ( )[ ] 0)()()()(

)(
)(

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= αα

α

α

α ττλ tutu
t

tpt
tu
tp   

 

bulunur. Bu durum Lemma 3.2’ye göre Eş.3.30’un salınımsız olması demektir. 

Ancak, bu denklem hipoteze göre salınımlı olduğundan çelişki elde ederiz. Böylece 

βα =≡ ,1)(tr olmak üzere Eş.3.3. denklemi salınımlıdır. 

 

3.9. Teorem: 

 

∫ ∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→∞

t

t
ds

s
ssp

ατ )()(suplim                                                             (3.31) 

olsun. βα =≡ ,1)(tr olmak üzere Eş.3.3 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

βα =≡ ,1)(tr olmak üzere Eş.3.3 salınımsız olsun. Genelliği bozmaksızın, bu 

denklemin salınımsız pozitif bir  )(tu  çözümünü alalım. Teorem 3.7’nin ispatında 

olduğu gibi 1tt≥  için ( ) 0)(',0)( >> tutu τ  ve  0)('' ≤tu  olacak şekilde 01 tt ≥  vardır. 

Lemma 3.1 (a) dan 

 

( )( ) [ ]α
α

α ττ )()(
2
1( tu

t
ttu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥  

 

eşitsizliği elde edilir.  

 

1tt≥  için 0)(' >tu  ve ( ) 0)( >tu τ  olduğundan 
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( )( ) ( )[ ] [ ]α
α

αα ττ )()()(
2
1)()()(' tu

t
ttptutptu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥=

′
−  

 

olur. 

 

Bu eşitsizliğin 2t  den t  ye integrali alınırsa; 

 

[ ] [ ] [ ] dssu
s
ssptutu

t

t

α
α

αα τ )()()(
2
1)(')('

2

2 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

≤−  

[ ] ds
s
ssptu

t

t

α
α τ
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

≤
2

)()()(
2
1

2   

bulunur. 

 

Böylece 2tt≥  için Eş.3.31’den [ ] 0)(' <αtu  elde edilir. Bu durum 0)(' >tu durumuna 

çelişki olup 

 

βα =≡ ,1)(tr olmak üzere Eş.3.3. salınımlıdır. 

 

3.4. Örnek: 

 

0>α  için  

[ ] 0
22

)(')('
1

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

′ −
− tutututu

α
α                                   (3.32) 

 

denklemini gözönüne alalım. 

 

∫∫ ∞==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∞→∞→

t

t

t s

t
dsds

s
suplim

2
1suplim 2
α

α

 

 

olduğundan Teorem  3.9’den  Eş.3.32 salınımlıdır. 
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Şimdi de; αβ <<0  olmak üzere Eş.3.3’ü gözönüne alalım. 

 

3.10. Teorem:  

 

Kabul edelim ki 

( ) dssrtRtRC
t

t
t ∫

−

=∞=
∞→

0

1
)(:)(,)(lim)( 3

α  

∞=≤∈
∞→

+ )(lim,)(,),()( 4 tttRRCC
t

τττ   

( )( ) ∞=∫
∞

tdtptRC
t

)()()(
0

5

β
τ  

 

şartları sağlansın. Bu durumda αβ <<0  olmak üzere Eş.3.3 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Kabul edelim ki Eş.3.3’ün salınımsız bir çözümü  )(tu olsun. Genelliği bozmaksızın 

[ )∞,T  da ( ) [ )∞<< ,,0)(,0)( Ttutu τ  da 0)( ≥tp  olsun. 

[ ] 0)(')(')( 1 ≤
′− tututr α dır. Bu durumda iki durum sözkonusudur. 

 

Durum 1:  

 

[ )∞,1t  da Ttt ≥≥ 1  için 0)(' >tu dır. [ ] 0)(')(')( 1 ≥
′− tututr α   

olduğundan, )('.)(')( 1 tututr −α  artandır. 

 

Böylece  1tt≥  için ( )αα )(')()(')(')( 1 tutrtututr =−  olur.Bu eşitliğin her iki tarafını 

)(tr  ye bölünürse 
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( ) 0
)(

)()(')(
)(')(')(' 1

1
111 >

′
≥=

−
−

tr
tututr

tututu
α

αα  

 

elde edilir. 

1tt≥  olmak üzere her iki tarafından 
α
1 . kuvveti alınırsa  

 
αα

1

)(
)(')(')(

)(' 1
1

11

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
≥

−

tr
tututr

tu  

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının  1t  den  t  ye integral alınırsa 

 

( )∫
−

+≥
t

t

dssrtutrtutu
1

11 )()(')()()( 111
αα  

 

elde edilir. ∞→t  için )( 3C ten 0)( >tu  bulunur. Bu durum kabulle çeliştiğinden 

Durum 1 geçersizdir. 

 

Durum 2: 

 

[ )∞<− ,,0)(')(')( 2
1 ttututr α  da 0)('için2 <≥≥ tuTtt  dır. t den s ye ye denklemin  

 

integrali alınırsa  

 

( ) ( ) )(')(')()(')(')()(.)()( 11
1

tututrsususrdkkukukp
s

t

−−
−

+−=∫
αα

β

ττ  

∞→s  için  

( ) ( ) )(')(')()(')(')(.lim)(.)()(
111

tututrsususrdssususp
s

t

−−

→∞

∞ −

+−=∫
ααβ

ττ  
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( ) ( ) )(')(')()(.)()( 11

tututrdssususp
t

−
∞ −

≥∫
αβ

ττ  

 

elde edilir. 

 

( ) ( ) Tttdssususp
tr

tutu
t

≥≥≤
−∞−

∫ 2

11
,)()()(

)(
1)('.)(' ττ

βα
 

 

0)(' <tu  olduğundan 

 

( ) ( )
α

ττ β

1

)()()(
)(

1)(')(' 1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
≥=− ∫

∞
−

t

dssususp
tr

tutu  

 

eşitsizliğin her iki yanının )( 2tτ  den )(tτ ye integrali alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) dsdkkukukp
sr

tu
t

t s

ατ

τ

β τττ
1

2

)(

)(

1 )()()(
)(

1)( ∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−≤

∞
−     

( ) ( ) ( )
α

α

τ

β
τ

τ

ττ

1

2

1

)(

1
)(

)(

)()()()( ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤ ∫∫

∞
−−

t

t

t

dssususpdssr  

( ) ( )( ) ( ) ( )
α

τ

β ττττ

1

)(

1
2 )()()()()( ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−≤ ∫

∞
−

t

dssususptRtR  

( ) 0)( <tu τ , 2tt ≥ için 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
α

τττττ β

1

)()()(.)()()( 1
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−≥ ∫

∞
−

t

dssususptRtRtu  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
α

β

τττττ βββ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤− ∫

∞
−−

t

dssususpsutRtR )()()()()()( 1
2         (3.33) 

 

bulunur. 
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( ) ( )∫
∞

− >−=
t

dssususptF 0)()()()( 1 ττ β  alalım. 

],[ 2 tt  da Eş.3.32’nin her iki tarafı ( ) βτ )()( tutp  ile çarpılırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) dssuspdkkukukpdssptRsR
t

t s

t

t

.)()(.)()()()()()(
22

1

2

βββ

τττττ
α

β

∫ ∫∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤−

∞ −

 

olup 

 

( ) ( ) ( ))(.)()(
1

sususu τττ
ββ −

=  

 

yazılırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( )dssususpdkkukukp
t

t s

)()()()(.)()(
11

2

ττττ
ββ α

β

−−∞

∫ ∫
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−  

( ) )()(
2

sFdsF
t

t
∫

−

−= α
β

 

 

elde edilir. 

 

( ) ( ) ( ) α
βα

α
βα

α
βα

βα
α

βα
α

βα
α −−−

−
<

−
−

−
= )()()( 22 tFtFtF  

( ) ( ) ∞<−∫ dssptRsR
t

t

)(.)(()(( 2

2

βττ  

 

elde edilir. Bu ise (C5) ile çelişki olup denklem salınımlıdır. 
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3.5. Örnek:  

 

αβ <<0  olsun. 

 

[ ] 0
22

)(')('
1

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

′ −
− tutututu

β
α                                   (3.34) 

 

denklemini αβ <<0  olmak üzere inceleyelim. 

 

2)(,1)(,1)( tttptr === τ  

( )∫ −==
−

t

t

ttdssrtR
0

1

0)()( α  

ve 

 

( ) ∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫∫

∞∞

dtttdttptR
tt

β
βτ

00

02
)()((  

 

elde edilir. Teorem 3.10’un tüm koşulları sağlandığından Eş.3.34 salınımlıdır. 
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4. İKİNCİ BASAMAKTAN FONKSİYONEL DİFERENSİYEL 

    DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİNİN SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde de çok yakın zamanda Tiryaki [13] tarafından yapılan bir çalışma 

irdelenecektir. Gözönüne alınacak denklem 

 

   0 = (t))) (  x'(t),  x'(t)), ( x , (t) x F(t, + (t))'  x'(t) x' (t)(r 1- ττα                        (4.1) 

 

olup bu denklem için inşa edilen salınımlılık kriterleri incelenecektir. Önceki 

bölümde ele alınanlardan farkı inşa edilen salınımlılık kriterlerinin [to,∞ ) 

aralığından ziyade bu aralığın her bir alt aralığına dayalı olmasıdır. 

 

4.1.  0 = (t))) (  x'(t),  x'(t)), ( x , (t) x F(t, + (t))'  x'(t) x' (t)(r 1- ττα Denklemine İlişkin     

       Sonuçlar: 

 

t ≥  to > 0 için 

 

   0 = (t))) (  x'(t),  x'(t)), ( x , (t) x F(t, + (t))'  x'(t) x' (t)(r 1- ττα                                  (4.1) 

 

denklemini göz önüne alalım. Burada, 

 

(I) α  > 0 bir sabit; 

(II) F     : [t0, ∞ ) x R x R x R x R→R sürekli bir fonksiyon; 

(III) r   : [t0, ∞ ) →  (0, ∞ ) sürekli bir fonksiyon; 

(IV) τ  : [t0, ∞ ) →  (0, ∞ ) sürekli bir fonksiyon ve 
∞→t

lim τ  (t) = ∞ ; 

 

olup, denklemin çözümlerinin [t0 ,∞ ) aralığında mevcut olduğu ve x (t) çözüm 

olmak üzere, her bir tx ≥  t0 için sup { x (t ) :t ≥ tx}>0 özelliğine sahip olduğu kabul 

edilmiştir. 
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Sonuçları vermeden önce, teoremlerin ispatında kullanılacak olan notasyonlar ve 

lemmalar üzerinde duralım: 

 

D = {(t, s):t ≥  s ≥  to} olmak üzere H∈C (D, R) fonksiyonu aşağıdaki koşulları 

sağlayan anlamında P sınıfına ait olsun: 

 

( H1 ) t ≥  t0  için H (t, t) = 0 ve t ≠  s olduğu zaman H (t, s) > 0;  

(H2) H (t, s), integrallenebilir h1 ve h2 fonksiyonları için 

),(),(),(,),(),(),(
21 stHsth

s
stHstHsth

t
stH

−=
∂

∂
=

∂
∂  

 

olmak üzere D bölgesi üzerinde kısmi türevlenebilirdir. 

 

Aşağıdaki ilk lemma, Jingfa [14] ve Ohriska [15] tarafından ikinci de Tiryaki [13] 

tarafından incelenmiştir. 

 

4.1. Lemma:  

 

x ∈ C1 (T, ∞ ), t ≥  T için x (t) > 0, x' (t) > 0 ve x" (t) ≤  0 koşullarını sağlayan bir 

fonksiyon olsun. Ayrıca,τ ∈C ([T,∞ )'de, τ (t)≥ 0 ve 
∞→t

lim τ  (t) =∞  koşullarını 

sağlayan bir fonksiyon olsun. O zaman her,  

 

k ∈ (0,1)için, *τ (t) = min {t, τ (t)} olmak üzere, t ≥Tk   için 

 

x (τ (t))≥ )()(* tx
t
tk τ  

 

olacak şekilde Tk ≥T vardır. 
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4.2. Lemma:  

 

A2  > 0 olmak üzere A0, A1,  A2 ∈ C ( [t0, ∞ ) ,R), ve w ∈ C1  

(t0 ,∞ ),R) olsun. Eğer, s ∈ (a, b) için 
ααωωω /1

210 )()()( +−+−≤′ sAsAsA                                      (4.2) 

 

koşulu sağlanıyorsa, o zaman, (a, b) ⊂ [ t0, ∞ ), c ∈ (a, b) ve H ∈ P için 

 

ds
sA
as

sAasH
acH

c

a∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

+

+

1

2

1
10 ))((

),(
)1(

)(),(
),(

1
α

αα

α φ
α
α          

0
))((

),(
)1(

)(),(
),(

1
1

2

2
10 ≤

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−+ ∫

+

+ ds
sA

sb
sAsbH

cbH
b

c

α

αα

α φ
α
α                                    (4.3) 

 

eşitsizliği doğrudur. Burada φ1 ve φ2 fonksiyonları 

 

)1/(
11

1 )),((
),()(),(),(

),( +

+
= ααφ

asH
asHsAasHash

as  

 

ve 

 

)1/(
12

2 )),((
),()(),(),(

),( +

+−
= ααφ

sbH
sbHsAsbHsbh

sb  

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

İspat:  

 

t ∈(a, c] için Eş.4.2, H (s, t) ile çarpılır ve t’den c'ye kadar s'ye göre integrali alınırsa, 

∫
c

t
H (s, t) A0 (s) ds≤ - ∫

c

t
H  (s, t) ω′ (s) ds + ∫

c

t
H (s, t) Al (s) ω  (s) ds 
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∫−
c

t
H (s, t) A2 (s) ω (s αα /1) +  ds                                                                            (4.4) 

 

elde edilir. (H1) ve (H2) özellikleri göz önüne alınırsa, 

 

∫
c

t
H (s, t) ω′ (s) ds = H(c, t) ω (c) - ∫

c

t
h1 (s, t) dsstsH )(),( ω                           (4.5) 

 

elde edilir. Eş.4.5, Eş.4.4’de yerine yazılırsa, 

 

∫
c

t
H (s, t) A0 (s) ds ≤ - H(c, t) ω (c) + ∫

c

t
h1 (s, t) ),( tsH  

+A1 (s) H (s, t) ω (s)ds ∫−
c

t
H (s, t) A2 (s) ω (s αα /1) +  ds 

≤ - H(c, t) ω (c) + [∫
c

t
h1 (s, t) ),( tsH +A1 (s) H (s, t) )(sω   

-H (s, t) A2 (s) ω (s αα /1) +  ds                                                                             (4.6) 

 

eşitsizliğine ulaşılır, t ≠ s olacak şekilde verilen t ve s için u > 0 olmak üzere 

 
αα /)1(

2111 :)( +−+= uHAuHAHhuF  

 

seçelim. )(1 uF , maksimum değerine  

 
α

α

α

α
α

)(1
:

2

11

HA

HAHh
u

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=  noktasında ulaşır ve 

α

α

α

α

α
α

)()1(
)(

2

1
11

1max11 HA

HAHh
FuF

+

+

+

+
=≤                                                            (4.7) 

 

elde edilir.  Eş.4.7, Eş.4.6’da  yerine yazılırsa,  
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∫ −≤
c

t
ctcHdssAtsH )(),()(),( 0 ω  

ds
tsHsA

tsHsAtsHtshc

t αα

α
α

α
α

)),()((

),()(),(),(

)1( 2

11

1

1+

+

+
+ ∫+  

ds
sA
ts

ctcH
c

t αα

α
α

φ
α
αω

))((
),(

)1(
)(),(

2

1
1

1+

∫++
+−=                                                          (4.8) 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Benzer şekilde, t ∈ [c, b) için Eş.4.2, H (t, s) ile çarpılır ve c'den 

t ' ye kadar integrali alınırsa,  
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elde edilir, t ≠ s olacak şekilde verilen t ve s için u > 0 olmak üzere 
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elde edilir. Eş.4.10, Eş.4.9’da yerine yazılırsa, 
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elde edilir. Eş.4.8’de t →  a+ iken ve Eş.4.11’de de  t →b- iken limit alınırsa ve elde 

edilen eşitsizlikler toplanırsa Eş.4.3 elde edilir.  

 

4.1. Teorem:  

 

(I) - (IV) koşulları sağlansın. Ayrıca, ρ (t) >0, 

(V) t ≥ t0   ve   x ≠  0, u, v, ω ∈R için 
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olacak şekilde bir (a, b) ⊂  [t0 ,∞ ) aralığı ve q1 ∈ C( [t0 ,∞ )), H ∈ P, ρ ∈ C1 ([t0 

,∞ )) fonksiyonları ve c ∈ (a, b) varsa, Eş.4.1’in her çözümü, (a, b) aralığında bir 

sıfıra sahiptir. Burada 21 φφ ve  fonksiyonları 
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olarak tanımlanıyor. 
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İspat:  

 

Her t ∈ (a, b) için x (t) ≠  0 olsun. t ∈ (a, b) için  
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dönüşümünü tanımlayalım.  Eş.4.14’ün türevi alınır, Eş.4.1 ve (V) koşulu 

kullanılırsa, 
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elde edilir. Eş.4.2 ve Eş.4.15 eşitsizlikleri karşılaştırılırsa, 
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olur. Eş.4.15’e, Lemma 4.2 uygulanırsa Eş.4.12 sağlanmaz. Bu da ispatı tamamlar.  

 

Eğer, Teorem 4.1’in koşulları, ∞=
∞→ nn

alim  olacak şekilde {(an, bn)} aralıklarının bir 

dizisi için sağlanıyorsa,Eş.4.1 salınımlıdır. Buradan, aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

4.1. Sonuç:  

 

Verilen bir T ≥  t0 için Teorem  4.1’in koşulları sağlanacak şekilde bir (a, b) ⊂ (T, 

∞ ) aralığı varsa, Eş.4.1 salınımlıdır. 

 

Ayrıca, aşağıdaki teorem, Teorem 4.1’in  bir sonucudur: 
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4.2. Teorem:   

 

(I) - (V) koşullan sağlansın. Her bir l ≥  t0 için  φ1 ve φ2 Eş.4.13’deki gibi 

tanımlanmak üzere ρ  (t) > 0,  
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olacak şekilde H∈P ve ρ ∈C1([t0, ))∞ fonksiyonları varsa, Eş.4.1 salınımlıdır. 

 

İspat: 

 

Bazı t1 ≥  t0 olacak şekilde, her t ∈ [t1 ,∞ ) için  x (t) ≠  0 olsun. Eş.4.16’da 1tal ≥=  

olarak alınırsa, Eş.4.16’dan 
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olacak şekilde c>a vardır. Benzer şekilde, Eş.4.17’de, 1tcl ≥=  olarak alınırsa, 
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olacak şekilde b > c  vardır. Eş.4.18 ve Eş.4.19’dan Eş.4.12 sağlanır. Buradan da, 

Sonuç 4.1 kullanılarak Eş.4.1’in salınımlı olduğu gösterilir. 
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4.3. Teorem:  

 

(I) - (IV) ve aşağıdaki koşullar sağlansın: 

(VI) Her t ≥ t0,  x, u, v, ω  ∈ R ve x u > 0 için sgnF (t, x, u, v, ω ) = sgnx 

(VII)  (VII) r (t)    fonksiyonu,  azalmayan, türevlenebilir bir fonksiyon  ve 

∫
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∞=))(/( /1 srds α  

 

olsun. 

 

Ayrıca, k bir sabit, k ∈ (0,1), *τ  (t) = min{t, τ (t)), ve φ1 ve φ2 , Eş.4.13'deki gibi 

tanımlanmak üzere ρ  (t) > 0, 

 

(VIII) t ≥  t0, x ≠ 0, u ≠  0, v, ω  ∈ R için 
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olacak şekilde (a, b) ⊂  [t0,∞ ) aralığı ve q1∈C ([t0 ,∞ )), H ∈ P, ρ ∈ C1  ([t0 ,∞ )) 

fonksiyonları ve c ∈ (a, b) varsa Eş.4.1’in her çözümü (a, b) aralığında bir sıfıra 

sahiptir. 
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İspat:  

 

x(t), Eş.4.1’in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın, t ≥ T0 ≥  t0 için 

x(t)>0 ve x(τ (t))>0 olduğunu kabul edelim. Eş.4.1 ve (VI) koşulundan, benzer 

şekilde x(t)<0 ve x(τ (t))<0 içinde gösterilir. (VI) koşulu kullanılırsa, Eş.4.1’den, 

t≥ T1≥ T0 için 
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elde edilir.  

 

Buradan )()()( 1 txtxtr ′′ −α  fonksiyonu azalandır ve x' (t), t ≥T2 için ya x'(t)> 0 ya da 

x'(t)<0 olacak şekilde T2≥T1 vardır. x'(t)<0 durumu mümkün değildir. Gerçekten, 

t≥T2 için x'(t)<0 olduğunu varsayalım. O zaman, son eşitsizliğin T2 'den t 'ye kadar 

integrali alınırsa, 
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elde edilir. Eşitsizlik düzenlenip, tekrar T2 'den t 'ye kadar integrali alınır, (III) ve 

(VIII) koşulları kullanılırsa 

 

-x (t) + x (T2) ≥  (r (T2)) α/1 (-x' (T2)) ∫
t

T sr
ds
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olur ve t → ∞  iken limit alındığında x (t) < 0 olduğu görülür. Bu da kabulümüzle 

çelişir.   O halde t ≥  T2 için x' (t) > 0 olur.   Ayrıca, r (t) pozitif azalmayan 

olduğundan, Eş.4.1’den x" (t) ≤ 0 olması elde edilir. Lemma 4.1’den, herhangi 

k∈(0,1) için  

 

*τ (t) = min {t, τ (t)} olmak üzere, her t ≥  T3 için 
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)()())(( * tx
t

tktx ττ ≥                                                                                               (4.21) 

 

olacak şekilde bir T3 ≥  T2  vardır. Eş.4.14'deki gibi ω  (t) dönüşümü tanımlansın. 

Eş.4.14'ün türevi alınır,Eş.4.1, (viii) koşulu ve Eş.4.21 kullanılırsa, 
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elde edilir. Teoremin ispatının devamı, Teorem 4.1’in ispatına benzerdir. 

 

4.2. Sonuç:  

 

Verilen bir T≥ t0 için, yukarıdaki teoremin koşulları sağlanacak şekilde bir (a, b) 

⊂ [T ,∞ ) aralığı varsa, Eş.4.1 salınımlıdır. 

 

Ayrıca, aşağıdaki teorem, Teorem 4.3’ün bir sonucu olarak verilebilir. 

 

4.3. Teorem:  

 

(I) - (IV) ve (VI)-(VIII) koşulları sağlansın. Her bir l ≥  t0 için k, bir sabit, k ∈ (0,1), 

*τ   (t)  =  min {t, τ ( t)}, ve φ1   ve φ2 ,Eş.4.13'deki gibi tanımlanmak üzere ρ  (t) > 0, 
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olacak şekilde H [ )),( 0
1 ∞∈∈ tCveP ρ varsa , Eş.4.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Teoremin ispatı, Teorem 4.2’in ispatına benzer bir yol izlenerek yapılır. 
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