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OZET

Uc béliimden olusan bu tezde genel olarak ikinci basamaktan yar1 lineer tipten
gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimhihig: iizerinde durulmustur. Birinci
boliimde genel olarak fonksiyonel diferensiyel denklemler tamitilmaya
calisiimistir. Bu anlamda, bu tip denklemlerin siniflandirilmasi, baslangi¢c-deger
problemi icin varhk, teklik teoremleri ve salimmhihk tamimlar: iizerinde

durulmustur. ikinci béliimde
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seklindeki ikinci basamaktan fonksiyonel tipten denklemlerin ¢o6ziimlerinin

salimmhih@ina iliskin kriterler irdelenmistir. Uciincii béliimde de daha genel



tipten olan

(r GIEXG S (t))'+F(t,x(t), x(z (1)), x'(2), x'(z (£)))=0

denklemine iliskin Tiryaki [13] tarafindan elde edilen salimmhlik sonuclari
incelenmistir.
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This thesis consists of three chapters. The thesis is devoted to a general
discussion of second order half linear functional differential equations.
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are examined.
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemlerin genel bir tipi olan fonksiyonel diferensiyel denklemler,
bagimsiz degiskeninin (argument) farkli degerleriyle bilinmeyen fonksiyon ve bu
fonksiyonun tlirevlerini bulunduran denklemlerdir. Rus literatiiriinde, "degisen
argiimentli diferensiyel denklemler" olarak adlandirilan denklem kavrami ilk kez
onsekizinci ylizyilin ikinci yarisinda Kondorse (1771) tarafindan ortaya ¢ikmustir.
Ancak bu tiir denklemler i¢in sistematik bir ¢alisma daha ¢ok yirminci yilizyilda
uygulamali bilime duyulan ihtiyagtan dolay1 yapilmaya baslanmistir. Degisen
argiimentli diferensiyel denklemler; otomatik kontrol teori, salinim sistemler teorisi,
roket hareketindeki ateslemeyle baglantili problemlere iliskin incelemelerde,
ekonomide uzun vadeli planlamayla ilgili problemlerde ve teknolojide oldugu gibi
bilimin bir¢ok sahasinda uygulama alanina sahiptir [1]. Uygulama alaninin ¢oklugu,
degisen argument iceren diferensiyel denklemler teorisinin, hizla gelismesini
saglamaktadir. Giiniimiizde bu tlir denklemlerin igerdigi teori, matematigin en hizl

gelisen dallarindan biri haline gelmistir.

Bu kesimde, bu tiir denklemlerin, siniflandirilmasi yapilarak, bazi o6zellikleri

uzerinde durulacaktir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
En basit degisen (deviating) argiimentli diferensiyel denklem,

X' =ftx(@,x(t7)) (2.1)

seklindedir. Burada, zaman baslangic1 icin 7 gecikme (delay) sabiti pozitif

varsayilacaktir.

Temel baslangi¢ deger problemi; Es.2.1°e ilaveten #)- 7 < ¢ < fyi¢in tanimli

x ()= @) (2.2)

baslangi¢ kosulundan ibarettir. Buna gore, problemin ¢oziimii olarak, t)- 7 < ¢t < 1)
icin Es.2.2°yi ve t > ¢y icin Es.2.1°1 saglayan bir x (f) fonksiyonunu kastediyoruz.
Buradaki ¢ stirekli fonksiyonu, baslangi¢ fonksiyonu adimi alir. Baglangic
fonksiyonunun tanimlanmis oldugu #) - 7 < t < ¢y kapali araligina baslangi¢ kiimesi

adi verilir ve E,, ile gosterilir. ) noktasina baslangi¢ noktasi denir.

Genellikle

x(to+0)= ¢ (t9)

oldugu varsayilmistir.

Es.2.1’de 7 = 7 (f) > 0 degisken gecikme durumunda 7, noktasini igeren, Ej,
baslangi¢ kiimesi lizerinde ¢ > ¢y i¢in bu denklemin bir ¢6ziimiinii bulmak gerektigi

gibi t > 1) i¢in ¢y dan kiiciik olan 7 - 7 (¢) degerleri i¢inde x (¢) ¢Oziimii, verilen ¢ (¢)

baslangi¢ fonksiyonu ile uyusmalidir. Ornek olarak,

x' () =f(t, x (1), x (t-cos’ 1))



denkleminde, ) = 0 i¢in ¢ (¢) baslangi¢c fonksiyonu -1 < ¢ < 0 aralig1 iizerinde

verilmelidir.

x'(@)=f(x (), x(2)

denkleminde ise ¢y = 0 i¢in, £y baslangi¢ kiimesi 7y = 0 tek noktadan ibarettir. Fakat,

bu denklemde #) =1 i¢in E; baslangi¢ kiimesi 1/2 < ¢ < 1 dir.

Uygulamali problemlerde, baslangic fonksiyonu genellikle deneyle bulunur.
Baglangig fonksiyonu, degisen argliment igermeyen bagka bir denklem ile

tanimlanabilir.

k degisen arglimentli, n'inci basamaktan

x<m)(t):f(t,x(t),...,x('""_l)(t),x(l—Tl (t)),...,x(”“)(t—r1 ()
s X (=T, () X"t =7, (1)) (2.3)

denklemini g6z Oniine alalim. Burada, 7,(#) > 0 ve maxm, =n dir. Ayrica,

0<i<k
z =t— 7, (f) olmak lizere xP(t— 7, (?)) ile z noktasinda alinmis x (z)fonksiyonunun
p'inci tiirevi ifade edilmektedir. Bundan sonra 7, (f) sapmalarinin (deviations) siirekli

oldugunu varsayacagiz.

Verilmis baslangi¢ noktasi ¢y olsun. Baslangi¢ kiimesi, 7y noktasini ve > #,icin t—,

(t) < typ olacak sekilde +—rz, (¥) degerlerini igerecek bi¢imde her sapma bir Et(;)

k .
baslangi¢ kiimesi tanimlar. Baglangi¢ kiimesi £, = [}1 E,(;) ile gosterilir.7 = max m,

1<i<k

olmak tizere p =0, L..., 17 i¢in E,, iizerinde ¢, (¢) siirekli fonksiyonlar verilmelidir.
Uygulamalarda, E,, iizerinde ¢, ()= ¢0(P ) (), p =0, l,..., n biciminde géz Oniine

alinir.



xXP=gt0), p=0,1,... 1

olsun. Eger, n <n—1lise x/ ' sayilari da verilir.
Es.2.3 i¢in, temel baslangi¢c deger problemi,

x? (ty+0)= x((]”), p=01..,n-1

x” (t-7,)=¢ (t- 7, V), t- 7, () <0y,

p=0,1L...n; i=12..k (2.4)

kosullart altinda, ¢ > #) ic¢in Es.2.3’lin, (n — 1) kez siirekli tiirevlenebilir bir x (¢)

¢Ozlimiiniin tanimlanmasindan ibarettir.

2.1. Ornek:

x" (1) =f(tx t),x' (1), x (t- cos’t) , x (t/2)) (2.5)
denkleminde 7y =0 icinn=2,k=2, n =0 dir. E(()l) baslangic kiimesi -1 < ¢ < 0 ve
Eéz) kiimeside 7y = 0 olup, Ey baslangi¢ kiimesi, -1 < ¢ < 0 araligindan olusur. Bu
kiime tizerinde, x(()o) =@, (0) ve x(()l) sayilar1 verilmelidir. Degisen argiimentli
denklemlerin bir dogal siniflandirilmasi, G.A. Kamenskii [2] tarafindan yapilmistir.
Es.2.3’de, A =my— 7 denilirse, denkleme

(i) A > 0 durumunda gecikme (retarded) argiimentli tip,

(i) A = 0 durumunda nétiir (neutral) tip,

(iii) A <0 durumunda ileri (advanced) tip,diferensiyel denklem ad1 verilir. Her {i¢
duruma Ornek olarak,

x'@)=f(tx @), x(t-r)), 7z >0, A =1

x' () =f(tx (f), x (t- cos* 1)), A=1

x"(@)=f(x@2), x'"#/2),x(),x' (1), t=0



denklemlerinden herbirinde A > 0 oldugundan, bu denklemler gecikme argiimentli
denklemlerdir.

x" () =f(tx (£),x"(¢), x(t-1), x"(t-1), x" (¢ - 1)),

x'(6) =f(tx (@), x(t/2), x' (t/2))

denklemleri A\ = 0 oldugundan, nétiir tipden denklemlerdir.

X' =f(tx@),x@-1), x" (t-1),x"(-1)),x
x' () =f(t, x (2) x(t- cos’t) , x' (t-cos’t), x" (¢ - cos’ t))

denklemleri i¢in A < 0 olup ileri tipten degisen argiimentli denklemlerdir.

2.1. Adimlar Yontemi

x'()=f(t,x(1),x(t —r))
x(t)=¢(t),t,—r<t<t,
seklindeki en basit gecikme argiimentli diferensiyel denkleme iliskin baslangic deger

problemini gdzoniine alalim. Burada >0 dir. Bu problem i¢in en dogal ¢6ziim

yontemi;

xX'()=f(t,x(t), 4 (t = 7))

x(t,)=9, (L), tySt<t,+r

seklindeki gecikmesiz diferensiyel denkleminden, x(¢) ¢oziimiiniin belirlenmesinden
ibaret olan “adimlar” ya da “ardisik integraller” yontemidir. ¢, <¢<¢,+r i¢in £ —r
argiimenti [to —r,to]baslanglg climlesinde degisir ve sonug olarak f* fonksiyonunun

x (¢ —r) Uglincii arglimenti ¢, (¢ —r) baslangi¢ fonksiyonuna esittir. Varsayalim ki;
[to Jt, + r] aralig1 iizerinde bu baslangic deger probleminin bir x=¢, (t) ¢6ziimi

mevcuttur. Benzer sekilde

ty+r<t<t,+2r igin

X'(O)=f (6,x().¢ (1, = 7))



x(t,+r)=¢(t,+r)

ty+nr<t<ty+(n+1)r icin

x'(O)=f (t,x(1), ¢, (=7))

x(ty+nr)=¢, (t,+nr)

elde edilir. Burada ¢,(¢),4, +(j —Dr<t<t,+ jr arahgi lizerinde goézoniine alinan
baslangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir. Bu yontem yardimiyla cesitli sonlu
araliklarda ¢6ziim tanimlanir. Ayrica ¢ ve f, degiskenlerinin siirekli fonksiyonlari

ise, (t0,¢(t0) noktasinin komsulugu bir ¢éziimiin varligin1 gosterir.

Simdi bu yonteme iligskin 6rnekler verelim.
2.2. Ornek:

x'(t)=6x(t—1)

x(t)=t,0<t<1

problemini gézoniine alalim. 0<¢#<3 i¢in x(¢) ¢oziimiinii bulalim. Adimlar yontemi
uygulanirsa

x'(t)=6(t-1)

x()=1, 1<tL2

elde edilir. Bu problemin ¢oziimii
x(t)=3(—-1)"+1

dir. Benzer sekilde

X(0)=6[3(t —2)* +1], 2<¢<3
x(2)=4

prbleminin ¢oziimii
x(t)=6(t—2)’ +6¢—8

dir.



Adimlar yontemi, degisen argiimentli denklemlerin integrali i¢in de temel

yontemlerden biridir. Bu yontemin

X'(0)=f (6,x(0),x(t = (1)) (2.6)
denklemine uygulanmasi

V.. (t,)<t<y, (t,) i¢in gecikmesiz

x(t) =/ (6.x(0).4, (= (1)) 2.7)
denkleminin integrasyonuna indirgenir.

Eger Es.2.6’ya adimlar yontemi uygulanabiliyorsa ve Es.2.7 herhangi bir siirekli

¢, (¢t) fonksiyonu i¢in ¢oziilebiliyorsa Es.2.7 ye integrallenebilirdir denir.

Bu uygulama x'(£)= f (t,x(¢),x(t =7 (¢)),.......x (¢t =7, (t)) seklindeki denklem ve hatta

daha yiiksek basamaktan denklem ve sistemler i¢in de gegerlidir.

2.2. Baslangic Deger Problemi icin Varlik ve Teklik Teoremleri

Gecikme argiimentli denklemler i¢in, baslangi¢ deger problemleri ile ilk defa A.D.
Myshkis [3] caligmistir. Notiir tip i¢in, genel teorilerin ilk teoremleri G.A. Kamenskii
[2] tarafindan elde edilmistir. Uygulamada ¢ok sik karsilagilan denklemler, gecikme
arglimentli diferensiyel denklemlerdir. Degisen argiimentli n'inci basamaktan
denklemler, adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi, birinci basamaktan bir

denklem sistemine doniistiiriilebilir.

i=12,..,ni¢in, 7,()<¢ lim 7,(f) = (2.8)
t—0

olmak iizere, baz1 7€ R'ler ve bazi pozitif m tamsayilari igin,
fECAT, ©)xR"x...xR", R"Yve r, EC((T, ©),R") (2.9)

olacak sekilde



X' +f @ x @, x (7 (D), x (7, (1) =0 (2.10)

gecikmeli (delay) diferensiyel denklemini gz Oniine alalim. Her 7y > T baslangic

noktasi i¢in, 7,

t,= min<infz,(¢) (2.11)

1<i<n | 121,

ile tanimlansin. Es.2.10 ve verilen ¢y > T baslangic noktasi ile birlikte,

@: (1.1, 1) —> R", verilen bir baslangi¢ fonksiyonu olmak iizere, 7, < ¢ < f, i¢in bir

x()=9¢() (2.12)

baslangi¢ kosulu olacak sekilde, Es.2.10 ve Es.2.12 baslangi¢ deger problemini goz

Oniine alalim.

2.1. Tanim:

x: (¢, ,0)—R" fonksiyonu, ¢ € () ,%) i¢in siirekli tiirevlenebilir olsun. Her ¢ € (¢
,0) icin  x(¢), Es.2.10’u saghyorsa, x (t)'ye Es.2.10’un bir ¢oziimiidiir denir.
Fonksiyonel diferensiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin, varlik ve tekligine iliskin
sonuclar i¢in, El'sgol’ts ve Norkin [1] (1973), Hale [4] (1977), Driver [5] (1977),
Gyori ve Ladas [6] (1991), Bainov ve Mishev [7] (1992) kitaplarina bakilabilir.

Bununla birlikte, ¢ozlimlerin global varligina iliskin, ti¢ énemli teoremi ifade edelim

[8,9].

2.1. Teorem:

Es.2.8 ve Es.2.9’a ek olarak her # > T i¢in ve her



x,yi €R",i=0,1,2,.., ni¢in
1 @ X0, XeewoXn) —f (1, Y0, Y1 ¥0) [€ 2 () D) | %=y (2.13)
i=0

global Lipschitz kosulu saglanacak sekilde bir p € C ((T, ), R") fonksiyonunun var
oldugunu kabul edelim. ¢y > T ve ¢ € C ((¢., t) ,R") olmak {izere, Es.2.10 ve Es.2.12

baslangi¢ deger probleminin, (¢, o0 ) araliginda mevcut bir tek ¢oziimii vardir.

Es.2.10’un 6zel durumu olan, uygulamada ¢ok karsilasilan
(|| ") +q@)|u]"" u=0 (2.14)

denklemini gbéz Oniine alalim, o=/ alinirsa; Es.2.14, yar1 lineer dife-rensiyel
denklem adin1 alir. @ ve [ pozitif sabitler ve g € C (), o) fonksiyon olmak {izere,
Es.2.14,

!

“sgnu’ )’+q(t) |u|ﬁ sgnu=0

(

u

seklinde de yazilabilir. Bu denkleme iliskin baslangi¢ kosullari,

u (to) =uo, u'(to) =u, (2.15)

olsun.

2.2. Teorem:

g € C' (to, ©)vet € (ty,o) i¢in, g (/) > 0 olsun. Verilen u, ve u, icin, Es.2.14 -

Es.2.15 probleminin (7, o) araliginda taniml bir tek ¢6ziimii vardir.
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2.3. Teorem:

a=p veq € C(ty, ) olsun. Verilen uy ve u, i¢in, Es.2.14 - Es.2.15 probleminin,

(tp, o) araliginda taniml1 bir tek ¢éziimii vardir.
2.3. Salimimhihk Tanimi

Fonksiyonel diferensiyel denklemlere iliskin salinim teorisi adi diferensiyel denk-
lemlerin dogal bir genellemesidir. Bu anlamda, fonksiyonel diferensiyel denkleminin
bir x(¢) ¢oziimiiniin, (7} , ) aralifinda mevcut ve her 7> T icin sup{|x (¢)[:¢>T}> 0
ozelligine sahip oldugunu kabul edelim. Bu tip bir ¢oziime, regiiler (regular) ¢éziim

de denir [9].
2.2. Tanim:

Regiiler bir x(¢):(¢) ,0)—> R ¢oziimii, ¢ > ¢, icin keyfi sayida, yeterince biiyiik

sifirlara sahip ise yani lim #,=o olacak sekilde, ¢6ziimiin sifirlarinin bir {tn} dizisi
n—>0

mevcut ise, ¢coziime salinimlidir denir.
2.3. Tanim:

x(t) ¢ozlimii, salinimli degilse salinimsizdir. Salinimsiz bir x(¢) ¢6ziimiine, ¢ > T 'ler
icin x () > 0 (x (¢) < 0) olacak sekilde, yeterince biiyiik bir reel 7 sayis1t mevcut ise,
pozitif ¢éziim (negatif ¢oziim) denir. Bir fonksiyonel diferensiyel denkleminin, tim
¢Ozlimleri salinimli ise denkleme salinnmli denklem denir, aksi takdirde, denkleme

salinimsiz denklem ad1 verilir.

Adi diferensiyel denklemlerle,  degisen argiimentli diferensiyel denklemler

arasindaki iliskileri vurgulamak agisindan, asagidaki drnekler tizerinde duralim:
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2.3. Ornek:

x'(t)ix(ti%j =0

diferensiyel denklemini gbz oniine alalim. x, (£)= cost ve x; (t) = sin t, bu denklemin

birer salinimli ¢éziimleri olmasina ragmen,
xX'@)+x()=0

denklemi, saliniml1 bir ¢6ziime sahip degildir.
2.4. Ornek:

x"()+x(x-)=0

denklemi, x,(¢) = sint seklinde bir salimimli ¢6ziime ve x, (t)=¢' —e” " seklinde bir

salinimsiz ¢éziime sahiptir.

2.5. Ornek:

xX"(t)-x(t-7)=0

denklemi, x (f) = cost ve x (t) = sint, salinimli ¢ézlimlere sahip olmasina ragmen
x"(t)—x (@) =0

denkleminin, salinimli ¢6ziimii yoktur.

Bilindigi gibi, ikinci basamaktan,

X"(f) +a(f)x () =0
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lineer diferensiyel denkleminin biitlin ¢oziimleri, ya salinnmhdir ya da
salimmsizdir. Ancak, Ornek 2.3, Ornek 2.4 ve Ornek 2.5'den de goriildiigii gibi,

degisen argiimentli denklemler i¢in, durum boyle degildir. Ornegin;

X +ra@x () =0 (2.16)

denklemini g6z Oniine alirsak, asagidaki durumlardan biri s6z konusudur;
a) Biitiin ¢éziimleri salinimli olabilir.

b) Biitlin ¢oziimleri salinmsiz olabilir.

¢) Denklem salinimsiz bir ¢éziime sahip olabilir.

d) Denklem salinimli bir ¢6zlime sahip olabilir.

e) Denklem hem salinimli hem de salinimsiz ¢oziimlere sahip olabilir.
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3. IKINCi BASAMAKTAN YARI LINEER TiPTEN GECIKMELI
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

Bu boliimde ikinci basamaktan yari lineer tipten denklemlerin salinimliligina iliskin
literatlirde yer alan bazi 6nemli sonuglar irdelenecektir. Bu anlamda goziiniine

alinacak denklemler:

[}my'(r)j + PO ()=0 3.1)
(r O]’ (6| .u'(t))) +pO|ulr O] u(z()=0 (3.2)
[ r@)|uw @' @) [+ p@)|u@)] ux@)=0 (3.3)
denklemleridir.

Yukaridaki denklemlerin herbirinin ¢dziimlerinin [to ,0) mevcut oldugu ve
x(¢)¢ozlimolmak lizereherhangibir¢ >¢, icinsup {|x (t) |:t >t }> 0 6zelligine sahip

oldugu kabul edilmistir.

3.1. (% y' (t)j + p(t).y(r(t))=0 Denklemine Iliskin Sonuglar:
r

Bu kesimde 1997 tarihinde Dzurina [10] tarafindan

!

(Ly'(r)j +p(0).y (2 (1)=0 3.1)

r (1)

denklemi i¢in ifade edilen salinimlilik sonuglari iizerinde durulacaktir.
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Kesim boyunca bu denklem i¢in
p,r,reC([tO,OO)) ve te[to,oo) icin 7(¢)>0, p(¢)>0
ve de

(1)<t ve limz(t)=00

kosullarinin saglandigi kabul edilmistir.

3.1. Teorem:

t—)wiginR(t)=It:r(s)ds—>w, (3.4)
7' ()20 (3.5)
ve

mJ.(R(r(t))p(t)—%Jdt:oo (3.6)

kosullar1 saglansin.

Bu durumda Es.3.1 salinimlidir.

fspat:

Es.3.1’in salimimsiz bir ¢dzlimii y (¢) olsun. Genelligi bozmaksizin ¢>¢, icin

y()>0,y(7(¢))>0 kabul edelim. Es.3.1’den;
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!

1 !
(%y (t)j <0

yazilabilir. Bu durumda [t ,0)araliginda ya da bunun bir yar1 sonsuz alt araliginda

1 1
——'(t)<0 yada —»'(¢)>0 dur.
ya r(t)y() yaar(t)y() Ir

b y'(t)<0olsun. Bu durumda
(1)

% y' (1)< =M <0 olacak sekilde M>0 vardir.
r

—y' ()= M.r(t)
dir. Bu esitsizligin her iki tarafinin #, den ¢ ye integrali alinirsa

YOy (@)-[ Mr@d:

ve yeterince bilyiik ¢ degerleri i¢in y(¢)<0 elde edilir. Bu ise y(¢)>0kabuliiyle
celiskidir.

O halde % ¥'(t)>0 dir. Simdi z fonksiyonu
r

y(@) \ r@

seklinde tanimlansin. Bu durumda z(¢)>0 dir. Ote yandan

-()=RE®) [W)j 3.7)

!

g(r(r))r'(t)_(y’(t)}R(r(r))_(y'a)J _R(r(z))_(y'(z)}y’(r(t)).r'o)
ya@) r@ ) ye)\r@) yeo) {ro) v

Z'(1)



@)

#O0=" %y

y%rUDjj%TODITG

.z(t)—R(T(t))P(f)—Z(t)-(r(r(t)) y(z (1))

olur.

V@), YO

L. y'(¢) azalan oldugundan

r(0) r(r@) r@) T
L EOTO (o
z@ﬁ—;GaT%(n ()~ R(z (). p(0)
elde edilir.

P(z)=z—-z" almrsa P(z):z—zzsi oldugundan

r(z@)7' (@)

# 0= R )

—R(z().p @)

bulunur. Bu esitsizligin her iki yaninin ¢, den ¢ ye integrali alinirsa

r«ru»r%wjds

Z(f)ﬁz(tl)—'[t:(R(r(s))P(S)— AR(z(s))

olup Es.3.6’dan den t— o igin z(¢)—>—oo elde edilir. Buise z(#)>0 durumuyla

celigkidir. Boylece Es.3.1 salinimlidur.
3.1. Sonug:
7(t)=t olsun

Es.3.4 ve Es.3.5 saglansin. Ayrica

16
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2
lim inf £ OPO 1 (3.8)
t—>0 I"(t) 4
olsun.

Bu durumda Es.3.1 salinimlidir.
fspat.‘

7(¢t)=t icin E$.3.8, Es.3.6’y1 gerektirdiginden yani

reF0),,_,
4R(z (1))

[ (R(r(r))pm—

saglanacagindan Teorem 3.1’den dolay1 Es.3.1 salinimlidir.
3.2. Sonug:

Es.3.4 ve Es.3.5 saglansin. Ayrica

lim inf R(7(2)) Tp(s)ds >% (3.9)

t—>w

olsun. Bu durumda Es.3.1 salinimlidir.
fspat.‘

Ispat icin Es.3.9’un Es.3.6’y1 gerektirdigini gostermek yeterlidir. Varsayalim
ki Es.3.6 saglanmasin. Bu durumda, her £> 0 i¢in bir # vardir ki #>¢, i¢in

r(r(s))r'(s)]dm

I[R(r(S))P(S)_ IRG)

yazilabilir.

Boylece



TR(T(S))(P(S)_%]CIS N

dir.

R(7(¢)) azalmayan oldugundan

T _r(z(s)7'(s)
R(T(t))-!.(p(s) IR () ]ds <¢g

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten
Ve >0 igin R(r(t))jp(s)ds<€ +%

olur ki bu Es.3.9’a celigkidir. Dolayisiyla Es.3.6 saglanir. Yani Es.3.9, Es.3.6’y1

gerektirir.
3.1. Ornek:

t>1 ve a>0 icin

y"(t) +i\/_ y (\/; )=0 diferensiyel denklemini gézoniine alalim. Teorem 3.1’den
it

goriiliir ki a >% i¢cin denklem salinimlidir.

18
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3.2. (r O]u'()" u' (1) ) +p(@)|u(r®)|” u(z(t))=0 Denklemine iliskin

Sonuclar:

Bu kesimde 2003 tarihinde Dzurina [11] tarafindan

FOleOF w'©) + pO)] u@) u(z©)=0 (3.2)

denklemi i¢in inga edilen salinimlilik sonuglari {izerinde durulacaktir.Kesim boyunca

(H,) a>0

(H,))r@)eC' (t,,0),r(t)>0,t — o, R(?) ::jr%x(s)ds — ©

fy

(H;) p()eC' (t,,), p(£)>0,

(H,)7(1)eC' (ty,0),7 (1) <t, lim 7 (1) = o0

kosullar1 saglansin.
3.2. Teorem:

a>1 olsun. Eger her £€(0,1) i¢in

[ 20 .
j[R (1) p(1) 4kR(T(t))r%*(r(t))Jdt_ (3.10)

ise Es.3.2 salinimlidir.
fspat.‘

Kabul edelim ki Es.3.2’nin salinimsiz bir ¢o6ziimii u(¢) olsun. Genelligi bozmaksizin
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t>t, i¢in u(¢)>0, u(z(¢))>0olsun. Es.3.2°den,

(r O]u' (0" u'(t))’ =~ p()(u(z(t))“ <0olup r(®)|u' (). u'(¢) azalandur.

Boylece iki durum sozkonusudur. ya u'(¢)>0yada u'(¢)<0 dir. u'(¢)<0 olsun.

Bu durumda r(t)| u'(t) |a_l.u'(t) <—M < 0olacak sekilde bir M >0 vardir.

Buradan

ons| M)
—Uu (t)Z(%j

elde edilir.
Bu esitsizligin her iki yaninin ¢; den ¢ ye integrali alinirsa
u(t)Su(t)=M" (R()~R(1))

t—o i¢in (Hy)den u(1)<0 elde edilir.

Yani u'(1)<0 olamaz. u'(¢)>0 olur. Bu durumda (r (t)u'(t)“)%z artmayandir.

Herhangi bir k£, €(0,1) igin

7(t) 7(1)

u(e(®) [ u'(s)ds= | - yl(s) (- (s (s))ds

a
14 4

> () (z(O))R(T () -R()) >k R(T(@)r' (z(0)u' (z(2)) (3.11)

Simdi W fonksiyonunu

r@ @' )"

M R

(3.12)
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seklinde tanimlayalim. W(t)>0 ve

ar’ OR (x () rO@ @) L. (z(@®) p(t)

MO0 weo)

—a.R” (T(t))M.u’(f(t)).f’(t) (3.13)

(u (z (1)) "
dir.

Es.3.11°den ve r(¢).(u'(¢))“ nin monotonlugundan ve k=k, “'e (0,1) olmak iizere

@)1 o) (@) ( u (z(1)) j
u(@@) r@@) @) @)

>7 (0. (') . k Rla_l ®) yazilabilir. Boylece Es.3.13’den
u(@@®)* - r (@)

@O oy karO ey g po

W' ()< .
© R(z ()7 (z (1))

TR (2 (1)

elde edilir.

(W)=W —kW?* almirsa p(W)=W—kW2SL olup
P 4k

, a.7'(t) pa
WO s ey R @0

bulunur.
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Esitsizliginin her iki yaninin ¢ den ¢ ye integrali alinirsa

W (O<W (@)=[| R (2() p(s)- 4R(z éﬁi;(z)(r (SD}IS

olup t— o igin Es.3.10°dan W (t)—>—oo elde edilir.Bu durum W(t)>0’a
celiskidir.Boylece Es.3.2 salinimlidir.

3.3. Sonug:

R @)@ @)p®) a

a>1 ve liminf (3.14)
10 7'(1) 4
olsun.Es.3.2 saliimlidir.
fspat.‘
Gergekten k€(0,1) ve £>0 olmak lizere yeterince biiyiik ¢ ler igin
a+l A
R @)r=®)p) >% ye oldugundan
7'(1)
R (c(t) p(t)-——2FD T elde edilir. (3.15)

AkR(z(t)r" (r(t) R(z(O)r' (z(1))

Esitsizliginin her iki yaninin ty dan oo a integrali alinirsa

o0

J| R ey p-—2"0 g
" AR (2 (6) " (2 (1))
>3T G R En(R(r(s))‘ =lime fn(R(z (s)=o

T R(z ()1’ (z(s))

ly
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bulunur. Es.3.15 ve Es.3.10 gozoniine alinirsa Es.3.2 nin salinimli oldugu gortiliir.

Eger r(¢) lizerine daha kuvvetli kosul yiiklenirse asagidaki teorem elde edilir.

3.3. Teorem:

r'(t)>0 ve a>1 ayrica k(0,1) i¢in

0 ' a-2 -2
f[R“ (2 (0) p() - 2T DR ) (T(t))jdtzoo (3.16)

4k ()

olsun. Es.3.2 salinimlidir.
fspat.‘

u(t), Es.3.2’nin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Teorem 3.2’nin ispatinda oldugu gibi

u'(t)>0 ve r(t)(u'(t))” azalandir.

Ote yandan 0>(r(t)(u'(t))“)'=r'(t)(u'(t))“+ar(t)(u'(t))“*.u"(t) yazilabilir. Bu

esitsizlikten u"(¢)<0 bulunur. Ayrica herhangi bir &, €(0,1) i¢in

7 (1) () (1)
u(r(t)= J-u'(s)ds >u'(s).s ‘ — Iu"(s).sds

h 4 4

120)
>u'(z(0) 7 (t)—u' (£)t - ju"(s)sds

]

2u'(z ()7 (1) 2u'(z () (2 ()—=1,) 2k 7 (O)u'(z(2)) (3.17)

bulunur.



W (t) fonksiyonu Es.3.12’deki gibi tanimlansin. W(t)>0 ve Es.3.13 ile Eg.3.17 ve

r(t)(u'(¢))* nin azalanligini kullanirsak

We@)_ 1 e ) [wm)J‘“
u@@®) rc@)  wc)  d@0)

1 r(tu'()”
>
rr@®)  (u(z()

(k, ()"

elde ederiz. Es.3.12°den k =k“" €(0,1) igin

- akt' ()T (t)

W (1)< a.7'(t) <
R (z())r (7 (1))

T R@)r (2 (1)

_ar' (OR(()r T r (z(t)
- 4k (1)

W) W2 (0)=R" (z(t) p(1)

' a-1 a-1 -y 2
~R* (2(0) p (o) -2 20T [W(t)—R 0% (r(t)))}

R (z(t))r (z(2)) 2.kt )
o T (ORT(E)r T (1 (0) .
W'(t) < YR R (z(t)) p(2)

elde edilir. Ispatin geri kalan kism1 Teorem 3.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.
Simdi de 7(z)=1 olmak lizere Es.3.2’yi g6zoniine alalim
3.4. Teorem:

a>1 ve k €(0,1) igin

j{r“ (t)p(t)—fkr—z_((tt)))dt:oo

24
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olsun. 7 (#)=1 olmak tizere Es.3.2 salinimlidir.
jspat :

u(t), Es.3.2’nin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmaksizin u(¢) > 0 olsun.

w o= £ 0O
u(z (1)

olmak tizere Teorem 3.2’nin (ya da Teorem 3.3) ispatina benzer sekilde teoremin

ispati yapilir.

3.4. Sonug:

a+l
a>1 ve liminfL)p(t) >g
t—0 T,(t)

olsun. r(t)=1 olmak tizere Es.3.2 salinimlidir.
Ispat1 Sonug 3.3°deki gibi yapulir.
Simdi 0<a <1 durumunu inceleyelim.

3.5. Teorem:

O<a<l1 igin

l-a
a

~ B 1 «
P(”‘[r(fg»!l“‘”“]

olmak lizere

ﬂf“va»par- art) ]m=w (3.18)
4R (e () (2 ) P (0



ise Es.3.2 salinimlidir.

ispat :
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Kabul edelim ki u(¢#), Es.3.2’nin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi

bozmaksizin u(¢)>0 alalim. Teorem 3.2’nin ispatinda oldugu gibi u'(#)>0 ve

r(t)(u'(z))* azalandir. Es.3.2°nin t den o a integrali alinirsa;

(- ) + p(ulr )" =0

r(Ou” (0= [ p(s)u(z(s))" ds

u' (z @) r(z()zr(u" (t)ij(S)u (z(s)) “ds

2u(z(t)" [ p(s)ds
Boylece

l-a 1/
u'(z (1)) L
o) (r& ol p“)"sj
bulunur.
Es.3.12°den

@ T (ORT (T (1) rOW @)
(- @®) (@)

R (z(1)) p(1) = R” (z(1))

r(@u'(t)°
u (T (t))aH °

u'(z () (t)



W@ 1 e (z))“(u'(r (r))j‘”’2 B _r@u®”
r

u(z (1) rz@)  u(@@) u(r (1)) (z ) u(z (1))°
PR 12 ) __atOPO e ke (e ) o
O o e T O T o) @R EOrO
< o) —R“ (2 (1)) p(1)
ART (z ))r (z 0)p (1)

at'(f)

< — [0 F0)_R*“@@)]p0)
4R (z (0))r

elde edilir.

Esitsizliginin her iki yaninin #den oo a integral alinirsa Es.3.18’den lim W (¢)=—

olup W(¢) > 0 olmasina geliskidir. Boylece Es.3.2 salinimlhidir.

3.6. Teorem:

" (Hz%
0<a<l ve ﬁl(t):[jp(s)dsj
t
olmak tizere,

i et N,
j (f Y0 S (t)jdt_ (3.19)

ise 7(¢)=1 olmak iizere Es.3.2 salinimlidur.

Teoremin ispat1 Teorem 3.3’{in ispatina benzerdir.

27
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3.2. Ornek:

Aavea’ larO0<A<1,a>1,a>0 olacak sekilde sabitler olmak iizere

(Ju' )]« u'(t)), + L lu(n) i (A0)=0

denklemini g6z oniine alalim. Sonug 3.4’den

liminf (16)*' —2—=2"a > <
t—0 t ot Z/ 4

elde edilir. Eger A, a ve a sabitleri bu kosul saglanacak sekilde secilirse elde edilen

denklemler salimimlidir.

Simdi de ayn1 6rnegi 0 <A<1,a>0 ve 0 <a <1 i¢cin Teorem 3.6’y1 kullanarak

inceleyelim.

0 ne. a 3 aA _ _ T /fla L_a—/’ill
j [( ) (ot 4(/“)2_0, (l)# 4o ﬂ( a [ g (g)%’ t




Es.3.19°un saglanmasi i¢in

o
A* a——— >0 olmalidir. Buradan
42 a-

_ 1 )}
40 a< >a’" ve
1 y 2’ %1

414" >’ iseil/>l elde edilir.
a™ 4

29

Bu durumda, bu kosul saglanacak sekilde «,Ave a degerleri i¢in de denklem

salinimlidir.
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33.|r (t)| u'(t) |a_1 u'(t)]' +p (t)| u(z (1)) | " (7 (¢))=0 Denklemine iliskin Sonuglar:

Bu kesimde 1997 tarihinde Agarwal [12] tarafindan

Ol v o] +polu (e O) 1 - ©)=0 (32)

denklemi i¢in insa edilen salinimlilik sonuglari {izerinde durulacaktir.Kesim boyunca
bu denklem i¢in

(i) avep pozitif sabitler;
(i) p,r,reC([tO,oo),R ),r(t)>0
(iii) p(t)=0 ve telt,,o) igin p(t)#0

(iv) 7(t)<t ve lim 7(¢)=0

t—o©

oldugu kabul edilmistir.

Sonuglart vermeden dnce teoremlerin ispatinda kullanilacak olan iki lemmayi ifade

edelim:
3.1. Lemma:

Bir u fonksiyonu i¢in

(4) u(t)eC?[T,)

(4,) Her =T >01¢in  u(¢)>0, u'(¢)>0 ve u"(t) <0

kosullar1 saglansin. Bu durumda

(a)Her k e (0,1) igin u(r(t))z% T(t)u(t)



olacak sekilde en az bir 7, =T ve

(b)Her k,e(0,1) igin
u(t)=k,t u'(t)

olacak sekilde en az bir 7, =T sabitleri vardr.

3.2. Lemma:

a>0, geC([0,:0),R) olsun.

[y oy o] +alye y0=0
denkleminin salinimsiz olmasi

9 (0)+al90)]" " +q(0)20, [t,0)

31

(3.20)

esitsizligini saglayacak sekilde bir $eC" [tO,oo)fonksiyonunun olmasiyla esdegerdir.

Her ¢t>¢, i¢in y fonksiyonunu y(¢)=sup {s 2t,;7(s)<t } biciminde tanimlayalim. Bu

durumda y (¢)=t ve 7 (y(¢))=t dir.

3.7. Teorem:

a=p ve r(t)=1 olsun.

(C) limsupz* Tp(s)(r(s)j ds>1

S
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(C,) limsupt” [ p(s) ds>1
y (1)

kosullarindan birinin saglanmasi Es.3.3’1lin salinimli olmasiyla esdegerdir.
fspat.‘

r(t)=1l, a=pF olmak lizere Es.3.3’lin salinimsiz bir ¢oziimii u(¢) olsun. Genelligi
bozmaksizin 27, i¢inu(t)>0 olsun. Bu durumda Oyle bir # vardir ki,

t2t,i¢in u(z(t))>0 olur. [tl , oo) araliginda p(¢#)>0 oldugundan

[| u'(t)| “’l.u'(z)] = —p®|ulz ) u (7 (@)<0 (3.21)
duir.

Ote yandan

|u'(t) |0H .u'(t) azalanve V. T>0 igin sup{p(t): tZT}> 0 oldugundan
t>t, igin u'(t)>0 veya [t2 , oo)arahgmda t, 2 ¢, i¢in u'(¢)<0kosullarindan biri

mevcuttur.

Kabul edelim kit, >¢, i¢in u'(#)<0 olsun. Bu durumda,

1>, igin 0> [| (0] u'(t)] =au' () u" (1)
dir.

telt,, ©)icin u"(£)<0, 1, >t, i¢in u'(f)<0olup ¢ > ¢, igin u(r)<0 elde edilir. Bu

u(t)>0 kabuliiyle ¢eliski olusturdugundan  ¢,>¢, i¢in u'(#)<Q olmaz, yani
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t>t, igin u'(¢t)>0 dir.

Es.3.21°in ¢ den oo a integrali alinirsa,

—Tp<s>|u(r ©) " u (e (5))ds =T[| w'(s)|" u'(s>]'ds
“[{[wco) as

=lim [u'(9)]" ~[u'(0)]"

elde edilir.

t>t, i¢in u'(¢)>0, oldugundan

a

@] =tim[u ] + [ p©)|ule )| u (c©)ds 2 [ p)ule(s)] s (3:22)

esitsizligi bulunur.

Lemma 3.1 (b) den wu(®)=k,tu'(t) esitsizligi ve  herhangi bir

k,(0,1) i¢in bir 7, i vardir dyleki

@) 2kt [ 0] 2k, ¢ [ p()[u(e ()] ds (3.23)

Lemma 3.1 (a) dan da
u(e @)= o

esitsizligi ve herhangi bir £, €(0,1) i¢in bir 7, vardir dyleki
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@) 24" (@j ()" (3.24)

esitsizligi elde edilir. Es.3.23 ve Es.24°den

2

T, 2t ve 12T, , t2t4:max{Tkl,Tk2}igin

@)= & [ po) [u(z (s)) ds
>k k" tj ()[T( )j [ (s)]* ds

> 2 4 T p(s)(%] [u(s)]" ds (3.25)

t

dir.

Burada k=min {k1 , k2} olarak tanimlanmustir.

u'(t)>0oldugundan =1, i¢in

1> [ﬁ(t;] [pGs )[“ ’j u ()] ds (3.26)

> kzataJ' (s )( (S)j

elde edilir.

llmsupt j p(s)( ()j ds=q diyelim.(C,) den lims, =co olacak sekilde bir

n—>0

_{s, }dizisi vardir ve hms jp(s)(f( )j ds=a>1

dir.
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En az bir N, >0 i¢in 51:@>0 aliirsa her n>N, igin
2
1
a;— =a—¢,<s, J.p(s)(T(S)J (3.27)

%II
J <k<] secimiyle birlikte Es.3.26 ve Es.3.27°den
o+

esitsizligi elde edilir.( 2

1257 s * Tp(s)(%s)j ds >(ﬁj[“7“j=1

yazilabilir.

Bu esitsizlik kabul ile ¢eliski olusturdugundan (C,) kosulu gecerli degildir.
y(t)>t oldugundan ve Es.3.23’den

e @F 2k, e [ ) 2k, 1 [ p(s) [u(z ()] ds

oldugundan

@)} j P [u(z ()" 4

7(1)

bulunur.

u(t) fonksiyonu artan oldugundan 12T, ,7(s)2f ve s y(t)igin

[u@)] 2k, t* T p &) [u(z ) ds=k," t* [u@)] T p(s)ds dir.

7(t) 7(t)



36

Esitsizligin her iki tarafi [u (£)]" ya boliiniirse

k"t [ p(s) ds<1 (3.28)

y(1)

elde edilir. Simdi de limsupz” j p(s) ds =b diyelim.
7(0)

(Cy) den lim¢, =0 olacak sekilde bir, {¢,} dizisi vardir.limz,* j p(s) ds=b>1
t— n—>0

7(t,)

olacaktir.

(b-1)

Enazbir N, >0 i¢in & =-—=>0 alinirsa her n> N, i¢in
2

%:b—gz <t“ jp(s)ds (3.29)
7(t,)

esitsizligi elde edilir.
k, e(%m)”a ,1) se¢imiyle birlikte Es.3.28 ve Es.3.29°dan

a. a [ 2 b+l
1>k ¢ s)ds> —=1
2 y(j,f’() b+l 2

bulunur. Bu da kabulle celiski olusturdugundan (C;) kosulu gegerli degildir.
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3.3. Ornek:

a>( icin

e ww] 222

denklemi gdzoniine alinirsa

: T2 a5\ . T
hmsupt“j a+la [éj ds=2alimsupt” I%ds
t—x© f S S t— " S

=2 elde edilir.

Teorem 3.7’deki (C;) kosulu saglandigindan denklem salinimlidir.
Kabul edelim ki 7(¢)>0Q ve u fonksiyonunu u(t)= ( (t)) seklinde tanimlayalim.

3.8. Teorem:

r(t)=l ve a=pf 4€(0,1) i¢in

[| u' () u'(t)] +Au () p@)|u@)| u()=0 (3.30)

denklemi salinimli ise Es.3.3 salinimlidir.
fspat.‘

Kabul edelim ki

[0 )]+ p )] u e )" ule (1))=0
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denklemi salinimsiz olsun. Bu denklemin salinimsiz bir ¢6ziimi u(¢) olsun.Genelligi

bozmaksizin [tl , oo) da u(t) >0 ve u(z' (t))>(_) olsun.

Teorem 3.7°nin ispatinda oldugu gibi [tz,oo) da u"(1)<0 ve u'(t)>0 dir. A€(0,1)

oldugundan Lemma 3.1 (a) dan
u (T (t))Z Aeu (t)@

esitsizligini elde ederiz. Her iki tarafin «. kuvveti alinirsa

ez )2 2 [u (t)]a(if))“

t

elde edilir. @ fonksiyonunu

» :|u'(t)|a_lu'(t)
|u(@)|" " u ()’

olarak tanimlayalim,
2Lz
ta

o' O+ OL p iy ralo@)]

=w'@)) |lu@®|* —|u' @O u@)) +—’1(T(t))a H+a —[”'(t)]a (+a)
Jw oy o) -l o) fwoy] b ([u(t)]aJ %

_wor] )" el @) v l) @ 2Alew)] el

() | t lu ()]

Jwoy] _awer ko)

_ alu' )]
ko] o] e

[u ()]

p(H)+
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_—pO[ue)|” u(z®) ] p©)

[u ()] Iz
_—pOu(zm)" , Alz0]" p©)
[u(0)] °
__p@) [AOF pOr e o) <
—[u(t)]a( O] =lu(z )] J_o

bulunur. Bu durum Lemma 3.2°ye gore Es.3.30’un salinimsiz olmasi demektir.
Ancak, bu denklem hipoteze gore salinimli oldugundan celigki elde ederiz. Boylece

r(t) =1,a= f olmak iizere Es.3.3. denklemi salinimlidir.

3.9. Teorem:

llmsup_[p(s)( r(s )j =00 (3.31)

olsun. r(¢) =1,a= f olmak lizere Es.3.3 salinimlidir.
fspat.‘

r(t)=l,a= f olmak iizere Es.3.3 salimimsiz olsun. Genelligi bozmaksizin, bu
denklemin salinimsiz pozitif bir, u(#) ¢oziimiinii alalim. Teorem 3.7’nin ispatinda
oldugu gibi 7>¢ igin u(zr())>0, u'(t)>0 ve u'"(£)<Q olacak sekilde #,> ¢, vardir.

Lemma 3.1 (a) dan

(e @) =~ (@j L)

2
esitsizligi elde edilir.

t>t, igin u'(t)>0 ve u(zr(£))>0 oldugundan
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(w @) ) =pOc) = p(r)[f(”) ()]

olur.

Bu esitsizligin ¢, den ¢ ye integrali alinirsa;

0] ~[ )] <—jp()[“ )j e ()] ds

%1[” )] j p(%@j ds

bulunur.

Boylece t>¢, icin Es.3.31°den [u'(t)]a <0 elde edilir. Bu durum #'(¢) > 0 durumuna

celiski olup
r(t) =l,a= f olmak lizere Es.3.3. salinimlhdir.
3.4. Ornek:

a>( icin

[|u'(t)|‘H u'(t)] +

N
u(aj‘ M(E)—O (3.32)

denklemini gézoniine alalim.

}i_)rgsupj‘( j ds——hmsupjds 0

oldugundan Teorem 3.9’den Es.3.32 salinimlidur.



Simdi de; 0< < olmak iizere Es.3.3’1i gbzoniine alalim.

3.10. Teorem:

Kabul edelim ki

(C;) limR(1)=o0, R(z)::j(r(s))% ds

fy

(C,) 7eC (R, ,R),r(t)<t,lim r(t)=o0

—©

€ [REM) pydi=e

sartlar1 saglansin. Bu durumda 0< f<¢ olmak tizere Es.3.3 salinimlidir.

fspat.‘
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Kabul edelim ki Es.3.3’{in salinimsiz bir ¢6ziimii u(¢) olsun. Genelligi bozmaksizin

[T,0) da u(£)<0, u(z(1))<0,[T,») da p(£)>0Q olsun.

[r (t)| u'(1) | o u'(t)] <0 dir. Bu durumda iki durum sdzkonusudur.

Durum 1:

[t,,00) da t>¢, >T igin u'(¢) >Q dur. [r(z)|u'(z)|"‘"u'(z)]'zo

oldugundan, r(#)|u'(r)|“" . u'(¢) artandur.

Boylece, t>¢, igin r(t)|u'(t)|a71u'(t):r(t)(u'(t))‘f olur.Bu esitligin her iki tarafini

r(t) ye boliiniirse
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a-1 ,

r(t1)|”'(t1)| u (t1)>0
r(1)

w'@®) =|u' @] w2

elde edilir.

. o 1 ,
t>t, olmak tizere her iki tarafindan — . kuvveti alinirsa
a

a-1 %1
u'(t)> I"(l‘l)|1/l'(l‘1)| u'(tl)
B (1)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin #, den ¢ ye integral alinirsa

u(t)2u<r1>+r(tJ%u'(rl)j(r(s))” ds

4

elde edilir.t—o0 icin (C,)ten u(¢)>0 bulunur. Bu durum kabulle ¢elistiginden

Durum 1 gegersizdir.

Durum 2:
r(t)| u'(t) |0[71 u'(1)<0, [tz,oo_) da t>2t,>T i¢in u'(t)<Q dir. ¢ den s ye ye denklemin
integrali alinirsa

p-1
|

Ip (k)| u(z ()| u(z))dk=—r (s)|u'(s)| U (s) +r(t)| u'(t) |0’71 u'(t)

§—00 i¢in

p-1
|

[p@u(z@)] u(z)ds=-lim.r©'s)] " w'()+r@o)]w]” v
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i 51 L
[p@|u(z)] ulz))dszr@)|u @] w@)

elde edilir.

| u'(t) |a_l .u'(t)é%i!gp(sﬂ u (Z' (s))|ﬂ71u (Z' (s))ds, t2t, 2T

u'(t)<0 oldugundan

. %
—u'(t)=|u'(t) |2(%!p(s)| u(r (S))|ﬁ—1 ne (s))dsJ

esitsizligin her iki yaninin 7 (#,) den 7 (¢) ye integrali alinirsa

(1) o Ve
u&a»s—j[7lf (0)u(z ()| u &w»&j ds

7(ty)

(1) i
s—[ﬁmw J(jpun (z)" (uwwﬂ

7(%) (1)

. %
S%R&a»—Rba»»[—Ip@nu&@nf4u&@»dﬂ

(1)

u(z())<Q, t>t,icin

Ve
|u(z®))]2(R(z(0)-R(z (1)) (jpun (cs)™ &m»w]

RE0)-RE®)) ulz)]” (jpun ()" (uwmﬂ (333)

bulunur.



44

F (1) :—Tp(s)|u(r(s))|ﬂl u(z (s))ds >0 alalim.

[¢,,t] da Es.3.32’nin her iki tarafi p(t)|u(z'(t))|ﬂ ile carpilirsa

B

t B t £ - A B
[(R(()-R(@)) p(s)ds< | (— [ p0)]u(e) u(rac))dkj p)|ulz(s) .ds

153

olup

| u (z' (s))|ﬂ :| u (r (s)]lﬁ1 | u (z' (s)]

yazilirsa;

A
t 0 p-1 —1
[l-[pwlule @) ww)dk| p@luEe)] ule)ds
—[(Fe)*dFe)
elde edilir.
__a s

Carl (24 b a
= F @)~ TS FO) <~ (F ()

t

[(R(#())- (R (z(1,)) . p(s)ds <0

15}

elde edilir. Bu ise (Cs) ile geliski olup denklem salinimlidir.



3.5. Ornek:

0<f<a olsun.

[|u'(t)|fH u'(¢) ]’+

o e

denklemini 0< <« olmak iizere inceleyelim.

r=1, p(O=1,7@)=4

R(z):j(r(s))% ds=t—1,

to

Ve

0 £ B
[RG@) pyai=] (é—toj di=oo

fy fy

elde edilir. Teorem 3.10’un tiim kosullar1 saglandigindan Es.3.34 salinimlidir.

45

(3.34)
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4. IKINCI BASAMAKTAN FONKSIYONEL DIFERENSIYEL
DENKLEMLERININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde de ¢ok yakin zamanda Tiryaki [13] tarafindan yapilan bir ¢alisma

irdelenecektir. GozOniine alinacak denklem

(@O O %' ©)+F(x (0, x (7 (0), X' (1), X' (7(1)) =0 (4.1)

olup bu denklem i¢in insa edilen salinimlilik kriterleri incelenecektir. Onceki
bolimde ele alinanlardan farki insa edilen salimmmlilik kriterlerinin [to, o)

araligindan ziyade bu araligin her bir alt araligina dayali olmasidir.

4.1. (r(p)[x’ (t)|“‘1 x' (1)) + F(t, x (t), x (7 (1)), X' (t), X' ( 7(t))) = 0 Denklemine iliskin

Sonuclar:

t>1t,>0icin

(@O O %' ©)+F(x (0, x (7(0), X' (1), X' (7 (1)) =0 (4.1)
denklemini g6z Oniine alalim. Burada,

(I) @ > 0 bir sabit;
(D) F  :[ty, ©)x Rx Rx R x R— R siirekli bir fonksiyon;
(II) r : [ty o) — (0, o0) siirekli bir fonksiyon;

(V) 7 : [ty, ©) — (0, o) siirekli bir fonksiyon ve lim 7 (f) = oo;

olup, denklemin ¢dziimlerinin [#) ,o0) araliginda mevcut oldugu ve x (f) ¢6ziim
olmak {iizere, her bir ¢, > ¢ i¢in sup {|x (t)| 't 2t.3>0 dzelligine sahip oldugu kabul

edilmistir.
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Sonuglar1 vermeden once, teoremlerin ispatinda kullanilacak olan notasyonlar ve

lemmalar tizerinde duralim:

D = {(¢t, s):'t 2 s > t,} olmak lizere HE C (D, R) fonksiyonu asagidaki kosullari

saglayan anlaminda P sinifina ait olsun:

(H))t>1t) icin H(t,t) =0vet # soldugu zaman H (z, s) > 0;

(H>) H (t, 5), integrallenebilir /4; ve h, fonksiyonlar1 igin

D) ) YT 50, Dy () T )
s

olmak {izere D bolgesi tizerinde kismi tiirevlenebilirdir.

Asagidaki ilk lemma, Jingfa [14] ve Ohriska [15] tarafindan ikinci de Tiryaki [13]

tarafindan incelenmistir.
4.1. Lemma:

x € C' (T, ®),t> Tiginx (f) >0, x' (/) >0 ve x" () < 0 kosullarm saglayan bir

fonksiyon olsun. Ayrica,7 €C ([7,)'de, 7(£)=0 ve lim 7 (f) =oo kosullarim

saglayan bir fonksiyon olsun. O zaman her,

k € (0,1)i¢in, 7. (f) = min {z, 7 (¢)} olmak iizere, t > T} i¢in

x (7 (1) kT*T(t)x(t)

olacak sekilde 7 > T vardir.
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4.2. Lemma:

A, >0 olmak iizere Ay, A1, Ay € C([ty, ©),R), vew € C!
(tp,©),R) olsun. Eger, s € (a, b) i¢in

at+l/a

@' <= Ay (s)+ 4, () 0— 4, (5) |0 (4.2)

kosulu saglantyorsa, o zaman, (a, b) [ ty, ), ¢ € (a, b) ve H € P igin

1 c aa |¢1 (s,a)| a+l
Hee.a) L [H (s,a) A, (s)— @+ D™ (4, (5)" ]ds
1 b aa |¢2 (b, S)| a+l
+H(b,c) L [H(b,s)Ao (S)—(a+1)a+1 (4 (5))° }dsSO (4.3)

esitsizligi dogrudur. Burada ¢, ve ¢ fonksiyonlari

h (s,a)\H (s,a) + A4, (s)H (s,a)

¢1 (s,a)z (H(S, a))a/(aH)
veE
@, (b,s):_h2 (b’S)M+AI (s)H (b,s)

(H (b,s))"™"
seklinde tanimlidir.
fspat.‘

t €(a, c]icin Es.4.2, H (s, ¢) ile ¢carpilir ve ¢ 'den c'ye kadar s'ye gore integrali alinirsa,

j :H(s, £) Ay (s) ds<- .[:H (s, ) @ (s)ds + .[:H(s, £) A, (s) @ (s) ds
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—["H(s,0) 4> (s) |oo(s)|"""" ds (4.4)
elde edilir. (H;) ve (H,) 6zellikleri gbz Oniine alinirsa,

[ :H (s, 8) @ (s)ds = H(c, 1) @ (c) - | :hl (s, 2) \JH (5,0) 0(s)ds (4.5)
elde edilir. Es.4.5, Es.4.4’de yerine yazilirsa,

I:H(s, 1) Ay (s) ds <- H(c, ) o (c) + j:hl (s, ©) \[H (s,1)

A1 (s)H (s, 1) a)(s)ds—.[:H(s, 04> (s) ()" ds

c

<-H(c, 1) o(c)+ j [ (s, ) JH (5,8) +41 () H (s, Do (s)

-H (s, 1) A2 (5) | (s)| " ds (4.6)
esitsizligine ulasilir, ¢ # s olacak sekilde verilen ¢ ve s i¢in u > 0 olmak {izere
F(wy=|hH + 4 Hu—4, H,“""

secelim. F| (), maksimum degerine

o V| NH 44, H‘ ‘
u :=( j noktasinda ulasir ve
a+1 (4,H)*

a+l

a ‘hl JH + A H
)< F = i (4.7)
(a+1)* (4,H)”

elde edilir. Es.4.7, Es.4.6’da yerine yazilirsa,
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ItCH(s,t)AO (s)ds<—H (¢,t) (c)

‘hl (s,0)0H(s,1

+ 1 j
(a+1)* (4, () H(s,1))"
=—H (c,tH)w(c)+ a r |¢1 (4.8)
(a+1)*" 0 (4, ()"

esitsizligine ulasilir. Benzer sekilde, ¢ € [c, ) icin Es.4.2, H (¢, s) ile ¢arpilir ve c'den

t ' ye kadar integrali alinirsa,

[H (t.) 4y (5) ds<H (1,0 o)+ [ [, () H (129)]

(a+1)/a

+4,(s)H (¢, s)]a)(s)ds j H(t,5) 4, (S)|a)(s)|

SH(t,c)a)(c)—i-j:[ ‘—hz (t,5)H (t.5) + 4 (S)H(t,s)“a)(s)|

—H (t,5) 4, (5)|@(s) |« ds (4.9)
elde edilir,  # s olacak sekilde verilen ¢ ve s i¢in u > 0 olmak {izere

F,(u) ::‘ -h, JVH + AH ‘u — A, Hu'*™"'* secelim. F, (1), maksimum degerine
a —h, \/E+A1 H‘ ‘
u:=
(a+D)*" (4, H)"
a+l
a® ‘—hZ\/E+A1H‘

noktasinda ulasir ve

F>(u) < Fopar = 4.10
) = Fome = T (Y (+10)
elde edilir. Es.4.10, Es.4.9°da yerine yazilirsa,
. |¢2 (t S)|a+1
I‘H(t,s)AO (s)dsSH(t,c)a)(c)+ wj s. (4.11)

(4,(5))"
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elde edilir. Es.4.8’de t — a' iken ve Es.4.11°de de t — b iken limit alinirsa ve elde

edilen esitsizlikler toplanirsa Es.4.3 elde edilir.
4.1. Teorem:

(1) - (IV) kosullar1 saglansin. Ayrica, p () >0,
N t=>ty ve x# 0,u, v, w €R igin

F(t,xuv,w
(r—_l)qu (?)
X

X

Ve

j p(s){H(s @), ()~ ————r ()| (s, a)|““}

(a )

["p(s) {H (0.5)4, (5)~————r ()| (b, s>|”’”}ds >0 (4.12)

H(b) (a )

olacak sekilde bir (a, b) < [ty, ) aralig1 ve ¢; € C([ty,®)), H € P, p € C' ([t

,©)) fonksiyonlar1 ve ¢ € (a, b) varsa, Es.4.1’in her ¢6ziimii, (@, b) araliginda bir

sifira sahiptir. Burada ¢ ve@, fonksiyonlari

—h(s,a)yH (s,a) +(p'(s)/ p(s))H (s,a)

h0= (H (s,a))*"
(4.13)
&, (b,s)=— hy (b,5)[H (b,5) +(p' (5)/ p(s)H (b,s)

(H (b, S))a/(a+l)

olarak tanimlaniyor.
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fspat.‘

Her ¢t € (a, b) i¢cin x (t) # 0 olsun. ¢ € (a, b) igin

()= p()r(t) |xa'_(1t)| “1 X' () (4.14)
@ x (@)
dontigiimiinii tanimlayalim. Es.4.14’{in tiirevi alinir, Es.4.1 ve (V) kosulu
kullanilirsa,
o (=L (1) LOF X0 x O X OX (2 0) _ap@r R @)
p (1) () x(0) lx ()"
, (a+])/a
< p g O+2 Y ) - 220 (4.15)

p (1) (@) p@)"”

elde edilir. Es.4.2 ve Es.4.15 esitsizlikleri karsilastirilirsa,

A, O)=p)q, (). 4 ()=p'(t)] p(2) ve 4, ()=a/r(t) p(1))""
olur. Es.4.15’e, Lemma 4.2 uygulanirsa Es.4.12 saglanmaz. Bu da ispati tamamlar.

Eger, Teorem 4.1’in kosullari, lima,=c olacak sekilde {(a, b,)} araliklarinin bir

n— 0

dizisi i¢in saglaniyorsa,Es.4.1 salinimlidir. Buradan, asagidaki sonug elde edilir.
4.1. Sonug:

Verilen bir T > ¢y i¢in Teorem 4.1’in kosullar1 saglanacak sekilde bir (@, b) (7,

o) aralig1 varsa, Es.4.1 salinimlidir.

Ayrica, agagidaki teorem, Teorem 4.1°in bir sonucudur:
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4.2. Teorem:

(1) - (V) kosullan saglansin. Her bir | > ty i¢in ¢; ve ¢, Es.4.13’deki gibi

tanimlanmak tizere p () > 0,

llmsupJ.p(S){H(s l)ql(s)—( er(s)\(zﬁ] (s, z)\ }ds>0 (4.16)
ve
llmsupJ.p(S){H(t S)ql(s)—( = r(s)| ¢, (. s)\ }ds>0 (4.17)

olacak sekilde HEP ve p €C'([ty, o)) fonksiyonlari varsa, Es.4.1 salmimlidur.
fspat.‘

Bazi t; > tj olacak sekilde, her ¢ € [¢;,0) igin x (f) # 0 olsun. Es.4.16’da [=a>t,

olarak alinirsa, Es.4.16’dan

[ p(s){H(s )¢, (5)~———=7(5) ¢ (5.0 }dwo (4.18)

(a )

olacak sekilde c>a vardir. Benzer sekilde, Es.4.17°de, /=c>¢, olarak alinirsa,

) p(s){H(b )4, ()~ ———r (), (0.5)| }dwo (4.19)

(a )

olacak sekilde » > ¢ wvardir. Es.4.18 ve Es.4.19’dan Es.4.12 saglanir. Buradan da,

Sonug 4.1 kullanilarak Es.4.1’in salinimli oldugu gosterilir.
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4.3. Teorem:
(D - (IV) ve asagidaki kosullar saglansin:

(V) Hert>t), x, u, v, ® € Rvexu > 0icin sgnF (¢, x, u, v, @) = sgnx

(VII) (VI » () fonksiyonu, azalmayan, tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

J.m(ds/r”“ (s))=0

olsun.

Ayrica, k bir sabit, £ € (0,1), 7. (¢) = min{¢, 7 (¢)), ve ¢; ve @, Es.4.13'deki gibi

tanimlanmak tlizere p () >0,

(VII) ¢t > ¢t x#0,u # 0,v, ® € R i¢in

Hlnnre,, g,
u u
ve
deale (s{H (.04, <s>[k’*s (ﬂ Ol (S,a)|a+l}d5

1 b kz,(s) ] 1 a+l
YD Lp(s){H(b,s) @ (s)[ : } e O 0. }dwo (4.20)
olacak sekilde (a, b) < [ty,0) aralig1 ve q; €C ([to ,©)), H € P, p € c' ([to L00))
fonksiyonlart ve ¢ € (a, b) varsa Es.4.1’in her ¢oziimii (a, b) araliginda bir sifira

sahiptir.
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fspat.‘

x(2), Es.4.1’in salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmaksizin, ¢ >7) > ¢, i¢in
x(#)>0 ve x(7 (¢))>0 oldugunu kabul edelim. Es.4.1 ve (VI) kosulundan, benzer
sekilde x(£)<0 ve x(7 (1))<0 icinde gosterilir. (VI) kosulu kullanilirsa, Es.4.1°den,

tZleToi(;in

(r O ()"« (t))' <0

elde edilir.

Buradan r (t)|x' (t)|a_lx' (t) fonksiyonu azalandir ve x’ (¢), t > T, i¢in ya x'(£)> 0 ya da
x'(£)<0 olacak sekilde T,>T,; vardir. x'(f)<O durumu miimkiin degildir. Gergekten,
t>T, i¢in x'(£)<0 oldugunu varsayalim. O zaman, son esitsizligin T, 'den ¢ 'ye kadar

integrali alinirsa,

r(t) (x'())"r (T>) (-x'(T2))"

elde edilir. Esitsizlik diizenlenip, tekrar T, 'den ¢ 'ye kadar integrali alinir, (III) ve
(VII) kosullar1 kullanilirsa

=X (f) +x (T2) = (r(T2)) " (=x"(T2)) J;i &

rl/a (S)

olur ve t — oo iken limit alindiginda x (#) < 0 oldugu goriiliir. Bu da kabuliimiizle
celisi. O halde ¢+ > T, icin x' (f) > 0 olur.  Ayrica, r (f) pozitif azalmayan
oldugundan, Es.4.1’den x" () <0 olmasi elde edilir. Lemma 4.1°den, herhangi
k€(0,1) igin

7.(f) = min {z, 7 (f)} olmak iizere, her ¢t > T; i¢in
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kt.(t)

t x(t) (4.21)

x(z(t))=

olacak sekilde bir 73 > T, vardir. Es.4.14'deki gibi o (¢) donilisiimii tanimlansin.

Es.4.14%n tiirevi alinir,Es.4.1, (viii) kosulu ve Es.4.21 kullanilirsa,

o (=L D o) POF XXX 0.x (1)l
P (x(1)" ) p )
_PW) iy POF (3 0,3(F 0).X'0.X' (7 (1) (x(r(r»j“
p©) x(z(0)" x(1)
~ a|a)(t)|(a+1)/a < [kf*(t)T o' () ~ a|a)(t)|(a+l)/a
copoy - PN w0 O 0 e

elde edilir. Teoremin ispatinin devami, Teorem 4.1’in ispatina benzerdir.

4.2. Sonug:

Verilen bir T>¢ icin, yukaridaki teoremin kosullar1 saglanacak sekilde bir (a, b)

c [T, o0) aralig1 varsa, Es.4.1 salinimlidir.
Ayrica, asagidaki teorem, Teorem 4.3’1in bir sonucu olarak verilebilir.
4.3. Teorem:

(D - V) ve (VI)-(VIII) kosullar1 saglansin. Her bir / > #yi¢in k, bir sabit, £ € (0,1),
7. (t) = min {¢, 7 (1)}, ve ¢ ve ¢, Es.4.13'deki gibi tanimlanmak {izere p (¢) > 0,

a+l

a+l T’(S)|¢1 (S,l) ds >0

limsup J.ltp (s) {H (s,0) g, (s) [kf’;(s)}a _

t—0

1
(ax+1)

ve
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limsup [ p (s) {H (t.5),(5) ["’;(S)} & +11)a+1 r)lg, (¢, s)l“”}ds >0

—®©

olacak sekilde He PvepeC' ([t0 ,o))varsa, Es.4.1 salinnmhidir.

fspat.‘

Teoremin ispati1, Teorem 4.2’in ispatina benzer bir yol izlenerek yapilir.
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