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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

IKINCI MERTEBEDEN BiR TARAMA SURECININ OPTIMALLIGI ICIN
GEREKLI KOSULLAR

Biisra AKGUN

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Giilseren CICEK

Bu tez ¢alismasinda, ikinci mertebeden bir tarama siirecinin optimalligi i¢in gerekli kosullar
tizerinde durulmustur.

Tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim yani giris kisminda optimallik ve tarama
siirecinin tarihcesi ele alinmistir.

Ikinci boliimde tez igin gerekli olan bilgiler ve tamimlar verilmektedir. Bu boliim bes alt
boliimden olugsmaktadir. Bu boliimde oncelikle konveks kiimeler, konveks fonksiyonlar ve
konveks cok degerli doniisiimler gibi konular hakkinda bilgiler verilip sonrasinda tarama
stirecleri ele alinmaktadir. Son kisimda ise konveks programlama problemleri ile ilgili
bilgiler verilmektedir.

Uciincii boliimde, tez boyunca faydalamlan araglardan ve kullanilan yontemlerden
bahsedilmektedir.

Dordiincii bolim yani bulgular kismi tezimizin asil kismini olusturmaktadir. Bu boliimde
yoriingeye ve tiirevine uygulanan gecerli kisitlamalar ile ikinci mertebeden bir tarama
X1



stirecinin optimalligi i¢in gerekli kosullar ele alinip formiile edilmistir.

Besinci boliimde tez ¢alismamizin genel degerlendirmesi yapilmis olup ve konu ile ilgili
Oneriler verilmisgtir.

Haziran 2022, 74 sayfa.
Anahtar kelimeler: Konveks kiime, konveks fonksiyon, ¢ok degerli doniisiim, ayrik ve

diferansiyel icerme, ikinci merteden optimizasyon problemi, yerel
eslenik fonksiyon, tarama siirecleri
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SUMMARY
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NECESSARY CONDITIONS FOR THE OPTIMALITY OF A SECOND
ORDER SWEEPING PROCESS

Biisra AKGUN
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Department of Mathematics
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In this thesis, the necessary conditions for the optimality of a second-order sweeping process
are studied.

This thesis consist of five chapters. The first chapter, the introduction, is about the history of
optimality and the sweeping processes.

In the second chapter, necessary information and definitions for the thesis are given. The
second chapter consists of five sections. In this chapter, first of all, informations about
subjects such as convex sets, convex functions and convex multivalued mappings are given,
and then sweeping processes are expressed. In the last part, information about convex
programming problems are given.

In the third chapter, the tools and methods used throughout the thesis are mentioned.

The fourth chapter, the results chapter, constitutes the main part of our thesis. In this chapter,
the valid constraints applied to the trajectory and its derivative and the necessary conditions
for the optimality of a second-order sweeping process are discussed and formulated.
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In the fifth chapter, the general evaluation of our thesis study has been made and suggestions
about the subject have been given.

June 2022, 74 pages.

Keywords: Convex set, convex function, multivalued mapping, differential inclusion,
second order optimization problem, locally dual mapping, sweeping process
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1 GIRIS

Bu tez calismamizda yoriingeye ve tiirevine uygulanan gecerli kisitlamalar ile ikinci
mertebeden bir tarama siirecinin optimalligi i¢in gerekli kosullar incelenecektir.

R" n-boyutlu Oklid uzay1, x,u € R" olmak iizere (x,u) i¢ carpim ve (x,u) x,u nun ikilisi
olsun. G : R?" = R ¢ok degerli doniisiim ve ¢ : R?* — RU {40} tek degerli fonksiyon

oldugunu varsayalim.

minimize @ (x(T),x'(T)) (1.1)
x'(t) € =N (¥ (1);C(1)) + G (x(1),x' (1)) , 1 €[0,T] (1.2)
x(0) =x0 , ¥ (0)=vg, (x0,v0) € C(0) (1.3)

Problem ¢ (x(T),x’(T)) Mayer problemini minimize edecek sekilde = 0, sinir kosullarini
ve [0,7] araligmim hemen her yerde ikinci mertebeden diferansiyel icermeleri saglayacak
bir %(¢) yoriingesi bulmaktir. Burada C(z) C R" x R”" hareketli, konveks degerli, kapali bir

kiimedir.

IIk olarak optimizasyonun ne olduguna ve tarihsel gelisim siirecine deginelim. Optimizasyon
tanim olarak matematiksel bir sekilde ifade edilebilen bir problemi ¢6zebilmek icin en iyi
karar1 verme ve olabilecek en iyi sonucu iiretme iglemidir. Burada amag, bir fonksiyonu
minimize veya maksimize etmektir. Uretilmek istenen sonugla ilgili biitiin ihtimalleri
tahmin etmek zordur. Matematiksel olarak uygulanan yaklagimlar ve yontemler ¢oziimii
icin onlar basitlestirir ve sonuclar i¢in varsayimlar yaparak biitiin ihtimaller yerine arama
uzayim kiiciiltmektedirler. Bir problemi ¢6zmek icin ele alinan fonksiyonun maksimumu,
ayni fonksiyonun minimumu arastirilarak da bulunabilmektedir. Bu yiizden optimizasyon,
minimizasyon anlaminda da kullanilabilmektedir. Optimizasyon problemlerinin tiimii
cozebilecek tek bir yontem yoktur. Her problem icin farkli yontemler gelistirilmistir.
Optimizasyon problemleri lineer veya lineer olmayan yapida olabilmektedir. Lineer problem
"Simpleks" veya "Grafik" yOntemleriyle coziilebilmektedir ve ¢oziimii uygun bdlgenin

sinirinda yer almaktadir. Lineer olmayan i¢in ise ¢dziim uygun ¢6ziim bolgesinin icinde ve



kenarinda bulunmaktadir.

Sekil 1.1: Dogrusal olan ve olmayan problemlerin ¢oziimleri

Optimizasyonun tarihsel gelisimine bakilirsa uygarlik tarihi kadar eski oldugunu sdylemek
miimkiindiir. Fakat konu ile ilgili onemli gelismeler olarak 17. ve 18. yy’da Newton,
Leibnitz, Lagrange ve Cauchy’nin ¢caligmalar1 sdylenebilir. Newton ve Leibniz’in gelistirdigi
kalkiiliis optimizasyon teorisi i¢in ¢ok onemli bir yere sahiptir. Kalkiiliis, bir fonksiyonun
ve bagimsiz degiskenlerinin maksimum veya minimum cinsinden optimallik kosullarinin
elde edilmesini saglamaktadir. Fakat, baz1 zamanlarda kalkiiliisiin uygulanmasinda goriilen
cebirsel problemlerlerin ¢oziimii zor olabildigi i¢in pragmatik olarak diinya problemlerinin
optimizasyonunda yeterli bir ara¢ olamamaktadir. Karush’un 1939 yilinda kisitlandirilmis

problemler i¢in optimallik kogullarini ifade etmesi optimizasyon i¢in yeni bir adim olmusur.

II. Diinya Savagi’ndan sonra yeni optimizasyon teknikleri gelistirilmis ve bunlar daha zor ve
karmasik problemlere uygulanabilmistir. Bunun sebebi olarak bilgisayarlarin gelistirilmesi
ve optimum degerlerin elde edilmesi i¢in niimerik tekniklere matematiksel analizin
uygulanmas: sdylenebilir. Bu teknikler kalkiiliisiin zorluklarini yok etmistir. Ingiltere ve
ABD’nin 1942°de yoneylemle ilgili arastirma gruplarini olusturmasi optimizasyon igin

biiyiik bir adim olmustur.

W. McCulloch ve W. Pitts 1943’de sezgisel optimizasyon ile ilgili yapay sinir aglar
konusunda calismistir. 1944’de ise, J.V. Neumann ve O. Morgenstern "Oyun Teorisi
ve Ekonomik Davranig" adli eserle oyun kurami kavramini ortaya atmistir. G.B.
Dantzig tarafindan 1947°de ise lineer problemler i¢in Simplex yontem gelistirilmistir. Bu
gelisim optimizasyon konusunda bir devrim sayilabilir. R. Bellman ise 1950’de dinamik
programlama modeli ve ¢coziimiinii gelistirmistir. 1951°de H. Kuhn ve A. Tucker oncesinde
Karush tarafindan onerilen kisitlandirilmis problemler icin optimallik kosullarini ele alip

tekrar formiilize ederek lineer olmayan programlama modelleri hakkinda ¢alismislardir. Ayni



yil igerisinde, J.V. Neumann, G.B. Dantzig ve A. Tucker primal-dual lineer programlama
modellerini gelistirmislerdir. 1955 yilinda da G.B. Dantzig stokastik programlama iizerine

calismustir.

1956’da M. Frank ve P. Wolfe kuadratik programlamay1, 1959 yilinda A. Charnes ve W.
Cooper ise sans kisith kisitlama modellerini gelistirmistir. 1960°da sezgisel optimizasyonla
ilgili olan yapay zeka ile yoneylem hakkinda aragtirmalar yapilmigtir. A. Charnes ve W.
Cooper tarafindan 1965°de ise hedef programlama modeli gelistirilmistir. M. Zeleny, S.
Zionts, J. Wallenius, W. Edwards ve B. Roy 1975’de ¢ok amaclh karar verme teorisini
ortaya atmustir. L. Khachian ise 1979°da lineer programlama modellerinin ¢oziimii i¢in
elips yontemini gelistirmigtir. N. Karmarkar 1984 yilinda lineer programlama icin i¢ nokta
algoritmasini gelistirmistir. J.H. Holland 1992°de bir sezgisel optimizasyon teknidi olan
genetik algoritma gelistirmistir. Optimal kontrol Pontryagin’in Maksimum Prensibi [33] ile

birlikte diskret ve siirekli optimizasyon problemine uygulanmigtir.

Optimizasyon konusu son zamanlarda ¢ok fazla ilgi gormekte ve bircok aragtirmaci
tarafindan her gecen giin onemli katkilar yapilmaktadir. Kullanict dostu yazilim gelistirme,
yiiksek hizli islemciler, yapay sinir aglar1 dahil olmak {izere bilgisayar teknolojisindeki
hizl1 gelismelerden dolayi ilgi ceken bir calisma alanidir. Ayrica matematik disinda tarim,
tip, askeriye, uydu yoriingeleri, miithendislik, ekonomi, radyoterapi gibi pek ¢ok alanlarda

programlama yontemleri kullanilmaktadir.

Rockafellar [35] caligmasinda da yer verdigi gibi varyasyon analizinde optimizasyon
problemleriyle ilgilenmektedir. Bilhassa ikinci mertebeden ayrik ve diferansiyel icermeleri
iceren problemler Aitalioubrahim [1] ve Benchohra [3] tarafindan incelenmistir. Genellikle
[2], [10], [18], [21], [27]da varlik ve gecerlilik hakkinda calisilmistir. Cok degerli
doniistimler, ayrik yaklasim ve diferansiyel icermeli problemler, adi ve kismi diferansiyel
icermeli problemlerle ilgili bilgiler Mahmudov’un [22], [24], [25] gibi bir¢cok ¢alismasinda
verilmektedir. Mahmudov yiiksek mertebeden ayrik diferansiyel icermeli optimizasyon

problemlerini [24]’de, ikinci mertebeden olanlar ise [23]” de incelenmistir.

Yarou ve Haddad [18]’de ikinci mertebeden diferansiyel icerme acisindan ilk gecerli
sonuctan sO0z etmistir. Burada, sonsuz boyut ve ikinci mertebeden diferansiyel icerme i¢in
Cauchy problemi diisiiniilmektedir. Konveks olmayan sonlu boyutlu durumu ise Cernea [10]

ve Lupulescu [21] ele almistir. Ibrahim ve Akulaibi [20]’da Hilbert uzayinda incelemistir.



Genel olarak, ikinci mertebeden diferansiyel icermeli problemlerin ¢oziimiiniin varli1 ve
gecerliligi hakkinda calisilmistir. Mahmudov [23]°de ikinci dereceden diferansiyel icermeli
Bolza problemini incelemektedir ve problem icin gerekli ve yeterli kosullar1 elde edip ek
problem olarak ayrik yaklasik problemini ele almaktadir. Optimal kosullar icin yerel dual
fonksiyon ve denklik teoremlerini kullanmaktadir. Genellikle ikinci mertebeden diferansiyel
icermeli problemlerin ¢oziimlerinin varlif1 ve gegerliligi hakkinda ¢alismalar vardir. Cigek
ve Mahmudov [15] ’da ise ikinci mertebeden diferansiyel icermeli Mayer problemi i¢in
optimal kosullar formiilize etmektedir. B.S. Mordukhovich [29] de kisitlamalar ile yarilineer

icermelerin optimal kontrolii hakkinda ¢aligmistir.

Simdi de "Sweeping Process" kavramina deginelim. Bu tez caligmasinda bu kavram "Tarama
Siirecleri" olarak cevrilmigtir. Fakat farkli bir sekilde ifade etmek gerekirse "Siiplirme
Siirecleri" olarak da ifade edilebilir. Birinci mertebeden tarama siire¢leri konusunu J.J
Moreau 1971 yilinda ortaya atmistir [30]. Mekanik yorumlama nedeniyle bu tiir problemler
"Sweeping Process" olarak adlandirilmistir. Bu kavram elastoplastik sistemleri modellemek
icin olusturulmustur ve tarama siiregcleri modelleri diizgiin olmayan elektrik devreleri,
mekanikler, elastoplastik ve termoelastoplastik malzemelerin mekanigi gibi bir ¢ok farkli

uygulama alanina sahiptir.

Cauchy problemi icin bir Lipschitz ¢6ziimiiniin var olmasi tarama siireci icin klasik bir
sonuctur. Moreau-Yosida yaklagimi ve catching up algoritmasi bu konuda klasik kullanilan
metotlardir. Kararsiz tarama siirecleri, ikinci mertebeden tarama siirecleri, yerel olmayan
baglangic kosullari ile tarama siiregleri gibi tarama siireclerinin cesitli varyantlar1 vardir.
Tarama siirecleri ilgili ¢6ziimlerin varligini bulma, tarama siireclerinin optimalligi ve diizgiin
olmayan mekanik uygulamalar iizerinde calisilan konulara Ornek olarak verilebilir. G.
Colombo, R. Henrion, D. Nguyen, N.D. Hoang, B.S. Mordukhovich , T.H Cao ve J. Noel
ve daha bir¢ok arastirmaci tarafindan tarama siire¢leri konusu calisilmistir. [5], [6], [13], [7],

[32]

Tim bu calismalar ¢oziimiin varligr i¢cin yapilmistir. Bu tezde tarama siirecli ikinci

mertebeden diferansiyel icermeli optimizasyon problemi i¢in optimal kosullar ele alinacaktir.

Matematiksel programlama problemi, belli kisitlar alinda amag¢ fonksiyonunun optimize
yani minimize ya da maksimize edilmesiyle ortaya ¢ikmaktadir. Bir optimzasyon modeli

tasarlanir, bir ¢oziim elde edilir ve bu matematiksel programlama olarak adlandirilir.



Bu tez calismamizda giris kisminda optimallik ve tarama siirecinin tarihgesi ele alinip
sonraki boliimde konveks kiime, konveks koni, konveks fonksiyonlar, subdiferansiyel, cok
degerli doniistim ve yerel eslenik doniistimler gibi kavramlar tanitilmistir. Optimallik i¢in
gerekli ve yeterli kogullar agiklanmistir ve kullanilan yontemlerden bahsedilmistir. Daha
sonrasinda ydriingeye ve tiirevine uygulanan gegerli kisitlamalar ile ikinci mertebeden bir

tarama siirecinin optimalligi i¢in gerekli kosullar ele alinip formiile edilmistir.



2 GENEL KISIMLAR

[22] Bu boliimde Konveks Analiz ile ilgili temel tanim ve teoremler incelenecektir. Bu
tez boyunca x vektorii X = R” n—boyutlu Oklid uzayinda diisiiniilecektir. Biz ayrica onun
x* = R" dual uzayinda ¢ahsacagiz. x' ve x* x ve x*nin bilesenleri o0.ii x € X ve x* € X*

vektorlerinin i¢ carpimi su sekilde tanimlanir :

2.1. KONVEKS KUMELER VE KONVEKS KONILER

Bu boliimde konveks kiimeler ve konveks koniler ile ilgili tamim ve 6zellikleri verecegiz.

2.1.1. Konveks Kiimeler

Tanmm 2.1. [22] Herhangi x;,x; € P, ve A1,Ay >0, A+ A = licin Ajx; +Axp € P

oluyorsa P C X kiimesine konveks kiime denir. Ornegin 0 ve R" konvekstir.

Sekil 2.1: Konveks kiime ve konveks olmayan kiime

Yardimc1 Teorem 2.2. [22] [ keyfi indeks kiimesi o.ii {P,:i €1} R"de bostan farkl

konveks kiimeler ailesi olsun. Bu durumda
P=\P,
i=1

kesisimi konvekstir.



Yardimc1 Teorem 2.3. [22] P, ve P, kiimeleri R"’de konveks kiimeler ve ¢y, ¢c» € R olsun.

O halde c¢1P; + c2 P> toplami konvekstir.

Yardimci Teorem 2.4. [22] P bir konveks kiime ve ¢; > 0, ¢; > 0 olsun. Bu durumda
(c1+c2)P=cP+crP.
Tanmm 2.5. [22] x1,x2,....x,, € R" verilsin. Z Ai=1ve A >0, Vm e Nigin x = ): Aix;

noktast x1,x2, ....x;, noktalarinin konveks kombmasyonu olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem 2.6. [22] Eger P bir konveks kiime ve x; € P, i = 1,2,...,m ise P kiimesi

X1,X2,....X elemanlarinin biitiin konveks kombinasyonlarini igerir.

Tamim 2.7. [22] P’yi iceren biitiin konveks kiimelerin kesisimine P kiimesinin konveks zarfi

denir ve convP ile gosterilir.

Sekil 2.2: Konveks olmayan kiime ve onun konveks zarfi

Yardimci Teorem 2.8. [22] P kiimesi X = R"*’de bir kiime olsun. convP, P’nin noktalarinin

biitiin konveks kombinasyonlarinin bir kiimesidir.

Teorem 2.9. (Caratheodory Teoremi) [22] P kiimesi X = R’*’de herhangi bir kiime ve x
conv P’de herhangi bir nokta olsun. Oyleyse x noktas1 P’nin n+ 1 ya da daha az noktasinin

konveks kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.10. (Gauss-Lucas) [22] Sabit olmayan bir kompleks polinomun tiirevinin kokleri,

polinomun kendisinin koklerinin kiimesinin konveks zarfina aittir.

Tamm 2.11. [22] P C R" o.ii eer x+ €B C P saglayan € > 0 sayis1 var ise x € P’ye P
kiimesinin i¢ noktas1 denir. P’nin tiim i¢ noktalarinin kiimesi kisaca int P ile gosterilir ve

P’nin i¢i denir.

Tanim 2.12. [22] x’e yakinsayan bir x;, € P dizisi varsa, x noktasina P’nin limit noktasi denir.

P’nin biitiin limit noktalarinin kiimesi P’nin kapanisi olarak adlandirilir ve P ile gosterilir.



Yardimci Teorem 2.13. [22] konveks kiime olan P 'nin kapanisi ve i¢i de konveks kiimedir.

Tamm 2.14. [22] P C R" bir konveks kiime ve xo noktasi P’nin herhangi bir noktasi olsun.
P — xo iceren tiim olas1 temel alt uzaylarinin kesisimi P kiimesi icin lineer Ortii olarak
adlandirilir ve LinP ile gosterilir. Diger bir deyisle, LinP P’yi igeren R"’nin en kiiciik alt
uzayidir. P kiimesinin A f f P afin ortiisii R"’de P’yi iceren biitiin afin kiimelerinin kesisimidir.
Boylece AffP , P’yi igeren en kii¢iik afin kiime olarak adlandirabiliriz. Boylece bir afin
ortiiyli Af fP = xo + LinP olarak tanimlayabiliriz.

Tamm 2.15. [22] P C R" konveks kiimenin izafi i¢i riP ile gosterilir ve
riP={xcaffP : 3¢ >0, (x+€B)N(affP) C P}

seklinde tanimlanir. Ayrica riP C P C Pdir.
Yardimci Teorem 2.16. [22] riP = riP.

Tanmm 2.17. [22] P’yi igeren biitiin kapali konveks kiimelerinin kesisimine P’nin kapali

konveks zarfi denir ve convP ile gosterilir.
Yardimcl Teorem 2.18. [22] convP — convP.
Teorem 2.19. [22] Kompakt bir kiimenin konveks ortii kiimesi de kompakttir.

Teorem 2.20. [22] P C R" bir konveks kiime olsun. Eger x; € P, x; € riP ise VA € (0,1)
icin

(1 —A)x; + Axy € riP dir. Ayrica P = riP.

Tamm 2.21. [22] P C R" bostan farkli konveks kiimesinin Hp destek fonksiyonu:
Hp(x") = sup{{x,x") : x € P}
X

Teorem 2.22. [22] P kapali konveks kiime olsun. O halde x € P ancak ve ancak Vx* i¢in

(x,x*) < Hp(x") olmasidir.

2.1.2. Konveks Koniler ve Dual Koniler

Bu boliimde konveks koni ve dual koni ile ilgili tanim ve 6zellikleri verecegiz.



Tanmm 2.23. [22] P bir konveks kiime olsun. Eger x € P ve A > 0 igin Ax € P ise P’ye

konveks koni denir.

Yardimar Teorem 2.24. [22] x{,...xp, € P, A1 >0,...,A4,, > O ise, L1x; +... + Apx;y € P
dir.

Tanim 2.25. [22] Vx € P igin (x,x*) > 0 saglayan x* € X* = R”" vektorlerinin kiimesine P

konisinin dual konisi denir ve P* ile gosterilir.

Pr={x"eX": (x,x") >0, Vx € P}

seklinde ifade edilir. P* bir konveks konidir.

Sekil 2.3: P konveks konisi ve onun P* dual konisi

Yardimcei Teorem 2.26. [22] P* bir kapali konidir.

Yardimei Teorem 2.27. [22] P* = (P)*

Yardimae1 Teorem 2.28. [22] P kapali bir koni ve Vx* € P* igin (x,x*) > 0 ise x € P dir.
Yardimci Teorem 2.29. [22] P kapali bir koni ise P** = P dur.

Yardimci Teorem 2.30. [22] P, ve P> konveks koniler olsun. Bu durumda P; + P, toplami
konveks konidir ve (P; + P;)* = P{ NP5 dir.

Yardimci Teorem 2.31. [22] P; ve P, konileri kapali ise (P N P,)* = P+ Py dir.

Yardimc1r Teorem 2.32. [22] Eger (x,x*) , Vx € P i¢in alttan sinirliysa x* € P* dir. Ayrica,
x € int Pise (x,x*) > 0 dur.

Teorem 2.33. [22] P, ...., P, konveks koniler olsun. Kesisimlerinin bos olmasi i¢in gyk

X} +....+x}, = 0 saglayan ayn1 anda hepsi sifir olmayan i = 1, ..., mi¢in x] € P/ var olmasidr.
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Teorem 2.34. [22] P, P5, ..., P,, konveks koniler olsun. Eger P =P NP, N...N P, ve
PiNintP,N...NintP, # 0 ise P* = P + P5 ...+ P, olur.

Teorem 2.35. [22] Py, P....P,, konveks koniler ve P = PN PN ...N B, olsun. Oyleyse ya
P* = P +P5...+ P, yada hepsi ayni anda sifir olmayan xj+x5... +x;,, =0 o.s xj € P/

vardir.

Tamim 2.36. [22] Eger x| +x5... +x;, = 0 0.5 hepsi ayn1 anda sifir olmayan x; € P vektorleri

varsa Py, P»....P, konveks konilerine ayrilabilir denir.

Tamim 2.37. [22] P C R" herhangi bostan farkli bir kiime olsun.

coneP={x : x=Ax; ,x; P, A >0}

ile tanimlanan koni P tarafindan iiretilen koni olarak adlandirilir.

Sekil 2.4: Bir kiime ile olusturulan koni

Yardimci Teorem 2.38. [22] P bir konveks kiime ise coneP bir konveks konidir.

Yardimeci Teorem 2.39. [22] P bir olsun. O halde x* € (coneP)* ancak ve ancak Vx € P i¢in
(x,x*) >0 dur.

Tamim 2.40. [22] @ # P C R” bir konveks kiime olsun. P’nin durgunluk konisi su sekilde

tamimlanir:

0"P={x#0:x+AXx€ P, Vxc P, VA >0}uU{0}

Tanim 2.41. [22] R"”’de bir polihedral konveks kiime sonlu sayidaki kapali yari-uzaylarin
kesisimi olarak ifade edilebilir, yani (x,x;) < B, k = 1,2....[ formundaki sonlu sayida

esitsizlik sisteminin ¢dziimiiniin bir kiimesidir. Ozellikle <x,x;:> < B, k=1,2....1 esitsizlik
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Sekil 2.5: Durgunluk konisi

sistemi homojen ise (B, k =1,2....1) yani (x,x;) <0, k= 1,2....[ ise esitsizliklerinin sonlu
sayidaki ¢oziim kiimesine konveks polihedral koni denir. Tanim geregi polihedral kiimeler

kapal1 ve konveks kiimelerdir.

Teorem 2.42. (Farkas Teoremi) [22] Eger P bir polihedral koni ise K7 dual konisi

l
polihedraldir ve x* = ¥, %ix;, % > 0 formundaki elemanlardan olusur.
k=1
Yardimci Teorem 2.43. [22] Polihedral konilerin toplami bir polihedral konidir.
Yardimci Teorem 2.44. [22] P, ..., P, polihedral konilerise (Py N...NPy,)* = P +...+P,,.

Yardimei Teorem 2.45. [22] Bir polihedral kiime bir polihedral koni ve bir politop toplami
olarak temsil edilebilir. Tersine, herhangi bir politop ve polihedral koninin toplami bir

polihedral kiimedir.

2.2. KONVEKS FONKSIiYONLAR

[22] g : R" — [—o0,00] olsun. Bu fonksiyona ait bazi tanimlar agagidadur.
dom g ={x : g(x) < oo}

kiimesi g fonksiyonunun tanim kiimesidir.
epig={(x,1) ER"xR: xeR", g(x) <t}

kiimesine g fonksiyonunun epigrafi denir.

Tanim 2.46. [22] Eger en az bir x noktasi i¢in g(x) < oo ve her x igin g(x) > —oo ise

g fonksiyonuna has fonksiyon ya da proper fonksiyon denir. Proper olmayan fonksiyona



+m 9

Sekil 2.6: Bir has konveks fonksiyonun epigrafi ve tanim kiimesi

improper fonksiyon denir. Boyleyce, g’nin olmasi i¢in gyk dom g # 0 ve x € dom g igin

g(x)’in sonlu olmasidur.

Tanim 2.47. [22] g bir has fonksiyon olsun. g’nin konveks fonksiyon olabilmesi i¢in gyk

g(lixi +Ax0) < Aig(xy) +g(x), A, >0, A41+A4=1

S(A 4 +22%; )

sCayf 3¢9

MG (x)+22908) -
S |
'

1

1

i :

. :
% MxtAaXa Xg \/

Sekil 2.7: Konveks fonksiyon ve konveks olmayan fonksiyon

Tamim 2.48. [22] epi g konveks ise g bir konveks fonksiyondur.

epls epig
9(,() 3(x)

Sekil 2.8: Konveks ve konveks olmayan fonksiyonlarin epigraflari

Yardimci Teorem 2.49. [22] Eger g konveks ise dom g konveks kiimedir.
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Yardimcr Teorem 2.50. [22] g;, i € I konveks fonksiyonlarinin bir toplulugu ve I

keyfi indeks kiimesi olsun. Oyleyse g(x) = supg;(x) noktasal supremumu bir konveks
€l
fonksiyondur. ’

Yardimci Teorem 2.51. (Jensen Esitsizligi) [22] g bir has konveks fonksiyon olsun. Oyleyse
g(?lel +... +;mem) < llg(xl) +... —|—lmg(xm) ,A>0, i=1,..m, A +...+A,=1.

Yardimci Teorem 2.52. [22] g;, i = 1,...m has konveks fonksiyonlarinin negatif olmayan

katsayilar ile toplami konvekstir.

Aciklama 2.53. [22] Konveks kiime ve konveks fonksiyonlar arasinda bazi iligkiler vardir.

En basiti P’nin dp(.) indikator fonksiyonu ile R"’de her P kiimesi arasindaki iligkidir. Burada

0, xeP
op(x) =
o, x¢&P

P konveks ancak ve ancak 6p(.) R"’de konveks fonksiyondir.

Teorem 2.54. [22] ¢ has konveks fonksiyonu bir xo € dom g noktasinin bir komsulugunda

iistten sinirl olsun. O halde g , xo noktasinda siireklidir.

Teorem 2.55. [22] Eger g konveks fonksiyonu xj’da siirekli ise g , xo noktasinin komsulugu

icin |g(x) — g(x0)| = L || x — xo || Lipschitz kosulunu saglar, burada L sabittir.

Teorem 2.56. [22] g bir has konveks fonksiyon olsun. Oyleyse f , ri(dom g)’te siireklidir.

2.2.1. Konveks Fonksiyonlarin Eslenigi

[22] Kapali konveks kiimenin destek fonksiyonuyla tamamen karakterize edilebilecegini

hatirlayalim:
Hp(x") = sup{{x,x") : x € P}
X

epig C R™ ! oldugunu dikkate alarak g kapali konveks fonksiyonunun epigrafinin destek

fonksiyonunu su sekilde yazabiliriz:

Hepig(x*,n*) = sup  {{(x",n"),(x,n))} = sup {{(x,x") +nn" : (x,n) € epig}
(x,n)€epig (x,m)
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Eger n* > 0 ise verilen bir x i¢in g(x) < 1 olabilir. Boylece H,pig(x*,1*) = +c0olur. n* <0
durumu igin ise f kapali konveks fonksiyon oldugundan H,;,(x*, —1) oldugunu gostermek

yeterlidir: Hepio(x*, —1%) = sup { (x,x*) — g(x)}
X

Tanim 2.57. [22] g’nin eslenik fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

g (") =sup{(x,x") —g(x)} , xcdomg , x* €R"
x

8x)

Yo, 5" ")

Sekil 2.9: Eslenik fonksiyon

Yardimci Teorem 2.58. [22] Eslenik fonksiyon daima kapali ve konvekstir.

Tamm 2.59. [22] P kiimesinin polar1 P° ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

P°={x" : Hp(x") < 1}.

Eger P bir konveks koni ise ;

PP ={x": (x,x") <0,VxeK}

Ayrica P* = —P° dir. Yani polar koni dual koninin zittidir.

Sekil 2.10: Polar koni
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Teorem 2.60. [22] Eger g kapali has konveks fonksiyon ise g = ¢g** dir, burada

g (x) = sup{(x,x") —g"(x") }

x*

2.2.2. Tiirev ve Subdiferansiyel

[22] Genel olarak konveks fonksiyonlar diferansiyellenemezdir fakat bu fonksiyonlarin
bircok "diferansiyellenebilme" 6zelligi vardir. Bunlardan biri yonlii tiirevlerin genel olarak
var olmasidir. Dahasi, konveks fonksiyonlar i¢in bir subgradient kavrami tanimlanabilir ve

subgradientlerin kiimesi subdiferansiyel olarak adlandirilir.

g’nin x noktasindaki p € X = R" yoniindeki yonlii tiirevi

) . glx+Ap)—g(x)
g (xap) _l/%?(} 2’

Yardimci Teorem 2.61. [22] g bir has konveks fonksiyon ve xo € dom g olsun. Bu durumda

Vp € R" i¢in g’ (xo, p) sonludur ya da yoktur.

Yardimer Teorem 2.62. [22] Eger A € [—¢€,€] , € > 0 igin xo+ Ap ¢ dom g ise g'(xo,p)

degeri sonludur .
Yardimcr Teorem 2.63. [22] g’ (xo, p) yonlii tiirevi p’nin pozitif homojen fonksiyonudur.

Tanmm 2.64. [22] Eger Vx icin g(x) — g(xo) > (x —xp,x*) ise x* vektorii xg € dom g

noktasinda g has konveks fonksiyonunun subgradientidir.

Y=8(x)

g=dy (x=X5) +30x)

=Y, (xf-%) +8 (%)
! 230¢) =Cyi,92]

> X

I
¥

Sekil 2.11: Subdiferansiyel

Yardimcr Teorem 2.65. [22] g, xo € dom g’te has konveks fonksiyon olsun. O halde

x*, xo’daki g’nin subgradiyentidir ancak ve ancak Vp i¢in (p,x*) < g'(xo, p).
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Tanim 2.66. [22] g’nin xo noktasindaki subgradiyentlerinin olusturdugu kiimeye g’nin xg

noktasindaki subdiferansiyeli denir ve su sekilde ifade edilir:

dg(xo) = {x* : g(x) —g(xo) > (x—x0,x") , Vx}
dg(xp) kiimesi bos kiime olabilir.
dg(xp) kiimesi bostan farkli ise g’ye xp noktasinda subdiferansiyellenebilir denir.
Yardimc1 Teorem 2.67. [22] dg(xp) kapali konveks kiimedir.

Teorem 2.68. [22] Eger g'(xo, .) kapali ise dg(xo) bostan farklidir ve

g'(x0,p) = sup{(p,x) : x" € dg(x0)}.

Teorem 2.69. [22] Eger g, xo’da diferansiyellenebilir konveks fonksiyon ise subdiferansiyel

bu noktadaki tek gradyent vektoriinden olusur. Yani dg(xo) = {g'(x0)} -

Yardimer Teorem 2.70. [22] g konveks fonksiyon ve & > 0 olsun. Oyleyse g(x) = ogo(x)

subdiferansiyellenebilir ve dg(xp) = atdgo(xp)’dir.

Yardimci Teorem 2.71. [22] g1 , g» has konveks fonksiyonlar ve g = g1 + g olsun. Oyleyse

dg(xo) 2 dg1(x0) + dga(xo).

Teorem 2.72. Moreau-Rockafellar [22] g; , g» has konveks fonksiyonlar , g = g1 + g2,
Xo € dom g1 Ndom g, olsun ve

1) g; siirekli o.ii dx; € dom g1 Ndom g,

2) ri(dom g1) Nri(dom gy) # O ifadelerinden birinin saglandigini varsayalim. O halde

dg(x0) = 9g1(x0) + dg2(x0)
Teorem 2.73. [22] riP; N ...NriP, # 0 oldugunu varsayalim. Oyleyse
(PN..NP)* =P +...+ P
Teorem 2.74. [22] P* kapali konveks kiime ve g(x) = sup{(x,x*) : x* € P*} olsun. O halde

x*

dg(xo) = {x" € P* 1 (x0,x") = g(x0)}
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Ozellikle, eger xo = 0 ise dg(0) = P* dur.

Teorem 2.75. [22] g bir konveks fonksiyon ve P = {x : g(x) <0} olsun ve varsayalim ki

x1 € Pigin g(x;) < 0 olsun. Eger g(xo) = 0 ve g’(xo,.) kapali fonksiyon ise
[cone(P —xo)|" = —conedg(x).

Teorem 2.76. [22] g bir konveks fonksiyon, xo € P’de siirekli P = {x : g(x) <0} ve

g(x1) < 0 o.g dyle bir x; var olsun. Bu durumda

{0}7 g(XO) <0

—conedg(x), g(xo) =0.

[cone(P —xp)]" =

2.2.3. Uzaklhk Fonksiyonu

Tamm 2.77. P C R” kiimesi verilsin. P kiimesi ile ilgili uzaklik fonksiyonu su sekilde

tanimlanir:

d(x;P) := inf{||x— o|| | @ € P}

Sekil 2.12: Uzaklik fonksiyonu

2.2.4. Normal Koni

Tamm 2.78. [28] x € P ve P C R" konveks kiime olsun. x’te P’nin normal konisi

N(x%P):={veR"| (nx—x) <0, Vxe P}

seklinde tanimlanir. X ¢ P i¢in N(x; P) = 0 dir.
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Sekil 2.13: Normal koni

Ayrica P* = —N(X; P) dir. Yani normal koni dual koninin zittidr.

NE:p)

Sekil 2.14: Normal koni ile dual koni arasindaki iligki

Onerme 2.79. [28] P C R" konveks kiimesi icin X € P olsun. O halde
i) N(x; P) orjini iceren kapali konveks konidir.

ii) Eger x € intP ise N(x; P) = {0} dur.

Onerme 2.80. [28]
)P, C R" ve P, C R? bostan farkli konveks alt kiimeler olsun. (xX7,X3) € P} X P, i¢in

N((x‘l,x'z);Pl X Pz) = N(x_l;Pl) X N(x_z;Pz) dir.
ii) X1 € P, , & € P, ve P; , P, C R" nin konveks alt kiimeleri olsun. Oyleyse
N(X_l + X, P +P2) = N(x‘l;Pl) ﬂN(X_z;Pz) dir.

Onerme 2.81. [28] A : R” — RP” lineer doniisim ve b € R? o.i B(x) = A(x) + b ile
tanimlanan B : R” — R” olsun. ¢ € R verilsin, P := {x € R" | Bx = ¢} ¢6ziim kiimesini ele

alalim. B(X) = ¢ saglayan herhangi bir X € P i¢in

NxP)=imA*={veR"|v=A%,ye R’} dir.
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Sonuc 2.82. [28] 0 # P C R" konveks kiime ve X € P olsun. Bu durumda eger P i¢in normal
koni nontriviyal yani N (x; P) # {0} ancak ve ancak x € bd P dur.

Teorem 2.83. [28] P;, P, C R" konveks kiimeler ve ¥ € P; NP5 olsun. Oyleyse herhangi bir
vEN(T P NP)icin av=v;+vy, (a,v]) # (0,0) 0.sde A >0 vev; € N(X;P),
vy € N(X; Py) vardir.

Sonug 2.84. [28] X € PN P, 0.0 P, P, C R" konveks kiimeler olsun. N (X; P) N [—N(%; P,)]
{0} temel yeterlilik sart1 (TYS) saglandigini varsayalim. O halde N(x; P, N P,) = N(%; P;)

+

N(X; P,) normal koni kesigsim kurali gergeklenir.

Sonuc 2.85. [28] P;,P, C R" i¢in intP; NP, # 0 ya da intP, N Py # @ olsun. Bu durumda
herhangi x € P NP, i¢cin hem TYS hem de yukaridaki kesisim kural1 saglanir.

Sekil 2.15: Bir konveks polihedron

Tamm 2.86. [19]
C:= {xE R" : <sj,x> <rj,j= 1,2,...,m}

m sabiti ile tanimlanan bir kapali konveks polihedron olsun ve x € C’de aktif sabitlerin

kiimesi

J(X) = {] =1,2,....m : <Sj7x> = rj}
ile tanimlanmig olsun. Bu durumda

Ke(x)={deR" : (s;,d) <0, jeJ(x)}
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C kiimesinin x noktasindaki teget konisi ve

Ne(x) = cone{s; : jEJ(x)}:{ Z ajs;j : ajEO}.

Jj€J (x)

C kimesinin x noktasindaki normal konidir.

2.3. KONVEKS COK DEGERLI DONUSUMLER ICIN YEREL ESLENIiK
DONUSUMLER

[22] Bu boliimde ¢ok degerli doniisiim ile ilgili temel tamimlar ve 6zellikler verilecektir.
X ve Y sonlu boyutlu Oklid uzaylari o.ii Z = X x Y tanimlansin. P kiimesi Z = X x Y nin

keyfi bir alt kiimesi olsun. O halde G ¢ok degerli fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
Gx)={y : (x,y) €P}

P kiimesine G c¢ok degerli fonksiyonunun grafigi denir ve gph G ile gosterilir,
gph G ={(x,y) : ye G(x)}.

dom G ={x : G(x) #0} , ||G(X)||=Sgp{||y|| 1 yeGX)},

tanimdan ||@]| = O dur.

Y=g & GO 'l ‘ ’ ot6
R it
sl
" GL'Q;’_'_::: ‘

Roo k) X2

Tek dta;c"" 'p"""{‘jm Ciwok dﬁi:rl-' fmksdoq

Sekil 2.16: Tek degerli fonksiyon ve cok degerli fonksiyon

Tanim 2.87. [22] gph G konveks ise G konveks ¢ok degerli doniisiimdiir.

Tanim 2.88. [22] G(x), Y de konveks ise G konveks degerli cok degerli doniigiimdiir.
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Tanim 2.89. [22] gph G kapali ise G kapali ¢ok degerli doniisiimdiir.

Tanmm 2.90. [22] Sabit bir C > 0 sayist i¢in ||G(x)|| < C(1+||x||) esitsizligi saglaniyorsa G

cok degerli fonksiyonu sinirlidir.

Tanim 2.91. [22] Eger Y’de sifirin herhangi bir U komgulugu i¢in G(x) C G(xg) + U
Vx € xo+V kapsamasini saglayan X te sifirin bir V komsulugu varsa G ¢ok degerli doniigtimii

xo noktasinda {iistten yarisiireklidir denir.

Tamim 2.92. [22] Eger Y de sifirin herhangi bir U komsulugu i¢in G(xo) C G(x) +U
Vx € xo +V kapsamasin saglayan X’te sifirrn bir V komsulugu varsa G cok degerli

doniisiimiine xo noktasinda alttan yarisiireklidir denir.

Tanim 2.93. [22] Eger x¢ noktasinda hem iistten hem alttan yarisiirekliyse G ¢cok degerli
fonksiyonuna xg noktasinda siireklidir denir. Eger G Vx € X icin siirekliyse G ¢ok degerli

fonksiyonu siireklidir denir.

Yardimci Teorem 2.94. [22] G kapali konveks ¢ok degerli doniisiim olsun ve varsayalim ki

Jxg € dom G’te G(xp) simrh olsun. Oyleyse G sinirlidur.

Tanim 2.95. [22]
0"gph G={(x,y) : (x+Ax,y+Ay) €gph G, A >0, V(x,y) € gph G}

ile tammlanan 0" gph G bir konveks doniisiim olan G’nin durgunluk (resesif) konisi (RK)

olarak adlandirilir.
G () ={x": (&', —y") € (07gph G)"}
ile tamimlanan G* ¢ok degerli doniisiimii de G konveks fonksiyonunun eslenik doniisiimiidiir.

Yardimci Teorem 2.96. [22] G* eslenik doniisiimii sinirhidir ancak ve ancak dom G = X tir.

Yardimer Teorem 2.97. [22] G doniisiimii xg € int(dom g)’de smrli, kapali konveks

doniisiim olsun. Oyleyse xo’1n belirli bir komsulugunda G Lipschitz kosulunu saglar.

Sonuc 2.98. [22] P C int(dom g) kompakt olsun. O halde G kapali konveks doniisiimii P’de

Lipschitz kosulunu saglayan x noktasinda sinirhdir.
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[22] Bir ¢ok degerli fonksiyonu olan G Hamilton fonksiyonu
H(x,y*)zsgp{<y,y*> 1yeG)},y ey =R" (2.1)
ile tanimlanir. Ayrica

M(x*,y*) = (ixnyf) {(6x") =y & (x,y) € gph G} (2.2)

ile tanimlidir.

Eger G(x) # 0 ise H(x,y*) = —co dur.
M(x*,y") = (ixnyf){<x,x*) —H(x,y")}. (2.3)
Yani Vx i¢in

M(X*ay*> S <X’X*> _H(x7y*) 5

seklinde de ifade edilebilir. Ayrica M (x*,y*) = —(—H(.,y*))*(x") dir.
H(.,y*) konkav fonksiyondur.

Yardimcei Teorem 2.99. [22] G bir konveks cok degerli doniisiim olsun. Bu durumda

G(?lel +A«2x2) D) llG(xl) —l—?LzG(Xz)  AM>0, >0, i+ =1

[22] z € gph G noktast alalim ve K, (z) = cone(gph G — z) yani
Kopn(2) =1{Z : Z+ Az € gph G yeterince kiigiik A > Oigin}.

Argmaximum kiime su sekilde tanimlanir:

Garg(;y") ={y € G(x) : {y,y") =H(x,y")}.

G.(X)={y : (£,7) € Kgpn(z) , 2= (x,y)} cok degerli doniisiimii Ky, G(z) ve
gph G, = K, i 6(2) ile tanimlanr.
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Tanim 2.100. [22] G konveks ¢ok degerli doniisiim icin
G*<y*’z) — {_x* : (.X*7 _y*) c K;ph G(x,y)}

ile tanimlanan G* : X* — Y* doniisimii (x,y) € gph G noktasinda G igin yerel eslenik

doniisiim olarak adlandirilir, burada K;ph (%,¥) s Kgph 6(x,) konisi igin dual konidir.

Teorem 2.101. [22] G : X — P(Y) konveks ¢ok degerli doniisiim olsun. Oyleyse

" dH(x,y*), v € G(x,y"),
G*(y";(x,y)) =
0, y & G(x,y"),

burada o, H (x,y*) = —d[—H (x,y")].

2.3.1. Yerel Eslenik Doniisiimlerin Hesaplanmasi

[22] Yerel eslenik doniisiim ile eslenik doniisiim arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

z € O noktasinda Q C Z = X x Y konveks kiimesi i¢in
Ko(z) = cone(Q—z) ={z : Z=A(z1—2), A >0, Vz; € 0}

Q’nun z noktasinda teget yonler konisidir.

Teorem 2.102. [22] G kapal1 konveks ¢ok degerli doniisiim olsun. Bu durumda

G0 = | F(%52) , yeGlxy).
z2€egph G

Yardimcr Teorem 2.103. [22] G konveks cok degerli doniisiim ise herhangi bir reel

o # 0 icin aG konveks ¢ok degerli doniisimdiir. G(x) = oF (x) olsun. Bu durumda

G*(y*; (x,ay)) = ||a||G* (y*sgna, (x,)).

[22]1G;: X — P(Y) i=1,2,...,N ile verilen ¢ok degerli doniisiimiin toplamlar1

N
G(x) = (G +..Gy)(x) = G1(x) + ...+ Gy(x) , x € (|domG;
i=1

bir ¢cok degerli doniisiimdiir. Verilen bir y* € Y* i¢in i = 1,...,N o.ii G;(x)’e gore sirasiyla
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Q

Hamilton fonksiyonu ve Argmaximum kiimesi H;(x,y*) ve G;(x,y") ise

N N
He(x;y*) = Y Hi(x;y*) , x€ NdomG; ve G(x,y*)= Y Gi(x;y*) dir.
i=1 i=1 j

1

M=

1

Teorem 2.104. [22] G;: X — P(Y) i=1,2,...,N konveks olsun ve olasi bir tanesi hari¢
N

biitiin H;(.,y*) i = 1,2,...,N Hamilton fonksiyonlarinin x € () dom G; noktasinda siirekli
i=1

oldugunu varsayalim. Boylece

G (y*:(x,y)) = G (x,y1)) + ... + Gy (V" (x,9n))

y=yi+..+yw ,y€Gix) i=1,..,N.

Ayrica

N
. X dHi(xy"), y€G(xy)
G* (v (x,y)) = § =1
0, y & G(x;y)

2.3.2. Somut Durumlarda Yerel Eslenik Doniisiimler

[22] Ik olarak yerel eslenik doniisiimiin kullanimi ile baz1 karmagik fonksiyonlarin bile

subdiferansiyelini hesaplayabilecegimizi gosterecegiz.

Teorem 2.105. [22] G : X — P(Y) smurli, kapali ve konveks ¢ok degerli fonksiyon olsun ve

dom @ = Z o.ii ¢ nin has konveks fonksiyon oldugunu varsayalim. Ayrica,

g(x) = H}Vin{sv(x,y) 1 y€G(x)}

oldugunu varsayalim. Oyleyse g bir konveks fonksiyondur ve herhangi bir xy € dom G igin

g’nin subdiferansiyeli

dg(xo) = {x" —G*(—y";20) : (x*,y") € 9;0(z0)}

seklindedir. Burada zo = (xp,y0) ve yo € G(xp) yukaridaki ilk esitlikteki ¢ fonksiyonunu
minimum yapan noktadir. Ozellikle eger ¢ fonksiyonu diferansiyellenebilir ise ¢’ (zo) ve

(p; (zo) sirastyla x ve y’ye gore yonlil tiirevler o.ui asagidaki gibi ifade edilir.

dg(x0) = ¢y(20) — G (—Py(20,20))
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Teorem 2.106. [22] ¢; , i = 1,...,m fonksiyonlarinin konveks ve zp noktasinda siirekli
oldugunu varsayalim. Ayrica ¢;(z;) < 0, i = 1,...,m o.s bir z; noktasinin oldugunu

varsayalim. Oyleyse,

Gx)={y: ¢i(x,y)<0,i=1,...,m}

ile verilen ¢ok degerli dontisiimii i¢in Ip = {i : ¢;(x0,y0) =0} o.u

G*(y";20) { Y Aix; y*zzliy?,(Xf,y?)easzi(Z)JtiZO,iEIo}
i€ly i€l

seklinde ifade edilir.

Teorem 2.107. [22]i=1,...,mo.li g; : R™ — R konveks fonksiyonlar ve

gphG={(x,y) : &(y) <xi,i=1,...m}

olsun. O halde ,

i=1

G*(y*;z20) = {l ER™ : >0, Ai(gi(yo) —x5)=0,i=1,...,m,y = Z?Liy;-k}.

Teorem 2.108. [22] ¢ : Z — R, Z = X x Y konveks fonksiyon, ¢ zo noktasinda siirekli ve
©(z0) = 0 olsun. Ayrica z; = (x1,y1), P kiimesi konveks kiime o.ii ¢(z;) <0, x; € P o.s

bir nokta olsun. Bu durumda

G (y*;20) = {—Ax5+x7 2 y = Ay, (25,78) € 9.0(20) , x| € [cone(P—xp)]* , A >0}

2.3.3. Konveks Programlama Problemlerinde Ekstremum icin Gerekli Kosullar

Teorem 2.109. [22] g has konveks fonksiyon ve P # 0 f ’nin iizerinde minimize edildigi
konveks kiime olsun. Ayrica x; € P, g’nin siirekli oldugu bir nokta olsun. xo’1n P iizerinde
¢’yi minimize eden bir nokta olmast igin gyk dg(xo) N K} # @ olmasidir, burada

Kp(xp) = cone(P—xp) ={X : xo+AX € P, yeterince kiigiik A > O igin} dir.

Teorem 2.110. [22] Onceki teoremin kosullari saglansin ve P; ,i = 1,2, ...,k konveks ve
intPy NintPy N ...NintP # 0 o.ii P = PLNP>N...N P, oldugunu varsayalim. Oyleyse P

tizerinde xo’1n g’yi minimize eden bir nokta olmasi i¢in gyk x7 € Kp(xo) ,i = 1,...,k ;
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x* =x]+...+x} 0.i x* € dg(xp) noktalarinin var olmasidir.

Teorem 2.111. [22] g bir has konveks fonksiyon ve P; konveks kiimeler o.i

olsun. Ayrica x; € P, f’nin bir siireklilik noktast olsun. O halde P iizerinde x¢’in g’yi
minimize eden bir nokta olmasi i¢in gerek kosul x} € Kp(xp) ,i=1,....k ve

Ax* = x|+ ...+x; 0.l x* € dg(xp) noktalarmin ve A € {0,1} sayisimin var olmasidir. Burada
A = 0 ise xi,...,x; noktalarindan en az biri sifirdan farklidir. A = 1 ise bu kosullar g’nin

minimalli8i i¢in ayn1 zamanda yeterli kosullardir.

2.4. TARAMA SURECI

Bu konu ilgili makalelerde "Sweeping Process" olarak gecmektedir.Bu tez calismasinda
"Tarama Siirecleri" olarak cevrilmistir fakat farkli bir sekilde ifade etmek gerekirse
"Siipiirme Siiregleri" olarak da ifade edilebilir.

l.mertebeden tarama siirecleri 1971°de Fransiz matematik¢i J.J Moreau tarafindan
elastoplastik sistemleri modellemek igin ortaya atilmistir [36]. Mekanik yorumlama
nedeniyle bu tiir problemler “Sweeping Process” olarak adlandirilmistir [32].

Tarama siirecleri modelleri diizgiin olmayan elektrik devreleri, mekanikler, elastoplastik ve

termoelastoplastik malzemelerin mekanigi gibi bir ¢ok farkli uygulama alanina sahiptir.

X(t) € =N(C(t):x(t)), t€(0,T] (2.4)

x(0) = xo € C(0)

Burada C(¢) ,t € [0,T] zaman aralifina ve xo € C(0) baslangi¢ kosuluna bagl hareketli
bir kiimedir. C(¢)’nin hareketi sebebiyle siiriiklenme ve taramaya tabi olan xy baglangic
kosulunun yer degistirmesinin modelizasyonu ortaya ¢ikmaktadir. x; noktasinin C(¢) siniri
yakalanana kadar hareketsiz kaldigi ve sonrasinda hizinin JC(¢) i¢in normal oldugu
diisiiniilebilir. Bicimsel olarak tarama siireci baglangici kosulu ile bir diferansiyel icermedir.
Burada N (C(t);x(t)) , x € C’de C i¢in normal konidir. Ozellikle eger x € intC ise
N(C(t);x(t)) =0, x¢ Cise N(C(t);x(t)) = 0 dir [14].
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Sekil 2.17: Siirekli ¢oziimii olmadan tarama siirecleri

Sag tarafinin sinirsiz olmasi, problemin kisith bir diferansiyel icerme olmasi ve siirekli
olmayan hareketli kiimeler icin elde edilecek ¢6ziimiin iyi bir notasyonunun nasil olmasi

gerektigini belirlemek tarama siirecinin zorluklarindandir [36].

Tarama Siireclerinin Yorumlanmasi:

[36] Igerisinde kiiciik bir top olan biiyiik bir halka diisiiniin. Halka t = O aninda, hareket
etmeye baglayacaktir. Top hareket ettikten sonra cemberin hareketine bagli olarak ya oldugu
yerde kalir ya da ¢emberin i¢ine dogru siiriiklenir. Son halde topun hizi, ayrilmamak icin

halkanin i¢ine dogrudur.

%

Sekil 2.18: Tarama siireclerinin yorumlanmasi

[17] Birinci mertebeden bir tarama siirecini asagidaki gibi de resmedebiliriz. Tarama kiimesi

ad1 verilen kiime degerli bir C : R = R" doniistimii verildiginde
u' € —Ne(py(u(t)) 1 € (a,b)

icermesini saglayan u : (a,b) — R" mutlak siirekli egrilerini diisiinelim.

Moreau’nun orijinal gosteriminde, C(t)’nin konveks kiime oldugu varsayildigindan N

normal konisi konveks analizdeki olagan normal koni olarak diisiiniilebilir.
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c(o)

A Neq)(u(0)

Sekil 2.19: Sweeping process

Teorem 2.112. (Teorem: Moreau 1971 )[36]
Eger (C(1));>0 bostan farkli, kapali, konveks kiimeler ve dyle K > 0 i¢in

(€(0).C(6)) = max{ supde x) . supeeyy ()} < Kt

xeC xeD

ise o halde agagidaki tarama siirecinin benzersiz Lipschitz ¢6ziimii vardir.

—xX'(t) e N(C(t);x()), t€]0,T]

x(0) =xp € C(0)

Ayrica, 1 € [0,T] igin || X/(¢) ||< K dur.

Ispatinda ortiik ayristirma kullamlip “Catching-up algoritma” ile ispata devam edilmektedir.

C(tin)
ct;)

. (g
,"E(Lt“’-a"iq-a. ¢ Hl)

Clt;y)

Sekil 2.20: Catching-up algoritma
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Tarama Siirecleri Ile Tlgili Bilgiler:[14]

(2.4)’daki gibi ifade edilen tarama siirecinde;

e Klasik varsaymmlar: x € H’nin bir Hilbert uzay1, + — C(¢) Lipschitz siirekli olmasi ve
C(t)’nin kapal1 ve konveks olmasidir.

e Klasik sonuclar: Cauchy problemi icin bir Lipschitz ¢6ziimiiniin var olmasi ve baslangi¢
kosuluna bagli teknik ve stirekliliktir.

¢ Klasik methodlar: Moreau-Yosida yaklasimi ve The catching up algoritma sdylenebilir.
J.J Moreau’ya dayanmaktadir.(Her ikisi de yaklasik ¢oziimlerden olusan bir cauchy dizisi

olusturmaktadir.)

Moreau’nun Tarama Siireclerinin Cesitli Versiyonlar: [36]

e Perturbed Tarama Siireci

—x'(t) e N(C(t);x(t)) + F(t,x(t)), t€][0,T]
x(0) = xp € C(0)

Burada (C(t)),c[o,r] bostan farkli kapali kiimeler ailesi, N(S,.) , S i¢in uygun disa dogru bir
NK ve F : [0,T] x H = H istten yarisiireklilik, 6l¢iilebilirlik gibi bazi standart kosullar
karsilayan bos olmayan kapali konveks degerlere sahip kiime degerli bir doniisiimdiir.

J.J. Moreau, C. Casting, G. Colombo gibi isimler tarafindan ele alinmstir.

e Perturbed Duruma Bagh Tarama Siireci

—x/'(t) e N(C((2,x(2));x(¢)) + F (t,x(¢)), t€][0,T]

x(0) = xo € C(0)

Burada (C (t,x))te[oﬂ_x6 p bostan farkli kapali kiimeler ailesidir ve diger 6zellikler kararsiz

tarama siireclerinde ifade edildigi gibidir.
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e BV Tarama Siirecleri

—dx € N(C(t);x(t)), t€]0,T]

x(0) = xo € C(0)

e Ikinci Mertebeden Tarama Siireci: (Second Order Sweeping Process)

—x"(t) € N(C((t,x(2),x'(¢));x'(t)) + F(t,x(¢)), t€]0,T]

x(0) =x0 € C(0)

Burada (C(#,x,y))/c[o,r]xyer bostan farkli kapali kiimeler ailesidir ve diger 6zellikler
kararsiz tarama siireclerinde ifade edildigi gibidir.
Tarama siirecini igeren ikinci dereceden diferansiyel icerme problemi dry friction (kuru

siirtiinme) problemlerini modellemek i¢in tasarlanmigtir [32].

e Yerel Olmayan Baslangic Kosullar1 le Tarama Siireci: (Sweeping Processes With

Nonlocal Initial Conditions)

X'(t) € =N (C(t);x(t)) + F(t,x(t)), t€]0,T]

x(0) =Mx € C(0)

Burada M : C([0,T];H) — H yerel olmayan bir operatordiir, yani
Mx = +x(T) (periyodik ve anti-periyodik baglangi¢ kosullarr)

Mx = 770 Ji x(s) ds (ortalama deger baslangic kosullari)
ko ko

Mx=Y ax(t), R, ¥ o <1,0<1 <...<T (Coklu nokta baglangi¢ kosulu )
k=1 k=1

e Kapal tarama siireci: (Implict Sweeping Process)

X' (t) € =N (C(t);AX (t) + Bx(t)) + F(¢,x(t)), t€][0,T]

x(0)=xo€H

Burada V¢ € [0,7] i¢in C(t) kiimesi bostan farkli, kapali konveks kiime ve A,B: H — H

sinirli, lineer simetrik operatorlerdir.
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e Gecmise Bagh Ortiilii Tarama Siirecleri: (History-Dependent Implict Sweeping
Process )

—x'(t) € Negy (AX'(¢) + Bx(t) + (Rx)(1)), ¢ €0,T]

x(0) = x

ve x: [0,T] — H o.g bir diferansiyel icerme olsun. Burada Vz € [0, T] i¢in C(t) bostan farkli,
kapali, konveks kiime , A : H — H sinirlt lineer operator, B : H — H Lipschitz operator, R
tarihe bagli operatordiir.

Buraya kadar Moreau’nun tarama siireglerinin bir¢ok versiyonlarini gérmiis durumdayiz ve

bunlara ek bir¢ok farkli versiyonlar1 daha bulunmaktadir.

Tarama siirecleri ile ilgili halihazirda yiiriitillen calismalar ve acik problemler :[36]
e Coziimlerin varligi

e Tarama islevlerinin ve versiyonlarinin kararlilig1 ve asimptatik davranisi

e Tarama siireclerinin optimal kontrolii

e Diizgiin olmayan mekanik uygulamalar

e Elektrik devrelerinde uygulamalar

Simdi  kontrol problemleri, minimum zaman fonksiyonunun Hamilton-Jacobi
karakterizasyonu ve gerekli optimal kosullar konularina deginelim. Bu konular literatiirde
G. Colombo, B.S. Mordukhovich, Nguyen, N.D. Hoang, R. Henrion, M. Palladino, C.E.

Arround ve daha bircok kisi tarafindan kapsamli sekilde incelenmistir.

Tarama siireglerinin kontrol problemleri konusunu inceleyelim [14]:
X (1) € Negy (x(1)) + £ (x(1)) , x(0) = xo € C(0)

C’nin sabit oldugu
X (1) € Ne(x(t)) + f(x(2)) , x(0) = xo € C(0)

durumu kisitlamanin dinamiklerde aktif olarak goriildiigii bir durum olan kisitli evrimi

modellemektedir.
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Bir dinamik s6z konusu oldugunda biraz kontrol saglamak énemlidir.

X (t) € Negy (x(t)) + f(x(1),u) , u e U

Kontrol, C sekil optimizasyonu ve u klasik kontrol olarak goriilebilir. Tarama siirecinin
kontrolii hakkinda ¢ok az sonug vardir ve bunlara 6rnek [14]:

e Optimal ¢oziimiin varlig

e Kontrol edilebilirlik

e Hamilton-Jacobi esitsizlikleri araciligiyla deger fonksiyonun karakterizasyonu

e Gerekli optimallik kosullari

Minimum zaman fonksiyonun Hamilton Jacobi karakterizasyonunu inceleyelim. Bu durum
minimal zaman kontrolii ile baglantili olarak ortaya cikan Hamilton-Jacobi denkleminin
coziimleri ile ilgilidir. Minimal durumda c¢oziimler olusturulmaktadir ve zamana bagh
yoriingelerle yakin iligkilidir [11]. Bu konu hakkinda daha detayli bilgilere [14]’dan

ulagabilirsiniz.

Simdi gerekli optimalite kosullar1 konusunu ele alalim. Sekil optimizasyonudur.
G. Colombo, N.D Hoang, R. Henrion, B.S. Mordukhovich gibi isimler bu konu hakkinda

calismalar yapmustir.
x'(t) € N(C(t);x(t)) , x(0) = xo € C(0)

yoriingeleri lizerinde bir maliyeti en az indirmeyi diisiinelim. Burada C’nin bir polihedron
oldugunu varsayalim. Biz de tezimizde optimal kosullarla ilgili calisirken polihedron

tizerinde calismaktayiz.
Ct) ={xeR"| (ui(t),x) < bi(t),i=1,...m}

()| =1,V €[0,T],i=1,...,m
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Burada u;, b; Lipschitz ve kisitlama niteligini saglayan kontrollerdir. Problemin maliyeti
T
Jx,u,b) := @(x(T)) +/0 (a1 (t,2) + oo (x) + og(t,u', b)) dt

o.s ifade edilmektedir. Burada u = (uy,...,un) , b = (b1,...by) ve Lagrangianlar uygun

varsayimlar1 saglar.

7:= (%,1,b) bir yerel W!'! minimizer olsun 6yle ki it, b parcali W dir. B.S. Mordukhovich
tarafindan tasarlanan (zaman) ayrik yaklasimlara bagli yontem su sekildedir:

eZ’nin yaklagimlarini olusturuyoruz ve bunlarin arasinda 7’den kare mesafenin iceren ayrik
bir maliyeti en aza indiriyoruz.

e Ayrik problemlerin minimizelerinin dizisinin giiclii bir sekilde Z’ye yakinlastigini
kanithyoruz.

e Her ayr1 minimizer i¢in kosullar1 yaziyoruz.

e Bazi 0n bilgileri olusturuyoruz, gerekli kosullar arasinda limite geciyoruz ve Z i¢in gerekli

kosullarin kiimesini elde ediyoruz.

Simdi tarama siireclerinin optimizasyonu ile ilgili olusturulan makalelerden birkag¢ tanesini
ayrintili bir sekilde inceleyelim.

e T.H. Cao ve B.S. Mordukhovich’in 2016 yilindaki "Ayrik Yaklagimlar Araciligiyla
Kararsiz Tarama Siirecinin Optimal Kontrolii ve Ayrik ve Siirekli Dinamik Sistemler" isimli

makalesinde
T
minimize J[x,u,a] = ¢ (x(T)) +/ o (t,x(1),u(t),a(t),x'(1),u'(t),d (1)) dt (2.5)
0
seklinde ifade edilen Bolza formundaki fonksiyonu iizerine ¢aligilmisgtir.
—X'(t) € N(x(t);C(t)) + f(x(2),a(t)) , t €[0,T], x(0) = xo € C(0)

ile ifade edilen karmasik tarama siireclerinin optimal kontrol problemlerinin yeni bir siifi
ifade edilmektedir. Makalede kalabalik bir niifus hareketinin modeli i¢in uygulamalar ile
kontrollii bir dinamik saglanmaktadir. Bu problemde kisitlayan ve zorlayan durumlar i¢in

ayrik yaklasim uygulanmaktadir ve gerekli optimal kosullar elde edilmektedir [6].
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e G.Colombo, R.Henrion, N.D.Hoang ve B.S. Mordukhovich tarafindan 2016 yilinda yazilan
" Polihedral Kontrol Kiimeleri Uzerinde Tarama Siireclerinin Optimal Kontrolii " isimli

makalesinde
x'(t) € =N(x(¢);C(t)), t € [0,T] , x(0) = xy € C(0)

ile tanimlanan kontrollii tarama dinamikleri tizerine (2.5)’deki fonksiyonunu minimize

edecek sekilde optimal kontrol problemi {izerinde ¢alisilmistir. Burada
C(l’) = {X eR” | <ui(t)7x> < Cli(l) ES 1,...,1’]1}

()| =1,1€[0,T],i=1,..m

burada u(.) = (u1(.),...,um(.)) ve a(.) = (a(.),...,am(.)) kontrol eylemleri [0, T'| iizerinde
kesin siirekli, son zaman 7 sabit ve diferansiyel dahil etmenin x(-) yoriingeleri mutlak
stireklidir. Burada hareketli konveks polihedralin iizerinde Bolza tipi fonksiyonu optimize
edecek sekilde calisilmistir. Ayrik yaklasim yontemi ile gerekli optimallik kosullar1 elde

edilmektedir. Bu kosullar ile ilgili 6rnekler de verilmistir [13].

e TH. Cao ve B.S. Mordukhovich’in 2017 yilindaki "Kalabalik Hareket Modeline
Yonelik Uygulamalarla Kontrollii Bir Tarama Siireci I¢cin Optimal Kosullar" makalesini
inceleyelim. Bu makale yukarida ifade ettigimiz makalenin bir devamu olarak diisiiniilebilir
ve (2.5)’deki kontrol problemi iizerine cahstlmistir. u(.) € W12([0,T];R") kontroller ve
a(.) € W2([0,T];R") asagidaki diferansiyel icermeyi saglayan durumlardar.

—x'(t) € N(x(1):Cu(t)) + f(x(t),a(t)) , x(0) = xo € Cu(0)

burada C,,(t) = C 4+ u(t) ve C C R" kapali konveks kiimelerdir. T = min{r,T}’yi saglayan

herhangi bir 7 € [0, 7] i¢in, u(.) kontrolii asagidaki kisitlamalara tabidir:

lu(®)|| =r telt,T—1

r—t<|lu@®)|| <r+r7, tel0,7)U(T—7,T].

Bu makalenin temel amaci, belirtilen kisitlar altinda diferansiyel icerme igin ayrik
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yaklagimlar ortaya koymak ve ayrik optimal ¢oziimleri icin gerekli kosullar1 gostermektir.
Aym sekilde ayrik yaklagimlar yontemi kullanmilmaktadir. Bir koridordaki trafik akisi

kalabalik hareket modeliyle optimal kontrol problemine uygulanmaktadir [4] .

e J. Noel’in 2018 yilindaki yayimladig1 "Ikinci Mertebeden Genel Karmasik Tarama Siirecli
Diferansiyel icerme" isimli makalesi hareketli kiimenin hem zamana hem de duruma bagl
oldugu, ikinci dereceden diferansiyel icermeler ile kontrol edilen karmagik tarama siireci
tizerinedir. Kiimenin prox-regular ya da subsmooth oldugu varsayilarak, bir gecikmenin
varliginda bile ¢oziimlerin varhigimi ispatlanmaktadir. Bu makalede sonlu boyutlu bir

ortamda agsagidaki siirekli tarama siirecini incelenmektedir:

w'(t) € =Ne(ru(r) (W'(1)) +Gt,u'(1),u(t)), t€[0,T]
u' (1) € C(t,ulr)), t€[0,T]
u'(0) =vp , u(0) = ug

C coklu doniisiimiiniin kapali prox-regular veya esit-diizgiin subsmooth oldugu ve hem ¢

zamanina hem de u durumuna bagli oldugu varsayilmaktadir.[32]

e T.H. Cao ve B.S. Mordukhovich’in 2019 yilindaki "Diizlemsel Kalabalik Hareket
Modelinin Optimizasyonu I¢in Konveks Olmayan Tarama Siirecinin Optimal Kontrol
Uygulamalar1" isimli makalesi konveks olmayan tarama siireclerinin optimal kontrolii ve
trafik dengesinin diizlemsel kalabalik modelinin optimizasyonuna yonelik uygulamalar
ile ilgilidir. Makalede (2.5)’deki kontrol problemi iizerine ¢alisilmistir. Burada u ve a,

kontrolleri temsil eder ve x
—x (1) € N(x(1);C+u(r)) + f(x(t),a(t)) , x(0) = xo € Cu(0)

kontrollii tarama igleminin bir ¢oziimiidiir. Burada C, konveks kiimelerin tiimleyeninin

kesigimi olarak tanimlanan bir prox-regular kiimedir [5].

e [9] T.H. Cao, B.S Mordukhovich’in 2019 yilindaki "Konveks Olmayan Karmagik

Tarama Siireclerinin Optimal Kontrolii" adli makalesinde kontrollii tarama siirecleri konveks
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polihedral ile tanimlanmaktadir. Burada
—x'(t) € N(x(2);C(t)) + f(x(t),a(t)) , t € [0,T] , x(0) = xo € C(0)

kontrollii tarama siiregleri ile diisiiniilip (2.5)’deki gibi ifade edilen Bolza formundaki

fonksiyonu minimize etmek iizerine ¢alisilmigtir. Burada

C(t):C+u(t)=(Ci+ut), Ci:={xeR" | gi(x) >0} ,Vi=1,...m
i=1

e T.H. Cao, B.S. Mordukhovich, D. Nguyen, T. Nguyen’in 2021 yilinda yayimladig:
"Karmagik Tarama Islemlerinin Engelli Dogrusal Olmayan Kitle Hareketi Modellerine
Uygulanmas1” isimli makalesinde genel bir karmasik konveks olmayan tarama siireci
ile kontrol edilen optimal kontrol problemlerinin bir uygulamasi olan, engellerle
diizlemsel kontrollii kalabalik hareket modellerinin dinamik optimizasyonunu ¢dzmeye
odaklanmaktadir. Bu, engellerin dikkate alinmadig1 daha once yapilmis olan [5] ve [9]
‘teki calismalarin bir uzantis1 olarak diisiiniilebilir. S6z konusu problem igin gerekli
optimallik kosullar1 [5] ve [9] teki sonuglara dayanarak belirlenmektedir ve drneklendirme

de yapilmaktadir.[8]

e ENN. Mahmudov 2022 yilinda heniiz yeni yayimladig1 "lkinci Mertebeden Tarama

Siireclerinin Ayrik ve Diferansiyel Icermelerle Optimal Kontrolii" isimli makalesinde

minimize ®(x(t),x' (1)),
x"(1) € =Ne(ey) (X' (1)) +F (x(2),x'(1),1) , 1 €[0,T]
x(0) = @ , ¥'(0) = @1 € C(an)

seklinde ifade edilen ikinci mertebeden tarama siirecli bir optimal problemin optimal
yoriingesi icin gerekli kosullar1 formiile etmektedir. Burada F(.,7) : R = R" konveks
kiime degerli doniisiim, ® siirekli ve ®(.,.) : R — R! konveks fonksiyon, @y, ®; sabit
vektorler, N¢(x) normal koni, C kapali konveks doniisiim ve T pozitif reel sayidir. Problem
®(x(¢),x'(t)) Mayer problemini minimize edecek sekilde simir kosullarini ve 7 € [0,T]

araliginin hemen her yerinde ikinci mertebeden diferansiyel icermeleri saglayacak bir %(7)
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yoriingeyi bulmaktir.

Bu makale tezimizin sekillenmesinde yardimci olmaktadir. [26]

2.5. KONVEKS PROGRAMLAMA PROBLEMLERI

Gerekli notasyonlar [22] ve [16]’de bulunabilir.

R" , z degiskenini iceren n— boyutlu bir Oklid uzayidir. R** = R* x R* o.ii G:R>** —
P(R") ifadesinin bir ¢cok degerli doniisiim ve y : R?" — R" ifadesinin de ayrik degerli bir
has fonksiyon oldugunu varsayalim. M{,M, C R" konveks kiimeler olsun. G cok degerli

doniistimiiniin grafigi su sekildedir:
gph G ={(x,u,v) : ve G(x,u)}
G’in tanim kiimesi dom G ile gosterilir ve su sekilde tanimlanar:
dom G ={(x,u) : G(x,u) #0}
G cok degerli doniistimiiniin sirasiyla Hamilton fonksiyonunu ve Argmaximum kiimesi
He(x,u,v*) =sup{(v,v*) : ve G(x,u)}
v

Garg(x,u,v") =sup{v € G(x,u) : (vv*) =Hg(x,u,v*)}
1%

olur. Eger G(x,u) = 0 ise G konveks ¢ok degerli dontigiimii igin Hg(x, u,v*) = —oo dur.

(z0,wo,x0) € gph G noktasinda V(z,w,x) € gph G i¢in teget yonler konisi :

Koph 6(x0,u0,v0) = cone[gph G — (xo,ug,Vvo)]

= {(f,ft,ﬁ) P X= (X(x—XQ) , U= Oc(u—u()) , V= OC(V—V())}dll‘.

(x0,u0,v0) € gph G noktasinda G konveks doniisiimii i¢in yerel eslenik doniisiim agagidaki

gibi tanimlanir:

G*(v*; (x0,up,v0)) = {(x*,u*) D ut, V) € K;phc(xo,uo,vo)}. [22]
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Ikinci mertebeden ayrik Mayer problemini ele alalim:[16]

minimize ¥(xp_1,x7) (2.6)
X2 € G(XHXH—I) , 1=0,...,T =2 (2.7)
xtGM,xtH—xtGN,t:1,2,...,T—2 (28)
Xo=0y , X1 =01, (Xxr_1,x7 —x7-1) € Q (2.9)

Burada x; € R”, ¥(.,.) : R" x R" — R! U{=£oo} reel degerli fonksiyon, G : R?* — P(R") ¢ok
degerli doniisiim , T sabit dogal say1, M,N CR" , Q C R" x R" ve o, ¢; sabit sayilardir.
{Xt};T:o ={x :t=0,1,...,T} (2.6) — (2.9) problemi i¢in bir uygulanabilir yoriinge olarak
adlandirilir. Eger Q konveks cok degerli fonksiyon ve W(.,.) has konveks fonksiyon ise
(2.6) — (2.9) ayrik problemi konvekstir.

Tamm 2.113. [16] Eger x¥ € R” noktast igin

i) (), x),,x) ) € ri(gph G),

ii) (x?,x?Jrl ,x?+2) c€int(gph G), t =0,...,T —2 (bir sabit £y olasi istisnasi ile)
durumlarindan biri saglamyor ve (xP,x¥ ) noktasnda W¥(.,.) siirekli ise (2.6) — (2.9)

konveks problem i¢in regiilerlik kogsulu saglanir denir.

[16] ilk olarak (2.6) — (2.9) konveks problemini diisiinelim. p = (xo, 1, ...,x7) € R*T*+1 bir

vektor olsun ve R"T+1)de asagidaki konveks kiimeleri tamimlayalim:

Sy ={p = (x0,x1,--,x7) | (X¢t,%11,%12) Egph G} ,t=0,1,...,T —2,

R ={p= (x0,x1,sx7) | Xt EM , x)01—x, EN} , t =1,....,T =2,
Dy = {p = (x0,x1,.-,X7) | X0 = A}

®; = {p=(x0,x1,..,x7) | X1 = Q1 }

O = {p = (x0,X1,-,x7) | (x7_1,X7r —x7_1) € Q}.

Dual koninin tanimim kullanarak Kz (p) , Ko, (p) teget yonler konilerinin duallerini
t
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hesaplamaliy1z. Kg (p) dual konisi Mahmudov’a gore

K:S'kz(p) = {p* = (XE;,)CT, ...,)C}:) | (x?7x;<+l7x;‘k+2) € Kgth(xl7xl+l7"7xl+2) ) )C]t =0 ) k 7& t7t+ 17t+2}

t = 0,1,....,T —2 o.s ifade edilmisitr Burada (x;,x:41,..,X42) € gph Q o.i
K3 on (X, X155 X42) 5 Kopn (X1, X141, ..,X42) teget yonler konisinin dual konisidir.

Ayrica,
Ko, (p) ={p" = (x0,x1,..,x7) [xp €R" , x; =0, =1,2,...,T}.

K&i&p) = {p* = (XS,XT,...,X;) |x>1k eR" ) x;k =0, t7£ 1}

Teorem 2.114. [16] G ve W¥(.,.) swrasiyla {x;}/_, uygulanabilir ySriingesinin noktalarinda
konveks doniisiim ve siirekli konveks fonksiyon, M,N C R" ve Q C R%" konveks kiimeler
olsun. {%}]_, nin (2.6) — (2.9) probleminin optimal yoriingesi olmast igin

D (7w =% uiy —g") € G0 (B, X1, 542))

(K +656") € Ky(Z) x K(%rp1 — %) , t=1,2,..T — 1

i) (up_ | —x5_ + v, —Xp+67_) € AIY(Xr_1,%7)

ayrik Mahmudov eslenik icermesi ve transversallik kosullarini saglayan hepsi ayn1 anda sifir
olmayan {x;, u; , ¢, ¥} ,t=0,1,...,T =2, X}, ¥;_, , 6f_, vektorlerinin ve A € {0,1}
sayisinin var olmasi gereklidir. Burada (V}_l +67 15 SF— 1) c Ka()ET_l,)ET — Xr_1) dir.

Eger regiilerlik kosulu i¢in saglaniyorsa {)Zt}tT:O yoriingesinin optimalligi i¢in yeterlidir.

Simdi ikinci mertebeden diferansiyel icermeli Mayer problemi inceleyelim:

minimize @ (x(b),x' (b)) (2.10)
K'(t) € G(x(1),x' (1)) , t € la,b] (.11)
x(t)eM , X (t)eN , t €a,b] (2.12)
x(a)=o0p , ¥'(a)=Po , (x(b),X' (b)) €Q (2.13)

Burada og € M , By € N. Problem ¢ (x(b),x' (b)) Mayer problemini minimize edecek
sekilde siir kogullarini (2.13) ve [0, T] araligimin neredeyse her yerinde ikinci mertebeden

diferansiyel icermeleri (2.11)ve kisitlar1 (2.12) saglayacak bir %(¢) yoriingesi bulmaktir.
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Bu problemi agsagidaki eslenik yaklagim problemi ile tanimlayalim:

minimize @ (x(b—6),A_x(b)), (2.14)
Azx(t) € G(x(t),Ax(t)) ,t =a,a+6,a+29,....b — 20, (2.15)
x(t)eM, Ax(t)eEN,t=a,a+6,a+20,....,b—20, (2.16)
x(a) =ag , Ax(a) =Py, (x(b—05),A_x(b)) €0 (2.17)

(2.6) — (2.9) problemini (2.14) — (2.18) bigiminde bir probleme indirgemek i¢in

—X

Q(x,u) =2u—x+ 52G(x,uT) (2.18)
basit yardimc1 Q doniisiimiinii ve
¢ (x(b—6),x(b)) = @ (x(b—6), A _x(b)) (2.19)

¢ fonksiyonunu kullanalim. (2.6) — (2.9) problemini asagidaki gibi yeniden yazalim:

minimize ¢ (x(b—93),A_x(b)), (2.20)
x(t+20) € Q(x(1),x(t+Q)) , t =a,a+6,a+29,....b — 20, (2.21)
x(t)eM , x(t+8)—x(t) €SN, t=a,a+9d,a+28,....,b—28, (2.22)
x(a) =0 , x(a+8) = o+ 6Py = ou, (2.23)
(6x(b—6),x(b) —x(b—93)) € 6Q. (2.24)

Teorem 2.114 ile (2.20) — (2.24) probleminde

{fr} :={% |t=a,a+46,...,b—6,—38} yoriingesinin optimalligi i¢in

(x*(t) — i (1) — y*(t),d* (t + 8) — G*(t)) € Q*(x*(t +28); (X(¢),%(t + ), %(t +26)))

(77 (1) +67(1),6"(1)) € Ky (%(2)) x K5p(X(t +0) — X(t))) , t =a+26,a+35...b— 26
(@*(b—06)—x*(b—08)+¥(b—0),—x*(b)+5*(b—06) € LdPp(X(b—0),x(b))

ayrik Mahmudov eslenik icermesi ve transversallik kosullarini saglayan hepsi ayn1 anda sifir

olmayan {u*(¢)}, {x*(¢)} vektorlerinin ve A € {0, 1} sayisinin var olmasi gereklidir.
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Teorem 2.115. [16] G ve ¢ swrasiyla x’e gore ve {x(¢t)} , t = a,a+6,....b — 38,b
UY’nin noktalarinda konveks doniisiim ve siirekli has konveks fonksiyon, M,N C R" ve
Q C R" x R" konveks kiimeler olsun. {%(#)} nin (2.6) — (2.9) ayrik yaklasim probleminin

optimal yoriingesi olmasi i¢in

(A (1) — AvF(t — 8) — ™ (1), v (1) — E¥(1)) € G* (x*(t +28); (%(t), A%(1), A%%(t)) )
(2.25)

(W (1), E%()) € Ky (%) x K5 (A%()) , t = a+8,a+28,....b—25 (2.26)
V(b—8)+Ax* (b—8)+ " (b—8),—x" (b)+E*(b—5)) € Ad@(E(b—8), A_%(b)) (2.27)
(1" (b—6),8"(b—98)) € Ky(%(b—6),A_%(b)) (2.28)

A% (t) € Garg(X(1), AX(2);x*(t 4 26))
ikinci mertebdeden yaklastk Mahmudov eslenik icermesi ve transversallik kosullarini
saglayan hepsi ayni anda sifir olmayan {x(¢)*, v(t)*, u(t)*, £E(t)*} , t =0,1,....,T —2

vektorlerinin ve A € {0, 1} sayisinin var olmasi gereklidir.

Teorem 2.116. [16] (2.6) — (2.9) konveks probleminde %(¢) yoriingesinin optimalligi i¢in
gerekli kosullar # = b bitig noktasinda

i) (7 () + v (1), 07 (1)) € G (" (1) (R(2), % (1), ¥ (2))) + Ky (%(1) x Ky (¥(1)) , £ € [, b]

i) (v*(b) +x*(b), —x* (b)) € 99 (%(b), ¥ (b)) — Ky, (%(b), /(b))

iii) X7 (1) € Garg (X(2),% (¢);x*(1)) , t € [a,b]

ikinci mertebeden Mahmudov eslenik icermesi tipi icerme, transversallik kosullarini
saglayan ve verilen bir noktada bostan farkli G* yerel eslenik doniisiimiiniin saglandigi
kosulda {x*(¢),v*(¢)} , t € |a,b] mutlak siirekli fonksiyonun ¢iftinin var olmasidir. Burada
Garg (x,u,v*) = {v e (x,u) | (vw*) =H(x,u,v")} kiimesi G ¢ok degerli doniisiimii icin
bir argmaximum kiimedir. Ayrica TYS da saglansin. Burada x*(¢) , ¢ € [a,b] nin birinci
mertebeden tiirev ve x*/(.) € L}([a,b]) ile birlikte mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu

varsaytyoruz. Ayrica v*(r) , t € [a,b] mutlak siirekli ve v*'(.) € L} ([a,b]) dir.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda 6ncelikle konveks kiime, normal koni, ¢ok degerli fonksiyon gibi temel
kavramlar ve bunlarla ilgili temel teoremler verilmistir. Daha sonrasinda tarama siirecleri ile
ilgili ayrintili bilgiler verilip ikinci mertebeden bir tarama siirecinin optimalligi i¢in gerekli

ve yeterli kosullar incelenmistir.

Tez olusturulurken arastirilan konu ile ilgili kiitiiphane ve internet ortaminda bir ¢ok kitap
taranmig ve bir cok makale kronolojik olarak incelenmigtir. Olusturulan tezin dokiiman

haline getirilmesi i¢in Latex programi kullanilmisgtir.
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4 BULGULAR

[12] [15] [16] [23] R" n-boyutlu Oklid uzay1, x,u € R" o.ii (x,u) i¢ ¢arpim ve (x,u) x,u’nun
ikilisi olsun. G : R?" = R" bir ¢ok degerli doniisiim ve ¢ : R?* — RU {+oo} tek degerli
fonksiyon oldugunu varsayalim.

Bizim ana aragtirmamiz yoriingeye ve tiirevine uygulanan gecerli kisitlamalar ile ikinci

mertebeden bir tarama siirecinin optimalligi icin optimal kosullar1 elde etmektir.

minimize @ (x(T),x'(T)) 4.1)
x'(t) € =N (X' (1);C(1)) + G (x(1),X' (1)) , 1 €[0,T] (4.2)
(x(r),X'(1)) € C(z) (4.3)
x(0) =xo , ¥ (0)=vg, (x0,v0) € C(0) 4.4

Problem ¢ (x(T),x'(T)) Mayer problemini minimize edecek sekilde r = 0 (4.4) simr
kosullarint ve [0,7] araligimin hemen her yerde (4.2) ikinci mertebeden diferansiyel
icermeleri saglayacak bir () yoriingesi bulmaktir. Burada C(r) C R"” x R" hareketli,

konveks degerli, kapal1 bir kiimedir.

Ikinci mertebeden ayrik Mayer problemini ele alalim

minimize V(xp_1,x7) 4.5)
Xt42 € Q(xt,xt+1) , 1=0,..,T-2 (4.6)
(X, X011 —x¢) € G 4.7)
xXo=0ay , x1=/o (4.8)

Burada x, € R", W(.,.) : R" x R” — R! U {40} reel degerli fonksiyon, Q : R?* — P(R")
bir ok degerli doniisiim ve 7' sabit dogal sayidir. {x;}_y = {x; : 1 =0,1,..., T} (4.5) —
(4.8) problemi i¢in uygulanabilir yoriinge olarak adlandirihir. Eger Q konveks ¢ok degerli
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fonksiyon ve W(.,.) bir has konveks fonksiyon ise (4.5) — (4.8) ayrik problemi konvekstir.

Tamm 4.1. (Regiilerlik Kosulu)[26] Q(x,u,t) = —Nc¢()(u) + G(x,u,t) olsun. Bir {x,}tT:()
uygun ¢ozimi

a) (x;,X41,%42) € iclgph O(.,1)], t =0,...,T — 2 (bir ¢ harig olabilir) ve v, (x7_1,xr)’de
stirekli

b) (x¢,Xr+1,X42) € ri(gphQ) , (xr_1,x7) € ri(dom y)
kosullarindan birini sagliyorsa tarama siirecli konveks problem regiilerlik kosulunu saglar

denir.

4.0.1. Ayrik Icermeler icin Gerekli ve Yeterli Kosullar

[15] [16] [23] Ikinci mertebeden ayrik konveks (4.5) — (4.8) problemini diisiinelim.

T+1) T+1)

Asagidaki konveks kiimelerde R"( uzayinda w = (xp,X1,...,x7) € R" bir vektor

olsun.

Sy ={w = (x0,x1,...,x7) | (¢, X% +1,%42) € gph O}
R, ={w]| (xt,x41—x) € G}
t=0,1,..T—2,
My = {(x0,x1,..,x7) | X0 = 00}
My = {(x0,x1,...x7) [ x1 = Po} ,
Ik olarak Kg (w), Kj{,lo(w) ve K (w) dual konilerini hesaplamaliy1z.

Yardimcr Teorem 4.2. [15] [16] [23] (X, X141, --,X42) € gph Q 0. Kgpp o (X¢3 Xt 41, -, X142)

teget yonler konisi olsun. Oyleyse

K 00) = {0 = (5550, 0) | (3010 12) € K 0041, 12) |

Ispat: Eger yeterince kiicik A > O i¢cinw+Aw € S; , t =0,...,T —2 ise yani eZer yeterince
kiiciik A > 0 icin (x; + A%, X1 + AXy41,X42 + AX42) € gph Q ise w € K, (w) dir. Yani ;

Ks, = {W = (%0, %1,.... X7 | w+w € S/}
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= {(xo+AXo, x| + AX1,...,.x7 + AXr) € §;}
= {(x + A%, X 41 + AXi 41, X142 + AKX 12) € gph O}
= {(x, X1, %42) + A (X1, %11, %42) € gph O}

O halde;
(Xtaxl+1>-ft+2) € Kgth (xtaxt+17xt+2) , I = 07 17 T =2

Dual koni tanimindan w* € Kg (w) ise ancak ve ancak

T
(W, w) = Z (xg, %) >0, Yw e K, (w)
k=0

Bu durumda w vektoriiniin Xy , k # ¢, + 1, + 2 bilesenlerinin keyfiliginden yukaridaki
esitsizlik k # 7,1+ 1,1 + 2 i¢in x; = 0 oldugunda gerceklenir. Oyleyse son esitsizlik

(o %) 4+ (K ) + (0, %42) >0,

seklinde yazilabilir. Burada (&,x,7%1,%72) € Kgph @ (X7, Xi41,%42) dir.

(x;k,x:‘ X +2) € K;ph G (%1, X111,X42) elde edilir. Boylece lemmanin ispati tamamlanmustir.

[23] Diger yandan xo = ¢ , w+w € My ise ancak ve ancak Xy = 0 dir. Sonug olarak
Ky, (w) = {w = (%o, ...,xr) : o =0}.

Bu nedenle
Ky, (W) = {w" = (xg,x7,...,x7) [ =0, t=1,2,...,T}.

x1 = i oldugunda K} (w) 1n hesaplamasina benzer sekilde, asagidaki ifadeleri elde ederiz:
Ky, (w) = {w = (%o, ....xr) : X1 =0}.

Ky, (W) ={w" = (xg,x7,...,.x7) [y =0, t £ 1}.

Yardime1 Teorem 4.3. [16] p€ R, , t = 1,...,T —2 olsun. O halde p’de R; icin teget yonler
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konisi ve dual koni sirasiyla

=
S
||

{]3 = (Xo, Xy X1, ...,XT) | (X[,)E[+1 —)f;) - KC, (x,,xtﬂ —x,) , Xi € R , k 75 t,t+ 1}

z(p)= {p* = (x5, x7) | (5142757 ) €KE (X1 —x) , xp =0, k#A1,0+1}

seklinde ifade edilir.

Ispat: ik olarak herhangi bir r = 1,2,...,T — 2 icin verilen bir p noktasinda R; teget
yonler konisi i¢in Ky (p)’yi hesaplayalim. Teget yonler konisinin tanimindan Ky (p)
yeterince kiigik A > 0 i¢in p+ Ap € R, o.s p = (X, ...,Xr) noktalarindan olusur. Bu
durumda R,'min formiilinden son igerme (x,+ A% , (X1 +A% 1) — (5 +A%)) € Ce
es degerdir, yeterince kiicik A > 0 ve k # t,t + 1 o.i x; icin saglanir. Boylece,
(¢ + A%, (X1 +AX41) — (xx+A%)) € C; *dan dolay1 (%,% 41 — %) € Ke, (X, X1 — X¢)
elde ederiz ve x; k #1t,t+ 1 icin keyfi oldugundan o halde x; € R" | k #¢,1+ 1 dir. Boylece,

KRt(p) = {p_ = ()EO, ...)?t,)th, ...,)ET) | (Xt,)z[+1 —X;) - KC[ (.xl,xt+1 —x,) 3 )zk - Rn 5 k ?é t,t"— 1}

Diger yandan, dual koni tanimindan p* € K ;’%t (p) ancak ve ancak

T
(p*p) =Y (x5.%) =0, Vp = (Xo,.. %, Kiq1, ... %7) €Ky (p) , 1 =1,2,...,T =2

k=0
ya da esit olarak ancak ve ancak her (%,%4+1 — %) € K¢, (x,X4+1 —x;) icin ve k # t,1 + 1 o.ii

keyfi Xy icin
(x5, %0) 4 o (6, 5) 4+ (X K1) o+ (5, %) >0

elde edilir. X , k # ¢, + 1 bilesenlerinin keyfiliginden , son esitsizlik
(xf,%) 4+ (xF_{,%41) > 0 ifadesine indirgenir ve yeniden diizenlemelerden sonra herhangi
(%, X1 — Xt) € Ko, (X¢, %041 — x¢) icin <xt* +x;‘+l,)?t> + <x;k+l,)2t+1 —Xt> > 0 esitsizligi elde

edilir. Yukandaki esitsizlik (x; +x7, 1,x7 ) € K¢, (%1, %41 — %) oldugunu verir. Bu yiizden
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K3 (p) konisinin dual konisi i¢in arzu edilen iligki elde edilir.

Teorem 4.4. [15] [16] [23] Q ve ¥(.,.) swrasiyla {x?}[TZO uygulanabilir yoriingesinin
noktalarinda konveks doniisiim ve siirekli konveks fonksiyon olsun. {%(r)}!_, nin (4.5) —
(4.8) probleminin optimal y6riingesi olmast igin

D) (F—uw =¥ u —¢) €0 (X s (B, X1, %42)) , 1 =0,1,2,..T 1

(% +¢56") € KG (B, X1 — %) , 1=1,2,..,T — 1

il) (uyp_,—xp_,,—x7) € AOW(Xr—1,%r)

ayrik Mahmudov eslenik icermesi ve transversallik kosullarini saglayan hepsi aym anda
stfir olmayan x;', x., uf t =0,1,...,T — 1 vektorlerinin ve A € {0, 1} sayismnin var olmasi
gereklidir.

Ve eger regiilerlik kosulu bu kosullar i¢in saglaniyorsa {ft};T:o yOriingesinin optimalligi icin
yeterlidir.

Ispat: g(w) = W(xy_1,xr) ile gostererek, bu problemi geometrik kisitlamali probleme
indirgeyecegiz.

(4.5) — (4.8) problemimiz P’nin konveks kiime oldugu

minimize g(w)

T-2
P=()SNMyNM;NR,
=0

ifadesine esdegerdir. Bu teoremin hipotezinden {x;} ,TZO optimal yoriingedir. Dolayisiyla
w = (xXp,X1, ..., %) bu geometrik problemin ¢6ziimiidiir. [22]’deki Teorem 3.4’ten elde edilen
sonu¢ P konveks matematiksel programlamasi i¢in gerekli optimal kosulu saglar. Bu teorem
ile hepsi ayni anda sifir olmayan w*(¢) € Kg (W) , t =0,1,,....T —2, w*(0) € Ky, (W)
w*(1) € Kjy, (W) vektorleri ve A € {0, 1} sayis1 vardir dyle ki

T2

A% = Y (wH (@) + 0" (1) +whHwi, w € dyug(W) (4.9)
t=0

¥ fonksiyonunun tammindan w** € 9,,g(W) vektorii w¥* = (0, ...,0,%_,,%;) formundadir.
Burada (%._,,%;) € 0¥ (%r_1,%7) t =0,1,....,T -2 ve 5y =0 , W(¥r_;,Xr) Yardimci

Teorem 4.2’den

w*(t) = (0,...,0,x7(t),x7, 1 (t),%,5(2),0,...,0)
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(o (1), 2741 (1),5742(2)) € Ky o (R y By 1,%142) 5 £ =10,1,...,T =2 (4.10)
W () = (0,...,0,% (1), %, (t),%,5(1),0,...,0),

(&7 () + 51 (0), 571 (1)) € KE (%, %1 — %) , 1=0,1,...,T =2

wg = (a*,0,...,0)  w}=(0,b",0,...,0)

burada a*,b* € R" dir.
Simdi (4.9) y1 kullanarak asagidaki denklemler bulunur:

0=a"+x,(0)

0= b* +x;(0) (4.11)
O=x;(t)+x/(t—1)+x(t=2)+ %5 () +% (1) t=2,...,T-2

Yerel eslenik doniisiimiiniin tanimindan ve (4.10)’deki ikinci formiiliizasyondan sunu elde

ederiz.

(x5 (2),x71 (1)) € OF (=% 0 (1) (%, Frg1,%42)) t=0,1,...,T =2 (4.12)

(4.11)’in 3.ifadesinde yeni xj, | (t) + X7, | (1) = u)y , —x/H(t) =%, , X (1) =g ve
x5(t) =7y t=0,1,...,T —2 notasyonlarini kullanarak (4.12)’ten

(x5 —uy =% ui o —6F) € O (xfy0: (B, Bry1,%40)) 1=0,1,..,T =2 (4.13)

elde ederiz. Burada (¥ +¢',g") € K¢, (%,%+1 — %) , t=1,..,T —2. Diger yandan
(4.13)’deki ifadeyi t = 0 i¢in

(—a*,b*) € Q" (x3; (%2, %1,52))

seklinde yazabiliriz.

Sonug olarak t =T — 1 ve t =T ani icin
Axp_y=xr (T =2)+xp_ (T -3)

Axp =xp(T —2)
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ya da kabul ettigimiz notasyonlarla birlikte

=% * *
AXp_y =up_y —Xr_
% *
AXp = —xr.
Boylece

ATy, 55) € Ad¥(Fr_1,57) , yani

(l/lf;il —x;717—x;) S Aaq“(iT_] ,)ET).

Teoremin ispati tamamlanmis oldu.

4.0.2. Siirekli Problemin Yaklasimi ve Ayrik Yaklasik Problemleri icin Gerekli ve
Yeterli Kosullar

[15] [16] [23] h, t— ekseninde bir adim olsun ve x(¢) = x;(¢) [0,7T] iizerinde bir adim

fonksiyonu olsun. Asagida birinci ve ikinci dereceden fark operatorlerini tanitalim :

Ax(t) = —[x(t+h) —x(1)]

S| =

x(t+2h) —2x(t + h) + x(t)

A2(t) = L [Axt ) — Ax(r)] = 2

h
t=0,h,...T —h

Yukarida verilen diferansiyel operatorleri kullanarak (4.1) — (4.4) problemi ile biz simdi

asagidaki ikinci mertebeden ayrik yaklasim problemini iligkilendirelim:

minimize @ (x(T —h), Ax(T —h)) (4.14)
A2x(t) € =N (Ax(2);C (1)) + G (x(t), Ax(t)) , t=0,h,...,T —2h (4.15)
(x(t), Ax(1)) € C(1) (4.16)
x(0) =x0 , &x(0)=vp, (x0,v0) € C(0) (4.17)

Bunu yazmak i¢in basit bir yardimci doniisiime ihtiyacimiz olacak.
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x(t)=x, x(t+h) =u, x(t+2h) = v olmak iizere

v—2u-+x

€ ~N(,C()+G (x, u) dir.

h

—X
h

Yani v € 2u —x — h?N (u,C(t)) + h*G (x, - ) = Q(x,u) ve boylece

O(x,u) = 2u —x — h*N (u,C(t)) + h*G (x, ?) .

(4.14) — (4.17) problemini agagidaki gibi yeniden yazalim :

minimize @ (x(T —h), Ax(T —h)) (4.18)
x(t +2h) € Q(x(t),x(t + 1)) t =0,h,....T —2h (4.19)
(x(r),x' () € C(1) (4.20)
x(0)=x¢ , x(t+h)=x0+hvo=wy 4.21)

Teorem 4.4 ile (4.18) — (4.21) probleminde {x(¢)} := {X(¢) : t =0,h,...,T} yoriingesinin

optimalligi i¢in
minimize @ (x(T —h), Ax(T —h))

(hx(t),x(t+h)—x(t)) € hC(t)
(V' () +67(1),67(1)) € Ky (hx(t),x(1 + 1) +x(1))
(@) —u(t) =y (1) , w (1 42h) = (1)) € Q" (1 +2h) ; (%(r),X(h),%(1 +2h)) (4.22)
t=0,h,.. T —2h
0.s hepsi ayni1 anda sifira esit olmayan A = A;, € 0,1 sayisinmn ve {x;,u*,y*,¢*} vektor

ciftinin var olmasi gereklidir.

Yukarida (4.22) bagintisindaki LAMQ*, LAMN* cinsinden ifade etmeliyiz.

Yardimer  Teorem 4.5. [16] (%(t—h),A%(t)) € C(¢r) verilmis olsun. Eger
Kpc(r) (hi(t — h),X(t) — X(t —h)) konisi (h%(t—h),%(¢) —%(t—h)) ’de hC(t) kiimesinin
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), A%(t)) *de C(t) kiimesinin

), AX(t)) konisi (¥(t

teget yonler konisi ve Kc() (¥(

teget yonler konisi ise
Kpcr) (hx(t — h),X(t) — X(t — h)) = K¢y (X(t — h), AX(t))
dir. Ayrica dual koniler arasindaki iligki
= Ké(t) (X(t —h),Lx(1))

h),x(t) — x(t —h))

KZC(Z) (hi(t -
h)) olsun. Boylece teget yonler konisinin

A

ile tanimlanir.

(%,9) € Knc(r) (hx(t —h),%(1) — (1 —
h)+ Ay) € hC(t) elde edilir. Bu

) € C(t) igermesine es degerdir. O halde
— h)) elde edilir.

Ispat:
tanimindan (h)E(t — )i—)»x x(t) — _(
(%t —h) + ;L_ x(t) — 2(f—h)+)%
(55) € Kot (3101, 850) den (1.5 € Koy (0 -1, T
Tersine, (X,5) € K¢ (¥(t —h),A%(t)) alahm , Syleyse teget yonler konisinin tanimi
—h)+AX, W—l—ly) C(t) dir. Son icermenin her iki tarafin1 &
X,%(t) —%(t —h)+ Ahy) € C(r) ya da bir bagka deyisle elde
(t —h)) icermesi

ile | x(
ile carparak (h¥(r —h)-+ Ahx,x(t)
h), Ax(1)) iliskisi elde

edilir. Boylece, konilerin ozelliklerinden (X,3) € Kjc(y) (h%(t —h),%(t)
¥t —h)) = Kegy (%t —

saglanir. Nihayetinde Kj,c () (hi(t — h), X()
Dual koniler arasinda iligki de Mahmudov ve Cicek’in [16] makalesindeki Yardimci Teorem

edilir.
T — h,T uygulanabilir

4.1°deki gibi ispatlanmaktadir.
,t=0,h,...,

Teorem 4.6. [16] Q ve ¢ sirasiyla x’e gore ve {x(¢)}
yoriingesinin noktalarinda konveks fonksiyon ve siirekli has konveks fonksiyon ve
(4.17) ayrik yaklasim probleminin

C C R"” x R" konveks kiime olsun. {%(¢)} nin (4.14)

opt_imal yoriingesi olmasi i¢in
(A2 (1) = D™ (1 = h) = (1), V" (1) = £7(1)) € Q" (" (1 +2h); (X(r), A% (1), A%%(1))
(1™(1),67(1)) € K¢ (X(1)), (1)) , t =0,h,... T —h, T
(1)) € 2T —h), A_X(T))

V(T — ) + Ax* (T — ), —x
X (t+2h))

Azf(t) S QArg(i(t)vﬁ)z( )
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ikinci mertebdeden yaklasik Mahmudov eslenik icermesi ve transversallik kosullarini
saglayan hepsi ayni anda sifir olmayan {x(¢)*, v(t)*, u(t)*, £()*} , t =0,1,...,T —2

vektorlerinin ve A € {0, 1} sayisinin var olmasi gereklidir.

Ispati Mahmudov ve Cicek’in [16] makalesindeki Teorem 4.3’e benzer sekilde
yapilmaktadir.

Yardimar Teorem 4.7. [15] [16] [23] G konveks ¢ok degerli fonksiyon, N (x'(7);C(t))
Clarke normal konisi olsun. Bu durumda Hyp , H; ve Hy arasindaki bagint1 asagidaki gibidir:

Ho(x,u,v*) = Qu—x,v*) +h*Hy (u,—v*) + h*Hg <x, uﬂ’*)

Ispat:Q bir cok degerli fonksiyon , v =2u —x—v| — vy , v; € h*N (u,C(t)) ,
—vy €W2G (x, -

olsun. Hamilton fonksiyonunun tanimu ile
Hp(x,u,v*) =sup{(v,v*) : ve Q(x,u)}
14

=sup {Qu—x—vi—v,v") 1 v € RN (u,C()) , —vp € th(u,C(t))}

V1,2

= Sup {<2M—X,V*> + (v, =V )+ (=v2,v*) vy € BN (u,C(1)) , —v2 € B*G (x, u—x) }

Vi,V2 h

= Qu—x,v*)+hsup{(vi,—v*) : vy EN(u,C(f))}JrhzsuP{<_V2’V*> P ERG (x’u_x)}

V1 %) h

—vy = v3 olarak diistintirsek

= Qu—x,v") —|—h2HN(u, —v) +/’12HG <X, - _x, —v*)

elde edilir. Yardimci Teorem 2.103 ve Teorem 2.104’dan

Q" (x,u,v*) = Iy yyHn (4, —v*) + 9y 1 Hi (x, - _x,v*) .

Burada u € dom Hy(.,—v*) i¢in 0y, Hy (u, —v*) = {(0,0) } dir.[26]

[26], Yardimci Teorem 2.103 ve Teorem 2.104’dan
QF (x*(t +2h); (%(1), Ax(t), A%%(t)) = Ny (=X (t+20); (AX(1), A%E(1))
+G(x*(t+2h)) , (X(t), AX(t), A*@(t)), burada
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>
)

=

=
Il

N2+ AN?@(t) , t =0,...,T —2h ve
A?T(t) € —Ney (A%(1)) ; Azw(t)) G(x(t); AX(t)) dur.

Teorem 4.8. G(.,) : R?” = R" konveks kiime degerli bir doniisiim ve ¢ : R?" — R" U {oo}
bir HKF olsun. C(¢) kapali, konveks, hareketli bir kiime olsun. Bu durumda (4.14) —
(4.17) AYP’nin {%(r)} yoriingesinin optimalligi i¢in gerekli kosul A € {0,1} sayisinin ve
{x*(¢),x*(t)} ayn1 anda sifir olmayan vektorlerin var olmasi dyle ki

i) (A2x* (1) + Av(1),v (1)) € G* (x* (¢ +2h); (X(2), Ax(1), A2 (1),t) + Ko (%(1), Ax(1))

t =2h,..t—2h

i) A?%(t) € —Ne (AX(1)) s A0(t)) € G(E(1): AX(1) 1),

N2E(t) = N2 E() + A2@(t) , t =0,....,T —2h

N?E(t) € =Ny, (AX(t); —x* (¢ +2h))

i) V(T — h) + Ax™(T), —x*(T)) € 2941y @(X(T — h), AX(T — h))

Dahasi, regiilerlik kosulu altinda bu kosullar {%(¢)} optimalligi i¢in ayn1 zamanda yeterli

olmaktadir.

Teorem 4.9. [16] (2.6) — (2.9) KP’de X(¢) yoriingesinin optimalligi icin gerekli kosullar
t =T bitis noktasinda

D) (7(1) 7 (1,07 (1)) € G (¥ (1): (80, 2 1), @(1))) + K (500, #(0)) £ € 0,7

i) (1 (T) +x7(T), —*(T)) € 99 (£(T), #(T)

iii) @ (1) € Garg (%(1), %' (1):x(¢)) , 2"(t) € =Ne(arg (¥ (1);x"(2) , £ € [0, T]

ikinci mertebeden Mahmudov eslenik icerme tipi icerme , transversallik kosullarim
saglayan ve verilen bir noktada bostan farkli G* yerel eslenik doniisiimii saglandigi
kosulda {x*(¢),v*(t)} , t € [0,T] mutlak siirekli fonksiyonun ¢iftinin var olmasidir. Burada
Garg (x,u,v*) = {v e (x,u) | (v,v*)=H(x,u,v*)} kimesi G ¢ok degerli doniisiim i¢in bir
argmaximum kiimedir. Ayrica TYS da saglansin. Burada x*(¢) , r € [0,T] nin birinci
mertebeden tiirev ve x*(.) € L}([0,T]) ile birlikte mutlak siirekli bir fonksiyon oldugunu

varsaytyoruz. Ayrica v*(r) , t € [0,T] mutlak siirekli ve v/(.) € L}([0,7]) dir.

Teorem 4.10. [12] Problemimizde

N
C:=()Ci, Ci: {xeR"| (x],x) <¢;} (4.23)
i=1

formundaki C ile birlikte G : C x U = R" kiime degerli doniistimii

G(x,x') = —NX;C)+ f(x,x) , Vxe C
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seklinde verilsin, R(x) := N(x';C) ile gosterilsin ve ayrica f’nin referans noktalari etrafinda

C' sinifindan oldugunu varsayalim. O halde herhangi (x,x') € C x U ve w+ f(x,x) igin

G*(x,x',w)(w) C {Z = (fo(x,x')*w— Z }/ixf,vx/f(x,x')*w> } (4.24)

JEL(w)Ulsw

burada w € dom R*(x,w+ f(x,x)),
Io(w):={i€l(x)| (x{,w) =ci}

L(w):={ielx)| x',w)>c},weR"
vei€lp(w)iciny; € R, i€ I-(w)igin % > 0 dir.

Ayrica (4.24) bir esitlik ve dom R*(x,w + f(x,x)) olarak

dom R*(x,w+ f(x,x)) = {w |34 >0, w+ f(x,x)= Y %, 4 >0= (xj,w) :c,}
i€l(x)

ile hesaplanabilir.
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5 TARTISMA VE SONUC

Bu tezde ikinci mertebeden bir tarama siirecinin optimalligi i¢cin gerekli kosullar iizerine
durulmustur. Ik olarak konveks kiime, normal koni gibi konveks analizdeki temel tanim
ve teoremlere deginilip sonrasinda ¢ok degerli fonksiyon, eslenik fonksiyon, ayrik
diferansiyel icermeli optimizasyon problemleri hakkinda bilgiler verilmistir. Tarama
siirecleri konusu ayrintilt bir sekilde ele alinmistir. Bulgular boliimiinde E.N. Mahmudov
ve B.S. Mordukhovich’in yaptig1 caligmalar 1s181inda ikinci mertebeden tarama siirecli
diferansiyel icermeli bir konveks problem ele alinmistir ve bunun sonucunda da problemin

cOziimiiniin optimalligi icin gerekli kosullara ulasilmistir.

Bu tezde konveks durumlar i¢in tarama siirecli optimizasyon problemi incelenmistir.
Konveks olmayan durumlar i¢in de benzer sekilde ele alinabilir. Ayrica farkli sinir kosullar
ve diferansiyel icermeler diisiiniilerek problem tekrar olusturulup optimallik i¢in gerek ve
yeter kosullar arastirilabilir. Bundan sonraki ¢alismalarimdaki amacim bu tezde elde edilen

sonuglar kullanarak ilerlemektir.
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