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ÖZET

Doktora Tezi

İKİNCİ MERTEBEDEN FONKSİYONEL DİFERENSİYEL
DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN SALINIM DAVRANIȘI

Adil KAYMAZ

Tokat Gaziosmanpașa Üniversitesi
Lisansüstü Eğitim Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danıșman : Prof. Dr. Ercan TUNÇ

Bu tez çalıșmasında, öncelikle ikinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler
(FDD ler) ve bu denklemlerin çözümlerinin salınım davranıșları üzerine yapılan
çalıșmaların tarihsel süreçte izlediği yol anlatılmıștır. İkinci bölümde FDD ler ve bu
denklemlerin çözümlerinin salınımına dair tanım, sınıflandırma ve
uygulamaları konusunda bilgiler verilip, FDD ler ve adi diferensiyel denklemlerin
(ADD lerin) çözümlerinin salınım davranıșlarının farklılıkları vurgulanmıștır. Bölüm
sonunda ise literatürde yer alan ikinci mertebeden farklı tip FDD sınıflarının
çözümlerinin salınım davranıșı üzerine yapılan çalıșmalara örnekler verilmiștir. Tezde
kullanılan materyal ve yöntem bilgisinin yeraldığı üçüncü bölümün ardından bulgular
ve tartıșma bașlıklı dördüncü bölüm gelmektedir. Bu bölümde sırasıyla, ikinci
mertebeden damping terimli lineer nötral, yarı lineer nötral ve lineer karma nötral
FDD sınıflarının çözümlerinin salınımına dair yeter șartlar sunulmuștur. Her alt
bölümün sonunda verilen örnekler ile elde edilen sonuçların önemi ve uygulanabilirliği
gösterilmiștir. Beșinci bölümde tezde kullanılan yöntemler ve elde edilen bulgularla
ne tür genellemelere gidilebileceğine değinilmiș olup bu tezden hareketle gelecekteki
çalıșmalarda yer alabilecek FDD sınıflarına dair tavsiyelerde bulunulmuștur.
Kaynaklar adlı son bölümle birlikte tez tamamlanmıștır.

2021, 88 sayfa
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

OSCILLATION BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SECOND ORDER
FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Adil KAYMAZ

Tokat Gaziosmanpasa University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Ercan TUNÇ

In this thesis, firstly, the path in the historical process of the second order functional
differential equations (FDEs) and the studies on the oscillation behaviors of their
solutions are explained. In the second chapter, giving the information about the
definitions, the classifications and the applications of the FDEs and the oscillation
of their solutions, the differences between the oscillatory behavior of the solutions
of FDEs and ordinary differential equations (ODEs) are highlighted. At the end
of the chapter, some examples about the studies on the oscillation behavior of the
solutions of different types second-order FDE classes in the literature are given.
After the third section, which includes the material and methodological information
used in the thesis, the fourth chapter titled findings and discussion follows. In this
chapter, the sufficient conditions about the oscillation of the solutions of the three
different FDE classes , namely, second order linear neutral, half-linear neutral and
linear mixed neutral with damping terms presented, respectively. The importance
and applicability of the results obtained are shown with the examples given at the
end of each subsection. In the fifth chapter what kind of generalizations can be
achieved through the findings obtained and the methods used in this work has been
mentioned. Also based on this thesis, some recommendations regarding the FDE
classes in the forthcoming studies have been made. The thesis has been completed
with the last chapter titled as the references.

2021, 88 pages
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1. GİRİȘ

Pek çok uygulamada, ele alınan sistemin gelecekteki durumunun geçmiș

durumlarından bağımsız olarak yalnızca mevcut durumuyla belirlendiği varsayılır.

Ayrıca ele alınan sistemin, mevcut durumun ve bu durumdaki değișim oranını içeren

bir denklemle yönetildiği varsayılıyorsa, bunun için akla ilk olarak genellikle ADD

ya da kısmi diferensiyel denklem (KDD) gelmektedir. Ne var ki daha dikkatli bir

incelemede sistemin durumunun geçmișten bağımsız ve sadece mevcut durumuyla

belirlendiğini düșünmek, gerçek duruma sadece bir ilk yaklașım olduğu ve daha

gerçekçi bir modelin sistemin geçmiș durumunu (en azından bir kısmını) da içermesi

gerektiği ortaya çıkar. Ayrıca, bazı problemlerde sistemin geçmișle bağının olmaması

anlamsızdır. Bu durum bir süredir bilinmesine rağmen bu șekildeki sistemlerin

teorisi kapsamlı olarak son yıllarda gelișmiștir. Aslında Volterra’ya [1928] kadar,

geçen iki yüzyıl boyunca elde edilen sonuçların çoğu, bazı özel denklemlerin çok

spesifik özellikleriyle ilgilidir (Hale ve Lunel, 1991).

Etkileri olan sistemler (ya da gecikmeli sistemler) teorik olarak çok ilgi çekicidir ve

uygulamaları göz önüne alındığında önemli bir sınıf oluștururlar. Sistemlerin bu

sınıfı FDD ler ile tanımlanır. Bilinmeyen fonksiyon ve onun türevlerinin, bağımsız

değișkenin farklı değerlerine bağlı olarak ortaya çıktığı FDD lerin ilk olarak 1700

lü yıllarda Euler, Bernoulli, Lagrange, Laplace, Poisson ve diğerleri tarafından

ele alındığı bilinmektedir. Bu matematikçiler için FDD lerin kaynaklarını çeșitli

geometri problemleri olușturmaktaydı (Kolmanovskii ve Nosov, 1986).

Bu yıllarda Johann Bernoulli tarafından özel bir yayılım problemindeki titreșen

kabloyla bağıntılı olarak düșünülen

y′(t) = y(t− 1)

denklemi, bilinen ilk FDD dir (Răsvan, 2006).

1800 ler ve 1900 lerin bașına kadar FDD ler üzerine nadir olan çalıșmalar 1930

ve 1940 lara gelindiğinde kökten bir değișim göstermiștir. Bu yıllarda önemli bir

dizi bilimsel ve teknik problemler, tanımlamalarında var olan farklı gecikmelerin
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hesaba katılmasını gerektirdi. Bu tipin ilk problemleri Volterra (viscoelasticity, 1909;

avcı-av modelleri, 1928-1931), Kostyzin (matematiksel biyoloji problemleri, 1934),

Callender ve Stevenson (gecikmeli sistemlerde kararsızlık, 1936), mühendislikte bir

editoryal makale (gecikmenin sönümlenme-damping etkisi, 1937), Gorelik

(mikrodalga salınım, 1939), Voznesensky ve Solodovnikov (türbin kararlılığında

hidroșokun etkisi, 1934, 1941), Bogolov (bir hidroelektrik santrali için geri bildirim

sistemleri, 1941), Sievert (hücrelerin x-ray ıșınlamasına reaksiyonları, 1941), Minorsky

(gemi sabitleme, 1942), Andronov ve Mayer (geri bildirim sistemlerinde gecikme

süresi, 1946), Kabakov ve Sokolov (buhar basıncı için kontrol prosesi, 1946), Gerasimiv

(ısı transferinde geri bildirim sistemleri, 1949) gibi pek çok araștırmacı tarafından

dikkate alındı. Uygulamada bu denli önemli problemlerin ortaya çıkması çok iyi

bilinmeyen bu denklemlerin incelenmesi için matematikçilerin yoğun ilgisini uyandırdı

ve 1950 lerde FDD teorisinin hızlı gelișimi bașlamıș oldu. Myshkis’in 1949 yılındaki

makalesi FDD lerin gelișimi üzerinde önemli bir etkiye sahipti. Myshkis’in bu

çalıșmasında bașlangıç değer problemi ilk kez doğru bir șekilde formüle edildi.

Myshkis, lineer gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklemlerin (GFDD lerin) genel

bir sınıfını tanımlayıp, çözümlerinin bazı temel özelliklerini çalıștı. Bu sonuçların yer

aldığı kitabı tamamiyle GFDD teorisine adanan ilk kitap olmuștur (Kolmanovskii

ve Nosov, 1986).

DD lerin kalitatif teorisi; denklemlerin analitik çözümlerini bulmaksızın çözümlerin

davranıșının çalıșılmasını ifade eder. Çeșitli diferensiyel denklem (DD) türlerinin

kalitatif teorisinin incelenmesine 1660 lı yıllarda kalkülüsün doğușuyla birlikte

bașlanmıș olsa da, DD ler için kalitatif teorinin bașlangıcı 1880 lerde Henri Poincare

ve Alexandr M. Lyapunov’la ilișkilendirilir (Mawhin, 1996). İyi bilindigi üzere,

tüm lineer ve non lineer DD lerin çözümlerini nümerik çözümler haricinde bulmak

genellikle mümkün değildir. Dahası FDD ler, integral denklemleri (İD leri), KDD ler

ve kesirli DD lerin çözümlerini bulmak ADD lerin çözümlerini bulmaktan çok daha

zordur. Bu nedenle dolaylı metotlara ihtiyaç duyulmaktadır. Bu yüzden çözümlerin

analitik ifadesi olmadığında DD lerin çözümlerinin kalitatif davranıșı hakkında bilgi

edinmek çok önemlidir. FDD lerin çözümlerinin salınımlı veya salınımsız olușu da
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kalitatif teoride önemli ölçüde ilgi gören problemlerin bașında gelmektedir (Tunç ve

ark., 2016).

Salınım teorisi ise 1836 da J. C. F. Sturm’un bir makalesinde yer vermesi ile ortaya

çıkmıș ve DD lerin kalitatif teorisinde yepyeni bir araștırma konusu olmuștur. O

güne kadar DD teorisi öncelikli olarak verilen bir DD in çözümlerini bulma

üzerineydi ve bundan dolayı çok sınırlıydı. Bu durumun aksine Sturm’un temel fikri,

çözümlerin geometrik özelliklerini (ișaret değișikliği, sıfırları, sınırları, salınımı gibi)

çözümlerin kendilerinden değil, direkt olarak DD in kendisinden elde etmekti. Bu

tarihten itibaren ADD lerin salınım teorisi büyük bir gelișim gösterdi. Günümüzde

ise tutarlı ve kendine yeten bir alan olarak kabul edilen DD lerin kalitatif teorisi, esas

olarak FDD lerin çözüm özelliklerinin çalıșılmasına yönelmiș durumdadır

(Grace ve Jadlovská, 2017).

FDD lerin farklı sınıflarının çözümlerinin asimptotik ve salınım özellikleri için yeter

șartlar elde etme problemleri de bir çok araștırmacı için uzun süre ilgi çekici olmuștur.

Bunun nedeni özellikle FDD lerin bilimin tüm alanlarındaki sayısız sürecin

modellenmesinde yeterli olduğunun düșünülmesidir. Nötral fonksiyonel diferensiyel

denklemler (NFDD ler) veya kısaca nötral diferensiyel denklemler (NDD ler) ise FDD

sınıflandırmasında önemli bir yere sahiptir. NDD, bilinmeyen fonksiyonun en yüksek

mertebeden türevinin hem sapma argümentli hem de sapma argümentsiz olarak

göründüğü bir denklemdir. Bu tip denklemlerin çözümlerinin kalitatif özelliklerinin

incelenmesi teorik ilginçliğinin yanı sıra kayda değer pratik bir öneme de sahiptir.

Bu önem; NDD lerin kayıpsız iletim hatları içeren elektrik ağları ile ilgili problemler

bașta olmak üzere, elastik çubuğa eklenmiș titreșen kütlelerin çalıșmalarında veya

zaman gecikmeli çok çeșitli problemlerin çözümlerinde ortaya çıkmasından ileri

gelmektedir (Grace ve Jadlovská, 2017).

Bu tezin konusu, yukarıda anlatıldığı gibi, DD lerin kalitatif teorisinde aktif bir

șekilde çalıșılan ve FDD lerin çözümlerinin salınım davranıșı konusunun bir alt

bașlığı sayılabilecek "ikinci mertebeden FDD lerin çözümlerinin salınım davranıșıdır".

Bu tezle ikinci mertebeden FDD lerin çözümlerinin salınımına ilișkin, yeni yeter

șartlarla yeni salınım sonuçları sunularak literatüre katkı sağlanmıștır. Ayrıca elde
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edilen sonuçlar literatürdeki mevcut sonuçlar ile karșılaștırılarak bu bulguların önemi

detaylı bir șekilde vurgulanmıștır.

Tezin Yapısı:

Bu tez çalıșması altı bölümden olușmaktadır.

İlk bölümde, bilhassa 20. yy. da çeșitli matematiksel modellemelerinde FDD lerle

karșılașan araștırmacıların ele aldıkları konulara dair örnekler verilmiștir. Ardından

DD lerin kalitatif teorisi ve bu alanın çalıșma konuları içerisinde yer alan FDD

lerin çözümlerinin salınımlılık davranıșı çalıșmalarının doğușu ve özellikle NDD lerin

uygulamalardaki önemine değinilmiș olup tezin yapısı ve içeriği hakkında kısa bir

bilgi verilmiștir.

İkinci bölümde bir FDD in nasıl olușturulduğu bir örnekle anlatılmıș, araștırmacıların

üzerinde çalıștığı ve modellemelerinde karșılarına çıkan çeșitli FDD lere örnekler

verilmiștir. Sonrasında ise bir DD in çözümünün salınım tanımı verilerek ADD lerin

çözümlerinin salınım teorisi çalıșmalarının izlediği yola dair kısa bir bilgi sunulmuștur.

Ardından FDD lerde görülen sapma argümentinin ADD lerinkinden farklı olarak

denklemin çözümlerinin salınım davranıșına yaptığı etki verilen örneklerle

gösterilmiștir. Bu bölümün son kısmında ise 2. mertebeden çeșitli FDD sınıflarının

çözümlerinin salınım davranıșları üzerine yayımlanmıș bazı makalelere örnekler

verilmiștir.

Üçüncü bölüm tezde kullanılan materyallerin tanıtımının ve tezde elde edilen bulgular

için uygulanan yönteme dair kısa bir bilginin yer aldığı bölümdür.

Tezin orjinal kısımlarının yer aldığı bölüm olan "Bulgular ve Tartıșma" adlı dördüncü

bölüm üç alt bölümden olușmaktadır. Bu bölümler ve içerikleri șu șekildedir:

Birinci alt bölüm, aynı zamanda 2019 yılında On oscillation of second-order linear

neutral diferential equations with damping term adıyla Dynamic Systems and

Applications, 28, no.2, 289–301 de yayımlanan makalemizde yer alan;
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z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t))

olmak üzere, ikinci mertebeden damping terimli

z′′(t) + r(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0,

lineer NDD sınıfının çözümlerinin salınım davranıșını incelediğimiz bölümdür (Tunç

ve Kaymaz, 2019a).

İkinci alt bölüm, yine 2019 yılında Oscillatory behavior of second-order half-linear

neutral differential equations with damping adıyla Advances in Dynamical Systems

and Applications, volume 14, number 2, 213-227 de yayımlanmıș;

z(t) = x(t) + h(t)x(τ(t))

ve

α ≥ 1

iki pozitif tek sayının oranı olmak üzere ikinci mertebeden damping terimli

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
+ q(t)f(t, x(σ(t))) = 0, t ≥ t0 > 0,

yarı-lineer NDD sınıfının çözümlerinin salınım davranıșını ele aldığımız makaleden

olușmaktadır (Tunç ve Kaymaz, 2019b).

Üçüncü alt bölüm ise,

z(t) = x(t) + p1(t)x(τ1(t)) + p2(t)x(τ2(t))

olmak üzere

(r(t)z′(t))′ + p(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0,

ikinci mertebeden damping terimli lineer karma NDD sınıfının çözümlerinin salınımı

üzerine; Oscillation of damped second-order linear mixed neutral differential equations
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adıyla 2021 yılında Monatshefte für Mathematik, volume 194, issue 1, 85-104 de

yayımladığımız makalenin bir kısmını sunduğumuz bölümdür (Tunç ve Kaymaz,

2021).

Sonuç ve Öneriler adını verdiğimiz beșinci bölümde, tezde yer alan FDD sınıflarının

çözümlerinin salınım davranıșlarına ek olarak ne tür ne tür farklı denklem sınıflarının

salınımına dair yeni çalıșmalar yapılabileceği belirtilmiștir. Ayrıca çalıșmada yer

alan șartların bazılarının değiștirilmesi suretiyle de yeni salınım kriterleri elde

edilebileceği vurgulanmıștır.

Altıncı bölüm ise tezimizde kullandığımız kitap, makale ve tezler için referansların

yer aldığı Kaynaklar bölümüdür.
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2. LİTERATÜR ÖZETLERİ ve KURAMSAL TEMELLER

2.1 FDD lerin Tanımı ve Uygulamaları

Bilindiği üzere ADD ler bir ve aynı argüment değeri için bilinmeyen fonksiyon ve

onun bazı türevlerini ihtiva eden denklemlerdir.

Örneğin;

F (x(t), x′(t), x′′(t)) = 0,

x′′(t) + 3x′(t) = 0

denklemleri ikinci mertebeden kapalı ve açık formdaki ADD örnekleridir.

ADD, bilinmeyen fonksiyon ve denklemdeki türevlerinin aynı t

anındaki değerlerini içeren bir denklem iken FDD ler bilinmeyen fonksiyon ve

türevlerinin, bağımsız değișkenin farklı değerleriyle verildiği

denklemlerdir. Bu anlamda FDD ler ADD lerin bir genelleștirmesidir. Literatürde

bu denklemlere aynı zamanda sapma (deviating) argümentli diferensiyel denklemler

de denmektedir (Zafer, 1992).

Örnek olarak

x′(t) = x(t− 1) + x(t/3) + 1

ve

x′′(t) + x′′(t + 3)− x(t) = 0

denklemleri sırasıyla birinci ve ikinci mertebeden FDD lerdir.

Pek çok uygulamada sistemin gelecekteki durumu için, geçmișteki durumundan

bağımsız olduğu kabul edilerek, sadece mevcut durumun belirleyici olduğu düșünülür.

Dolayısıyla böyle bir sistem bir ADD in çözümleri tarafından tanımlanabilir. Ancak

geçmișin, gelecek üzerinde önemli bir biçimde etkisi olursa, böyle durumlarda sistemin

en iyi șekilde tanımlanması için bir FDD kullanılır (Zafer, 1992).

7



Bir sürecin daha önceki zamanlardaki durumları nasıl olur da bu sürecin mevcut

durumunu direkt olarak etkiler? İyi bilinmektedir ki her bir anda, nesne sadece o

andaki durumu bilmekte ve yanlız buna tepki vermektedir. Malzemelerin hafızasını

ya da bir insanı dikkate aldığımızda, sadece mevcut andaki hafıza durumunu göz

önünde bulundurmalıyız. Bu durumu basit bir örnekle ele alalım (Kolmanovskii ve

Myshkis, 1999).

Duș sırasında, T sıcaklığındaki suyu istediği Ti sıcaklığına getirmek için sıcak ve

soğuk su giriși olan bir karıștırıcı üzerindeki kolu sağa ve sola hareket ettirmesi

gereken bir kișiyi düșünelim. Kabul edelim ki karıștırıcıdan çıkan su sıcaklığındaki

∆T değișimi, bir k sabitiyle, kolun hareket ettirilmesindeki ∆α açısı ile orantılı olsun.

Tç(t), karıștırıcıdan çıkan suyun sıcaklığını göstersin ve h sabiti de karıștırıcıdan

çıkan suyun duștaki kișinin bașına ulașıncaya kadar geçen süre olsun. Kabul edelim

ki kolun döndürülme oranı, bir µ sabitiyle, kiși tarafından algılanan su sıcaklığının

Ti den sapması ile orantılı olsun. Kiși t anında karıștırıcıdan t − h anında çıkan

suyun sıcaklığını hissettiği için,

α′(t) = −µ[Tç(t− h)− Ti]

buluruz. Bu ise Tç sıcaklığı için șu șekilde bir eșitlik verir:

T ′
ç(t) = −kµ[Tç(t− h)− Ti]

Bu da tipik bir (gecikmeli) FDD dir (Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Bu örneğin ardından așağıda vereceğimiz diğer örneklerle, araștırmacıların

karșılaștıkları farklı problemlerin FDD lerin çeșitlenmesi üzerindeki etkilerini

göreceğiz.

Geçmișe bağımlılığın fonksiyonun türevinde değil sadece kendisinde görüldüğü bir

diferensiyel denklem, geçmiș bağımlılığı olan FDD lerin en basit tipidir. Bu tipteki

FDD lere gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (GFDD) denir (Hale ve Lunel,

1991).

Örnek olarak,
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x′(t) = F (t, x(t), x(t− r))

verilebilir. Bu FDD in kontrol problemleri üzerindeki fiziksel uygulamalarının

incelenmesi için Minorsky’e bakılabilir (Hale ve Lunel, 1991).

Lord Cherwell asal sayıların dağılımı üzerine yaptığı bir çalıșmasında

x′(t) = −αx(t− 1)[1 + x(t)]

GFDD i ile karșılașmıștır. Bu denklemin varyasyonları ayrıca tek bir türün gelișim

teorisindeki modelleri olarak da kullanılmıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Dunkel tek bir türün gelișimine dair daha genel bir FDD i

x′(t) = −α

[∫ 0

−1

x(t + θ)dη(θ)

]
(1 + x(t))

önermiștir (Hale ve Lunel, 1991).

Bu çalıșmalardan çok daha önceleri Volterra, avcı-av modelleri çalıșmasında,

denklemlerdeki tüm sabitler ve fonksiyonlar negatif olmayan, x ve y sırasıyla avcı

ve av sayılarını göstermek üzere;

x′(t) =

[
ε1 − γ1y(t)−

∫ 0

−r

F1(θ)y(t + θ)dθ

]
x(t),

y′(t) =

[
−ε1 + γ2x(t) +

∫ 0

−r

F2(θ)x(t + θ)dθ

]
y(t)

integro-diferensiyel denklemlerini incelemiștir (Hale ve Lunel, 1991).

Benzer modeller için, Wangersky ve Cunningham, avcı-av modelleri için ayrıca;

x′(t) = αx(t)

[
m− x(t)

m

]
− bx(t)y(t),

y′(t) = −βy(t) + cx(t− r)y(t− r)

denklemlerini de kullanmıșlardır (Hale ve Lunel, 1991).

Bitkilerin, özellikle ayçiçeği olmak üzere, çevre mutasyonunu açıklama girișimlerinde

Israelson ve Johnsson, α bitkinin baș kısmının dik eksenle yaptığı açı olmak üzere,

bir model olarak
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α′(t) = −k

∫ ∞

1

f(θ) sin α(t− θ − t0)dθ

denklemini kullanmıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Uygun varsayımlarla

x′(t) =
N∑

i=0

Aix(t− Ti)

bir boyanın merkezi bir depodan karıșımını tanımlamak için elverișli bir model

olușturur (Hale ve Lunel, 1991).

Bir büyükșehirde kızamık hastalığının yayılmasını tanımlayan bir girișimde London

ve Yorke, S(t), t anında duyarlı bireylerin sayısı, γ nüfusa katılan bireylerin oranı,

β(t) nüfusun karakteristik fonksiyonu olmak üzere;

S ′(t) = −β(t)S(t)[2γ + S(t− 14)− S(t− 12)] + γ

denklemi ile karșılașmıșlardır (Hale ve Lunel, 1991).

x′(t) = −
∫ t

t−r

a(t− u)g(x(u))du

denklemi ise Ergen tarafından nükleer reaktör yakıtının bir dolașım teorisinde

karșılașılmıș, Levin ve Nohel tarafından da kapsamlı șekilde çalıșılmıștır (Hale ve

Lunel, 1991).

Triyot osilatöründeki iletim zamanını göz önüne alan Rubanik, τ gecikme

argümentli

x′′(t) + αx′(t)− f(x(t− r))x′(t− r) + x(t) = 0

Van der Pol denklemi ile karșılașmıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Salınım sistemleri arasında gecikmeli bağlantıları ele alan Starik ise
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y′′(t) + [w2 + ελ sin φ(t− r1)]y(t) = −ε[hy′(t) + γy3(t− r2)]

Iφ′′(t) = ε[L(φ′(t))−H(φ(t)− σ2
1y

2(t− r3) cos φ(t))

− σ2 sin φ(t)− σ3 cos φ(t)]

sistemini ele almıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Optimal kontrol teorisinde Krasovskii

x′(t) = P (t)x(t) + B(t)u(t)

y(t) = Q(t)x(t)

u′(t) =

∫ 0

−r

d[η(t, θ)]y(t + θ) +

∫ 0

−r

d[µ(t, θ)]u(t + θ)

sistemini kapsamlı bir șekilde çalıșmıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Boyutsuz değișkenlerde bir vakum tüpü içindeki salınımın modellendiği bir denklem

örneği olarak da

x′′(t) + 2rx′(t) + w2x(t) + 2qx′(t)(t− 1) = ε(x′(t− 1))3

damping terimli (birinci mertebeden türevi içerdiği için) denklemi verilebilir

(Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Son olarak da gecikmeli bir oto jeneratörünün ve ikinci dereceden filtrelerin dinamiği

x′′(t) + 2δx′(t) + x(t) = f(x(t− h))

denklemi ile verilmiștir (Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

FDD lerin uygulamadaki bu örneklerinin dıșında gecikme (ya da ileri) argümentinin

bağımsız değișkende ortaya çıktığı gibi aynı zamanda türevinde de görüldüğü

denklemler mevcuttur. Bunlara NFDD ya da NDD adı verilir. Aralarında bağlantıları

olan iki ya da daha çok basit salınımlı sistem çalıșmalarında ortaya çıkan bu tür

problemleri çalıșmak daha zordur. NDD lerin ortaya çıktığı problemler için de șu

örnekler verilebilir (Hale ve Lunel, 1991).
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Rubanik bir elastik çubuğa bağlı titreșen kütleler çalıșmasında

x′′(t) + w2
1x(t) = εf1(x(t), x′(t), y(t), y′(t)) + γ1y

′′(t− r),

y′′(t) + w2
2x(t) = εf2(x(t), x′(t), y(t), y′(t)) + γ2x

′′(t− r)

denklemi ile karșılașmıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Elektrodinamikte çarpıșma problemi çalıșmasında ise Driver,

g(t) ≤ t

olmak üzere,

x′(t) = f1(t, x(t), x(g(t))) + f2(t, x(t), x(g(t)))x′(g(t))

tipindeki sistemleri ele almıștır (Hale ve Lunel, 1991).

Genel olarak Euler denklemleri bazı uygun sınır șartları ile

x′′(t) = f(t, x(t), x(t− r), x′(t), x′(t− r), x′′(t− r))

formundadır (Hale ve Lunel, 1991).

Bu örneklerle de görüldüğü gibi uygulamadaki farklı problemlerin modellemelerinde

büyük oranda FDD ler ile karșılașılmaktadır. Bu örneklerin benzerleri ve de farklı

türdeki pek çok FDD örneği için, okuyucuya Kolmanovskii ve Myshkis (Kolmanovskii

ve Myshkis, 1999), Kolmanovskii ve Nosov (Kolmanovskii ve Nosov, 1986) ve Hale

ve Lunel (Hale ve Lunel, 1991) referans olarak verilebilir.

2.2 FDD lerin Sınıflandırması

Önceki kısımda örneklerini de verdiğimiz gibi araștırmacıların çalıșmalarındaki

problemlerin modellemelerinde karșılarına çok değișik türden FDD ler çıkmaktadır.

Problemin cinsine göre sapma argümenti bazen fonksiyonun kendisinde, bazen

fonksiyonun türevinde bazen ise her ikisinde de bulunur. FDD üzerinde yapılan
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çalıșmaların her denklem türüne göre farklılıklar göstermesi FDD leri doğru șekilde

sınıflandırmanın gerekliliğini ortaya koymaktadır.

FDD ler bağımlı değișken ve türevlerindeki değișken sapmalarına göre farklı tiplerde

isimlendirilirler.

Buna göre:

Gecikmeli (delayed) fonksiyonel diferensiyel denklemler (GFDD ler), denklemde

bulunan bağımlı değișkenin en yüksek mertebeden türevinin, argümentin bir tek

değerine bağlı olduğu ve bu argümentin denklemde görülen bilinmeyen fonksiyonun

ve türevlerinin argümentlerinden daha küçük olmadığı denklemlerdir (Zafer, 1992).

Örneğin;

x′(t) = x(t− 5) + x(t/4) + 3

2x′′(t) + x(t− π) = 0

denklemleri GFDD lerdir.

İleri (advanced) fonksiyonel diferensiyel denklemler (İFDD ler), denklemde bulunan

bağımlı değișkenin en yüksek mertebeden türevinin, argümentin bir tek değerine

bağlı olduğu ve bu argümentin denklemde görülen bilinmeyen fonksiyonun ve

türevlerinin argümentlerinden daha büyük olmadığı denklemlerdir (Zafer, 1992).

Örneğin;

x′(t) + x(t + π) + x(t2 + 1) = 0

x′′(t) + x′(t + 5) = 7x(t) + 10

denklemleri İFDD lerdir.

Karma (mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemler (KFDD ler), denklemde bulunan

bağımlı değișkenin en yüksek mertebeden türevinin, argümentin bir tek değerine

bağlı olduğu ve denklemde görülen diğer argümentlerin bazılarının bu argümentten
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daha büyük ve geri kalanlarının da bu argümentten daha küçük olduğu denklemlerdir

(Zafer, 1992).

Örneğin;

2x′(t) = x(t− π) + 3x(t + π)

x′′(t) + x′(t− 2)− x(t + 3) = 0

denklemleri KFDD lerdir.

Son olarak nötral (neutral, kararsız) diferensiyel denklemler (NDD) ise, denklemde

bulunan bağımlı değișkenin en yüksek mertebeden türevinin, hem sapma argümentli

hem de sapma argümentsiz ortaya çıktığı denklemlerdir (Zafer, 1992).

Örneğin;

x′(t) + x′(t− 1) = 2x(t),

x′′(t) +
1

2
x′′(t + π)− 1

4
x(t− π) = 0

ve

z(t) = x(t) +
1

2
x(t− 1) +

1

2
x(t + 2)

olmak üzere

z′(t) + 2z(t) = 5

denklemleri de NDD lere örnek olarak verilebilir. NDD ler, denklemlerdeki bağımlı

değișkenin en yüksek mertebeden türevinde görülen sapma argümentlerine bağlı

olarak ayrıca sınıflandırılabilir. Buna göre yukarıdaki ilk denklem gecikmeli nötral

diferensiyel denklem (GNDD), ikinci denklem ileri nötral diferensiyel denklem (İNDD)

ve üçüncü denklem ise karma nötral diferensiyel denklem (KNDD) sınıfında yer

almaktadır (Zafer, 1992).

Bir FDD in t nin bazı değerlerinin kümesi üzerinde yukarıda anılan denklem

sınıflarından birine, t nin farklı bazı değerlerinin kümesi üzerinde ise bir diğerine

ait olması da mümkündür (Zafer, 1992).
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Örneğin,

x′′(t) + x(t)− x(t + cos t) = 0

denklemi, cos t ≤ 0 șartının sağlandığı aralıklarda GFDD, cos t ≥ 0 șartının

sağlandığı aralıklarda ise İFDD dir.

2.3 Salınım Tanımı ve ADD lerin Salınım Teorisine Dair Kısa Bir Not

DD lerin kalitatif teorisi olarak adlandırılan çalıșma alanının önemli konularından

biri de diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımıdır.

Așağıdaki vereceğimiz tanım reel değerli bir fonksiyonun salınım tanımıdır. Bu

tanım farklı mertebelerden ADD ler ve farklı sınıftaki FDD lerin çözümlerinin salınım

tanımı olarak da kullanılmaktadır.

Tanım 2.3.1. x(t) : [t0,∞) → R ve x(t) 6≡ 0 olmak üzere x(t) fonksiyonunun ∀ T ≥
t0 için [T,∞) da bir sıfırı varsa x(t) fonksiyonuna salınımlı aksi halde salınımsızdır

denir. Benzer șekilde reel sayıların bir {xn} dizisi de neticede pozitif ya da negatif

olmuyorsa salınımlıdır aksi halde salınımsızdır denir (Zafer, 1992).

Tanımdan da anlașılacağı gibi așikar olmayan (x(t) 6≡ 0) bir x(t) çözümü için her

hangi bir t1 ∈ [t0,∞) için x(t2) = 0 olacak șekilde bir t2 ∈ [t1,∞) varsa x(t)

çözümü salınımlı, tüm t ∈ [t1,∞) için x(t) 6= 0 olacak șekilde bir t1 ∈ [t0,∞) varsa

x(t) çözümü salınımsızdır denir. Bir bașka deyișle salınımsız bir çözüm neticede ya

devamlı pozitif ya da negatifdir.

Bir diferensiyel denklemin çözümlerinin tamamı salınımlı ise denkleme salınımlıdır

denir.

Örnek olarak iyi bilinen;

x′′(t) + x(t) = 0

ADD i x1 = sin t ve x2 = cos t gibi salınımlı çözümlere ve
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x′′(t)− x(−t) = 0

ADD i ise salınımlı x1(t) = sin t ve salınımsız x2 = et+e−t çözümüne sahiptir (Ladde

ve ark., 1987).

Salınım teorisi, 1836 yılında Sturm’un ısı iletimi problemi çalıșmasında salınım

kavramını tanıtmasından bu yana ADD lerin kalitatif teorisi içerisinde önemli bir

araștırma alanı haline gelmiștir. FDD lerin salınım teorisi, ADD lerin salınım

teorisindeki iyi bilinen sonuçların bir șekilde FDD lere tașınmasıyla, ADD lerin

salınım teorisinin doğal bir genișlemesi halini almıștır. (Ladde ve ark., 1987).

James S. W. Wong, ikinci mertebeden

x′′(t) + a(t)x(t) = 0, t ≥ 0, (2.3.1)

ADD in çözümlerinin salınım davranıșını incelediği makalesinin (Wong, 1969) giriș

kısmında (2.3.1) denkleminin çözümlerinin salınım davranıșı üzerine yapılan

çalıșmalara dair șu bilgileri veriyor.

a(t) lokal olarak integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, eğer tüm çözümlerinin

[0,∞) da keyfi derecede büyük sıfırları varsa (2.3.1) denklemine salınımlıdır denir.

Aksi halde salınımsızdır. Sturm Ayırma Teoreminin sonucu olarak 2. mertebeden

homojen (2.3.1) denkleminin çözümlerinin bir tanesi salınımlı ise tüm çözümleri de

salınımlı ya da çözümlerinin bir tanesi salınımsız ise tüm çözümleri de salınımsızdır.

İkinci mertebeden lineer ADD lerin salınım literatürü muazzamdır. Bu sonuçların

ilklerinden biri elbette Sturm’un klasik teoremidir.

(2.3.2) ve (2.3.3) eșitsizlikleri büyük t değerleri için geçerli olmak üzere;

a(t) ≥ a0 > 0 ise (2.3.1) salınımlıdır, (2.3.2)

a(t) ≤ 0 ise (2.3.1) salınımsızdır. (2.3.3)
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Temel karșılaștırma denklemi olarak

x′′(t) + (1/4t2)x(t) = 0, (2.3.4)

Klasik Euler denklemini kullanan Kneser

t2a(t) ≤ 1

4
ise (2.3.1) salınımsız, (2.3.5)

ve ε > 0 olmak üzere t2a(t) ≥ 1 + ε

4
ise (2.3.1) salınımlı (2.3.6)

olduğunu göstermiștir.

Fite salınım için

a(t) ≥ 0 ve
∫ ∞

0

a(t)dt = ∞ ise (2.3.1) salınımlıdır, (2.3.7)

șeklinde bir integral kriteri veren ilk kișidir.

Hille (2.3.7) șartını șu șekilde tamamlamıștır:

A(t) =

∫ ∞

t

a(s)ds (2.3.8)

olmak üzere, eğer;

a(t) ≥ 0 ve
∫ ∞

0

a(t)dt < ∞ (2.3.9)

ise bu durumda

tA(t) ≤ 1

4
ise (2.3.1) salınımsız (2.3.10)

ve ε > 0 olmak üzere A(t) ≥ 1 + ε

4
ise (2.3.1) salınımlıdır. (2.3.11)

Daha sonra Wintner a(t) nin negatif olmama ek șartı olmadan da Fite’nin ifadesinin

geçerli olduğunu, yani;

lim
T→∞

∫ T

0

a(s)ds = ∞ ise (2.3.1) salınımlı, (2.3.12)
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olduğunu göstermiștir.

Wintner ayrıca,

lim
T→∞

∫ T

0

a(s)ds < ∞ (2.3.13)

șartı altında,

∫ ∞

0

exp

(
−k

∫ t

0

A(s)ds

)
dt < ∞, k = 2 ise (2.3.1) salınımlı (2.3.14)

ve

A2(t) ≤ a(t)/4 ise (2.3.1) salınımsız (2.3.15)

olduğunu ispatlamıștır.

Hartman (2.3.14) ün k = 4 için de geçerli olduğunu göstermiștir.

Diğer yandan Opial (2.3.15) i

∫ ∞

t

A2(s)ds ≤ A(t)/4 ise (2.3.1) salınımsız (2.3.16)

ve ∫ ∞

t

A2(s)ds ≥ ((1 + ε)/4)A(t) ≥ 0 ise (2.3.1) salınımlıdır, (2.3.17)

șeklinde genișletmiștir.

Mevcut bir DD in çözümlerinin salınımına ilișkin yeter șartların geliștirilmesiyle ilgili

olarak matematikçiler tarafından izlenen yola dair bir fikir vermesi açısından önemli

bulduğumuz bu bilgiler, FDD lerin çözümlerinin salınım davranıșı üzerine yapılan

çalıșmalarla benzerlik göstermektedir.

2.4 ADD ve FDD lerin Çözümlerinin Salınımlarının Karșılaștırılması

FDD lerin çözümlerinin salınım davranıșları ADD lerin çözümlerinin salınım

davranıșlarından oldukça farklıdır. Tezin bu bölümünde vereceğimiz örneklerle, bazı

ADD lere eklenen sapma argümentinin olușturulan yeni FDD lerin çözümlerinin

salınım davranıșlarında nasıl farklılıklara yol açabileceğini göstereceğiz (Özdemir,

2018).
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Bilindiği gibi birinci mertebeden lineer homojen ADD lerin çözümleri salınımlı

değilken birinci mertebeden FDD lerin çözümleri salınımlı olabilirler. Bunun için

bilinen basit bir örnekle bașlayalım (Ladde ve ark., 1987).

Örneğin, birinci mertebeden lineer

x′(t) + x(t) = 0

ADD i, x = e−t gibi salınımsız bir çözüme sahipken, birinci mertebeden

x′(t) + x(t− π

2
) = 0

GFDD i ve yine birinci mertebeden

x′(t)− x(t +
π

2
) = 0

İFDD i, x1 = sin t ve x2 = cos t șeklinde salınımlı çözümlere sahiptir (Ladde ve ark.,

1987).

İkinci mertebeden denklemlere geldiğimizde, Sturm Ayırma Teoreminden

bilinmektedir ki ikinci mertebeden lineer homojen ADD lerin çözümleri aynı

karakterdedir (bütün çözümleri salınımlıdır ya da bütün çözümleri salınımsızdır).

Ne var ki ikinci mertebeden FDD ler için bu durum genellikle doğru değildir.

Daha önce verdiğimiz örnekteki ikinci mertebeden lineer

x′′(t) + x(t) = 0 (2.4.1)

ADD i, x1 = sin t ve x2 = cos t gibi salınımlı çözümlere sahipken bu ADD e sapma

argümenti (deviating argument) ilave edilmesiyle elde edilen yeni FDD

x′′(t) + x(π − t) = 0,

salınımlı x1 = sin t ve salınımsız x2 = et−eπ−t çözümlerine sahip olmaktadır (Ladde

ve ark., 1987).
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Benzer șekilde bașka bir ikinci mertebeden lineer

x′′(t)− x(t) = 0 (2.4.2)

ADD i, x1 = et ve x2 = e−t biçiminde salınımsız çözümlere sahip iken denkleme

sapma argümenti eklenmesiyle olușan yeni FDD i

x′′(t)− x(t− π) = 0

x1 = sin t ve x2 = cos t șeklinde salınımlı çözümlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987).

Bir bașka ikinci mertebeden ADD,

x′′(t) +
1

2t2
x(t) = 0

x1(t) = t cos(ln t) ve x2(t) = t sin(ln t) șeklinde salınımlı çözümlere sahiptir. Ancak

denkleme sapma argümenti eklenmesiyle olușan yeni GFDD, t > 0 için

x′′(t) +
1

2t2
x(

t

4
) = 0

salınımsız bir x(t) =
√

t çözümüne sahiptir (Agarwal ve ark., 2003b).

Șimdi de bir FDD de bulunan damping terimin denklemin çözümlerinin salınım

davranıșı üzerindeki etkilerinin, damping terimin ADD lerin çözümlerinin salınım

davranıșı üzerindeki etkiden farklı olabileceğini göstermek için șu örneği vermek

istiyoruz.

İkinci mertebeden

x′′(t) + x(t) = 0 (2.4.3)

ADD inin bildiğimiz gibi x1 = sin t ve x2 = cos t gibi salınımlı çözümleri vardır.

Ancak (2.4.3) denklemine damping terim eklediğimizde

x′′(t)− 2x′(t) + x(t) = 0 (2.4.4)
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ADD i x1 = et ve x2 = tet gibi salınımsız çözümlere sahip olur. Yani eklenen

damping terim (2.4.3) ün çözümlerinin salınım davranıșını değiștirmiștir

(Agarwal ve ark., 2003b).

Ne var ki;

x′′(t) + x(t + τ) = 0, τ > 0 (2.4.5)

İFDD i ve damping terim eklenerek elde edilen

x′′(t)− 2x′(t) + x(t + τ) = 0, τ > 0 (2.4.6)

İFDD lerinin her ikisinin de çözümlerinin tamamı salınımlıdır (Agarwal ve ark.,

2003b). Dolayısıyla damping terim (2.4.5) in çözümlerinin salınım davranıșını

değiștirmemiștir.

Șimdi de,

x′(t) = 2x(t)− y(t)

y′(t) = x(t) + y(t)

ADD sistemini göz önüne alalım. Bu denklemin her (x(t), y(t)) çözümünün salınımlı

olduğu karakteristik denklem analizinden bilinmektedir (Erbe ve ark., 1995).

Ancak,

x′(t) = 2x(t)− y(t− 1

3
ln 4)

y′(t) = x(t− 1

3
ln 4) + y(t)

GFDD sistemi, salınımsız (x(t) = e(3/2)t, y(t) = e(3/2)t) çözümüne sahiptir. Bu

durum gecikme argümentinden kaynaklanmaktadır (Erbe ve ark., 1995).

Eklenen sapma argümentinin NDD lerdeki etkilerini görmek içinde șu örnekleri

inceleyelim. Birinci mertebeden,

x′ (t) + x

(
t− 1

e

)
= 0
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FDD i salınımsız çözümlere sahip olmasına rağmen, p ∈ (0, 1) reel bir sabit olmak

üzere,

(x(t) + px(t− 1))′ + x

(
t− 1

e

)
= 0

NDD in bütün çözümleri salınımlıdır (Erbe ve ark., 1995).

Bașka bir örnek olarak,

x′(t) + x(t− 1) = 0

GFDD inin çözümleri salınımlı iken iki farklı nötral terim eklenmesi ile olușan birinci

NDD,

(x(t) +
1

2
x(t− 1))′ + x(t− 1) = 0

salınımsız, ikinci NDD,

(x(t)− 1

2
x(t− 1))′ + x(t− 1) = 0

ise salınımlı çözümlere sahiptir. Dolayısıyla nötral terimin varlığı çözümlere salınım

karakteri verebildiği gibi ortadan da kaldırabilmektedir (Erbe ve ark., 1995).

Bu bölümün son örneği, farklı nötral terimlerin ilavesi ikinci mertebeden FDD lerin

de çözümlerinin salınım davranıșını değiștirebildiğini gösteren șu örnek olacaktır.

İkinci mertebeden,

(
e2tx′(t)

)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0 (2.4.7)

ADD i ve

(
e2t

(
x(t) +

1

2e4
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0

NDD i salınımlıdır. Ancak (2.4.7) denklemine farklı bir nötral terim ilave edilmesiyle

olușan (
e2t

(
x(t) +

1

2
x(t− 2)

)′)′
+

(
e2t +

e2t+2

2

)
x (t) = 0
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NDD in salınımlı olmayan x(t) = e−t çözümü vardır. Bu durum, nötral terimin

farklı seçiminden kaynaklanmaktadır (Agarwal ve ark., 2014).

2.5 FDD lerin Salınımına Dair Literatürde Yer Alan Çalıșmalara Bazı

Örnekler

Bu bölümde örnek olması açısından, literatürde yer alan ikinci mertebeden çeșitli

FDD sınıflarının çözümlerinin salınım davranıșları üzerine yayınlanmıș bazı makaleleri

okuyucuyla paylașıyoruz. Araștırmacıların çokça atıfta bulunduğu bu çalıșmalarda

da görüleceği gibi yazarlar belirttikleri denklem sınıflarının çözümlerinin salınımı için

sapma argümentlerine, katsayı fonksiyonlarına veya üstel sabitlerine dair bazı șartlar

koymușlardır. Bu örneklerle birlikte tezimizin sonraki bölümlerinde yer vereceğimiz

denklem sınıflarına dair elde ettiğimiz salınım sonuçlarının literatürdeki yerinin daha

iyi anlașılacağını umuyoruz.

S. R. Grace, 1992 yılında Journal of Mathematical Analysis and Applications 168,

306–318 de "Oscillatory and asymptotic behavior of delay differential equations with

a nonlinear damping term" adıyla yayınladığı makalede, n çift sayı,

f : [t0,∞)× R2 → R = (−∞,∞) sürekli bir fonksiyon ve σ ≥ τ

olacak șekilde τ ve σ negatif olmayan sabitler

olmak üzere,

x(n)(t) + f(t, x[t− τ ], x′[t− σ]) = 0

GFDD ini ele almıștır (Grace, 1992).

Y. V. Rogovchenko, 2001 yilinda Nonlinear Analysis 47, 4925–4935 de yayınladığı,

"Oscillatory behavior of nonlinear functional differential equations" adlı makalesinde

t ∈ [t0,∞) olmak üzere,

(r(t)ψ(x(t))x′(t))′ + q(t)f(x(t), x(τ(t))) = 0
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lineer olmayan FDD inin çözümlerinin salınım davranıșını çalıșmıștır (Rogovchenko,

2001).

S. H. Saker, P. Y. H. Pang ve R. P. Agarwal, 2003 yılında Dynamic Sys. Appl. 12,

307–322 de "Oscillation theorems for second order nonlinear functional differential

equations with damping" adıyla yayınladıkları çalıșmada,

a, p, q, g, σ ∈ C([t0,∞),R+), g′(t) > 0, σ′(t) > 0, q(t) > 0

f ∈ C(R,R), u 6= 0 için uf(u) > 0,

bazı pozitif k sabiti için
f(u)

u
≥ k ve t ≥ t0

olmak üzere

(a′(t)x′(t))′ + p(t)x′(σ(t)) + q(t)f(x(g(t))) = 0

FDD inin salınımını incelemișlerdir (Saker ve ark., 2003).

Y. V. Rogovchenko ve F. Tuncay, 2009 yılında Taiwanese Journal of Mathematics

Vol. 13, No. 6B, pp. 1909–1928 de "Oscillation theorems for a class of second order

nonlinear differential equations with damping" adıyla yayınladıkları çalıșmada,

t ≥ t0, r ∈ C1([t0,∞); (0,∞)), p, q ∈ C([t0,∞);R),

f ∈ C(R,R) ve x 6= 0 için xf(x) > 0

olmak üzere

[r(t)ψ(x(t))x′(t)]′ + p(t)x′(t) + q(t)f(x(t)) = 0

FDD inin salınım problemini çalıșmıșlardır (Rogovchenko, 2009).

B.Baculíková, T. Li ve J. Džurina, 2011 yılında Electronic Journal of Qualitative

Theory of Differential Equations, 74, 1–13 de "Oscillation theorems for second order

neutral differential equations " adıyla yayınladıkları makalede
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q(t), v(t) ∈ C([t0,∞), r(t), p(t), τ(t), η(t), σ(t) ∈ C1([t0,∞) ve

• r(t) > 0, q(t) > 0, v(t) > 0, 0 ≤ p(t) ≤ p0 < ∞;

• lim
t→∞

σ(t) = ∞, lim
t→∞

η(t) = ∞;

• τ ′(t) ≥ τ0 > 0, τ ◦ σ = σ ◦ τ, τ ◦ η = η ◦ τ

ve makale boyunca t →∞ iken

R(t) =

∫ t

t0

1

r(s)
ds →∞

olmak üzere ikinci mertebeden

(r(t)[x(t) + p(t)x(τ(t))]′)′ + q(t)x(σ(t)) + v(t)x(η(t)) = 0

NDD inin çözümlerinin salınım davranıșını ele almıșlardır (Baculíková ve ark., 2011).

R. P. Agarwal, M. Bohner, T. Li ve C. Zhang, 2014 yılında Annali di Mathematica

193: 1861–1875 de "Oscillation of second order Emped-Fowler neutral delay

differential equations" adıyla yayınladıkları çalıșmada

• R bütün pozitif tek tam sayıların oranlarının kümesi olmak üzere,

α, γ ∈ R;

• r ∈ C([t0,∞), (0,∞)), p, q ∈ C([t0,∞),R), 0 ≤ p(t) < 1, q(t) ≥ 0

ve büyük t ler için q(t) 6≡ 0;

• τ, σ ∈ C([t0,R), τ(t) ≤ t, σ(t) ≤ t, limt→∞ τ(t) = 0 ve

limt→∞ σ(t) = ∞

olmak üzere

(
r(t) ((x(t) + p(t)x(τ(t)))′)α)′

+ q(t)xγ(σ(t)) = 0, t ≥ t0

ikinci mertebeden Emden-Fowler NGDD ini ele almıșlardır (Agarwal ve ark., 2014).
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S. R. Grace, J. R. Graef ve E. Tunç, 2017 de Miskolc Mathematical Notes, Vol.

18, No.2, pp. 759-769 da "Oscillatory behavior of second order damped neutral

differential equations with distributed deviating arguments" adlı makaleleri

y(t) = x(t) + b(t)φ(x(τ(t))), 0 < a < b, α pozitif tek sayıların oranı ve

t ≥ t0 ≥ 0 olmak üzere

(r(t)(y′(t))α)
′
+ p(t)(y′(t))α +

∫ b

a

q(t, τ)f(t, x(g(t, τ)))dτ = 0

ikinci mertebeden dağılımlı sapma argümentli damping terimli lineer olmayan NDD

inin çözümlerinin salınım davranıșı üzerinedir. Yazarlar bu çalıșma boyunca șu

varsayımları yapmıșlardır:

•
A(t, t0) = exp

(∫ t

t0

−p(s)

r(s)
ds

)

olmak üzere r(t) azalmayan olacak șekilde p, r : [t0,∞) → R+ sürekli

fonksiyonlar ve ∫ ∞

t0

(
1

r(s)
A(s, t0)

)1/α

ds < ∞;

• 0 ≤ b(t) < 1 olacak șekilde b : [t0,∞) → R sürekli bir fonksiyondur;

• q : [t0,∞)× [a, b] → R+ sürekli bir fonksiyondur;

• τ ∈ [a, b], t → ∞ iken g(t, τ) → ∞ ve g(t, τ) ≤ t, g(t, τ) τ ya göre

azalan olacak șekilde g : [t0,∞)× [a, b] → R sürekli bir fonksiyondur;

• u 6= 0 için f(t, u)/uα ≥ µ olacak șekilde pozitif bir µ sabiti vardır ve tüm

u 6= 0 için uf(t, u) > 0 olacak șekilde f(t, u) : [t0,∞) × R → R sürekli bir

fonksiyondur;

• u 6= 0 için φ(u)/u ≤ β olacak șekilde 0 < β < 1 de bir β reel sayısı vardır

ve tüm u 6= 0 için uφ(u) > 0 olacak șekilde sürekli bir φ : R → R

fonksiyonu vardır;

• t → ∞ iken σ(t) → ∞ ve σ(t) ≤ t olacak șekilde σ : [t0,∞) → R

sürekli bir fonksiyondur.
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(Grace ve ark., 2017)

Son olarak E. Tunç ve O. Özdemir, 2019 yılında Journal of Taibah University for

Science 13, 481-489 da "On the oscillation of second-order half-linear functional

differential equations with mixed neutral term" adıyla yayınladıkları makalede, α iki

pozitif tek sayının oranı ve

z(t) = x(t) + p1(t)x(g1(t)) + p2(t)x(g2(t))

olmak üzere

(r(t)(z′(t))α)
′
+ q(t)xα(h(t)) = 0, t ≥ t0 > 0

FDD inin çözümlerinin salınım davranıșını ele almıșlardır (Tunç ve Özdemir, 2019).
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3. MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Materyal

Bu tez çalıșmasında kullanılan materyaller, KAYNAKLAR bölümünde ayrıntılı olarak

belirtilmiș olan ulusal ve uluslararası matematik dergilerinde yayımlanmıș bilimsel

makaleler, konu ile ilgili yayımlanmıș mevcut kitaplar ile yerli ve yabancı yüksek

lisans ve doktora tezleridir.

3.2 Yöntem

Bu tezde DD lerin çözümlerinin salınım davranıșı araștırmalarında en etkili

yöntemlerden olduğu kabul edilen ve literatürde sıkça kullanılan Riccati tipi dönüșüm,

integral kriteri ve integral ortalama tekniği kullanılmıștır.



4. BULGULAR ve TARTIȘMA

Tezin bu bölümü üç alt bașlıktan olușmaktadır. Bu alt bașlıklar, tezin yapısı

kısmında da belirttiğimiz gibi uluslararası dergilerde yayınladığımız üç orjinal

makalemizde yer alan çalıșmalarımızdır.

4.1 İkinci Mertebeden Damping Terimli Lineer NDD lerin Salınımı

4.1.1 Giriș

Bu bölümde,

z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t))

olmak üzere

z′′(t) + r(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0, (4.1.1)

formundaki, ikinci mertebeden damping terimli lineer NDD inin çözümlerinin salınım

davranıșını ele alacağız.

Așağıdaki koșulların sağlandığını kabul edelim:

(C0) p(t) ≥ 1 ve büyük t değerleri için p(t) 6≡ 1, q(t) ≥ 0 ve büyük t değerleri için

q(t) 6≡ 0 olmak üzere p, q : [t0,∞) → R reel değerli sürekli fonksiyonlardır;

(C1) ∫ ∞

t0

exp

(
−

∫ t

t0

r(s)ds

)
dt = ∞ (4.1.2)

olmak üzere r : [t0,∞) → (0,∞) reel değerli sürekli bir fonksiyondur;

(C2) τ(t) < t, τ kesin artan (i.e. τ ′(t) > 0) ve lim
t→∞

τ(t) = lim
t→∞

σ(t) = ∞ olacak

șekilde

τ, σ : [t0,∞) → R reel değerli sürekli fonksiyonlardır.

(4.1.1) in çözümünden, bazı tx ≥ t0 için [tx,∞) aralığında (4.1.1) eșitliğini sağlayan

ve z ∈ C2 ([tx,∞),R) özelliğine sahip x ∈ C ([tx,∞),R) fonksiyonunu kastetmekteyiz.



(4.1.1) in sadece, bazı [tx,∞) yarı doğrusu üzerinde mevcut olan ve herhangi bir

T ≥ tx için

sup {|x(t)| : T ≤ t < ∞} > 0

șartını sağlayan çözümlerini dikkate alıyor ve hatta (4.1.1) in bu șekilde çözümlerinin

mevcut olduğunu kabul ediyoruz. (4.1.1) in bu șekildeki bir x(t) çözümü eğer [tx,∞)

da keyfi derecede büyük sıfırlara sahip ise salınımlıdır denir. Bir bașka deyișle

herhangi bir t1 ∈ [tx,∞) için x(t2) = 0 olacak șekilde t2 ≥ t1 mevcutsa (4.1.1) in bir

x(t) çözümü salınımlıdır denir. Aksi halde salınımsızdır denir. Yani x(t) çözümünün

neticede pozitif ya da negatif olması durumunda (4.1.1) in x(t) çözümü salınımsızdır

denir. (4.1.1) in tüm çözümlerı salınımlı ise (4.1.1) denklemi salınımlıdır denir.

Son yıllarda damping terimsiz ikinci mertebeden NDD lerin farklı sınıflarının

çözümlerinin salınım davranıșını incelemede büyük bir ilgi olușmuștur. Son

zamanlarda yayınlanan çalıșmalar ve bu konuda elde edilen sonuçların örnekleri

için okuyucuyu (Agarwal ve ark., 2003a) (Bohner ve ark., 2017) (Baculíková ve

Džurina, 2011a) (Baculíková ve ark., 2011; Erbe ve ark., 2008) (Grace ve ark.,

2018; Li ve ark., 2012, 2013b,c; Li ve Rogovchenko, 2014a) (Ruan, 1993; Saker,

2006; Thandapani ve ark., 2012; Tunç ve Graef, 2014; Wong, 2000) makalelerine

yönlendirebiliriz. Fakat, ikinci mertebeden damping terimli NDD ler için salınım

kriterleri belirlemek literatürde büyük bir ilgi çekmemiștir. Hatta 0 < p(t) ≤ p0 < 1

veya −1 < p0 ≤ p(t) < 0 durumları için sonuçlar elde edilmiștir ve örnek olarak

(Grace ve ark., 2017) (Grace ve Jadlovská, 2017) (Tunç ve Grace., 2016) makaleleri

verilebilir. Bunun anlamı, bahsedilen makalelerde elde edilen sonuçların t →∞ iken

p(t) →∞ durumuna uygulanamayacağıdır. Bahsedilen makalelerin motivasyonu ile

bu çalıșmadaki amacımız p(t) > 1 ve/veya t → ∞ iken p(t) → ∞ durumları için

uygulanabilecek yeni salınım kriterleri ortaya koymaktır. Hatta bu çalıșmada elde

edilen sonuçlar a, b > 0 olmak üzere τ(t) = t−a ve σ(t) = t− b gibi sabit gecikmeler

için de yeni sonuçlardır. Bundan dolayı umulur ki mevcut çalıșma damping terimli

ikinci mertebeden NDD ler için salınım teorisindeki bu boșluğu kısmen doldurabilir.

Belirtmek isteriz ki bu çalıșmada sunulan sonuçlar kolaylıkla daha genel damping
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(sönümlü) terimli lineer ve/veya lineer olmayan NDD lere genișletilebilir ((Grace ve

ark., 2017) (Grace ve Jadlovská, 2017) ve (Tunç ve Grace., 2016) daki denklemler).

4.1.2 σ(t) ≤ τ(t) için salınım sonuçları

Bu kısımda σ(t) ≤ τ(t) olmak üzere (4.1.1) denkleminin salınımı için bazı yeni

salınım kriterleri ortaya koyacağız. τ−1, τ nun ters fonksiyonu olmak üzere gösterim

kolaylığı açısından,

ψ(t) :=
1

p(τ−1(t))

(
1− 1

p(τ−1(τ−1(t)))

[
τ−1(τ−1(t))

τ−1(t)

]2
)

olsun ve bu çalıșma boyunca yeterince büyük t değerleri için ψ(t) > 0 olduğunu

kabul edelim.

Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki (C0)− (C2) ve (4.1.2) șartları sağlansın. Eğer;

ξ(t) =
η′(t)− η(t)r(t)

η(t)
(4.1.3)

olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

t0

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− η(s)ξ2(s)

4

]
ds = ∞ (4.1.4)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu mevcut ise (4.1.1) denklemi

salınımlıdır.

İspat. Kabul edelim ki x(t) (4.1.1) in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği

bozmaksızın kabul edelim ki t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0

olacak șekilde t1 ∈ [t0,∞) mevcut olsun. (x(t) nin neticede negatif olma durumunun

ispati da benzerdir ve bu durumun ayrıntılarına burada olduğu gibi çalıșmanın diğer

ispatlarında da yer verilmemiștir). (4.1.1) ve (C0) dan

z′′(t) + r(t)z′(t) = −q(t)x(σ(t)) ≤ 0
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yani t ≥ t1 için

z′′(t) + r(t)z′(t) ≤ 0

olur. Bu da t ≥ t1 için

(
exp

(∫ t

t1

r(s)ds

)
z′(t)

)′
≤ 0

olmasını gerektirir. Dolayısıyla, exp
(∫ t

t1
r(s)ds

)
z′(t) artmayandır ve neticede, kabul

edelim ki t2 ≥ t1 için [t2,∞) da ișaretini değiștirmez. Bundan dolayı z′(t), [t2,∞)

da sabit ișaretlidir ve iki durum söz konusu olur:

(I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0.

İlk olarak durum (I) i değerlendirelim. t ≥ t2 için z′(t) > 0 olduğundan (4.1.1) den

t ≥ t2 için

z(t) > 0, z′(t) > 0 ve z′′(t) ≤ 0.

Buradan

z(t) = z(t2) +

∫ t

t2

z′(s)ds ≥ (t− t2)z
′(t)

elde ederiz ve tüm t ≥ t3 := 2t2 için

z(t)

z′(t)
≥ t/2

dir. Buradan t ≥ t3 için

(
z(t)

t2

)′
=

tz′(t)− 2z(t)

t3
≤ 0
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olur yani [t3,∞) da z(t)/t2 artmayandır. z(t) nin tanımından (ve ayrıca (Agarwal

ve ark., 2003a) (8.6) eșitsizliğinden)

x(t) =
1

p(τ−1(t))

[
z(τ−1(t))− x(τ−1(t))

]

=
z(τ−1(t))

p(τ−1(t))
− [z(τ−1(τ−1(t)))− x(τ−1(τ−1(t)))]

p(τ−1(t))p(τ−1(τ−1(t)))

≥ z(τ−1(t))

p(τ−1(t))
− 1

p(τ−1(t))p(τ−1(τ−1(t)))
z(τ−1(τ−1(t))). (4.1.5)

τ nun kesin artan ve τ(t) < t olmasından

τ−1(t) < τ−1(τ−1(t))

olduğu görülür ve z(t)/t2 nin artmayan olmasından dolayı

(τ−1(τ−1(t)))2z (τ−1(t))

(τ−1(t))2
≥ z

(
τ−1(τ−1(t))

)
(4.1.6)

elde ederiz. (4.1.6) nın (4.1.5) te kullanılmasıyla t ≥ t3 için

x(t) ≥ ψ(t)z
(
τ−1(t)

)
(4.1.7)

bulunur.

lim
t→∞

σ(t) = ∞ olduğundan tüm t ≥ t4 için σ(t) ≥ t3 olacak șekilde t4 ≥ t3 seçebiliriz.

Dolayısıyla (4.1.7) den t ≥ t4 için

x(σ(t)) ≥ ψ(σ(t))z
(
τ−1(σ(t))

)
(4.1.8)

elde ederiz. (4.1.8), (4.1.1) de kullanılmasıyla t ≥ t4 için

z′′(t) + r(t)z′(t) + q(t)ψ(σ(t))z(τ−1(σ(t))) ≤ 0. (4.1.9)

Riccati tipi dönüșümü ile t ≥ t4 için w(t) fonksiyonunu
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w(t) := η(t)
z′(t)
z(t)

(4.1.10)

tanımlayalım.

Açıktır ki w(t) > 0 ve (4.1.4), (4.1.9), (4.1.10) dan

w′(t) =
η′(t)
η(t)

w(t) + η(t)

(
z′′(t)z(t)− (z′(t))2

z2(t)

)

≤ η′(t)
η(t)

w(t) +
η(t)

z(t)

[−r(t)z′(t)− q(t)ψ(σ(t))z
(
τ−1(σ(t))

)]− 1

η(t)
w2(t)

= ξ(t)w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))
z (τ−1(σ(t)))

z(t)
− 1

η(t)
w2(t) (4.1.11)

olduğunu görürüz.

z(t)/t2 nin artmayanlığı kullanılır ve σ(t) ≤ τ(t) nin τ−1(σ(t)) ≤ t olmasını gerektirdiği

dikkate alınırsa buradan

z (τ−1(σ(t)))

z(t)
≥ (τ−1(σ(t)))2

t2
(4.1.12)

elde edilir. (4.1.12) nin (4.1.11) de kullanılması t ≥ t4 için

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))
(τ−1(σ(t)))2

t2
− 1

η(t)
w2(t) (4.1.13)

verir. w ya göre tam kareye tamamlarsak (4.1.13) ten t ≥ t4 için

w′(t) ≤ −η(t)q(t)ψ(σ(t))
(τ−1(σ(t)))2

t2
+

η(t)ξ2(s)

4
, (4.1.14)

elde edilir. (4.1.14) ün t4 den t ye kadar integrallenmesiyle de

∫ t

t4

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− η(s)ξ2(s)

4

]
ds ≤ −w(t) + w(t4) < w(t4)

elde edilir ve bu (4.1.4) ile çelișir.

Șimdi de durum (II) yi göz önüne alalım. u(t) = −z′(t) > 0 dönüșümü yaparak
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(4.1.1) den t ≥ t2 için

u′(t) + r(t)u(t) ≥ 0

olur. Bu ifade t2 den t ye kadar integrallenirse

u(t) ≥ u(t2) exp

(
−

∫ t

t2

r(s)ds

)

bulunur ve buradan

z′(t) ≤ z′(t2) exp

(
−

∫ t

t2

r(s)ds

)
. (4.1.15)

(4.1.15) t2 den t ye kadar integrallenir ve (4.1.2) göz önünde bulundurulursa, t →∞
için

z(t) ≤ z(t2) + z′(t2)
∫ t

t2

exp

(
−

∫ s

t2

r(u)du

)
ds → −∞

elde ederiz. Bu da z nin pozitifliği ile çelișir ve ispatı tamamlar.

Teorem (4.1.1) den η(t) nın farklı seçimlerini kullanarak (4.1.1) in salınımlılığı için

farklı șartlar elde edebiliriz. Örneğin η(t) = 1 ve γ ≥ 1 olmak üzere η(t) = tγ olarak

seçilmesi durumunda sırasıyla așağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.1.2. Kabul edelim ki (C0)–(C2) ve (4.1.2) sağlansın. Eğer;

lim sup
t→∞

∫ t

t0

[
q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− r2(s)

4

]
ds = ∞ (4.1.16)

ise (4.1.1) denklemi salınımlıdır.

Sonuç 4.1.3. Kabul edelim ki (C0)–(C2) ve (4.1.2) sağlansın. Eğer;

lim sup
t→∞

∫ t

t0

[
sγ−2q(s)ψ(σ(s))(τ−1(σ(s)))2 − [(sγ)′ − sγr(s)]2

4sγ

]
ds = ∞

ise (4.1.1) denklemi salınımlıdır.

Așağıdaki teoremde Philos (Philos, 1989)’a atfedilen integral averaj tekniği

kullanarak (4.1.1) için yeni bir salınım kriteri ortaya koyuyoruz. Teoremimizi

sunmadan önce Philos (Philos, 1989)’un ortaya koyduğu P fonsiyon sınıfını tanıtalım.

D0 = {(t, s) ∈ R2 : t > s ≥ t0} ve D = {(t, s) ∈ R2 : t ≥ s ≥ t0} olsun.
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Eğer;

(i) t ≥ t0 için H(t, t) = 0 ve (t, s) ∈ D0 da H(t, s) > 0,

(ii) H, D0 da ikinci değișkene göre sürekli ve pozitif olmayan bir kısmi türevi

mevcut olsun,

bu taktirde H ∈ C (D,R) fonsksiyonu P sınıfına aittir denir ve H ∈ P ile gösterilir.

Teorem 4.1.4. Kabul edelim ki (C0)-(C2) ve (4.1.2) șartları sağlansın. H, P sınıfına

ait olacak șekilde h,H : D → R sürekli fonksiyonlar ve tüm (t, s) ∈ D0 için

−∂H

∂s
(t, s) = h(t, s)

√
H(t, s) (4.1.17)

olsun. Eğer ξ(t) (4.1.4) teki gibi ve

Ψ(t, s) = −h(t, s) +
√

H(t, s)ξ(s) (4.1.18)

olmak üzere

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

[
H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− η(s)Ψ2(t, s)

4

]
ds = ∞
(4.1.19)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu mevcut ise (4.1.1) in her

çözümü salınımlıdır.

İspat. Kabul edelim ki x(t) (4.1.1) in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği

bozmaksızın kabul edelim ki [t1,∞) da x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0 olacak

șekilde t1 ∈ [t0,∞) mevcut olsun. Teorem (4.1.1) in ispatindaki yol izlenirse yine

dikkate alacağımız iki durum söz konusu olur:

(I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0.

Eğer Durum (II) geçerli ise, Teorem (4.1.2) nin ispatındakiyle aynı șekilde ilerleyerek

z nin pozitifliliği ile çelișki elde edilir.

Șimdi, Durum (I) i ele alalım. Bu durumda yine Teorem (4.1.1) in ispatındaki gibi

t ≥ t4 için (4.1.13) elde ederiz. Buradan,
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∫ t

t4

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

ds ≤ −
∫ t

t4

H(t, s)w′(s)ds

+

∫ t

t4

H(t, s)ξ(s)w(s)ds−
∫ t

t4

H(t, s)
1

η(s)
w2(s)ds (4.1.20)

elde edilir. Kısmi integrasyon formülü kullanılırsa,

∫ t

t4

H(t, s)w′(s)ds = H(t, s)w(s) |tt4 −
∫ t

t4

∂H

∂s
(t, s)w(s)ds

= −H(t, t4)w(t4)−
∫ t

t4

∂H

∂s
(t, s)w(s)ds (4.1.21)

elde ederiz. (4.1.21) in (4.1.20) de yerine yazılması

∫ t

t4

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

ds ≤ H(t, t4)w(t4)

−
∫ t

t4

H(t, s)
1

η(s)
w2(s)ds +

∫ t

t4

[
∂H

∂s
(t, s) + H(t, s)ξ(s)

]
w(s)ds

eșitsizliğini verir.

(4.1.17) göz önüne alınırsa bu son ifade

∫ t

t4

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

ds

≤ H(t, t4)w(t4)−
∫ t

t4

H(t, s)
1

η(s)
w2(s)ds

+

∫ t

t4

[
−h(t, s)

√
H(t, s) + H(t, s)ξ(s)

]
w(s)ds

halini alır. Teorem (4.1.1) deki gibi tam kareye tamamlarsak

∫ t

t4

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

ds ≤ H(t, t4)w(t4) +
1

4

∫ t

t4

η(s)Ψ2(t, s)ds

ve buradan

1

H(t, t4)

∫ t

t4

[
H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− η(s)Ψ2(t, s)

4

]
ds ≤ w(t4)
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olduğu görülür ve (4.1.19) ile çelișir. Bu da ispatı tamamlar.

Așağıdaki salınım kriteri Teorem (4.1.4) ten direkt olarak elde edilir.

Sonuç 4.1.5. Ψ(t, s) (4.1.18) deki gibi olmak üzere (4.1.19) yerine

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

ds = ∞

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

η(s)Ψ2(t, s)ds < ∞

șartları konur ve Teorem (4.1.4) ün diğer tüm șartları sağlanırsa (4.1.1) salınımlıdır.

4.1.3 σ(t) ≥ τ(t) için salınım sonuçları.

Bu kısımda σ(t) ≥ τ(t) olması durumunda (4.1.1) denkleminin salınımı için bazı

yeni kriterler verilmiștir.

Teorem 4.1.6. Kabul edelim ki (C0)–(C2) ve (4.1.2) sağlansın. ξ(t), (4.1.4) teki

gibi olmak üzere

lim sup
t→∞

∫ t

t0

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))− η(s)ξ2(s)

4

]
ds = ∞ (4.1.22)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu var ise (4.1.1) denklemi

salınımlıdır.

İspat. Kabul edelim ki x(t) (4.1.1) in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği

bozmaksızın kabul edelim ki t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0

olacak șekilde t1 ∈ [t0,∞) mevcut olsun. Teorem (4.1.1) in ispatındaki yol izlenirse

yine dikkate alınacak iki durum ortaya çıkar:

(I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0.

(II) durumunda, Teorem (4.1.1) in ispatındaki yol aynen izlenirse z nin pozitifliliği

ile çelișki elde edilir.

Șimdi (I) durumunu ele alalım. Yine Teorem (4.1.1) in ispatındaki yol izlenirse

t ≥ t4 için (4.1.11) e ulașırız. τ(t) nin kesin artanlığı kullanılarak ve σ(t) ≥ τ(t) göz
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önüne alınırsa,

τ−1(σ(t)) ≥ t

olur. Buradan ve z nin artanlığından

z (τ−1(σ(t)))

z(t)
≥ 1 (4.1.23)

ve (4.1.23) ün (4.1.11) de kullanılmasıyla da

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))− 1

η(t)
w2(t) (4.1.24)

elde edilir.

İspatın kalan kısmı Teorem (4.1.1) in ispatının ilk kısmına benzerdir ve detaylara

yer verilmemiștir.

Teorem 4.1.7. Kabul edelim ki (C0)–(C2), (4.1.2), (4.1.17) sağlansın ve H, P
sınıfına ait olacak șekilde h,H : D → R sürekli fonksiyonlar olsun.

Eğer Ψ(t, s), (4.1.18) deki gibi olmak üzere

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

[
H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))− η(s)Ψ2(t, s)

4

]
ds = ∞ (4.1.25)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞), R) mevcut ise bu durumda (4.1.1) in her

çözümü salınımlıdır.

İspat. İspat, (4.1.23), (4.1.24) ve Teorem (4.1.4) ten elde edilir ve bundan dolayı

detaylara yer verilmemiștir.

Sonuç 4.1.8. Ψ(t, s), (4.1.18) deki gibi olmak üzere (4.1.25) yerine

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))ds = ∞ (4.1.26)

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

η(s)Ψ2(t, s)ds < ∞ (4.1.27)

șartları konur ve Teorem (4.1.7) nin diğer tüm șartları sağlanırsa (4.1.1) salınımlıdır.
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Bu bölümü sonuçlarımızı gösteren iki örnek ile tamamlıyoruz. İlk örnek t →∞ için

p(t) → ∞ durumunu, ikinci örnek ise p nin sabit bir fonksiyon olma durumunu ele

almıștır.

4.1.4 Örnekler

Örnek 4.1.9.

z(t) = x(t) + tx

(
t

2

)

olmak üzere t ≥ 2 için damping terimli

z′′(t) +
1

t2
z′(t) + (t2 + t)x

(
t

3

)
= 0 (4.1.28)

lineer NDD ini ele alalım.

Burada p(t) = t, r(t) = 1/t2, q(t) = t2 + t, τ(t) = t/2 ve σ(t) = t/3 tür.

(C0)–(C2) ve (4.1.2) șartlarının sağlandığı kolayca görülür ve

τ−1(t) = 2t, τ−1(τ−1(t)) = 4t, τ−1(σ(t)) = 2t/3 ve ψ(t) ≥ 1/4t.

η(t) = 1 olarak alınır ve ψ(t) ≥ 1/4t olması kullanılırsa

∫ t

t0

[
q(s)ψ(σ(s))

(
τ−1(σ(s))

s

)2

− r2(s)

4

]
ds ≥

∫ t

2

[
1

3
(s + 1)− 1

4s4

]
ds

=
t2

6
+

t

3
+

1

12t3
− 129

96
(4.1.29)

elde edilir. (4.1.29) da t →∞ için lim sup alınırsa (4.1.16) nın sağlandığı görülür ve

Sonuç 4.1.2 gereği (4.1.28) denklemi salınımlıdır.

Örnek 4.1.10.

z(t) = x(t) + 32x

(
t

4

)

olmak üzere t ≥ 1 için damping terimli

z′′(t) +
1

t
z′(t) + t2x

(
t

2

)
= 0 (4.1.30)
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lineer NDD ini göz önüne alalım. Burada p(t) = 32, r(t) = 1/t, q(t) = t2, τ(t) = t/4,

ve σ(t) = t/2 dir. Bu durumda (C0)–(C2) ve (4.1.2) șartlarının sağlandığını görmek

kolaydır ve

τ−1(t) = 4t, τ−1(τ−1(t)) = 16t ve ψ(t) = 1/64

dür.

H(t, s) = (t−s)2 seçersek, H ∈ P ve h(t, s) = 2 olur. η(t) = 1 ile Ψ(t, s) = −1− t/s

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

H(t, s)η(s)q(s)ψ(σ(s))ds = lim sup
t→∞

1

(t− 1)2

∫ t

1

1

64
(t− s)2s2ds

≥ lim sup
t→∞

1

64(t− 1)2

∫ t

1

(t− s)2ds

= lim sup
t→∞

t3 − 3t2 + 3t− 1

192(t− 1)2
= ∞

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, t0)

∫ t

t0

η(s)Ψ2(t, s)ds = lim sup
t→∞

1

(t− 1)2

∫ t

1

(
1 +

t

s

)2

ds = 1 < ∞.

Dolayısıyla (4.1.26) ve (4.1.27) șartları sağlanır. Buradan Sonuç 4.1.8 gereği (4.1.30)

denklemi salınımlıdır.

Uyarı 4.1.11. (4.1.1) denklemini t → ∞ iken p(t) → −∞ durumu için çalıșmak

ayrıca ilgi çekici olabilir.
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4.2 İkinci Mertebeden Damping Terimli Yarı-Lineer NDD lerin Salınımı

4.2.1 Giriș

Bu bölümde

z(t) = x(t) + h(t)x(τ(t))

ve α ≥ 1 iki pozitif tek sayının oranı olmak üzere

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
+ q(t)f(t, x(σ(t))) = 0, t ≥ t0 > 0, (4.2.1)

damping terimli ikinci mertebeden yarı-lineer NDD inin çözümlerinin salınım

davranıșını ele alacağız.

Bu bölüm boyunca așağıdaki șartların sağlandığını kabul ediyoruz:

(i) p(t) ≥ 0, q(t) > 0, r(t) > 0 ve

∫ ∞

t0

[
1

r(t)
exp

(
−

∫ t

t0

p(s)

r(s)
ds

)]1/α

dt = ∞ (4.2.2)

olacak șekilde p, q, r : [t0,∞) → R sürekli fonksiyonlardır;

(ii) Büyük t ler için h(t) 6≡ 1 ve h(t) ≥ 1 olacak șekilde h : [t0,∞) → R sürekli

bir fonksiyondur;

(iii) lim
t→∞

τ(t) = lim
t→∞

σ(t) = ∞, τ(t) < t ve τ kesin artan olacak șekilde τ, σ :

[t0,∞) → R sürekli fonksiyonlardır;

(iv) Tüm u 6= 0 için uf(t, u) > 0 olacak șekilde f(t, u) : [t0,∞) × R → R sürekli

bir fonksiyondur ve u 6= 0 için

f(t, u)/uα ≥ k

olacak șekilde pozitif bir k sabiti mevcuttur.

Bu çalıșmada

τ(t) ≥ σ(t) (4.2.3)
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ve

τ(t) ≤ σ(t) (4.2.4)

durumları ele alınmıștır.

(4.2.1) in çözümünden, bazı tx ≥ t0 lar için z ∈ C1 ([tx,∞),R), r (z′)α ∈ C1 ([tx,∞),R)

özelliğine sahip ve [tx,∞) da (4.2.1) i sağlayan bir x ∈ C ([tx,∞),R) fonksiyonunu

kastediyoruz. (4.2.1) in sadece, bazı [tx,∞) yarı doğrusu üzerinde mevcut olan ve

herhangi bir T ≥ tx için

sup {|x(t)| : T ≤ t < ∞} > 0

șartını sağlayan çözümlerini göz önünde bulunduracağız. Hatta (4.2.1) in bu șekilde

çözümlerinin mevcut olduğunu varsayacagız. Eğer [tx,∞) de keyfi büyüklükte sıfırları

mevcutsa (4.2.1) in bu șekildeki bir x(t) çözümüne salınımlıdır denir. Bir bașka ifade

ile her t1 ∈ [tx,∞) için x(t2) = 0 olacak șekilde t2 ≥ t1 mevcutsa x(t) çözümününe

salınımlıdır denir. Aksi halde salınımsızdır. Bașka bir deyișle x(t) çözümü neticede

pozitif ya da negatif oluyor ise salınımsızdır. Eğer tüm çözümleri salınımlı ise (4.2.1)

denkleminin kendisine salınımlıdır denir.

İkinci dereceden FDD lerin çeșitli sınıflarının çözümlerinin salınım davranıșı pek

çok araștırmacının çalıșmalarının konusu olmuș ve birçok ilginç sonuç elde edilmiștir.

Bazı tipik sonuçlar için okuyucuyu (Baculíková ve ark., 2011) (Bohner ve ark., 2017)

(Grace ve ark., 2018) (Li ve ark., 2012) (Li ve Rogovchenko, 2014a) (Li ve ark.,

2014a) (Li ve Rogovchenko, 2015b) (Li ve Rogovchenko, 2017c)(Saker, 2003) (Saker

ve ark., 2003) (Saker ve ark., 2007) (Santra ve ark., 2018) (Thandapani ve ark., 2011)

(Tunç ve Graef, 2014) (Wong, 2000) referanslarına ve konunun güncel sonuçlarının

örnekleri için bu kaynaklarda anılan referanslara yönlendirebiliriz. Fakat, damping

terimli ikinci mertebeden NDD lerin çözümlerinin salınım davranıșına dair sonuçlar

literatürde daha nadirdir. Bazı sonuçlar örnek olarak (Grace ve ark., 2017; Grace

ve Jadlovská, 2017; Tunç ve Grace., 2016; Tunç ve Kaymaz, 2019a) da bulunabilir.

(Grace ve ark., 2017; Grace ve Jadlovská, 2017) (Tunç ve Grace., 2016; Tunç ve

Kaymaz, 2019a) makaleleri damping terimli ikinci mertebeden NDD lerle ilgili olmakla
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beraber dikkat edilmelidir ki bu çalıșmaların sonuçları ( (Tunç ve Kaymaz, 2019a)

dıșında ) t →∞ iken h(t) →∞ durumuna uygulanamaz. Bu gözlemlerin motivasyonu

ile bu çalıșmada t → ∞ iken h(t) → ∞ ve/veya h(t) > 1 durumunda (4.2.1)

denkleminin salınımı için yeterli șartlar geliștirmeyi umuyoruz. Bu çalıșmada elde

edilecek sonuçlar Philos’a (Philos, 1989) ait olan integral ortalama tekniği kullanılarak

elde edilmiștir (ayrıca değiștirilmiș integral teknikleri için bkz. (Li ve ark., 2014b;

Rogovchenko, 2009)) ve kolaylıkla daha genel ikinci mertebeden damping terimli

lineer olmayan NDD lere genișletilebilir. Bundan dolayı mevcut çalıșmanın damping

terimli ikinci mertebeden NDD lerin çözümlerinin salınım davranıșı çalıșmalarına

büyük bir katkı yapacağı umulmaktadır.

4.2.2 Salınım sonuçları

Așağıdaki teoremlerde Philos (Philos, 1989) a atfedilen ortalama integral tekniği

kullanılarak (4.2.1) için yeni salınım kriterleri ortaya koyuyoruz. Teoremlerimizi

sunmadan önce Philosu takip ederek (Philos, 1989), P fonksiyon sınıfının tanımını

yapalım.

D0 = {(t, s) : t > s ≥ t0} ve D = {(t, s) : t ≥ s ≥ t0} olsun. Eğer;

(i) t ≥ t0 için H(t, t) = 0 ve (t, s) ∈ D0 için H(t, s) > 0 ;

(ii) H, D0 üzerinde ikinci değișkene göre sürekli ve pozitif olmayan kısmi türeve

sahip

ise H ∈ C (D,R) fonksiyonu P sınıfına aittir deriz ve H ∈ P ile gösteririz.

Gösterim amacıyla,

A(t, t∗) :=

∫ t

t∗

ds

r1/α(s)
, t∗ ≥ t0,

her pozitif η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu için

ξ(t) =
η′(t)r(t)− η(t)p(t)

η(t)r(t)
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ve τ−1, τ nun ters fonksiyonu olmak üzere

ψ(t, t∗) :=
1

h(τ−1(t))

(
1− 1

h(τ−1(τ−1(t)))

A(τ−1(τ−1(t)), t∗)
A(τ−1(t), t∗)

)
, t∗ ≥ t0,

olsun. Bu kısım boyunca yeterince büyük tüm t ler için ψ(t, t∗) > 0 olduğunu

varsayıyoruz.

Birinci ana sonucumuz așağıdaki teoremde verilmiștir.

Teorem 4.2.1. (i)–(iv), (4.2.2) ve (4.2.3) șartları sağlansın ve H, P sınıfına ait ve

tüm (t, s) ∈ D0 için

−∂H

∂s
(t, s) = h(t, s)

√
H(t, s) (4.2.5)

eșitliği sağlanacak șekilde h,H : D → R sürekli fonksiyonlar olsun.

Yeterince büyük tüm t2 ∈ [t1,∞) ⊆ [t0,∞) için ve tüm t ≥ T için σ(t) > t2 olacak

șekilde tüm T > t2

Ψ(t) = kη(t)q(t)ψα(σ(t), t2)
Aα (τ−1(σ(t)), t2)

Aα(t, t2)
(4.2.6)

ve

Φ(t, s) =
(
−h(t, s) + ξ(s)

√
H(t, s)

)2

(4.2.7)

olmak üzere bazı γ ≥ 1 için

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds = ∞ (4.2.8)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu mevcut ise bu durumda

(4.2.1) in her çözümü salınımlıdır.

İspat. x(t) (4.2.1) in salınımsız çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın t ≥ t1 için

x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0 olacak șekilde t1 ∈ [t0,∞) mevcut olduğunu

varsayalım. x(t) nin neticede negatif olma durumunun ispatı benzer șekilde

yapılabileceğinden dolayı bu durumu mevcut ve sonraki teoremlerin ispatında göz

ardı edeceğiz.
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Bu durumda (4.2.1) den

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
+ kq(t)xα(σ(t)) ≤ 0 (4.2.9)

ve dolayısıyla t ≥ t1 için

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
< 0. (4.2.10)

v(t) = r(t) (z′(t))α dersek (4.2.10) dan t ≥ t1 için

v′(t) +
p(t)

r(t)
v(t) < 0

olur ve bu da t ≥ t1 için

(
exp

(∫ t

t1

p(s)

r(s)
ds

)
v(t)

)′
< 0

olmasını gerektirir. Dolayısıyla v(t) exp
(∫ t

t1

p(s)
r(s)

ds
)
azalandır ve bazı t2 ≥ t1 ler için

en sonunda, söz gelimi [t2,∞) da ișaretini değiștirmez. Bu yüzden [t2,∞) da z′(t)

sabit ișarete sahip olur ve ele alacağımız iki durum ortaya çıkar:

(I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0.

Önce (I) durumunun geçerli olduğunu kabul edelim. Bu durumda (4.2.9) ve z nin

tanımından

z(t) > 0, z′(t) > 0 ve t ≥ t2 için
(
r(t) (z′(t))α)′

< 0

ve buradan

z(t) = z(t2) +

∫ t

t2

1

r1/α(s)

(
r(s) (z′(s))α)1/α

ds ≥ r1/α(t)z′(t)A(t, t2) (4.2.11)

olduğu görülür. (4.2.11) den dolayı t3 ∈ (t2,∞) olmak üzere tüm t ≥ t3 için

(
z(t)

A(t, t2)

)′
=

r−1/α(t)[r1/α(t)z′(t)A(t, t2)− z(t)]

A2(t, t2)
≤ 0
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yani t ≥ t3 için z(t)/A(t, t2) artmayandır.

z nin tanımından (ayrıca bkz. (Agarwal ve ark., 2003a) deki (8.6) eșitsizliği )

x(t) =
1

h(τ−1(t))

[
z(τ−1(t))− x(τ−1(t))

]

=
z(τ−1(t))

h(τ−1(t))
− [z(τ−1(τ−1(t)))− x(τ−1(τ−1(t)))]

h(τ−1(t))h(τ−1(τ−1(t)))

≥ z(τ−1(t))

h(τ−1(t))
− 1

h(τ−1(t))h(τ−1(τ−1(t)))
z(τ−1(τ−1(t))) (4.2.12)

elde edilir.

τ(t) < t ve τ kesin artan olduğundan dolayı τ−1 de artandır ve τ−1(t) > t. Dolayısıyla

τ−1(τ−1(t)) > τ−1(t)

ve t ≥ t3 için z(t)/A(t, t2) artmayan olduğundan

A(τ−1(τ−1(t)), t2)z(τ−1(t))

A(τ−1(t), t2)
≥ z(τ−1(τ−1(t)))

elde ederiz. Son eșitsizliği (4.2.12) de yerine yazmak t ≥ t3 için

x(t) ≥ ψ(t, t2)z
(
τ−1(t)

)
(4.2.13)

yi verir.

lim
t→∞

σ(t) = ∞ olduğundan tüm t ≥ t4 için σ(t) ≥ t3 olacak șekilde t4 ≥ t3 seçebiliriz.

Böylece (4.2.13) den t ≥ t4 için

x(σ(t)) ≥ ψ(σ(t), t2)z
(
τ−1(σ(t))

)
(4.2.14)

olur.
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(4.2.14) ü (4.2.9) da kullanırsak t ≥ t4 için

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
+ kq(t)ψα(σ(t), t2)z

α
(
τ−1(σ(t))

) ≤ 0 (4.2.15)

elde edilir. w fonksiyonunu Riccati tipi dönüșümle t ≥ t4 için

w(t) = η(t)
r(t) (z′(t))α

zα(t)
(4.2.16)

olarak tanımlayalım.

Açıktır ki w(t) > 0 ve (4.2.15)–(4.2.16) dan t ≥ t4 için

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− kη(t)q(t)ψα(σ(t), t2)
zα (τ−1(σ(t)))

zα(t)
− α

w(1+α)/α(t)

(η(t)r(t))1/α
(4.2.17)

olduğunu görürüz. (4.2.17) ve τ nun kesin artan olmasından dolayı

τ−1(σ(t)) ≤ t

ve [t4,∞) ⊆ [t3,∞) da z(t)/A(t, t2) artmayan olduğundan dolayı

z (τ−1(σ(t)))

z(t)
≥ A (τ−1(σ(t)), t2))

A(t, t2)
(4.2.18)

elde ederiz. (4.2.18) i (4.2.17) de kullanırsak

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− kη(t)q(t)ψα(σ(t), t2)
Aα (τ−1(σ(t)), t2)

Aα(t, t2)
− α

w(1+α)/α(t)

(η(t)r(t))1/α

elde ederiz ve bu da t ≥ t4 için

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)−Ψ(t)− αw1/α−1(t)

(η(t)r(t))1/α
w2(t) (4.2.19)

șeklinde yazılabilir.
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(4.2.11) ve (4.2.16) ıșığında t ≥ t4 için

w
1
α
−1(t) = (η(t)r(t)

1
α
−1

((
z′(t)
z(t)

)α) 1
α
−1

= (η(t)r(t)
1
α
−1

(
z(t)

z′(t)

)α−1

≥ η
1
α
−1(t)Aα−1(t, t2) (4.2.20)

elde ederiz.

(4.2.20) yi (4.2.19) da kullanırsak,

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)−Ψ(t)− αAα−1(t, t2)

η(t)r1/α(t)
w2(t) (4.2.21)

olur.

(4.2.21) i H(t, s) ile çarpar ve de T den t ye kadar integralini alırsak, bazı γ ≥ 1 ve

tüm t ≥ T ≥ t4 için

∫ t

T

H(t, s)Ψ(s)ds ≤ −
∫ t

T

H(t, s)w′(s)ds +

∫ t

T

H(t, s)ξ(s)w(s)ds

− α

γ

∫ t

T

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds

− α(γ − 1)

γ

∫ t

T

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds (4.2.22)

elde edilir.

Kısmı integrasyon ile

∫ t

T

H(t, s)w′(s)ds = H(t, s)w(s) |tT −
∫ t

T

∂H

∂s
(t, s)w(s)ds

= −H(t, T )w(T )−
∫ t

T

∂H

∂s
(t, s)w(s)ds (4.2.23)

e ulașırız.
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(4.2.23) ü (4.2.22) de yerine yazar ve (4.2.5) te göz önüne alırsak

∫ t

T

H(t, s)Ψ(s)ds ≤ H(t, T )w(T )

+

∫ t

T

[
−h(t, s)

√
H(t, s) + H(t, s)ξ(s)

]
w(s)ds

− α

γ

∫ t

T

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds

− α(γ − 1)

γ

∫ t

T

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds (4.2.24)

bulunur.

w ya göre tam kareye tamamlarsak, (4.2.24) den

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds

≤ H(t, T )w(T )− α(γ − 1)

γ

∫ t

T

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds (4.2.25)

olur. Dolayısıyla her t ≥ t4 için,

∫ t

t4

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds ≤ H(t, t4)w(t4)

elde ederiz ve bu da (4.2.7) ile çelișir.

Șimdi (II) durumunu inceleyelim. t ≥ t2 için u(t) = r(t) (−z′(t))α > 0 olsun.

(4.2.1) den t ≥ t2 için

u′(t) +
p(t)

r(t)
u(t) ≥ 0.

Bu ifadenin t2 den t ye kadar integralini alırsak,

u(t) ≥ u(t2) exp

(
−

∫ t

t2

p(s)

r(s)
ds

)
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elde edilir ve buradan da

z′(t) ≤ r1/α(t2)z
′(t2)

[
1

r(t)
exp

(
−

∫ t

t2

p(s)

r(s)
ds

)]1/α

(4.2.26)

olur.

(4.2.26) yı t2 den t ye kadar integralini alır ve (4.2.2) yi de dikkate alarak t → ∞
için

z(t) ≤ z(t2) + r1/α(t2)z
′(t2)

∫ t

t2

[
1

r(s)
exp

(
−

∫ s

t2

p(u)

r(u)
du

)]1/α

ds → −∞

olur ve bu z(t) nin pozitif olması ile çelișir. Bu da ispatı tamamlar.

Așağıdaki salınım kriteri Teorem 4.2.1 in bir sonucu olarak hemen verilebilir.

Sonuç 4.2.2. Teorem 4.2.1 deki (4.2.2) șartının

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

k−1H(t, s)Ψ(s)ds = ∞ (4.2.27)

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)
ds < ∞ (4.2.28)

șartları ile değiștirildiğini ve diğer tüm șartların sağlandığını kabul edelim. Bu

durumda (4.2.1) denklemi salınımlıdır.

Teorem 4.2.3. Kabul edelim ki (i)–(iv), (4.2.2) ve (4.2.3) șartları sağlansın. H ve

h (4.2.5) i sağlayacak șekilde Teorem 4.2.1 dekiler gibi ve

0 < inf
s≥t0

{
lim inf

t→∞
H (t, s)

H (t, t0)

}
≤ ∞ (4.2.29)

olsun. Ψ(s) ve Φ(t, s) Teorem 4.2.1 dekiler gibi ve φ+(t) = max{φ(t), 0} olmak üzere

yeterli derecede büyük tüm t2 ∈ [t1,∞) ⊆ [t0,∞) için ve tüm t ≥ T için σ(t) > t2

olmak üzere tüm T > t2 için
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∫ ∞

T

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
φ2

+(s)ds = ∞, (4.2.30)

ve bazı γ > 1 ler için

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds ≥ φ(T ) (4.2.31)

olacak șekilde φ ∈ C ([t0,∞),R) ve η ∈ C1 ([t0,∞), (0,∞)) fonksiyonları mevcutsa

(4.2.1) in her çözümü salınımlıdır.

İspat. x(t) (4.2.1) denkleminin salınımsız bir çözümü olsun ve t1 ∈ [t0,∞) olmak

üzere t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0 olsun. Teorem 4.2.1 in ispatı

gibi bașladığımızda dikkate alacagımız yine iki durum söz konusu olacaktır:

(I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0.

(II) durumu söz konusu ise Teorem 4.2.1 deki ispat ile aynı șekilde ilerleyerek z nin

pozitifliliği ile çelișki elde edilir.

Șimdi kabul edelim ki (I) durumu geçerli olsun. Teorem 4.2.1 in ispatindaki gibi

ilerleyerek yine (4.2.25) i elde ederiz ve bu da t > T ≥ t4 için

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds

≤ w(T )− 1

H(t, T )

∫ t

T

α(γ − 1)

γ

H(t, s)Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds (4.2.32)

șeklinde yazılabilir. (4.2.32) den

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds

≤ w(T )− lim inf
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

α(γ − 1)

γ

H(t, s)Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s) (4.2.33)

olduğu görülür.
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(4.2.31) göz önüne alınırsa tüm t > T ≥ t4 ve herhangi γ > 1 için (4.2.33) den

w(T ) ≥ φ(T ) + lim inf
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

α(γ − 1)

γ

H(t, s)Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds (4.2.34)

elde edilir. Dolayısıyla tüm T ≥ t4 için

w(T ) ≥ φ(T ) (4.2.35)

ve

lim inf
t→∞

1

H(t, t4)

∫ t

t4

H(t, s)Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds ≤ γ(w(t4)− φ(t4))

α(γ − 1)
< ∞. (4.2.36)

Șimdi iddia ediyoruz ki,

∫ ∞

t4

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds < ∞ (4.2.37)

șartı sağlanır. Karșıtının doğru olduğunu kabul edelim, yani

∫ ∞

t4

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds = ∞ (4.2.38)

olsun. (4.2.29) tarafından,

inf
s≥t0

{
lim inf

t→∞
H (t, s)

H (t, t0)

}
> ε (4.2.39)

olacak șekilde sabit bir ε > 0 mevcuttur. Diğer yandan (4.2.38) sayesinde her pozitif

δ sayısı için bir t5 > t4 vardır öyle ki tüm t ≥ t5 için

∫ t

t4

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds ≥ δ

ε
. (4.2.40)
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(4.2.40) ı göz önüne alır ve kısmi integrasyon uygularsak tüm t ≥ t5 için

1

H(t, t4)

∫ t

t4

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds

=
1

H(t, t4)

∫ t

t4

H(t, s)d

[∫ s

t4

Aα−1(ξ, t2)

η(ξ)r1/α(ξ)
w2(ξ)dξ

]
ds

=
1

H(t, t4)

∫ t

t4

[∫ s

t4

Aα−1(ξ, t2)

η(ξ)r1/α(ξ)
w2(ξ)dξ

] [
−∂H(t, s)

∂s

]
ds

≥ δ

ε

1

H(t, t4)

∫ t

t5

[
−∂H(t, s)

∂s

]
ds

=
δ

ε

H(t, t5)

H(t, t4)
≥ δ

ε

H(t, t5)

H(t, t0)
(4.2.41)

elde ederiz. (4.2.39) dan

lim inf
t→∞

H(t, s)

H(t, t0)
> ε > 0, (4.2.42)

elde edilir ve böylece tüm t ≥ t6 için

H(t, t5)

H(t, t0)
≥ ε

olacak șekilde bir t6 ≥ t5 vardır. En son eșitsizlikten ve (4.2.41) den t ≥ t6 için

1

H(t, t4)

∫ t

t4

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds ≥ δ (4.2.43)

elde ederiz. δ keyfi bir pozitif sabit olduğundan

lim inf
t→∞

1

H(t, t4)

∫ t

t4

H(t, s)
Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds = ∞ (4.2.44)

elde ederiz ve (4.2.36) ile çelișir. Dolayısıyla (4.2.37) geçerlidir ve (4.2.35) ten dolayı
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∫ ∞

t4

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
φ2

+(s)ds ≤
∫ ∞

t4

Aα−1(s, t2)

η(s)r1/α(s)
w2(s)ds < ∞ (4.2.45)

sağlanır. Bu da (4.2.30) ile çelișkidir ve ispat tamamlanmıș olur.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki (4.2.31) șartı așağıdaki șekliyle değișmiș olarak

Teorem 4.2.3 tüm șartları sağlanmıș olsun

lim inf
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds ≥ φ(T ). (4.2.46)

Bu durumda (4.2.1) in her çözümü salınımlıdır.

İspat.

φ(T ) ≤ lim inf
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds

≤ lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ψ(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds

eșitsizliğinin bir sonucu olarak açıktır ve bu nedenle ayrıntılarına yer vermiyoruz.

Șimdi (4.2.4) durumu için salınım sonuçları verelim.

Teorem 4.2.5. Kabul edelim ki (i)–(iv), (4.2.2), (4.2.4) sağlansın ve H ile h (4.2.5)

sağlanacak șekilde Teorem 4.2.1 dekiler gibi olsun.

Eğer;

Ω(t) = kη(t)q(t)ψα(σ(t), t2), (4.2.47)

ve Φ(t, s) (4.2.8) deki gibi olmak üzere yeterli derecede büyük her t2 ∈ [t1,∞) ⊆
[t0,∞) için ve tüm t ≥ T için σ(t) > t2 olacak șekilde tüm T > t2 için ve bazı γ ≥ 1

için

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ω(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds = ∞ (4.2.48)
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olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1 ([t0,∞),R) fonksiyonu mevcutsa bu durumda (4.2.1)

in her çözümü salınımlıdır.

İspat. Kabul edelim ki bazı t1 ∈ [t0,∞) için t ≥ t1 için x(t) > 0, x(τ(t)) > 0 ve

x(σ(t)) > 0 olmak üzere x(t) (4.2.1) in salınımsız bir çözümü olsun. Teorem 4.2.1 in

ispatında olduğu gibi devam edersek yine iki durum söz konusu olacaktır. (I) t ≥ t2

için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için z′(t) < 0. Eğer (II) durumu geçerli ise Teorem

4.2.1 in ispatında olduğu gibi z(t) nin pozitifliliği ile çelișki elde edilir.

Eğer (I) durumu geçerli ise bu durumda Teorem 4.2.1 in ispatında olduğu gibi t ≥ t4

için (4.2.17) e ulașırız. (4.2.4) ve τ nun kesin artan olmasından dolayı

τ−1(σ(t)) ≥ t

dir ve z artan olduğundan
z (τ−1(σ(t)))

z(t)
≥ 1 (4.2.49)

elde ederiz.

(4.2.49) u (4.2.17) de kullanırsak

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− kη(t)q(t)ψα(σ(t), t2)− α
w(1+α)/α(t)

(η(t)r(t))1/α
(4.2.50)

elde edilir. İspatın kalan kısmı Teorem 4.2.1 in ispatının ilk kısmına benzerdir ve

bu sebeple burada yer verilmemiștir.

Sonuç 4.2.6. Teorem 4.2.4 ün sonucu (4.2.47) kabulü

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

k−1H(t, s)Ω(s)ds = ∞ (4.2.51)

ve (4.2.28) șartları ile değiștirilse de geçerliliğini korur.

Teorem 4.2.7. Kabul edelim ki (i)–(iv), (4.2.2) ve (4.2.4) sağlansın.

H ve h, (4.2.5) ve (4.2.29) sağlanacak șekilde Teorem 4.2.1 deki gibi olsun. Ω(t)

(4.2.48) deki gibi olmak üzere, eğer (4.2.30) sağlanacak șekilde φ ∈ C ([t0,∞),R)

ve η ∈ C1 ([t0,∞), (0,∞)) fonksiyonları varsa ve yeterli derecede büyük tüm t2 ∈
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[t1,∞) ⊆ [t0,∞) için ve tüm t ≥ T için σ(t) > t2 olmak üzere tüm T > t2 için ve

bazı γ > 1 için

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ω(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds ≥ φ(T ) (4.2.52)

ise (4.2.1) in tüm çözümleri salınımlıdır.

İspat. İspat (4.2.49), (4.2.50) ve Teorem 4.2.3 ten elde edilebileceğinden dolayı

ayrıntılara burada yer vermeyeceğiz.

Teorem 4.2.8. Kabul edelim ki yukarıdaki teoremin (4.2.52) șartı

lim inf
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

[
H(t, s)Ω(s)− γ

4α

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)

]
ds ≥ φ(T ) (4.2.53)

ile yer değiștirsin ve diğer tüm șartlar sağlansın. Bu durumda (4.2.1) in tüm

çözümleri salınımlıdır.

İspat. İspat (4.2.49), (4.2.50) ve Teorem 4.2.4 ten elde edilebileceğinden dolayı

ayrıntılara burada yer vermeyeceğiz.

4.2.3 Örnekler

Çalıșmayı yukarıdaki sonuçların uygulanabilirliğini göstermek için așağıdaki örneklerle

sonlandıracağız. İlk örnek t → ∞ için h(t) → ∞ durumunu, ikinci örnek ise h nin

sabit bir fonksiyon olma durumunu ele almaktadır.

Örnek 4.2.9. z(t) = x(t) + tx(t− 2) olmak üzere damping terimli yarı–lineer

(
(z′(t))5

)′
+

1

t
(z′(t))5

+ (t + 1)4x5(t− 1) = 0, t ≥ 2, (4.2.54)

NDD i göz önüne alalım. Burada α = 5, τ(t) = t − 2, σ(t) = t − 1, r(t) = 1,

p(t) = 1/t, q(t) = (t + 1)4, h(t) = t ve f(t, x(σ(t)) = x5(t − 1) dir. (i)-(iv), (4.2.2)

ve (4.2.4) șartlarının sağlandığı kolayca görülür ve t2 = t1 = t0 = 2 seçerek

A(t, t2) = A(t, 2) = t− 2,
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A(τ−1(t), t2) = A(t + 2, 2) = t,

A(τ−1(τ−1(t)), t2) = A(t + 4, 2) = t + 2,

ve t ≥ t0 = 2 için,

ψ(t, t2) =
1

t + 2

(
1− t + 2

t(t + 4)

)
> 0

bulunur.

H(t, s) = (t − s)2 dersek H ∈ P ve h(t, s) = 2 olur. η(t) = t ile ξ(t) = 0 olduğunu

görürüz ve tüm T ∈ (3,∞) için (4.2.51) ve (4.2.28) șartları,

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

k−1H(t, s)Ω(s)ds ≥ lim sup
t→∞

(2/5)5

(t− T )2

∫ t

T

(t− s)2 s

s + 1
ds

≥ lim sup
t→∞

(2/5)5T

T + 1

1

(t− T )2

∫ t

T

(t− s)2ds

= lim sup
t→∞

(2/5)5T (t3 − 3t2T + 3tT 2 − T 3)

3(T + 1)(t− T )2
= ∞

ve

lim sup
t→∞

1

H(t, T )

∫ t

T

η(s)r1/α(s)Φ(t, s)

Aα−1(s, t2)
ds = lim sup

t→∞

1

(t− T )2

∫ t

T

4s

(s− 2)4
ds

≤ lim sup
t→∞

1

(t− T )2

4

(T − 2)4

∫ t

T

sds

= lim sup
t→∞

2(t2 − T 2)

(T − 2)4(t− T )2
=

2

(T − 2)4
< ∞

olup (4.2.51) ve (4.2.28) șartları sağlanmıș olur. Dolayısıyla Sonuç 4.2.6 nın tüm

șartları sağlanır ve (4.2.54) salınımlıdır.

Örnek 4.2.10. z(t) = x(t) + 10x(t− 1) olmak üzere damping terimli yarı–lineer

(
1

t3
(z′(t))3

)′
+

1

t4
(z′(t))3

+ t2x3(t/2) = 0, t ≥ 2, (4.2.55)

NDD i göz önüne alalım. Burada α = 3, τ(t) = t − 1, σ(t) = t/2, r(t) = 1/t3,

p(t) = 1/t4, q(t) = t2, h(t) = 10 ve f(t, x(σ(t)) = x3(t/2) dir. (i)-(iv), (4.2.2) ve
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(4.2.3) șartlarının sağlandığı kolayca görülür ve t2 = t1 = t0 = 2 ile

A(t, t2) = A(t, 2) = (t2 − 4)/2,

A(τ−1(t), t2) = A(t + 1, 2) = ((t + 1)2 − 4)/2,

A(τ−1(τ−1(t)), t2) = A(t + 2, 2) = ((t + 2)2 − 4)/2,

ve t ≥ t0 = 2 için

ψ(t, t2) =
1

10

(
1− t(t + 4)

10(t− 1)(t + 3)

)
> 0

bulunur.

H(t, s) = (t − s)2 dersek H ∈ P ve h(t, s) = 2 olur. η(t) = t ile ξ(t) = 0 dır

ve Örnek (4.2.9) deki gibi (4.2.27) ve (4.2.28) șartlarının sağlandığını görmek zor

değildir. Dolayısıyla Sonuç 4.2.2 nin tüm șartları sağlanır ve bu yüzden (4.2.55)

salınımlıdır.
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4.3 İkinci Mertebeden Damping Terimli Lineer Karma NDD lerin Salınımı

4.3.1 Giriș

Bu bölümde

z(t) = x(t) + p1(t)x(τ1(t)) + p2(t)x(τ2(t))

olmak üzere

(r(t) (z′(t)))′ + p(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0, (4.3.1)

ikinci mertebeden damping terimli lineer karma NDD inin çözümlerinin salınım

davranıșını ele alacağız.

Bu bölüm boyunca așağıdaki șartların sağlandığını kabul ediyoruz:

(i) q(t) büyük t değerleri için özdeș olarak sıfır olmamak üzere p(t) ≥ 0, q(t) ≥ 0

ve r(t) > 0 olacak șekilde p, q, r : [t0,∞) → R reel değerli sürekli fonksiyonlar

ve ∫ ∞

t0

1

r(t)
exp

(
−

∫ t

t0

p(s)

r(s)
ds

)
dt = ∞; (4.3.2)

(ii) τ1 ve τ2 kesin artan, τ1(t) < t, τ2(t) > t ve lim
t→∞

τ1(t) = lim
t→∞

τ2(t) = lim
t→∞

σ(t) = ∞
olacak șekilde τ1, τ2, σ : [t0,∞) → R reel değerli sürekli fonksiyonlardır;

(iii) Büyük t değerleri için p2(t) 6≡ 1 olmak üzere p1(t) > 0 ve p2(t) ≥ 1 olacak

șekilde p1, p2 : [t0,∞) → R reel değerli sürekli fonksiyonlardır;

(5.0.1) in çözümünden, bazı tx ≥ t0 lar için [tx,∞) da (5.0.1) i sağlayan ve

z ∈ C1 ([tx,∞),R), rz′ ∈ C1 ([tx,∞),R) özelliklerinde olan bir x ∈ C ([tx,∞),R)

fonksiyonunu kastediyoruz. (5.0.1) çözümlerinden sadece [tx,∞) yarım aralığında

mevcut olanları ve her T1 ≥ tx için

sup {|x(t)| : T1 ≤ t < ∞} > 0

șartını sağlayanları dikkate alıyoruz. Üstelik (5.0.1) in bu șekilde çözümlere sahip

olduğunu kabul ediyoruz. Eğer x(t) nin [tx,∞) da keyfi derecede büyük sıfırları
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mevcutsa (5.0.1) in x(t) çözümüne salınımlıdır denir. Bir bașka ifade ile her t1 ∈
[tx,∞) için x(t2) = 0 olacak șekilde t2 ≥ t1 mevcutsa x(t) çözümüne salınımlıdır

denir. Aksi halde salınımsızdır denir. Yani x(t) çözümü neticede pozitif ya da negatif

oluyorsa salınımsızdır denir. Eğer tüm çözümleri salınımlı ise (5.0.1) denkleminin

kendisine salınımlıdır denir.

İkinci mertebeden gecikmeli veya ileri argümentli NDD lerin çözümlerinin salınım

davranıșı pek çok araștırmacı tarafından farklı yöntemler kullanılarak geniș ölçüde

araștırılmıștır. Örnek olarak (Agarwal ve ark., 2003a, 2014; Baculíková ve Džurina,

2011b; Bohner ve ark., 2017; Chen, 2010; Ji ve ark., 2014; Kubiaczyk ve ark., 2013;

Li ve ark., 2012, 2013b; Li ve Rogovchenko, 2014a, 2015b, 2017c; Wang ve Li, 2016)

makaleleri ve bu çalıșmalardaki referanslar verilebilir. Fakat ikinci mertebeden

gecikmeli veya ileri argümentli NDD lerle kıyaslandığında ikinci mertebeden karma

argümentli NDD lerin salınım sonuçları nadirdir ve hatta bu sonuçlar da damping

terimsiz denklemlerden elde edilen sonuçlardır. Bu konu ile ilgili son zamanlarda

elde edilen sonuçlara dair örnekler için (Agwa ve ark., 2016; Arul ve Shobha, 2015;

Ji ve ark., 2014; Li, 2010; Li ve ark., 2011, 2013a; Qi ve Yu, 2015; Thandapani ve

Rama, 2013; Thandapani ve ark., 2016; Zhang ve ark., 2016) ve bu çalıșmalardaki

referenslar verilebilir. Diğer taraftan ilgili literatürdeki incelenen denklem tipleri

genel olarak șu șekildedir.

Li (Li, 2010) ve Li ve arkadașları (Li ve ark., 2014a) karșılaștırma testi kullanarak

z(t) = x(t) + p1(t)x(t− σ1) + p2(t)x(t + σ2)

olmak üzere ikinci mertebeden sabit karma argümentli

(r(t) (z′(t)))′ + q1(t)x(t− σ3(t)) + q2(t)x(t + σ4(t)) = 0 (4.3.3)

NDD inin çözümlerinin salınımını çalıșmıștır.

Ji ve arkadașları (Ji ve ark., 2014))

z(t) = x(t) + p1(t)x(η1(t)) + p2(t)x(η2(t))
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olmak üzere ikinci mertebeden yarı–lineer

(
r(t)

(
z4(t)

)γ)4
+ q1(t)x

γ(τ1(t)) + q2(t)x
γ(τ2(t)) = 0 (4.3.4)

karma zaman bağımlı argümentli nötral dinamik denklemini ele almıștır.

Qi ve Yu (Qi ve Yu, 2015) ve Zhang ve arkadașarı (Zhang ve ark., 2016),

z(t) = x(t) + p1(t)x(t− σ1) + p2(t)x(t + σ2)

olmak üzere sabit karma argümentli ve dağıtılmıș sapma argümentli ikinci mertebeden

(r(t)(z′(t))γ)′ +
∫ b

a

q1(t, ξ)x
γ(t− ξ)dξ +

∫ b

a

q2(t, ξ)x
γ(t + ξ)dξ = 0 (4.3.5)

NDD inin çözümlerinin salınımını çalıșmıștır.

Li ve ark. (Li ve ark., 2013a)

z(t) = x(t) + Σm
i=1pi(t)x(τi(t))

olmak üzere ikinci mertebeden yarı-lineer karma argümenli

(
r(t)|z′(t)|α−1z′(t)

)′
+ q(t)|x(σ(t))|α−1x(σ(t) = 0 (4.3.6)

NDD inin çözümlerinin salınımını çalıșmıștır.

Arul ve Shobha (Arul ve Shobha, 2015)

z(t) = x(t) + p1(t)x(t− τ) + p2(t)x(t + δ)

olmak üzere ikinci mertebeden sabit karma argümentli

(r(t)z′(t))′ + q(t)f(x(σ(t))) = 0 (4.3.7)

NDD inin çözümlerinin salınım durumunu incelemiștir.
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Agwa ve arkadașları (Agwa ve ark., 2016)

z(t) = x(t) + p1(t)x(η1(t)) + p2(t)x(η2(t))

olmak üzere ikinci mertebeden karma argümentli nonlineer

(r(t)(z∆(t))γ)∆ + f(t, x(τ1(t))) + g(t, x(τ2(t))) = 0 (4.3.8)

NDD inin çözümlerinin salınımı ele amıștır.

Thandapani ve Rama (Thandapani ve Rama, 2013) ve Thandapani ve arkadașları

(Thandapani ve ark., 2016)

z(t) = x(t) + p1(t)x(t− σ1) + p2(t)x(t + σ2)

olmak üzere ikinci mertebeden karma argümentli

(r(t)[zα]′)′ + q1(t)x
β(t− τ1) + q2(t)x

γ(t + τ2) (4.3.9)

NDD inin çözümlerinin salınımını çalıșmıșlardır.

Önemle vurgulanması gereken bir nokta șudur ki yukarıda verilen çalıșmaların

tamamında p1(t) ve p2(t) katsayı fonksiyonları pozitif ve üstten sınırlıdır.

Yukarıda yer alan makalelerin motivasyonuyla bu çalıșmada (5.0.1) için bazı yeni

salınım kriterleri vermek istiyoruz. Vurgulamak isteriz ki bu çalıșmada sunulan

sonuçlar i = 1, 2, 3 için σi(t) > 0 olmak üzere τ1(t) = t − σ1, τ2(t) = t +

σ2 ve σ(t) = t ± σ3 șeklindeki sabit gecikmeler için de yeni sonuçlardır. Ayrıca

belirtmek isteriz ki bu çalıșmadaki sonuçlar daha genel damping terimli KNDD lere

olduğu gibi (5.0.3)-(4.3.9) denklemlerinin damping terimli formlarına da kolaylıkla

genișletilebilir. Bu sebeplerle umulur ki mevcut çalıșma sadece ikinci mertebeden

damping terimli KNDD ler için salınım teorisindeki bir boșluğu doldurmakla kalmayıp

bu alanda yeni çalıșmalara da ilham kaynağı olur.
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4.3.2 p1(t) > 0 ve p2(t) ≥ 1 Durumunda salınım sonuçları

Bu kısımda sırasıyla σ(t) ≤ τ2(t) ve σ(t) ≥ τ2(t) durumlarında (5.0.1) in salınımı

için bazı yeni kriterler olușturacağız. Notasyon kolaylığı için

R(t, t1) =

∫ t

t1

1

r(s)
ds, t ≥ t1 ≥ t0 (4.3.10)

ve τ−1
2 , τ2 nin ters fonksiyonu olmak üzere ψ : [t0,∞) → R yi

ψ(t) :=
1

p2(τ
−1
2 (t))

[
1− 1

p2(τ
−1
2 (τ−1

2 (t)))
− p1(τ

−1
2 (t)

p2(τ
−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))

]
(4.3.11)

olarak tanımlayalım. Bu bölüm boyunca yeterince büyük tüm t ler için ψ(t) > 0

olduğunu kabul edeceğiz.

Așağıdaki lemma ile bașlayalım.

Lemma 4.3.1. Kabul edelim ki bazı t1 ≥ t0 için t ≥ t1 olmak üzere

z(t) > 0, z′(t) > 0 ve (r(t)z′(t))′ ≤ 0 (4.3.12)

olsun. Bu durumda t ≥ t1 için

z(t) ≥ r(t)z′(t)R(t, t1). (4.3.13)

Ayrıca t ≥ t2 için (
z(t)

R(t, t1)

)′
≤ 0 (4.3.14)

olacak șekilde t2 > t1 vardır.

İspat. Kabul edelim ki bazı t1 ≥ t0 için t ≥ t1 olmak üzere (4.3.12) sağlansın. Bu

durumda

z(t) = z(t1) +

∫ t

t1

r(s)z′(s)
r(s)

ds ≥ r(t)z′(t)
∫ t

t1

1

r(s)
ds = r(t)z′(t)R(t, t1) (4.3.15)
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ve dolayısıyla (4.3.13) sağlanmıș olur. Daha sonra (4.3.13) den

tüm t ≥ t2 := t1 + 1 için

(
z(t)

R(t, t1)

)′
=

1/r(t)[r(t)z′(t)R(t, t1)− z(t)]

(R(t, t1))2
≤ 0 (4.3.16)

(4.3.14) sağlanır ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.2. Kabul edelim ki (i)− (iii) sağlansın ve σ(t) ≤ τ2(t) olsun. Eğer

ξ(t) =
η′(t)r(t)− η(t)p(t)

η(t)r(t)
(4.3.17)

olmak üzere yeterince büyük tüm t1 ∈ [t0,∞) için tüm T > t1

lim sup
t→∞

∫ t

T

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))

R
(
τ−1
2 (σ(s)), t1

)

R(s, t1)
− η(s)r(s)ξ2(s)

4

]
ds = ∞ (4.3.18)

olacak șekilde pozitif bir η ∈ C1([t0,∞),R) fonksiyonu mevcut ise bu durumda

(5.0.1) salınımlıdır.

İspat. x(t) (5.0.1) in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın t ≥ t1 için

x(t) > 0, x(τ1(t)) > 0, x(τ2(t)) > 0 ve x(σ(t)) > 0 olacak șekilde t1 ∈ [t0,∞)

olduğunu kabul edebiliriz. (x(t) nin neticede negatif olma durumunun ispatı da

benzerdir ve bundan dolayı bu durumun ayrıntılarını vermiyoruz) (5.0.1) den

(r(t)z′(t))′ + p(t)z′(t) = −q(t)x(σ(t)) ≤ 0

ya da t ≥ t1 için

(r(t)z′(t))′ + p(t)z′(t) ≤ 0

elde ederiz.

y(t) = r(t)z′(t) dersek son eșitsizlik

y′(t) +
p(t)

r(t)
y(t) ≤ 0
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halini alır ve bu da t ≥ t1 için

(
exp

(∫ t

t1

p(s)/r(s)ds

)
y(t)

)′
≤ 0

eșitsizliğini gerektirir. Böylece, exp(
∫ t

t1
p(s)/r(s)ds)y(t) artmayandır ve en sonunda

devamlı surette, diyelim ki t2 ≥ t1 için [t2,∞) da ișaretini değiștirmez. Dolayısıyla

z′(t) nin [t2,∞) da devamlı surette sabit bir ișareti olur ve bu durumda dikkate

alacağımız iki durum ortaya çıkar. (I) t ≥ t2 için z′(t) > 0 veya (II) t ≥ t2 için

z′(t) < 0.

İlk olarak durum (I) i ele alalım. t ≥ t2 için z′(t) > 0 olduğundan (5.0.1) den t ≥ t2

için (r(t)z′(t))′ ≤ 0 ve bundan dolayı Lemma 4.3.1 ıșığında, bazı t3 ∈ (t2,∞) için

t ≥ t3 olmak üzere (4.3.14) sağlanır. Yani t ≥ t3 için z(t)/R(t, t1) artmayandır. z(t)

nin tanımı ıșığında, (aynı zamanda (Agarwal ve ark., 2003a) nolu kaynaktaki (8.6)

eșitsizliğinden)

x(t) =
1

p2(τ
−1
2 (t))

[z(τ−1
2 (t))− x(τ−1

2 (t))− p1(τ
−1
2 (t))x(τ1(τ

−1
2 (t)))]

=
z(τ−1

2 (t))

p2(τ
−1
2 (t))

− z(τ−1
2 (τ−1

2 (t)))− x(τ−1
2 (τ−1

2 (t)))

p2(τ
−1
2 (t))p2(τ

−1
2 (τ−1

2 (t)))

− p1(τ
−1
2 (τ−1

2 (t)))x(τ1(τ
−1
2 (τ−1

2 (t))))

p2(τ
−1
2 (t))p2(τ

−1
2 (τ−1

2 (t)))

− p1(τ
−1
2 (t))

p2(τ
−1
2 (t))

[z(τ−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))− x(τ−1

2 (τ1(τ
−1
2 (t))))

p2(τ
−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))

− p1(τ
−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))x(τ1(τ

−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t)))))

p2(τ
−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))

]

≥ z(τ−1
2 (t))

p2(τ
−1
2 (t))

− z(τ−1
2 (τ−1

2 (t)))

p2(τ
−1
2 (t))p2(τ

−1
2 (τ−1

2 (t)))

− p1(τ
−1
2 (t))z(τ−1

2 (τ1(τ
−1
2 (t))))

p2(τ
−1
2 (t))p2(τ

−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))

. (4.3.19)
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z, τ1 ve τ2 nin kesin artan olduğu kullanarak ve τ1(t) < t < τ2(t) yi göz önüne alarak

z(τ−1
2 (τ−1

2 (t))) < z(τ−1
2 (t)) (4.3.20)

ve

z(τ−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t)))) < z(τ−1

2 (t)) (4.3.21)

elde edilir. Son iki eșitsizliğin (4.3.19) da kullanılmasıyla

x(t) ≥ 1

p2(τ
−1
2 (t))

[
1− 1

p2(τ
−1
2 (τ−1

2 (t)))
− p1(τ

−1
2 (t))

p2(τ
−1
2 (τ1(τ

−1
2 (t))))

]
z(τ−1

2 (t)) (4.3.22)

veya t ≥ t3 için

x(t) ≥ ψ(t)z(τ−1
2 (t)). (4.3.23)

lim
t→∞

σ(t) = ∞ olduğundan tüm t ≥ t4 için σ(t) ≥ t3 olacak șekilde t4 ≥ t3 seçebiliriz.

Dolayısıyla (4.3.23) den t ≥ t4 için

x(σ(t)) ≥ ψ(σ(t))z(τ−1
2 (σ(t))) (4.3.24)

elde edilir. Bu eșitsizliğin (5.0.1) de kullanılması t ≥ t4 için

(r(t)z′(t))′ + p(t)z′(t) + q(t)ψ(σ(t))z(τ−1
2 (σ(t))) ≤ 0 (4.3.25)

verir. Riccati tipi dönüșüm kullanarak w(t) fonksiyonunu tanımlayalım. t ≥ t4 için

w(t) := η(t)
r(t)z′(t)

z(t)
(4.3.26)

Açıktır ki w(t) > 0 ve (4.3.25) ve (4.3.26) dan

w′(t) =
η′(t)
η(t)

w(t)+ η(t)

[
(r(t)z′(t))′z(t)− r(t)(z′(t))2

z2(t)

]

≤ η′(t)
η(t)

w(t) +
η(t)

z(t)

[−p(t)z′(t)− q(t)ψ(σ(t))z
(
τ−1
2 (σ(t))

)]− w2(t)

η(t)r(t)
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=
η′(t)
η(t)

w(t)− p(t)

r(t)
w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))

z(τ−1
2 (σ(t)))

z(t)
− w2(t)

η(t)r(t)
. (4.3.27)

(4.3.18) kullanılarak (4.3.27) eșitsizliği

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))
z(τ−1

2 (σ(t)))

z(t)
− 1

η(t)r(t)
w2(t) (4.3.28)

halini alır. z(t)/R(t, t1) in [t4,∞) ⊆ [t3,∞) da artmadığını ve σ(t) ≤ τ2(t) nin

τ−1
2 (σ(t)) ≤ t yi gerektirdiğini kullanarak

z(τ−1
2 (σ(t)))

z(t)
≥ R(τ−1

2 (σ(t)), t1)

R(t, t1)
(4.3.29)

elde ederiz.

(4.3.29) u (4.3.28) de yerine yazmak t ≥ t4 için

w′(t) ≤ ξ(t)w(t)− η(t)q(t)ψ(σ(t))
R(τ−1

2 (σ(t)), t1)

R(t, t1)
− 1

η(t)r(t)
w2(t) (4.3.30)

verir. w ya göre tam kareye tamamlarsak, (4.3.30) dan t ≥ t4 için

w′(t) ≤ −η(t)q(t)ψ(σ(t))
R(τ−1

2 (σ(t)), t1)

R(t, t1)
+

η(t)r(t)ξ2(t)

4
. (4.3.31)

(4.3.31) in t4 den t ye integrali alınırsa

∫ t

t4

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))

R(τ−1
2 (σ(s)), t1)

R(s, t1)
− η(s)r(s)ξ2(s)

4

]
ds ≤ −w(t) + w(t4) < w(t4)

(4.3.32)

olduğunu görürüz ve bu da (4.3.17) ile çelișir.

Șimdi de durum (II) yi ele alalım. u(t) = −r(t)z′(t) > 0 olsun. (5.0.1) den t ≥ t2

için

u′(t) +
p(t)

r(t)
u(t) ≥ 0. (4.3.33)

Bu bağıntının t2 den t ye kadar integralini alırsak

u(t) ≥ u(t2) exp

(
−

∫ t

t2

p(s)/r(s)ds

)
(4.3.34)
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elde ederiz ve buradan da

z′(t) ≤ r(t2)z
′(t2)

1

r(t)
exp

(
−

∫ t

t2

p(s)/r(s)ds

)
(4.3.35)

bulunur. (4.3.35) in t2 den t ye kadar integralini alıp (5.0.2) göz önüne alınırsa

t →∞ için

z(t) ≤ z(t2) + r(t2)z
′(t2)

∫ t

t2

1

r(s)
exp

(
−

∫ s

t2

p(u)/r(u)du

)
ds → −∞ (4.3.36)

olur ve z(t) nin pozitifliği ile çelișir. Bu teoremi ispatlar.

4.3.3 Örnek

Bu kısmı sonucumuzun uygulanabilirliğini gösteren bir örnek ile tamamlıyoruz. Bu

örnek i = 1, 2 için t →∞ iken pi(t) →∞ durumu içindir.

Örnek 4.3.3. z(t) = x(t)+tx(t/2)+8tx(2t) olmak üzere ikinci mertebeden damping

terimli

z′′(t) +
1

t
z′(t) + (t3 + t)x(

t

3
) = 0, t ≥ 2, (4.3.37)

NDD i ele alalım.

Burada r(t) = 1, p(t) = 1/t, p1(t) = t, p2(t) = 8t, τ1(t) = t/2, τ2(t) = 2t, σ(t) = t/3

ve q(t) = t3 + t dir. (i)-(iii) șartlarının ve (5.0.2) nin sağlandığı açıktır.

τ−1
2 = t/2, τ−1

2 (τ−1
2 (t)) = t/4, τ−1

2 (τ1(τ
−1
2 (t))) = t/8, R(t, t1) = t− 2

ve t ≥ 2 için

ψ(t) =
1

4t

[
1− 1

2t
− t/2

t

]
=

t− 1

8t2
> 0. (4.3.38)

η(t) = c > 0 bir sabit olsun ve t1 = t0 = 2 ve T ∈ (2,∞) seçilirse

lim sup
t→∞

∫ t

T

c(s3 + s)(
3s− 9

8s2
)

s− 12

6s− 12
ds = ∞

ve

lim sup
t→∞

∫ t

T

c

4s2
ds =

c

4t
< ∞
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olduğundan

lim sup
t→∞

∫ t

T

[
η(s)q(s)ψ(σ(s))

R(τ−1
2 (σ(s)), t1)

R(s, t1)
− η(s)r(s)ξ2(s)

4

]
ds

= lim sup
t→∞

∫ t

T

[
c(s3 + s)(

3s− 9

8s2
)

s− 12

6s− 12
− c

4s2

]
ds = ∞

olur ve (4.3.18) sağlanır. Dolayısıyla Teorem 4.3.2 gereği (4.3.37) salınımlıdır.

Not: Tezin giriș kısmında da bilgisini verdiğimiz gibi, yayınlanan makalemizin bir

kısmını burada vermiș oluyoruz. İlgilenen araștırmacılar bu denklem tipine ilișkin

daha fazla sonuç için makaleye bașvurabilirler.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu tez çalıșmasında ilk olarak;

z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t))

olmak üzere, ikinci mertebeden damping terimli

z′′(t) + r(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0, (5.0.1)

lineer NDD inin çözümlerinin salınımı verilen șartlar altında incelenmiștir. Buna

ilaveten;

• Uyarı (4.1.11) de de belirttiğimiz gibi (5.0.1) denklemi t →∞ iken p(t) → −∞
durumu için de çalıșılabilir.

İkinci olarak;

z(t) = x(t) + h(t)x(τ(t))

ve

α ≥ 1

iki pozitif tek sayının oranı olmak üzere ikinci mertebeden damping terimli

(
r(t) (z′(t))α)′

+ p(t) (z′(t))α
+ q(t)f(t, x(σ(t))) = 0, t ≥ t0 > 0, (5.0.2)

yarı-lineer NDD inin çözümlerinin salınım davranıșları verilen șartlar altında

incelenmiștir. Ayrıca;

• (5.0.2) denkleminin p(t) ≥ 0, q(t) > 0, r(t) > 0 olacak șekilde

p, q, r : [t0,∞) → R sürekli fonksiyonlar ve

∫ ∞

t0

[
1

r(t)
exp

(
−

∫ t

t0

p(s)

r(s)
ds

)]1/α

dt < ∞,

șartı altında salınımı incelenebilir.



• (5.0.2) denkleminin h : [t0,∞) → R sürekli bir fonksiyon ve h(t) ≤ −1 olmak

üzere salınımı incelenebilir.

• (5.0.2) denklemine ilișkin sonuçlar n. basamaktan (n ≥ 2 çift)

(
r(t)

(
zn−1(t)

)α)′
+ p(t)

(
zn−1(t)

)α
+ q(t)f(t, x(σ(t))) = 0, t ≥ t0 > 0,

denklemine genișletilmesi de ilginç olacaktır.

• (5.0.2) denkleminin (4.2.2) șartı p(t) ≤ 0 ve q(t) < 0 ile değiștirilerek de

salınım davranıșı incelenebilir.

Üçüncü olarak ise,

z(t) = x(t) + p1(t)x(τ1(t)) + p2(t)x(τ2(t))

olmak üzere ikinci mertebeden damping terimli

(r(t)z′(t))′ + p(t)z′(t) + q(t)x(σ(t)) = 0, t ≥ t0 > 0, (5.0.3)

lineer KNDD inin çözümlerinin salınım davranıșı verilen șartlar altında incelenmiștir.

Bu denklemde ve șartlarında da așağıdaki değișiklikler yapılarak salınım davranıșı

incelenebilir;

• 0 < α < 1 ve β > 1 tek tamsayıların oranı olmak üzere

z(t) = x(t) + p1(t)x
α(τ1(t)) + p2(t)x

β(τ2(t))

alınarak salınım sonucunun araștırılması ilginç olacaktır.

• (5.0.3) denkleminin salınım davranıșı p(t) ≤ 0 ve q(t) < 0 șartları altında da

incelenebilir.
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