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OZET

Doktora Tezi

IKINCI MERTEBEDEN FONKSIYONEL DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINTM DAVRANISI

Adil KAYMAZ

Tokat Gaziosmanpasa Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman : Prof. Dr. Ercan TUNC

Bu tez calismasinda, oncelikle ikinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler
(FDD ler) ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin salimim davranislari iizerine yapilan
calismalarin tarihsel siirecte izledigi yol anlatilmistir. Ikinci boliimde FDD ler ve bu
denklemlerin  ¢oziimlerinin  salinimima  dair  tanim, simiflandirma  ve
uygulamalar1 konusunda bilgiler verilip, FDD ler ve adi diferensiyel denklemlerin
(ADD lerin) ¢oziimlerinin salinim davramslarinin farklihklar: vurgulanmistir. Béliim
sonunda ise literatiirde yer alan ikinci mertebeden farkli tip FDD smiflarinin
coziimlerinin salinim davranisi iizerine yapilan ¢alismalara ornekler verilmistir. Tezde
kullanilan materyal ve yontem bilgisinin yeraldigi ti¢iincii boliimiin ardindan bulgular
ve tartisma bashkl dordiincii bolim gelmektedir. Bu boliimde sirasiyla, ikinci
mertebeden damping terimli lineer nétral, yar: lineer notral ve lineer karma notral
FDD smiflarmin ¢oziimlerinin salinimina dair yeter sartlar sunulmustur. Her alt
boliimiin sonunda verilen ornekler ile elde edilen sonuglarin 6nemi ve uygulanabilirligi
gosterilmistir. Besinci boliimde tezde kullanilan yontemler ve elde edilen bulgularla
ne tiir genellemelere gidilebilecegine deginilmis olup bu tezden hareketle gelecekteki
calismalarda yer alabilecek FDD smiflarima dair tavsiyelerde bulunulmustur.

Kaynaklar adli son boliimle birlikte tez tamamlanmistir.

2021, 88 sayfa



ANAHTAR KELIMELER: Damping terim, Fonksiyonel diferensiyel denklem,

Ikinci mertebe, Notral diferensiyel denklem, Salinim.
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OSCILLATION BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SECOND ORDER
FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Adil KAYMAZ
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Institute of Graduate Studies

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Ercan TUNC

In this thesis, firstly, the path in the historical process of the second order functional
differential equations (FDEs) and the studies on the oscillation behaviors of their
solutions are explained. In the second chapter, giving the information about the
definitions, the classifications and the applications of the FDEs and the oscillation
of their solutions, the differences between the oscillatory behavior of the solutions
of FDEs and ordinary differential equations (ODEs) are highlighted. At the end
of the chapter, some examples about the studies on the oscillation behavior of the
solutions of different types second-order FDE classes in the literature are given.
After the third section, which includes the material and methodological information
used in the thesis, the fourth chapter titled findings and discussion follows. In this
chapter, the sufficient conditions about the oscillation of the solutions of the three
different FDE classes , namely, second order linear neutral, half-linear neutral and
linear mixed neutral with damping terms presented, respectively. The importance
and applicability of the results obtained are shown with the examples given at the
end of each subsection. In the fifth chapter what kind of generalizations can be
achieved through the findings obtained and the methods used in this work has been
mentioned. Also based on this thesis, some recommendations regarding the FDE
classes in the forthcoming studies have been made. The thesis has been completed

with the last chapter titled as the references.

2021, 88 pages
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1. GIRIS

Pek c¢ok uygulamada, ele alman sistemin gelecekteki durumunun gegmis
durumlarindan bagimsiz olarak yalnizca mevcut durumuyla belirlendigi varsayilir.
Ayrica ele aliman sistemin, meveut durumun ve bu durumdaki degisim oranini igeren
bir denklemle yonetildigi varsayiliyorsa, bunun igin akla ilk olarak genellikle ADD
ya da kismi diferensiyel denklem (KDD) gelmektedir. Ne var ki daha dikkatli bir
incelemede sistemin durumunun ge¢misten bagimsiz ve sadece mevcut durumuyla
belirlendigini diisiinmek, gercek duruma sadece bir ilk yaklasim oldugu ve daha
gergekgi bir modelin sistemin ge¢mis durumunu (en azindan bir kismini) da igermesi
gerektigi ortaya ¢ikar. Ayrica, bazi problemlerde sistemin ge¢misle baginin olmamasi
anlamsizdir. Bu durum bir stiredir bilinmesine ragmen bu sekildeki sistemlerin
teorisi kapsamli olarak son yillarda gelismistir. Ashinda Volterra'ya [1928] kadar,
gecen iki yiizyil boyunca elde edilen sonuglarin ¢ogu, bazi 6zel denklemlerin ¢ok

spesifik 6zellikleriyle ilgilidir (Hale ve Lunel, 1991).

Etkileri olan sistemler (ya da gecikmeli sistemler) teorik olarak ¢ok ilgi ¢ekicidir ve
uygulamalar1 goz oniine alindiginda onemli bir sinif olustururlar. Sistemlerin bu
sinifi FDD ler ile tanimlanir. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin, bagimsiz
degiskenin farkli degerlerine bagh olarak ortaya ciktigit FDD lerin ilk olarak 1700
lii yillarda Euler, Bernoulli, Lagrange, Laplace, Poisson ve digerleri tarafindan
ele alindig1 bilinmektedir. Bu matematikgiler i¢in FDD lerin kaynaklarimi gesitli

geometri problemleri olusturmaktayd: (Kolmanovskii ve Nosov, 1986).

Bu yillarda Johann Bernoulli tarafindan 6zel bir yayiim problemindeki titresen

kabloyla bagintili olarak diistintilen

v(t) =yt~ 1)

denklemi, bilinen ilk FDD dir (Rasvan, 2006).

1800 ler ve 1900 lerin basina kadar FDD ler iizerine nadir olan calismalar 1930
ve 1940 lara gelindiginde kokten bir degisim gostermistir. Bu yillarda onemli bir

dizi bilimsel ve teknik problemler, tanimlamalarinda var olan farkli gecikmelerin

1



hesaba katilmasini gerektirdi. Bu tipin ilk problemleri Volterra (viscoelasticity, 1909;
avcl-av modelleri, 1928-1931), Kostyzin (matematiksel biyoloji problemleri, 1934),
Callender ve Stevenson (gecikmeli sistemlerde kararsizlik, 1936), mithendislikte bir
editoryal makale (gecikmenin séntimlenme-damping etkisi, 1937), Gorelik
(mikrodalga salmim, 1939), Voznesensky ve Solodovnikov (tiirbin kararlihginda
hidrosokun etkisi, 1934, 1941), Bogolov (bir hidroelektrik santrali i¢in geri bildirim
sistemleri, 1941), Sievert (hiicrelerin x-ray 1sinlamasina reaksiyonlari, 1941), Minorsky
(gemi sabitleme, 1942), Andronov ve Mayer (geri bildirim sistemlerinde gecikme
stiresi, 1946), Kabakov ve Sokolov (buhar basinci igin kontrol prosesi, 1946), Gerasimiv
(1s1 transferinde geri bildirim sistemleri, 1949) gibi pek ¢ok arastirmaci tarafindan
dikkate alindi. Uygulamada bu denli 6nemli problemlerin ortaya ¢ikmasi ¢ok iyi
bilinmeyen bu denklemlerin incelenmesi i¢in matematikgilerin yogun ilgisini uyandirdi
ve 1950 lerde FDD teorisinin hizli gelisimi baslamis oldu. Myshkis’in 1949 yilindaki
makalesi FDD lerin gelisimi tizerinde onemli bir etkiye sahipti. Myshkis’in bu
calismasinda baslangic deger problemi ilk kez dogru bir sekilde formiile edildi.
Myshkis, lineer gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklemlerin (GFDD lerin) genel
bir siifini tanimlayip, ¢oziimlerinin bazi temel 6zelliklerini ¢alist:. Bu sonuglarin yer
aldig1 kitab1 tamamiyle GFDD teorisine adanan ilk kitap olmustur (Kolmanovskii

ve Nosov, 1986).

DD lerin kalitatif teorisi; denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmaksizin ¢oztimlerin
davramsinin galisiimasim ifade eder. Cesitli diferensiyel denklem (DD) tiirlerinin
kalitatif teorisinin incelenmesine 1660 L1 yillarda kalkiiliisiin dogusuyla birlikte
baslanmis olsa da, DD ler i¢in kalitatif teorinin baslangici 1880 lerde Henri Poincare
ve Alexandr M. Lyapunov’la iliskilendirilir (Mawhin, 1996). Iyi bilindigi iizere,
tiim lineer ve non lineer DD lerin ¢oztimlerini ntimerik ¢oziimler haricinde bulmak
genellikle miimkiin degildir. Dahasi FDD ler, integral denklemleri (ID leri), KDD ler
ve kesirli DD lerin ¢oziimlerini bulmak ADD lerin ¢oziimlerini bulmaktan ¢ok daha
zordur. Bu nedenle dolayli metotlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu yilizden ¢oziimlerin
analitik ifadesi olmadiginda DD lerin ¢oztimlerinin kalitatif davrams: hakkinda bilgi

edinmek ¢ok 6nemlidir. FDD lerin ¢oziimlerinin salimml veya salinimsiz olusu da



kalitatif teoride énemli 6l¢iide ilgi goren problemlerin basinda gelmektedir (Tung ve

ark., 2016).

Salinim teorisi ise 1836 da J. C. F. Sturm’un bir makalesinde yer vermesi ile ortaya
cikmis ve DD lerin kalitatif teorisinde yepyeni bir arastirma konusu olmustur. O
giine kadar DD teorisi oncelikli olarak verilen bir DD in c¢oziimlerini bulma
tizerineydi ve bundan dolay1 ¢ok siirliydi. Bu durumun aksine Sturm’un temel fikri,
¢Ozlimlerin geometrik ozelliklerini (isaret degisikligi, sifirlari, simirlari, salimimi gibi)
¢oziimlerin kendilerinden degil, direkt olarak DD in kendisinden elde etmekti. Bu
tarihten itibaren ADD lerin salinim teorisi biiyiik bir gelisim gosterdi. Gilintimiizde
ise tutarh ve kendine yeten bir alan olarak kabul edilen DD lerin kalitatif teorisi, esas

olarak FDD lerin ¢oztim Ozelliklerinin ¢alisilmasina yonelmis durumdadir

(Grace ve Jadlovskd, 2017).

FDD lerin farkli simiflarinin ¢éziimlerinin asimptotik ve salinim ozellikleri i¢in yeter
sartlar elde etme problemleri de bir ¢cok arastirmaci i¢in uzun siire ilgi ¢ekici olmustur.
Bunun nedeni ozellikle FDD lerin bilimin tim alanlarindaki sayisiz stirecin
modellenmesinde yeterli oldugunun distintilmesidir. Notral fonksiyonel diferensiyel
denklemler (NFDD ler) veya kisaca notral diferensiyel denklemler (NDD ler) ise FDD
siniflandirmasinda 6nemli bir yere sahiptir. NDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek
mertebeden tiirevinin hem sapma argiimentli hem de sapma argiimentsiz olarak
goriindiigii bir denklemdir. Bu tip denklemlerin ¢oziimlerinin kalitatif ozelliklerinin
incelenmesi teorik ilgingliginin yani sira kayda deger pratik bir oneme de sahiptir.
Bu onem; NDD lerin kayipsiz iletim hatlari igeren elektrik aglari ile ilgili problemler
basta olmak tizere, elastik ¢ubuga eklenmis titresen kiitlelerin ¢alismalarinda veya
zaman gecikmeli cok cesitli problemlerin ¢oziimlerinde ortaya ¢ikmasmdan ileri

gelmektedir (Grace ve Jadlovska, 2017).

Bu tezin konusu, yukarida anlatildigi gibi, DD lerin kalitatif teorisinde aktif bir
sekilde calisilan ve FDD lerin ¢oziimlerinin salinim davramsi konusunun bir alt
bashig1 sayilabilecek "ikinci mertebeden FDD lerin ¢oztimlerinin salinim davranisidir'.
Bu tezle ikinci mertebeden FDD lerin ¢oztimlerinin salimimina iliskin, yeni yeter

sartlarla yeni salinim sonuclar1 sunularak literatiire katk: saglanmistir. Ayrica elde
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edilen sonuclar literatiirdeki mevcut sonuclar ile karsilastirilarak bu bulgularin 6nemi

detayl bir sekilde vurgulanmistir.
Tezin Yapist:
Bu tez ¢alismast alt1 bolimden olusmaktadir.

Ik boliimde, bilhassa 20. yy. da cesitli matematiksel modellemelerinde FDD lerle
karsilasan arastirmacilarin ele aldiklar: konulara dair 6érnekler verilmistir. Ardindan
DD lerin kalitatif teorisi ve bu alanin calisma konular igerisinde yer alan FDD
lerin ¢oziimlerinin salimimhilik davrams: ¢alismalarinin dogusu ve ozellikle NDD lerin
uygulamalardaki onemine deginilmis olup tezin yapisi ve igerigi hakkinda kisa bir

bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde bir FDD in nasil olusturuldugu bir 6rnekle anlatilmis, arastirmacilarin
tizerinde calistigl ve modellemelerinde karsilarina gikan gesitli FDD lere ornekler
verilmistir. Sonrasinda ise bir DD in ¢6ziimiiniin salmim tanimi verilerek ADD lerin
¢oziimlerinin salimim teorisi ¢alismalarinin izledigi yola dair kisa bir bilgi sunulmustur.
Ardindan FDD lerde goriilen sapma argiimentinin ADD lerinkinden farkli olarak
denklemin ¢oztimlerinin salimim davramsina yaptigr etki verilen orneklerle
gosterilmistir. Bu boliimiin son kisminda ise 2. mertebeden ¢esitli FDD simflarinin
coziimlerinin salmim davramslar iizerine yayimlanmis bazi makalelere ornekler

verilmistir.

Uciincii boliim tezde kullamlan materyallerin tanitiminin ve tezde elde edilen bulgular

i¢in uygulanan yonteme dair kisa bir bilginin yer aldigi boliimdiir.

Tezin orjinal kisimlarimin yer aldig1 boliim olan "Bulgular ve Tartisma'" adli dordiincu

boliim ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Bu boliimler ve igerikleri su sekildedir:

Birinci alt boliim, ayni1 zamanda 2019 yilinda On oscillation of second-order linear
neutral diferential equations with damping term adiyla Dynamic Systems and

Applications, 28, no.2, 289-301 de yayimlanan makalemizde yer alan;



2(t) = x(t) + p(t)=(7(1))

olmak iizere, ikinci mertebeden damping terimli

2'(t) +r(t)2(t) + q@)z(o(t) =0, ¢>1ty>0,

lineer NDD sinifinin ¢éziimlerinin salinim davranmsini inceledigimiz boliimdiir (Tung

ve Kaymaz, 2019a).

Ikinci alt boliim, yine 2019 yilinda Oscillatory behavior of second-order half-linear
neutral differential equations with damping adiyla Advances in Dynamical Systems
and Applications, volume 14, number 2, 213-227 de yayimlanmis;

2(t) = (t) + h(t)z(7(t))

ve

a>1

iki pozitif tek sayinin orani olmak iizere ikinci mertebeden damping terimli

(r(®) Z'(0)%) +p(t) (/)" + a(O) f(t,x(a(t) = 0, &>t >0,

yari-lineer NDD smifinin ¢oziimlerinin salimim davramsini ele aldigimiz makaleden

olusmaktadir (Tung ve Kaymaz, 2019b).

Uciincii alt boliim ise,
2(t) = z(t) + pr()z (1 (1) + p2(t)z(72(t))
olmak fizere
(r()2'(1) +p(t)2'(t) + q()z(o(t)) =0, t =t >0,

ikinci mertebeden damping terimli lineer karma NDD sinifinin ¢éztimlerinin salinimi

tizerine; Oscillation of damped second-order linear mized neutral differential equations
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adiyla 2021 yilinda Monatshefte fir Mathematik, volume 194, issue 1, 85-104 de
yayimladigimiz makalenin bir kismini sundugumuz bélimdiir (Tung ve Kaymaz,

2021).

Sonug ve Oneriler adimi verdigimiz besinci boliimde, tezde yer alan FDD smmiflarinin
¢oziimlerinin salinim davranislarina ek olarak ne tiir ne tiir farkli denklem simiflariin
salmimina dair yeni ¢alismalar yapilabilecegi belirtilmistir. Ayrica calismada yer
alan sartlarin bazilarmmin degistirilmesi suretiyle de yeni salimm kriterleri elde

edilebilecegi vurgulanmistar.

Altinci boliim ise tezimizde kullandigimiz kitap, makale ve tezler igin referanslarin

yer aldigi Kaynaklar boltimidiir.



2. LITERATUR OZETLERI ve KURAMSAL TEMELLER

2.1 FDD lerin Tanimi1 ve Uygulamalari

Bilindigi tizere ADD ler bir ve ayni argiment degeri i¢in bilinmeyen fonksiyon ve

onun bazi turevlerini ihtiva eden denklemlerdir.

Ornegin;

z"(t) +32'(t) =0
denklemleri ikinci mertebeden kapali ve acik formdaki ADD 6rnekleridir.

ADD, bilinmeyen  fonksiyon ve  denklemdeki  tiirevlerinin  ayn1 ¢
anindaki degerlerini iceren bir denklem iken FDD ler bilinmeyen fonksiyon ve
tirevlerinin, bagimsiz degiskenin farkh degerleriyle verildigi
denklemlerdir. Bu anlamda FDD ler ADD lerin bir genellestirmesidir. Literatiirde
bu denklemlere ayni zamanda sapma (deviating) argiimentli diferensiyel denklemler

de denmektedir (Zafer, 1992).

Ornek olarak

2(t) = 2t — 1)+ 2(t/3) + 1

ve

() + 2" (t+3) —x(t) =0
denklemleri sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden FDD lerdir.

Pek ¢ok uygulamada sistemin gelecekteki durumu icin, gegmisteki durumundan
bagimsiz oldugu kabul edilerek, sadece mevcut durumun belirleyici oldugu diistiniiliir.
Dolayisiyla boyle bir sistem bir ADD in ¢oztimleri tarafindan tanimlanabilir. Ancak
gecmisin, gelecek tizerinde onemli bir bicimde etkisi olursa, boyle durumlarda sistemin

en iyi sekilde tanimlanmas i¢in bir FDD kullamlir (Zafer, 1992).



Bir stirecin daha o6nceki zamanlardaki durumlari nasil olur da bu stirecin mevcut
durumunu direkt olarak etkiler? Iyi bilinmektedir ki her bir anda, nesne sadece o
andaki durumu bilmekte ve yanliz buna tepki vermektedir. Malzemelerin hafizasini
ya da bir insan1 dikkate aldigimizda, sadece mevcut andaki hafiza durumunu goz

oniinde bulundurmaliy1z. Bu durumu basit bir 6rnekle ele alalim (Kolmanovskii ve

Myshkis, 1999).

Dus sirasinda, 7' sicakhigindaki suyu istedigi 7; sicakhigina getirmek icin sicak ve
soguk su girisi olan bir karistirici tizerindeki kolu saga ve sola hareket ettirmesi
gereken bir kisiyi diistinelim. Kabul edelim ki karistiricidan ¢ikan su sicakligindaki
AT degisimi, bir k sabitiyle, kolun hareket ettirilmesindeki A« agisi ile orantili olsun.
T,(t), kanstiricidan ¢ikan suyun sicakhigini gostersin ve h sabiti de karistiricidan
¢ikan suyun dustaki kisinin basina ulasincaya kadar gecen siire olsun. Kabul edelim
ki kolun dondiiriilme orani, bir p sabitiyle, kisi tarafindan algilanan su sicakliginin
T; den sapmasi ile orantili olsun. Kisi ¢ aninda karistiriciddan ¢ — h aninda ¢ikan

suyun sicakhigini hissettigi icin,

o (t) = —plTe(t — h) — T}

buluruz. Bu ise T, sicaklig1 i¢in su sekilde bir esitlik verir:

Ti(t) = —kp[T.(t — h) — T}

¢

Bu da tipik bir (gecikmeli) FDD dir (Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Bu ornegin ardindan asagida verecegimiz diger oOrneklerle, arastirmacilarin
karsilastiklar1 farkli problemlerin FDD lerin ¢esitlenmesi tizerindeki etkilerini

gorecegiz.

Gegmise bagimhihgim fonksiyonun tiirevinde degil sadece kendisinde goriildiigii bir
diferensiyel denklem, gecmis bagimliligi olan FDD lerin en basit tipidir. Bu tipteki
EFDD lere gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem (GFDD) denir (Hale ve Lunel,
1991).

Ornek olarak,



2 (t) = F(t,z(t), z(t — r))

verilebilir. Bu FDD in kontrol problemleri itizerindeki fiziksel uygulamalarinin
incelenmesi i¢gin Minorsky’e bakilabilir (Hale ve Lunel, 1991).

Lord Cherwell asal sayilarin dagilimi iizerine yaptig1 bir calismasinda

() = —ax(t = D[ + z(t)]

GFDD i ile karsilasmistir. Bu denklemin varyasyonlar: ayrica tek bir tiirtin gelisim
teorisindeki modelleri olarak da kullanilmistir (Hale ve Lunel, 1991).

Dunkel tek bir tiirtin gelisimine dair daha genel bir FDD i

2'(t) = —a [/0 o(t+ e)dn(e)} (1 + (1))

-1
onermistir (Hale ve Lunel, 1991).

Bu calismalardan c¢ok daha oOnceleri Volterra, avci-av modelleri calismasinda,
denklemlerdeki tiim sabitler ve fonksiyonlar negatif olmayan, x ve y sirasiyla avci

ve av sayllarini gostermek tizere;

V) = Ja=m - [ F@u+ 0]t

-Tr

-Tr

y'(t) = {—61+72m(t)+/0F2(0)x(t+6’)d0] y(t)

integro-diferensiyel denklemlerini incelemistir (Hale ve Lunel, 1991).

Benzer modeller i¢in, Wangersky ve Cunningham, avci-av modelleri i¢in ayrica;

J6) = astt) | ~ b (t)y(t),

y'(t) = —By(t) +cx(t —r)yt —r)

m—_ﬂf@}

denklemlerini de kullanmislardir (Hale ve Lunel, 1991).
Bitkilerin, ozellikle ay¢icegi olmak tizere, gevre mutasyonunu agiklama girisimlerinde
Israelson ve Johnsson, « bitkinin bas kismimin dik eksenle yaptigi ag1 olmak tizere,

bir model olarak



o (t) = —k/loo f(0)sina(t — 60 — ty)do

denklemini kullanmistir (Hale ve Lunel, 1991).

Uygun varsayimlarla

N

2(t) = Aw(t—T))

i=0
bir boyanin merkezi bir depodan karisimini tanmimlamak igin elverisli bir model
olusturur (Hale ve Lunel, 1991).
Bir biiyiiksehirde kizamik hastaliginin yayilmasini tanimlayan bir girisimde London
ve Yorke, S(t), t aninda duyarli bireylerin sayisi, v niifusa katilan bireylerin orani,

[(t) niifusun karakteristik fonksiyonu olmak iizere;

S'(t) = —B(t)SH)[2y + S(t — 14) — S(t — 12)] +

denklemi ile karsilasmislardir (Hale ve Lunel, 1991).

Y (t) = —/t_ ot — w)g(z(u))du

denklemi ise Ergen tarafindan niikleer reaktor yakitinin bir dolasim teorisinde
karsilasilmis, Levin ve Nohel tarafindan da kapsaml sekilde ¢alisilmistir (Hale ve
Lunel, 1991).

Triyot osilatorindeki iletim zamanini goz oniine alan Rubanik, 7 gecikme
argiimentli

() + ax'(t) — f(x(t —7r))2't—r)+2(t) =0

Van der Pol denklemi ile karsilasmustir (Hale ve Lunel, 1991).

Salinim sistemleri arasinda gecikmeli baglantilar1 ele alan Starik ise
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Y'(t) + [w? + exsing(t —r)Jy(t) = —elhy'(t) + vy’ (t — 7))
I¢"(t) = €[L(¢'(t)) — H(o(t) — aiy*(t — r3) cos §(t))

— 09sin¢(t) — o3 cos @(t)]

sistemini ele almistir (Hale ve Lunel, 1991).

Optimal kontrol teorisinde Krasovskii

Z(t) = Pt)x(t) + B(t)u(t)
w) = Q) 0
() = / dln(t, O)ly(t + 0) + / (. 0)u(t + 6)

- -

sistemini kapsaml bir sekilde ¢alismistir (Hale ve Lunel, 1991).
Boyutsuz degiskenlerde bir vakum tiipii igindeki salinimin modellendigi bir denklem

ornegi olarak da

o (t) + 2r2 (t) + w?z(t) + 2q2" (1) (t — 1) = e(2'(t — 1))?

damping terimli (birinci mertebeden tiirevi igerdigi igin) denklemi verilebilir
(Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Son olarak da gecikmeli bir oto jeneratoriiniin ve ikinci dereceden filtrelerin dinamigi

2" (t) + 202/ (t) + x(t) = f(x(t — h))
denklemi ile verilmistir (Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

EFDD lerin uygulamadaki bu érneklerinin disinda gecikme (ya da ileri) argiimentinin
bagimsiz degiskende ortaya c¢iktigi gibi aymi zamanda tirevinde de gorildigu
denklemler mevcuttur. Bunlara NFDD ya da NDD adi verilir. Aralarinda baglantilar
olan iki ya da daha ¢ok basit salimimh sistem ¢alismalarinda ortaya cikan bu tiir
problemleri calismak daha zordur. NDD lerin ortaya ¢iktigi problemler i¢in de su

ornekler verilebilir (Hale ve Lunel, 1991).
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Rubanik bir elastik ¢ubuga bagh titresen kiitleler ¢alismasinda

() +wiz(t) = efi(x(t),2'(1),y(t),y' () + ny"(t —7),

') +wia(t) = efa(z(t),2'(t),y(t),y'(t) + 2" (t — 1)

denklemi ile karsilasmistir (Hale ve Lunel, 1991).

Elektrodinamikte carpisma problemi ¢alismasinda ise Driver,

gt) <t

olmak fizere,

2(t) = fi(t, 2(1), z(g(1))) + fa(t, 2(t), 2(9(2))) (9 (t))

tipindeki sistemleri ele almistir (Hale ve Lunel, 1991).

Genel olarak Euler denklemleri baz1 uygun smir sartlar ile

2'(t) = f(t,x(t), x(t —r), 2’ (t), 2" (t —r), 2" (t — 1))

formundadir (Hale ve Lunel, 1991).

Bu orneklerle de goriildiigii gibi uygulamadaki farkli problemlerin modellemelerinde
biiyiik oranda FDD ler ile karsilasiimaktadir. Bu orneklerin benzerleri ve de farkh
tiirdeki pek cok FDD &rnegi igin, okuyucuya Kolmanovskii ve Myshkis (Kolmanovskii
ve Myshkis, 1999), Kolmanovskii ve Nosov (Kolmanovskii ve Nosov, 1986) ve Hale

ve Lunel (Hale ve Lunel, 1991) referans olarak verilebilir.

2.2 FDD lerin Siniflandirmasi

Onceki kisimda orneklerini de verdigimiz gibi arastirmacilarin ¢alismalarindaki
problemlerin modellemelerinde karsilarma ¢ok degisik tiirden FDD ler ¢ikmaktadir.
Problemin cinsine gore sapma arglimenti bazen fonksiyonun kendisinde, bazen

fonksiyonun tiirevinde bazen ise her ikisinde de bulunur. FDD f{izerinde yapilan
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calismalarin her denklem tiirtine gore farkhliklar gostermesi FDD leri dogru sekilde

siniflandirmanin gerekliligini ortaya koymaktadir.

FDD ler bagimh degisken ve tiirevlerindeki degisken sapmalarina gore farkh tiplerde

isimlendirilirler.

Buna gore:

Gecikmeli (delayed) fonksiyonel diferensiyel denklemler (GFDD ler), denklemde
bulunan bagimh degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevinin, argiimentin bir tek
degerine bagl oldugu ve bu argiimentin denklemde goriilen bilinmeyen fonksiyonun

ve tiirevlerinin argiimentlerinden daha kiiciik olmadigi denklemlerdir (Zafer, 1992).

Ornegin;

' (t) = x(t —5) + z(t/4) + 3

20"(t) +x(t—7) =0
denklemleri GFDD lerdir.

Ileri (advanced) fonksiyonel diferensiyel denklemler (IFDD ler), denklemde bulunan
bagiml degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevinin, argiimentin bir tek degerine
bagli oldugu ve bu argiimentin denklemde goriilen bilinmeyen fonksiyonun ve

tiirevlerinin argiimentlerinden daha biiyiik olmadigi denklemlerdir (Zafer, 1992).

Ornegin;

) +at+m) +at®+1)=0

2"(t) + 2'(t + 5) = Tz(t) + 10
denklemleri IFDD lerdir.

Karma (mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemler (KFDD ler), denklemde bulunan
bagimh degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevinin, argiimentin bir tek degerine

bagl oldugu ve denklemde goriilen diger argiimentlerin bazilarinin bu argiimentten
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daha biiyiik ve geri kalanlarinin da bu argtimentten daha kii¢iik oldugu denklemlerdir

(Zafer, 1992).

Ornegin;

22/ (t) = x(t — ) + 3z (t + )

2'(t)+2'(t—2)—x2(t+3)=0
denklemleri KFDD lerdir.

Son olarak notral (neutral, kararsiz) diferensiyel denklemler (NDD) ise, denklemde
bulunan bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevinin, hem sapma argtimentli

hem de sapma argiimentsiz ortaya ¢iktig1 denklemlerdir (Zafer, 1992).

Ornegin;
2 (t)+ o' (t—1) = 2z(t),
" 1 " ]'
2'(t)+ z2"(t+7) — —x(t—m) =0
2 4
ve

A(t) = 2(t) + %x(t 1+ %x(t +9)

olmak tizere

Z(t)+22(t) =5

denklemleri de NDD lere ornek olarak verilebilir. NDD ler, denklemlerdeki bagimlh
degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevinde goriilen sapma argiimentlerine bagh
olarak ayrica siiflandirilabilir. Buna gore yukaridaki ilk denklem gecikmeli notral
diferensiyel denklem (GNDD), ikinci denklem ileri nétral diferensiyel denklem (INDD)
ve liglincii denklem ise karma notral diferensiyel denklem (KNDD) smifinda yer

almaktadir (Zafer, 1992).

Bir FDD in ¢ nin baz1 degerlerinin kiimesi iizerinde yukarida anilan denklem
simiflarindan birine, ¢ nin farkli bazi degerlerinin kiimesi iizerinde ise bir digerine

ait olmasi da miimkiindiir (Zafer, 1992).
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Ornegin,

z"(t) + x(t) — x(t + cost) =0

denklemi, cost < 0 sartmin saglandigi araliklarda GFDD, cost > 0 sartinin

saglandig1 araliklarda ise IFDD dir.

2.3 Salinim Tanimi ve ADD lerin Salinim Teorisine Dair Kisa Bir Not

DD lerin kalitatif teorisi olarak adlandirilan ¢alisma alaninin 6nemli konularindan

biri de diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimidir.
Asagidaki verecegimiz tanim reel degerli bir fonksiyonun salinim tammidir. Bu

tanim farkl mertebelerden ADD ler ve farkh siniftaki FDD lerin ¢oziimlerinin salinim

tanimi olarak da kullamilmaktadar.

Tanim 2.3.1. x(¢) : [to,00) — R ve z(t) # 0 olmak tizere z(t) fonksiyonunun V 7" >
to i¢in [T, 00) da bir sifir1 varsa z(t) fonksiyonuna salimiml aksi halde salimmsizdir
denir. Benzer sekilde reel sayilarin bir {x,} dizisi de neticede pozitif ya da negatif
olmuyorsa salinimhdir aksi halde salinimsizdir denir (Zafer, 1992).

Tammdan da anlasilacagy gibi asikar olmayan (z(t) # 0) bir z(t) ¢dziimii i¢in her
hangi bir t; € [tg,00) igin z(t3) = 0 olacak sekilde bir ¢, € [t;,00) varsa z(t)
¢Ozlimii salimimh, tiim ¢ € [t, 00) igin z(t) # 0 olacak sekilde bir ¢; € [ty, 00) varsa
x(t) ¢oztimii salimimsizdir denir. Bir baska deyisle salinimsiz bir ¢6ziim neticede ya

devamli pozitif ya da negatifdir.

Bir diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin tamami salinimli ise denkleme salinimlidir

denir.

Ornek olarak iyi bilinen;

Z"(t)+x(t) =0

ADD i z; =sint ve x5 = cost gibi salimimli ¢oziimlere ve
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2'(t) —x(—t) =0

ADD i ise salimimh 2 (¢) = sin ¢ ve salimimsiz x5 = e’ +e~" ¢oziimiine sahiptir (Ladde

ve ark., 1987).

Salimim teorisi, 1836 yilinda Sturm’un 1s1 iletimi problemi calismasinda salinim
kavramini tanitmasindan bu yana ADD lerin kalitatif teorisi igerisinde 6énemli bir
arastirma alan1 haline gelmistir. FDD lerin salimim teorisi, ADD lerin salinim
teorisindeki iyi bilinen sonuclarmm bir sekilde FDD lere tasinmasiyla, ADD lerin

salimm teorisinin dogal bir genislemesi halini almistir. (Ladde ve ark., 1987).

James S. W. Wong, ikinci mertebeden

2"(t) + a(t)x(t) =0, t>0, (2.3.1)

ADD in ¢oziimlerinin salimim davramsini inceledigi makalesinin (Wong, 1969) giris
kisminda (2.3.1) denkleminin ¢dziimlerinin salimm davranisi fizerine yapilan

calismalara dair su bilgileri veriyor.

a(t) lokal olarak integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, eger tiim ¢oziimlerinin
[0,00) da keyfi derecede biiyiik sifirlar1 varsa (2.3.1) denklemine salinimhdir denir.
Aksi halde salinimsizdir. Sturm Ayirma Teoreminin sonucu olarak 2. mertebeden
homojen (2.3.1) denkleminin ¢éziimlerinin bir tanesi salinimli ise tiim ¢oztimleri de
salimimli ya da ¢oziimlerinin bir tanesi salinimsiz ise tiim ¢oziimleri de salinimsizdir.
Ikinci mertebeden lineer ADD lerin salimm literatiirii muazzamdir. Bu sonuglarin

ilklerinden biri elbette Sturm’un klasik teoremidir.

(2.3.2) ve (2.3.3) esitsizlikleri biiytik ¢ degerleri i¢in gegerli olmak iizere;

a(t) > ag >0 ise (2.3.1) salmmhdir, (2.3.2)

a(t) <0 ise (2.3.1) salmimsizdir. (2.3.3)
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Temel karsilastirma denklemi olarak

2" (t) + (1/4tH)x(t) = 0,

Klasik Euler denklemini kullanan Kneser

tfa(t) < - ise (2.3.1) salmimsiz,

=] =

ve € > 0 olmak fizere t*a(t) >

ise  (2.3.1) salmimh
oldugunu gostermistir.
Fite salinim i¢in

a(t) >0 ve / a(t)dt = oo ise (2.3.1) salmimhdur,
0

seklinde bir integral kriteri veren ilk kisidir.

Hille (2.3.7) sartin1 su sekilde tamamlamistir:

olmak ftizere, eger;

a(t) >0 ve /00 a(t)dt < oo

ise bu durumda

tA(t) <

ise  (2.3.1) salmimsiz

AN

1
ve € > 0 olmak tizere A(t) >

ise  (2.3.1) salmimhdur.

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

(2.3.11)

Daha sonra Wintner a(t) nin negatif olmama ek sart1 olmadan da Fite'nin ifadesinin

gecerli oldugunu, yani;

T

Tlim a(s)ds = oo ise (2.3.1) salmiml,
—oo Jo

17
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oldugunu gostermistir.
Wintner ayrica,

T

lim a(s)ds < oo
T—oo J

sart1 altinda,

o0 t
/ exp (—k/ A(s)ds) dt <oo, k=2 1ise (2.3.1) salmmh
0 0

ve

A%(t) <a(t)/4 ise (2.3.1) sahimmsiz

oldugunu ispatlamistir.
Hartman (2.3.14) iin k& = 4 i¢in de gegerli oldugunu gostermistir.
Diger yandan Opial (2.3.15) i

/ A?(s)ds < A(t)/4 ise (2.3.1) salimimsiz
t

ve

/OO A?(s)ds > (1 +€)/4)A(t) >0 ise (2.3.1) sahmmhdr,

t

seklinde genisletmistir.

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

Mevcut bir DD in ¢oziimlerinin salinimina iliskin yeter sartlarin gelistirilmesiyle ilgili

olarak matematikgiler tarafindan izlenen yola dair bir fikir vermesi agisindan énemli

buldugumuz bu bilgiler, FDD lerin ¢oziimlerinin salimim davranisi tizerine yapilan

calismalarla benzerlik gostermektedir.

2.4 ADD ve FDD lerin Cozuimlerinin Salinimlarinin Karsilastirilmasi

FDD lerin ¢oziimlerinin salimm davranislari ADD lerin ¢oziimlerinin salinim

davranslarindan oldukca farkhdir. Tezin bu béltimiinde verecegimiz orneklerle, bazi

ADD lere eklenen sapma argiimentinin olusturulan yeni FDD lerin ¢oziimlerinin

salmim davranislarinda nasil farklhiliklara yol agabilecegini gosterecegiz (Ozdemir,

2018).
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Bilindigi gibi birinci mertebeden lineer homojen ADD lerin ¢oziimleri salinimh
degilken birinci mertebeden FDD lerin ¢oziimleri saliniml olabilirler. Bunun igin

bilinen basit bir 6rnekle baslayalim (Ladde ve ark., 1987).

Ornegin, birinci mertebeden lineer

() +z(t) =0

ADD i, z = e~ ! gibi salinimsiz bir ¢oziime sahipken, birinci mertebeden

2 () + a(t — g) =0

GFDD i ve yine birinci mertebeden

2/(t) — x(t + g) =0

IFDD i, z; = sint ve 5 = cost seklinde salinimh ¢oziimlere sahiptir (Ladde ve ark.,

1987).

Ikinci mertebeden denklemlere geldigimizde, Sturm Ayirma Teoreminden
bilinmektedir ki ikinci mertebeden lineer homojen ADD lerin ¢oztimleri aymi
karakterdedir (biitlin ¢oziimleri salimmhdir ya da biitiin ¢éziimleri salimmsizdir).

Ne var ki ikinci mertebeden FDD ler i¢in bu durum genellikle dogru degildir.

Daha once verdigimiz ornekteki ikinci mertebeden lineer

() + 2(t) = 0 (2.4.1)

ADD i, xy = sint ve x5 = cost gibi salinimli ¢oziimlere sahipken bu ADD e sapma

arglimenti (deviating argument) ilave edilmesiyle elde edilen yeni FDD
2"(t) + x(m—t) =0,

salimml x1 = sint ve salimimsiz xo = e’ — ™! ¢oziimlerine sahip olmaktadir (Ladde

ve ark., 1987).
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Benzer sekilde baska bir ikinci mertebeden lineer
2'(t) —z(t) =0 (2.4.2)

ADD i, z; = €' ve x5, = e~! bigiminde salimmsiz ¢oziimlere sahip iken denkleme

sapma argiimenti eklenmesiyle olusan yeni FDD i
2'(t) —x(t—7)=0

x1 = sint ve x9 = cost seklinde salimml ¢éziimlere sahiptir (Ladde ve ark., 1987).
Bir baska ikinci mertebeden ADD,

1
2" (t) + 2—t2x(t) =0

z1(t) = tcos(lnt) ve x5(t) = tsin(Int) seklinde salimimh ¢oziimlere sahiptir. Ancak

denkleme sapma argiimenti eklenmesiyle olusan yeni GFDD, ¢ > 0 icin

1 t
" o
x"(t) + 2152:16(4) =0

salinimsiz bir z(t) = v/t ¢oziimiine sahiptir (Agarwal ve ark., 2003b).

Simdi de bir FDD de bulunan damping terimin denklemin ¢oziimlerinin salinim
davranisi tzerindeki etkilerinin, damping terimin ADD lerin ¢6ztimlerinin salinim
davranist iizerindeki etkiden farkli olabilecegini gostermek igin su ¢rnegi vermek
istiyoruz.

Ikinci mertebeden

2"(t) + z(t) = 0 (2.4.3)

ADD inin bildigimiz gibi x; = sint ve x5 = cost gibi salinimh ¢éziimleri vardir.

Ancak (2.4.3) denklemine damping terim ekledigimizde
2"(t) — 22" (t) + z(t) = 0 (2.4.4)

20



ADD i z; = €' ve zy = te' gibi salimimsiz ¢oziimlere sahip olur. Yani eklenen
damping terim (2.4.3) in ¢oziimlerinin salmim davramsmi  degistirmistir
(Agarwal ve ark., 2003b).

Ne var Kki;

Z"(t)+x(t+7)=0, 7>0 (2.4.5)

IFDD i ve damping terim eklenerek elde edilen

Z"(t) —22'(t) +z(t+7)=0, 7>0 (2.4.6)

IFDD lerinin her ikisinin de ¢oziimlerinin tamam salimmbdir (Agarwal ve ark.,
2003b). Dolayisiyla damping terim (2.4.5) in ¢dziimlerinin salimim davranisini

degistirmemistir.

Simdi de,
w'(t) = 2x(t) — y(t)

y'(t) = 2(t) +y(t)

ADD sistemini goz 6ntine alahm. Bu denklemin her (z(), y(t)) ¢ozlimiiniin salinimh
oldugu karakteristik denklem analizinden bilinmektedir (Erbe ve ark., 1995).
Ancak,

() = 2a(t) — y(t — %1114)

(1) = 2(t — 5 nd) + y(1)

GFDD sistemi, salmmsiz (z(t) = e®/2 y(t) = eB/2) ¢oziimiine sahiptir. Bu

durum gecikme argiimentinden kaynaklanmaktadir (Erbe ve ark., 1995).

Eklenen sapma argiimentinin NDD lerdeki etkilerini gormek iginde su ornekleri

inceleyelim. Birinci mertebeden,

x’(t)+m(t—é) =0
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FDD i salinimsiz ¢oziimlere sahip olmasia ragmen, p € (0, 1) reel bir sabit olmak

uzere,

(2(t) + pa(t — 1)) + 2 (t - 1) — 0

e

NDD in biitiin ¢oziimleri sahmimhdir (Erbe ve ark., 1995).

Baska bir ornek olarak,

() +xz(t—1)=0

GFDD inin ¢oztimleri sahmimh iken iki farklh notral terim eklenmesi ile olusan birinci
NDD,

(z(t) + %x(t —1)) +z(t—-1)=0

salimimsiz, ikinci NDD,
1 /
(x(t) — §l‘(t —1)'+2(t—-1)=0

ise salimimli ¢oziimlere sahiptir. Dolayisiyla notral terimin varligi ¢oziimlere salinim

karakteri verebildigi gibi ortadan da kaldirabilmektedir (Erbe ve ark., 1995).

Bu boliimiin son 6rnegi, farkli notral terimlerin ilavesi ikinci mertebeden FDD lerin

de ¢oziimlerinin salinim davranisim degistirebildigini gosteren su ornek olacaktir.

Ikinci mertebeden,

(e*a'(t)) + <e2t + ?) z(t)=0 (2.4.7)

ADD i ve

(ezt (x(t) + 2—164:1:(15 — 2))/) + (ezt + ?) z(t)=0

NDD i salimimhdir. Ancak (2.4.7) denklemine farkli bir n6tral terim ilave edilmesiyle

(e2t (x(t) + %x(t _ 2))/)/ + (e2t + ?) 2 (t) =0
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NDD in salimimh olmayan z(t) = e™* ¢oztimii vardir. Bu durum, nétral terimin

farkl se¢iminden kaynaklanmaktadir (Agarwal ve ark., 2014).

2.5 FDD lerin Salinimina Dair Literatiirde Yer Alan Calismalara Baz

Ornekler

Bu bolimde ¢rnek olmasi acisindan, literatiirde yer alan ikinci mertebeden gesitli
FDD simiflariin ¢éziimlerinin salinim davranislar izerine yayimlanmis bazi makaleleri
okuyucuyla paylasiyoruz. Arastirmacilarin ¢ok¢a atifta bulundugu bu calismalarda
da goriilecegi gibi yazarlar belirttikleri denklem siniflarinin ¢éztimlerinin salinimi i¢in
sapma argiimentlerine, katsay1 fonksiyonlarina veya tistel sabitlerine dair baz1 sartlar
koymuslardir. Bu orneklerle birlikte tezimizin sonraki boliimlerinde yer verecegimiz
denklem siniflarina dair elde ettigimiz salinim sonuglarimin literatiirdeki yerinin daha

iyi anlasilacagini umuyoruz.

S. R. Grace, 1992 yilinda Journal of Mathematical Analysis and Applications 168,
306-318 de "Oscillatory and asymptotic behavior of delay differential equations with

a nonlinear damping term" adiyla yayinladigi makalede, n ¢ift sayi,

f i [to,o0) x R? = R = (—00,00) siirekli bir fonksiyon ve o > 7
olacak sekilde 7 ve o negatif olmayan sabitler

olmak tizere,

e (t) + f(t, x[t — 7], 2'[t — 0]) = 0

GFDD ini ele almistir (Grace, 1992).

Y. V. Rogovchenko, 2001 yilinda Nonlinear Analysis 47, 4925-4935 de yayiladigi,
" Oscillatory behavior of nonlinear functional differential equations" adli makalesinde

t € [to, 00) olmak iizere,

(r@)v(x()2' (1) + a(t) f(x(t), x(r(t)) = 0
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lineer olmayan FDD inin ¢oziimlerinin salinim davranisin ¢alismistir (Rogovchenko,

2001).

S. H. Saker, P. Y. H. Pang ve R. P. Agarwal, 2003 yilinda Dynamic Sys. Appl. 12,
307-322 de "Oscillation theorems for second order nonlinear functional differential

equations with damping" adiyla yayimladiklar calismada,

a,p,q, 9,0 € C([to,00),RT), ¢'(t) >0, o'(t)>0, q(t)>0
feCRR), u#0 igin uf(u)>0,
f(u)

baz1 pozitif k sabiti icin —= >k ve t >t
U

olmak tlizere

(a'()2'(1)) + p(t)2' (o (1) + q(t) f (x(9(t))) = 0

FDD inin salinimini incelemislerdir (Saker ve ark., 2003).

Y. V. Rogovchenko ve F. Tuncay, 2009 yilinda Taiwanese Journal of Mathematics
Vol. 13, No. 6B, pp. 1909-1928 de "Oscillation theorems for a class of second order

nonlinear differential equations with damping" adiyla yayinladiklar calismada,

t>to, 7 €C([to,0);(0,00)), p,q € C([to,0); R),
fECRR) ve x#0 icin zf(x) >0
olmak tizere
[r(®)¢(x(t)2' ()] + p(t)x'(t) + q(t) f(x(t)) = 0

FDD inin salinim problemini ¢alismislardir (Rogovchenko, 2009).

B.Baculikova, T. Li ve J. Dzurina, 2011 yilinda Electronic Journal of Qualitative

Theory of Differential Equations, 74, 1-13 de "Oscillation theorems for second order

neutral differential equations " adiyla yayinladiklar1 makalede
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o tlima(t) = 00, tlimn(t) = 00;

e 7'(t)>17>0, Too=0co0T, Tonp=norT

ve makale boyunca ¢t — oo iken

olmak tizere ikinci mertebeden

(r(O)[z(t) +pOz(r()]) + ()2 (o (t)) +v(t)z(n(t)) = 0

NDD inin ¢éziimlerinin salinim davramsini ele almislardir (Baculikova ve ark., 2011).

R. P. Agarwal, M. Bohner, T. Li ve C. Zhang, 2014 yilinda Annali di Mathematica
193:  1861-1875 de '"Oscillation of second order FEmped-Fowler neutral delay

differential equations" adiyla yaymladiklar: ¢alismada

e R biitiin pozitif tek tam sayilarin oranlarinin kiimesi olmak {iizere,

a,v € R;

e r € (C([ty, ), (0,00)), p,q € C([ty,©),R), 0<p(t)<1, q(t)>0
ve biiyiik t ler i¢in  ¢(t) # 0;

o 7,0 € C([ty,R), 7(t) <t, o(t)<t, limy.7(t)=0 ve

lim; o 0(t) = 00

olmak tlizere

(r(t) ((@(8) + p()x(r(£))*) + a(D)z" (o (1) =0, ¢ >to

ikinci mertebeden Emden-Fowler NGDD ini ele almislardir (Agarwal ve ark., 2014).
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S. R. Grace, J. R. Graef ve E. Tung, 2017 de Miskolc Mathematical Notes, Vol.
18, No.2, pp. 759-769 da "Oscillatory behavior of second order damped neutral
differential equations with distributed deviating arguments" adli makaleleri
y(t) =x(t) +b(t)o(z(7(t))), 0<a<b, «pozitiftek sayilarim orani ve

t > tg > 0 olmak uizere

b

(r(®)(' (1)) +pt)(y' ()" +/ q(t, 7)f(t, x(g(t,7)))dT = 0

a

ikinci mertebeden dagilimh sapma argtimentli damping terimli lineer olmayan NDD
inin ¢oztimlerinin salimm davrams: tizerinedir. Yazarlar bu ¢alisma boyunca su

varsayimlar: yapmislardir:

A, to) = exp ( /t: _T]ZS)ds>

olmak tizere r(t) azalmayan olacak sekilde p,r : [tp,00) — RT siirekli

[ (o) s

e 0 <b(t) <1 olacak sekilde b : [ty, 00) — R siirekli bir fonksiyondur;

fonksiyonlar ve

e ¢: [tg,o0) X [a,b] — RT siirekli bir fonksiyondur;

e 7 € [a,b], t — ooiken g(t,7) — oo ve g(t,7) <t, g(t,7) T ya gore

azalan olacak sekilde g : [ty,00) X [a,b] — R siirekli bir fonksiyondur;

o u # 0 igin f(¢t,u)/u® > p olacak sekilde pozitif bir p sabiti vardir ve tiim
u # 0igin uf(t,u) >0 olacak sekilde f(¢,u) : [ty,00) x R — R siirekli bir

fonksiyondur;

e u # 0 igin ¢(u)/u <  olacak sekilde 0 < 3 < 1 de bir [ reel sayis1 vardir
ve tim v # 0 icin ug(u) > 0  olacak sekilde siirekli bir ¢ : R — R

fonksiyonu vardir;

et —o00 iken o(t) moove o(t) <t olacak sekilde o : [ty,00) — R

siirekli bir fonksiyondur.
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(Grace ve ark., 2017)

Son olarak E. Tung ve O. Ozdemir, 2019 yilinda Journal of Taibah University for
Science 13, 481-489 da "On the oscillation of second-order half-linear functional
differential equations with mized neutral term" adiyla yayiladiklar1 makalede, « iki

pozitif tek sayimnin orani ve
2(t) = z(t) + pr()z(91(t)) + p2(t)z(g2(1))

olmak tlizere

(r(OE' )" + a2 (1) =0, ¢t =1t >0

FDD inin ¢6ztimlerinin saimm davranisin ele almislardir (Tung ve Ozdemir, 2019).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 DMateryal

Bu tez calismasinda kullanilan materyaller, KAYNAKLAR béliimiinde ayrintili olarak
belirtilmis olan ulusal ve uluslararasi matematik dergilerinde yayimlanmis bilimsel
makaleler, konu ile ilgili yayimlanmis mevcut kitaplar ile yerli ve yabanci yiiksek

lisans ve doktora tezleridir.

3.2 Yontem

Bu tezde DD lerin ¢ozlimlerinin salimm davranisi arastirmalarinda en etkili
yontemlerden oldugu kabul edilen ve literatiirde sikga kullanilan Riccati tipi dontisiim,

integral kriteri ve integral ortalama teknigi kullanilmistir.



4. BULGULAR ve TARTISMA

Tezin bu bolimii t¢ alt bashktan olusmaktadir. Bu alt baslklar, tezin yapisi
kisminda da belirttigimiz gibi uluslararasi dergilerde yayinladigimiz ii¢ orjinal
makalemizde yer alan ¢alismalarimizdir.

4.1 TIkinci Mertebeden Damping Terimli Lineer NDD lerin Salinim

4.1.1 Giris

Bu boélumde,

olmak tizere

2'(t) + r(t)2'(t) + q(t)x(o(t)) = 0, t >ty >0, (4.1.1)

formundaki, ikinci mertebeden damping terimli lineer NDD inin ¢oziimlerinin salinim

davranisini ele alacagiz.
Asagidaki kosullarin saglandigim kabul edelim:

(Co) p(t) > 1 ve biiyiik ¢ degerleri igin p(t) # 1, ¢(t) > 0 ve biiyiik ¢ degerleri i¢gin

q(t) #Z 0 olmak tizere p, q : [tg, 00) — R reel degerli siirekli fonksiyonlardir;

/: exp (— /t:r(s)ds> dt = 0o (4.1.2)

olmak tizere r : [tg, 00) — (0,00) reel degerli siirekli bir fonksiyondur;

(C1)

(Cy) 7(t) < t, 7 kesin artan (i.e. 7/(t) > 0) ve lim7(t) = limo(t) = oo olacak

t—o00 t—o0
sekilde

7,0 : [tg,00) — R reel degerli siirekli fonksiyonlardir.

(4.1.1) in ¢Oztimiinden, baz1 t, > 1, i¢in [t,, 00) araliginda (4.1.1) esitligini saglayan

ve z € C? ([t,, 00), R) 6zelligine sahip x € C ([t,, 00), R) fonksiyonunu kastetmekteyiz.



(4.1.1) in sadece, bazi [t,,00) yar1 dogrusu iizerinde mevcut olan ve herhangi bir
T >, icin
sup{lz(t)|: T <t < o0} >0

sartini saglayan ¢oztimlerini dikkate aliyor ve hatta (4.1.1) in bu sekilde ¢ozlimlerinin
mevcut oldugunu kabul ediyoruz. (4.1.1) in bu sekildeki bir z(t) ¢dziimii eger [t,, 00)
da keyfi derecede biiyiik sifirlara sahip ise salinimmhdir denir. Bir baska deyisle
herhangi bir t; € [t,,00) i¢in x(t2) = 0 olacak sekilde t, > ¢; mevcutsa (4.1.1) in bir
x(t) ¢oztimii sahmimhdir denir. Aksi halde salimimsizdir denir. Yani z(t) ¢oziimiiniin
neticede pozitif ya da negatif olmasi durumunda (4.1.1) in z(t) ¢dziimii salimmsizdir

denir. (4.1.1) in tiim ¢oziimler: salmiml ise (4.1.1) denklemi salinimhdir denir.

Son yillarda damping terimsiz ikinci mertebeden NDD lerin farkli siiflarinin
coziimlerinin salmim davramsini incelemede biiytik bir ilgi olusmustur. Son
zamanlarda yaymlanan calismalar ve bu konuda elde edilen sonuglarin ornekleri
i¢cin okuyucuyu (Agarwal ve ark., 2003a) (Bohner ve ark., 2017) (Baculikovd ve
Dzurina, 2011a) (Baculikova ve ark., 2011; Erbe ve ark., 2008) (Grace ve ark.,
2018; Li ve ark., 2012, 2013b,c; Li ve Rogovchenko, 2014a) (Ruan, 1993; Saker,
2006; Thandapani ve ark., 2012; Tung ve Graef, 2014; Wong, 2000) makalelerine
yonlendirebiliriz. Fakat, ikinci mertebeden damping terimli NDD ler i¢in salinim
kriterleri belirlemek literatiirde biiytik bir ilgi cekmemistir. Hatta 0 < p(t) < py < 1
veya —1 < pp < p(t) < 0 durumlar igin sonuglar elde edilmistir ve érnek olarak
(Grace ve ark., 2017) (Grace ve Jadlovska, 2017) (Tung ve Grace., 2016) makaleleri
verilebilir. Bunun anlami, bahsedilen makalelerde elde edilen sonuglarin ¢ — oo iken
p(t) — oo durumuna uygulanamayacagidir. Bahsedilen makalelerin motivasyonu ile
bu ¢alismadaki amacimiz p(t) > 1 ve/veya t — oo iken p(t) — oo durumlar igin
uygulanabilecek yeni salinim kriterleri ortaya koymaktir. Hatta bu calismada elde
edilen sonuclar a, b > 0 olmak iizere 7(t) = t —a ve o(t) = t — b gibi sabit gecikmeler
icin de yeni sonuclardir. Bundan dolayr umulur ki mevcut ¢alisma damping terimli
ikinci mertebeden NDD ler icin salimim teorisindeki bu boslugu kismen doldurabilir.

Belirtmek isteriz ki bu calismada sunulan sonuclar kolaylikla daha genel damping
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(s6niimlil) terimli lineer ve/veya lineer olmayan NDD lere genisletilebilir ((Grace ve

ark., 2017) (Grace ve Jadlovska, 2017) ve (Tung ve Grace., 2016) daki denklemler).

4.1.2 o(t) < 7(t) igin salimim sonuglar:

Bu kisimda o(t) < 7(t) olmak iizere (4.1.1) denkleminin salinimi i¢in baz yeni

1

salinim kriterleri ortaya koyacagiz. 77", 7 nun ters fonksiyonu olmak tizere gosterim

kolaylig1 agisindan,

olsun ve bu calisma boyunca yeterince biiytik ¢ degerleri icin ¢ (t) > 0 oldugunu

kabul edelim.
Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki (Cpy) — (C3) ve (4.1.2) sartlar1 saglansin. Eger;

ey = W :7 (Z)(W(t) (4.1.3)

olmak tlizere

limsup/t [n(s)q(s)w(a(s)) <M> - M] ds = 00 (4.1.4)

t—o0

olacak sekilde pozitif bir n € C* ([tg, 00), R) fonksiyonu mevcut ise (4.1.1) denklemi

salinimhdar.

Ispat. Kabul edelim ki z(¢) (4.1.1) in salmmsiz bir ¢oziimii olsun. Genelligi
bozmaksizin kabul edelim ki ¢ > t; i¢in z(¢t) > 0, z(7(t)) > 0 ve z(o(t)) > 0
olacak sekilde t; € [ty, 00) mevcut olsun. (z(¢) nin neticede negatif olma durumunun
ispati da benzerdir ve bu durumun ayrintilarina burada oldugu gibi ¢alismanin diger

ispatlarinda da yer verilmemistir). (4.1.1) ve (Cy) dan

2(t) + r()2'(t) = —q(t)x(o(t)) < 0
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yani t > t1 icin
Z'(t) + )2 (t) <0

olur. Bu da t > t; i¢in

(o /t:r(s)ds> zfu))/ <0

olmasini gerektirir. Dolayisiyla, exp < j;tl r(s)ds) Z'(t) artmayandir ve neticede, kabul
edelim ki to > t; icin [ty, 00) da isaretini degistirmez. Bundan dolay1 2/(t), [t2, 00)
da sabit isaretlidir ve iki durum s6z konusu olur:
(I) t >ty igin 2/(t) > 0 veya (II) t > 5 icin 2/(t) < 0.
Ik olarak durum (I) i degerlendirelim. ¢ > t, icin 2'(¢) > 0 oldugundan (4.1.1) den
t >t igin

2(t) >0, 2'(t) > 0ve 2"(t) <0.

Buradan

2(t) = 2(ts) + / Z(s)ds > (t — t2)2'(t)

to

elde ederiz ve tium t > t3 := 2t5 igin

dir. Buradan ¢ > t3 icin
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olur yani [t3,00) da z(t)/t* artmayandir. z(¢) nin tanimindan (ve ayrica (Agarwal

ve ark., 2003a) (8.6) esitsizliginden)

o(t) = (771 (1) — 2(7 7 (1))]

> A @) L ). (415)

7 nun kesin artan ve 7(¢) < ¢t olmasindan

Tt < T H(TTN()

oldugu goriiliir ve z(t)/t? nin artmayan olmasindan dolay1

(@) (@) P
(D) >z (7 H(rH(1)) (4.1.6)

elde ederiz. (4.1.6) mn (4.1.5) te kullamlmasiyla ¢t > ¢3 igin

z(t) > ()2 (77(1)) (4.1.7)

bulunur.

lim o(t) = oo oldugundan tiim ¢ > ¢, i¢in o(t) > t3 olacak sekilde t4 > t3 segebiliriz.

t—o0

Dolayisiyla (4.1.7) den t > t, igin
z(o(t)) = Y(a(t)z (17 (o (1)) (4.1.8)

elde ederiz. (4.1.8), (4.1.1) de kullanilmasiyla t > ¢4 i¢in

2'(t) + ()2 (t) + at)e (o () (77 (o (1)) < 0. (4.1.9)

Riccati tipi doniistimii ile ¢ > ¢4 igin w(t) fonksiyonunu
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w(t) :=n(t) ) (4.1.10)
tanimlayalim.
Agiktir ki w(t) > 0 ve (4.1.4), (4.1.9), (4.1.10) dan
gy o~ T 2"(t)2(t) — (')’
W) = TR+ oo (FEGSEOD)
() n(t) —r(t)2'(t) — o))z (7o —Lw2
< )+ 1 )20 - a(o(0)= (' 0(0)] - =)
— e0u(t) — nOae () TT) Lz (4.1.11)

oldugunu goriirtiz.
z(t)/t? nin artmayanhgi kullanilir ve o(¢) < 7(¢) nin 77 (o(t)) < t olmasim gerektirdigi

dikkate alinirsa buradan

2(r7(0(1) _ (o))’
) > " (4.1.12)
elde edilir. (4.1.12) nin (4.1.11) de kullanilmas1 ¢ > ¢4 i¢in
/ (re®))? 1
wi(t) < E)w(t) —n(t)a(t)d(o(t)—; Tk (2) (4.1.13)
verir. w ya gore tam kareye tamamlarsak (4.1.13) ten ¢ > ¢4 i¢in
w(t) < —n(t)a(t)olofn) TS HOEE (4114

elde edilir ve bu (4.1.4) ile gelisir.

Simdi de durum (II) yi gbz ontine alalm. u(t) = —2/(t) > 0 doniisiimii yaparak
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(4.1.1) den t > t5 i¢in
u'(t) +r(t)u(t) >0

olur. Bu ifade ¢y den t ye kadar integrallenirse

ult) > ultexp - /t:v«s)ds)

(1) < 2(ts) exp (— /t:r(s)ds) . (4.1.15)

bulunur ve buradan

(4.1.15) t5 den ¢ ye kadar integrallenir ve (4.1.2) géz 6niinde bulundurulursa, t — oo
icin

() < 2(t) + 2/ (82) /t . (- /;r(u)du) ds — —oo

to

elde ederiz. Bu da z nin pozitifligi ile celisir ve ispat1 tamamlar.

Teorem (4.1.1) den n(t) min farkh se¢imlerini kullanarak (4.1.1) in salimmhlig: igin
farkl sartlar elde edebiliriz. Ornegin n(t) = 1 ve v > 1 olmak fizere 5(t) = 7 olarak

secilmesi durumunda sirastyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.1.2. Kabul edelim ki (Cp)—(Cy) ve (4.1.2) saglansin. Eger;

lim sup /t: [q(s)¢(a<s)) (M)Z - 7“2(3)] ds — o (4.1.16)

t—o00 S 4

ise (4.1.1) denklemi salimimhidir.

Sonug 4.1.3. Kabul edelim ki (Cy)—(Cs) ve (4.1.2) saglansin. Eger;

[(s7) = s7r(s))”

457

lim sup / [sv—2q<s>¢<a<s>><r-l<a<s>>>2— ]ds:oo

ise (4.1.1) denklemi salimimhidir.

Asagidaki teoremde Philos (Philos, 1989)’a atfedilen integral averaj teknigi
kullanarak (4.1.1) igin yeni bir salimm kriteri ortaya koyuyoruz. Teoremimizi
sunmadan 6nce Philos (Philos, 1989) un ortaya koydugu P fonsiyon smifini tanitalim.

Doy ={(t,s) eR?:t>s>1ty} ve D={(t,s) e R?:t > s> ty} olsun.
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Eger;
(i) t > to igin H(t,t) =0 ve (t,s) € Dy da H(t,s) > 0,

(ii) H, Dy da ikinci degiskene gore siirekli ve pozitif olmayan bir kismi tiirevi

mevcut olsun,
bu taktirde H € C' (D, R) fonsksiyonu P smifina aittir denir ve H € P ile gosterilir.

Teorem 4.1.4. Kabul edelim ki (C)-(Cs) ve (4.1.2) sartlar saglansi. H, P smifina

ait olacak sekilde h, H : D — R siirekli fonksiyonlar ve tiim (¢, s) € Dy igin

_%_]j(u s) = h(t, )\/HE5) (4.1.17)

olsun. Eger £(t) (4.1.4) teki gibi ve
U(t,s) = —h(t,s) +/ H(t,s)E(s) (4.1.18)
olmak tizere

ds = oo

lim sup

1 a<s>>)2 () P21, 5)
to0 H(t, to)

t Y
[ [ st (2 i
to S
(4.1.19)
olacak sekilde pozitif bir n € C* ([tg,00),R) fonksiyonu mevcut ise (4.1.1) in her

¢Oziimii salinimhdair.

Ispat. Kabul edelim ki z(t) (4.1.1) in sahmmsiz bir ¢éziimii olsun. Genelligi
bozmaksizin kabul edelim ki [t;, 00) da x(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve x(co(t)) > 0 olacak
sekilde ¢, € [tp, 00) mevcut olsun. Teorem (4.1.1) in ispatindaki yol izlenirse yine
dikkate alacagimiz iki durum s6z konusu olur:

(I) t >ty igin 2'(t) > 0 veya (II) t > t5 i¢in 2/(t) < 0.

Eger Durum (II) gegerli ise, Teorem (4.1.2) nin ispatindakiyle aym sekilde ilerleyerek
z nin pozitifliligi ile geliski elde edilir.
Simdi, Durum (I) i ele alalm. Bu durumda yine Teorem (4.1.1) in ispatindaki gibi

t >ty igin (4.1.13) elde ederiz. Buradan,
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[ oo (ED) ds < - [ s
t t 1 )
+%fm@wm@¢ilmm§®w@w (4.1.20)

elde edilir. Kismi integrasyon formiilii kullanilirsa,

/t H(t, s)w'(s)ds = H(t,s)w(s) |;, — t %—Z(t,s)w(s)ds
=—H(t,ty)w(ts) —/t %—Ij(t, s)w(s)ds (4.1.21)

elde ederiz. (4.1.21) in (4.1.20) de yerine yazilmasi

tH(t s)n(s)a(s)yp(a(s)) ) st < H(t, ta)w(ts)
J ("

- /t:H(t, s)%uﬁ(s)ds + /t: [%—i](t, s)+ H(t, s){(s)} w(s)ds
esitsizligini verir.

(4.1.17) g6z 6niine alinirsa bu son ifade

LKHWWWM@wdm<lXEQY%

gH@mMM—[EW@?%M@%

5lfwm@¢ﬁ€3+ﬂw@aﬂw@%

halini alir. Teorem (4.1.1) deki gibi tam kareye tamamlarsak

7" (o(s))

. > ds < H(t,ty)w(ty) + i/t n(s)W2(t, s)ds

‘EH@WMM®Mdm(

ve buradan

7‘1(0(8)))2 _ ()W (t, 5)

S 4

H(t,t4)/t4 [H(t, S)U(S)Q(S)@/}(U(S))(

] ds < w(ty)
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oldugu goriiliir ve (4.1.19) ile ¢elisir. Bu da ispat1 tamamlar.
Asagidaki salinim kriteri Teorem (4.1.4) ten direkt olarak elde edilir.

Sonug 4.1.5. U(t,s) (4.1.18) deki gibi olmak {izere (4.1.19) yerine

[ e oot (DY g

S

lim su
o Pt t0)

ve

t
lim sup / s)W2(t, s)ds < oo

sartlar: konur ve Teorem (4.1.4) {in diger tiim sartlari saglanirsa (4.1.1) salimmhdir.

4.1.3 o(t) > 7(t) igin salimim sonuglari.

Bu kisimda o(t) > 7(t) olmasi durumunda (4.1.1) denkleminin salinimi igin baz

yeni kriterler verilmistir.

Teorem 4.1.6. Kabul edelim ki (Cy)—(Cs3) ve (4.1.2) saglansin. £(t), (4.1.4) teki

gibi olmak tizere

lim sup/t [n(s)q(s)w(a(s)) - 7](%52@) ds = o0 (4.1.22)

t—o0

olacak sekilde pozitif bir n € C*([tg,00),R) fonksiyonu var ise (4.1.1) denklemi

salimmmhdar.

Ispat. Kabul edelim ki x(t) (4.1.1) in salmimsiz bir ¢dziimi olsun. Genelligi
bozmaksizin kabul edelim ki ¢ > ¢y i¢in z(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve z(o(t)) > 0
olacak sekilde ¢; € [ty, 00) mevcut olsun. Teorem (4.1.1) in ispatindaki yol izlenirse
yine dikkate alinacak iki durum ortaya gikar:

(I) t >ty icin 2/(t) > 0 veya (II) ¢ > 5 icin 2'(t) < 0.

(IT) durumunda, Teorem (4.1.1) in ispatindaki yol aynen izlenirse z nin pozitifliligi
ile celiski elde edilir.

Simdi (I) durumunu ele alalm. Yine Teorem (4.1.1) in ispatindaki yol izlenirse

t >ty igin (4.1.11) e ulasiriz. 7(¢) nin kesin artanhg) kullamlarak ve o(t) > 7(t) goz
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ontine aliirsa,

T o) >t
olur. Buradan ve z nin artanhgindan

2(r M e®) - (4.1.23)

w'(t) < E(t)w(t) —n(t)at)e(o(t)) — —<w?(t) (4.1.24)

elde edilir.
Ispatmn kalan kismi Teorem (4.1.1) in ispatin ilk kismina benzerdir ve detaylara

yer verilmemistir.

Teorem 4.1.7. Kabul edelim ki (Cy)—(Cs), (4.1.2), (4.1.17) saglansmn ve H, P
smifina ait olacak sekilde h, H : D — R stirekli fonksiyonlar olsun.

Eger W(t,s), (4.1.18) deki gibi olmak tizere

/tt {H(t, s)n(s)q(s)(o(s)) — w ds =00  (4.1.25)

1
)
TP )

olacak sekilde pozitif bir n € C* ([ty, 00), R) mevcut ise bu durumda (4.1.1) in her

¢Oziimii salinimhdir.

Ispat. Ispat, (4.1.23), (4.1.24) ve Teorem (4.1.4) ten elde edilir ve bundan dolay

detaylara yer verilmemistir.

Sonug 4.1.8. U(t,s), (4.1.18) deki gibi olmak tizere (4.1.25) yerine

lirtnj)gp m/to H(t, s)n(s)q(s)(o(s))ds = 0o (4.1.26)
liirisozlp it /to n(s)W3(t, s)ds < oo (4.1.27)

sartlar1 konur ve Teorem (4.1.7) nin diger tiim sartlari saglanirsa (4.1.1) salimmhdr.
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Bu boliimii sonuclarimizr gosteren iki 6rnek ile tamamliyoruz. Ik érnek ¢ — oo icin
p(t) — oo durumunu, ikinci 6rnek ise p nin sabit bir fonksiyon olma durumunu ele

almistir.

4.1.4 Ornekler

Ornek 4.1.9.
2(t) = 2(t) + ta (-)

olmak tizere t > 2 i¢in damping terimli
1
')+ =2 () + (B + ) <—) =0 (4.1.28)

lineer NDD 1ini ele alalm.
Burada p(t) = ¢, r(t) = 1/t?, q(t) = t* +t, 7(t) = t/2 ve o(t) = /3 tir.

(Co)—(Cy) ve (4.1.2) sartlarimin saglandig1 kolayca goriiliir ve
) =2t, TN (t) = 4t, T (o(t)) = 2t/3 ve () > 1/4t.
n(t) = 1 olarak almir ve ¢(¢) > 1/4t olmas: kullanilirsa

/t: [q(8)1/1(0(3)) <Tl(g(s>>>2_r2is)] s /; E(S“)_ﬁ} .

2t 1 129
= — 44— — (4129
6 + 3 + 123 96 ( )

v

elde edilir. (4.1.29) da t — oo igin lim sup alimirsa (4.1.16) nin saglandigy goriiliir ve

Sonug 4.1.2 geregi (4.1.28) denklemi salimimhidir.

Ornek 4.1.10.

olmak tizere t > 1 i¢in damping terimli

() + %z’(t) + i (f) —0 (4.1.30)
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lineer NDD ini goz ontine alalim. Burada p(t) = 32, r(t) = 1/t, q(t) = ¢, 7(t) = t/4,
ve o(t) = t/2 dir. Bu durumda (Cp)—(C2) ve (4.1.2) sartlarinin saglandigini gérmek
kolaydir ve

7 Ht) = 4t, 7H(T7HE)) = 16t ve (t) = 1/64

dir.
H(t,s) = (t—s)? segersek, H € P ve h(t,s) = 2 olur. n(t) = 1ile U(t,s) = —1—t/s
ve

1 t 1 t1
lmsup 7 / H(t.sp(s)a(s)vlo(@)ds = limsup | gt orsas

1 t
> limsup ——— [ (t—s)2d
—gr." 64(t—1)2/1( s)ds

B —3t2+3t—1
= 0

— ;
TP T102(t - 1)?

ve

1 ’ 1 . t\?
lim su s)W2(t, s)ds = limsu / (1+—> ds =1 < o0.
P 1) /t ns) (¢, 5) LT s

Dolayisiyla (4.1.26) ve (4.1.27) sartlar1 saglanir. Buradan Sonug 4.1.8 geregi (4.1.30)

denklemi salinimlidir.

Uyar1 4.1.11. (4.1.1) denklemini ¢ — oo iken p(t) — —oo durumu i¢in calismak

ayrica ilgi cekici olabilir.
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4.2 Ikinci Mertebeden Damping Terimli Yari-Lineer NDD lerin Salinimi
4.2.1 Giris

Bu bolumde
z2(t) = x(t) + h(t)z(7(t))

ve o > 1 iki pozitif tek saymin orani olmak tizere

(r(®) (Z'(0)") + p(t) ('())" + q() f(t, (0 (1)) =0, & >1o >0, (4.2.1)

damping terimli ikinci mertebeden yari-lineer NDD inin ¢oziimlerinin salinim
davranisini ele alacagiz.

Bu boliim boyunca asagidaki sartlarin saglandigim kabul ediyoruz:

(i) p(t) >0, q(t) >0, r(t) >0 ve

[l (L) Tame wea

olacak sekilde p, q,r : [tyg,00) — R siirekli fonksiyonlardur;

(i) Biiyiik ¢ ler igin h(t) # 1 ve h(t) > 1 olacak sekilde h : [tg,00) — R siirekli

bir fonksiyondur;

(iii) tlimT(t) = tlima(t) = 00, 7(t) < t ve 7 kesin artan olacak sekilde 7,0 :

[to, 00) — R siirekli fonksiyonlardir;

(iv) Tim w # 0 i¢in uf(t,u) > 0 olacak sekilde f(t,u) : [to,00) x R — R siirekli

bir fonksiyondur ve u # 0 igin
fQtu)/u® =k

olacak sekilde pozitif bir k& sabiti mevcuttur.

Bu calismada

() > o(t) (4.2.3)



ve

() < o(t) (4.2.4)

durumlar ele alimmistr.

(4.2.1) in ¢oziimiinden, bazi t, > to lar igin z € C* ([t,, 00),R), r (z/)* € C* ([t,, 00), R)
ozelligine sahip ve [t,,00) da (4.2.1) i saglayan bir z € C ([t,, c0), R) fonksiyonunu
kastediyoruz. (4.2.1) in sadece, baz [t,,00) yar1 dogrusu tlizerinde mevecut olan ve

herhangi bir T" > ¢, icin
sup{|z(t)|: T <t <oo} >0

sartini saglayan ¢Oztimlerini géz éniinde bulunduracagiz. Hatta (4.2.1) in bu sekilde
¢Oztimlerinin mevcut oldugunu varsayacagiz. Eger [t,, co) de keyfi biiytikliikte sifirlar:
mevcutsa (4.2.1) in bu sekildeki bir z(¢) ¢6ztimiine salimimhdir denir. Bir baska ifade
ile her t; € [t;,00) icin x(t2) = 0 olacak sekilde ty > t; mevcutsa x(t) ¢oziimiiniine
salimmhidir denir. Aksi halde salinimsizdir. Baska bir deyisle z(t) ¢6ziimii neticede
pozitif ya da negatif oluyor ise salimmsizdir. Eger tiim ¢oziimleri sahmiml ise (4.2.1)

denkleminin kendisine salinimhidir denir.

Ikinci dereceden FDD lerin cesitli simflarinin ¢oztimlerinin salimim davranisi pek
¢ok arastirmacinin ¢alismalarinin konusu olmus ve bir¢ok ilging sonug elde edilmistir.
Bazi tipik sonuglar i¢in okuyucuyu (Baculikovd ve ark., 2011) (Bohner ve ark., 2017)
(Grace ve ark., 2018) (Li ve ark., 2012) (Li ve Rogovchenko, 2014a) (Li ve ark.,
2014a) (Li ve Rogovchenko, 2015b) (Li ve Rogovchenko, 2017¢)(Saker, 2003) (Saker
ve ark., 2003) (Saker ve ark., 2007) (Santra ve ark., 2018) (Thandapani ve ark., 2011)
(Tung ve Graef, 2014) (Wong, 2000) referanslarina ve konunun giincel sonuglarmim
ornekleri i¢in bu kaynaklarda anilan referanslara yonlendirebiliriz. Fakat, damping
terimli ikinci mertebeden NDD lerin ¢oztimlerinin salimim davranisina dair sonuclar
literatiirde daha nadirdir. Bazi sonuglar 6rnek olarak (Grace ve ark., 2017; Grace
ve Jadlovska, 2017; Tung ve Grace., 2016; Tung ve Kaymaz, 2019a) da bulunabilir.
(Grace ve ark., 2017; Grace ve Jadlovskd, 2017) (Tung ve Grace., 2016; Tung ve

Kaymaz, 2019a) makaleleri damping terimli ikinci mertebeden NDD lerle ilgili olmakla
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beraber dikkat edilmelidir ki bu ¢alismalarin sonuglar: ( (Tung ve Kaymaz, 2019a)
disinda ) ¢t — oo iken h(t) — oo durumuna uygulanamaz. Bu gozlemlerin motivasyonu
ile bu calismada t — oo iken h(t) — oo ve/veya h(t) > 1 durumunda (4.2.1)
denkleminin salinimi icin yeterli sartlar gelistirmeyi umuyoruz. Bu calismada elde
edilecek sonuglar Philos’a (Philos, 1989) ait olan integral ortalama teknigi kullanilarak
elde edilmistir (ayrica degistirilmis integral teknikleri i¢in bkz. (Li ve ark., 2014b;
Rogovchenko, 2009)) ve kolaylikla daha genel ikinci mertebeden damping terimli
lineer olmayan NDD lere genisletilebilir. Bundan dolay1 mevcut calismanin damping
terimli ikinci mertebeden NDD lerin ¢oziimlerinin salinim davramsi ¢alismalarina

biiyiik bir katki yapacagi umulmaktadir.

4.2.2 Salinim sonuglar:

Asagidaki teoremlerde Philos (Philos, 1989) a atfedilen ortalama integral teknigi
kullanilarak (4.2.1) i¢in yeni salinim kriterleri ortaya koyuyoruz. Teoremlerimizi
sunmadan 6nce Philosu takip ederek (Philos, 1989), P fonksiyon sinifinin tanimin
yapalim.

Dy =A{(t,s):t>s>ty} ve D={(t,s):t>s>1tp} olsun. Eger;
(i) t > to igin H(t,t) =0 ve (t,s) € Dy igin H(t,s) > 0 ;
(ii) H, Dy tizerinde ikinci degiskene gore siirekli ve pozitif olmayan kismi tiireve
sahip

ise H € C'(D,R) fonksiyonu P smifina aittir deriz ve H € P ile gosteririz.

Gosterim amaciyla,
t
ds
At ) = | ———, t. > 1o,
)= [ gy b2

her pozitif n € C* ([to, 00), R) fonksiyonu i¢in

n' ()r(t) —n(t)p(t)

0= o
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ve 771, 7 nun ters fonksiyonu olmak iizere

1 AT (1)
t

ot = e (- ey A

)
) 9 t* Z t07

olsun. Bu kisim boyunca yeterince biiyiik tiim ¢ ler igin ¥(¢,t,) > 0 oldugunu
varsay1yoruz.

Birinci ana sonucumuz asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2.1. (i)—(iv), (4.2.2) ve (4.2.3) sartlar saglansin ve H, P smufina ait ve
tim (t,s) € Dy igin

S (t,5) = hit,s)VHE5) (4.25)

esitligi saglanacak sekilde h, H : D — R siirekli fonksiyonlar olsun.
Yeterince bityiik tiim to € [t1,00) C [tg,00) i¢in ve tiim ¢ > T i¢in o(t) > ¢ olacak
sekilde tim 7" > ty

(4.2.6)

ve

D(t,5) = (~h(t. ) + €(s) VAT s)>2 (4.2.7)

olmak tizere baz1 v > 1 i¢in

t l/a s s
liﬂgp#ﬂ/jﬂ [H(t, s)¥(s) — 4277( )Ao‘l((sii()t’ )] ds = o0 (4.2.8)

olacak sekilde pozitif bir n € C* ([tg,0),R) fonksiyonu mevcut ise bu durumda

(4.2.1) in her ¢dziimii sahmimhdr.

Ispat. x(t) (4.2.1) in salimimsiz ¢6ztimii olsun. Genelligi bozmaksizin ¢ > t; igin
z(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve z(o(t)) > 0 olacak sekilde ¢; € [tp,00) mevcut oldugunu
varsayalm.  x(t) nin neticede negatif olma durumunun ispati benzer sekilde
yapilabileceginden dolay1 bu durumu mevcut ve sonraki teoremlerin ispatinda goz

ard1 edecegiz.
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Bu durumda (4.2.1) den

(r(t) (Z'(#)%) +p(t) ('()" + kq(t)z*(a(t)) < 0 (4.2.9)
ve dolayisiyla ¢ > t; icin
(r() (' (1)) + p(t) (Z'(1)" < 0. (4.2.10)

v(t) =r(t) (2'(t))” dersek (4.2.10) dan ¢ > t; i¢in

olur ve bu da ¢t > t; i¢in

(exp ( / Z%d) U(w)' <0

olmasini gerektirir. Dolayisiyla v(t) exp ( fttl %ds) azalandir ve bazi to > t; ler i¢in
en sonunda, s0z gelimi [ty, 00) da isaretini degistirmez. Bu yiizden [ta, 00) da 2/(¢)
sabit isarete sahip olur ve ele alacagimiz iki durum ortaya ¢ikar:

(I) t >ty igin 2'(t) > 0 veya (II) t > t5 icin 2/(¢t) < 0.

Once (I) durumunun gegerli oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.2.9) ve z nin

tanimindan
) >0, Z()>0 ve t>t icin (r(t)(Z(£)*) <0

ve buradan

z(t) = z(12) +/t ﬂTl(S) (r(s) (2'(s))*) /" ds > P/ ()2 () A(t, 1) (4.2.11)

oldugu goriiliir. (4.2.11) den dolay1 t3 € (t2,00) olmak iizere tiim ¢ > t3 igin

2(t) \ V) [rte () (0 At o) — 2(1)]
(A(t,t2)> A2(1, 1) =0
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yani t > t3 igin z(t)/A(t,t2) artmayandir.
z nin tammmindan (ayrica bkz. (Agarwal ve ark., 2003a) deki (8.6) esitsizligi )

(t) = h(T_ll(t)) [2(7 71 (1) — 2(771(1))]
_ ) EEH) — e T ()]
h(r=1(1)) h(r=1 ()R~ (T7H(2)))
Ar (1) L P
=z h(T_l(t)) h(T—l(t))h(T—l(T—l(t))) ( ( (t))) (4~2~12)

elde edilir.

7(t) < t ve T kesin artan oldugundan dolay1 7! de artandir ve 771 (¢) > t. Dolayisiyla
) > )

ve t > t3 igin z(t)/A(t,t2) artmayan oldugundan

AT (771 (1), t2)2 (771 (1)) S 1
A(T1(t), t) > z(77 (17 (1))

elde ederiz. Son esitsizligi (4.2.12) de yerine yazmak ¢ > t3 icin
a(t) > ¥(t,ta)z (r71(1)) (4.2.13)

yi verir.
tlim o(t) = oo oldugundan tiim t > t4 icin o(t) > t3 olacak sekilde ¢4 > t5 secebiliriz.

Baylece (4.2.13) den t > t, igin

z(o(t)) = ¢(o(t), ta)z (171 (a(t))) (4.2.14)

olur.
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(4.2.14) i (4.2.9) da kullanirsak ¢ > ¢, igin

(r() (Z'(6)%) + () (2'(1)" + kg(t)g* (o (t), t2)2" (1~ (o)) <O (4.2.15)
elde edilir. w fonksiyonunu Riccati tipi dontisiimle ¢ > #4 i¢in

—r(t) ()" (4.2.16)

olarak tanimlayalim.

Agiktir ki w(t) > 0 ve (4.2.15)-(4.2.16) dan ¢t > ¢, i¢in

(o) wte)

w'(t) < E(Hw(t) — kﬁ(t)Q(t)l/fa(U(t)ab)T BRCOLONE (4.2.17)
oldugunu goriiriiz. (4.2.17) ve 7 nun kesin artan olmasindan dolay1
o) <t
ve [ty,00) C [t3,00) da z(t)/A(t, t2) artmayan oldugundan dolay1
2(r7H o) o AT o(t),t2))
ORI TorN (4.2.18)

elde ederiz. (4.2.18) i (4.2.17) de kullamirsak

“(r7 Yo ) w+a)/e
w/(t) < E(b(t) - kn(av (o (1), ) (Aa((t 7(5?)) - a(n(t)r(t))(lt/)a

elde ederiz ve bu da t >t i¢in

awl/a—l(t)

WwQ(t) (4.2.19)

w'(t) < S(Hw(t) — w(t) -

seklinde yazilabilir.
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(4.2.11) ve (4.2.16) 1s1ginda t > ¢4 icin

> na N H)AY (¢t ) (4.2.20)

elde ederiz.

(4.2.20) yi (4.2.19) da kullanirsak,

aA“ Nt ty)

w(t) S EQuD) = ¥(E) - s () (4.2.21)

olur.
(4.2.21) 1 H(t, s) ile carpar ve de T" den t ye kadar integralini alirsak, baz v > 1 ve

tim ¢t > T > t4 igin

/Hts @<_ £mmW@¢ﬁ£mmmm@@

_ Aalstg) 235
/Ht U%>(m

-1) AO‘ Ys, ta)
— / H(t S0 )w (s)ds (4.2.22)

elde edilir.

Kismi integrasyon ile

/TH(t, syw'(s)ds = H(t,s)w(s) |y — . %H(t s)w(s)ds

Lo syw(s)ds  (4.2.23)

= —H@ ()~ | G

e ulasiriz.
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(4.2.23) 1 (4.2.22) de yerine yazar ve (4.2.5) te goz oniine alirsak
t
/ H(t,s)V(s)ds < H(t,T)w(T)
T

b [ bt VI + Hit )] wsis

Aa 1 S tg) 2
_ / H(t 57 (s )w (s)ds

— a— 1
- D /Ht A nta) oy (12.24)

WGI(s)
bulunur.
w ya gore tam kareye tamamlarsak, (4.2.24) den
t 1/
v n(s)r(s)®(t, s)
H(t,s)V(s) — — d
[ [tesyeis) - LI g,
—1 Aa 1 S tg) 2
< H(t, T)w(T) H SJrifa(s )w (s)ds (4.2.25)

olur. Dolayisiyla her ¢ > t4 icin,

¢ s)rt/e(s s
/t [H(t, $)U(s) — %”( 34&—125),2(;’ )} ds < H(t, t2)w(ty)

elde ederiz ve bu da (4.2.7) ile ¢elisir.
Simdi (IT) durumunu inceleyelim. ¢ > ¢, igin u(t) = r(¢) (—2'(¢))* > 0 olsun.
(4.2.1) den t > t5 igin

Bu ifadenin ¢, den ¢ ye kadar integralini alirsak,

u(t) > ults) exp <— /t: %ds)
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elde edilir ve buradan da

2(t) < 7V (t)2 (t) {% exp (— /t: leids)} . (4.2.26)

olur.
(4.2.26) y1 ty den t ye kadar integralini alir ve (4.2.2) yi de dikkate alarak t — oo

icin

2(t) < 2(ts) + V(1) (1) /t [% oxp (— /t wdu)] " 4 oo

to T(u)
olur ve bu z(¢) nin pozitif olmasi ile gelisir. Bu da ispat1 tamamlar.

Asagidaki salinim kriteri Teorem 4.2.1 in bir sonucu olarak hemen verilebilir.

Sonug 4.2.2. Teorem 4.2.1 deki (4.2.2) sartinin

1 t
limsup ———— [ k7'H(t,s)V(s)ds = oo 4.2.27
msup o | KOS 0() (4227)
ve
1 n(s)rt/o(s)®(t, s)
li d 4.2.2
S T /T Aoi(s gy < (42.28)

sartlar ile degistirildigini ve diger tim sartlarin saglandigini kabul edelim. Bu

durumda (4.2.1) denklemi salimmlidir.

Teorem 4.2.3. Kabul edelim ki (i)-(iv), (4.2.2) ve (4.2.3) sartlar1 saglansin. H ve
h (4.2.5) i saglayacak sekilde Teorem 4.2.1 dekiler gibi ve

0 < inf {rimint LS L o o (4.2.29)
s>10 t—o00 H(t,to)

olsun. ¥(s) ve ®(t, s) Teorem 4.2.1 dekiler gibi ve ¢, (t) = max{¢(t),0} olmak iizere
yeterli derecede biiyiik tiim ¢y € [t1,00) C [ty,00) igin ve tim ¢ > T i¢in o(t) > ¢y

olmak iizere tim 7T" > t5 igin
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OOAa_l(S,tQ) ) s — 0o
/T —n(s)ﬂ/a(s)m( )d , (4.2.30)

ve bazi v > 1 ler igin

t s)rt/e(s S
nﬂs;lpﬁ /T [H(t,s)\l!(s)—%n( 240“—1((5),(1)2(;, Woas> o) (@231)

olacak sekilde ¢ € C ([tg, ), R) ve n € C' ([ty, 00), (0,00)) fonksiyonlar1 mevcutsa

(4.2.1) in her ¢dziimii sahmimhdar.

Ispat. z(t) (4.2.1) denkleminin salmimsiz bir ¢éziimii olsun ve t; € [to00) olmak
tizere t >ty igin x(t) > 0, x(7(t)) > 0 ve z(o(t)) > 0 olsun. Teorem 4.2.1 in ispat1
gibi basladigimizda dikkate alacagimiz yine iki durum soz konusu olacaktir:

(I) t >ty icin 2/(t) > 0 veya (II) ¢ > 5 icin 2/(t) < 0.

(II) durumu s6z konusu ise Teorem 4.2.1 deki ispat ile aym1 sekilde ilerleyerek z nin
pozitifliligi ile celiski elde edilir.

Simdi kabul edelim ki (I) durumu gegerli olsun. Teorem 4.2.1 in ispatindaki gibi
ilerleyerek yine (4.2.25) i elde ederiz ve bu da t > T' > t4 i¢in

1 ¢ (s oy n(s)rt/(s)®(t, s) )
o / {H(t, )0 (s) d

Ht,T) Jp 4o A2 1(s,ty)
1 Paly—1) H(t,s)A* (s, t2)
<w(T) - T T) /T . ()7 (s) w(s)ds  (4.2.32)

seklinde yazilabilir. (4.2.32) den

: 1 ! 7 ns)rt/*(s)®(t, s)
hirligp HET) /T {H(t, s)W(s) — i A 1(5. 1) ds

oldugu goriiliir.
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(4.2.31) gbz 6ntine almirsa tiim ¢ > T' > ¢4 ve herhangi v > 1 i¢in (4.2.33) den

w i 1 aly —1) Ht, S)A‘j‘_l(s,zfg)w2 \ds
(T) = o(T )+1H00fH( T)/T . SETET (s)ds  (4.2.34)

elde edilir. Dolayisiyla tiim 71" > t4 igin

w(T) > ¢(T) (4.2.35)
ve
" H( t s)A“ (s ty) Y(w(ty) — ¢(ts))
llg(l)lolf e, t4 S (s) w?(s)ds < ot 1) < o0o. (4.2.36)
Simdi iddia ediyoruz ki,
o] Aafl t
/ #uﬂ(s)ds < 00 (4.2.37)
O C)
sart1 saglanir. Karsitinin dogru oldugunu kabul edelim, yani
00 Aa—l t
/ _gf— 2 w?(s)ds = 0o (4.2.38)
IO C)
olsun. (4.2.29) tarafindan,
H (t,
inf {htrgglf - (( 8))} > (4.2.39)

olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 mevcuttur. Diger yandan (4.2.38) sayesinde her pozitif

0 sayisi i¢in bir t5 > t4 vardir 6yle ki tiim t > ¢5 i¢in

CATN s ta) a0
/t4n(s>r1/a(s) (5)ds > . (4.2.40)
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(4.2.40) 1 g6z Oniine alir ve kismi integrasyon uygularsak tiim ¢ > ¢5 i¢in

! /tt H(t, S)mw2(8)d$

1) I s)
o 1 ! s ° Aail(é.ah) w2 s
_HWMLLHU’MLLUQVW@)(O%yi

- L, g o] |5 o

b 1 T OH(t,s)
> 2 _ T\
= S H(t t) /ts [ ds }d‘s

_OH(tt) _ S H(tts)

= — - 4.2.41
SH( 1)~ < HE ) 2l
elde ederiz. (4.2.39) dan
H(t
lim inf — ((t:ti)) S>>0, (4.2.42)

elde edilir ve boylece tiim ¢t > t4 icin

H(t,t5) > e
H(t, to) —

olacak sekilde bir t5 > t; vardir. En son esitsizlikten ve (4.2.41) den ¢t > ¢4 icin

L [ g AT st o
H(t,t4)/t4H(t’ )77(5)7’1/0‘(8) (s)ds =6 (4.2.43)

elde ederiz. 0 keyfi bir pozitif sabit oldugundan

Aa 1 S tg) 2
llgng - /H rl/a() (s)ds = o0 (4.2.44)

elde ederiz ve (4.2.36) ile celisir. Dolayisiyla (4.2.37) gegerlidir ve (4.2.35) ten dolay1
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AN g g < [T AT s <o
/t4 U(S)Tl/a(5)¢+( )d S/7:4 n(s)ri/a(s) (s)ds < (4.2.45)

saglanir. Bu da (4.2.30) ile celiskidir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki (4.2.31) sart1 asagidaki sekliyle degismis olarak

Teorem 4.2.3 tiim sartlar1 saglanmis olsun

lim inf

t—oo H(t,T)

t s)rt/e(s s
/T [H(t,s)\lf(s) - ﬁ”( 24&_1&8)7?;;’ Was> o). (4.2.46)

Bu durumda (4.2.1) in her ¢oziimii salmimldir.

ispat .

il s)ri/e(s $) ]

/t H(t, syu(s) - LIRS

< 1i
=P T L 4o AvTl(s, 1)

oD H(t,T)

esitsizliginin bir sonucu olarak aciktir ve bu nedenle ayrintilarina yer vermiyoruz.

Simdi (4.2.4) durumu i¢in salinim sonuglar: verelim.

Teorem 4.2.5. Kabul edelim ki (i)-(iv), (4.2.2), (4.2.4) saglansin ve H ile h (4.2.5)
saglanacak sekilde Teorem 4.2.1 dekiler gibi olsun.
Eger;

Q(t) = kn(t)q(t)y*(a(t), t2), (4.2.47)
ve ®(t,s) (4.2.8) deki gibi olmak iizere yeterli derecede biiyiik her ¢y € [t;,00) C

[to, 00) igin ve tiim ¢ > T igin o(t) > t5 olacak sekilde tiim 7" > t5 igin ve bazi v > 1

icin

t s)yri/e(s s
li?lsozlp%/T {H(t,s)@(s) — %77( 240‘—1((3),(1(;’ ) ds = 00 (4.2.48)
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olacak sekilde pozitif bir n € C* ([tg, 00), R) fonksiyonu mevcutsa bu durumda (4.2.1)

in her ¢oziimii salinimhdir.

Ispat. Kabul edelim ki baz t, € [tg,00) i¢in t > t; i¢in x(t) > 0, z(7(t)) > 0 ve
z(o(t)) > 0 olmak tizere x(¢) (4.2.1) in salinimsiz bir ¢6ztimii olsun. Teorem 4.2.1 in
ispatinda oldugu gibi devam edersek yine iki durum soz konusu olacaktir. (I) ¢ > ¢,
icin 2/(t) > 0 veya (II) t > t5 igin 2/(¢) < 0. Eger (II) durumu gegerli ise Teorem
4.2.1 in ispatinda oldugu gibi z(¢) nin pozitifliligi ile geliski elde edilir.

Eger (I) durumu gegerli ise bu durumda Teorem 4.2.1 in ispatinda oldugu gibi t > ¢4

icin (4.2.17) e ulasiriz. (4.2.4) ve 7 nun kesin artan olmasindan dolay1

dir ve z artan oldugundan
z (171 (o(1))) > 1 (4.2.49)

elde ederiz.

(4.2.49) u (4.2.17) de kullamrsak

w(lte)/e (t)

w/(t) < E(@u(t) = kn(a() (o(t),t2) — o os

(4.2.50)

elde edilir. Ispatin kalan kismi Teorem 4.2.1 in ispatin ilk kismina benzerdir ve

bu sebeple burada yer verilmemistir.

Sonug 4.2.6. Teorem 4.2.4 tin sonucu (4.2.47) kabulii

lim sup

HmH@ﬂ/%ﬂmwm®%=w (4.2.51)

T
ve (4.2.28) sartlar ile degistirilse de gegerliligini korur.

Teorem 4.2.7. Kabul edelim ki (i)—(iv), (4.2.2) ve (4.2.4) saglansin.
H ve h, (4.2.5) ve (4.2.29) saglanacak sekilde Teorem 4.2.1 deki gibi olsun. ()
(4.2.48) deki gibi olmak {izere, eger (4.2.30) saglanacak sekilde ¢ € C ([tg, 00),R)

ve n € C'([tg, ), (0,00)) fonksiyonlar1 varsa ve yeterli derecede biiyiik tiim ¢, €
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[t1,00) C [tg,00) i¢in ve tiim ¢ > T igin o(t) > ty olmak tizere tiim 17" > t5 igin ve

bazi v > 1 i¢in

¢ s)rt/e(s S
nrtriigpﬁ /T {H(t, s)ms)—%"( 24&_1&8)’2(;’ Nas> o) (@252

ise (4.2.1) in tiim ¢oziimleri salimimhdir.

Ispat. Ispat (4.2.49), (4.2.50) ve Teorem 4.2.3 ten elde edilebileceginden dolay:

ayrintilara burada yer vermeyecegiz.

Teorem 4.2.8. Kabul edelim ki yukaridaki teoremin (4.2.52) sarti

t s)ri/e(s s
ligg}fﬁ /T {H(t,s)g(@—ﬁ"( )AM((;Z(;’ Nas>om (1253

ile yer degistirsin ve diger tiim sartlar saglansm. Bu durumda (4.2.1) in tiim

¢ozumleri salinimhdir.

Ispat. Ispat (4.2.49), (4.2.50) ve Teorem 4.2.4 ten elde edilebileceginden dolay:

ayrintilara burada yer vermeyecegiz.

4.2.3 Ornekler

Calismayi yukaridaki sonuglarin uygulanabilirligini gostermek icin asagidaki orneklerle
sonlandiracagiz. Ik 6rnek ¢ — oo icin h(t) — co durumunu, ikinci 6rnek ise h nin

sabit bir fonksiyon olma durumunu ele almaktadir.

Ornek 4.2.9. z(t) = x(t) 4 tz(t — 2) olmak iizere damping terimli yar1-lineer
1
((z’(t))5> +2 W)+ D - ) =0, t>2, (4.2.54)

NDD i goz oniine alahm. Burada a = 5, 7(t) =t — 2, o(t) =t — 1, r(t) = 1,
p(t) = 1/t, q(t) = (t+ 1)*, h(t) =t ve f(t,z(c(t)) = 2°(t — 1) dir. (i)-(iv), (4.2.2)

ve (4.2.4) sartlarmin saglandigr kolayca goriiliir ve to = t; = ¢y = 2 segerek
At ty) = A(t,2) =t — 2,
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A7), 1) = A(t +2,2) = t,
AN (1), te) = At +4,2) =t + 2,

ve t >ty = 2 icin,

1 t42
vt ta) = t+2 (1_t(t+4)> >0

bulunur.
H(t,s) = (t — s)? dersek H € P ve h(t,s) = 2 olur. n(t) =t ile £(t) = 0 oldugunu
goriiriiz ve tiim 7" € (3, 00) icin (4.2.51) ve (4.2.28) sartlar,

1 t (2/5)% [* s
limsup ———— [ k7 'H(¢,5)Q(s)ds > limsu / t—s)? ds
teoop H(t,T) /T (t, 5)8U(s)ds 2 taoop (t—T)2 ( )

2/5°T 1 !
> lim sup 2/5) / (t — 5)*ds

(2/5)°T(t3 — 3t*T + 3tT? — T3)

p— 1' p—
" e 3(T+ 1)(t — 1) >
ve
1 En(s)ri/o(s)®(t, s) 1 b 4s
l. 9 — 1-
el HtT) / A n) T I Gy / o2

<1 1 4 /t d
11m su Sas
=S T TR (T = 2)t ),

o 2A2-T% 2
R () T ) ERR V) [

olup (4.2.51) ve (4.2.28) sartlar1 saglanmis olur. Dolayisiyla Sonug 4.2.6 nin tiim

sartlarn saglanir ve (4.2.54) salimimldir.
Ornek 4.2.10. z(t) = z(t) + 10z(t — 1) olmak iizere damping terimli yari-lineer
L, 3 / L, 3 2,.3
e (2'(t)" ] + ) (2'(t))" + t?2°(t/2) =0, t>2, (4.2.55)
NDD i goz oniine alalim. Burada o = 3, 7(t) = ¢t — 1, o(t) = t/2, r(t) = 1/t3,

p(t) = 1/t4, q(t) = 2, h(t) = 10 ve f(t,z(o(t)) = 23(t/2) dir. (i)-(iv), (4.2.2) ve
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(4.2.3) sartlarmin saglandigy kolayca goriiliir ve ty =t =ty = 2 ile
Alt,ty) = A(t,2) = (> — 4)/2,

AT (t), 1) = At +1,2) = (t + 1) — 4)/2,
A(TH 7)), 1) = At +2,2) = (t +2)* — 4)/2,

vet >ty = 2 i¢in

1 tt+4)
vitt) = 15 <1 10t - 1)(t+3)) =0

bulunur.

H(t,s) = (t — s)* dersek H € P ve h(t,s) = 2 olur. n(t) = t ile £(t) = 0 dir
ve Ornek (4.2.9) deki gibi (4.2.27) ve (4.2.28) sartlarinin saglandigini gérmek zor
degildir. Dolayisiyla Sonug 4.2.2 nin tiim sartlari saglanir ve bu yiizden (4.2.55)

salinimhdar.
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4.3 Ikinci Mertebeden Damping Terimli Lineer Karma NDD lerin Salinimi
4.3.1 Giris

Bu bolumde

2(t) = x(t) + pr(t)2(n (1)) + pa(t)2(na(1))

olmak tizere
(r(t) (1)) + p() 2 () + q(t)x(o(t)) =0, ¢ >t >0, (4.3.1)

ikinci mertebeden damping terimli lineer karma NDD inin ¢oziimlerinin salinim
davranisini ele alacagiz.

Bu boliim boyunca asagidaki sartlarin saglandigim kabul ediyoruz:

(i) q(t) biiyiik ¢ degerleri igin 6zdes olarak sifir olmamak tizere p(t) > 0, ¢(t) > 0

ve r(t) > 0 olacak sekilde p, g, 7 : [to, 00) — R reel degerli siirekli fonksiyonlar

/: % P (_ /t: %ds) dt = oo; (4.3.2)

(i) 7 ve 7o kesin artan, 71 (t) < ¢, 72(t) > t ve tlim T (t) = tlim To(t) = tlim o(t) = o0

ve

olacak sekilde 7y, 7,0 : [tg,00) — R reel degerli siirekli fonksiyonlardir;

(iii) Biytik ¢ degerleri igin po(t) # 1 olmak tizere pi(t) > 0 ve po(t) > 1 olacak

sekilde py, pa @ [to, 00) — R reel degerli siirekli fonksiyonlardir;

(5.0.1) in ¢Oztimiinden, baz t, > t lar igin [t,,00) da (5.0.1) i saglayan ve
z € C' ([ty, ), R), 7z € C'([ty,00),R) ozelliklerinde olan bir x € C ([t,, ), R)
fonksiyonunu kastediyoruz. (5.0.1) ¢éztimlerinden sadece [t,, 00) yarim araliginda

mevcut olanlar1 ve her T} > t, icin
sup{lz(t)| : Th <t < o0} >0

sartin1 saglayanlar dikkate aliyoruz. Ustelik (5.0.1) in bu sekilde ¢oziimlere sahip

oldugunu kabul ediyoruz. Eger z(t) nin [t,,c0) da keyfi derecede biiyiik sifirlari
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mevcutsa (5.0.1) in z(t) ¢dziimiine salimmhdir denir. Bir baska ifade ile her ¢; €
[tz,00) i¢in x(t2) = 0 olacak sekilde ¢ > ¢; mevcutsa x(t) ¢Ozlimiine salimmhdir
denir. Aksi halde salimimsizdir denir. Yani z(t) ¢oziimii neticede pozitif ya da negatif
oluyorsa salimmsizdir denir. Eger tiim ¢oziimleri salinimli ise (5.0.1) denkleminin

kendisine salinimhidir denir.

Ikinci mertebeden gecikmeli veya ileri argiimentli NDD lerin ¢oziimlerinin salmim
davranisi pek cok arastirmaci tarafindan farkli yontemler kullanilarak genis ol¢iide
arastirimistir. Ornek olarak (Agarwal ve ark., 2003a, 2014; Baculikova ve Dzurina,
2011b; Bohner ve ark., 2017; Chen, 2010; Ji ve ark., 2014; Kubiaczyk ve ark., 2013;
Li ve ark., 2012, 2013b; Li ve Rogovchenko, 2014a, 2015b, 2017¢; Wang ve Li, 2016)
makaleleri ve bu c¢alismalardaki referanslar verilebilir. Fakat ikinci mertebeden
gecikmeli veya ileri argtimentli NDD lerle kiyaslandiginda ikinci mertebeden karma
argiimentli NDD lerin salinim sonuglar1 nadirdir ve hatta bu sonuclar da damping
terimsiz denklemlerden elde edilen sonuglardir. Bu konu ile ilgili son zamanlarda
elde edilen sonuglara dair 6rnekler i¢in (Agwa ve ark., 2016; Arul ve Shobha, 2015;
Ji ve ark., 2014; Li, 2010; Li ve ark., 2011, 2013a; Qi ve Yu, 2015; Thandapani ve
Rama, 2013; Thandapani ve ark., 2016; Zhang ve ark., 2016) ve bu ¢alismalardaki
referenslar verilebilir. Diger taraftan ilgili literatiirdeki incelenen denklem tipleri

genel olarak su sekildedir.

Li (Li, 2010) ve Li ve arkadaslar1 (Li ve ark., 2014a) karsilastirma testi kullanarak

2(t) = z(t) + pr(t)x(t — o1) + p2(t)z(t + 02)

olmak iizere ikinci mertebeden sabit karma argiimentli

(r() (') + @)t — o3(1)) + g2(t)x(t + aa(t)) = 0 (4.3.3)

NDD inin ¢oziimlerinin salimimini ¢alismistir.

Ji ve arkadaslar1 (Ji ve ark., 2014))

2(t) = 2(t) + pr(H)z(m (b)) + p2(t)z(n2(1))
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olmak iizere ikinci mertebeden yari-lineer

(r(1) (=2(®)")" + @02 (71(1)) + @127 (7a(t)) = 0

karma zaman bagiml argiimentli notral dinamik denklemini ele almistar.

Qi ve Yu (Qi ve Yu, 2015) ve Zhang ve arkadasar1 (Zhang ve ark., 2016),

2(t) = x(t) + pr(t)2(t = 01) + pa(t)2(t + 02)

(4.3.4)

olmak tizere sabit karma argtimentli ve dagitilmis sapma argtimentli ikinci mertebeden

(r@'())") + / @ (t, €27 (t — €)dE + / Gt Ozt +E)dE =0  (4.3.5)

NDD inin ¢oziimlerinin salimimini ¢alismistir.

Li ve ark. (Li ve ark., 2013a)

2(t) = x(t) + EZpi (D) (7(1))

olmak ftizere ikinci mertebeden yari-lineer karma argtimenli

(r@I1Z @12 () + a(®)|z(o(8))]* 2 (o(t) = 0

NDD inin ¢oztimlerinin salinimini ¢alismistar.

Arul ve Shobha (Arul ve Shobha, 2015)

2(t) = x(t) + pr(t)x(t — 7) + pa(t)z(t + 6)

olmak ftizere ikinci mertebeden sabit karma argiimentli

(r(1)2'(t))" + q(t) f(z(o(t))) = 0

NDD inin ¢oztimlerinin salimim durumunu incelemistir.
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Agwa ve arkadaslar1 (Agwa ve ark., 2016)

2(t) = 2(t) + pr ()2 (i (1) + pa(t)x(n2(1))

olmak iizere ikinci mertebeden karma argiimentli nonlineer

(r(O2(0)) + f(t,2(r (1)) + g(t, 2(r(t))) = 0 (4.3.8)

NDD inin ¢oztimlerinin salimimi ele amistir.

Thandapani ve Rama (Thandapani ve Rama, 2013) ve Thandapani ve arkadaslar

(Thandapani ve ark., 2016)

z(t) = z(t) + pr1(t)x(t — o1) + p2(t)z(t + 02)

olmak iizere ikinci mertebeden karma argiimentli

(r)[2°]) + ()2’ (t — 11) + ()27 (t + 72) (4.3.9)
NDD inin ¢oztimlerinin salimmini ¢alismislardir.

Onemle vurgulanmasi gereken bir nokta sudur ki yukarida verilen c¢alismalarin

tamaminda p;(t) ve po(t) katsay1 fonksiyonlar1 pozitif ve iistten simirhdir.

Yukarida yer alan makalelerin motivasyonuyla bu ¢alismada (5.0.1) icin baz yeni
salimim kriterleri vermek istiyoruz. Vurgulamak isteriz ki bu ¢alismada sunulan
sonuglar ¢ = 1,2,3 i¢in o;(t) > 0 olmak tizere 7y(t) = t — oy, 7ot) = t +
o9 ve o(t) = t + o3 seklindeki sabit gecikmeler i¢in de yeni sonuglardir. Ayrica
belirtmek isteriz ki bu calismadaki sonuglar daha genel damping terimli KNDD lere
oldugu gibi (5.0.3)-(4.3.9) denklemlerinin damping terimli formlarina da kolaylikla
genisletilebilir. Bu sebeplerle umulur ki mevcut ¢alisma sadece ikinci mertebeden
damping terimli KNDD ler i¢in salinim teorisindeki bir boslugu doldurmakla kalmayip

bu alanda yeni calismalara da ilham kaynag: olur.
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4.3.2 pi(t) >0 ve py(t) > 1 Durumunda salinim sonuglar:

Bu kisimda sirasiyla o(t) < 7o(t) ve o(t) > 7o(t) durumlarinda (5.0.1) in salinim

icin bazi yeni kriterler olusturacagiz. Notasyon kolayligi icin

t
1
R(t. t;) = —d t>t1 >t 4.3.10
(71) [1T(S)S’ Zl1 Z o ( )

ve 75, ', Ty nin ters fonksiyonu olmak iizere ¢ : [tg, 00) — R yi

[ 1L e
pm ) L e (5 0)  paln (1)

(4.3.11)

olarak tammlayalim. Bu boliim boyunca yeterince biiyiik tiim ¢ ler i¢in ¢ (¢) > 0
oldugunu kabul edecegiz.

Asagidaki lemma ile baslayalim.

Lemma 4.3.1. Kabul edelim ki baz1 t; > ¢y i¢in t > ¢; olmak tizere

2(t) >0, 2'(t)>0ve (r(t)z'(t)) <0 (4.3.12)

olsun. Bu durumda ¢ > ¢ i¢in

() > r()Z (DRt 1). (4.3.13)

Ayrica t > t5 icin

( () )/go (4.3.14)

olacak sekilde to > t; vardir.

ispat. Kabul edelim ki baz1 t; > ty igin ¢ > ¢; olmak tizere (4.3.12) saglansin. Bu

durumda
z(t) = z(t1) + /t Mdszr(t)z’(t) / (Lds:r(t)z'(t)R(t,tl) (4.3.15)
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ve dolayisiyla (4.3.13) saglanmis olur. Daha sonra (4.3.13) den
tim ¢t >ty :=1t; + 1 icin

2t) ' Yr@)r)2 ()R ) — 2(t)]
(R(t,t1)> B (R(t,11))2 <0 (4.3.16)

(4.3.14) saglanmr ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. Kabul edelim ki (i) — (4i7) saglansin ve o(t) < 7»(t) olsun. Eger

§(t) = 7) Tf;() t); <Z§t)p ) (4.3.17)

olmak tizere yeterince biiyiik tiim t; € [ty,00) i¢in tiim T > ¢

R(m'(0(s)t) _n(s)r()€() |, _
R(S, tl) 4

limsup/ [n(s)q(s)@/z(a(s)) oo (4.3.18)

t—o0 T

olacak sekilde pozitif bir n € C!([ty, 00),R) fonksiyonu mevcut ise bu durumda

(5.0.1) salmimhidir.

Ispat. x(t) (5.0.1) in salmmsiz bir ¢oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin ¢ > t; icin
z(t) >0, z(m(t)) >0, =z(r(t) >0 ve z(o(t)) > 0 olacak sekilde ¢; € [tg, 0)
oldugunu kabul edebiliriz. (z(¢) nin neticede negatif olma durumunun ispat: da

benzerdir ve bundan dolay1 bu durumun ayrmtilarini vermiyoruz) (5.0.1) den

(r(t)2'(t)) + p(t)2'(t) = —q(t)z(o(t)) <0

ya da t > t; i¢in
(r(t)2'(t)) + p(t)2'(t) <0

elde ederiz.

y(t) = r(t)2'(t) dersek son esitsizlik
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halini alir ve bu da t > ¢; i¢in

(o ( /t:p<s>/r<s>ds) y@)’ <0

esitsizligini gerektirir. Boylece, exp( ﬁl p(s)/r(s)ds)y(t) artmayandir ve en sonunda
devamli surette, diyelim ki to > ¢; i¢in [t5, 00) da isaretini degistirmez. Dolayisiyla
Z'(t) nin [ty,00) da devaml surette sabit bir isareti olur ve bu durumda dikkate
alacagimiz iki durum ortaya gikar. (I) ¢ > t5 igin 2/(t) > 0 veya (II) ¢ > t5 igin
Z'(t) < 0.

Ilk olarak durum (I) i ele alalim. ¢ > ¢, icin 2/(£) > 0 oldugundan (5.0.1) den ¢ > t,
icin (r(t)2'(t))’ < 0 ve bundan dolay1r Lemma 4.3.1 1s1ginda, bazi t3 € (t2,00) igin
t > t3 olmak tizere (4.3.14) saglamir. Yani ¢t > ¢3 icin z(¢)/R(t,t;) artmayandir. z(¢)
nin tanimi 1s1ginda, (ayn: zamanda (Agarwal ve ark., 2003a) nolu kaynaktaki (8.6)

esitsizliginden)

Z(T{ll(t)) 2y (5 (1) — a(ry (15 (1))

pa(7y  (1))pa(r5 (73 (1))

iy (1) 12(m5 (g (1)) — a(r5 (n(r ' (1))
pa(ry (1) pa(ry (7 (1))

Py (mi(my 1(Q)))ﬁrf(ﬁ_(fz‘ H(ri(my (1))

2(75 (1)) 2(r5 (51 (1))
pary (1) pa(my  (8)pa(ry (1 (1))

v
I

_ il () (n(m (1)
pa(ry (Ol (73 (1)) (4319
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z, T1 ve Ty nin kesin artan oldugu kullanarak ve 7 (t) < t < 75(t) yi gz 6niine alarak

2(ry (1 (1)) < 2(1y (1)) (4.3.20)

ve

2y (g (1)) < 2(13 (1)) (4.3.21)

elde edilir. Son iki esitsizligin (4.3.19) da kullanmlmasiyla

> 1
T @)L pn () pe(n (1)

1 1 _ ?1(72_ (1) 2(r1(1)) (4.3.22)

veya t > tg i¢in
2(t) = ()25 (1)). (4.3.23)

tlim o(t) = oo oldugundan ttim ¢ > t4 i¢in o(t) > t3 olacak sekilde ¢4 > t3 secebiliriz.

Dolayisiyla (4.3.23) den ¢ > t, icin
z(o(t)) = P(o(t)z(r; " (o(t))) (4.3.24)
elde edilir. Bu esitsizligin (5.0.1) de kullamlmas ¢ > , icin
(r()2'(t)) +p()2'(t) + a(t)(o(t)2(ry (o (1)) < O (4.3.25)

verir. Riccati tipi doniisiim kullanarak w(t) fonksiyonunu tanmimlayalim. ¢ > ¢, icin

rit)z () (4.3.26)

w(t) = Tl () 0
WO, o O s )
< Tswlt) + T (02 (0) — aw(o()z (7 (0 0)] - s



halini alir. z(t)/R(t,t1) in [t4,00) C [t3,00) da artmadiginm ve o(t) < 7(¢) nin

75, (o(t)) <t yi gerektirdigini kullanarak

el o A7 o)) w2
elde ederiz.
(4.3.29) u (4.3.28) de yerine yazmak t > t, i¢in
/ R(TQ_I(U(t))v tl) 1 2
w/(6) < Eu(t) = nOap(o(0) Mg T A - ) (4330
verir. w ya gore tam kareye tamamlarsak, (4.3.30) dan ¢ > t, igin
(o) < a2 T HOED )
(4.3.31) in t4 den t ye integrali alimrsa
[ peatsrotoen ST B 4o < i 4 wien < wit)
’ ’ (4.3.32)

oldugunu goériiriiz ve bu da (4.3.17) ile celisir.
Simdi de durum (II) yi ele alalim. wu(t) = —r(¢)2'(t) > 0 olsun. (5.0.1) den ¢t > t,
icin

u'(t) + —Fu(t) > 0. (4.3.33)
Bu bagintinin ¢, den ¢ ye kadar integralini alirsak
t
u(t) > u(tz) exp (—/ p(s)/r(s)ds) (4.3.34)
to
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elde ederiz ve buradan da

2'(t) < r(ta)2 (t2) (1t) exp( /tp(s)/r(s)ds) (4.3.35)

bulunur. (4.3.35) in ty den t ye kadar integralini alip (5.0.2) gbz 6niine alinirsa

t — 00 i¢in

2(t) < 2(ty) + (L) 2 (L) / t %exp <— /t:p(u) /r(u)du) ds — —co  (4.3.36)

to

olur ve z(t) nin pozitifligi ile ¢elisir. Bu teoremi ispatlar.

4.3.3 Ornek

Bu kismi sonucumuzun uygulanabilirligini gosteren bir ornek ile tamamliyoruz. Bu

ornek i = 1,2 igin t — oo iken p;(t) — oo durumu igindir.

Ornek 4.3.3. z(t) = x(t)+tx(t/2)+8tx(2t) olmak iizere ikinci mertebeden damping
terimli

) + %z’(t) FE ) =0, 122, (4.3.37)

NDD i ele alalim.

Burada T(t> = 17 p<t) = 1/t7 p1<t) = t7 p2<t) = 8t7 Tl(t) = t/27 7—2<t) = 2t7 O-(t) = t/3
ve q(t) = t* + ¢ dir. (i)-(iii) sartlarimmn ve (5.0.2) nin saglandigr agiktir.

) =1/2, 7 (1) = t/4 7y (1) = 1/8, Rt ) =t —2

ve t > 2 i¢in
1 1 t/2] t—1
H=—|1————| = 0. 4.3.38
vit) 4t{ ot t} 8z (4:3.38)

n(t) = ¢ > 0 bir sabit olsun ve t; = tg =2 ve T € (2, 00) segilirse

¢
35 =9, s—12
li 3 ds =
1£riizlp/Tc(s + 3)( o2 >6s—12 s =00

ve

limsup/ —ds = — <

t—o00
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oldugundan

e | t [n<s>q<s>¢<a<s>> -

t—o0 T

¢ 3s—9. s—12 c
Hfligp/T {C(S T e 1 452} ST

olur ve (4.3.18) saglanir. Dolayisiyla Teorem 4.3.2 geregi (4.3.37) salimmlidir.

Not: Tezin giris kisminda da bilgisini verdigimiz gibi, yaymmlanan makalemizin bir
kismini burada vermis oluyoruz. ilgilenen arastirmacilar bu denklem tipine iliskin

daha fazla sonug i¢in makaleye basvurabilirler.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak;

2(t) = (t) + p(t)z(r(t))

olmak fizere, ikinci mertebeden damping terimli

2'(t) +r(t)2(t) + q(t)x(o(t) =0, t >ty >0, (5.0.1)

lineer NDD inin ¢oztimlerinin salinimi verilen sartlar altinda incelenmistir. Buna

ilaveten;

e Uyari (4.1.11) de de belirttigimiz gibi (5.0.1) denklemi ¢ — oo iken p(t) — —oo

durumu i¢in de calsilabilir.

Ikinci olarak;

z(t)

z(t) + h(t)x(7(1))

ve

a>1

iki pozitif tek saymin orani olmak iizere ikinci mertebeden damping terimli

(r(t) (Z/(1)%) 4+ p(t) (Z(0)" +q(t) f(t,x(o(t)) =0, >ty >0, (5.0.2)

yari-lineer NDD inin c¢oztimlerinin salimim davramslar verilen sartlar altinda

incelenmistir. Ayrica;

e (5.0.2) denkleminin p(t) > 0, ¢(t) > 0, r(t) > 0 olacak sekilde

D,q, 7 : [to, 00) — R stirekli fonksiyonlar ve

[T (290 "

sart1 altinda salinimi incelenebilir.



e (5.0.2) denkleminin A : [tg, 00) — R siirekli bir fonksiyon ve A(t) < —1 olmak

tizere salinimi incelenebilir.

e (5.0.2) denklemine iliskin sonuclar n. basamaktan (n > 2 ¢ift)

(r(®) (z"718)") + () ("1 0)" + a0 f (£, 2(0 (1)) =0, >t >0,

denklemine genisletilmesi de ilging olacaktur.

e (5.0.2) denkleminin (4.2.2) sart1 p(t) < 0 ve ¢(t) < 0 ile degistirilerek de

salimim davranisi incelenebilir.
Ugiincii olarak ise,

2(t) = x(t) + pr(t)2(n (1)) + pa(t)2(1a(1))

olmak ftizere ikinci mertebeden damping terimli
(r(®)2' () + p(t)2'(t) + q(t)x(o(t)) =0, t >ty >0, (5.0.3)

lineer KNDD inin ¢oziimlerinin salimim davranisi verilen sartlar altinda incelenmistir.
Bu denklemde ve sartlarinda da asagidaki degisiklikler yapilarak salinim davranisi

incelenebilir;

e 0 <a<1vef>1tek tamsayilarin orani olmak tizere

2(t) = a(t) + pa(t)a® (11 (1)) + p2(t)2”(ma(t))

almarak salinim sonucunun arastirilmasi ilging olacaktir.

e (5.0.3) denkleminin salimim davranisi p(¢) < 0 ve ¢(t) < 0 sartlar1 altinda da

incelenebilir.
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