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IKINCIi MERTEBEDEN iKi NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMLERINDE
DIFERANSIYEL VE FARK GREEN FONKSiYONLARI

OZET

Bu ¢aligmada, ikinci mertebeden sinir deger problemlerinde diferansiyel ve fark

Green fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri incelendi.

Ilk olarak, self adjoint ve self adjoint olmayan diferansiyel smir deger
problemlerinde Green fonksiyonu ve 6zellikleri incelendi. Ardindan bunlara uygun bazi
uygulamalar verildi. Daha sonraki kisimda diizgiin ve diizgiin olmayan sebekelerde fark
Green fonksiyonu ve ozellikleri incelendi ve bu fonksiyona uygun degerlendirmeler
verildi. Sonlu fark sinir deger problemin ¢6ziimii ig¢in bazi degerlendirmeler fark Green

fonksiyonu kullanilarak elde edildi.

Son olarak, 6zel diizgiin olmayan sebekede singiiler pertiirbe olmus sonlu fark
problemi i¢in hata degerlendirmesi fark Green fonksiyonu kullanilarak elde edildi ve

yakinsama hizi degerlendirildi.

Anahtar Kelimeler: Green Fonksiyonu, Sinir Deger Problemi, Fark Semasi,

Konveksiyon-Difiizyon Problemleri, Singiiler Pertiirbasyon,



DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE GREEN FUNCTIONS FOR TWO POINT
SECOND ORDER BOUNDARY VALUE PROBLEMS

ABSTRACT

In this study, differential and difference Green’s functions for second order

boundary value problems and the feature of these functions are examined.

First, Green’s function and its properties were examined for self adjoint and non-
self adjoint boundary value problems. Then, some aplications were given for them.
In the next section, difference Green’s function and its features were analyzed for
uniform and non-uniform meshes and estimates for this function were given. Some
estimates for the solution of finite difference boundary value problems were obtained by

using difference Green’s function.

Finally, the error estimates for singularly pertiirbed finite difference problem on
a special non-uniform mesh was obtained by using the Green’s function and the rate of

convergence was evaluated.

Key Words: Green Function, Boundary Value Problem, Difference Schemes,

Convection-Diffusion Problems, Singular Perturbation
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

SEMBOLLER

L Diferansiyel operator
Fark operatorii

u(x) Co6ziim fonksiyonu

u’ u fonksiyonunun birinci tiirevi

u” u fonksiyonunun ikinci tiirevi

C? [O, I] [0, I]arahglnda kendisi,birinci ve ikinci
mertebeden tiirevleri siirekli fonksiyonlar sinifi

y(i) =Y, Sebeke fonksiyonu

a Alfa

Jij Beta

/4 Gamma

y) Lamda

Q Phi

7% Psi

4 Xi

n Eta

7 Miu

£ Epsilon

Ugy i u fonksiyonunun ikinci fark tiirevi

uXi u fonksiyonunun merkezi fark tiirevi

Il Norm

I Maksimum norm

O(h) Yakinsama hizi

Vi



1. GIRIS

Yiizyillar boyunca yapilan ¢alismalar neticesinde i¢inde yasadigimiz kainatta
meydana gelen higbir fiziksel olayin tamamen rastgele cereyan etmedigi (edemedigi) ve
kanun ad1 verilen ¢ok sayidaki mecburiyet unsurlarina baglh kaldigi bilinmektedir. Bir
toz zerresinden tutun da dlinyanin, diger gezegenlerin hareketleri ya da bir
elektromanyetik dalganin yayilmas: hep agik bir sekilde ifade edilmis bu harikulade
kanunlara tabi kalmaktadir. Bu kanunlarin matematiksel formu ortaya ¢ikarilirken
oncelikle fiziksel olay1 ve buna iliskin degiskenleri tanimlamak gerekir. Sonrasinda her
bir olay iizerinde yapilan dikkatli gézlemler ve dogru akil yiiriitmeler bu degismeyen
kanunlarin matematiksel formlarini ortaya ¢ikarir. Bu matematiksel formlar degiskenleri

oldugu gibi bunlarin tiirevlerini de igerebilmektedir.

Gilinliik hayatta, 6zellikle miithendislik ve fizik alaninda karsilastigimiz olaylar
modellenirken hep bu kanunlar esas alinir. Cesitli basitlestirici kabuller altinda yapilan
bu tiir modellemeler ¢ogunlukla “diferansiyel denklemler” adi verilen denklemlerle

sonuclanir.

Uygulamali bilim dallarinda karsimiza ¢ikan diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiiniin incelenmesinde en zarif ve etkili yontemlerden birisi Green fonksiyonudur.
Green fonksiyonu, belirli baslangi¢ kosullar1 ya da sinir kosullarina tabi homojen
olmayan denklemin ¢oziimiinde kullanilan bir fonksiyon tiiriidiir. Birgok ana teori
altinda fizikte 6zellikle kuantum alan teorisi, aerodinamik, aeroakustik, elektro dinamik
ve istatistiksel alan teorisinde hatta korelasyon fonksiyonlarmin gesitli tiplerini ifade
etmek i¢in kullanilir.

Ingiliz matematik¢i George Green ilk olarak 1828’de Green fonksiyonu
kavramini gelistirmis ve fonksiyona admi vermistir. Daha sonra Green fonksiyonu
yontemi matematik ve uygulamali bilimlerin cogunda ¢ok yararl analitik bir yontem

haline gelmistir.

Gilinlimiizde lineer diferansiyel denklemlerle ilgili c¢aligmalarda temel
coziimlerin yani sira Green fonksiyonu yardimiyla elde edilen ¢oziimlere de yer
verilmektedir. Herman (2008), ikinci mertebeden diferansiyel denklemleri ele aldigi
caligmasinda smir-deger problemlerinin incelenmesinde Green fonksiyonun insasini
yaparak konu ile ilgili bol miktarda 6rnek vermistir. Myint-u ve Debnath (2007), bilim
adamlar1 ve miihendisler i¢in lineer kismi diferansiyel denklemler kitabinda Green

fonksiyonunu olusturarak bu fonksiyonunun kullanimiyla ilgili bir¢ok uygulamalara yer

1



vermiglerdir. Samarskii (2001), fark semalar: teorisini ele aldig1 kitabinda fark Green
fonksiyonunu tanimlayarak bu fonksiyonu fark denklemlerinin ¢éziimiinde incelemistir.
Andreev (2001), bir ve iki boyutlu Shishkin sebekesi iizerinde singiiler pertiirbe olmus
konveksiyon-difiizyon denkleminin monoton fark semalarinin Green fonksiyonu ve
diizgiin yakinsakligin1 ayrintili olarak incelemistir ve ayrica ayni yil ele aldig1 diger bir
caligmasinda ii¢ noktali monoton singiiler pertiirbe olmus sonlu fark semalarinin
¢Ozlimiiniin degerlendirmesinde Green fonksiyonunu incelemistir. Amiraliyev ve Cimen
(2010), singiiler pertiirbe olmus gecikmeli konveksiyon-difiizyon problemi igin niimerik
yontemleri inceleyerek, niimerik ¢Oziimiin hatasinin degerlendirmesinde fark Green
fonksiyonunu kullanmiglardir. Amiraliyev ve Cakir (2007), singiiler pertiirbe olmus {i¢
noktali sinir deger probleminin niimerik ¢6ziimiinii incelemislerdir. Zhao (2007), ikinci
mertebeden li¢ noktali sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde Green fonksiyonunu

incelemistir.

Bu ¢aligma 7 boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde konuya giris yapilmistir.
Ikinci béliimde bu tez ¢alismasinda kullanilacak olan genel bilgilere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde

& o002 a0y - 13, 0<xe

dx dx
y(0)=0, y(1)=0

diferansiyel problemi i¢in Green fonksiyonu ve 6zellikleri incelenmistir.

Diizgiin ve diizgiin olmayan sebekede 2. mertebeden fark Green fonksiyonu ve bu
fonksiyon yardimiyla 2. mertebeden fark sinir deger probleminin ¢oziim
degerlendirmesi dordiincii boliimde verilmistir.

Besinci boliimde ise singiiler pertiirbe olmus

Y, =Yg —haYu = X €,
Yo=Yy = 0

fark sinir deger problemi ele alinarak bu problemin hata degerlendirmesinde fark Green
fonksiyonu kullanilmstir.
Altinc1 boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Son boliimde ise kaynaklar bildirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Green fonksiyonunu incelenmeden once bu bolimde diferansiyel ve fark

denklemleri ile ilgili baz1 temel kavramlar 6zet olarak verilecektir.
2.1. Tamimlar
2.1.1. Diferansiyel Denklem

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren bagintiya diferansiyel
denklem denir. Diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisi bir ise bu denkleme

adi diferansiyel denklem denir. Yani adi diferansiyel denklemlerde bagimli degisken
Ornegin U=u (X); bir tek bagimsiz degiskene sahip olmalidir. Adi diferansiyel denklem

igerisinde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine diferansiyel denklemin

mertebesi denir.

2.1.2. Smir Deger Problemi

Bir diferansiyel denklemin belli kosullara gére ¢oziimleri arandiginda eger
bagimh degisken ve tiirevlerine gore kosullar farkli noktalarda verilmis ise probleme
siir deger problemi denir.

2.1.3. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[a, b] araliginda tanimlanan
@={a=X% <X <..<Xy; <X, =b}
ayrik noktalar kiimesine bu aralikta tanimli diizgiin olmayan sebeke, X, noktalarimna ise

sebeke diiglimleri veya dugiim noktalar1 adi verilir. Ayrica w=o \{a, b} seklinde

tanimlansin.

Eger diigiimler esit aralikli ise bu durumda s6z konusu sebekeye diizgiin sebeke denir ve
gosterimi

@, ={x =ih, i=01..,N; h=(b-a)/N}

seklindedir. Burada h sabitine sebeke adimi denir. Eger diizgiin olmayan sebeke s6z

: . h+h, .
konusuysa sebeke adimit h =x —x , ile, ortalama sebeke adimi ise 7, :'T”l ile



ifade edilir. Bu sebekeler tizerinde tanimlanan f (X) fonksiyonuna sebeke fonksiyonu
denir ve ¢gogu zaman f (Xi) degeri f, seklinde gosterilir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

2.1.4. Sonlu Farklar

y(i), 1=0, £1, £2,... tam deger argiimanh bir fonksiyon olsun. y(i): Y;

olmak tizere

AY; =Y = Yir Vi =Y —Yia

ifadelerine sirasiyla i noktasindaki ileri (sag) fark ve geri (sol) fark denir.

A%, = A(AY;) = A(Yir = Y1) = Yir = Yir = (Yia = Vi)
= Y2 = 2Yia Y,

ifadesine ikinci ileri fark,

V2, =V(VY) =V (Y = Yia) =¥ = Yia — (Vi — Vi)
=Yi—2Yi.+ Vi

ifadesine ise ikinci geri fark denir. Benzer olarak m-inci ileri fark

ATy, =A(A™Y ) =A™y, ATy,

seklinde ve m-inci geri fark

VY =V(VTly )=Vl -V,

seklinde tanimlidir.

2.1.5. Fark Denklemi

Bir veya daha cok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklari ile bagimsiz
degiskenleri arasindaki cebirsel bagintiya fark denklemi denir. Yani i bagimsiz

degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere, bagimli ve bagimsiz degisken ile
bagimli degiskenin Ay., A%y, ..., A"y,,... gibi farklarmi i¢ine alan bagntilara fark

denklemi denir.



m. mertebeden lineer fark denklemi en genel bigimde sdyle yazilabilir:
OloAm y, + alAmflyi +...+ am—lAyi +a,y;, = fi

Burada «,#0,¢,..., belirli  katsayilardir ve genelde i’e bagimhdir.

1"m

A¥ y;,» k=12,3,...,m farklarinin ifadeleri yukarida yerine konulursa,

a'Oyi-¢—m +alyi+m—l +"'+arn—1yi+l +a'rnyi = fi

bagintisin1 elde ederiz. Bu da a,#0, a,#0 durumu i¢in m-inci fark denkleminin

tanimu gibi algilanabilir (Amirali ve Duru, 2002).

2.1.6. Maksimum Norm ve L, Normu

g (X) , [a, b] kapal1 araliginda stirekli herhangi bir fonksiyon olmak iizere;

la|,, = max g(x)‘ ifadesine g(x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki maksimum normu

a<x<b

denir.

b
lal, =ﬂg(x)‘dx ifadesine g(x) fonksiyonunun (a,b) araligindaki L, normu denir.

2.1.7. Fark Tiirevleri

[a, b] araliginda tanimli ¢ (X) fonksiyonunun diizgiin sebeke i¢in fark tiirevleri
asagidaki gibidir (Samarskii, 2001).

a) 0, :% ifadesine birici mertebeden ileri fark tiirevi denir.
b) 9s; = % ifadesine birici mertebeden geri fark tiirevi denir.
C) g, = 911~ 951 ifadesine birici mertebeden merkezi fark tiirevi denir.

d) Oy :g“;gx" :gi*1_2hg2‘+gi1 ifadesine ikinci mertebeden ileri fark

turevi denir.



[a,b]arahgmda diizglin olmayan sebeke icin ise bu tiirevler asagidaki gibi
tanimlanir (Samarskii, 2001).
a) O, — 9479 jfadesine birici mertebeden ileri fark tiirevi denir.

i+1

b) 9y, = % ifadesine birici mertebeden geri fark tiirevi denir.

Oin— Y

C) Ui = = ifadesine birici mertebeden merkezi fark tiirevi denir.
d) g, :% ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

g i+ 0,
e) g, =% g, =% seklindedir.

2.1.8. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Olmus Problem
P

e

&> 0 parametresine bagli herhangi bir problem olsun. £ =0 durumunda P,
problemine, P. problemine uygun indirgenmis problem denir. Eger P, indirgenmis
problemi ile P. problemi ayni tipten, ayn1 mertebeden ve her ikisi de birtek ¢oziime
sahip iseler, sz konusu P, problemine regiiler pertiirbe olmus problem denir. Aksi
taktirde buna singiiler pertiirbe olmus problem denir (Constanta, 2002).
Ornek 2.1.8.1

o _{u’(x)+gu(x):0, 0<x<1l,

“ u(0)=1,
baslangi¢ deger problemi i¢in ¢6ziim fonksiyonu
u,(x)=e
seklindedir. Uygun indirgenmis problem

[u(x)=0, 0<x<1,
’ '{u(o) =1,

—&X

seklinde olup

Uy (x)=1
tek ¢ozlimiine sahiptir. Goriildiigii gibi problemin tipi, mertebesi degismemis ve her iki
problem de bir tek ¢oziime sahip olmuslardir. Ayrica [0,1] araliginin her X, noktasi igin

limlimu, (x)=1=limlimu_(x)

X=Xy €0 £—0 X=Xy



esitligi s6z konusudur. Dolayisiyla ele alinan problem regiiler pertiirbe olmus bir
problemdir.
Ornek 2.1.8.2
_ eu'(x)+u(x)=0, 0<x<1,
’ '{U(O):l,

problemi ele alinirsa, kesin ¢6ziim

X

u,(x)=e*
seklindedir.
5 _{u(x):o, 0<x<1,
" lu(0)=1,
indirgenmis problemine bakildiginda mertebenin diistigli ve baslangi¢ sartinin gereksiz
hal aldig1 goriiliir. Dolayisiyla x =0 civarinda sinir kat1 denilen, ¢éziimiin hizli degisim

gosterdigi dar alanin varligi sdylenebilir. Dolayisiyla indirgenmis problem uO(X)=O

¢Ozlimiine sahiptir. Tekrarli limitlere bakilirsa, ug(X) fonksiyonun keyfi x, 6(0,1]

noktasi i¢in

limlimu, (x)=0=limlimu, (x)

X=Xy €0 £—-0 X=Xy

oldugu goriiliir. Fakat x =0 noktasi i¢in

X X

0=limlime ¢ #limlime ¢ =1.

X0 50 20 X0
esitligi s6z konusudur. Dolayisiyla ele alinan problem singiiler pertiirbe olmus bir
problemdir.

2.1.9. Maksimum Prensibi

Asagidaki ikinci mertebeden self adjoint problem ele alinsin.
Lu=—u"(x)+a(x)u(x)=f(x), 0<x<lI,
u(0)=A, u(l)=8B.

Burada a(x), f (x)eC?[0,1] yani kendisi, birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri

stirekli fonksiyonlardir. Ayrica a(x) >0 olup, A ve B verilmis sabitlerdir.

Bu tipteki bir problem i¢in Maksimum Prensibi su sekilde verilir:



Lu, yukaridaki problemdeki diferansiyel operatdr, V(X) eC? [O,I] herhangi bir

fonksiyon olsun. Bu durumda:

>0 (v(0)<0),
>0 (v(1) )
Lv( )20 (Lv(x)<0), 0<x<I
v(x)=0 (v(x)<0), 0<x<I
olur (Samarskii, 2001).

2.2. CALISMADA KULLANILAN BAZI FORMULLER

2.2.1. Fark Green Formiilleri ve Kismi Toplam Formiilleri
Herhangi bir v, sebeke fonksiyonu igin Av, =v,, -V, ,VV, =V, —V,; oldugundan
AV, =VV, esitligi agiktir. Ote yandan v, =uw, sebeke fonksiyonu A operatdriine

uygulanirsa

A(UW,) =U; W, —UW, + U W, —UW,,, =U,_ AW, + WAL,

i+1 i+l i+1

elde edilir. Bu esitlik ¢carpimin tiirevinin fark benzerini ifade etmektedir. Bu esitlikte
i=0 dan i=N —1’e toplam alindiginda
N-1 N

D AUW,) = Uy Wy —UgW, iquAWﬁNiwiAui
i-0 i-0

i=0

N N-1
= ZujVWj + Z(;WiAui
j=1 i=

oldugu bulunur. Son esitlikte

Ay, Vv,
o =Veio o W =Vy; bagmtilar1 g6z 6niinde bulundurulursa
— U, Zu. x.h.+Zwux.h. (2.2.1)

esitligi elde edilir.

=T1..V; ve Uy =V, =0 olsun. Bu durumda (2.2.1) esitligi yardimiyla



N-

Zrl+lu><|vlh|_ Z(Hl iU, Uy =V, =0 (2.2.2)

oldugu gortiliir.
Eger (2.2.1) esitliginde U; =Vg; ve W, =Wy =0 alinirsa

N-1 N

Zvii,ivvihi:_z X,i ><| | ZVXI X,i |’ Wy = Wy =0 (223)

i=1 i=1
elde edilir ve bu formiile birinci fark Green formiilii ad1 verilir (Andreev, 2001).

(2.2.3) esitliklerinde v, ve W, yer degistirilirse agagidaki ikinci fark Green formiilii elde

edilir.

ZVXX, , ,=ZW Vi, Wy =W, =V, =V, =0 (2.2.4)

X000

2.2.2. Siirekli Problem I¢in Bazi Degerlendirmeler

[0,1] araligindaki singiiler pertiirbe olmus

Lu:=—¢eu"(x)—r(xu’" = f(x), 0<x<I,

SO ()0 (2.2.5)

siir deger problemi ele alinsin. Burada &, [0,1] araliginda tanimli kiigiik degerli bir

parametredir. r(x)>r>0 , r(x), f(x)eC'[0,1] olmak iizere (2.2.5) probleminin

¢Ozlimii i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.

uOx)lc(1+ee <), k=0,1,2. (2.2.6)

Burada c, ¢ ’dan bagimsiz bir sabittir.

(2.2.5) problemi ve (2.2.6) esitligi yardimiyla ¢oziimiin 3. tiirevi igin asagidaki

degerlendirme elde edilir.

rx

u"(x) l<c(1+&7% #). (2.2.7)

(2.2.6) ve (2.2.7) esitsizlikleri yardimiyla, (2.2.5) probleminin ¢6ziim ayrisimi asagidaki
bicimdedir (Andreev, 2001).



u(x) = U(x)+V(x), xe[0,1]. (2.2.8)

Burada U(x)ve V(x) fonksiyonlari sirasiyla

LU(x)= f(x), U(1)=0, (2.2.9)
LV(x)=0, V(0)=-U(0), V(1)=0 o
problemlerinin ¢oziimii olup

U¥x)l<c, k=0,1,2,3,
L (2.2.10)
VE(x)l<ce™ e s ,k=0,1,2,3

seklindedir (Andreev, 2001).
2.2.3. Ortalama Deger Teoremi

f ve g , [ab] araliginda siirekli iki fonksiyon olsun. Vxe[a,b] igin

g(x)>0(yada g(x)<0) olmak iizere

seklindedir. Eger g(x)=1 ise

f(x)dx=f(&)(b-a)

D ey T

yazilir.
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3. DIFERANSIYEL DENKLEM ICIN GREEN FONKSIYONU VE
OZELLIKLERI

3.1. Green Fonksiyonu insasi

Asagidaki ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem ele

alinsin.

3, (%) y"(x)+2, (x)y'(x)+a (x) y (x) = f ().
Bu denklemin genel ¢6ziimii;

3, (X)y"(x)+a,(x)y'(x)+8(x)y(x)=0

homojen denklemin genel ¢6ziimii ile homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢oziimiiniin

toplamidir. Yani y(x)= Y. +Y, seklindedir. Burada y, homojen denklemin ¢6ziimii,
Y, ise homojen olmayan denklemin dzel ¢dziimiidiir. Homojen olmayan denklemin

0zel ¢oziimiini bulmak icin ¢esitli yaklagimlarin oldugu bilinmektedir. Bu bdliimde

parametrelerin degisimi metodu kullanilacaktir.

Asagidaki ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem ele

alinsin.

o 2002 a0 19 @

dx dx

Bu denklemin homojen halinin y,(x) ve y,(x) seklinde iki lineer bagimsiz ¢oziimii

oldugu kabul edilsin. O halde homojen denklemin genel ¢oziimi
Y (%)= (¥)+¢,Y, (x) (3.2)

seklinde olur. Buradaki c, ve c, sabitlerini bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak

kabul edip homojen denklemin ¢dziimii

Yo (X)=C(X) Y1 (X)+¢, () ¥, (x) (3.3)

formunda aransin. O halde

11



Y3 (%)=& (%) Y3 (%) 6, (%) Y2 (%) +€1 (%) 2 (%) +.€ (%) ¥ (%)

olup buradan

¢ (X) Y1 (%) +¢5(x)y,(x)=0 (3.4)

elde edilir. Ote yandan

Y3 (%) =& (%) Y (%) ¢, (x) vz (%) +¢{ () Y1 (%) +€ (%) ¥; (%)

seklindedir. Bu esitlikler (3.1) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler
yapildiginda

elde edilir. Buradan

f(x
e (X)yr(x)+c5 (X)) y,(x)= (x) (3.5)
oldugu goriiliir. (3.4) ve (3.5) bagintilarindan

C(X) Yy (X)+c5(X)y,(x)=0

()Y, (%), ()Y (%) E—g

—

©

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢o6ziildiigiinde

RPN (1
[yl ACINAE )]
¢, (x) ( )yl( )
()[w (%) V() Y, (x)]

(3.6)

olarak bulunur. Homojen denklemin lineer bagimsiz ¢6ziimlerinin Wronskian’

Yi(¥)  ¥2(x)
yi(x) vz (x)

W (y2. ¥, )(x) =

12



!

olmak iizere ¢;(X) ve c;(x) ifadelerinin paydasmm p(Xx)W (x) ¢arpimina esit oldugu

goriiliir. Ayrica

f—x<p(x)W<x>>=%[pm(yl(x)v;<x)—v£(x>yz<X>>1
=y, (x5 [p(x) p()YL () Y5 (%)]
_y2 [p X)yl( )y (X)]
=y, (x )q( )2 (x )+yz( )a(x)¥:(x)
=0

oldugundan p(X)W(X) carpiminin  sabit oldugu acgiktir. Ote yandan (3.6)

esitliklerinden
If( y(é
Sew@™ )
9= [ HE(E),, |
. (é (5)

oldugu goriliir. Burada x, ve x daha sonra belirlenecek sabitlerdir. Bu durumda (3.1)

denkleminin ¢6ziimii

v (A TS - 1 FE)Y: ()
Yo (X) =Y. ( )!:de Ya ( )X_[Wdf (3.8)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan,

3, (x)y" (%) +ay'(x)+3(x) y(x)=9(x)

formundaki self adjoint olmayan denklem ele alinsin. Bu denklem

p(X)= e = p(X) ile carpilarak asagidaki self adjoint forma

13



1
a, (x)

ifadesi (3.8) esitliginden

Burada f(X): p(x)g(x) seklindedir. O halde self adjoint denklemin ¢6ziim

Aoy () FA00%(E) (o 1 9(E)Ya(6)
Yo (X) =Y. ( )J:—az(ég)w(gg)df A )X[Wdf (3.9)

yazilir. Sonug¢ olarak homojen olmayan self-adjoint (3.1) diferansiyel denkleminin

¢Ozimiu
. e + X h f(f)yz(f)
y( ) Clyl( ) zyz y2 X.[ é: yl( )X'[Wdé

olarak ifade edilebilir. Burada x, ve x, sabitleri daha sonra belirlenecektir. Bu durumda

self- adjoint bir problemin ¢6ziimii en genel bigimde
b
Y(X) =Y (X)+C,Y, (X)+ [G(x.€) f (£)dé (3.10)

seklinde ifade edilebilir. Burada G(x,§) fonksiyonu Green fonksiyonu olarak

bilinmektedir. O halde Green fonksiyonun varligi tespit edilmis olunur. Bu fonksiyonu

belirlemek i¢in ise daha sonra farkli yontemler ele alinacaktir.
3.2. Siir Deger Green Fonksiyonu

Asagidaki sinir deger problemi ele alinsin.

o o002 a0y - 13 acxen

y(a)=0, y(b)=0.

(3.11)

Bu boliimde (3.11) probleminin
_ h f(ff)yl(é)d _ h f(é)yz(ég)d
R T T R T VTR

coziimiindeki X, ve X, degerleri belirlenecektir.

14



Boylece smir deger probleminin ¢dziimii, Green fonksiyonu igeren basit bir integral
bi¢giminde yazilabilir. Burada integrallerin alt limitlerinin uygun secimi ile yC(X)

integraller i¢ine dahil edilmistir.
Oncelikle vy, (a) =0, v, (b) =0, vy (b) =0, Y, (a) #0 kosullarmi saglayan

homojen diferansiyel denklemin ¢6ziimii ele alinsin. O halde;

1@ =) 9@ G 219

seklinde olup y, (@) =0 oldugu dikkate alinirsa

10)=.0)] S 21000 e

ifadesi yazilabilir ve y,(b)=0 oldugu kullanilirsa

)
e GG

elde edilir. y(b) =0 olmas1 x, =bile miimkiindiir. Bu yiizden

(£)y.($)

f
p(EW (&)

¥(0=.09] %ds—mx)

T S <

bigimindedir. a < X <b oldugu dikkate alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

y(x) :j %1 (£)¥2 (%) £ (£) d§+j yl(g)yz(é) G (3.12)

. P(EW (&) (S)W (&)

elde edilir. O halde (3.11) sinir deger probleminin ¢oziimii

15



b

y(x)=[G(x.&)f(£)d& (3.13)

a

seklinde yazilir. Burada G (X, & ) Green fonksiyonu parcali fonksiyon olup

—yl(é)v)\/;(x), a<x<
p
G(x¢&)= (3.14)
L T T E R
pw 7

bigimindedir. Bu fonksiyon x=a ve x=b noktalarinda siir kosullarini sagladigindan

e(a,g):%:o | G(b,g):%:O

olduklari elde edilir. Ayrica (3.14) ifadesinden Green fonksiyonunun simetrik oldugu

goriiliir. Yani; G(x,£)=G(&,x).

Ornek 3.1: y"=x* 0<x<1,
y(0)=y(1)=0
stnir  deger probleminin ¢oziimii Green fonksiyonu kullanilarak aransin.

y"=0 homojen denkleminin ¢oziimii y(Xx)=Ax+B bi¢iminde olup A ve B
belirlenecek sabitlerdir. y,(x)=0 oldugundan y,(0)=B=0 olur. Ayrica A keyfi
oldugundan vy, (X) =X  almabilir. Benzer sekilde Y, (1) =0  oldugundan
Y, (1) =A+B=0 olup bu esitlikten B=-A oldugu gorilir. O halde
¥,(Xx)=Ax—A=A(x-1) olur. A keyfi bir deger oldugundan A=-1 secimi ile

¥, (X)=1-x elde edilir.

Bu problemde p(x)=1 dir. Bu yiizden y,(X)=x ve Y,(x)=1-x icin

P(X)W (X) =¥, (X) Y5 (X)=Y;(X) ¥, (x)=x.(-1)-1.(1-x)=—1 bulunur. O halde

G(x,&) Green fonksiyonu

16



—£(1-x), 0<x<¢&
G(X"f):{—x(l—g), F<x<

seklindedir ve buradan

(x)=[6(x &)t (e)e
- [o(ng)eas

fé(l X)&*dé - j £)&dé

=—(1—x)f§3d5—xf(§2—é3)d§

1 1
:_Z(l x)x4—Ex(4—3)+—x(4x —3x )
1
E(x -X)
elde edilir.

17



3.3. Green Fonksiyonunun Ozellikleri

Green fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

] %(p(x)%j+q(x)6(x,§)=o, X% &

ii.x= & i¢in G(0,£)=G(L£)=0, 0<x<1.
iii.G(x,&)=G(&,x).
V. x=¢& iginG(&,&)=G(&,&).

v. x=¢ de G'(x,&) tiirevinde sigrama siireksizligi vardir ve sigrama miktari (15)
P
kadardir. Yani;
oG(<&T, oG(<&,
(6¢) a6(¢¢) 1 | (3.15)

OX oX p(&)
3.4. Dirac Delta Fonksiyonu

Bu boliimde adi diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyonunun daha genel

bir teorisi Dirac delta fonksiyonu yardimiyla elde edilecektir. Green fonksiyonu x =&

icin homojen diferansiyel denklemi saglayacagindan

%(p(x)%}tq(xm(x,f):o, X#& (3.16)

seklinde yazilabilir. x=¢& oldugunda ise Green fonksiyonunun tiirevinin degerinde

sicrama siireksizligi oldugu Green fonksiyonunun ozelliklerinden goriilmektedir.

Tirevin sigrama degeri ise
1, x>0
H (x)=
0, x<0
Heaviside fonksiyonuna benzerdir. Heaviside fonksiyonu olmasi durumunda tiirev

sigrama haricinde her yerde sifirdir. Ote yandan sigrama siireksizliginde simirsiz egim

oldugunu ve teknik olarak bu noktada tiirevin olmadigi bilinmektedir. Bu durum

18



o (x):diH (x) Dirac delta fonksiyonu tanitilarak diizeltiimeye ¢alisilacaktir. Daha
X

sonra Green fonksiyonunun

a[IO(x)M}Q(X)G(X'f)Z(S(X‘g)

& OX

diferansiyel denklemini sagladig1 gosterilecektir. Oncelikle Dirac delta fonksiyonu ve

ozellikleri incelensin.

Dirac delta fonksiyonu yalnizca integral iginde yaptigi isle tanimli olup

asagidaki ozellikleri saglar.

i. x#0 i¢in 5(x)=0.

ii. J. &(x)dx=1. Yani bu 6zellik Dirac delta fonksiyonunun altinda kalan alamin bire

esit oldugunu anlamina gelmektedir. Daha genel araliklar lizerinde de
b

Id(x)dx:l, Oe[ab] ve ié(x)dx:o, 0¢[a,b]

a

gecerlidir.

X # a i¢in Dirac delta fonksiyonu sifira esit oldugundan integral her yerde sifira esittir.

x=a i¢inise f(x)=f(a) olup

oldugu goriiliir.
iv. 5(ax)= |a|_15(x).

Bu 6zellik &(ax) fonksiyonunun integralinde y=ax degisken degistirmesi yapilarak

gosterilebilir. Yani
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L

L—oo X—>00
a —aL

T5(ax)dx= lim | & (ax)dx = lim T S(y)dy

o0

elde edilir. a>0 ise jé(ax)dx=§j5(y)dy seklinde olur. Ancak a<O0 ise

—00 —00

—00 o0

jé(ax)dx:éjé(y)dy:—éjé(y)dy olur. Bu yiizden;

0 —00

zé(ax)dx:é];é(y)dy

seklindedir.

Ornek 3.3.1: _[(SX +1)5(4(x—2))dx integrali incelensin. O halde iii ve iv 6zellikleri

yardimiyla

z(5x+1)5(4(x—2))dx=% T (5x+1)5(x_2)dlezl

—00

oldugu bulunur.
Ote yandan &( f (x)) igin bir genelme yapilirsa bu fonksiyonun integrali f (x)

fonksiyonunu sifir yapan degere baglh olarak degerlendirilebilir. Yani

seklindedir. Burada x,, f(x) fonksiyonun kékidir. Bu dzellik y= f(x) degisken
dontistimii yapilarak ispatlanabilir. Sonug olarak

(3.17)

S(1 (%) =Ty %)

seklinde yazilir.
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Ornek 3.3.2: I x’6(3x—2)dx integrali ele alinsin. O halde

f (x)=3x—2 olup yalnizca XZ% igin f(x)=0 olur ve f'(x)|:3 tir. O halde

(3.17) esitligi de goz oniinde bulundurularak

o0

2 T, 2\, _1(2Y 4
jx 5(3x—2)dx__£§x 5(x—§)dx_§(§j =

—o0

elde edilir. Bu problem bagka bir yoldan incelenirse; y=3x—2 degisken degistirmesi

yapilarak dy =3dx ve x:y%2 ifadeleri elde edilir. O halde bu ifadeler integral de

yerlerine konulursa

) ®© 2
£x25(3x—2)dx:%jé(y)(%2j dy:%(gj:% elde edilir.

—0

Ayrica daha genel olarak; x;, j=12,..,n icin f(x;)=0 ve f'(x;)=0 iken

5(f(x)):_i#5(x—xj) (3.18)

bigimindedir. Burada x;, f (x) fonksiyonunun kékiidiir.
. 2z
Ornek 3.3.3: _[ cos x5(x* —z* ) integrali incelensin.

0

x=tz iken f(x)=x*-7z°=0 dir. Aynca f'(Xx)=2x dir. Bu yiizden

|f'(£7)| =2z dir. Ohalde (3.18) esitliginden

5(X2—ﬁ2)=%[5(x—7[)+5(x+7[):|

elde edilir. Bu ifade integral iginde yerine yazilirsa

1

20 ; .
!cosx5(x2—ﬂ2)dx=z!cosx[é(x—;z)+5(x+7z)]dx:Ecos;zz—g

elde edilir.
21



3.5. Green Fonksiyonu Diferansiyel Denklemi

Onceki boliimde belirtildigi gibi
d dy () _
o 2002 a0 19

homojen olmayan denklemin ¢oziimii Green fonksiyonu yardimiyla elde edilmektedir.

Ayrica Green fonksiyonu

i('“(X)—ae(x'é)

ox ox ]*q(X)G(X’5)=5(X—5) (3.19)

diferansiyel denklemini ve homojen denklemini saglamaktadir. Bu denklemler daha

kompakt formda asagidaki gibi yazilsin.

L[y]=f(x).

L[G]=6(x-¢)

Ote yandan ilk denklem G(X,§) ile, ikinci denklem ise y(x) ile carpilip taraf tarafa

cikartilirsa
GL[y]-YL[G]=f (X)G(x,&)—5(x—=5)y(X)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi da ayr1 ayr1 a’ dan b’ ye integral alinirsa

j:(GL[Y]— YL[G])dx = { D(X)(G(X,f)y’(x)_ y(X)MHXb

OX .
T (06 (0&)-5(x—8)y(x)]ix= | £ (X)6 (% £)x—y(&)

esitlikleri elde edilir. Daha sonra bu esitlikler birlestirilip diizenlenirse

x=b

OX

(&)= et | v L) ey (o |

X=a

22



elde edilir. Bu fonksiyonu x’ in bir fonksiyonu olarak yeniden yazmak gerektiginden

X ile & degistirilip Green fonksiyonunun simetrik oldugu kullanilirsa

b ¢=b

V()= |6 (&) (é)dé—[p(é)[y(é)w—e(x,f)y%é)ﬂ (3.20)

a aé £=a

elde edilir. (3.20) esitliginde gerekli islemler yapildiginda

y(0=Joxe) 1(e)te o(o) y0) S -cpeyve) |

o))

oG (a,¢)

o] v L

esitligi elde edilir. Bu esitlikte G (a, §) =0ve G (b, (f) =0 olduklar1 kullanilirsa

b

y(x)=[G(x.&) f(£)e

esitligi elde edilir. Bu ise ¢ozlimiin dogrulugunu gosterir.
Ornek 3.5.1: Asagidaki

y'=x*, 0<x<1,
y(0)=1 y(1)=2

sinir deger problemi ele alinsin. Bu problemin ¢oziimii (3.20) formundadir ve

p(&)=1dir. Ote yandan smnir deger Green fonksiyonu kullanilarak

—-£(1-x), 0<é&<x

G(X’g):{—x(l—g), x<£<1

ifadesi bulunur. Bu ifade ve veriler sinir deger probleminin ¢dziimiinde Yyerine

konuldugunda
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&=t

- Jetazas |y T cmaya|

I(x 1§d§+j 1)£dé+ ()—2

:(X_l)X4 +X(1_X )—X(l_xs)+(X—1)—2x
4 4 3

:X—4+§x 1

12 12

esitligi elde edilir. Bu problem integral alarak da c¢oziilebilir ve genel ¢ozimii

4
y(x) = Z)L(_Z +C,X+C, bigiminde olur. Bu ¢6ziim her sinir sartlariyla birlikte ayn1 sonucu

Verir.

Green fonksiyonu tarafindan saglanan diferansiyel denklemdeki Dirac delta
fonksiyonunun smir deger probleminin ¢éziimiine yardimci olabilecegi goriilmiistiir.

Green fonksiyonu (3.19) homojen olmayan denkleminin bir ¢oziimiidiir. Dirac delta

fonksiyonu da Green fonksiyonunun yorumlanmasma yardimer olmustur. &(x—¢)

fonksiyonu ile f (é ) fonksiyonu carpilip integral alinirsa

+00

J5(x=8)f (£)ds=1(x)

oldugu elde edilir.

f(x) fonksiyonunu f (&) fonksiyonunun farkh siddetteki impulslarmm bir

toplamu olarak olusturmada kullanilabilen delta fonksiyonu, X =& noktasinda bir birim

impuls olarak diisiiniilebilir. Bu yilizden Green fonksiyonu verilen sinir kosullar1 ve

olusturulan diferansiyel denklem i¢in impulsa bir tepkidir.

Ozellikle delta fonksiyonu etkisindeki denklem sicrama kosulu elde etmek icin

kullanilabilir. O halde (3.19) denklemi ele alinip £ >0 iken £—¢ ’dan £+¢ ’a

integral alinirsa
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) S+e a 6G(X,§) . S+e
mg_i&[p(x)Tj+q(x)G(x,§)}dx_Llirgé_ga(x—g)dx

=1

elde edilir. g (X) fonksiyonu stirekli olup gerekli islemler yapilirsa

Iim{p(x) =

é-¢

elde edilir. Bu ise x =& noktasinda kullanilan sigrama kosuludur.
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4. FARK GREEN FONKSIYONU
4.1. Diizgiin Sebekede Fark Green Fonksiyonu

Bu béliimde fark Green fonksiyonunu incelenecektir. Oncelikle

— 9 U __
Lu'_dx(k(x)dx] q(x)u=-F(x), 0<x<I, (4.1)

u(0)=0, u(1)=0 (4.2)
2. mertebeden diferansiyel problemi ele alinsin. Burada k(x)>c¢, >0, q(x)>0 olmak

tizere (4.1)-(4.2) probleminin ¢6ziimii su sekildedir:

u(x){@(x,f)f (£)de @3

Burada G (X, g ) Green fonksiyonu olup bu fonksiyon agik sekilde ifade edilirse

—1 , <
(1) "

seklinde yazilir. Burada o (X) ve S (X) fonksiyonlar sirasiyla,

La=0, a(0)=0, k(0)a'(0)=1, 0<x<1,
LB=0, B(1)=0, k(1)p'(1)=-1, 0<x<1

baslangi¢ deger problemlerinin ¢dziimleri olup «(x) ve B(x) fonksiyonlar: lineer

bagimsizdirlar. Bu ise Wronskian’in sifirdan farkli oldugunu gosterir. Ayrica bu

fonksiyonlar i¢in

a(x)>0, x>0
B(x)>0, 0<x<1

yazilabilir.
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Ote yandan @, diizgiin sebekesi iizerinde (4.1) denklemine karsilik gelen
2. mertebeden fark denklemi su sekilde ifade edilir:

Ay =(ay;) ,—dy, == . 1=12,3,.,N-1, (4.5)

Yo=0 , yy,=0. (4.6)

Burada a(x)>c, >0 ve d(x)>0 olup (4.5) denkleminin agik gosterimi

Ay, :h_lz[ai+l(yi+1 - yi)_ai (yi - yi—l)] =—0

seklindedir. Ayrica diizgiin sebeke tizerindeki i¢ ¢carpim

N-1 N

(V’V)ZzyiVih ' (y’v]zzyivih

i=1 i=1

olmak iizere Ay, =—¢, denklemini ¢ézen Y;’ ler

N-1

Yi :zGik(th :(Gik’(ok) (4.7)
il

formunda aransin.

— N-1
Ayrica A Gy, =% ise (4.5) denkleminin dogrulugu Ay, = ZA(i)Gik(okh esitliginden

i=1

l, . .
gorilir. Burada o, Kronecker deltasi olup &, = {O sk seklindedir.
#+

-5, .
AuGi=(a (Gy);, ) —dGy =t i=12,N -1, (4.8)

olmak iizere eger G, fonksiyonu (4.8) denklemini saglarsa (4.7) ifadesi,(4.5)-(4.6)
probleminin bir ¢oziimii olur. Béylece Green fonksiyonun varligi bu sekilde belirlenmis
olur. Ayrica Green fonksiyonu yine «, ve [, yardimiyla asagidaki sekilde ifade

edilebilir:
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, 1<K

Gik: b
LY
oy T

Burada ¢, ve S, fonksiyonlari sirasiyla,

%:1, i=1,2,..-,N_19

AB =0, B, =0, aNﬂ;,N =1, aN%:_l

Aai =0 ,C(O:O y alaX’0=1’ a

problemlerinin ¢éziimleri olup asagidaki 6zelliklere sahiptirler.

I. a; ve B. fonksiyonlar1 pozitif fonksiyonlardir.

a,>0,i1=12,...,N
S >0,i=01..,N-1

Ote yandan «; monoton artan (¢; <, <, ), B, ise monoton azalan (5 <,

fonksiyonlardir. Ayrica (4.10) kosullarindan

i-1
aay; =1+ Z hd,e,, o = % >0 oldugu goriiliir.
k=1

k=12,..,i-1i¢in a >0ise aa,; >0 ve o; >, >0 dir. Benzer sekilde
B <0ve 0< g <f_, dir.

ii. ay=p yada «a(1)=p(0).

2. Green formuliinden

(a,AB)=(B.Aa)+a, (af; —,BaY)N —a,(af, - P, )O seklindedir.

lii. 0<i<N igin A, =4, (cxxi . — Y’i)zozN (sbt) determinant:

pozitiftir. @, sebekesinde 2. Green formulii uygulandiginda
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ig—1

0= (ahp-pAa)h=a, (ap, - far,), ~a(af, - fa,),

= —_A(xio)+ﬁ(0)aiotx’i = —A(Xio )"',Bo

elde edilir. x, =X, @, sebekesinin keyfi bir digiim noktas: oldugundan

A(x)=sbt=£(0)=a(1) olabilir.

Simdi A(i)Gik:ﬂ oldugu arastirilsin. i#k olmak {izere Ag, =0 ve

Af; =0 igin A G, =0 oldugu goriliir. i =k igin ise

(A(i)Gik) = h_lz [am (Gk+1,k - Gkk ) - (Gkk - Gk—l,k )] - dekk

i=k

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(A(i)Gik) = ﬁ[akﬂ (akﬂkﬂ - ) — 8 (akﬁk - ):' -d Gy (4.11)

i=k
N
esitligi bulunur.

A = ak+1(ak+1:8k _akﬁkﬂ)
k+1 — h

=a, sartindan

Q1% Bs = 8 a1 B — ey

ifadesi elde edilir ve bu ifade (4.11) esitliginde yerine konulup gerekli islemler yapilirsa

_ 5 1 _db  _ 5 1 1
(M8 ), = g By =g e = A=

ifadesi elde edilir.

Ayrica (4.9) formilininden i,k=0,N i¢in G, >0 ve G, =G,, olduklar

goriiliir.

Ote yandan sabit i i¢in k > nin bir fonsiyonu olan G,,
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1)

A Gy = —ﬁ , G, =G,, =0 sartlarini saglar.
Simdi de d(x)=0 &zel durumu incelensin. Burada a:&(x) ve ,6’=,°B(x)
fonksiyonlari
° i h ° N h
ai=y—, Bi=> — (4.12)
s=1 a‘s s=i+1 a‘s

acik formundaki (4.10) denkleminden belirlenebilir ve

(4.13)

problemiyle G, Green fonksiyonu asagidaki bigime indirgenir.

yhyh

- e | .
s=1 g s=k+1 “g |Sk

Gy=1 7 . (4.14)

Simdi de (4.5)-(4.6) problemine uygun Green fonksiyonu ve fark tiirevi igin

baz1 esitsizlikler elde edilsin ve bu esitsizlikler yardimiyla problemin ¢éziimiinin ¢ ye

bagli degerlendirmeleri verilsin. (4.7) esitliginden
N-1
‘y,‘ﬁ (Gik’ |¢)k| ) = ZG1k|¢k‘h (415)
i=1

esitsizligi yazilabilir. Bu dogrultuda devam edildiginde ¢,;

i—1
¢=77X 1 771=O)77i=zh¢5 9i=2a3!"'!N (416)
s=1

seklinde yazilabilir. Bu ifadeler (4.7) esitliginde yerine konulursa
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y(x)=(G(x.&).m.)==(G; (x.£).n(¢)] (4.17)

esitlikleri elde edilir.

Ayrica (4.5)-(4.6) probleminin ¢6ziimii igin ”ylL:maﬂ(lyi‘ olmak tizere

maksimum prensibinden

s> L3 < LS St (4.18)

1
i1 iy sl C i s
degerlendirmesi yazilabilir (Samarskii, 2001).

Simdi ise (4.5)-(4.6) probleminin ¢6ziim degerlendirmesinde kullanilacak olan

asagidaki lemma verilsin.

Lemma 4.1: (4.5)-(4.6) problemi igin

G(x,g)scl, (4.19)

G.(x, g)\scz (4.20)

1

2
|Gx(x,§)|gc—l ,

degerlendirmeleri dogrudur (Samarskii, 2001).

Ispat:

I. (4.18) esitsizliginde vy, ile G, ve g¢,ile % degistirilirse;

N-1 _
max G, SEZhS,k Ax 1
h C i ¢ G

i 0, i<k _
esitsizlikleri elde edilir. Burada S, = Z5sk ve S, = {1 ik seklindedir.

s=1

ii. d(x)=0 olsun ve G=G;(x,&) Green fonksiyonu (4.14) formiilii tarafindan

belirlensin. Bu durumda
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« ()P, _,

GOX(X’ ): a(ol)
G

(1)

bulunur. Ayrica
° 1 1 ° 1 1 ° o o o
=—<=, B ==<= <a(1), <all
ai,i a Cl ﬂx,l ai Cl a(é) (Z( ) ﬁ(é:) a( )
esitsizlikleri sayesinde

(4.21)

G (X, 5)\ <

O =

esitsizligi elde edilir. Ayrica

1
Gz (X,f)‘ < C_l

seklindedir.

V(X,&)=Gy(x,£)—G(x,&) olsun. G ve G, igin denklemler

AV(X&E)=-d(X)G,(x,€) v(0,£)=V(L&)=0 seklindedir.

& ile ilgili olarak bu denklemin geri fark tiirevi hesaplanabilir. & ’nin kullanimi bize

=W(x,&)’ yi olusturmak igin izin verir.

AW(x,E)=(a(x)w, (x,&)) —d(x)w(x,&)=-d(X)Gy; (X&)
w(0, 5) w(L¢)=0
Ayrica asagidaki

m?x‘w(x,é)‘ < m?x‘Gog (x,g)‘ < (4.22)

1
G
degerlendirmesi dogrudur (Samarskii,2001).
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(4.21) ve (4.22) degerlendirmeleri kullanilirsa

‘Gg(x,f)‘S‘Gog(x,g)h‘w(x,g)‘ oldugu bulunarak istenilen (4.20) esitsizligi

ispatlanmis olur.

Teorem 4.1: (4.5)-(4.6) probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

2 N-1 2 N-1  N-1
IylL.< = 1,1 hel |= =3 0> hel, (4.23)
C1 s=i C1 i=l  s=i
2 i 2 N-1 i
IylL<=1,1> he| == h he,| . (4.24)
1 s=1 1 i=l s=1

Ayrica (o(x) , p=1,+¢"  formunda oldugunda

i< 2 (1l T (11} (4.25)

1

i—l
esitsizligi yazilabilir. Burada g, =0 ve u = Zh(p*k , 1=1,2,...,N seklindedir.

k=1

Ispat: (4.17) esitsizliginden

x)| =1 ZhG (x,&)7 I<ZhIG (&) (&)

elde edilir. Lemma 4.1 yardimiyla bu esitsizlikten

ly(x)k< (|GE (x,§),77(§)] < (1,In(§)|] (4.26)

elde edilir.

Ote yandan (4.16) bagintisndan 7, —7 =hg  bulunur ve bu denklemin

¢Ozimi

N-1
ny =0 ise 7, :—Zh(ps

s=i

n = 0 ise Ny = Zh@s sekhndedlr

s=1
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77(X) fonksiyonu keyfi bir sabit i¢in de 77, = ¢ sartindan elde edilebileceginden

C3(1,|77(§)|] (1|f7.} 23 Zh¢s|

1 1 1 i=l1
olup (4.26) esitsizliginden

N-1

2 N
sC—ZhIZh%I
i=1

s=i

elde edilir. O halde;

||y|Lo£C£[l,|NZ__‘ih¢J) Zh\thos

1|1 s=i

olur ki bu ise (4.23) esitsizliginin dogrulugunu gosterir. Benzer sekilde;

ly (= (6 (x &), lm.l) < Cl(l )< Cz(l )

2 N— 2 N— i
Cl (1 ‘UHI) C_Zl l77|+1 C_; |szlh¢s‘

olup

2 N— i
SEESYHIA

C i=l s=1

elde edilir. O halde,

Iyll<= [1 Ithosj “hY ho,

1|1 s=1

bulunur. Buradan da (4.24) esitsizliginin dogrulugu gortiliir.

(4.25) esitsizligini ispatlamak i¢in ¢ = (77+ ,u)x olmak tizere ¢" =g, almak

yeterlidir. (4.26) esitsizliginden,

Iyl.s= (1 ol
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oldugu bilinmektedir. O halde;

cll=E B2 o]
%{Z::hh,h;h\ﬂ.}
e sk Al

1

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Bu bolimde ele alinan fark probleminin ¢oziimii i¢in Green fonksiyonu
yardimiyla elde edilen (4.23) ve (4.24) esitsizlikleri, (4.18) esitsizligine gore daha
hassas ve titizlerdir. Problemin ¢6ziimii igin genellikle (4.18) esitsizligi kullanilirken bu
calismada ise Green fonksiyonu yardimiyla (4.18) esitsizliginden daha iyi bir
degerlendirme olan (4.23) ve (4.24) esitsizlikleri elde edilmis oldu.

4.2. Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Green Fonksiyonu

[0,1] araligindaki singiiler pertiirbe olmus

Lu:=—cu"(x)—r(x)u’= f(x), 0<x<lI,

(9 =r00u = () w2
u0)=u(l)=0
sinir-deger problemi ele alinsin. Burada & bu aralikta kiiciik degerli bir parametredir.
r(x)>r>0 ve r(x), f(x)eC' [O, 1] olmak tizere (4.2.1) denklemine karsilik gelen

diizgiin olmayan sebeke iizerindeki

Ly, ==Y —NaYsi = fi, X e,

vy o (4.2.2)
0~ JN T

fark problemi ele alinsin. (4.2.2) problemi i¢in Green fonksiyonu G(X;,&;) olsun. Sabit

& ’ler igin x, nin bir fonksiyonu olan bu fonksiyon

(G(x,8) = 6(%.8), X €, & e,

(4.2.3)
G(0.£)=G(L&) =0, &ew

hox%=¢
seklinde tanimhidir. Burada o(x;,¢;) = " seklindedir.
0, x#¢
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(4.2.3) bagmtis1 Green fonksiyonu kullamlarak kolayca gériilebilir. Ote yandan (4.2.2)

probleminin ¢6ziimii
N-1
Y, =2 6(x.&)fh, X em (4.2.4)
j=1
seklindedir. Gergekten, (4.2.3) ifadesi dikkate alindiginda
N-1
Gyi=ty, =Y (G(x, &) fh, =f, X cw
j=1

bagmtis1 elde edilir. Sabit x; igin degisken &, nin bir fonksiyonu olan G(x;,&;) Green

fonksiyonu ise

f?G(Xi’fj):5(Xil§j)i e X €,

(4.2.5)
G(x,,0)=G(x,,1)=0, x cew

adjoint probleminin bir ¢dziimiidiir. (4.2.4) esitligi, (4.2.2) problemi ve (’nin (’

adjoint oldugu kullanilirsa
N-1 N-1 N

Yi :ZG(Xi’fj)fjhj =ZG(Xi’§j)ijj i =ijG(Xi’§j)yjhj
=1 = j=t

olup

(6%, &) =5(x.&)

bagintisi elde edilir.

Teorem 4.2: Eger r,>r>0 ise G(x,&;) Green fonksiyonu negatif olmayan bir

fonksiyondur ve & ’a gore diizgiin sinirlidir (Andreev, 2001).
1
0<G(x, & )<—.
(x:6) <=

Ispat: (4.2.3) cebirsel denklem sisteminin matrisi M-matrisidir. Green fonksiyonunun

negatif olmayan bir fonksiyon oldugu M-matrisi ve (4.2.3) ifadesinden goriiliir.

36



Simdi esitsizligin sag tarafi ispatlansin.
rgr:g;(G(xi,éj):G(xi,fjo) , % €w olmakiizere &; € olsun.

(4.2.5) esitligi ile 7 carpimmmin j=1" den j,’ a toplami alimip G(x,0)=0 oldugu

dikkate alinirsa

o o

ijG(Xi ' égj)hj = _5G§(Xi ’ gjo) +EGg(Xi &)+ rj0+lG(Xi ' égjo) = 25(Xi’§j)hj (4.2.6)
=1 j=1

ifadesi elde edilir. &, seiminden dolay1 G,(x,&, ) =[ G(%,&; ) ~G(x,&,) |}, <0
oldugu ve G(X;,&;) negatif olmayan fonksiyon oldugundan G: (%, 8) =6(x, &) h*>0

oldugu yazilir. Buradan (4.2.6) ifadesindeki ilk iki terimin negatif olmadigi bulunur ki

bu yiizden
io

rjOJrlG(Xi ! gjo) < 25(X| ’gj)hl <1
=

olup bu ise istenilen esitsizligi gosterir.

Uyan 4.1: (4.1.1) denklemi i¢in (4.2.2) fark semasi ile birlikte asagidaki fark semasi

sik¢a kullanilir.

by, = —&Ymi ~ Y = fi (4.2.7)
Burada r, yerine I’thi konulursa; bu fark semasi (4.2.2) formu icine yazilabilir ve

i+1

(4.2.7) denkleminden 7 ya adjoint olan

v, =—evy, +[ri+1 hivi} fark denklemi elde edilir.

i+1
Bu ifade ve Teorem 4.2 ’nin ispatindan (4.2.7) fark semasinin Green fonksiyonunun

L < 2 sabit bir fonksiyon ile sinirli oldugu bulunur.
ha(h+hy) T
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Teorem 4.3: Eger r>r>0 ise (4.2.2) probleminin ¢dziimii icin asagidaki

degerlendirme dogrudur.

1
Ivl. <3¢l

Ispat: (4.2.2) probleminin ¢oziimii
N-1
yi =2 .G(%.&)fn,
i=1
seklinde olup Teorem 4.2° den Green fonksiyonun sinirlt oldugu kullanilirsa
1 N-1
V<o Z fin,
j=1
esitsizligi elde edilir. Buradan
18 1 1
[¥il SF]Z_;‘ filn, =F(‘ fj"l)zFH fil,
elde edilir. O halde

||Y||w < %” f ||1 oldugu bulunur ve ispat tamamlanir.
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5. IKINCi MERTEBEDEN SINGULER PERTURBE OLMUS SINIR
DEGER FARK PROBLEMININ HATA DEGERLENDIRMESINDE
FARK GREEN FONKSiYONU KULLANIMI

5.1. Shishkin Sebekesinde Kesme Hatasi

(4.2.2) fark probleminin ¢oziimii y, ve @ sebekesinin diigiimlerindeki siirekli
problemin ¢dziimiiniin degerleri u(x ) olsun. z =y, —u; hata fonksiyonu olup (4.2.2)

fark probleminde y, =z, +u, esitligi kullanilirsa z, ’nin

(z; = —(u = f +euy, +ru, =y,

XK,

z,=12, =0 6.1)
probleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir. (4.2.1) problemini kullanarak
= (U ~U) 41U, —U) 52)
yazilabilir. Simdi Shishkin sebekesi tizerindeki kesme hatast degerlendirilsin.
(4.2.2) problemi i¢in Shishkin sebekesi su sekildedir:
@ ={x|x =ih, i=0,1,...,%; Xi = Xy /2 +(i—%)H, izg +1,...,N;
(5.3)

ho29 p=20-9) ,§=min(fln N,lj }
N N ro2

Burada N ¢ift sayidir. Bu sebeke izl,...,% icin h=h, ve i:%+1,..., N i¢in h =H

sebeke boyutlari ile diizgiin parcal1 bir sebekedir.

; . N ) .
Oncelikle I;tE icin kesme hatasi incelensin. Taylor formiilii kullanilarak

i<ﬂiin
5 ¢

1 h? h® h? h?
=—| U +hu' +—u'+—u"(&)-2u, +u, —hu'+—u'——u"(n
hZ[ 1 1 2 1 6 (é:l) i i i 2 i 6 (77.)]
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_u+ [u’"(f) um(77|] %8 (X|'X|+1) nie(xi_l,xi)

oldugu elde edilir. O halde

Uy, — Ul (IU”'(§)+U'”(77.)|) s (5.4)

. N
esitsizligi yazilabilir. Benzer degerlendirme 1> > i¢in de yapilabilir. O halde

[ (IU”’(§)+U”’(77.)|) > (5.5)

elde edilir. Benzer sekilde

ui,i_uilzux,i_uilzg (é’) Si E( i l+1)’ i<% (5.6)
oldugu ve
H ._N
o—Uul=—Uu"(< >—
Uy —u/ =—u"()) 1> (5.7)

oldugu goriiliir. (5.2) esitliginde (2.2.6) ve (2.2.7) degerlendirmeleri kullanilarak

he 1 —re7lx rh 1 —re7lx
|a//i|£?c(l+}e '1j > [1+—e j

£
<c|h e <N (5.8)
g 2 '
ve
lwi|<c| H Her : >N (5.9)
i 82 2 .
elde edilir.
Ote yandan herhangi bir (P(X) eC’ [XH, XM] fonksiyon i¢in
owi = | 9(n)" (n)dn (5.10)

Xia
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oldugu kolayca goriilebilir. Burada

@ X<x,
g ( ) = i ve J. g (77 )d77 =1 geklindedir
(Xi+1 _77) X > X Xi1
h_ ) —_ il

(5.10) esitliginde Ortalama Deger Teoremi kullanilarak

Xis1

D :CDN(/?f.) I g(ﬂ)dU:‘P"(ﬁf.)’ 4 E[Xi—llxi+l]

Xia

elde edilir. Son esitlikte Langrange formiili kullanilarak

_ha R
Dri = 7 Dyi = 7 (Y (4)

bulunur. O halde ¥y degerlendirilecek olunursa son iki esitlik yardimiyla (5.2)
2

bagintisindan

hN
Wy = g{u”(ﬂﬁ)—u"[x,ﬂn+ ry hz—ﬂu’(gNj—u’[xNj (5.11)

denklemi elde edilir. (5.11) bagintisinda (2.2.6) esitligi kullanildiginda

X,
1 N
lw, I€c|1+=exp| ——2
5 & &

(5.12)

elde edilir.

Boylelikle € kiigiik degerli bir parametre olmak iizere ¥; nin tiim yerel (lokal)

. N
degerlendirmeleri elde edilmis olunur. Fakat |=3+1 icin (5.9) ve (5.12)

degerlendirmeleri bu c¢alisma i¢in ¢ok kabadir. Bu boliimde bu degerlendirmeler daha

hassas hale getirilecektir. Bunun i¢in (4.2.1) probleminin ¢6ziimii i¢in (2.2.6) ve (2.2.7)
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on degerlendirmeleri yerine (2.2.10) degerlendirmesi ve (2.2.8) ayrisimi kullanilacaktir.
(2.2.8) ayrisimi, (2.2.9), (5.1) ve (5.2) denklemlerinden

v =y —KUE—KVﬂ =W NtV
> : :

2 2 2 2 2

oldugu anlasilir. Burada

v =f, (U, =8£Uxx—Uﬁj+m [u . —U'NJ, (5.13)
2 2 2 2) 2\ 2 2

W oy ==V =&V +1nV (5.14)
7 B 2 2

seklindedir.

u(x) yerine U(x) alindiginda Vo igin (5.11) gosterimi  vardir. (2.2.10)

2

esitsizliklerinin birincisi kullanilirsa

ly nl=c (5.15)

esitsizligi elde edilir. ¥y degerlendirmesi i¢in
2

2 2

v o\ _ 1 e(V, =V +1y [V, =V,
2,? hﬂ E - %A
2

ifadesi yazilabilir. (5.14) bagintis1 Langrange formiilii kullanilarak yeniden yazilirsa
1 ! ’
‘//2N=_5V Sn |7V Sy +y | Yy  —Vy
7 Ny 2 7)) 2l 3
2

esitligi elde edilir.  Ote yandan (2.2.10) esitsizliklerinin ikincisi gdz Oniinde

bulundurulursa

X,
—1
-1 2
Von <ch N EXp| —
> 2 &
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oldugu goriiliir. (5.15) esitsizligi ve bu degerlendirmeden

Xy
vy sc 1+th,1 exp| — 52 (5.16)
2 2

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde

X,

<c|1+H exp —TE (5.17)

YN

—+1
2

esitsizligi elde edilir. (5.12) ve (5.16) degerlendirmeleri birlestirilirse

Xy
1101 51
|y I€C| 1+ mins =, —texp| —
2 N €

2

(5.18)

<|1+

exp| ——2
E+hy &£
2

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde (5.9) ve (5.17) esitsizliklerinden

Xy

ly, I€cC 1+min{ﬂz,i}exp ——2
+ e H £

- 5.19
I, (5.19)
2H

<c|l+— >
& +H &

exp __2

degerlendirmesi elde edilir. Boylece ¥; nin tiim yerel (lokal) degerlendirmeleri daha

hassas bir bigcimde elde edilmis olunur.
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5.2. Yakinsama

Teorem 4.3 ve (5.1) denklemi yardimiyla, Z; hata fonksiyonunun ¥; kesme
hatasi cinsinden asagidaki degerlendirmesi dogrudur (Andreev, 2001).

[2].. <l

v, fonksiyonunun L normuna gére degerlendirmesine devam edilirse; (5.8),
(5.9), (5.16), (5.17) esitsizlikleri kullanildiginda

Ny

2 N-1
[wll, = 2w+ 1y 12wy TH+ D v H
i=1 2 2

i:ﬂ+2
2

Foalwry 2¢+H +h

2H?2 .
‘|‘—g2 N Hz eXp| —re XN

2

H?2 _ d g
+?exp(—r5 1XN+1JJZ(;9XP(_“9 Hj )}

2

4
< C{N_1+ZSK:|
k=1

; C{h—jiexp[-”l (i-9)]+ Mexp[_mlxg‘lj

(5.20)

esitsizligi elde edilir. Burada her bir Sy icin ayri ayr degerlendirme yapilacaktir. O

halde t>0 icin 1—€" >te" esitsizligi diisiiniildiigiinde

S, = (2)2 iZ::exp [-re*h(i-1)]= erh Mo

elde edilir ve (5.3) Shishkin sebekesinden

2InN
h_25 | Nr

, er‘inN<1/2

¢ Neg

ertinN>1/2
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esitligi yazilir. Bu durumda
$,=O(N"InN)

oldugu goriiliir. Ayrica,

2 0
S, = (%) exp[—relxNﬂJ > exp (—rg*lH J. ) -
2 j=0
rH

, ™
e ¢ "
j = exp(—rg xN]£
2

1
o | I

l1-e ¢

N . 1
et er” InNSE

r? max e_t

< t l-e

,t 7L

2r°N*In N max e —e %, gr‘llnNzl
0 1—g 2

seklindedir ve buradan
S,=O(N*InN)

elde edilir. Son olarak

H+h H?
+
2¢+H+h g*+H?

2
2InN( 2Ian _1(1 1}
1+ exp| —re | =———1|
rN rN 2 N

bulunur. O halde

S, +8S, <

S, +S, =O(N™ InN)

seklindedir. (5.20) degerlendirmesi ve (5.23) esitliginden

v, =O(N"InN)

oldugu bulunur. Elde edilenler su temel sonucu ifade etmektedir.
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leexp(NllnN),

(5.21)

(5.22)

(5.23)



Teorem 5.1: (4.2.1) probleminin ¢dziimii U(X) olsun ve Y; de (4.2.2) fark probleminin
(5.3) sebekesindeki ¢oziimii olsun. O halde

[y —u(x)l, =0(N"InN)

esitligi dogrudur.
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6. TARTISMA VE SONUC

Dogada karsilasilan her olgu fizik kanunlariyla anlasilmaya calisilmig, fizik
kanunlarini ifade etmek i¢in diferansiyel denklemler ortaya konulmustur. Uygulamali
bilim dallarinda karsimiza sikg¢a ¢ikan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin

incelenmesinde en etkili yontemlerden biri de Green fonksiyonudur.

Bu calismada, self adjoint ve self adjoint olmayan sinir deger problemlerinde
Green fonksiyonu insa edilerek ve bu fonksiyonun 6zellikleri incelenerek konuya giris

sunuldu.

Daha sonra diizgiin ve diizgiin olmayan sebekelerde fark Green fonksiyonu
incelendi. Ve bu fonksiyon yardimiyla problemin ¢oziimii i¢in bazi degerlendirmeler
elde edildi. Son olarak da singiiler pertiirbe olmus sonlu fark problemi i¢in hata
degerlendirmesi fark Green fonksiyonu kullanilarak elde edildi ve yakinsama hizi

degerlendirildi.

47



7. KAYNAKLAR

Andreev, V.B. 2003. Anisotropic estimates for the discrete Green’s function of a
monotone difference operator in the singularly perturbed case and its
application. Journal of Computational Mathematics and Mathematical Physic,
43(4):546-553.

Andreev, V.B. 2001. The Green function and a priori estimates of solutions of
monotone three-point  singularly perturbed finite-difference  schemes.
Differential Equations, 37(7): 923-933.

Andreev, V.B. 2001. Green’s function and uniform convergence of monotone
difference schemes for a singularly perturbed convection — diffusion equation
on Shishkin’s mesh in one-and two-dimensions.
https://www4.dcu.ie/maths/research/preprints/ms0115.shtml
(Erisim tarihi: 01.07.2012).

Amirali, G., Duru, H. 2002a. Niimerik Analiz. ISBN 975-6802-91-X. Pegema
Yaymcilik, Ankara, 371 s.

Amirali, G.M., Duru, H. 2002b. A uniformly convergent difference method for the
periodical boundary value problem. Computers and Mathematics with
Applications, 46(5):695-703.

Amiraliyev, G.M., Cimen, E. 2010. Numerical method for a singulary perturbed
convection-diffusion problem with delay. Applied Mathematics and
Computation, 216(8):2351-2359.

Boglaev, I. 2003. Uniform numerical methods on arbitrary meshes for singularly
perturbed problems with discontinuous data. Applied Mathematics and
Computation, 154(3):815-833.

Cakir, M., Amiraliyev, G.M. 2007. Numerical solution of a singularly perturbed three-
point boundary value problem. Int. J. Comput. Math, 84(10):1465-1481.

Constanta, C. 2002. Solution Techniques for Elementary Partial Differential Equations,
ISBN 1-58488-257-3, A CRC Press Company, Boca Raton, London, NewYork,
Washington, D.C. 251 p.

48


https://www4.dcu.ie/maths/research/preprints/ms0115.shtml

Herman, R. L. 2008. A Second Course in Ordinary Differential Equations.
http://people.uncw.edu/hermanr/mat463/ODEBook/index.htm
(Erisim tarihi:01.02.2013).

Myint-U.T, Debnath. L. 2007. Linear Partial Differental Equations For Scientists and
Engineers. ISBN-13: 978-0-8176-4393-5. Birkhauser, Boston, 310p.

Samarskii, A.A. 2001.The Theory of Difference Schemes. ISBN 0-8247-0468-1.Marcel
Dekker,Inc., New York, 761 p.

Zhao, Z. 2007. Solutions and Green’s functions for some linear second-order three-
point boundary value problems. Computer and Mathematics with Applications,
56(1):104-113.

49


http://people.uncw.edu/hermanr/mat463/ODEBook/index.htm

OZGECMIS

Emirhan GULTEKIN 1989 yilinda Samsun'da dogdu. ilkdgrenimini Tokat’ta, orta ve
lise 6grenimini Samsun'da tamamladi. 2007 yilinda girdigi Sinop Universitesi Fen

Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii'nden 2011 yilinda mezun oldu. Ayni yil Sinop
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali'nda Yiiksek Lisans

Ogrenimine basladi ve 6grenimi halen devam etmektedir.

50



