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Bu c¢alismada, ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem i¢in bir optimal kontrol
problemi ele alinmustir. Optimal kontrol fonksiyonu denklemin sag tarafinda yer
almaktadir. Birinci bdliimde, lineer adi diferansiyel denklemler i¢in optimal kontrol
problemi hakkinda genel bilgiler verildi. Ikinci boliimde, bazi matematiksel tanimlar
sunuldu. Takip eden boliimde, ele alinan optimal kontrol problemi agiklandi. Optimal
¢Oziimiin varlig1 ve tekligi i¢in gerekli sartlar ispatlandiktan sonra eslenik problemin
¢oziimil kullanilarak amag¢ fonksiyonelinin Frechet tiirevi elde edildi. Elde edilen

sonuglar niimerik 6rnekler tizerinde tartigildi.
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In this thesis, an optimal control problem for the second order linear ordinary
differential equation has been studied. The control function is at the right hand side of
the equation. In the first chapter, a general information about the optimal control
problems for the linear ordinary differential equations is given. In the second chapter,
some mathematical definitions are presented. In the next chapter, the optimal control
problem considered is presented. After proving necessary conditions for the existence
and uniqueness of the optimal solution, the Frechet derivation of the cost functional can
be found via the solution of the adjoint parabolic problem is obtained. Results are tested

with the numerical examples.
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1. GIRIS

Lineer adi diferansiyel denklemlerin fizik, mekanik ve miihendislikte Onemli
uygulamalari mevcuttur. Bu alanlarda pek ¢ok problem modellendiginde adi
diferansiyel denklemler ile karsilasiimaktadir. Bu problemlere kiitle-yay sistemleri ve
elektrik devreleri ornek olarak verilebilir. Fiziksel bir sistemin matematiksel modeline
karsilik gelen bir lineer diferansiyel denklemde homojen olmayan terim c¢ogu kez

sistemdeki dis etkiye karsilik gelmektedir.

Optimal kontrol problemleri, verilen bir sistem i¢in belirli optimal kriterleri saglayan
kontrol kuralini bulma problemleridir. Adi ve kismi diferansiyel denklemler igin
optimal kontrol problemlerinde, denklemde yer alan bir kontrol fonksiyonunun verilen

bir amag fonksiyonelini minimize eden degisken olarak belirlenmesi amaclanir.

Adi diferansiyel denklemler icin ters problemler c¢ogunlukla Sturm-Liouville
problemleri olarak formiile edilmistir. Sturm-Liouville problemleri, 1830’lu yillarda
Fransiz matematik¢i Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ele alinmistir. Bu

nedenle bu tip problemler bu iki matematik¢inin isimleri ile adlandirilmaktadir.

Hasanov (1997) ¢alismasinda,

—(k()u) + g()u = f(x)
denkleminde k(x) katsayr fonksiyonunu belirleme problemini ele almistir. Bu
calismada aday fonksiyonlarin kiimesi olarak {k(x) € H%[a, b]:0 < ¢y < k(x) < ¢;}
secilmistir.

L (k) = |u(b; k) — uy|

ve



L(k) = |(kCw' (5 0)|_, — ua

fonksiyonellerini minimum yapma istegi ile iki ayri ters katsay1 problemini incelemistir.

Seyidmamedov and Hasanov (2002) ¢alismasinda,

—(k(u') +q(x)u = f(x), x € (a,b)

u(a) =0, (k(u)ly=p =9

problemi i¢in

I(k) = [(k()u'[x; kD=0 — @1 + [(ulx; kD x=1 — Bl

fonksiyonelini minimum yapacak olan k(x) fonksiyonunu belirleme problemini

calismuislardir.

Lebedev and Cloud (2003), adi diferansiyel denklemler igin optimal kontrol
problemlerinin teorik ¢dziimiinii agiklamislardir. Pontryagin’in maksismum prensibini

kullanarak optimal ¢6ziimiin varligini tartismiglardir.

Sara¢ and Subasi (2010) ¢alismalarinda

y' +q()y = f(x),x € [x,x1]
y(xo) =a

probleminde f(x) fonksiyonunu kontrol etmislerdir.



Yousefi et al. (2010) ¢alismalarinda, x € R™ ve u € R™ olmak iizere

x'(t) = Ax(t) + Bu(t), x(ty) = xo

sisteminde u fonksyonunu He’nin Varyasyonel iterasyon yontemi araciligiyla kontrol
etmiglerdir. Ayrica niimerik orneklerde birinci mertebeden lineer denklem ve lineer

denklem sistemi i¢in sonuglari test etmislerdir.

Kahina and Mohamed (2012) ¢alismasinda, [0, t*] araliginda asagidaki lineer optimal

kontrol problemini incelemislerdir:

](z,u(t)) = c'x(t*) » max
x=Ax+bu, x(0)=z€X,={zeR"d, <z<d"}

Hx(t) =g

Burada x € R", g € R™™ ve f, < u(t) < f* seklindedir.

Bu ¢alismada ikinci mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemde
denklemin sag tarafinda yer alan fonksiyonun optimal kontrol problemi incelenmistir.
Aday kontrollerin kiimesi olarak L,[a,b] uzaymin bir alt kiimesi alinmistir. Ikinci
boliimde tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilan bazi matematiksel kavramlara yer
verilmigtir. Dordiincii boliimde ele alinan optimal kontrol problemi agiklanmis ve
optimal ¢6ziimiin varlik, teklik ve kararlilig1 yani incelenen problemin iyi tanimlanmis
oldugu ispat edilmistir. Eslenik problem yaklasimi kullanilarak amag¢ fonksiyonelinin
Frechet tiirevi bulunmus ve bu tiirev araciligiyla optimal ¢dzliime yakinsayan bir
mimimallestirici dizi Kurulmustur. Son olarak niimerik 6rnek iizerinde sembolik ¢6ziim

elde edilebilirligi gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde Hunter and Nachtergaele (2001), Kreyszig (1989), Zeidler (1995) ve
Musayev et al. (2007) kaynaklar1 kullanilarak, tezin ilerleyen boliimlerinde ihtiyag

duyulan bazi tanim, lemma ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1 (i¢ Carpim): L,F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.( ):L X L —

F fonksiyonu

a) (x+y2)=(x2)+(y2)
b) (ax,y) (ax € F)

) (Xy)=(yx)
d X,x)=0ve(x,x)=0=x=0

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu (veya i¢ ¢carpim ) denir.

Tanim 2.2 (Fonksiyonel): F c R veya F c C olmak iizere L, F {izerinde bir vektor uzay

olsun. f : L —» F operatoriine fonksiyonel denir.

Tanmm 2.3 (Kapah Kiime): X kiimesinde her yakinsak dizinin yakinsadigi nokta bu

kiimeye ait ise X kiimesine kapali kiime denir.

Tanmim 2.4 (Konveks Kiime): X ¢ R™ herhangi bir kiime olsun. Eger her A € [0,1] ve
her x;x, € X icin Ax; + (1 — A)x, € X sart1 saglaniyorsa X kiimesine konveks

kiime denir.

Tamm 2.5 (Konveks Fonksiyon): X, R™ uzayinin bostan farkli konveks bir alt kiimesi

olsun. f : X — R fonksiyonu her 2 € [0,1] ve her x; x, € X icin



fAxy + (1= Dxz) < Af Cep) + (1 — Df (x2)
esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona X kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.6 (Gii¢lii Konveks Fonksiyon): X, R" uzayinin bostan farkli konveks bir alt

kiimesi olsun. f : X—R fonksiyonu her A € [0,1] ve her x; x, € X icin

fxy + (1= D) < AfCep) + (1 — Df (x2) — xAQA = Dllxg — x21?

esitsizligi saglanacak sekilde y > 0 sabiti varsa bu fonksiyona y sabiti ile giiglii

konveks fonksiyon adi verilir.

Tamim 2.7 (Gradyen — Frechet Tiirevi): W kiimesinde tanimlanan J(w) fonksiyoneli

i¢in,
AJ(w) =Jw + 4w) — J(w) = (J'(w), Aw),, + o(llAwll,,)

sart1 saglanirsa bu fonksiyonele w € W elemaninda frechet anlaminda diferansiyellenen
fonksiyonel, J'(w) elemanina ise J(w) fonksiyonelinin gradyeni veya Frechet tiirevi

denir.

Tamim 2.8 (Yakinsakhk): X,, X norm uzayinda bir dizi olsun. Eger bir x € X i¢in

lim,_llx, — x|| = 0 sartin1 sagliyorsa giigli yakinsaktir denir.

Lemma 2. 1 (e-Cauchy Esitsizligi): Keyfi a, b sayilar1 ve herhangi € > 0 i¢in
€ 1
bl < — 2 2
labl < = laf? + = Ib|

esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaya 1985).



Lemma 2.2 (Caushy-Schwartz Esitsizligi): (X, ( )), bir i¢ carpim uzay1 olsun.
x,y € X icin

1 y) < Hlx(llyll
esitsizligi gecerlidir. Burada norm, ||x|| = 1/ ({x, x) ) olarak tanimlanmaktadir.

Tamm 2.9: X c R ve f: X = R bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun goriintii
kiimesi alttan smurh ise, f fonksiyonu X fiizerinde alttan siirhidir denir. Diger bir
ifadeyle, eger her x € X i¢in f(x) = m olacak sekildle m € R sayis1 varsa, f

fonksiyonu X iizerinde alttan sinirlidir denir.

Tanmm 2.10: L,[a, b], [a, b] araliginda karesel olarak integrallenebilir fonksiyonlarin

olusturdugu bir uzaydir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm sirastyla

b
(f, 9iyjon = f F)g()dx,

If1lL,an) = /<f:g)L2[a,b]

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.11: W} (a, b) = H(a, b), Hilbert uzay1 olup kendisi ve birinci mertebeden

genellestirilmis tlirevleri L, (0, l) uzayina ait olan fonksiyonlarin uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla

du(x) dv(x)) dx.

b
(W, V) y1[ap] =f(u(x)v(x) + Ea—



||u”H1[a,b] = / (u, U)Hl[a,b]

seklinde tanimlanir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Diferansiyel denklemler i¢in optimal kontrol problemlerinde, denklemde yer alan bir

fonksiyon amag fonksiyonelini minimum yapma yoluyla kontrol edilmeye ¢alisilir.

Genel olarak optimal kontrol problemlerinde, problemin ¢6ziimiiniin varligi ve
tekliginin incelenmesi ve niimerik ¢6ziim i¢in uygun yontemlerin sunulmasi durumlari

ele alinir.

Optimal ¢oziimiin varligi ve tekligini gostermek icin (Iskenderov et al. 2002)
calismasinda verilen asagidaki teorem kullanilir. Bu teorem ayni zamanda ¢oziimiin

kararliligini da ifade etmektedir.

Teorem 3.1: X c R™ kapali ve konveks bir kiime, f(x) fonksiyonu da bu kiimede

stirekli ve y > 0 sabiti ile giiclii konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

a) f (x) fonksiyonu X kiimesinde alttan sinirlidir.
b) Tek bir x* € X i¢in f(x*) = f* olur.

¢) Herhangi bir minimallestirici {x; } dizisi f* elemanina giiglii yakinsar ve
* 2 *
Il — x| < }[f(xk) —f(xM)], k=12,..

esitsizligi saglanir (Iskenderov et al. 2002).

Gradyen metodu, optimal kontrol probleminin niimerik ¢oziimii i¢in olduk¢a yaygin
kullanilan bir metottur. Bu metoda gore optimal ¢ozimi elde etmek igin
minimallestirici dizi kurulmaktadir. f(x) tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak {izere bir

X, baslangi¢ elemani segilerek dizi



Xiey1 = X — Bif (), k=0,1,2, - (3.1)

seklinde kurulur. Burada B, > 0 yeterince kiigik bir sayidir ve f'(x) ile f

fonksiyonunun tlirevinin x;, elemanina karsilik gelen degeri gosterilmektedir.

(3.1) ile kurulan dizi minimallestirici dizidir. Gergekten f fonksiyonunun

diferansiyellenebilir olma sartindan

fOx+h) = () = (f'(x), h) + o(l[Rl]) (3.2)

yazilir. Burada o(||h||) , ||h|| gore yiiksek mertebeden sonsuz kiigiilendir. (3.2)
ifadesinde (3.1) ifadesi yazilirsa

fOern) = f ) = (), Xier — xi) + 011 — x|

veya
far) = FQ) = (f e, =Bif " (xi)) + ol =Bif" (xi)ID
elde edilir. Buradan

fGarn) = £ = i [=IIF G2 + 2]

bulunur. O halde B, > 0 sartindan f(x,,) — f(xx) < 0 oldugu anlasilir. Bu da (3.1)
ile kurulan dizinin minimallestirici dizi oldugunu gosterir. [}, sabitinin se¢iminin nasil
yapilabilecegine dair bilgiler (Iskenderov et al. 2002) ¢alismasinda bulunmaktadir.
Ayrica Teorem 3.1 bu minimallestirici dizinin optimal ¢6ziime yakinsadigini garanti

etmektedir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem igin asagidaki sinir deger problemini ele

alalim:
—(PM)y")' +qx)y =f(x), x € (a,b) (4.1)
y(a) = ay, p(b)y'(b) = by (4.2)

Burada a, ve b, verilmis sabit degerlerdir. p =p(x) ve g = q(x) Kkatsay1

fonksiyonlarinin
0<cy<plx)<c (4.3)
0<c;<qx)<c;3 (4.4
sartlarin1 sagladig1 kabul edilsin.
Verilen p, q ve f fonksiyonlari i¢in (4.1)-(4.2) sinir deger probleminin tek ¢éziimiiniin

bulunmasit miimkiin olabilir. (4.1)-(4.2) siir deger problemi direk problem olarak

adlandirlir.

(4.1)-(4.2) probleminin y = y(x) ¢6ziimiiniin x = b noktasinda bir y, sabit degerine

esit olmasini isteyelim. Yani

y(b) =y (4.5)

olmasi talep edelim. p ve g fonksiyonlar1 (4.3)-(4.4) sartlarin1 saglayacak sekilde
verilmis iki fonksiyon olmak iizere (4.5) kosulunun saglanmasi i¢in f fonksiyonu nasil

secilmelidir? Diger bir ifadeyle, (4.5) sartinin saglayacak sekilde y ¢oziimiinii verecek
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olan (4.1)-(4.2) probleminde f fonksiyonu nedir? (4.1)-(4.2) probleminin fiziksel bir
stirecin matematiksel modeli olmasi durumunda f fonksiyonu sisteme olan dis etkiyi

ifade eder.

y(b) degerinin y,, verilen sabitine esit olmasa bile en azindan arzu edilen degere yakin

olmasini saglayan bir f fonksiyonu bulmak isteyelim. Bunun i¢in

J(F) =lyb; ) = yp)? (4.6)

fonksiyonelinin minimum degerini arayalim. (4.6) ile verilen fonksiyonelin oldukca
kiiciik bir deger almasi y(b) degerinin y, noktasmna olduk¢a yaklasmasi olarak
yorumlanabilir. y(b; f) gosterimi, belirli bir f fonksiyonuna karsilik gelen (4.1)-(4.2)

sinir deger probleminin x = b noktasinda aldig1 degeri ifade etmektedir.

Iyi tammlanmamus problemler icin oldukga yaygin olan Tikhonov diizenleme y&ntemini
kullanarak problemi yeniden diizenleyelim (Tikhonov and Samarskii 1963). f €

L,[a, b] olsun ve (4.6) fonksiyonelinin yerine

Ja(f) = [y(®; ) = yp1? + allflIZ, .01 (4.7)

fonksiyonelini minimum yapmak isteyelim. Burada a > 0 diizenleme parametresi
olarak adlandirilmaktadir. J,(f) fonksiyoneline amag¢ fonksiyoneli adi verilmektedir.
(4.7) ile verilen amag fonksiyonelinin minimum yapilmasi istegi ile hem y(b) degerini
yp noktasina yaklastiran hem de normu kiiciik olan bir f fonksiyonunun bulunmasi

hedeflenmektedir.

Optimal kontrol probleminde, diger 6nemli bir husus da aday kontrol fonksiyonlarinin

kiimesinin belirlenmesidir. Bu kiimeyi

F={f:f(x) € Lla, b, Ifll;an) < k)
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olarak secelim. Bu F kiimesi, L,[a, b] uzaymin kapali ve sinirli bir alt kiimesidir. Bu
sartlar incelenen optimal kontrol probleminin iyi tanimlanmis oldugunu gosterebilmek

i¢in Onemlidir.
Bu ¢alismada amacimiz;

Jo(f*) = mingep Jo ()
—(P®)y") +qx)y = f(x) (4.8)
y(a) = ay, p(b)y'(b) = b,

probleminin f* € F ¢6ziim fonksiyonunu belirlemektir.
4.2. Optimal Coziimiiniin Varhg, Tekligi ve Kararhhgi

Bir optimal kontrol probleminde ¢6zlimiin varlig, tekligi ve kararliliginin gosterilmesi
durumunda problem iyi konulmus olarak adlandirilir. Bu boliimde, (4.1)-(4.2) problemi
ile yonetilen (4.7) amag fonksiyonelini minimum yapma probleminin iyi tanimli oldugu
gosterilecektir. Yani ele alinan optimal kontrol probleminin tek bir f* ¢6ziimiine sahip
oldugu ispatlanacaktir. Ayrica problemin kararli oldugu yani {f,} minimallestirici dizi
olmak {iizere, n —» o iken J,({f,}) = Jo(f*) oldugunda ||f;, — f*Il1,[ap) = O olmasi

gerektigi ispatlanmistir.

Oncelikle (4.1)-(4.2) smir deger probleminin ¢dziimiiniin varhigini ve tekligini
arastiralim. (4.1) denklemin her iki tarafim v € H1[a, b] test fonksiyonu ile ¢arpalim ve

[a, b] da integralini alalim. Bu durumda

[ =@y +q@)y)vdx = [ frdx

olur. Sol tarafta yer alan ilk integrale kismi integrasyon uygulanirsa
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’ b 11 b b
—p()y'vlg + [, pCy'v'dx + [, q()yvdx = [ fvdx
veya (4.2) sinir sartlar1 goz oniine alinirsa

V', py") + (v, qy) = (f,v) + bov(b) — y'()p(a)v(a) (4.9)

elde edilir. Burada (.,.) ile L,[a, b] uzayinda i¢ ¢arpim gosterilmektedir. (4.1)-(4.2)
probleminin ¢6ziimii deyince her v € H[a, b] fonksiyonu igin (4.9) esitligini saglayan
u € H[a, b] fonksiyonu anlasilabilir. p,q € L,[a,b] olmak {izere her bir f €F
fonksiyonu igin (4.1)-(4.2) smir deger probleminin u € H[a,b] uzaymda tek bir

¢Oziimii vardir (Hasanov, 1997).

Simdi (4.1)-(4.2) problemi i¢in fark problemini olusturalim. f fonksiyonuna Af artimini
verelim ve f+Af € F elemanina karsilik gelen diferansiyel denklemin ¢6ziimiini

ya(x) = y(x; f + Af) ile gosterelim. O halde
—(P()ya) +q()ya = f(x) + Af (x), x € (a,b)

ya(a) = ag, p(b)ya(b) = by

problemi yazilir. Ay = y(x; f + Af) — y(x; f) olmak flizere yukaridaki problemden
(4.1)-(4.2) smir deger problemini ¢ikarirsak

—(™Ay")" +q()Ay = Af(x), x € (a,b) (4.10)

Ay(a) =0, p(b)Ay'(b) =0 (4.11)
problemi bulunur. (4.10)-(4.11) problemine fark problemi denir.

Asagidaki lemmada bu fark probleminin ¢oziimiine ait bir kestirim verilmistir.
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Lemma 4.1: Ay(x), (4.10)-(4.11) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda
[Ay (B OI? < ¢4 IAFI1Z, (o) (4.12)

esitsizligi gecerlidir. Burada c, = % seklindedir.
0

Ispat: (4.10) denkleminin her iki yanmi Ay ile c¢arpalim ve [a,b] araliginda

integralleyelim.
fab —(pAy") Aydx + ff qAy?dx = f; AfAydx
olur. Sol tarafta yer alan ilk integrale kismi integral uygulanirsa
—pAy'Ayl5 + [ p(8y")2dx + [ qAy?dx = [ AfAydx

yazilir. (4.11) sinir sartlar1 géz Oniine alinirsa, yukaridaki integral ifadesinde ilk terimin

sifir oldugu goriiliir. O halde
[ p(By"?dx + [ qAy?dx = [ AfAydx
yazilir. Buradan
Co f:(Ay’)zdx + ¢, f: Ay?dx < f; AfAydx

elde edilir. Cauchy-Schwarz esizligi kullanilarak
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b ' b ’
CO fa (AY )de + CZ fa Ayzdx = CO ”Ay ”2L2[a,b] + CZ ||AY||2L2[a,b]

1 1

b 2 b 2
(12 af2dx)* (J7 ay?dx)* = 18f Nl tas) 181y 0as

IA

elde edilir. Buradan ¢ —Cauchy esitsizligi ile & > 0 igin
Co 18y 117, ap) + €2 1BVIZ 1y < % NAFIZ, ) + é 14112, a0
veya
o 185112, 1 + (€2 = 552) 1AYIZ, 10y < 2 NAFI2, g
bulunur. ¢, > i kabiilii ile

&
12 1 2
Co ”Ay I La[ab] < ? ”Af” Ly[a,b]
veya

, 4
1891 0y < 2= IAFIP, (4.13)

yazilabilir.

Integral hesabinin ikinci temel teoremine gére

[ay(®; A = [} ay' @]

oldugu biliniyor. Cauchy-Schwarz esitsizligi ile
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[Ay(b; )I> < (b = ) 18117

elde edilir. Son esitsizlikte (4.13) ifadesi kullanilirsa

) 2 _ &(b-a) 2
[Ay(b; NI < == IAFIZ 10 )

bulunur. Boylelikle Lemma 4.1 i¢in ispat tamamlanir.

Fark probleminin ¢6ziimii icin ispat edilen (4.12) esitsizligi, ama¢ fonksiyonelinin

stirekli oldugunu gosterebilmek ve tiirevini elde edebilmek i¢in dnemli bir kestirimdir.

Asagidaki teorem optimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varligi, tekligi ve kararligini

vermektedir.

Teorem 4.1: F € L,[a, b] kapal1 ve konveks bir kiime, J,(f) de bu kiimede siirekli ve
x > 0 giiclii konvekslik sabiti ile giiglii konveks bir fonksiyonel olsun. Bu durumda

a) /,(f) fonksiyoneli F kiimesinde asagidan sinirhidir.
ilgf]a(f) =Jq > —0o.
b) Tek bir f* € F i¢in J,(f*) = J," olur.

c) Herhangi bir minimallestirici {f;} dizisi L,[a, b] uzayinda f* elemanma giigli

yakinsar ve

Ufic = £ W o < 2 Uelfd) = JeFI) k=12,..
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esitsizligi saglanir (Iskenderov et al. 2002).

Ispat: Secilen F kiimesinin kapali ve konveks oldugunu gosterelim. {f,} dizisi F

kiimesinde yakinsak bir dizi olsun. O halde

limy, ”fn - fl”l,z[a,b] =0

olur. Kapali kiime tanimina gore bu dizinin yakinsadig1 f; fonksiyonunun F kiimesine

ait oldugunu gostermemiz yeterlidir.

fillL,ran) — WllL,an) < 1 = falli,(an

ozelligi mevcut olup,
Tlli_r)glo(llfﬂhz[a,b] — 1l fap)) < rlli_f?o”fl — fulli,[ap]

yazilir. Buradan

”fl”Lz[a,b] - limn—wo”fn”Lz[a,b] <0

olup,

Ifilleylap) < K
elde edilir. O halde f; € F dir ve sonug olarak F kiimesi kapalidir.

Simdi F kiimesinin konveks oldugunu gdsterelim. Konveks kiime tanimina goére her

fi, f» € Fve A €[0,1] icin Af; + (1 — A)f, € F oldugu gosterilmelidir.
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b b
[ @i+ a-npyd= [ G2 + 220 D+ Q- 27 Ddx
a a
olup, 2ab < a? + b? esitsizligi kullanilarak

L Ofi + (L= Df)%dx < [ (Af2 + (1= Df)dx

<Af] fRdx+ (1= Q) [} frdx
elde edilir. f;, f, € F oldugundan [ f2dx < k? ve [ fZdx < k? olur. O halde

[LOfy + (1= Df)%dx < k2 + (1 — Dk? = k?

bulunur. O halde [[Af; + (1 — D fzll1,[ap) < k olur ve bu esitsizlik Af; + (1 —A)f, €

F oldugunu gosterir. Bdylece kiimenin konveks oldugu ispatlanmaistir.

Simdi de J,(f) amag fonksiyonelinin siirekli ve giiglii konveks oldugunu ispat edelim.

Lemma 4. 2: ], (f) fonksiyonelinin AJ, (f) farki i¢in
187N < 5 IAFllyfa0) + 6 IBFIZ, )
esitsizligi gecerlidir. Burada cg ve ¢4 sabitlerdir.

Ispat: AJ,(f) = J(f + Af) — J(f) farkin1 degerlendirelim.

No(f) = [y(h; f +A) =y + a [ (f + Af)?dx

~ly(b; f) = y)? —a [, f2dx

(4.14)
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yazilir. Iki kare farki 6zdesligi kullanilarak
b
Ao (f) = [2y(b; f) = 2y, + Dy(b; N]AY(b; f) + a [ (2f + Af)Afdx
veya

No(f) = [2y(b; f) = 2y,]1Ay(b; f) + [Ay(b; /)]? + Zaf fAfdx
+a f:(Af)zdx

(4.15)
elde edilir.
(4.15) ifadesinde (4.12) kestirimi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

g1(b—a) 81(b a)

1A].(F)| < C NAf Nl + IAFIIZ ), 1o

+2a 1 luyap) 1A Ny an) + @ IIAfIIZLz[a,,,]

bulunur. Burada C = |y(b; f)| + |y, | seklindedir. Son ifadede ||f|l;,[qp) < k oldugu

kullanilirsa

b— b—
187 (O < (€ [ 4 2kt Af oy + (222 + ) IAFI2, 1

yazilir. O halde ¢ = ’El(b D 4+ 2ka ve Ce = % + @ i¢in lemma 4. 2 nin ispati
0

tamamlanir.

Jo«(f) amag fonksiyonelinin siirekliligi, Lemma 4.2 ile verilen (4.14) esitsizliginin

sonucu olarak sdylenebilir.
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Simdi J,(f) amag fonksiyonelinin giiglii konveks oldugunu ispat edelim.

Lemma 4. 3: (4.7) amag fonksiyoneli F kiimesinde y = a gii¢lii konvekslik sabiti ile

giiclii konvekstir.
Ispat: Her f,, f, € F ve 2 € [0,1] icin
]a(Afl + (1 - A)fz) = A]o{(fl) + (1 - A)]a(fz) _X/l(l - A) ”fl - f2”2L2[a,b]

esitsizliginin saglandig1 gosterilirse amag fonksiyonelinin gii¢lii konveks oldugu

ispatlanir. Amag fonksiyonelinin se¢imine gore

JeOfy + A= Df) = [yb; Afs + (L = D) =y )2 + a [ Afy + (1 — Dfy)2dx

seklindedir. (Af, + (1 —=Df)2=Af2+ (A= DfE— A1 = D(f, — f,)? ozdesligi

kullanilirsa ve lineer adi diferansiyel denklemler teorisine goére

Jo@fi + A= Df2) = [Ay(b; f1) + A = Dy(b; f2) — yp]*

b
ta [, (Aff + (A= DfF =21 - D(fi — f)Pdx
yazilir. Buradan sag tarafta yer alan ilk terime Ay, eklenip ¢ikarilarak

Jafi + A =Df) = 22[y(b; f1) — yp1* + 221 = Dy (b; f1) = yully(b; f2) — b
+(1 = D?[y(b; f2) — yp)?

+a [JAf2 + (L= DfF =21 = D(fy - f,)2dx

elde edilir. ¢ —Cauchy esitsizligi ile her € > 0 igin
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y(b; f1) — yully(b; f2) — yp] < %[}’(b;fﬂ - ypl* + i[Y(b;fz) - ¥pl?

olur. Bu esitsizlikte € = 1 alinirsa ve basit diizenlemeler yapilirsa

JAfi + (1 =1)f3) < A[Y(biﬁ) - )’b]z + (1 - A)[Y(b;fz) - }’b]z
+a [P+ A= DfF = A1 = D(fy — f)?)dx

< V() + A= D)) —ad@ =D lIfy = fall? 0

bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.

O halde Teorem 4.1 de verilen tiim sartlarin saglandigi gosterilmis olup, ele alinan

optimal kontrol problemi i¢in ¢éziimiin varlik, teklik ve kararligi ispat edilmistir.
4.3. Eslenik Problem ve Amac¢ Fonksiyonelinin Frechet Tiirevlenebilirligi

Bu boliimde, oOncelikle optimal kontrol problemine karsilik gelen eslenik problem
Lagrange carpani yontemi ile bulunmustur. Bu eslenik problem araciligiyla J,(f) amag

fonksiyonelinin Frechet tiirevi elde edilmistir.

Ele alinan optimal kontrol problemi i¢in Lagrange fonksiyoneli,

Ly, fom) =Ja) + M, (y") —aqy + fiian

b b A
=y /) —ypl> +af, fPdx+ [ {(py") —qy + fIndx
seklinde tanimlanir. y ¢dziimiine
dy(a) =0, 6y'(b) =0

olacak sekilde 6y artimini verelim. Buna gore



22

L(y + 8y, f,n) = Ly, f.1) = [y + €8) (b ) — yo)? + @ f}, F2dx
+ [ + e8y)) — q(v + 6y) + findx
—ly b ) = )2 — a [} f2dx

b "/
— [ Ay — qy + findx
olur. Yukaridaki ifadede iki kare farki 6zdesligi uygulanirsa

L(y + &6y, f,m) — L(y, f,m) = [2y(b; f) — 2y, + €6y(b; f)]edy(b; f)

b "/
+ [ {((pedy")’ — qeby}ndx
elde edilir. Lagrange fonksiyonelin birinci varyasyonu

L(y+&8y,fn)—L(y.f.n)
&

6L = lims_)o
seklinde tanimlanmaktadir. Buna gore

5L = [2y(b; ) — 27,18y (b; ) + [ {(pSy")' — q8y} ndx (4.16)
seklinde bulunur.

Simdi (4.16) ifadesinde sag tarafta yer alan integral ifadesini kismi integral formiiliinii

kullanarak diizenleyelim.

[, @8y"Y ndx = psy'mls — [, 8y’ n'dx
= p(b)dy'(b)n(b) — p(a)sy’(a)n(a)

4 b 1AV
—{psyn'l& — [ 6y (o) dx}
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olur. Yukaridaki ifadede dy(a) = 0 ve §y'(b) = 0 kosullar1 kullanilirsa

[ @8y ndx = —p(a)8y’(@n(a) — p(b)sy(b)n’ (b) + [, 8y (pn')'dx

bulunur. Elde edilen bu esitlik, (4.16) ifadesinde yerine yazilirsa

6L = [2y(b; ) — 2y,16y(b; ) + f:((pn’)’ — qn)8y dx

—p(a)dy’(a)n(a) — p(b)8y(b)n'(b)

olur. 6L = 0 optimallik sartindan
(n")' —qn =0, x € (a,b) (4.17)
n(a) =0, p(b) n'(b) = 2[y(b; f) — y»] (4.18)
eslenik problemi elde edilir.

Simdi J,(f) amag fonksiyonelinin Frechet tiirevlenebildigini gosterelim. (4.15) ile
verilen AJ, (f) ifadesini yeniden ele alalim. (4.15) ifadesi

Ao () = [2y(b; f) = 2y,18y (b; f) + [Ay (b; )]

+<2af, Af) + a ”Afllsz[a’b]

(4.19)

seklinde yazilabilir. Burada (., .) ile L,[a, b] uzayinda i¢ ¢arpim gosterilmektedir.

Ik olarak (4.17) denkleminin her iki tarafim Ay ile carpalim ve [a,b] da integralini

alalim.
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[2{Gon") = qn}hy dx = 0
olur. Sol tarafta yer alan ilk integrale kismi integrasyon uygulanirsa
pn' Ayl — [ pn'Ay'dx — [ qndy dx = 0
olup, (4.11) ve (4.18) sartlar1 g6z oniine alinir ve tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
2[y(b; f) = yplay(b; ) — {pnAy’IZ —fn (pAy’)'dx} — [P qnAydx =0
elde edilir. Tekrar (4.11) ve (4.18) sartlar1 goz oniine alinirsa
2Ly (b f) = 1Ay (i ) + [ {PAY'Y — qylndx =0 (4.20)
yazilir. (4.10) fark problemi 7 ile ¢arpilarak, [a, b] integral alinirsa
[ {=@by') + qhylndx = [ Afndx
olur. Yukaridaki ifade (4.20) de degerlendirilirse
2[y(b; f) = yo)Ay(b; f) = [ Afndx (4.21)

elde edilir. (4.21) ile verilen esitlik (4.19) ifadesinde yerine yazilirsa

No(f) = J; Afndx + [Ay(b; )]

+2af, Af) + a IAfI1? g0
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veya
Ao (f) =+ 2af,Af) + [Ay(b; )]? + a IIAfllsz[a,b]

bulunur. Son olarak yukaridaki ifadede (4.12) esitsizligi kullanilirsa

Na(f) = (n +2af,af) + 0 (IFI2, 1, ) (4.22)

yazilir. f € F noktasinda Frechet tiirevin taninu

Na() = Gl 0P + o (IAFI2, 1, )
seklindedir. Buna gore amag fonksiyoneli i¢in Frechet tiirevi
Jo(f) =0+ 2af (4.23)
seklinde olmaktadir.
4.4. Minimallestirici Dizi

Bu béliimde incelenen optimal kontrol problemi i¢in bir minimallestirici dizi kurulmus

ve optimal ¢ozlime ulasmay1 saglayan bir algoritma olusturulmustur.

Optimizasyon problemlerinde olduk¢a yaygin olarak kullanilan Gradyen metodu ile
Jo(f) amag fonksiyoneli i¢in bir minimallestirici dizi kuralim. Bu metoda gore

minimallestirici dizi

fk+1 = fk - Bkj(’x(fk)l k=0.1,-- (424)
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seklindedir. Burada 8, > 0 sabitleri J,(fr+1) < Jo(fx) olmasini temin edecek sayilar
olarak segilir. Ayrica J,(fy) ile fi elemanma karsiik gelen amag¢ fonksiyonelinin
Frechet tiirevi gosterilmektedir. B, se¢imi icin (Iskenderov et al. 2002) ¢alismasinda
bahsedilen yontemlerden biri kullanilabilir. Teorem 4.1, (4.24) ile verilen {f;.} dizisinin

Jo(f) amag fonksiyonelini minimum yapan elemana yakinsadigini garanti etmektedir.

Simdi optimal ¢6ziimii elde etmek icin bir algoritma olusturalim.

Oncelikle k = 0 icin f, baslangi¢ eleman: secilir ve daha sonra asagidaki adimlar ile

k > 0 i¢in f;, biliniyorken f;,; elemani bulunur.

1. adim: (4.1)-(4.2) probleminin f; elemanina karsilik gelen y;, ¢6ziimii bulunur.

2.adim: Bir onceki adimda bulunun ¢6ziime karsilik eslenik problemin ¢6ziimii elde

edilir.

3. adim: Eslenik problemin ¢6ziimii kullanilarak, J; (f;) gradyeni hesaplanir.

4.adim: (4.24) ile verilen kural kullanilarak, f;, elemanindan f;,, eleman:1 hesaplanir.

Ja(fes1) —Jo(fi) < 0 sart1 saglanacak sekilde pozitif bir S, sabiti segilir.

5. adim: Eger durdurma kriteri saglaniyorsa 6. adima gegilir, aksi takdirde 1. adima geri

donulir.

Bu adimda durdurma kriteri olarak

I firr — fill < &

veya
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Ua(fir1) —Ja(fidl S &
secilebilir.
6.adim: iterasyon siireci sonlandirilir ve f;, eleman1 optimal ¢dziim olarak alinr,
4.5. Niimerik Ornekler

Bu boliimde iki farkli niimerik 6rnek ele alinmis ve farkli a degerleri i¢in amag

fonksiyonelinin aldig1 degerler hesaplanmustir.

Ornek 4.5.1:

-y"+y=fx), x €[0,2]
(4.25)
y(0)=0,y'(2)=1

sinir deger probleminde
Ju(f) = (@ ) = 212 + allf 12, o (4.26)
fonksiyonelini minimum yapacak olan f fonksiyonunu belirleme problemini ele alalim.

fo = 0 baslangi¢ eleman1 ve B, = 0.001 sayist J,(fr+1) < Jo(fi) olmasin saglayacak
sabit olarak segilsin. @ = 0.1 ve durdurma kriteri olarak ||fir+1 — fxll < 0.001182

aliirsa 115 iterasyonunun ardindan sembolik optimal ¢6ziim
fi15 = —0.0298899274¢™* + 0.0298899274¢*

olarak elde edilir. Ayrica bu optimal ¢6ziime karsilik amag¢ fonksiyonelinin
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]0_1(f115) == 0.8935866928
degeri elde edilir.
Asagidaki tabloda farkli a degerleri icin [y(2; f) — 2] ve ||f]|? L,[0,2] degerleri amag

fonksiyonelinin degerleri verilmistir. Tabloda goriildigi gibi a parametresi [y(2; f) —

2]% ve |If ”2L2[0,2] degerleri arasinda denge kurmaktadir. Tabloda verilen degerler

Boliim 3.4 de verilen iterasyonun 50 adim uygulanmasi ile elde edilmistir.

Cizelge 4.1. Farkli a degerleri icin [y(2; f) — 2]% ve ”fllsz[o,z]

a (2 f) - 21 IF112, 0
0.9 0.9934760234 0.003743063293
0.6 0.9923613034 0.003850534980
0.3 0.9912262137 0.003961597345
0.1 0.9904579678 0.004037698430

0.001 0.9900742312 0.004075992857

Ornek 4.5.2:

Asagidaki degisken katsayili lineer sinir deger problemini ele alalim:

—(y) + 2y = f(0),x € [1,2]
(4.27)

y(1) =0, y'(2)=1

(4.27) smir deger problemi i¢in

Je) = [y@ -] +allfliz, . (4.28)
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fonksiyonelini minimum yapma problemini diisiinelim.

fo= %x baglangi¢ elemani ve B, = 0.01 parametresini alalim. a = 0.2 ve durdurma

kriteri olarak || fr+1 — fxll < 0.0003 alinirsa 52 iterasyonunun ardindan optimal ¢6ziim

0.0096732839

12 + 0.0096732839x>

fos = 0.1018911052x —

olarak elde edilir. Ayrica bu optimal ¢dziime karsilik amag fonksiyonelinin aldig1 deger
Jo2(f52) = 0.0143342092

bulunur.

2
Asagidaki tabloda farkli a degerleri igin [y(Z; ) —%] ve ||f ||2L2[1 ;) degerleri

verilmistir.

Cizelge 4.2. Farkli a degerleri igin [y(2; /) — 2]? ve ||f]|? L,1,2) degerleri
a [y(2; f) —2]? ||f||2L2[112]
0.9 0.01062696602 0.01515513008
0.6 0.00957047991 0.02113468248
0.3 0.00839525147 0.02946893239
0.1 0.00754798257 0.03678154123
0.001 0.00711130248 0.04104621987




30

5. SONUC

Bu caligmada degisken katsayili lineer diferansiyel denklemin sag tarafinda yer alan
fonksiyonun optimal kontrolii ¢alisiimistir. Oncelikle problemin iyi konulmus olmasi
istegi gbéz Oniline alinarak uygun bir amag¢ fonksiyoneli se¢imi yapilmistir. Aday
kontrollerin kiimesi L, [a, b] uzaymin bir alt kiimesi olarak alinmis ve incelenen optimal
kontrol probleminin bu kiimede tek ¢oziime sahip oldugu ispatlanmistir. Eslenik
problem elde edilmis ve bu problem araciligiyla amag¢ fonksiyonelinin Frechet tiirevi
bulunmustur. Optimal ¢oziime yakinsayan bir minimallestirici dizi kurulmustur.
Niimerik Ornek iizerinden sembolik optimal ¢6ziim bulunmustur ve boylelikle teori

desteklenmistir.
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