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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IKINCI MERTEBEDEN RASYONEL FARK DENKLEMLERININ
ASIMPTOTIK DAVRANISI

Mehmet GUMUS
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Do¢. Dr. Ozkan OCALAN

Fark denklemleri biyoloji, genetik, popiilasyon dinamigi, olasilik teorisi,
psikoloji, sosyoloji ve daha bir ¢ok bilim dalinin i¢indeki matematiksel mod-
ellere uygulanir. Bu nedenden dolayidir ki, son zamanlarda fark denklem-
lerinin calismasina c¢ok biiyiik bir ilgi mevcuttur. Bu calisma dort boliimden
olugmaktadir. Birinci boliimde fark denklemleri hakkinda genel bilgiler ver-
ilmis ve lineer olmayan rasyonel fark denklemleri ile ilgili yapilan caligmalarin
literatiir ozeti verilmistir. Ikinci boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim
ve teoremler verilmistir. Uctincii boliimde x,, .1 = o + (2,_1/2,,) denkleminin,
dordiincii boliimde ise x, 11 = a+ (x,_1/z,)? fark denkleminin pozitif ¢tziim-
lerinin davraniglar ele alinmigtir.

2012, vii+49 sayfa
Anahtar Kelimeler: Sinirhilik, Periyodiklik, Salimimlilik, Fark denklemleri.
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ABSTRACT
M.Sc Thesis
THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE SECOND ORDER
RATIONAL DIFFERENCE EQUATIONS
Mehmet GUMUS
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Difference equations have been applied in several mathematical models in bi-
ology, economics, genetics, population dynamics, probability theory, sociology,
psychology, and so forth. For this reason, recently there has been a great in-
terest in studying difference equations. This study consists of four sections. In
the first section, general informations were given about the difference equations
and a summary of literature on nonlinear difference equations was given. In
the second section, general definitions and theorems about difference equations
were given. In the third section, of the x,,; = o + (z,_1/x,) equation, and
in the forth section of the x,.1 = a + (x,_1/x,)? equation the behaviour of
positive solutions of difference equations are discussed.

2012, vii+49 pages

Key words: Boundedness, Periodicity, Oscillatory, Difference equation.
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TESEKKUR
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mamda oncii olmasindan dolay: ne kadar tesekkiir etsem azdir. Ayrica kiymetli
hocam Yard. Doc. Dr. Hasan Ogiinmez’e calismalarim boyunca hep yanimda
oldugundan sonsuz siikranlarimi sunarim.

Literatiir taramalarimda yabanci dil ile ilgili bir problemimde ilk bagvurdugum,
her zaman icin yanimda olan degerli ingilizce 6gretmeni ablam {lknur GUMUS’e,
ayrica hayatimin her alaninda oldugu gibi matematik ¢aligmalarimda da beni
hi¢ yalniz birakmayan, destegini hep ilerleyici bir kuvvet olarak bana hisset-
tiren, aym zamanda matematikci olan canim sevgilim F. Hilal ERGIN’e, ve tez
¢aligmamda yardimlarini hi¢ esirgemeyen mesai arkadasim Arg. Gor. Yavuz

YAZICI (Biilent Ecevit Universitesi)’ya tegekkiirlerimi sunarim.

Mehmet GUMUS
AFYONKARAHISAR, 2012
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1. GIRIS

Fark denklemler teorisi matematigin sistematik olarak gelismesiyle birlikte
ortaya cikan ilk teorilerden birisidir. Bu teori zamana bagh ayrik olaylarin
matematiksel ifadesinde kullanilmigtir. Fark denklemleri bir ¢ok doga olayini
ifade etmekte kullanilir. Bununla birlikte fark denklemleri, diferansiyel den-
klemlerin niimerik ¢oziimlerinin incelenmesinde de kullanilir. Yani, verilen bir
diferansiyel denklemin, ayrik benzeri olan fark denklem ifade edilir ve bu fark
denklem, diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin yapisini aragtirmak icin incelenir.
Fark denklemler teorisi yaklagik sekiz asirlik ¢alismalar sonucunda sistematik
bir hale gelmistir. Fark denklemleri Fibonacci tarafindan calisma konusu
olarak dikkate alinmistir ve onun ¢ok basarili caligmalar1 sonucunda bir ¢ok
matematikci daha sonralarda bu ilging alana yonlenmistir. Ornegin, Laplace
sabit katsayili homojen dogrusal fark denklemleri, Guichard ise ayni1 denklemin
homojen olmayan ozel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin ¢dziimlerinin
asimptotik davranigini inceleme konusu olarak se¢mistir.
Fark denklemler genellikle zamanin gidigati iizerindeki olaganiistii olugumu
tamimlar. Ornegin belli bir popiilasyon ayrik jenerasyona sahip ise, (n+ 1)’inci
jenerasyon olan xz(n + 1)’in biiyiikliigii, n’inci jenerasyon olan x(n)’in bir
fonksiyonudur.
Bu iligki kendini

z(n+1) = f(z(n)) (1.0.1)
denkleminde agiklar. Bu probleme diger bir acidan da bakabiliriz. Bir xg

noktasindan baglayarak,

o, f(wo), f(f(x0)), F(f(f(w0))), - (1.0.2)

dizisi olarak genelleyebiliriz. Kolaylik i¢in su notasyonu da benimsenebilir:

f2(xo) = f(f(w0)), fP(wo) = f(f(f(0))), .. vs.

Eger
z(n) = f"(xo) (1.0.3)



denilirse,

w(n+1) = f"(zo) = f(f"(20)) = f(2(n)) (1.0.4)
elde edilir.
f(xg), fmin herhangi bir zy noktasindaki birinci iterasyonunu, f2(zg) ise
f’nin xy noktasindaki ikinci iterasyonunu ve daha genellemek gerekirse, f(x),
f’nin zy noktasindaki n’inci iterasyonunu gosterir. f°(x¢)=z( olmak iizere
{f™(x0) : » > 0} tiim pozitif iterasyonlarin kiimesine zy'in pozitif yoriingesi
denir. Bu iterasyon prosediirii ayrik dinamik sistemin bir 6érnegidir.
Bu tartigmalardan sonra tam olarak fark denklemleri ve ayrik dinamik sistem-
ler ayn1 paranin iki yiiziinii gosterdigi sonucuna varabiliriz. Mesela matem-
atikciler fark denklemler hakkinda konustuklarinda genellikle konunun analitik
kismina deginirken, ayrik dinamik sistemler hakkinda konustuklarinda genel-
likle konunun geometrik ve topolojik yoniine génderme yaparlar.
Sayet (1.0.1)’de tamimlanan f fonksiyonu g : Z* x R — R olarak tanimlanan

g fonksiyonu ile yer degistirilirse, o zaman
z(n+1) = g(n,z(n)) (1.0.5)

elde edilir. (1.0.5) denklemine otonom olmayan veya zaman degiskenli denir
iken, (1.0.1) denklemine otonom veya zaman degiskensiz denir. (1.0.5)nin
calisilmasi ¢ok daha karigiktir ve birinci mertebeden denklemlerin ayrik di-
namik sistem teorisine uygun diismez.

Bu calismada lineer olmayan, rasyonel, ikinci mertebeden fark denklemleri ve
bu fark denklemlerinin pozitif ¢oziimlerinin davraniglar: ele alinmistar.

Bu tip denklemlerin caligmasi oldukca zorlayicidir, ancak ugrasmaya degerdir
ve bu denklemlerle ilgili calismalar hala emekleme evresindedir.

Biz lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin sahip oldugu gergeklerle ¢ok
onemli olduguna inamiyoruz. Buna ilaveten bu gibi denklemler hakkindaki
sonuclar, lineer olmayan fark denklemlerinin global davraniglarinin temel teorisin-
deki gelismeler igin orijinal caligmalar sunabilmektedir.

Fark denklemleri biyoloji, genetik, ekonomi, popiilasyon dinamigi ve bunun

gibi bircogunun i¢indeki matematiksel modellemelerde kullanilir. Bu ve yukarida
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bahsettigimiz nedenlerden dolayidir ki son zamanlarda fark denklemlerin ¢alis-
masina artan bir ilgi mevcuttur.
o, sinirl bir dizi, p, g € [0,00) ve k,m,n € N, k # m olmak iizere

p
L,

T, = Q, +

m o =0,1,... (1.0.6)

Tk

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin aragtirmasi, Stevo Stevi¢ tarafindan bir
¢ok konferansta onerilmis olup, bu alanda bir ¢cok yapilmis ve yapilmasi gereken
caligma mevcuttur. Ayrica sunu da not edelim ki tez i¢indeki Sonug 4.15 ve

Teorem 4.19 tamamen orjinaldir.

Bu genel hali verilen (1.0.6) denklemin litaretiir 6zeti agagida ele almmigtir.



1.1 Fark Denklemlerinin Smirhiligi, Kararlihig: ve Periyodikligi ile il-
gili Yapilmis Calismalar

Bu kisimda (1.0.6) denkleminin &zel halleri i¢in litaretiir 6zeti verilmistir.
Devault, Ladas ve Schultz 1997 yilinda yaptiklar1 ¢alismada A ve baglangig

kosullar:1 porzitif sayilar olmak iizere

A 1
Tpt1 = — + )
Tn, Tn—2

n=0,1,.. (1.1.1)

fark denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin iki periyodik bir ¢dziime yakin-

Tn
Tp—1’

sadigi1 ve x,.1 = A+ n = 0,1,... fark denkeminin A, x_1,z¢ €
(0,00) i¢in tek denge noktasi olan T = A + 1’in global asimptotik kararh
oldugunu gostermislerdir.

Amleh, Grove ve Ladas 1999 yilindaki ¢aligmalarinda « pozitif bir reel say1 ve

baslangic kosullar1 x_1, x¢ keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere

To=a+ L =01, (1.1.2)
xn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin a’nin durumlarina gore global asimp-
totik kararlihigini, sinirliligim1 ve periyodikligini incelemislerdir.
Feuer 2003 yilinda yaptig1 ¢alismada (1.1.2) denkleminde ozellikle 0 < o < 1
durumuna yogunlagsmig ve bu durum igin pozitif ¢oziimlerin denge noktasi
civarindaki davraniglarini incelemistir. Ayrica o’nin diger durumlar i¢inde
alternetif ispatlar vermistir.
Devault, Kent ve Kosmala 2003 yilindaki c¢alismalarinda p pozitif reel sayi,
k € {2,3,...} ve baglangi¢ kosullar1 z_j, z_g.1, ..., o keyfi pozitif reel sayilar
olmak tizere

Tn—k

Tp1 = O+ , n=0,1,.. (1.1.3)
Tn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini incelemiglerdir. k’nin tek
olma durumunda siirlilik karakteri, global kararlilig: ve periyodikligi i¢in p’nin
durumlaria gore gerek ve yeter sartlar verilmistir. & = 2 durumu igin de
ayrintili bir yar1 dongii analizi verilmis ve ¢oziimlerin sinirhiliginin ne zaman

olacagini acik problem olarak birakilmistir.
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El-Owaidy, Ahmed ve Mousa 2004 yilindaki ¢aligmalarinda (1.1.3) denklem-

inin pozitif ¢oziimlerinin baz1 6zel kogullar altinda periyodikligini ve global

asimptotik kararliligim aragtirmiglardir.

Abu-Saris ve Devault 2002 yilinda yaptiklar: galigmada A € (0, 0), k € {2,3, ...}

ve pozitif baglangi¢ kosullar1 igin

s = A+ L p=0.1,.. (1.1.4)

Yn—k

tekrarll dizisinin denge noktasinin global asimptotik kararlhiligi igin gerekli
kosullar1 elde etmiglerdir.

Berenhaut, Foley ve Stevi¢ 2005 yilinda yaptiklar: ¢aligmada A € (0,00),k €
{2,3, ...} ve pozitif baglangi¢ kosullar1 i¢in (1.1.4) fark denklemine iligkin nice-
liksel ozellikler vermigler ve ¢oziimlerin yakinsakligi ile ilgili baz1 sonuglar elde
etmisglerdir.

Stevi¢ 2003 yilindaki caligmasinda «,, negatif olmayan, « pozitif sayisina yakin-

sayan bir dizi, baslangic kosullar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere

Togr = an + 2L p=0,1, . (1.1.5)

T

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin simirliligini, global kararlilhigimi ve periy-
odikligini incelemistir.

Stevic 2003 yilindaki bir diger calismasinda o, negatif olmayan iki periyo-
dik bir dizi, baglangig kogullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere, (1.1.5) fark
denkleminin pozitif ¢oziimlerinin simirhilik karakterini, salinimliligini ve periy-
odikligini incelemigtir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa 2003 yilindaki ¢alismalarinda o pozitif bir reel
sayl, p € [1,00) ve baglangig kogullar x_4, z¢ keyfi pozitif reel sayilar olmak
uzere xi_

Tppp=a+ -2 n=01,.. (1.1.6)

n

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin lokal kararliligini, salinimliligini ve sinir-
lilik karakterini aragtirmiglardir.
Stevi¢c 2005 yilindaki ¢aligmasinda, El-Owaidy ve arkadaglarinin 2003 yilinda

yaptigi calismay1 daha da gelistirmistir. Bu yaptig1 calismada o pozitif bir reel
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sayl, p € (0,1) ve baglangi¢ kosullar1 z_;, z¢ keyfi pozitif reel sayilar olmak
tizere (1.1.6) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin siirhligini, global ¢ekiciligini,
salimmhhgini ve periyodikligini incelemigtir.

Berenhaut ve Stevi¢ 2006 yilindaki galigmalarinda (1.1.6) fark denkleminin poz-
itif coztimlerinin sinirhilik karakterini, global asimptotik kararliligini ve periyo-
dikligini incelemiglerdir. Bu fark denkleminde «a, p parametreleri ve baglangic
kosullariin pozitif reel say1 olduklarim varsaymiglar ve ¢alisma sonucunda bu
denklemin ¢oziimlerinin sinirsiz, periyodik ve kararl olma sartlarini p parame-
tresine baglh olarak elde etmislerdir.

Schinas, Papaschinopoulos ve Stefanidou 2009 yilinda yaptiklar: ¢alismalarinda
a, p, q ve baglangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak {izere

b
Tpy1 = Q@+ —— n=0,1,.. (1.1.7)

q
n

lineer olmayan fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirhilik karakterini, global
kararliligini ve periyodikligini incelemiglerdir.
Stevic¢ 2006 yilinda yaptigi calismasinda, A, p ve baglangi¢ kogullar1 pozitif reel

sayilar olmak tizere

xP
Tp1 = A+ 5, n=01,.. (1.1.8)
xn—l

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirhiligini, global ¢ekiciligini ve periyo-
diklini ¢aligmigtar.
Stevi¢c 2007 yilinda yaptigi ¢aligmasinda, A, p,r ve baglangic kogullar1 pozitif

reel sayilar olmak {izere

P

T =A+ " n=0,1,.. (1.1.9)
Tp—1
ve Tpy1 = max{A4, x;ﬁ”ﬁ } fark denklemlerinin pozitif ¢oziimlerinin simirhlik
n—1

karakteri icin onemli sonuglar elde etmistir.
Ocalan 2012 yilinda yaptig1 calismada (1.1.2) denklemi icin yar1 déngii analizi
yapmisg, ve Ladas tarafindan 1999 yilinda birakilmig acik probleme olumsuz

yanit vermistir.



Papaschinopoulos, Schinas ve Stefanidou 2011 yilinda yaptiklar: ¢calismalarinda
A, pozitif simirh bir dizi, p, g ve baglangi¢ kogullar1 pozitif reel sayilar olmak

lizere

P
Ln—1

Tpi1 = A, + —— n=0,1,.. (1.1.10)

ah
fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini ve periyodik-

ligini incelemislerdir.



2. FARK DENKLEMLERIYLE iLGIiLi GENEL TANIMLAR

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teo-
remler verilmistir.
Tanim 2.1 (Fark Denklemi): n bagimsiz degigsken ve buna bagimli degisk-
ende y olmak tizere, bagimh degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin
E(y), E*(y), E3(y),..., E™(y),... gibi farklarim igeren bagmtilara Fark Den-
klemi denir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Teorem 2.2: [ reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak iizere, f : IXI — [
siirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x_;, xq € I baglangig
sartlari igin

Tpa1 = f(xn, Tp_1) n=20,1,.., (2.1.1)
denklemi bir tek {x,}2° ; ¢oziimiine sahiptir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Tanim 2.3 (Denge Noktasi): Eger T noktasi i¢in (2.1.1) denkleminde
f(x,7) = T sart1 saglaniyor ise T noktasina (2.1.1) denkleminin denge nok-
tast denir. Eger her n > 0 i¢in T = x,, ise, T’ f’nin sabit noktas denir (Elaydi
1996).
Tanim 2.4 (Degismez (Sabit) Aralik): Eger her n > 0 icin x_y, 9 € J
iken x, € J olacak sekilde bir J C [ alt araligi varsa, bu araliga (2.1.1)
denkleminin degismez (yada sabit) araligi denir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Teorem 2.5: 7, (2.1.1) denkleminin denge noktasi olmak iizere:

i. Eger z_y, xo € I olmak tizere Ve > 0 i¢in |29 — 7| + |1 — T| < § iken
Vn > 0 igin |z,, — T| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, T denge noktasi
kararlidir denir.

ii. Eger T denge noktas: kararli ve x_1, g € [ iken lim,,_,, x,, = T olacak
sekilde, |zg — 7| + |r_1 — 7| < 7 sartim saglayan v > 0 sayisi varsa, T denge
noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

iii. Eger x_1, ¢ € I iken lim,,_. . x, = T ise, T denge noktasina cekici
nokta denir.

iv. Eger = denge noktas1 kararli ve cekici nokta ise, * denge noktasina

global asimptotik kararlidir denir.



v. Eger T denge noktasi kararl degil ise, kararsizdir denir.

vi. Eger x_q, xg € I iken |29 — Z|+ |x_1 — T| < r ve baza N > —1 sayilar
i¢in |zy —Z| > r olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa, T denge noktasina
repeller (geri itici nokta) denir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tamsayidir denir
(Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tanim 2.7 (Er geg p-periyot): Eger {x,} dizisinde sonlu sayida terim harig
tutuldugunda, geriye kalan sonsuz sayidaki terim i¢in z,4, = z, ise, {z,}
dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam
sayidir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tanim 2.8 (Lineer Denklem): (2.1.1) denkleminde f(z,,2,_1) fonksiy-

onunu f(u,v) gseklinde diigiinelim:

of@T o7

ou ov

olmak iizere
Yn+1 = TYn + SYn—1 (212)

denklemi elde edilir. Bu denkleme Z denge noktasi civarinda lineer denklem
denir.

(2.1.2) denkleminin karakteristik denklemi:
M—rd—5=0 (2.1.3)

dir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Teorem 2.9 (Lineer Kararhlik Teoremi):

i. Eger (2.1.3) denkleminin her iki kokiide mutlak degerce 1’den kiigiik
ise, T denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

ii. Eger (2.1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den
biiyiik ise, T denge noktas1 kararsizdir.

iii. (2.1.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den kiigiik

olmasi icin gerek ve yeter sart
Irf<1—s<2
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olmasidir. Bu durumda, T denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Ayni
zamanda T sink (gukur nokta) diye de adlandirilir.
iv. (2.1.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den biiyiik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
|s|] > 1 ve |r| <|1—s]

olmasidir. Bu durumda, 7 denge noktas: repeller (geri itici nokta)’dir.
v. (2.1.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’den biiyiik, diger

kokiiniin mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r? +4s > 0ve |r| > |1 — s

olmasidir. Bu durumda = denge noktas1 kararsizdir ve eyer noktasi1 diye ad-
landirilir.
vi. (2.1.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’e esit olmasi igin

gerek ve yeter sart
Ir| =1 —s| veya s = —1ve |r| <2

olmasidir. Bu durumda Z denge noktasina hiperbolik olmayan nokta denir.
(Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri icin Teorem 2.9 agagidaki

gibi genellestirilebilir.
Tp41 = f(xna Tn-1, xn72) n =0, 17 ) (214)

fark denklemini ele alalim.

(2.1.4) denkleminde f(zy,, Tp_1, Tn_2) fonksiyonunu f(u, v, w) seklinde diigiine-

lim:
T = S = —
ou ov ow
olmak {izere,
Ynt1l = TYn + SYn—1 + tYn_2 (215)

denklemi elde edilir. Bu denkleme Z denge noktasi civarinda lineer denklem

denir.
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(2.1.5) denkleminin karakteristik denklemi:
N —rX—sA—t=0 (2.1.6)

dir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Teorem 2.10:

i. Eger (2.1.6) denkleminin biitiin kskleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise,
T denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

ii. Eger (2.1.6) denkleminin biitiin koklerinden en az biri mutlak degerce
1’den biiyiik ise, T denge noktas1 kararsizdir.

iii. (2.1.6) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degerce 1’den kiigiik

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
r+tl<l—s, |r—3t{<3+svet’—s—rt<l1

olmasidir. Bu durumda, T denge noktasi lokal asimptotik karalidir (Koci¢ and

Ladas 1993).

Tanim 2.11 (Pozitif Yar1 Dongii): 7, (2.1.1) denkleminin denge nok-
tast ve {x,}> _, de pozitif bir ¢oziimii olsun. {z,}5° ;| ¢oziimiiniin pozitif
yar1 dongiisti {x;, €11, ..., 2y} terimlerinin art arda gelmesinden olugur. Bu

dizinin biitiin terimleri Z’dan biiyiik veya esit, [ > —1 ve m < oo dyle ki,
val=—1veyal>—-1vex;_1<7T
ve

yam = o0 veyam < 00 V€ Tpyy1 < T

dir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanim 2.12 (Negatif Yar1 Doéngii): 7, (2.1.1) denkleminin denge nok-
tast ve {x,}°° , de pozitif bir ¢dziimii olsun. {z,}>2 ;| ¢dziimiiniin negatif
yart dongiisii {x;, €11, ..., 2} terimlerinin art arda gelmesinden olugur. Bu

dizinin biitiin terimleri z’dan kiiciik, [ > —1 ve m < oo 6yle ki,

val=—1veyal>—-1vex, _1>7
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ve

ya m = 0o veya m < 00 V€ Tyyt1 = T

dir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanim 2.13 (Sifir Civarinda Salimimhilik): (2.1.1) denkleminin {z,}°
¢oziimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise, bu ¢oziimlere sifir civarinda
salmimhdir denir. Aksi halde salinimh degildir denir (Kulenovi¢ and Ladas
2001).

Tanim 2.14 (Z Denge Noktas: Civarinda Salinimlihik): 7, (2.1.1) den-
kleminin denge noktasi ve {x,}°° ;| de pozitif bir ¢6ziimii olmak tizere {x, —7}
dizisi salinimh ise, {z,}5° , c¢ozlimiine T denge noktasi civarinda salinimhdir
denir. Aksi halde T denge noktasi civarinda salinimh degildir denir (Koci¢ and
Ladas 1993).

Tanim 2.15 (Simrh Dizi): {z,}°° ;| dizisinde Vn > —1 i¢in P < z, < @
olacak gekilde P ve @) pozitif sayilar varsa, {x,}32 ;| dizine simirhdir denir
(Kulenovic and Ladas 2001).

Teorem 2.16 (Clark Teoremi): a,b € R ve k € {1,2,...} olsun. O zaman
Zni1 — aZp + bz =0 n=20,1,..,

fark denkleminin asimptotik karalihg i¢in |a| + |b| < 1 olmas: yeterli bir kogul-
dur.
Buna ilaveten agagidaki iki durumdan birinin dogru oldugunu varsayalim.

i. ktek ve b <O.

ii. k ¢ift ve ab < 0.
Durumlarindan birinin saglanmasi |a|+ [b] < 1 olmasi i¢in gerekli bir kosuldur
(Koci¢ and Ladas, 1993).

Teorem 2.17: Varsayalim ki b > 0 ve k ¢ift olsun. O zaman
Zni1 + b2y — bz =0 n=20,1,..,

fark denkleminin asimptotik kararliligi icin gerek ve yeter sart

1

2cos(353)

b <
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olmasidir (Koci¢ and Ladas 1993).
Tanim 2.18 (Hiperbolik Nokta): Eger T noktasi igin (2.1.1) denkleminde
|f'(Z,T)| # 1 sart1 saglaniyor ise T denge noktasima (2.1.1) denkleminin hiper-
bolik noktas: denir (Elaydi 1996).
Tanim 2.19 (Schwarzian Tiirevi): (1.0.1)’de tamimlanan bir f fonksiy-
onunun schwarzian tiirevi su sekilde tanimlanir:

sftw) = S0 8 [F))”

f'lx) 2 f(=)

(Elaydi 1996).
Teorem 2.20: 7, (1.0.1) denkleminin denge noktas: olsun. (1.0.1) de tanim-
lanan f fonksiyonu siirekli ve diferensiyellenebilir olmak iizere durumlari dogrudur.

i. Eger |f'(T)| < 1 ise, o zaman T denge noktasi asimptotik kararldir.

ii. Eger |f'(7)| > 1 ise, o zaman T denge noktasi kararsizdir.

(Elaydi 1996).
Teorem 2.21: 7, (1.0.1) denkleminin denge noktasi ve f’(z) = 1 igin durum-
lar1 dogrudur.

i. Eger f(T) # 0 ise, o zaman T denge noktasi karasizdir.

ii. Eger f"(7) =0 ve f”(z) > 0 ise, T denge noktas1 karasizdir.

iii. Eger f"(z) = 0ve f"(T) < 01ise, T denge noktas: asimptotik kararhdir.
Burada f”(Z) = 0 olmas: halinde teorem basarisiz olur (Elaydi 1996).
Teorem 2.22: 7, (1.0.1) denkleminin denge noktasi ve f'(z) = —1 olsun. O
halde

i. Eger sf(Z) < 0 ise, o zaman 7T denge noktasi asimptotik kararhdir.

ii. Eger sf(Z) > 0 ise, o zaman 7T denge noktasi kararsizdir.
durumlar1 dogrudur. Burada sf(Z) = 0 olmasi durumunda teorem bagarisiz
olur (Elaydi 1996).

Teorem 2.23:

Tnt1 = G(Tny ooy Tnk), n=0,1,.. (2.1.7)

fark denklemini diisiinelim. g € C[(0, 00)**1, (0, 00)] fonksiyonu her bir bilegeni

icin artan olsun. Baslangi¢ kosullar1 x_g, ..., zo pozitif sayilar olmak iizere,
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(2.1.7) denklemi tek bir pozitif denge noktasina sahip olsun.
h(z)=g(z,..,x), x € (0,00) (2.1.8)
seklinde tanimlanan ve
(h(z) —z)(x —7) <0, z #7 igin

negatif feedback (geri besleme) 6zelligini saglayan h fonksiyonunu ele alalm. O
halde 7, (2.1.7) denkleminin biitiin pozitif ¢6ziimlerinin bir global ¢ekicisidir.
Yani

lim z, ==

n—oo

dir.
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3. T,y = o+ “= FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-
NAMIGI

Bu boliimde « € [0, 00) ve z_1, xg baglangic kosullar1 keyfi pozitif reel sayilar

olmak iizere
Tn—1

Tpy1 =+ n=20,1,.. (3.0.1)

Tn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligi, sinirlilig1, yar1 déngii anal-
izi ve global kararlilig1 calisilacaktir.

Agik bir gekilde goriiliir ki, (3.0.1) denkleminin tek denge noktas1 7 = o + 1
dir. Bu boliimde, (3.0.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin sinirh ola-
bilmesi i¢in gerek ve yeter sart durumu o > 1 oldugu. eger a = 1 ise, o
zaman (3.0.1) denkleminin her pozitif ¢dziimiiniin 2-periyodik ¢oziimlere yakin-
sadigl, @ > 1 ise, o zaman (3.0.1) denkleminin 7 = « + 1 denge noktasinin
global asimptotik kararli oldugu gosterilip, ¢oziimlerin denge noktasi civarin-
daki davraniglar1 ayrintili olarak incelenecektir.

(3.0.1) denkleminin T = a+1 denge noktasi civarinda lineerlegtirilmis denklemi

1 1
1T

i1+ — Y1 =0 n=0,1,.., (3.0.2)

dir.

Ileride isimize yarayacak bazi énermeler vererek bu kisma baslayalim.
Onerme 3.1: {z,}> |, (3.0.1) denkleminin eninde sonunda sabit bir ¢oztimii
olsun. O zaman

Ty, =a-+1 n=-—1,0,..,

agikar bir ¢oziimdiir (Elaydi 1996).
Onerme 3.2: {2, (3.0.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun ve L > «

n=—1»

olmak {izere agagidaki durumlar dogrudur.

i. lim,, .o w9, = L gerek ve yeter sart lim,, o o1 = ( Lfa).

ii. lim,, .o ®2,4+1 = L gerek ve yeter sart lim,, ., 2, = (L—fa)

Teorem 3.3: f: (0,00) x (0,00) — (0, 00) siirekli bir fonksiyon olsun ve

Tpi1 = [(Tn, Tno1) (3.0.3)
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fark denklemini x_1, zg € (0, 00) baglangig kogullar: altinda diigiinelim. Varsay-
alim ki f asagidaki kosullar1 saglasin;

(a) a < b olacak sekilde a, b pozitif sayilar1 vardir, dyle ki
a < f(z,y) <b Va,y € [a,b].

(b) f(z,y) her bir y € [a,b] i¢in = € [a, b] iginde artmayan ve f(x,y), her
bir z € [a,b] i¢in y € [a, b] iginde azalmayan olsun.

(c) (3.0.3) denklemi, [a, b] iginde 2-asli periyotlu ¢oziimlere sahip olmasin.
O zaman, [a, b] iginde (3.0.3) denkleminin tam olarak bir denge noktas: vardir.
Buna ilaveten, (3.0.3) denkleminin [a,b] i¢inde her bir ¢6ziimii Z’a yakimsar

(Kulenovi¢ et al. 1998).
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3.1 (3.0.1) Denklemi i¢in Yar1 Doéngii Analizi

Onerme 3.4: {2,}%°_,, (3.0.1) denkleminin tek yar1 déngiiden olusan pozitif
bir ¢oziimii olsun. O zaman {x,}>° ; monoton olarak T = a + 1 ’e yakinsar
(Amleh et al. 1999).

Ispat: Varsayalm ki, 0 < z,,_1 < a+ 1, n > 0 ’lar icin olsun. z,_; > a + 1,

n > 0 ’lar i¢in olma durumu da benzerdir ve ihmal edilebilir.

Tp—1

0<a+ =T <a+1

Tn
ve boylece

O<zp1 <z, <a+1

olur. Buradan {z,}° ;, simirh ve monoton oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat
tamamlanir.
Onerme 3.5: {z,}> |, (3.0.1) denkleminin en az iki yar1 déngiiden olugan

pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,}>° , salmmhdir. Dahasi, ilk yar

o0 Y

dongiiniin olas: istinasi ile, her yar1 dongii bir uzunlugundadir ve {z,}2

nin her bir terimi o ’dan daha biiyiiktiir ve ilk iki yar1 dongiiniin olas istisnasi
ile hicbir terim a + 1 e esit degildir (Amleh et al. 1999).
Ispat: Asagidaki iki durumu diigiinmek ispat icin yetecektir.

i. Varsayalim ki, z_; < a + 1 < 2 olsun. O zaman

Tr_1 o
rn=a+—<a+lvers=a+—>a+1.
To T

ii. Varsayalim ki, 7o < a+1 < z_; olsun. O zamanz, = o + % >a+1

vex2:a+§—?<a+1.

Asgagidaki 6nerme, (3.0.1) denkleminin pozitif ¢dziimlerinin limit davramglarina
karar vermekte yararh olacaktir.
Onerme 3.6: {2,}% |, (3.0.1) denkleminin pozitif bir ¢tziimii olsun ve N >
0 igin agagidaki durumlar dogrudur (Amleh et al. 1999).
1. zyy1 > 2Ny 1 &= N1 —axy —xN_1ZN > 0.

2. TNyl =2IN_1 = Tn_1 —ary —Tny_1Zny = 0.
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3. TNyl <IN-—1 <= TN-1 — QTN —TN_1ZN < 0.

Ispat: Ispat agagidaki hesaplama ile kolayca yapilabilir.

TN_1 QTN+ TN-1 — TN-1TN
— ITN-1 — .
TN ITN-1

TN+1 —IN-1 = QO+

18



3.2 (3.0.1) Denkleminin Simirlihik Karakteri

Onerme 3.7: o > 1 durumunu diigiinelim ve {z,}% ,, (3.0.1) denklemi-

nin pozitif bir ¢dziimii olsun. O zaman

a—1 . . ) a?
<liminf z, <limsupz, <
«@ n—oo n—o0 a—1

a +

durumu dogrudur (Amleh et al. 1999).
Ispat: Onerme 3.4 ve Onerme 3.5’ diigiinelim. Varsayalim ki {x,}°° ’nin

her yar1 dongiisii bir uzunlugunda olsun. Vn > —1 igin
a < Xy, a<zry<a+l<z_y

dir. Biz ilk olarak gosterelim ki limsup,, . z, < aa_—21 Sunuda not edelim ki

Top—1 Top—1
< o+
Ton (8]

Topt1 = O+

dir. Simdi
1
Ym+1l = X+ —Ym m=20,1,...
o

a2

fark denklemini diisiinecek olursak, bu fark denkleminin her bir ¢oziimii >

sayisina yakinsar. Dolayisiyla limsup,,_, .z, < aa_jl oldugu acikca goriilmek-
tedir.
Simdi egitsizligin diger tarafi olan o+ "‘T_l < liminf,, . =, kisminm gosterelim.

€ > 0 olsun. N > 0 sayis1 vardir, dyle ki ¥n > N i¢in

a®+e
Top—1 < .
a—1
O zaman
3
Top—2 a—1 o’+ac+ala—1)
Top = Q.+ > o+ a 3 = 3
Ton—_1 a® +¢€ a® +¢€
ve buradan

3 -1
liminf x,, > >t oz52+ ala—1)
n—00 a4+ €

bulunur. ¢ keyfi oldugundan

3 -1 -1
lminfz, > S 07D ol
n—oo [0 «
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Teorem 3.8: 0 < o < 1 ve {z,}>° ;, (3.0.1) denkleminin bir ¢ziimii olsun.
Oyle ki, 0 < #_y < 1 ve x5 > ﬁ baglangic kogullarini alalim. O zaman
asagidaki durumlar dogrudur.

1. lim,,_,o T2y, = 0.

2. lim, .o T2,41 = & (Amleh et al. 1999).
Ispat: Not edelim ki, 1/(1 —a) > a + 1 ve bu yiizden o > o+ 1. 21 € (a, 1]

ve Ty > a + xop durumlarim gostermek yeterli olacaktir.
T
ri=a+— >«

dir. Aym zamanda

ve bu yiizden x; € (a, 1]. Dolayisiyla x5 = a + > a+ xp. Tiimevarimla

lim x5, = c©

n—o0

oldugu kolayca goriiliir.
Tan—1

Tont1 = .+
Ton

oldugundan, esitligin her iki tarafinin n — oo i¢in limiti alinirsa
lim 29,41 =«
n—oo

durumuda gosterilmig olur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.3 (3.0.1) Denkleminin Periyodiklik Dogas1

Onerme 3.9: Asagidaki durumlar dogrudur.

i. (3.0.1) denklemi 2-asli periyotlu ¢oziimlere sahiptir gerek ve yeter gart
a =1 dir.

ii. Varsayalim ki, o = 1 olsun. {z,,} _, (3.0.1) denkleminin bir ¢tziimii
olsun. O zaman {x,}32 ;, 2—periyodu ile periyodiktir gerek ve yeter sart

r_1 # 1 ve g = =5 olmasidir (Amleh et al. 1999).

T_1—

ispat:
i. Varsayalim ki

s T Y, T Y e

z,y € (0,00) olmak iizere, (3.0.1) denkleminin 2—periyodik bir ¢oziimii olsun.

O halde agagidaki egitlikler saglanmak zorundadir;

z Yy
r=a+-—-vey=a-+ -.
x
Buradan
oy
r=—
y—1
_ar
v= r—1
elde edilir. Yukaridaki esitliklerden
T = a (;?1)
(5) -1

ve buradan

rla—1)=(a+1)(a—-1)

durumu elde edilir. Bu esitlik @ = 1 durumunda Vz € (0, 00) icin saglanir.
a # 1 oldugunda ise x = a + 1 agikar ¢oziimii olur. O halde agik bir sekilde

goriiliir ki ¢oziim

formundadr.
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ii. Varsayahm ki x_; # 1 ve 29 = 5 olsun. O halde

r_1—
T_1
T = 1 + = = Tr_1
z_1—1
ve
o
Ty — 1+ o Zo
xo—1

olur. O halde n > —1 i¢in agikca x,, 12 = x,, oldugu goriiliir. Simdi, varsayalim

ki 21 = W, 25 = 5o olsun. (3.0.1) denkleminden agik bir bigimde goriiliir ki
r-1 # 1 ve xg = ;=17 olmaldir. Ispat tamamlanir.

Teorem 3.10: o = 1 ve {z,}> ,, (3.0.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii
olsun. Varsayalim ki, {z,}22 ; en az iki yar dongiiden olugsun. O zaman
{z,}22_; (3.0.1) denkleminin 2-prime (asli) periyotlu bir ¢oziimiine yakinsar
(Amleh et al. 1999).

Ispat: Varsayalim ki, {x,}°° | en az iki yar1 déngiiden olugsun. Onerme 3.5
’den biliyoruz ki, {z,,}%°_; salimmlidir. Ilk yar1 déngiiniin istisnasi ile her yar
déngii bir uzunlugundadir. Ayrica {x,}2 ; 'nin her bir terimi & = 1 ’den

biiyiiktiir. n > 0 igin

Tp—1 1+ Tp — TpTp-1
Tp + Tpp1l — TpTpp1 = T < Tp—1+ Ty — TpTp—1-
n

Dolayisiyla
Tp+1l — Tp—1 < xn(anrl - xn71>

dir. Burada z,, > 1 oldugundan
Tpt1 > Tn-1

bulunur. Dolayisiyla Onerme 3.6” dan asagidaki durumlar dogrudur.

(a) Varsayalim ki z_; < 7 olsun. O zaman

T < X1 <...<ZTop41 < ...

Top < To < .. < Ty, < ...

bulunur.
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(b) Varsayalim ki z_; = z; olsun. O zaman

X1 = T1=..=Top+1 = ---

g = T2 = ... =Ty — ...

bulunur.

(c) Varsayalim ki z_; > x; olsun. O zaman

T_1 > X1 > ...>Toapt1 > -

Tog > To > ...> Top > ...

bulunur. Ispat Onerme 3.2 takip edilerek ispat sonlanir.
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3.4 (3.0.1) Denkleminin Global Asimptotik Kararlilig:

Onerme 3.11: Asagidaki durumlar dogrudur.

i. Eger a > 1 ise, (3.0.1) denkleminin T = « + 1 denge noktas: lokal
asimptotik kararhdir.

ii. Eger 0 < o < 1ise, (3.0.1) denkleminin T = av+ 1 denge noktasi kararh
degildir (Aslinda o bir eyer noktasi olur) (Amleh et al. 1999).
ispat:

i. Lineer kararlilik teoremi ve (3.0.2)’den

-1

<2
a—+1

<1-—
' a+1

sartinin saglanmasi durumunda (3.0.1) denkleminin T = « + 1 denge nok-
tas1 lokal asimptotik kararhdir diyebiliriz. « € [0, 00) oldugundan yukaridaki

esitsizlik
1 «Q
< <2
a+1 a+1

olarak yazilabilir. Bu esitsizligin
a>1

oldugunda saglandigi aciktir. O halde o > 1 i¢in, (3.0.1) denkleminin 7 = a+1
denge noktas1 lokal asimptotik kararli olur.

ii. Kararl olmayan noktaya kararsizdir denir. Dolayisiyla 0 < o < 1 icin
(3.0.1) denkleminin T = o + 1 denge noktasinin kararh olmadigi i’den agik bir
bicimde goriilmektedir.

Teorem 3.12: « > 1 olsun. O zaman (3.0.1) denkleminin T = o + 1 denge
noktasi global asimptotik kararhidir (Amleh et al. 1999).
Ispat : Onerme 3.11’ den (3.0.1) denkleminin T = a+1 denge noktasmin lokal
asimptotik kararli oldugunu biliyoruz. {z,}>* ,, (3.0.1) denkleminin pozitif
bir ¢oziimii olsun. O halde z,, ¢oziimlerinin (3.0.1) denkleminin bir global
¢ekicisi oldugunu, yani

lmz,=T=a+1

n—oo
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oldugunu gostermek yeterlidir. z,y € (0, 00) igin f : (0,00) — (0, 00)

p—
f(xvy)_a_{_w

seklinde tamiml siirekli f siirekli fonksiyonunu diigiinelim. f, her bir y € (0, 00)
icin, x € (0, 00) iginde azalan ve f, her bir x € (0, 00) i¢in, y € (0,00) iginde
artandir. Onerme 3.9 ile (3.0.1) denkleminin 2-periyodu ile periyodik hicbir
¢oziimii yoktur. € > 0 sayist i¢in

a?+¢

a—1

a=aveb=

alalim. Burada,

ve
F a?+¢ +1 a?+¢ a3—|—5<a3+a5 a?+e
o =a+ — = = .
Ta—1 a\la—1 a? —« a? —« a—1
Dolayisiyla
2 2
a®+¢€ o +¢€
a< flz,y) < Vr,y € |a, .
a—1 a—1
Onerme 3.7 ile
-1 2 2
Oz<a+a < liminf z, <limsupz, < a a +€.

Bu yiizden Teorem 3.3 ile

lmzx,=T=a+1
n—oo

dir. Ispat tamamlanir.

Son olarak, son zamanlarda (3.0.1) denkleminin yar1 déngii analizi ile ilgili elde
edilen yeni bir sonucu verecegiz. Bu teoremde ¢oziimlerin sinirliligy, kararlhilhig
ve periyodikligi kompakt bir sekilde kullanildigindan bu teoremi en son olarak
vermeyi uygun bulduk. Ocalan (3.0.1) denkleminin yar1 déngii analizinde ¢ok
onemli bir sonug elde etti. Simdi bu teoremi asagida ele alalim.

Teorem 3.13: Varsayalim ki {x,,}7° _,, (3.0.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii
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olsun. O halde {z,}2° ,, hi¢bir zaman agikar olmayan tek yar1 dongiiden
olugsmaz (Ocalan 2012).

Ispat: Ispat: iic durumda diisiinmek yeterli olacaktir.

Durum 1: « > 1 olsun. Bu durumda Teorem 3.12’den biliyoruz ki (3.0.1)
denkleminin ¥ = o + 1 denge noktasi global asimptotik kararlhidir. Dolayisiyla
lim, ..oz, = T = a + 1 olmalidir. Buradan diyebiliriz ki en az bir m € N
vardir, oyle ki, eger xo, 1 > Tomy1 > a + 1 (diger olasiliklar benzerdir ve

ihmal edilebilir) ise, o zaman

Topm—
Doy = ——2L (3.0.4)

Tomy1 — &
lim, ..oz, = T = «a + 1 oldugundan, ¢ keyfi pozitif bir say1 olmak iizere

Tom-1 = a+1+42€ ve xoy, 11 = a+ 1+¢ olarak segebiliriz. O zaman (3.0.4)’den
Tom < a + 1 elde ederiz. Dolayisiyla Onerme 3.5°den {z,}>° ,, salmimlidir
ve her yar1 dongii bir uzunlugundadir. Sonug olarak, {z,}>> , tek bir yarn
dongiiden olugmaz.
Durum 2: o < 1 olsun. Teorem 3.8’dan biliyoruz ki bu durumda (3.0.1)
sinirsiz ¢oziimlere sahiptir. Varsayalim ki lim,, o, 2o, = 00 ve lim,, o 2,41 =
a olsun (lim, o T2, = a ve lim, o T2,41 = 00 olma durumu benzerdir).
Dolayisiyla acik sekilde goriiliir ki {z,}22 _; tek bir yar1 déngiiden olusmaz.
Varsayalim ki lim,, .., 29, = 00 ve lim, ., To,11 = 00 olsun. O zaman On-
erme 3.4 ile geligski bulmug oluruz.
Son olarak a < 1 ve {x,}2% ,, smurh bir ¢oziim olsun. Eger {z,}>* ,,
asikar olmayan tek bir yar1 dongiiden olusuyorsa, Onerme 3.4 ile diyebiliriz
ki, {z,}>° _,, T'a yakisar. Ancak bu durumda (3.0.1) denkleminin T denge
noktasi kararsizdir. Bu bir geligkidir. Sonug olarak {z,}5° ; tek bir yan
dongiiye sahip degildir.
Durum 3: « = 1 olsun. O zaman Onerme 3.10’den biliyoruz ki (3.0.1)
denkleminin her ¢oziimii iki periyodik bir ¢oziime yakinsar. O halde ispati iki
alt durum igin inceleyelim.

(a) Varsayalim ki lim,, .o, 72, = L > 2 olsun. O zaman Onerme 3.2’den

limy, o0 Tont1 = 7%= < 2. Dolayisiyla {z,}22 _;, tek bir yar déngiiden olug-
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maz.
(b) Varsayalim ki lim,, .o, , = 2 olsun. Bu durumda, Durum 1’e tekrar
geri doneriz ve {z,}>° _, salimml oldugu ve her yar1 déngiiniin bir uzun-

lugunda oldugu elde edilir.

o

Sonug olarak (3.0.1) denkleminin herhangi pozitif bir ¢ziimii olan {x,}5°

hi¢bir zaman tek bir yar1 déngiiden olusmaz.

Dahas1

T =1+ n=0,1, ... (3.0.5)

n

denkleminin 2’ye yakinsayan higbir pozitif ¢oziime sahip olmadigini styleyebil-
iriz. Ciinkii, Teorem 3.10’den biliyoruz ki, eger {x2,}>° ; artan ise, o zaman
{x2n41}52 ;’de artandir. Eger {x2,}°2 ;| azalan ise, o zaman {xs,1}°2 ,’de
azalandir.

Dolayisiyla yukaridaki fark denkleminin pozitif ¢oztimii olan {z,}5> _; hicbir

zaman 2’ye yakinsamaz.
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P
Tn—1

FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-

4. T = o+

NAMIGI

p
T

Bu béliimde « € [0, 00), p € (0,00) ve x_1, zo baglangi¢ kogullar1 keyfi pozitif
reel sayilar olmak {izere

p

Tn-1
Tpp1 =+ —5 n=0,1,.. (4.0.1)
Tn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligi, sinirliligi, yar1 doéngii anal-
izi ve global kararliligl calisilacaktir.

Agik bir gekilde goriiliir ki, (4.0.1) denkleminin tek denge noktas1 © = a+1 dir.
Biz gosterecegiz ki, (4.0.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin sinirli ola-
bilmesi i¢in gerek ve yeter sart durumu p € (0,1) olmasidir. Eger p € (5%, 1)
ise, o zaman (4.0.1) denkleminin her pozitif ¢oziimii 2-periyodik ¢oziimlere
yakmsar. p < min{1, %%} ise, o zaman (4.0.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri

a+tl

T = a + 1 denge noktasima yakinsar. p < = oldugunda, (4.0.1) denkleminin

T = a + 1 denge noktasi kararhdir. p > 1 ise, (4.0.1) denkleminin sinirsiz
¢oziimleri mevcuttur.

(4.0.1) denklemine iligkin lineer denklem,
(4 1)zp +p2n-1—pPzn2=0 (4.0.2)

dir. (4.0.2) denkleminin karakteristik denklemi:

2 p p o
A+ (04—1—1))\_ (@+1) =0 (4.0.3)

dir.

Bolzano Weierstrass Teoremi: R’de sinirhh her dizinin yakinsak bir alt
dizisi vardir.

Onerme 4.1: (4.0.7) denklemini pozitif baglangi¢ kogullar1 z_y, ..., ¢, a €
[0,00), k € N, f negatif olmayan fonksiyon, [0, c0) araliginda kuvvetli bigimde
artan ve f(1) = 1 olmak iizere ele alahm. Bu kogullar altinda (4.0.7) denklemi
k-periyodlu agikar olmayan periyodik ¢oziime sahip degildir (asli periyot ol-
mas1 sart degil) (Stevi¢ 2005).
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Teorem 4.2:

g1 =0+ f (‘”’“) n=0,1,2,.. (4.0.4)

n

pozitif baglangic kogullar1 x_y, ...xg, @ € [0,00),k € N ve f negatif olmayan
bir fonksiyon, [0,00) araliginda kuvvetli sekilde artan ve f(1) = 1 kosulunu
saglayan fark denklemini diigtinelim. {z,}° ,, (4.0.4) denkleminin salinimli
olmayan bir ¢oziimii olsun. O zaman (z,,),T = a+ 1 ’e yakinsar (Stevi¢ 2005).
Ispat: Vn € Nicin 2, > a + 1 oldugunu kabul edebiliriz. z, < a + 1,Vn € N
durumu benzerdir ve ihmal edilebilir. x,.1 = o + xz_—;’“ veya p pozitif bir say1

olmak tizere z,,1 = a + (Z—;k)p seklindeki denklemler i¢in

n

$n+1:a+f<x”k) > a4+ 1

durumuna sahibiz. Ciinkii f artandir.
a+1<z, <z, n=12 .. (4.0.5)

oldugundan {z,}>° ., simrhdir. Dolayisiyla Bolzano Weierstrass Teoreminden
sonlu n%l_r)noo Tmkri = piyi = 1,2, ..., k vardir ve py, pa, ..., px (4.0.4) denkleminin
k- periyodlu periyodik bir c¢oziimiidiir. Onerme 4.1 ile p; = ps = ... = py
oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3: « =1 olsun ve {z,}>2 ,, (4.0.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun.
Eger {x,}°° ;| tek bir yar1 déngiiden olugmus ise, o zaman {z,}>2. ; monoton
olarak T = 2’e yakinsar (El-Owaidy et al. 2003).

Onerme 4.4: {z,}2 ,, (4.0.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. O zaman
{z2n} ve {z2,41} eninde sonunda monotondur (Berenhaut and Stevi¢ 2006).
Ispat: z, = z,, — o doniisiimii yardim ile olugan {z;} dizisini diigiinmek yeterli
olacaktir.

{z,}2° 4, (4.0.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun.

17 Zn_ > 1
TTL:{ An—2 T

4.0.6
0, d.h. ( )

{ra;}, {r2i+1}’in sabit oldugunu gostermek yeterlidir.
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h(z) = (x + a)? fonksiyonunu diigiinelim. h artandir ve agagidaki esitlik elde
edilir.

Zn _ h(zn—2)h(z,_3) _ h(zn—2)h(z,_3)

Zn—2 h<Zn—1)h(Zn—4) h<zn—4>h(zn—1)

Eger r, o = 1 ve r,_; = 0 ise (4.0.6) ile ve hA’nin monotonlugu ile ZZ—:”Q > 1

n

(4.0.7)

olur ve dolayisiyla r,, = 1 olur. Benzer sekilde eger 7, o = 0 ve r,,_; = 1 ise,
o zaman 7, = 0 olur. Dolayisiyla 7, # 7py41, no > 0 oldugundan {r,,.2;} ve
{rnor2i11} arzu edildigi gibi ikiside sabit olur. Bu da teorem igindeki ifadeyi
tasdik eder. Aksi takdirde {r;},i > 0 kendisi sabit bir dizidir ve sonug tekrar

saglanir. Ispat tamamlanir.
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4.1 (4.0.1) Denklemi i¢in Yar1 Déngii Analizi

Teorem 4.5: {z,}>° ,, (4.0.1) denkleminin bir tek yar1 doéngiiden olusan
pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,}2° ; monoton olarak T = o+ 1 denge
noktasima yakmsar (El-Owaidy et al. 2003).

Ispat: Varsayalm ki, 0 < z,,_1 < a+ 1, n > 0 ’lar icin olsun. z,_; > a + 1,
n > 0 ’lar i¢in olma durumu da benzerdir ve ihmal edilebilir.

D
xnl

O0<a+

=Tp <a+1 n=201,..,

n

ve boylece

O<zrp 1<z, <a+1

olur. Buradan {x,}> _,, simuirli ve monoton oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat
tamamlanir.
Teorem 4.6: {z,}°° _,, (4.0.1) denkleminin en az iki yar1 doéngiiden olusan
pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,}>° ; salmmhdir. Dahasi, ilk yar
dongiiniin olasi istinasi ile, her yar1 dongii bir uzunlugundadir ve ilk iki yari
dongiiniin olas: istisnasi {x,}5° _,’in higbir terim « + 1 e esit degildir (El-
Owaidy et al. 2003).
Ispat: Agagidaki iki durumu diigtinmek ispat icin yetecektir.

i. Varsayalim ki, zy_1 < a+1 < zy, bazi1 N > 0’lar i¢in olsun. O zaman

p p

T T
N—1

INt1 =0+ —F <a+lvezryio=a+ pN > a4+ 1.
N TN+1

Boylece,

Iyl < o+ 1< TN42.

ii. Varsayalim ki, zy < a+1 < xy_1, baza N > 0’lar i¢in olsun. O zaman

p p

. TN_1 1 _ TN 1
INpt=a+ —F— >atlveryieo=a+ — <a+ 1.
TN TN+1

Boylece,

ITNy2 < +1< TN41-

Ispat tamamlanir.
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Sonug 4.7: (4.0.4) denklemii £ = 1, xy ve x_; pozitif baglangi¢ kosullari,
a € [0,00) ve f fonksiyonu negatif olmayan, [0, 00) araliginda kuvvetli sekilde
artan ve f(1) = 1 durumlarina sahip olsun. {z,}2% ;. tek yar1 dongiiden
olugan bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,}>° ; monoton olarak T = a + 1’e
yakinsar (Stevi¢ 2005).

Ispat: Teorem 4.2nin direkt bir sonucudur ve (4.0.5) esitsizliginde k = 1

alinir.
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4.2 (4.0.1) Denkleminin Simirhihik Karakteri

Teorem 4.8: (4.0.1) denklemi i¢in p € (0, 1) ise, o zaman (4.0.1) denkleminin
her pozitif ¢oziimleri simirhdir (Stevié 2005).

Ispat: Teorem 4.2’den dolay1, (4.0.1) denkleminin {z,,}%° , ¢oziimiiniin salimiml
oldugunu varsayalim. Ciinkii (4.0.1) denkleminin salimmli olmayan her ¢oziimii
yakinsaktir. Teorem 4.6 ile ¢6ziim, birinci yar1 dongiiniin olasi istisnast ile bir

uzunlugunda yar1 dongiilere sahiptir. Dolayisiyla

Top € (,a+ 1] ve Topyy > a+1VneN
oldugunu varsayalim.

Tont1 € (,a+ 1] ve x9, > a+1VneN

olma durumu benzerdir ve ispat1 ihmal edilebilir.
D

ah x
Topyr = @+ 2=t §a+%, n € N. (4.2.1)

Lon

{yn}oomez—la

p
n
yn-l-l:a_’_J, Y1 =21

fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. (4.2.1)’den tiimevarimla
Ton-1 < Yn, nEN

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, {y,}>2 ; dizisinin smirh oldugunu gostermek

kafidir.

f(x):a—l—z—z, z € (0,00)

fonksiyonu p € (0, 1) i¢in artan ve konkav oldugundan,
(f(.’ﬂ) - l’)(l‘ _f) < Oa S (07 OO)

kosulunu saglayan f vardir ve f(x) = 2’i saglayan denkleminin Z biricik sabit
noktas1 vardir.

Buradan sunu gérmek kolaydir ki, eger y; € (0,7) ise, dizi azalmayan ve T
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iistten sirhdir. Eger y; > 7 ise, dizi azalmayandir ve T alttan sinirhdir.
Dolayisiyla Yy, € (0, 00) i¢in dizi simurhdur. Ispat tamamlanir.
Teorem 4.9: 0 < o < 1 olsun. {x,}> ,, (4.0.1) denkleminin bir ¢dziimii

oyle ki baslangi¢ kosullar:

1

0<$_1§1V61'02m

olsun. O zaman agagidaki durumlar dogrudur.

i. lim,_, o Z9, = 00.

ii. lim,, .o T2n11 = a (El-Owaidy et al. 2003).
Ispat: 0 < o < 1 oldugundan

a+1<

i-a)
dir. Dolayisiyla
a+1<zf
olur.
P 1 1
xl—a+—p<a+—p§a—l— T <1
Lo To i—a)
ve
z’,
rn=a+ —7 >«
Lo
Boylece
Ty € (O[, 1]
olur. Benzer sekilde
xg »
$2=Oz+? > o+ @
1
T + Cattcatr o<
r3s=a+— <« <« <a+ — <« <
zh (a4 ah)p o+ xh zh (1ia)
Boylece
x3 € (o, 1]
Ayrica
P
x
ry=a+2>a+1b>a+ (a+ah) >a+ (a+ah) > 20+ b,
T3
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Boylece

Ty > 200+ xh

oldugu goriiliir. Ttimevarimla

To, > no+ b

ve
o< Topp <1 n=201,..,.
Boylece
lim s, =
n—oo
ve
P
. Topa
lim —— =0.
n—o0 (L‘Qn
Dolayisiyla
p
; . Top
lim 29,1 = a+ lim —— =a.
n—oo n—oo Ty,

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.10: (4.0.1) denkleminde p > 1 ve o = 0 olsun. {z,}%>_,, (4.0.1)
denkleminin bir ¢tziimii olsun 6yleki 0 <z —1 <1 ve zy > ﬁ, g€ (0,1) dur.
O zaman

lim x5, = 0o ve lim x9,,7 =0

n—oo n—od
dir (Stevi¢ 2005).
ispat:
O<x = é < i <1
rg T owp
ve boylelikle z; € (0, 1] dur.
Dahasi
p
Lo
= 0 > P
) 3371) = Xy
ve
p
O<ay=T <t < <<l
Ty Lo [25] Lo



Dolayisiyla z3 € (0, 1] dir. Aym zamanda

dir.

Timevarimla, su elde edilir.
Top > xg" ve 0 < mopi1 < 1.
g > 1/1—¢, e € (0,1) oldugu i¢in, agagidaki durum elde edilir.

lim z9, = co ve lim x9,.1 =0.
n—oo

n—oo

Sonug 4.11: Not edelim ki @ = 0 oldugunda, pozitif baglangi¢ kosullar: ile
(4.0.1) denklemi y,, = Inz, degisikligi ile ¢oziilebilir. Aslinda, bu durumda
(4.0.1) denklemi

Yn+1 + PYn — PYn—1 =0 n=20,1,..,

ikinci mertebeden lineer fark denklemine doniigiir. Bu denklemin genel ¢6ziim-

leri
Y1 — Mo
A2 — A

_ A2Yo — Y—1
Yn N — Ay

) —pE£+/p?+4p
1,2 —
’ 2

AL+ A2 — Ay,

burada

dir. (4.0.1) denkleminin bir ¢oziimii smirsizdir < 2”, # x5 (Stevi¢ 2005).

Teorem 4.12: (4.0.1) denklemini ele alahm. Eger
p>1

ise, o zaman denklemin smirsiz ¢oziimleri mevcuttur (Berenhaut and Stevié
2006).

Ispat: 2, = z, — a degisken degisimi (4.0.1) denklemine uygulanirsa

2y = (M)p (4.1.2)

Q-+ Zp—1

36



haline doniisiir.
(4.1.2) denkleminin sinirsiz ¢oziimlere sahip oldugunu ispatlayacagiz ki bu du-
rumda (4.0.1) denkleminin smirsiz ¢oziimlere sahip oldugunu gergeklenir.

e € (0,1) yeterince kiiciik bir say1 olsun ve agagidaki esitlikleri saglasin.

N
(a ) > 1 (4.1.3)

a+ée oa+e
a+e\P

p > 1 oldugundan boyle bir £ sayisinin varhigim1 gostermek zor degildir.

Burada baglangi¢ kosullarimi da z_5 > % ve z_1 € (0,¢) alalim.
D p—1
P (a—l—z2) _ (a—l—z2) <a+z2) (4.15)
o+ 2 o+ 2 o+ 2z
(a+§>p‘1 <a+z_2) <a+§)p‘1 1 1
> Z_9 > —
a+e o+ e o+ e a+e €
(4.1.4) denklemi kullanilarak stylenebilir ki,
p p
o= <O‘+Zl) < (O‘Jrf) <c (4.1.6)
o+ 20 o+ z
p p—1 D
o+ 21 a+ 2z a+e
_ _ 2
(a+§)p1 1 <a+§)p1 1
20 >
a+e a+e€ oa+e a+e
Dolayisiyla tiimearimla
1~ p—1 +1
o+ P 1
a+e o+ e

(4.1.8)" del — oo igin ve (4.1.3)" den lim 2y = oo elde edilir. Ispat tamamlanir.

21 > Z_g ve z; < €,1 tek (4.1.8)

Sonug 4.13: Sunu not edelim ki Teorem 4.13’iin kogullar1 agagidaki kogullar

saglar.

7

(Berenhaut and Stevi¢ 2006).

im yy; = 0o ve lim y9;,11 = .
—00 i—00
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4.3 (4.0.1) Denkleminin Periyodiklik Dogasi

Onerme 4.14: a,p € (0,00) ve p # 1 olsun. O halde (4.0.1) denklemi iki

a+1

prime (asli) periyodlu ¢oziime sahiptir gerek ve yeter sart 1 < p < %

veya
@tl < p < 1 olmasidir (Berenhaut and Stevi¢ 2006).

Ispat: (4.0.1) denklemi 2 prime (asli) peryiyodlu ¢oziime sahipse, ¢oztimler

'T7 y7 'T7 y7 A x? y7 te
seklindedir ve
p P
r=a-+ <£> vey=a+ (Q) (4.2.1)
Y x
saglanir. Buradan,
1
y=a+ ve T,y > « (4.2.2)
r—«
dir. Dolayisiyla
p
x
=a+ | —— 4.2.3
r=a (a n ﬁ) ( )

olur. Bu denklem diizenlenirse

T p
(r—a) P = —-"——
alr —a+1)
elde edilir. Buradan p € (0, 1) igin

_)l-p
1im+ —(x ;) =0
T la(z—a)+1)P
ve
_ )l-p
lim EZO0

(a(z—a)+1)P
oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla f fonksiyonunun siirekliliginden
(z —a)t™?
f (I) T
(a(z—a)+1)P
dir. Dolayisiyla, (4.2.3) denklemi (a, 0o) araliginda bir tek ¢oziime sahiptir.
T = «a + 1 agikar bir ¢ziim oldugundan, iki prime (asli) periyodlu ¢oziimler

icin baz1 kogullar altinda (4.2.3) denkleminin birden daha ¢ok ¢oziimii olmasini

gerektirir. (4.2.3) denklemi
F(x)=(1-p)In(z —a) —plhz+pln(az +1—a?) =0 (4.2.4)
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denklemine esittir.

Ik olarak p € (0,1) oldugunu varsayalim. Bu durumda,

Fla+0)=—o0, F(T)=0 (4.2.5)
ve
_ a+1-2p
F' ()= ——— 4.2.6
@ == (126)
dir. Dolayisiyla
a+1

F'(Z) < 0<=p>

vep <1 (4.2.7)

dir.
(4.2.5) ve (4.2.7) denklemlerinden F) (o, a+1) araliginda bir z sifirina sahiptir

1

a—xg

ve Yo = a + > o dir. Bu durum (4.0.1) denkleminin 2 prime (asli)

periyodlu ¢oziime sahip olmasim garantiler. Burada not edelim ki p € (0, 1)
ve a € (0,1) i¢in F'(z) > 0,2 > « i¢in (4.2.3) denkleminin bir tek T = a + 1
¢oziimiine sahip oldugunu gosterir,

Simdi F'(z)’in payimm diisiiniirsek
g(x) = (1 —p)az® + (1 — 2p)(1 — a®)z + pa(2 — a?) (4.2.8)

(4.2.8) denkleminin diskrimnant:
A=(1-a?)[2p—1)*- a7 (4.2.9)

dir. F'(x)’in kokleri

(2p— DA —0?) £ /(1 -a?)[(2p - 1)* — o]
2(1 — p)a

(4.2.10)

T12 =

olur. A degeri icin, a’y1 diisiiniirsek, eger a € (0,1] ve 2 < p < 2t jge, o
g G y S g D) 2

zaman F'(z) > 0 olur, z > « (sadece p = 25t oldugunda, 71 = x5 = ¢ olur).

Dolayisiyla yine 7 = o + 1 tek ¢oziimdiir.
Simdi p > 1 ve o > 1 durumunu diigiinelim. g(z) fonksiyonunun maksimumu

(@D —e?) (@@= 1= 2 1)
e R “21)
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dir. Bu durumda eger p > QTH ise o0 zaman M negatif say1 ve F'(z) < 0, z > «
olur. Dolaysiyla 7 = a + 1 tek ¢oziim olur.

a+1

Varsayalim ki p < olsun. O zaman

a+1-2p

>0
a+1

Fla+0) =00, F(Z)=0ve F'(T) =

elde ederiz. O halde (a, o + 1) araliginda bir xy vardir dyleki F'(zo) = 0 dur.
Dolayisiyla (4.0.1) denkleminin 2 periyodlu ¢oziimii vardir. Ispat tamamlanir.

‘”1 ise, 0 zaman Onerme 4.14

Sonug 4.15: Biz iddia ediyoruz ki, eger 1 < p <
dogru degildir. Ciinkii, eger p > 1 ise, o zaman biliyoruz ki (4.0.1) denklemi
siirsiz ¢oziimlere sahiptir. Diger taraftan p > 1 oldugunda (4.0.1) denklemi-
nin bir {z,,} smirh ¢ziimiinii ele alahm. p < 2 oldugundan (4.0.1) denklemi
lokal asimptotik kararlidir. Yani, {z,} smirh ve lokal kararhdir, dolaysiyla
kararsiz degildir. Sonug olarak {x,} iki periyodik ¢6ziim olamaz.

Daha agik olarak, eger (4.0.1) denklemi iki periyodik ¢oziime sahipse, o za-
man denklemin denge noktasi kararsiz olmalidir. Bu yiizden, periyodik ¢oziim
denge noktasimin kararsiz oldugu yerde aranmalidir. Yani, (4.0.1) denkleminde

O‘“ < p durumunda periyodik ¢oziimiin varhg: incelenmelidir. Onerme 4.14’tin

ispatindan kolayca goriiliir ki denklemin 1 < p < O‘TH durumunda asikar ol-
mayan iki periyodik ¢oziimii yoktur (Ocalan et al. 2012).
Teorem 4.16: Kabul edelim ki p,a € (0,00) ve p # 1 olsun. O zaman,
agsagidaki durumlar dogrudur.
(a) p < min{%+, 1} biitiin ¢oziimler T = a + 1 denge noktasina yakinsar.
(b) “ < p < 1 (4.0.1) denkleminin biitiin ¢oztimleri 2- periyodlu
bir ¢oziime yakinsar ve (4.0.1) denkleminin 2- periyodlu ¢oziimii mevcuttur
(Berenhaut and Stevi¢ 2006).
Ispat: {z,}2 ,, (4.0.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Onerme 4.4 ve Teo-
rem 4.8’ den {zs,} ve {x9, 1} dizileri simirh ve monotondur. Dolaysiyla
yakinsaktir. Buradan (4.0.1) denkleminin her ¢oziimii iki periyodik bir ¢oziime
yakmsar. Diger taraftan Onerme 4.14’den (4.0.1) denklemi ¢ < p < 1 du-

rumunda iki periyodik ¢oziime sahiptir. Bunu (4.0.1) denkleminin her ¢oziimii

iki periyodik bir ¢ziime yakinsar. Diger durumda ise (4.0.1) denkleminin her

40



¢oziimii T = « 4+ 1 denge noktasina yakinsar.

41



4.4 (4.0.1) Denkleminin Global Asimptotik Kararhlig:

Teorem 4.17: Asagidaki durumlar dogrudur.

i. Eger a > 2p — 1 ise, (4.0.1) denkleminin T = v+ 1 denge noktasi lokal
asimptotik kararhdir.

ii. Eger 0 < a < 2p — 1 ise, (1.1) denkleminin T = a + 1 denge noktasi
kararh degildir (El-Owaidy et al. 2003).
ispat:

i. (4.0.1) denkleminin T = o+ 1 denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

denklemi
p p
n n — n—1 =0 =0,1,...,. 4.3.1
Ynit T U Y n (4.3.1)
Lineer kararhilik teoremini kullanarak
L P R Y
a—+1 a+1
_ 1 —
|-pl o+ P_y

lae + 1] a+1
a € (0,00) ve p € [1,00) oldugundan,

p <a+1—p
a+1 a+1

ve dolayisiyla buradan
2p—-1<a
oldugunda (4.0.1) denkleminin 7 = o+ 1 denge noktasi lokal asimptotik karar-

Lidir. Ispat tamamlanir. Ispati Teorem 2.10’dan da gosterebilirdik. Soyle ki,
(4.0.3) denklemin kokleri;

 p+ VPP +4Apla+ 1)  —p— P +Apla+1)

AL = 2o +1) ve Ay = 2o +1) (4.3.2)
Buradan kolayca goriiliir ki,
A = 2P <1,¥p,a € (0,00) (4.3.3)
p+ /p?+4pla+1)
ve birkac basit hesaplama ile
Ao| <l<=2p<a+1 (4.3.4)
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Doayisiyla Teorem 2.10’dan, (4.0.1) denkleminin Z = o+ 1 denge noktasi lokal
asimptotik kararhdir.

ii. Kararli olmayan noktaya kararsizdir denir. Dolayisiyla 0 < o < 2p—1
icin (4.0.1) denkleminin Z = ac+ 1 denge noktasinin kararh olmadigi i’den agik
bir bicimde goriilmektedir.

Sonug 4.18: (4.0.1) denklemi i¢in p € (0,1) ve @ > 1 olsun. O zaman (4.0.1)
denkleminin her pozitif ¢oziimii 'e yakimsar (Stevi¢ 2005).

Ispat: Teorem 4.8’den (4.0.1) denkleminin her {z,}%° | ¢oziimii smirhdir. O
halde

liminfz, =1 ve limsupx, = L

sonlu limitleri mevcuttur. [ < L oldugunu varsayalim. O halde asagidaki
durumlar saglanir:

r Lr
Q+FSZV6L§OK+Z—IJ.

Buradan su durum yazilabilir,
alP +1P < L[Pl< LI’ <al’+ LP,

(a—-1)L7 < (a—1)P".

a > 1 oldugundan bu durum miimkiin degildir. Dolayisiyla [ = L olmalidir.
Ispat tamamlanir.

Son olarak, (4.0.1) denkleminin yar1 déngii analizi ile ilgili elde ettigimiz yeni
bir sonucu verecegiz. Bu teoremde ¢oziimlerin simirliligl, kararlhiligi ve periyo-
dikligi kompakt bir sekilde kullanildigindan bu teoremi en son olarak vermeyi
uygun bulduk. Simdi bu teoremi agagida ele alalim.

Teorem 4.19: Varsayalim ki {x,,}>° ,, (4.0.1) denkleminin pozitif bir ¢dziimii
olsun ve p # 1 olsun. O halde {z,}° ,, higbir zaman agikar olmayan tek yar1
dongiiden olugmaz (Ocalan et al. 2012).

Ispat: Ispat: iki durumda diisiinmek yeterli olacaktir.

Durum 1: p € (0,1) olsun. O zaman (4.0.1) denkleminin biitiin pozitif

a+1

- ise, o zaman (4.0.1) den-

¢oztimleri simirhdir. Aymi zamanda, eger p <
kleminin 7 = « + 1 denge noktas1 global asimptotik kararlidir. Dolayisiyla

lim, .o , =T = a + 1 olmahdir. Dolayisiyla ii¢ durum meydana gelir.
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i{x,}>2 , azalarak denge noktasina yakimsar.

ii.{z,}>° | artarak denge noktasina yakisar.
iii.{z,}2° _; salimmlh olarak denge noktasina yakinsar.
Iddia ediyoruz ki (i) ve (ii) hicbir zaman miimkiin degildir. Simdi, varsaylim ki
(i) saglansin. Yani, {z,}5° | azalarak denge noktasina yakinsasin. Buradan
diyebiliriz ki en az bir m € N vardir, o6yle ki, xo,,_1 > Tom > Tomi1 > a+ 1.
Diger yandan
L2m—1

= 4.3.5
l'Z (xzm_;’_]_ o Oé)]'/p ( )

dir. lim, .. x, =% = a + 1 oldugundan, ¢ keyfi pozitif bir say1 olmak {iizere

Tom—1 = @+ 1 4 2¢ ve Topmy1 = o + 1 + € olarak secebiliriz. Ozel olarak o = 3

ve p = 1/2 alahm. O zaman (4.3.5) ile

44 2¢ 1 —4e — 3&?
= = 34— — " <4<a+1
1+2e+¢e2 14+ 2e+¢2 =«

Tom
elde edilir. Dolayisiyla bu da 3, > a + 1 ile geligir. Dolayisiyla, {x,}5°
azalarak denge noktasina yakinsamaz. Teorem 4.6 ile {x,}>° ; salimimhdir
ve her yar1 dongii bir uzunlugundadir. Sonug olarak, {z,}3° ; tek bir yar

dongiiden olugmaz. (ii)’nin ispat1 da benzerdir ve ihmal edilebilir. (iii) duru-

munda zaten agik bir gekilde {z,}5° ,’nin tek bir yar1 dongiiden olugmadig:

goriilmektedir. Eger QTH < p < 1 ise, o zaman Teorem 4.16’dan biliyoruz ki
{z,}22 4, iki periyodik bir ¢oziime yakinsar. Dolayisiyla, {x,}>2 ; tek bir
yar1 dongiiden olusmaz.

Durum 2: p > 1 olsun. Teorem 12’den biliyoruz ki bu durumda (4.0.1) sinirsiz
¢oziimlere sahiptir. Varsayalim ki lim,, ., 2, = 00 ve lim,, o T2,+1 = « olsun
(limy, 00 T2p, = @ ve lim,, o T2,41 = 00 olma durumu benzerdir). Dolayisiyla
agik sekilde goriiliir ki {x,,}2° _; tek bir yar1 dongiiden olugmaz. Varsayalim ki
lim,, .o 9, = 00 ve lim,, o To,11 = 00 olsun. O zaman Teorem 4.5 ile celigki
bulmus oluruz.

a+1

Son olarak p > 1 ve {x, }72_, smirh bir ¢oztim olsun. Eger p < %3= ise, Teorem

4.17 ile biz biliyoruz ki (4.0.1) denkleminin T = « + 1 denge noktasi lokal

a+1

asimptotik kararhdir. Dolayisiyla tek yar1 dongtiden olugmaz. Eger p > <=

ve {z,}5° | tek bir yar1 dongiiden olusuyorsa, o zaman biliyoruz ki (4.0.1)
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denkleminin * = o+ 1 denge noktas1 kararsizdir. Bu durum da Teorem 4.5 ile
geligki olugturur. Sonug olarak (4.0.1) denkleminin herhangi pozitif bir ¢oziimii

olan {x,}>° ; higbir zaman tek bir yar1 déngiiden olugmaz.
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