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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

·IK·INC·I MERTEBEDEN RASYONEL FARK DENKLEMLER·IN·IN

AS·IMPTOT·IK DAVRANIŞI

Mehmet GÜMÜŞ

Afyon Kocatepe Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü,

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Özkan ÖCALAN

Fark denklemleri biyoloji, genetik, popülasyon dinami¼gi, olas¬l¬k teorisi,

psikoloji, sosyoloji ve daha bir çok bilim dal¬n¬n içindeki matematiksel mod-

ellere uygulan¬r. Bu nedenden dolay¬d¬r ki, son zamanlarda fark denklem-

lerinin çal¬̧smas¬na çok büyük bir ilgi mevcuttur. Bu çal¬̧sma dört bölümden

oluşmaktad¬r. Birinci bölümde fark denklemleri hakk¬nda genel bilgiler ver-

ilmi̧s ve lineer olmayan rasyonel fark denklemleri ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalar¬n

literatür özeti verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tan¬m

ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde xn+1 = �+ (xn�1=xn) denkleminin,

dördüncü bölümde ise xn+1 = �+ (xn�1=xn)p fark denkleminin pozitif çözüm-

lerinin davran¬̧slar¬ele al¬nm¬̧st¬r.

2012, vii+49 sayfa

Anahtar Kelimeler: S¬n¬rl¬l¬k, Periyodiklik, Sal¬n¬ml¬l¬k, Fark denklemleri.
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ABSTRACT

M.Sc Thesis

THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE SECOND ORDER

RATIONAL DIFFERENCE EQUATIONS

Mehmet GÜMÜŞ

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Prof. Dr. Özkan ÖCALAN

Di¤erence equations have been applied in several mathematical models in bi-

ology, economics, genetics, population dynamics, probability theory, sociology,

psychology, and so forth. For this reason, recently there has been a great in-

terest in studying di¤erence equations. This study consists of four sections. In

the �rst section, general informations were given about the di¤erence equations

and a summary of literature on nonlinear di¤erence equations was given. In

the second section, general de�nitions and theorems about di¤erence equations

were given. In the third section, of the xn+1 = � + (xn�1=xn) equation, and

in the forth section of the xn+1 = � + (xn�1=xn)
p equation the behaviour of

positive solutions of di¤erence equations are discussed.

2012, vii+49 pages

Key words: Boundedness, Periodicity, Oscillatory, Di¤erence equation.
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Bana bu çal¬̧smas¬zevkli ve ilginç konuyu tez çal¬̧smas¬olarak veren, benim

için çok de¼gerli ve üzerimde çok eme¼gi olan dan¬̧sman hocam Doc. Dr. Özkan

ÖCALAN�a tüm yard¬mlar¬ndan, ö¼gretilerinden, bilimsel çal¬̧smalar¬ma başla-
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hocam Yard. Doc. Dr. Hasan Ö¼günmez�e çal¬̧smalar¬m boyunca hep yan¬mda

oldu¼gundan sonsuz şükranlar¬m¬sunar¬m.
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2 : Eleman¬d¬r

=2 : Eleman¬de¼gidirP
: Toplam Sembolü

log : Logaritma Fonksiyonu

vii



1. G·IR·IŞ

Fark denklemler teorisi matemati¼gin sistematik olarak geli̧smesiyle birlikte

ortaya ç¬kan ilk teorilerden birisidir. Bu teori zamana ba¼gl¬ ayr¬k olaylar¬n

matematiksel ifadesinde kullan¬lm¬̧st¬r. Fark denklemleri bir çok do¼ga olay¬n¬

ifade etmekte kullan¬l¬r. Bununla birlikte fark denklemleri, diferansiyel den-

klemlerin nümerik çözümlerinin incelenmesinde de kullan¬l¬r. Yani, verilen bir

diferansiyel denklemin, ayr¬k benzeri olan fark denklem ifade edilir ve bu fark

denklem, diferansiyel denklemin çözümünün yap¬s¬n¬araşt¬rmak için incelenir.

Fark denklemler teorisi yaklaş¬k sekiz as¬rl¬k çal¬̧smalar sonucunda sistematik

bir hale gelmi̧stir. Fark denklemleri Fibonacci taraf¬ndan çal¬̧sma konusu

olarak dikkate al¬nm¬̧st¬r ve onun çok başar¬l¬çal¬̧smalar¬sonucunda bir çok

matematikçi daha sonralarda bu ilginç alana yönlenmi̧stir. Örne¼gin, Laplace

sabit katsay¬l¬homojen do¼grusal fark denklemleri, Guichard ise ayn¬denklemin

homojen olmayan özel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin çözümlerinin

asimptotik davran¬̧s¬n¬inceleme konusu olarak seçmi̧stir.

Fark denklemler genellikle zaman¬n gidi̧sat¬ üzerindeki ola¼ganüstü oluşumu

tan¬mlar. Örne¼gin belli bir popülasyon ayr¬k jenerasyona sahip ise, (n+1)�inci

jenerasyon olan x(n + 1)�in büyüklü¼gü, n�inci jenerasyon olan x(n)�in bir

fonksiyonudur.

Bu ili̧ski kendini

x(n+ 1) = f(x(n)) (1.0.1)

denkleminde aç¬klar. Bu probleme di¼ger bir aç¬dan da bakabiliriz. Bir x0

noktas¬ndan başlayarak,

x0; f(x0); f(f(x0)); f(f(f(x0))); ::: (1.0.2)

dizisi olarak genelleyebiliriz. Kolayl¬k için şu notasyonu da benimsenebilir:

f 2(x0) = f(f(x0)); f
3(x0) = f(f(f(x0))); ::: vs.

E¼ger

x(n) = fn(x0) (1.0.3)
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denilirse,

x(n+ 1) = fn+1(x0) = f(f
n(x0)) = f(x(n)) (1.0.4)

elde edilir.

f(x0), f�nin herhangi bir x0 noktas¬ndaki birinci iterasyonunu, f 2(x0) ise

f�nin x0 noktas¬ndaki ikinci iterasyonunu ve daha genellemek gerekirse, fn(x0),

f�nin x0 noktas¬ndaki n�inci iterasyonunu gösterir. f 0(x0)=x0 olmak üzere

ffn(x0) : n � 0g tüm pozitif iterasyonlar¬n kümesine x0�¬n pozitif yörüngesi

denir. Bu iterasyon prosedürü ayr¬k dinamik sistemin bir örne¼gidir.

Bu tart¬̧smalardan sonra tam olarak fark denklemleri ve ayr¬k dinamik sistem-

ler ayn¬paran¬n iki yüzünü gösterdi¼gi sonucuna varabiliriz. Mesela matem-

atikçiler fark denklemler hakk¬nda konuştuklar¬nda genellikle konunun analitik

k¬sm¬na de¼ginirken, ayr¬k dinamik sistemler hakk¬nda konuştuklar¬nda genel-

likle konunun geometrik ve topolojik yönüne gönderme yaparlar.

Şayet (1.0.1)�de tan¬mlanan f fonksiyonu g : Z+ � R! R olarak tan¬mlanan

g fonksiyonu ile yer de¼gi̧stirilirse, o zaman

x(n+ 1) = g(n; x(n)) (1.0.5)

elde edilir. (1.0.5) denklemine otonom olmayan veya zaman de¼gi̧skenli denir

iken, (1.0.1) denklemine otonom veya zaman de¼gi̧skensiz denir. (1.0.5)�nin

çal¬̧s¬lmas¬ çok daha kar¬̧s¬kt¬r ve birinci mertebeden denklemlerin ayr¬k di-

namik sistem teorisine uygun düşmez.

Bu çal¬̧smada lineer olmayan, rasyonel, ikinci mertebeden fark denklemleri ve

bu fark denklemlerinin pozitif çözümlerinin davran¬̧slar¬ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu tip denklemlerin çal¬̧smas¬oldukça zorlay¬c¬d¬r, ancak u¼graşmaya de¼gerdir

ve bu denklemlerle ilgili çal¬̧smalar hala emekleme evresindedir.

Biz lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin sahip oldu¼gu gerçeklerle çok

önemli oldu¼guna inan¬yoruz. Buna ilaveten bu gibi denklemler hakk¬ndaki

sonuçlar, lineer olmayan fark denklemlerinin global davran¬̧slar¬n¬n temel teorisin-

deki geli̧smeler için orijinal çal¬̧smalar sunabilmektedir.

Fark denklemleri biyoloji, genetik, ekonomi, popülasyon dinami¼gi ve bunun

gibi birço¼gunun içindeki matematiksel modellemelerde kullan¬l¬r. Bu ve yukar¬da
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bahsetti¼gimiz nedenlerden dolay¬d¬r ki son zamanlarda fark denklemlerin çal¬̧s-

mas¬na artan bir ilgi mevcuttur.

�n s¬n¬rl¬bir dizi, p; q 2 [0;1) ve k;m; n 2 N; k 6= m olmak üzere

xn = �n +
xpn�m
xqn�k

n = 0; 1; ::: (1.0.6)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin araşt¬rmas¬, Stevo Stevíc taraf¬ndan bir

çok konferansta önerilmi̧s olup, bu alanda bir çok yap¬lm¬̧s ve yap¬lmas¬gereken

çal¬̧sma mevcuttur. Ayr¬ca şunu da not edelim ki tez içindeki Sonuç 4.15 ve

Teorem 4.19 tamamen orjinaldir.

Bu genel hali verilen (1.0.6) denklemin litaretür özeti aşa¼g¬da ele al¬nm¬̧st¬r.
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1.1 Fark Denklemlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬, Kararl¬l¬¼g¬ve Periyodikli¼gi ile ·Il-

gili Yap¬lm¬̧s Çal¬̧smalar

Bu k¬s¬mda (1.0.6) denkleminin özel halleri için litaretür özeti verilmi̧stir.

Devault, Ladas ve Schultz 1997 y¬l¬nda yapt¬klar¬ çal¬̧smada A ve başlang¬ç

koşullar¬pozitif say¬lar olmak üzere

xn+1 =
A

xn
+

1

xn�2
; n = 0; 1; ::: (1.1.1)

fark denkleminin bütün pozitif çözümlerinin iki periyodik bir çözüme yak¬n-

sad¬¼g¬n¬ ve xn+1 = A + xn
xn�1

; n = 0; 1; ::: fark denkeminin A; x�1; x0 2

(0;1) için tek denge noktas¬ olan x = A + 1�in global asimptotik kararl¬

oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

Amleh, Grove ve Ladas 1999 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda � pozitif bir reel say¬ve

başlang¬ç koşullar¬x�1; x0 key� pozitif reel say¬lar olmak üzere

xn+1 = �+
xn�1
xn

; n = 0; 1; ::: (1.1.2)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin ��n¬n durumlar¬na göre global asimp-

totik kararl¬l¬¼g¬n¬, s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve periyodikli¼gini incelemi̧slerdir.

Feuer 2003 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada (1.1.2) denkleminde özellikle 0 < � < 1

durumuna yo¼gunlaşm¬̧s ve bu durum için pozitif çözümlerin denge noktas¬

civar¬ndaki davran¬̧slar¬n¬ incelemi̧stir. Ayr¬ca ��n¬n di¼ger durumlar¬ içinde

alternetif ispatlar vermi̧stir.

Devault, Kent ve Kosmala 2003 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda p pozitif reel say¬,

k 2 f2; 3; :::g ve başlang¬ç koşullar¬x�k; x�k+1; :::; x0 key� pozitif reel say¬lar

olmak üzere

xn+1 = �+
xn�k
xn

; n = 0; 1; ::: (1.1.3)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin davran¬̧slar¬n¬incelemi̧slerdir. k�n¬n tek

olma durumunda s¬n¬rl¬l¬k karakteri, global kararl¬l¬¼g¬ve periyodikli¼gi için p�nin

durumlar¬na göre gerek ve yeter şartlar verilmi̧stir. k = 2 durumu için de

ayr¬nt¬l¬bir yar¬döngü analizi verilmi̧s ve çözümlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n ne zaman

olaca¼g¬n¬aç¬k problem olarak b¬rak¬lm¬̧st¬r.
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El-Owaidy, Ahmed ve Mousa 2004 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda (1.1.3) denklem-

inin pozitif çözümlerinin baz¬ özel koşullar alt¬nda periyodikli¼gini ve global

asimptotik kararl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rm¬̧slard¬r.

Abu-Saris ve Devault 2002 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smadaA 2 (0;1); k 2 f2; 3; :::g

ve pozitif başlang¬ç koşullar¬için

yn+1 = A+
yn
yn�k

; n = 0; 1; ::: (1.1.4)

tekrarl¬ dizisinin denge noktas¬n¬n global asimptotik kararl¬l¬¼g¬ için gerekli

koşullar¬elde etmi̧slerdir.

Berenhaut, Foley ve Stevíc 2005 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada A 2 (0;1); k 2

f2; 3; :::g ve pozitif başlang¬ç koşullar¬için (1.1.4) fark denklemine ili̧skin nice-

liksel özellikler vermi̧sler ve çözümlerin yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili baz¬sonuçlar elde

etmi̧slerdir.

Stevíc 2003 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda �n negatif olmayan, � pozitif say¬s¬na yak¬n-

sayan bir dizi, başlang¬ç koşullar¬key� pozitif reel say¬lar olmak üzere

xn+1 = �n +
xn�1
xn

; n = 0; 1; ::: (1.1.5)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬, global kararl¬l¬¼g¬n¬ve periy-

odikli¼gini incelemi̧stir.

Stevíc 2003 y¬l¬ndaki bir di¼ger çal¬̧smas¬nda �n negatif olmayan iki periyo-

dik bir dizi, başlang¬ç koşullar¬pozitif reel say¬lar olmak üzere, (1.1.5) fark

denkleminin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬k karakterini, sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬ve periy-

odikli¼gini incelemi̧stir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa 2003 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda � pozitif bir reel

say¬, p 2 [1;1) ve başlang¬ç koşullar¬x�1; x0 key� pozitif reel say¬lar olmak

üzere

xn+1 = �+
xpn�1
xpn

; n = 0; 1; ::: (1.1.6)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin lokal kararl¬l¬¼g¬n¬, sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬ve s¬n¬r-

l¬l¬k karakterini araşt¬rm¬̧slard¬r.

Stevíc 2005 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda, El-Owaidy ve arkadaşlar¬n¬n 2003 y¬l¬nda

yapt¬¼g¬çal¬̧smay¬daha da geli̧stirmi̧stir. Bu yapt¬¼g¬çal¬̧smada � pozitif bir reel
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say¬, p 2 (0; 1) ve başlang¬ç koşullar¬x�1; x0 key� pozitif reel say¬lar olmak

üzere (1.1.6) denkleminin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬, global çekicili¼gini,

sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬ve periyodikli¼gini incelemi̧stir.

Berenhaut ve Stevíc 2006 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda (1.1.6) fark denkleminin poz-

itif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬k karakterini, global asimptotik kararl¬l¬¼g¬n¬ve periyo-

dikli¼gini incelemi̧slerdir. Bu fark denkleminde �; p parametreleri ve başlang¬ç

koşullar¬n¬n pozitif reel say¬olduklar¬n¬varsaym¬̧slar ve çal¬̧sma sonucunda bu

denklemin çözümlerinin s¬n¬rs¬z, periyodik ve kararl¬olma şartlar¬n¬p parame-

tresine ba¼gl¬olarak elde etmi̧slerdir.

Schinas, Papaschinopoulos ve Stefanidou 2009 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda

�; p; q ve başlang¬ç koşullar¬pozitif reel say¬lar olmak üzere

xn+1 = �+
xpn�1
xqn

; n = 0; 1; ::: (1.1.7)

lineer olmayan fark denkleminin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬k karakterini, global

kararl¬l¬¼g¬n¬ve periyodikli¼gini incelemi̧slerdir.

Stevíc 2006 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smas¬nda, A; p ve başlang¬ç koşullar¬pozitif reel

say¬lar olmak üzere

xn+1 = A+
xpn
xpn�1

; n = 0; 1; ::: (1.1.8)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬, global çekicili¼gini ve periyo-

diklini çal¬̧sm¬̧st¬r.

Stevíc 2007 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smas¬nda, A; p; r ve başlang¬ç koşullar¬pozitif

reel say¬lar olmak üzere

xn+1 = A+
xpn
xrn�1

; n = 0; 1; ::: (1.1.9)

ve xn+1 = maxfA; xpn
xrn�1

g fark denklemlerinin pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬k

karakteri için önemli sonuçlar elde etmi̧stir.

Öcalan 2012 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada (1.1.2) denklemi için yar¬döngü analizi

yapm¬̧s, ve Ladas taraf¬ndan 1999 y¬l¬nda b¬rak¬lm¬̧s aç¬k probleme olumsuz

yan¬t vermi̧stir.
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Papaschinopoulos, Schinas ve Stefanidou 2011 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda

An pozitif s¬n¬rl¬bir dizi, p; q ve başlang¬ç koşullar¬pozitif reel say¬lar olmak

üzere

xn+1 = An +
xpn�1
xqn

; n = 0; 1; ::: (1.1.10)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin asimptotik davran¬̧slar¬n¬ve periyodik-

li¼gini incelemi̧slerdir.
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2. FARK DENKLEMLER·IYLE ·ILG·IL·I GENEL TANIMLAR

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili literatürde var olan genel tan¬m ve teo-

remler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1 (Fark Denklemi): n ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken ve buna ba¼g¬ml¬de¼gi̧sk-

ende y olmak üzere, ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ve ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken ile ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin

E(y); E2(y); E3(y); : : : ; En(y),. . . gibi farklar¬n¬içeren ba¼g¬nt¬lara Fark Den-

klemi denir (Kulenovíc and Ladas 2001).

Teorem 2.2: I reel say¬lar¬n herhangi bir alt aral¬¼g¬olmak üzere, f : I�I ! I

sürekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x�1; x0 2 I başlang¬ç

şartlar¬için

xn+1 = f(xn; xn�1) n = 0; 1; :::; (2.1.1)

denklemi bir tek fxng1n=�1 çözümüne sahiptir (Kulenovíc and Ladas 2001).

Tan¬m 2.3 (Denge Noktas¬): E¼ger x noktas¬ için (2.1.1) denkleminde

f(x; x) = x şart¬ sa¼glan¬yor ise x noktas¬na (2.1.1) denkleminin denge nok-

tas¬denir. E¼ger her n � 0 için x = xn ise, x�e f�nin sabit noktas¬denir (Elaydi

1996).

Tan¬m 2.4 (De¼gi̧smez (Sabit) Aral¬k): E¼ger her n > 0 için x�1; x0 2 J

iken xn 2 J olacak şekilde bir J � I alt aral¬¼g¬ varsa, bu aral¬¼ga (2.1.1)

denkleminin de¼gi̧smez (yada sabit) aral¬¼g¬denir (Kulenovíc and Ladas 2001).

Teorem 2.5: x, (2.1.1) denkleminin denge noktas¬olmak üzere:

i. E¼ger x�1; x0 2 I olmak üzere 8" > 0 için jx0 � xj+ jx�1 � xj < � iken

8n � 0 için jxn � xj < " olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa, x denge noktas¬

kararl¬d¬r denir.

ii. E¼ger x denge noktas¬kararl¬ve x�1; x0 2 I iken limn!1 xn = x olacak

şekilde, jx0 � xj + jx�1 � xj < 
 şart¬n¬sa¼glayan 
 > 0 say¬s¬varsa, x denge

noktas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r denir.

iii. E¼ger x�1; x0 2 I iken limn!1 xn = x ise, x denge noktas¬na çekici

nokta denir.

iv. E¼ger x denge noktas¬kararl¬ve çekici nokta ise, x denge noktas¬na

global asimptotik kararl¬d¬r denir.
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v. E¼ger x denge noktas¬kararl¬de¼gil ise, karars¬zd¬r denir.

vi. E¼ger x�1; x0 2 I iken jx0 � xj+ jx�1 � xj < r ve baz¬N � �1 say¬lar¬

için jxN � xj � r olacak şekilde bir r > 0 say¬s¬ varsa, x denge noktas¬na

repeller (geri itici nokta) denir (Kulenovíc and Ladas 2001).

Tan¬m 2.6 (p-periyot): E¼ger fxng dizisi için xn+p = xn ise, fxng dizisi p

periyotludur denir ve p bu şart¬ sa¼glayan en küçük pozitif tamsay¬d¬r denir

(Kulenovíc and Ladas 2001).

Tan¬m 2.7 (Er geç p-periyot): E¼ger fxng dizisinde sonlu say¬da terim hariç

tutuldu¼gunda, geriye kalan sonsuz say¬daki terim için xn+p = xn ise, fxng

dizisine er geç p periyotludur denir ve p bu şart¬sa¼glayan en küçük pozitif tam

say¬d¬r (Kulenovíc and Ladas 2001).

Tan¬m 2.8 (Lineer Denklem): (2.1.1) denkleminde f(xn; xn�1) fonksiy-

onunu f(u; v) şeklinde düşünelim:

r =
@f(x; x)

@u
s =

@f(x; x)

@v

olmak üzere

yn+1 = ryn + syn�1 (2.1.2)

denklemi elde edilir. Bu denkleme x denge noktas¬civar¬nda lineer denklem

denir.

(2.1.2) denkleminin karakteristik denklemi:

�2 � r�� s = 0 (2.1.3)

dir (Kulenovíc and Ladas 2001).

Teorem 2.9 (Lineer Kararl¬l¬k Teoremi):

i. E¼ger (2.1.3) denkleminin her iki köküde mutlak de¼gerce 1�den küçük

ise, x denge noktas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r.

ii. E¼ger (2.1.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak de¼gerce 1�den

büyük ise, x denge noktas¬karars¬zd¬r.

iii. (2.1.3) denkleminin her iki kökünün de mutlak de¼gerce 1�den küçük

olmas¬için gerek ve yeter şart

jrj < 1� s < 2
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olmas¬d¬r. Bu durumda, x denge noktas¬ lokal asimptotik kararl¬d¬r. Ayn¬

zamanda x sink (çukur nokta) diye de adland¬r¬l¬r.

iv. (2.1.3) denkleminin her iki kökünün de mutlak de¼gerce 1�den büyük

olmas¬için gerek ve yeter şart

jsj > 1 ve jrj < j1� sj

olmas¬d¬r. Bu durumda, x denge noktas¬repeller (geri itici nokta)�dir.

v. (2.1.3) denkleminin bir kökünün mutlak de¼gerce 1�den büyük, di¼ger

kökünün mutlak de¼gerce 1�den küçük olmas¬için gerek ve yeter şart

r2 + 4s > 0 ve jrj > j1� sj

olmas¬d¬r. Bu durumda x denge noktas¬karars¬zd¬r ve eyer noktas¬diye ad-

land¬r¬l¬r.

vi. (2.1.3) denkleminin bir kökünün mutlak de¼gerce 1�e eşit olmas¬için

gerek ve yeter şart

jrj = j1� sj veya s = �1 ve jrj � 2

olmas¬d¬r. Bu durumda x denge noktas¬na hiperbolik olmayan nokta denir.

(Kulenovíc and Ladas 2001).

Benzer şekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri için Teorem 2.9 aşa¼g¬daki

gibi genelleştirilebilir.

xn+1 = f(xn; xn�1; xn�2) n = 0; 1; :::; (2.1.4)

fark denklemini ele alal¬m.

(2.1.4) denkleminde f(xn; xn�1; xn�2) fonksiyonunu f(u; v; w) şeklinde düşüne-

lim:

r =
@f(x; x; x)

@u
s =

@f(x; x; x)

@v
t =

@f(x; x; x)

@w

olmak üzere,

yn+1 = ryn + syn�1 + tyn�2 (2.1.5)

denklemi elde edilir. Bu denkleme x denge noktas¬civar¬nda lineer denklem

denir.
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(2.1.5) denkleminin karakteristik denklemi:

�3 � r�2 � s�� t = 0 (2.1.6)

d¬r (Kulenovíc and Ladas 2001).

Teorem 2.10:

i. E¼ger (2.1.6) denkleminin bütün kökleri mutlak de¼gerce 1�den küçük ise,

x denge noktas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r.

ii. E¼ger (2.1.6) denkleminin bütün köklerinden en az biri mutlak de¼gerce

1�den büyük ise, x denge noktas¬karars¬zd¬r.

iii. (2.1.6) denkleminin bütün köklerinin mutlak de¼gerce 1�den küçük

olmas¬için gerek ve yeter şartlar

jr + tj < 1� s; jr � 3tj < 3 + s ve t2 � s� rt < 1

olmas¬d¬r. Bu durumda, x denge noktas¬lokal asimptotik karal¬d¬r (Kocíc and

Ladas 1993).

Tan¬m 2.11 (Pozitif Yar¬ Döngü): x; (2.1.1) denkleminin denge nok-

tas¬ve fxng1n=�1 de pozitif bir çözümü olsun. fxng1n=�1 çözümünün pozitif

yar¬döngüsü fxl; xl+1; : : : ; xmg terimlerinin art arda gelmesinden oluşur. Bu

dizinin bütün terimleri x�dan büyük veya eşit, l � �1 ve m � 1 öyle ki,

ya l = �1 veya l > �1 ve xl�1 < x

ve

ya m =1 veya m <1 ve xm+1 < x

d¬r (Kocíc and Ladas 1993).

Tan¬m 2.12 (Negatif Yar¬Döngü): x; (2.1.1) denkleminin denge nok-

tas¬ve fxng1n=�1 de pozitif bir çözümü olsun. fxng1n=�1 çözümünün negatif

yar¬döngüsü fxl; xl+1; : : : ; xmg terimlerinin art arda gelmesinden oluşur. Bu

dizinin bütün terimleri x�dan küçük, l � �1 ve m � 1 öyle ki,

ya l = �1 veya l > �1 ve xl�1 � x
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ve

ya m =1 veya m <1 ve xm+1 � x

d¬r (Kocíc and Ladas 1993).

Tan¬m 2.13 (S¬f¬r Civar¬nda Sal¬n¬ml¬l¬k): (2.1.1) denkleminin fxng1n=�1
çözümlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise, bu çözümlere s¬f¬r civar¬nda

sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde sal¬n¬ml¬de¼gildir denir (Kulenovíc and Ladas

2001).

Tan¬m 2.14 (x Denge Noktas¬Civar¬nda Sal¬n¬ml¬l¬k): x; (2.1.1) den-

kleminin denge noktas¬ve fxng1n=�1 de pozitif bir çözümü olmak üzere fxn�xg

dizisi sal¬n¬ml¬ise, fxng1n=�1 çözümüne x denge noktas¬civar¬nda sal¬n¬ml¬d¬r

denir. Aksi halde x denge noktas¬civar¬nda sal¬n¬ml¬de¼gildir denir (Kocíc and

Ladas 1993).

Tan¬m 2.15 (S¬n¬rl¬Dizi): fxng1n=�1 dizisinde 8n � �1 için P � xn � Q

olacak şekilde P ve Q pozitif say¬lar¬varsa, fxng1n=�1 dizine s¬n¬rl¬d¬r denir

(Kulenovic and Ladas 2001).

Teorem 2.16 (Clark Teoremi): a; b 2 R ve k 2 f1; 2; : : :g olsun. O zaman

zn+1 � azn + bzn�k = 0 n = 0; 1; :::;

fark denkleminin asimptotik karal¬l¬¼g¬için jaj+ jbj < 1 olmas¬yeterli bir koşul-

dur.

Buna ilaveten aşa¼g¬daki iki durumdan birinin do¼gru oldu¼gunu varsayal¬m.

i. k tek ve b < 0:

ii. k çift ve ab < 0:

Durumlar¬ndan birinin sa¼glanmas¬jaj+ jbj < 1 olmas¬için gerekli bir koşuldur

(Kocíc and Ladas, 1993).

Teorem 2.17: Varsayal¬m ki b > 0 ve k çift olsun. O zaman

zn+1 + bzn � bzn�k = 0 n = 0; 1; :::;

fark denkleminin asimptotik kararl¬l¬¼g¬için gerek ve yeter şart

b <
1

2 cos( �
k+2
)
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olmas¬d¬r (Kocíc and Ladas 1993).

Tan¬m 2.18 (Hiperbolik Nokta): E¼ger x noktas¬için (2.1.1) denkleminde

jf 0(x; x)j 6= 1 şart¬sa¼glan¬yor ise x denge noktas¬na (2.1.1) denkleminin hiper-

bolik noktas¬denir (Elaydi 1996).

Tan¬m 2.19 (Schwarzian Türevi): (1.0.1)�de tan¬mlanan bir f fonksiy-

onunun schwarzian türevi şu şekilde tan¬mlan¬r:

sf(x) =
f 000(x)

f 0(x)
� 3
2

�
f 00(x)

f 0(x)

�2
:

(Elaydi 1996).

Teorem 2.20: x; (1.0.1) denkleminin denge noktas¬olsun. (1.0.1) de tan¬m-

lanan f fonksiyonu sürekli ve diferensiyellenebilir olmak üzere durumlar¬do¼grudur.

i. E¼ger jf 0(x)j < 1 ise, o zaman x denge noktas¬asimptotik kararld¬r.

ii. E¼ger jf 0(x)j > 1 ise, o zaman x denge noktas¬karars¬zd¬r.

(Elaydi 1996).

Teorem 2.21: x; (1.0.1) denkleminin denge noktas¬ve f 0(x) = 1 için durum-

lar¬do¼grudur.

i. E¼ger f 00(x) 6= 0 ise, o zaman x denge noktas¬karas¬zd¬r.

ii. E¼ger f 00(x) = 0 ve f 000(x) > 0 ise, x denge noktas¬karas¬zd¬r.

iii. E¼ger f 00(x) = 0 ve f 000(x) < 0 ise, x denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

Burada f 000(x) = 0 olmas¬halinde teorem başar¬s¬z olur (Elaydi 1996).

Teorem 2.22: x; (1.0.1) denkleminin denge noktas¬ve f 0(x) = �1 olsun. O

halde

i. E¼ger sf(x) < 0 ise, o zaman x denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

ii. E¼ger sf(x) > 0 ise, o zaman x denge noktas¬karars¬zd¬r.

durumlar¬do¼grudur. Burada sf(x) = 0 olmas¬durumunda teorem başar¬s¬z

olur (Elaydi 1996).

Teorem 2.23:

xn+1 = g(xn; :::; xn�k); n = 0; 1; ::: (2.1.7)

fark denklemini düşünelim. g 2 C[(0;1)k+1; (0;1)] fonksiyonu her bir bileşeni

için artan olsun. Başlang¬ç koşullar¬ x�k; :::; x0 pozitif say¬lar olmak üzere,
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(2.1.7) denklemi tek bir pozitif denge noktas¬na sahip olsun.

h(x) = g(x; :::; x); x 2 (0;1) (2.1.8)

şeklinde tan¬mlanan ve

(h(x)� x)(x� x) < 0; x 6= x için

negatif feedback (geri besleme) özelli¼gini sa¼glayan h fonksiyonunu ele alal¬m. O

halde x; (2.1.7) denkleminin bütün pozitif çözümlerinin bir global çekicisidir.

Yani

lim
n!1

xn = x

d¬r.
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3. xn+1 = � + xn�1
xn

FARK DENKLEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN D·I-

NAM·I¼G·I

Bu bölümde � 2 [0;1) ve x�1; x0 başlang¬ç koşullar¬key� pozitif reel say¬lar

olmak üzere

xn+1 = �+
xn�1
xn

n = 0; 1; ::: (3.0.1)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin periyodikli¼gi, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, yar¬döngü anal-

izi ve global kararl¬l¬¼g¬çal¬̧s¬lacakt¬r.

Aç¬k bir şekilde görülür ki, (3.0.1) denkleminin tek denge noktas¬x = � + 1

dir. Bu bölümde, (3.0.1) denkleminin bütün pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬ola-

bilmesi için gerek ve yeter şart durumu � � 1 oldu¼gu. e¼ger � = 1 ise, o

zaman (3.0.1) denkleminin her pozitif çözümünün 2-periyodik çözümlere yak¬n-

sad¬¼g¬, � > 1 ise, o zaman (3.0.1) denkleminin x = � + 1 denge noktas¬n¬n

global asimptotik kararl¬oldu¼gu gösterilip, çözümlerin denge noktas¬civar¬n-

daki davran¬̧slar¬ayr¬nt¬l¬olarak incelenecektir.

(3.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬civar¬nda lineerleştirilmi̧s denklemi

yn+1 +
1

�+ 1
yn �

1

�+ 1
yn�1 = 0 n = 0; 1; :::; (3.0.2)

dir.

·Ileride i̧simize yarayacak baz¬önermeler vererek bu k¬sma başlayal¬m.

Önerme 3.1: fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin eninde sonunda sabit bir çözümü

olsun. O zaman

xn = �+ 1 n = �1; 0; :::;

aşikâr bir çözümdür (Elaydi 1996).

Önerme 3.2: fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin bir çözümü olsun ve L > �

olmak üzere aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

i. limn!1 x2n = L gerek ve yeter şart limn!1 x2n+1 =
L

(L��) .

ii. limn!1 x2n+1 = L gerek ve yeter şart limn!1 x2n =
L

(L��) .

Teorem 3.3: f : (0;1)� (0;1)! (0;1) sürekli bir fonksiyon olsun ve

xn+1 = f(xn; xn�1) (3.0.3)
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fark denklemini x�1; x0 2 (0;1) başlang¬ç koşullar¬alt¬nda düşünelim. Varsay-

al¬m ki f aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n;

(a) a < b olacak şekilde a; b pozitif say¬lar¬vard¬r, öyle ki

a � f(x; y) � b 8x; y 2 [a; b]:

(b) f(x; y) her bir y 2 [a; b] için x 2 [a; b] içinde artmayan ve f(x; y); her

bir x 2 [a; b] için y 2 [a; b] içinde azalmayan olsun.

(c) (3.0.3) denklemi, [a; b] içinde 2-asli periyotlu çözümlere sahip olmas¬n.

O zaman, [a; b] içinde (3.0.3) denkleminin tam olarak bir denge noktas¬vard¬r.

Buna ilaveten, (3.0.3) denkleminin [a; b] içinde her bir çözümü x�a yak¬nsar

(Kulenovíc et al. 1998).
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3.1 (3.0.1) Denklemi için Yar¬Döngü Analizi

Önerme 3.4: fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin tek yar¬döngüden oluşan pozitif

bir çözümü olsun. O zaman fxng1n=�1 monoton olarak x = � + 1 �e yak¬nsar

(Amleh et al. 1999).

·Ispat: Varsayal¬m ki, 0 < xn�1 < � + 1, n � 0 �lar için olsun. xn�1 � � + 1,

n � 0 �lar için olma durumu da benzerdir ve ihmal edilebilir.

0 < � +
xn�1
xn

= xn+1 < � + 1

ve böylece

0 < xn�1 < xn < � + 1

olur. Buradan fxng1n=�1, s¬n¬rl¬ve monoton oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla ispat

tamamlan¬r.

Önerme 3.5: fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin en az iki yar¬döngüden oluşan

pozitif bir çözümü olsun. O zaman fxng1n=�1 sal¬n¬ml¬d¬r. Dahas¬, ilk yar¬

döngünün olas¬ istinas¬ ile, her yar¬döngü bir uzunlu¼gundad¬r ve fxng1n=�1�

nin her bir terimi � �dan daha büyüktür ve ilk iki yar¬döngünün olas¬istisnas¬

ile hiçbir terim �+ 1 e eşit de¼gildir (Amleh et al. 1999).

·Ispat: Aşa¼g¬daki iki durumu düşünmek ispat için yetecektir.

i. Varsayal¬m ki, x�1 < � + 1 � x0 olsun. O zaman

x1 = �+
x�1
x0

< � + 1 ve x2 = �+
x0
x1
> � + 1:

ii. Varsayal¬m ki, x0 < �+1 � x�1 olsun. O zamanx1 = �+ x�1
x0
> �+1

ve x2 = �+ x0
x1
< � + 1:

Aşa¼g¬daki önerme, (3.0.1) denkleminin pozitif çözümlerinin limit davran¬̧slar¬na

karar vermekte yararl¬olacakt¬r.

Önerme 3.6: fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin pozitif bir çözümü olsun ve N �

0 için aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur (Amleh et al. 1999).

1. xN+1 > xN�1 () xN�1 � �xN � xN�1xN > 0:

2. xN+1 = xN�1 () xN�1 � �xN � xN�1xN = 0:
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3. xN+1 < xN�1 () xN�1 � �xN � xN�1xN < 0:
·Ispat: ·Ispat aşa¼g¬daki hesaplama ile kolayca yap¬labilir.

xN+1 � xN�1 = �+
xN�1
xN

� xN�1 =
�xN + xN�1 � xN�1xN

xN�1
:
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3.2 (3.0.1) Denkleminin S¬n¬rl¬l¬k Karakteri

Önerme 3.7: � > 1 durumunu düşünelim ve fxng1n=�1, (3.0.1) denklemi-

nin pozitif bir çözümü olsun. O zaman

�+
�� 1
�

� lim inf
n!1

xn � lim sup
n!1

xn �
�2

�� 1

durumu do¼grudur (Amleh et al. 1999).

·Ispat: Önerme 3.4 ve Önerme 3.5�i düşünelim. Varsayal¬m ki fxng1n=�1�nin

her yar¬döngüsü bir uzunlu¼gunda olsun. 8n � �1 için

� < xn � < x0 < � + 1 < x�1

dir. Biz ilk olarak gösterelim ki lim supn!1 xn � �2

��1 : Şunuda not edelim ki

x2n+1 = �+
x2n�1
x2n

< � +
x2n�1
�

dir. Şimdi

ym+1 = �+
1

�
ym m = 0; 1; :::

fark denklemini düşünecek olursak, bu fark denkleminin her bir çözümü �2

��1

say¬s¬na yak¬nsar. Dolay¬s¬yla lim supn!1 xn � �2

��1 oldu¼gu aç¬kca görülmek-

tedir.

Şimdi eşitsizli¼gin di¼ger taraf¬olan �+ ��1
�
� lim infn!1 xn k¬sm¬n¬gösterelim.

" > 0 olsun. N � 0 say¬s¬vard¬r, öyle ki 8n � N için

x2n�1 <
�2 + "

�� 1 :

O zaman

x2n = �+
x2n�2
x2n�1

> � + �
�� 1
�2 + "

=
�3 + �"+ �(�� 1)

�2 + "

ve buradan

lim inf
n!1

xn �
�3 + �"+ �(�� 1)

�2 + "

bulunur. " key� oldu¼gundan

lim inf
n!1

xn �
�3 + �(�� 1)

�2
= �+

�� 1
�

:

19



Teorem 3.8: 0 � � < 1 ve fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin bir çözümü olsun.

Öyle ki, 0 < x�1 � 1 ve x0 � 1
1�� başlang¬ç koşullar¬n¬ alal¬m. O zaman

aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

1. limn!1 x2n =1:

2. limn!1 x2n+1 = � (Amleh et al. 1999).

·Ispat: Not edelim ki, 1=(1� �) > �+ 1 ve bu yüzden x0 > �+ 1. x1 2 (�; 1]

ve x2 � �+ x0 durumlar¬n¬göstermek yeterli olacakt¬r.

x1 = �+
x�1
x0

> �

d¬r. Ayn¬zamanda

x1 = �+
x�1
x0

� x1 = �+
1

x0
� �+ (1� �) = 1

ve bu yüzden x1 2 (�; 1]. Dolay¬s¬yla x2 = �+ x0
x�1

� �+ x0. Tümevar¬mla

lim
n!1

x2n =1

oldu¼gu kolayca görülür.

x2n+1 = �+
x2n�1
x2n

oldu¼gundan, eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n n!1 için limiti al¬n¬rsa

lim
n!1

x2n+1 = �

durumuda gösterilmi̧s olur. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.
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3.3 (3.0.1) Denkleminin Periyodiklik Do¼gas¬

Önerme 3.9: Aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

i. (3.0.1) denklemi 2-asli periyotlu çözümlere sahiptir gerek ve yeter şart

� = 1 dir.

ii. Varsayal¬m ki, � = 1 olsun. fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin bir çözümü

olsun. O zaman fxng1n=�1, 2�periyodu ile periyodiktir gerek ve yeter şart

x�1 6= 1 ve x0 = x�1
x�1�1 olmas¬d¬r (Amleh et al. 1999).

·Ispat:

i. Varsayal¬m ki

:::; x; y; x; y; :::

x; y 2 (0;1) olmak üzere, (3.0.1) denkleminin 2�periyodik bir çözümü olsun.

O halde aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glanmak zorundad¬r;

x = �+
x

y
ve y = �+

y

x
:

Buradan

x =
�y

y � 1 ;

y =
�x

x� 1
elde edilir. Yukar¬daki eşitliklerden

x =
�
�
�x
x�1
��

�x
x�1
�
� 1

;

ve buradan

x(�� 1) = (�+ 1)(�� 1)

durumu elde edilir. Bu eşitlik � = 1 durumunda 8x 2 (0;1) için sa¼glan¬r.

� 6= 1 oldu¼gunda ise x = � + 1 aşikar çözümü olur. O halde aç¬k bir şekilde

görülür ki çözüm

:::; x;
x

x� 1 ; x;
x

x� 1 ; :::

formundad¬r.
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ii. Varsayal¬m ki x�1 6= 1 ve x0 = x�1
x�1�1 olsun. O halde

x1 = 1 +
x�1
x�1
x�1�1

= x�1

ve

x2 = 1 +
x0
x0
x0�1

= x0

olur. O halde n � �1 için aç¬kca xn+2 = xn oldu¼gu görülür. Şimdi, varsayal¬m

ki x1 = 	; x2 = 	
	�1 olsun. (3.0.1) denkleminden aç¬k bir biçimde görülür ki

x�1 6= 1 ve x0 = x�1
x�1�1 olmal¬d¬r.

·Ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.10: � = 1 ve fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin pozitif bir çözümü

olsun. Varsayal¬m ki, fxng1n=�1 en az iki yar¬döngüden oluşsun. O zaman

fxng1n=�1 (3.0.1) denkleminin 2-prime (asli) periyotlu bir çözümüne yak¬nsar

(Amleh et al. 1999).

·Ispat: Varsayal¬m ki, fxng1n=�1 en az iki yar¬döngüden oluşsun. Önerme 3.5

�den biliyoruz ki, fxng1n=�1 sal¬n¬ml¬d¬r. ·Ilk yar¬döngünün istisnas¬ile her yar¬

döngü bir uzunlu¼gundad¬r. Ayr¬ca fxng1n=�1 �nin her bir terimi � = 1 �den

büyüktür. n � 0 için

xn + xn+1 � xnxn+1 =
xn�1 + xn � xnxn�1

xn
< xn�1 + xn � xnxn�1:

Dolay¬s¬yla

xn+1 � xn�1 < xn(xn+1 � xn�1)

d¬r. Burada xn > 1 oldu¼gundan

xn+1 > xn�1

bulunur. Dolay¬s¬yla Önerme 3.6�dan aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

(a) Varsayal¬m ki x�1 < x1 olsun. O zaman

x�1 < x1 < ::: < x2n+1 < :::

x0 < x2 < ::: < x2n < :::

bulunur.
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(b) Varsayal¬m ki x�1 = x1 olsun. O zaman

x�1 = x1 = ::: = x2n+1 = :::

x0 = x2 = ::: = x2n = :::

bulunur.

(c) Varsayal¬m ki x�1 > x1 olsun. O zaman

x�1 > x1 > ::: > x2n+1 > ::

x0 > x2 > ::: > x2n > :::

bulunur. ·Ispat Önerme 3.2 takip edilerek ispat sonlan¬r.
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3.4 (3.0.1) Denkleminin Global Asimptotik Kararl¬l¬¼g¬

Önerme 3.11: Aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

i. E¼ger � > 1 ise, (3.0.1) denkleminin x = � + 1 denge noktas¬ lokal

asimptotik kararl¬d¬r.

ii. E¼ger 0 � � < 1 ise, (3.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬kararl¬

de¼gildir (Asl¬nda o bir eyer noktas¬olur) (Amleh et al. 1999).

·Ispat:

i. Lineer kararl¬l¬k teoremi ve (3.0.2)�den���� �1�+ 1

���� < 1� 1

�+ 1
< 2

şart¬n¬n sa¼glanmas¬ durumunda (3.0.1) denkleminin x = � + 1 denge nok-

tas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r diyebiliriz. � 2 [0;1) oldu¼gundan yukar¬daki

eşitsizlik
1

�+ 1
<

�

�+ 1
< 2

olarak yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin

� > 1

oldu¼gunda sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. O halde � > 1 için, (3.0.1) denkleminin x = �+1

denge noktas¬lokal asimptotik kararl¬olur.

ii. Kararl¬olmayan noktaya karars¬zd¬r denir. Dolay¬s¬yla 0 � � < 1 için

(3.0.1) denkleminin x = �+ 1 denge noktas¬n¬n kararl¬olmad¬¼g¬i�den aç¬k bir

biçimde görülmektedir.

Teorem 3.12: � > 1 olsun. O zaman (3.0.1) denkleminin x = � + 1 denge

noktas¬global asimptotik kararl¬d¬r (Amleh et al. 1999).

·Ispat : Önerme 3.11�den (3.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬n¬n lokal

asimptotik kararl¬oldu¼gunu biliyoruz. fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin pozitif

bir çözümü olsun. O halde xn çözümlerinin (3.0.1) denkleminin bir global

çekicisi oldu¼gunu, yani

lim
n!1

xn = x = �+ 1
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oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x; y 2 (0;1) için f : (0;1)! (0;1)

f(x; y) = �+
y

x

şeklinde tan¬ml¬sürekli f sürekli fonksiyonunu düşünelim. f , her bir y 2 (0;1)

için, x 2 (0;1) içinde azalan ve f , her bir x 2 (0;1) için, y 2 (0;1) içinde

artand¬r. Önerme 3.9 ile (3.0.1) denkleminin 2-periyodu ile periyodik hiçbir

çözümü yoktur. " > 0 say¬s¬için

a = � ve b =
�2 + "

�� 1

alal¬m. Burada,

f

�
�2 + "

�� 1 ; �
�
= �+ �

�
�2 + "

�� 1

�
> �

ve

f

�
�;
�2 + "

�� 1

�
= �+

1

�

�
�2 + "

�� 1

�
=
�3 + "

�2 � � <
�3 + �"

�2 � � =
�2 + "

�� 1 :

Dolay¬s¬yla

� < f(x; y) <
�2 + "

�� 1 8x; y 2
�
�;
�2 + "

�� 1

�
:

Önerme 3.7 ile

� < � +
�� 1
�

� lim inf
n!1

xn � lim sup
n!1

xn �
�2

�� 1 <
�2 + "

�� 1 :

Bu yüzden Teorem 3.3 ile

lim
n!1

xn = x = �+ 1

dir. ·Ispat tamamlan¬r.

Son olarak, son zamanlarda (3.0.1) denkleminin yar¬döngü analizi ile ilgili elde

edilen yeni bir sonucu verece¼giz. Bu teoremde çözümlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, kararl¬l¬¼g¬

ve periyodikli¼gi kompakt bir şekilde kullan¬ld¬¼g¬ndan bu teoremi en son olarak

vermeyi uygun bulduk. Öcalan (3.0.1) denkleminin yar¬döngü analizinde çok

önemli bir sonuç elde etti. Şimdi bu teoremi aşa¼g¬da ele alal¬m.

Teorem 3.13: Varsayal¬m ki fxng1n=�1, (3.0.1) denkleminin pozitif bir çözümü
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olsun. O halde fxng1n=�1; hiçbir zaman aşikar olmayan tek yar¬ döngüden

oluşmaz (Öcalan 2012).

·Ispat: ·Ispat¬üç durumda düşünmek yeterli olacakt¬r.

Durum 1: � > 1 olsun. Bu durumda Teorem 3.12�den biliyoruz ki (3.0.1)

denkleminin x = �+ 1 denge noktas¬global asimptotik kararl¬d¬r. Dolay¬s¬yla

limn!1 xn = x = � + 1 olmal¬d¬r. Buradan diyebiliriz ki en az bir m 2 N

vard¬r, öyle ki, e¼ger x2m�1 > x2m+1 > � + 1 (di¼ger olas¬l¬klar benzerdir ve

ihmal edilebilir) ise, o zaman

x2m =
x2m�1

x2m+1 � �
: (3.0.4)

limn!1 xn = x = � + 1 oldu¼gundan, " key� pozitif bir say¬ olmak üzere

x2m�1 = �+1+2" ve x2m+1 = �+1+" olarak seçebiliriz. O zaman (3.0.4)�den

x2m < � + 1 elde ederiz. Dolay¬s¬yla Önerme 3.5�den fxng1n=�1, sal¬n¬ml¬d¬r

ve her yar¬döngü bir uzunlu¼gundad¬r. Sonuç olarak, fxng1n=�1 tek bir yar¬

döngüden oluşmaz.

Durum 2: � < 1 olsun. Teorem 3.8�dan biliyoruz ki bu durumda (3.0.1)

s¬n¬rs¬z çözümlere sahiptir. Varsayal¬m ki limn!1 x2n =1 ve limn!1 x2n+1 =

� olsun (limn!1 x2n = � ve limn!1 x2n+1 = 1 olma durumu benzerdir).

Dolay¬s¬yla aç¬k şekilde görülür ki fxng1n=�1 tek bir yar¬döngüden oluşmaz.

Varsayal¬m ki limn!1 x2n = 1 ve limn!1 x2n+1 = 1 olsun. O zaman Ön-

erme 3.4 ile çeli̧ski bulmuş oluruz.

Son olarak � < 1 ve fxng1n=�1; s¬n¬rl¬ bir çözüm olsun. E¼ger fxng1n=�1;

aşikar olmayan tek bir yar¬döngüden oluşuyorsa, Önerme 3.4 ile diyebiliriz

ki, fxng1n=�1, x�a yak¬nsar. Ancak bu durumda (3.0.1) denkleminin x denge

noktas¬ karars¬zd¬r. Bu bir çeli̧skidir. Sonuç olarak fxng1n=�1 tek bir yar¬

döngüye sahip de¼gildir.

Durum 3: � = 1 olsun. O zaman Önerme 3.10�den biliyoruz ki (3.0.1)

denkleminin her çözümü iki periyodik bir çözüme yak¬nsar. O halde ispat¬iki

alt durum için inceleyelim.

(a) Varsayal¬m ki limn!1 x2n = L > 2 olsun. O zaman Önerme 3.2�den

limn!1 x2n+1 =
L

L�� < 2: Dolay¬s¬yla fxng1n=�1; tek bir yar¬döngüden oluş-
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maz.

(b) Varsayal¬m ki limn!1 xn = 2 olsun. Bu durumda, Durum 1�e tekrar

geri döneriz ve fxng1n=�1, sal¬n¬ml¬ oldu¼gu ve her yar¬ döngünün bir uzun-

lu¼gunda oldu¼gu elde edilir.

Sonuç olarak (3.0.1) denkleminin herhangi pozitif bir çözümü olan fxng1n=�1
hiçbir zaman tek bir yar¬döngüden oluşmaz.

Dahas¬

xn+1 = 1 +
xn�1
xn

; n = 0; 1; ::: (3.0.5)

denkleminin 2�ye yak¬nsayan hiçbir pozitif çözüme sahip olmad¬¼g¬n¬söyleyebil-

iriz. Çünkü, Teorem 3.10�den biliyoruz ki, e¼ger fx2ng1n=�1 artan ise, o zaman

fx2n+1g1n=�1�de artand¬r. E¼ger fx2ng1n=�1 azalan ise, o zaman fx2n+1g1n=�1�de

azaland¬r.

Dolay¬s¬yla yukar¬daki fark denkleminin pozitif çözümü olan fxng1n=�1 hiçbir

zaman 2�ye yak¬nsamaz.
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4. xn+1 = � +
xpn�1
xpn

FARK DENKLEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN D·I-

NAM·I¼G·I

Bu bölümde � 2 [0;1); p 2 (0;1) ve x�1; x0 başlang¬ç koşullar¬key� pozitif

reel say¬lar olmak üzere

xn+1 = �+
xpn�1
xpn

n = 0; 1; ::: (4.0.1)

fark denkleminin pozitif çözümlerinin periyodikli¼gi, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, yar¬döngü anal-

izi ve global kararl¬l¬¼g¬çal¬̧s¬lacakt¬r.

Aç¬k bir şekilde görülür ki, (4.0.1) denkleminin tek denge noktas¬x = �+1 dir.

Biz gösterece¼giz ki, (4.0.1) denkleminin bütün pozitif çözümlerinin s¬n¬rl¬ola-

bilmesi için gerek ve yeter şart durumu p 2 (0; 1) olmas¬d¬r. E¼ger p 2 (�+12 ; 1)

ise, o zaman (4.0.1) denkleminin her pozitif çözümü 2-periyodik çözümlere

yak¬nsar. p � minf1; �+1
2
g ise, o zaman (4.0.1) denkleminin bütün çözümleri

x = � + 1 denge noktas¬na yak¬nsar. p < �+1
2
oldu¼gunda, (4.0.1) denkleminin

x = � + 1 denge noktas¬kararl¬d¬r. p > 1 ise, (4.0.1) denkleminin s¬n¬rs¬z

çözümleri mevcuttur.

(4.0.1) denklemine ili̧skin lineer denklem,

(�+ 1)zn + pzn�1 � pzn�2 = 0 (4.0.2)

dir. (4.0.2) denkleminin karakteristik denklemi:

�2 +
p

(�+ 1)
�� p

(�+ 1)
= 0 (4.0.3)

dir.

Bolzano Weierstrass Teoremi: R�de s¬n¬rl¬ her dizinin yak¬nsak bir alt

dizisi vard¬r.

Önerme 4.1: (4.0.7) denklemini pozitif başlang¬ç koşullar¬x�k; :::; x0, � 2

[0;1), k 2 N, f negatif olmayan fonksiyon, [0;1) aral¬¼g¬nda kuvvetli biçimde

artan ve f(1) = 1 olmak üzere ele alal¬m. Bu koşullar alt¬nda (4.0.7) denklemi

k-periyodlu aşikar olmayan periyodik çözüme sahip de¼gildir (asli periyot ol-

mas¬şart de¼gil) (Stevíc 2005).
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Teorem 4.2:

xn+1 = �+ f

�
xn�k
xn

�
; n = 0; 1; 2; ::: (4.0.4)

pozitif başlang¬ç koşullar¬ x�k; :::x0; � 2 [0;1); k 2 N ve f negatif olmayan

bir fonksiyon, [0;1) aral¬¼g¬nda kuvvetli şekilde artan ve f(1) = 1 koşulunu

sa¼glayan fark denklemini düşünelim. fxng1n=�k, (4.0.4) denkleminin sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözümü olsun. O zaman (xn); x = �+1 �e yak¬nsar (Stevíc 2005).

·Ispat: 8n 2 N için xn � �+ 1 oldu¼gunu kabul edebiliriz. xn < �+ 1;8n 2 N

durumu benzerdir ve ihmal edilebilir. xn+1 = � +
xn�k
xn

veya p pozitif bir say¬

olmak üzere xn+1 = �+
�
xn�k
xn

�p
şeklindeki denklemler için

xn+1 = �+ f

�
xn�k
xn

�
� �+ 1

durumuna sahibiz. Çünkü f artand¬r.

�+ 1 � xn � xn�k; n = 1; 2; ::: (4.0.5)

oldu¼gundan fxng1n=�k, s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla BolzanoWeierstrass Teoreminden

sonlu lim
m!1

xmk+i = pi; i = 1; 2; :::; k vard¬r ve p1; p2; :::; pk (4.0.4) denkleminin

k- periyodlu periyodik bir çözümüdür. Önerme 4.1 ile p1 = p2 = ::: = pk

oldu¼gu elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.3: � = 1 olsun ve fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir çözümü olsun.

E¼ger fxng1n=�1 tek bir yar¬döngüden oluşmuş ise, o zaman fxng1n=�1 monoton

olarak x = 2�e yak¬nsar (El-Owaidy et al. 2003).

Önerme 4.4: fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir çözümü olsun. O zaman

fx2ng ve fx2n+1g eninde sonunda monotondur (Berenhaut and Stevíc 2006).
·Ispat: zn = xn�� dönüşümü yard¬m¬ile oluşan fzig dizisini düşünmek yeterli

olacakt¬r.

fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir çözümü olsun.

rn = f
1; zn

zn�2
� 1

0; d:h:
(4.0.6)

fr2ig; fr2i+1g�in sabit oldu¼gunu göstermek yeterlidir.
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h(x) = (x + �)p fonksiyonunu düşünelim. h artand¬r ve aşa¼g¬daki eşitlik elde

edilir.
zn
zn�2

=
h(zn�2)h(zn�3)

h(zn�1)h(zn�4)
=
h(zn�2)h(zn�3)

h(zn�4)h(zn�1)
(4.0.7)

E¼ger rn�2 = 1 ve rn�1 = 0 ise (4.0.6) ile ve h�nin monotonlu¼gu ile zn
zn�2

� 1

olur ve dolay¬s¬yla rn = 1 olur. Benzer şekilde e¼ger rn�2 = 0 ve rn�1 = 1 ise,

o zaman rn = 0 olur. Dolay¬s¬yla rn0 6= rn0+1; n0 � 0 oldu¼gundan frn0+2ig ve

frn0+2i+1g arzu edildi¼gi gibi ikiside sabit olur. Bu da teorem içindeki ifadeyi

tasdik eder. Aksi takdirde frig; i � 0 kendisi sabit bir dizidir ve sonuç tekrar

sa¼glan¬r. ·Ispat tamamlan¬r.
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4.1 (4.0.1) Denklemi için Yar¬Döngü Analizi

Teorem 4.5: fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir tek yar¬ döngüden oluşan

pozitif bir çözümü olsun. O zaman fxng1n=�1 monoton olarak x = �+1 denge

noktas¬na yak¬nsar (El-Owaidy et al. 2003).

·Ispat: Varsayal¬m ki, 0 < xn�1 < � + 1, n � 0 �lar için olsun. xn�1 � � + 1,

n � 0 �lar için olma durumu da benzerdir ve ihmal edilebilir.

0 < � +
xpn�1
xpn

= xn+1 < � + 1 n = 0; 1; :::;

ve böylece

0 < xn�1 < xn < � + 1

olur. Buradan fxng1n=�1, s¬n¬rl¬ve monoton oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla ispat

tamamlan¬r.

Teorem 4.6: fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin en az iki yar¬döngüden oluşan

pozitif bir çözümü olsun. O zaman fxng1n=�1 sal¬n¬ml¬d¬r. Dahas¬, ilk yar¬

döngünün olas¬istinas¬ile, her yar¬döngü bir uzunlu¼gundad¬r ve ilk iki yar¬

döngünün olas¬ istisnas¬ fxng1n=�1�in hiçbir terim � + 1 e eşit de¼gildir (El-

Owaidy et al. 2003).

·Ispat: Aşa¼g¬daki iki durumu düşünmek ispat için yetecektir.

i. Varsayal¬m ki, xN�1 < �+1 � xN ; baz¬N � 0�lar için olsun. O zaman

xN+1 = �+
xpN�1
xpN

< � + 1 ve xN+2 = �+
xpN
xpN+1

> � + 1:

Böylece,

xN+1 < � + 1 < xN+2:

ii. Varsayal¬m ki, xN < �+1 � xN�1; baz¬N � 0�lar için olsun. O zaman

xN+1 = �+
xpN�1
xpN

> � + 1 ve xN+2 = �+
xpN
xpN+1

< � + 1:

Böylece,

xN+2 < � + 1 < xN+1:

·Ispat tamamlan¬r.
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Sonuç 4.7: (4.0.4) denklemii k = 1; x0 ve x�1 pozitif başlang¬ç koşullar¬,

� 2 [0;1) ve f fonksiyonu negatif olmayan, [0;1) aral¬¼g¬nda kuvvetli şekilde

artan ve f(1) = 1 durumlar¬na sahip olsun. fxng1n=�1, tek yar¬ döngüden

oluşan bir çözümü olsun. O zaman fxng1n=�1 monoton olarak x = � + 1�e

yak¬nsar (Stevíc 2005).

·Ispat: Teorem 4.2�nin direkt bir sonucudur ve (4.0.5) eşitsizli¼ginde k = 1

al¬n¬r.
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4.2 (4.0.1) Denkleminin S¬n¬rl¬l¬k Karakteri

Teorem 4.8: (4.0.1) denklemi için p 2 (0; 1) ise, o zaman (4.0.1) denkleminin

her pozitif çözümleri s¬n¬rl¬d¬r (Stevíc 2005).

·Ispat: Teorem 4.2�den dolay¬, (4.0.1) denkleminin fxng1n=�1 çözümünün sal¬n¬ml¬

oldu¼gunu varsayal¬m. Çünkü (4.0.1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan her çözümü

yak¬nsakt¬r. Teorem 4.6 ile çözüm, birinci yar¬döngünün olas¬istisnas¬ile bir

uzunlu¼gunda yar¬döngülere sahiptir. Dolay¬s¬yla

x2n 2 (�; �+ 1] ve x2n+1 � �+ 1 8n 2 N

oldu¼gunu varsayal¬m.

x2n+1 2 (�; �+ 1] ve x2n � �+ 1 8n 2 N

olma durumu benzerdir ve ispat¬ihmal edilebilir.

x2n+1 = �+
xp2n�1
xp2n

� �+ x
p
2n�1
�p

; n 2 N: (4.2.1)

fyng1n=�1,

yn+1 = �+
ypn
�p
; y1 = x1

fark denkleminin bir çözümü olsun. (4.2.1)�den tümevar¬mla

x2n�1 � yn; n 2 N

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla, fyng1n=�1 dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstermek

ka�dir.

f(x) = �+
xp

�p
; x 2 (0;1)

fonksiyonu p 2 (0; 1) için artan ve konkav oldu¼gundan,

(f(x)� x)(x� x) < 0; x 2 (0;1)

koşulunu sa¼glayan f vard¬r ve f(x) = x�i sa¼glayan denkleminin x biricik sabit

noktas¬vard¬r.

Buradan şunu görmek kolayd¬r ki, e¼ger y1 2 (0; x) ise, dizi azalmayan ve x
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üstten s¬n¬rl¬d¬r. E¼ger y1 � x ise, dizi azalmayand¬r ve x alttan s¬n¬rl¬d¬r.

Dolay¬s¬yla 8y1 2 (0;1) için dizi s¬n¬rl¬d¬r. ·Ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.9: 0 � � < 1 olsun. fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir çözümü

öyle ki başlang¬ç koşullar¬

0 < x�1 � 1 ve x0 �
1

(1� �)1=p

olsun. O zaman aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

i. limn!1 x2n =1:

ii. limn!1 x2n+1 = � (El-Owaidy et al. 2003).

·Ispat: 0 � � < 1 oldu¼gundan

�+ 1 � 1

(1� �)

d¬r. Dolay¬s¬yla

�+ 1 � xp0

olur.

x1 = �+
xp�1
xp0

� �+ 1

xp0
� �+ 1

1
(1��)

� 1

ve

x1 = �+
xp�1
xp0

> �:

Böylece

x1 2 (�; 1]

olur. Benzer şekilde

x2 = �+
xp0
xp1
� �+ xp0:

x3 = �+
xp1
xp2
� �+ 1

(�+ xp0)
p
� �+ 1

�+ xp0
� �+ 1

xp0
� �+ 1

1
(1��)

� 1:

Böylece

x3 2 (�; 1]:

Ayr¬ca

x4 = �+
xp2
xp3
� �+ xp2 � �+ (�+ x

p
0)
p � �+ (�+ xp0) � 2�+ x

p
0:

34



Böylece

x4 � 2�+ xp0

oldu¼gu görülür. Tümevar¬mla

x2n � n� + xp0

ve

� < x2n+1 < 1 n = 0; 1; :::; :

Böylece

lim
n!1

x2n =1

ve

lim
n!1

xp2n�1
xp2n

= 0:

Dolay¬s¬yla

lim
n!1

x2n+1 = �+ lim
n!1

xp2n�1
xp2n

= �:

Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.10: (4.0.1) denkleminde p � 1 ve � = 0 olsun. fxng1n=�1, (4.0.1)

denkleminin bir çözümü olsun öyleki 0 < x� 1 � 1 ve x0 � 1
1�" ; " 2 (0; 1) d¬r.

O zaman

lim
n!1

x2n =1 ve lim
n!1

x2n+1 = 0

d¬r (Stevíc 2005).

·Ispat:

0 < x1 =
xp�1
xp0

� 1

xp0
� 1

ve böylelikle x1 2 (0; 1] d¬r.

Dahas¬

x2 =
xp0
xp1
� xp0

ve

0 < x3 =
xp1
xp2
� 1

xp2
� 1

[xpo]
2 �

1

xp0
� 1

35



Dolay¬s¬yla x3 2 (0; 1] d¬r. Ayn¬zamanda

x4 =
xp2
xp3
� xp2 � [x

p
0]
p = [xp0]

2

d¬r.

Tümevar¬mla, şu elde edilir.

x2n � xp
n

0 ve 0 < x2n+1 � 1:

x0 � 1=1� ", " 2 (0; 1) oldu¼gu için, aşa¼g¬daki durum elde edilir.

lim
n!1

x2n =1 ve lim
n!1

x2n+1 = 0:

Sonuç 4.11: Not edelim ki � = 0 oldu¼gunda, pozitif başlang¬ç koşullar¬ile

(4.0.1) denklemi yn = ln xn de¼gi̧sikli¼gi ile çözülebilir. Asl¬nda, bu durumda

(4.0.1) denklemi

yn+1 + pyn � pyn�1 = 0 n = 0; 1; :::;

ikinci mertebeden lineer fark denklemine dönüşür. Bu denklemin genel çözüm-

leri

yn =
�2y0 � y�1
�2 � �1

�n1 +
y1 � �1y0
�2 � �1

�2 � �n2 ;

burada

�1;2 =
�p�

p
p2 + 4p

2

dir. (4.0.1) denkleminin bir çözümü s¬n¬rs¬zd¬r , xp�1 6= x��20 (Stevíc 2005).

Teorem 4.12: (4.0.1) denklemini ele alal¬m. E¼ger

p > 1

ise, o zaman denklemin s¬n¬rs¬z çözümleri mevcuttur (Berenhaut and Stevíc

2006).

·Ispat: zn = xn � � de¼gi̧sken de¼gi̧simi (4.0.1) denklemine uygulan¬rsa

zn =

�
�+ zn�2
�+ zn�1

�p
(4.1.2)
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haline dönüşür.

(4.1.2) denkleminin s¬n¬rs¬z çözümlere sahip oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z ki bu du-

rumda (4.0.1) denkleminin s¬n¬rs¬z çözümlere sahip oldu¼gunu gerçeklenir.

" 2 (0; 1) yeterince küçük bir say¬olsun ve aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glas¬n.�
�+ 1

"

�+ "

�p�1
1

�+ "
> 1 (4.1.3)

�
�+ "

1 + 1
"

�p
< " (4.1.4)

p > 1 oldu¼gundan böyle bir " say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬göstermek zor de¼gildir.

Burada başlang¬ç koşullar¬n¬da z�2 > 1
"
ve z�1 2 (0; ") alal¬m.

z0 =

�
�+ z�2
�+ z�1

�p
=

�
�+ z�2
�+ z�1

�p�1�
�+ z�2
�+ z�1

�
(4.1.5)

>

�
�+ 1

"

�+ "

�p�1�
�+ z�2
�+ "

�
>

�
�+ 1

"

�+ "

�p�1
1

�+ "
z�2 >

1

"

(4.1.4) denklemi kullan¬larak söylenebilir ki,

z1 =

�
�+ z�1
�+ z0

�p
<

�
�+ "

�+ 1
"

�p
< " (4.1.6)

z2 =

�
�+ z0
�+ z1

�p
>

�
�+ z0
�+ z1

�p�1�
�+ z0
�+ "

�p
(4.1.7)

>

�
�+ 1

"

�+ "

�p�1
1

�+ "
z0 >

"�
�+ 1

"

�+ "

�p�1
1

�+ "

#2
z�2

Dolay¬s¬yla tümear¬mla

z2l >

"�
�+ 1

"

�+ "

�p�1
1

�+ "

#l+1
z�2 ve zi < "; i tek (4.1.8)

(4.1.8)�de l!1 için ve (4.1.3)�den lim
{!1

z2l =1 elde edilir. ·Ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.13: Şunu not edelim ki Teorem 4.13�ün koşullar¬aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glar.

lim
i!1

y2i =1 ve lim
i!1

y2i+1 = �:

(Berenhaut and Stevíc 2006).
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4.3 (4.0.1) Denkleminin Periyodiklik Do¼gas¬

Önerme 4.14: �; p 2 (0;1) ve p 6= 1 olsun. O halde (4.0.1) denklemi iki

prime (asli) periyodlu çözüme sahiptir gerek ve yeter şart 1 < p < �+1
2
veya

�+1
2
< p < 1 olmas¬d¬r (Berenhaut and Stevíc 2006).

·Ispat: (4.0.1) denklemi 2 prime (asli) peryiyodlu çözüme sahipse, çözümler

x; y; x; y; :::; x; y; :::

şeklindedir ve

x = �+

�
x

y

�p
ve y = �+

�y
x

�p
(4.2.1)

sa¼glan¬r. Buradan,

y = �+
1

x� � ve x; y > � (4.2.2)

d¬r. Dolay¬s¬yla

x = �+

 
x

�+ 1
x��

!p
(4.2.3)

olur. Bu denklem düzenlenirse

(x� �)1�p =
�

x

�(x� �+ 1)

�p
elde edilir. Buradan p 2 (0; 1) için

lim
x!�+

(x� �)1�p
xp

(�(x��)+1)p
= 0

ve

lim
x!1

(x� �)1�p
xp

(�(x��)+1)p
=1

oldu¼gu kolayca görülebilir. Dolay¬s¬yla f fonksiyonunun süreklili¼ginden

f(x) =
(x� �)1�p

xp

(�(x��)+1)p

dir. Dolay¬s¬yla, (4.2.3) denklemi (�;1) aral¬¼g¬nda bir tek çözüme sahiptir.

x = � + 1 aşikar bir çözüm oldu¼gundan, iki prime (asli) periyodlu çözümler

için baz¬koşullar alt¬nda (4.2.3) denkleminin birden daha çok çözümü olmas¬n¬

gerektirir. (4.2.3) denklemi

F (x) = (1� p) ln(x� �)� p lnx+ p ln(�x+ 1� �2) = 0 (4.2.4)
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denklemine eşittir.

·Ilk olarak p 2 (0; 1) oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda,

F (�+ 0) = �1; F (x) = 0 (4.2.5)

ve

F 0(x) =
�+ 1� 2p
�+ 1

(4.2.6)

d¬r. Dolay¬s¬yla

F 0(x) < 0() p >
�+ 1

2
ve p < 1 (4.2.7)

d¬r.

(4.2.5) ve (4.2.7) denklemlerinden F; (�; �+1) aral¬¼g¬nda bir x0 s¬f¬r¬na sahiptir

ve y0 = � + 1
��x0 > � d¬r. Bu durum (4.0.1) denkleminin 2 prime (asli)

periyodlu çözüme sahip olmas¬n¬garantiler. Burada not edelim ki p 2 (0; 1
2
)

ve � 2 (0; 1) için F 0(x) > 0; x > � için (4.2.3) denkleminin bir tek x = � + 1

çözümüne sahip oldu¼gunu gösterir,

Şimdi F 0(x)�in pay¬n¬düşünürsek

g(x) = (1� p)�x2 + (1� 2p)(1� �2)x+ p�(2� �2) (4.2.8)

(4.2.8) denkleminin diskrimnant¬

� = (1� �2)[(2p� 1)2 � �2] (4.2.9)

d¬r. F 0(x)�in kökleri

x1;2 =
(2p� 1)(1� �2)�

p
(1� �2)[(2p� 1)2 � �2]

2(1� p)� (4.2.10)

olur. � de¼geri için, ��y¬düşünürsek, e¼ger � 2 (0; 1] ve 1
2
< p � �+1

2
ise, o

zaman F 0(x) � 0 olur, x > � (sadece p = �+1
2
oldu¼gunda, x1 = x2 = �+1

2
olur).

Dolay¬s¬yla yine x = �+ 1 tek çözümdür.

Şimdi p > 1 ve � > 1 durumunu düşünelim. g(x) fonksiyonunun maksimumu

M = g

�
(2p� 1)(1� �2)
2(1� p)�

�
=
(�2 � 1)(�2 � (2p� 1)2)

4�(p� 1) (4.2.11)
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d¬r. Bu durumda e¼ger p � �+1
2
ise o zamanM negatif say¬ve F 0(x) < 0; x > �

olur. Dolay¬s¬yla x = �+ 1 tek çözüm olur.

Varsayal¬m ki p < �+1
2
olsun. O zaman

F (�+ 0) =1; F (x) = 0 ve F 0(x) = �+ 1� 2p
�+ 1

> 0

elde ederiz. O halde (�; �+ 1) aral¬¼g¬nda bir x0 vard¬r öyleki F (x0) = 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla (4.0.1) denkleminin 2 periyodlu çözümü vard¬r. ·Ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.15: Biz iddia ediyoruz ki, e¼ger 1 < p < �+1
2
ise, o zaman Önerme 4.14

do¼gru de¼gildir. Çünkü, e¼ger p > 1 ise, o zaman biliyoruz ki (4.0.1) denklemi

s¬n¬rs¬z çözümlere sahiptir. Di¼ger taraftan p > 1 oldu¼gunda (4.0.1) denklemi-

nin bir fxng s¬n¬rl¬çözümünü ele alal¬m. p < �+1
2
oldu¼gundan (4.0.1) denklemi

lokal asimptotik kararl¬d¬r. Yani, fxng s¬n¬rl¬ve lokal kararl¬d¬r, dolay¬s¬yla

karars¬z de¼gildir. Sonuç olarak fxng iki periyodik çözüm olamaz.

Daha aç¬k olarak, e¼ger (4.0.1) denklemi iki periyodik çözüme sahipse, o za-

man denklemin denge noktas¬karars¬z olmal¬d¬r. Bu yüzden, periyodik çözüm

denge noktas¬n¬n karars¬z oldu¼gu yerde aranmal¬d¬r. Yani, (4.0.1) denkleminde
�+1
2
< p durumunda periyodik çözümün varl¬¼g¬incelenmelidir. Önerme 4.14�ün

ispat¬ndan kolayca görülür ki denklemin 1 < p < �+1
2
durumunda aşikar ol-

mayan iki periyodik çözümü yoktur (Öcalan et al. 2012).

Teorem 4.16: Kabul edelim ki p; � 2 (0;1) ve p 6= 1 olsun. O zaman,

aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

(a) p � minf�+1
2
; 1g bütün çözümler x = �+1 denge noktas¬na yak¬nsar.

(b) �+1
2

< p < 1 (4.0.1) denkleminin bütün çözümleri 2- periyodlu

bir çözüme yak¬nsar ve (4.0.1) denkleminin 2- periyodlu çözümü mevcuttur

(Berenhaut and Stevíc 2006).

·Ispat: fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin bir çözümü olsun. Önerme 4.4 ve Teo-

rem 4.8� den fx2ng ve fx2n�1g dizileri s¬n¬rl¬ ve monotondur. Dolay¬s¬yla

yak¬nsakt¬r. Buradan (4.0.1) denkleminin her çözümü iki periyodik bir çözüme

yak¬nsar. Di¼ger taraftan Önerme 4.14�den (4.0.1) denklemi �+12 < p < 1 du-

rumunda iki periyodik çözüme sahiptir. Bunu (4.0.1) denkleminin her çözümü

iki periyodik bir çözüme yak¬nsar. Di¼ger durumda ise (4.0.1) denkleminin her
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çözümü x = �+ 1 denge noktas¬na yak¬nsar.
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4.4 (4.0.1) Denkleminin Global Asimptotik Kararl¬l¬¼g¬

Teorem 4.17: Aşa¼g¬daki durumlar do¼grudur.

i. E¼ger � > 2p� 1 ise, (4.0.1) denkleminin x = �+ 1 denge noktas¬lokal

asimptotik kararl¬d¬r.

ii. E¼ger 0 � � � 2p � 1 ise, (1.1) denkleminin x = � + 1 denge noktas¬

kararl¬de¼gildir (El-Owaidy et al. 2003).

·Ispat:

i. (4.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬civar¬ndaki lineerleştirilmi̧s

denklemi

yn+1 +
p

�+ 1
yn �

p

�+ 1
yn�1 = 0 n = 0; 1; :::; : (4.3.1)

Lineer kararl¬l¬k teoremini kullanarak���� �p�+ 1

���� < 1� p

�+ 1
< 2;

j�pj
j�+ 1j <

�+ 1� p
�+ 1

< 2;

� 2 (0;1) ve p 2 [1;1) oldu¼gundan,

p

�+ 1
<
�+ 1� p
�+ 1

ve dolay¬s¬yla buradan

2p� 1 < �

oldu¼gunda (4.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬lokal asimptotik karar-

l¬d¬r. ·Ispat tamamlan¬r. ·Ispat¬Teorem 2.10�dan da gösterebilirdik. Şöyle ki,

(4.0.3) denklemin kökleri;

�1 =
�p+

p
p2 + 4p(�+ 1)

2(�+ 1)
ve �2 =

�p�
p
p2 + 4p(�+ 1)

2(�+ 1)
: (4.3.2)

Buradan kolayca görülür ki,

j�1j =
2p

p+
p
p2 + 4p(�+ 1)

< 1, 8p; � 2 (0;1) (4.3.3)

ve birkaç basit hesaplama ile

j�2j < 1() 2p < �+ 1: (4.3.4)
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Doay¬s¬yla Teorem 2.10�dan, (4.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬lokal

asimptotik kararl¬d¬r.

ii. Kararl¬olmayan noktaya karars¬zd¬r denir. Dolay¬s¬yla 0 � � � 2p� 1

için (4.0.1) denkleminin x = �+1 denge noktas¬n¬n kararl¬olmad¬¼g¬i�den aç¬k

bir biçimde görülmektedir.

Sonuç 4.18: (4.0.1) denklemi için p 2 (0; 1) ve � � 1 olsun. O zaman (4.0.1)

denkleminin her pozitif çözümü x�e yak¬nsar (Stevíc 2005).

·Ispat: Teorem 4.8�den (4.0.1) denkleminin her fxng1n=�1 çözümü s¬n¬rl¬d¬r. O

halde

lim inf xn = l ve lim supxn = L

sonlu limitleri mevcuttur. l < L oldu¼gunu varsayal¬m. O halde aşa¼g¬daki

durumlar sa¼glan¬r:

�+
lp

LP
� l ve L � �+ L

p

lp
:

Buradan şu durum yaz¬labilir,

�Lp + lp � Lpl < Llp � �lp + Lp;

(�� 1)Lp < (�� 1)lp:

� � 1 oldu¼gundan bu durum mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla l = L olmal¬d¬r.

·Ispat tamamlan¬r.

Son olarak, (4.0.1) denkleminin yar¬döngü analizi ile ilgili elde etti¼gimiz yeni

bir sonucu verece¼giz. Bu teoremde çözümlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, kararl¬l¬¼g¬ve periyo-

dikli¼gi kompakt bir şekilde kullan¬ld¬¼g¬ndan bu teoremi en son olarak vermeyi

uygun bulduk. Şimdi bu teoremi aşa¼g¬da ele alal¬m.

Teorem 4.19: Varsayal¬m ki fxng1n=�1, (4.0.1) denkleminin pozitif bir çözümü

olsun ve p 6= 1 olsun. O halde fxng1n=�1; hiçbir zaman aşikar olmayan tek yar¬

döngüden oluşmaz (Öcalan et al. 2012).

·Ispat: ·Ispat¬iki durumda düşünmek yeterli olacakt¬r.

Durum 1: p 2 (0; 1) olsun. O zaman (4.0.1) denkleminin bütün pozitif

çözümleri s¬n¬rl¬d¬r. Ayn¬zamanda, e¼ger p < �+1
2
ise, o zaman (4.0.1) den-

kleminin x = � + 1 denge noktas¬global asimptotik kararl¬d¬r. Dolay¬s¬yla

limn!1 xn = x = �+ 1 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla üç durum meydana gelir.
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i.fxng1n=�1 azalarak denge noktas¬na yak¬nsar.

ii.fxng1n=�1 artarak denge noktas¬na yak¬nsar.

iii.fxng1n=�1 sal¬n¬ml¬olarak denge noktas¬na yak¬nsar.
·Iddia ediyoruz ki (i) ve (ii) hiçbir zaman mümkün de¼gildir. Şimdi, varsayl¬m ki

(i) sa¼glans¬n. Yani, fxng1n=�1 azalarak denge noktas¬na yak¬nsas¬n. Buradan

diyebiliriz ki en az bir m 2 N vard¬r, öyle ki, x2m�1 > x2m > x2m+1 > � + 1:

Di¼ger yandan

x2m =
x2m�1

(x2m+1 � �)1=p
(4.3.5)

dir. limn!1 xn = x = � + 1 oldu¼gundan, " key� pozitif bir say¬olmak üzere

x2m�1 = �+ 1+ 2" ve x2m+1 = �+ 1+ " olarak seçebiliriz. Özel olarak � = 3

ve p = 1=2 alal¬m. O zaman (4.3.5) ile

x2m =
4 + 2"

1 + 2"+ "2
= 3 +

1� 4"� 3"2
1 + 2"+ "2

< 4 � �+ 1

elde edilir. Dolay¬s¬yla bu da x2m > � + 1 ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla, fxng1n=�1
azalarak denge noktas¬na yak¬nsamaz. Teorem 4.6 ile fxng1n=�1 sal¬n¬ml¬d¬r

ve her yar¬döngü bir uzunlu¼gundad¬r. Sonuç olarak, fxng1n=�1 tek bir yar¬

döngüden oluşmaz. (ii)�nin ispat¬da benzerdir ve ihmal edilebilir. (iii) duru-

munda zaten aç¬k bir şekilde fxng1n=�1�nin tek bir yar¬döngüden oluşmad¬¼g¬

görülmektedir. E¼ger �+1
2
< p < 1 ise, o zaman Teorem 4.16�dan biliyoruz ki

fxng1n=�1, iki periyodik bir çözüme yak¬nsar. Dolay¬s¬yla, fxng1n=�1 tek bir

yar¬döngüden oluşmaz.

Durum 2: p > 1 olsun. Teorem 12�den biliyoruz ki bu durumda (4.0.1) s¬n¬rs¬z

çözümlere sahiptir. Varsayal¬m ki limn!1 x2n =1 ve limn!1 x2n+1 = � olsun

(limn!1 x2n = � ve limn!1 x2n+1 = 1 olma durumu benzerdir). Dolay¬s¬yla

aç¬k şekilde görülür ki fxng1n=�1 tek bir yar¬döngüden oluşmaz. Varsayal¬m ki

limn!1 x2n =1 ve limn!1 x2n+1 =1 olsun. O zaman Teorem 4.5 ile çeli̧ski

bulmuş oluruz.

Son olarak p > 1 ve fxng1n=�1; s¬n¬rl¬bir çözüm olsun. E¼ger p < �+1
2
ise, Teorem

4.17 ile biz biliyoruz ki (4.0.1) denkleminin x = � + 1 denge noktas¬ lokal

asimptotik kararl¬d¬r. Dolay¬s¬yla tek yar¬döngüden oluşmaz. E¼ger p > �+1
2

ve fxng1n=�1 tek bir yar¬döngüden oluşuyorsa, o zaman biliyoruz ki (4.0.1)
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denkleminin x = �+1 denge noktas¬karars¬zd¬r. Bu durum da Teorem 4.5 ile

çeli̧ski oluşturur. Sonuç olarak (4.0.1) denkleminin herhangi pozitif bir çözümü

olan fxng1n=�1 hiçbir zaman tek bir yar¬döngüden oluşmaz.
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2. Mehmet Gümüş, Özkan Öcalan and Nilüfer B. Felah, " Dynamics of the

recursive sequence xn+1 = �+ (x
p
n�k=x

q
n). Discrete Dynamics in Nature

and Society" (Yay¬na gönderildi).

3. Özkan Öcalan, Hasan Ö¼günmez and Mehmet Gümüş, " Some results for
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