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OZET

Yiksek Lisans Tezi

IKINCI MERTEBEDEN SUPERLINEER NEUTRAL TERIMLI
FONKSIYONEL DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN SALINIM SONUCLARI

Ayla KILIQ

Tokat Gaziosmanpaga Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman : Dr. Ogr. Uyesi Orhan OZDEMIR

Bu tez caligmasinda, siiperlineer neutral terim iceren ikinci mertebeden bir fonk-
siyonel diferensiyel denklem simifi gbz 6ntine alinmig ve bu denklem smifinin biitiin
agikar olmayan c¢oziimlerinin salimimh oldugunu gosteren yeni yeter sartlar elde
edilmigtir. Sunulan yeni sonuglar, soz konusu diferensiyel denklem hem gecikmeli
hem de ileri tipten sapma argiimentleri ihtiva etse bile uygulanabilecek olan varsa-
yimlar altinda inga edilmistir. Sonuclarin uygulanabilirligini gostermek i¢in agiklayici

ornekler de verilmistir.

2022, 67 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Salimm, neutral diferensiyel denklemler,
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

OSCILLATION RESULTS FOR SECOND-ORDER FUNCTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SUPERLINEAR NEUTRAL TERMS

Ayla KILIC

Tokat Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Orhan OZDEMIR

In this thesis, a class of second-order functional differential equations containing a
superlinear neutral term is considered and new sufficient conditions are obtained
showing that all nontrivial solutions of this class of equations are oscillatory. The
new results presented here are constructed under assumptions that are applicable
even if the differential equation in consideration contains both delayed and advanced
type deviating arguments. Illustrative examples are also provided to demonstrate

applicability of the results.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Aciklamalar
Reel sayilar kiimesi
Pozitif reel sayilar kiimesi
Psi
Phi
Omega
Delta
Chi
Beta
Alpha
Theta
Sigma
Rho
Zeta
Vartheta
Kappa
Lambda
Eta
Bilegke fonksiyon



1. GIRIS

Doga bilimlerinde ortaya cikan problemlere matematiksel model olarak bir adi ya
da kismi diferensiyel denklem karsilik gelir ve uygulamalarda ortaya ¢ikan bir ¢ok
sistemin matematik modeli olusturulurken, sistemin gelecekteki davraniginin
gecmisten bagimsiz olarak, bagimsiz degigkenin tek bir degerine baglh bicimde ortaya
giktigr varsayilir. Buna karsilik, daha rafine bir analiz yapilirsa, bu fikrin gercek
duruma sadece bir ilk yaklagim oldugu ve bir sisteme karsilik gelecek modelin daha
gergek¢i olmast igin, ge¢gmis hafizay1 da (en azindan belirli bir kismini) icermesinin
gerekli oldugu ortaya cikar. Ustelik bazi problemlere karsihik gelen sistemlerin
ge¢migle baginin olmadigini diigtinmek modeli anlamsiz hale getirir. Bu ytizden de,
sapma argiimentli diferensiyel denklemlerin teorik olarak incelenmesi kaginilmazdir.
Diferensiyel denklemlerde sapma argiimentlerinin bu 6zellikleri uzun siiredir biliniyor
olmasina ragmen, ilgili teorinin ayrintili olarak gelistirilmesi son yillarda

gergeklesmigtir (Hale ve Lunel, 1993).

Zaman gecikmeli sistemler teorisi, son zamanlarda yogun ilgiyle ¢alhigilmaktadir ve
bilim dallarindaki uygulamalar1 diigtintildiiginde, uygulamali matematigin 6nemli
bir smifini olugturur.  Fonksiyonel diferensiyel denklemler (sapma argiimentli
diferensiyel denklemler) ile tanimlanan bu sinif, bagimh degisken ve tiirevlerinin,
bagimsiz degigkenin farkli degerlerine bagl olarak ortaya ¢iktigi problemleri ihtiva
eder. Bu tiir denklemlerin XVIII. yiizyilin bagindan bu yana Johann Bernoulli
ve Leonhard Euler gibi 6ncii matematikgiler tarafindan caligildigr bilinmektedir

(Kolmanovskii ve Myshkis, 1999).

Diferensiyel denklemlerde kalitatif teori, denklemin acik ¢oziimlerini elde etmeksizin
¢oziimlerin 6zelliklerinin incelenmesini ifade eder. Bilindigi tizere, bir adi diferensiyel
denklemin analitik ¢oziimlerini bulmak ¢ogu zaman miimkiin olmaz. Bununla bir-
likte, fonksiyonel diferensiyel denklemler, kismi diferensiyel denklemler, fraksiyonel
(kesirli mertebeden) diferensiyel denklemler ve integro-diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin elde edilmesi, ¢ok daha kompleks problemler ortaya cikarmaktadir.

Dolayisiyla ¢oziim analitik olarak bulunamadiginda, ¢oztimlerin davranisi hakkinda



bilgi sahibi olmak uygulamalarda 6nem arz etmektedir. Salimim teorisi de, denk-
lemleri bu yaklagimla inceleyen teori icinde, sonsuzun bir komgulugunda ¢oziimlerin

davraniglar1 hakkinda bilgi vermesi bakimindan énemli bir yere sahiptir.

Salinim teorisinin ortaya cikisi, Sturm’un diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
ozelliklerini (sifir noktalarinin sayisi, sifir noktalar1 arasindaki uzaklik, ¢oziimiin
isaret degisikligi, ¢oziimiin sinirlilig, sifirlarin kiimesinin tistten sinirli olup olmamasi
vb.), ¢oziimiin kendisinden degil de, direkt olarak denklemin kendisinden elde etmek
fikrinden yola ¢ikarak, ikinci mertebeden lineer denklemler iizerine ortaya koydugu
(Sturm, 1836) caligmasiyla birlikte olmugtur. Bu yaklagim giiniimiizde, fonksiyonel,
kismi, kesirli mertebeden diferensiyel denklemler ve integro-diferensiyel denklemler
gibi uygulamali matematigin hemen hemen her problemine yonlendirilmis olup,

artan bir ilgiyle caligilmaktadir (Hale ve Lunel, 1993).

Bu tez caligmasinda, benzer bir yaklagimla, fonksiyonel diferensiyel denklemlerin

neutral simifina ait olan ikinci mertebeden

(MO ©) + a0 () =0, 121050,

diferensiyel denklemi, hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argtimentleri ihtiva

eden

u(t) = y(&) + 70y’ (9(1)) + r()y’ (¢(1))

formunda siiperlineer bir neutral terim ile birlikte gz ontine alinmistir.

Tez caligmas1 dort boliimden olugsmaktadir. Caligilan konu hakkinda genel bilgiler
verdigimiz bu ilk bolimden sonra, ikinci boliimde once ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklemler i¢in verilen salinim tanimlar: ve kisa bir literatiir 6zetine
deginilmigtir. Daha sonra fonksiyonel diferensiyel denklemler ve sapma argiimentle-
rinin siniflandirilmasiyla ilgili temel tanimlar verilerek, ¢esitli bilim dallarinda ortaya
¢ikan modellere 6rnekler verilmistir. Son olarak, neutral denklemlerin salinimlilig
iizerine literatiirde mevcut olan sonuclardan, calismamizda bize yon gostermesi

bakimindan 6nemli olan bir ka¢i 6zet halinde sunulmustur.



Uciincii boliim, tez calismasinin ana sonuclarina ayrilmistir. Once calisilan problem
tamitilmig, ilgili denklemde goriilen fonksiyonlarin hangi varsayimlar altinda tanim-
landig1 ortaya konulmus, sonuclarin ispatinda gerekli olan bir kag¢ onciil lemma
ispatlanmigtir. Daha sonra so6z konusu neutral denklemin bitiin ¢oziimlerinin
salinimli olmasini garanti eden yeter sartlar ispatlariyla birlikte verilmistir. Elde

edilen sonuclarin uygulanabilirligi ve ¢ok yonliliigii 6rneklerle agiklanmigtar.

Dordiincti ve son boliimde ise, ti¢lincii boliimde elde edilen sonuclardan farkl olarak,
neutral diferensiyel denklemler iizerine yapilabilecek yeni ¢aligmalara bir kag ¢rnek

verilmig ve agik problemler belirtilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin genel teorisi ile ilgili, tez
boyunca kullanilacak genel bilgiler tizerinde durulacaktir. Fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin tanim ve siniflandirmasi yapilarak, bu denklemlerin salinim teorisinde
adi diferensiyel denklemlerden daha farkli problemler ortaya cikardigi gosterilecektir.
Ayrica, ikinci mertebeden adi ve fonksiyonel diferensiyel denklemler iizerine,

literatiirde mevcut olan sonuclar 6zet olarak sunulacaktir.

2.1. Ikinci Mertebeden Diferensiyel Denklemler ve Salinim Davraniglari

F : [tg, +00) x R® — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere
F(ty(t),y'(1),y'(1) =0, t>ty>0, (2.1.1)

denklemini géz oniine alalim.

Tanim 2.1.1. ¢t € [t,,00) C [ty,00) olmak iizere [t,,00) araligl iizerinde iki kez
sturekli diferensiyellenebilir olan ve (2.1.1) denklemini saglayan bir y(¢) fonksiyonuna
(2.1.1) denkleminin ¢oziimii denir. Burada ¢, > ¢, > 0 sayist y(t) 6zel ¢oziimiine

bagh bir degerdir (Agarwal ve ark., 2002, 2004).

Tanim 2.1.2. y(¢), (2.1.1) denkleminin bir ¢6ztimii olsun. Eger, en az bir ¢ € [to, 00)

i¢in y(t) # 0 oluyorsa bu ¢oziime agikar olmayan (sifir olmayan) ¢oziim denir.

Tanim 2.1.3. [ty,00) lizerinde agikar olmayan bir ¢oztim y(¢) olsun. Eger t > ¢,
icin y(t) ¢oziimii keyfi sayida yeterince biiytik sifirlara sahipse bu y(t) ¢oziimine
salmimhdir denir. Yani y(¢) salimml bir ¢oziim ise, nihai olarak pozitif (eventually
positive) ya da nihai negatif (eventually negative) bir ¢oziim degildir (Agarwal ve

ark., 2002, 2004).

Tanim 2.1.4. Agikar olmayan bir y(t) ¢6ziimu [tg, c0) araliginda salinim yapan bir
¢oztim degilse, yani her t > t; igin y(t) # 0 olacak gekilde bir ¢; € [ty,00) sayist
mevcutsa, o halde bu ¢oziime salimimsiz (salimm yapmayan) ¢oziim denir. Yani
salinim yapmayan bir ¢6ztim, nihai pozitif (eventually positive) ya da nihai negatif

(eventually negative) bir ¢oztimdiir (Agarwal ve ark., 2002, 2004).
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Tanim 2.1.5. (2.1.1) denkleminin biitiin ¢dziimleri salimml ise, denklemin kendisine

salimmhidir (salimiml denklem) denir (Agarwal ve ark., 2002, 2004).

Ornek 2.1.6.
y"(t) +3y(t) =0

diferensiyel denklemini g6z ontine alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oztimleri
Y1 = cos /3t ve yp = siny/3t olup, coziimlerin her ikisi de salimmli oldugundan

verilen denklem salinimhdair.

Ornek 2.1.7.
y'(t) = 3y(t) =0

diferensiyel denklemi verilsin. Verilen denklemin lineer bagimsiz ¢oztimleri y; = V3t
ve Yo = e V3t ve bu ¢oziimlerin her ikisi de salinimsiz oldugundan verilen denklem

salimmmsizdir.

Ornek 2.1.8.
" 2 2 : 1 3 1 5
y"'(t) = t°(30t —l)smg— 10t cos¥+21t , t>0
diferensiyel denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemin bir ¢oziimii

1t
t ——t6<' —1—>
y(t) sin 5 + 3

fonksiyonudur. Bu ¢éztimiin (0, 1] araliginda sonsuz sayida sifir noktasi, [1,2]
araliginda ise sonlu sayida sifir noktasi vardir, ancak bu ¢éziim (2, 00) araliginda
pozitiftir. Dolayisiyla, sonsuz sayida sifir noktasina sahip olmasina ragmen, sifirlari-
nin kiimesi istten simirh oldugundan bu ¢oziim salimmlh degildir (Padhi ve Pati,

2014).

Salinim, diferensiyel denklemlerin en 6nemli kalitatif (nitel) 6zelliklerinden biridir.
Sturm’un teoriyi ortaya koyan ¢aligmasindan (Sturm, 1836) bu yana bu alanda
cok sayida onemli ¢aligma yapilmigtir. Salinim teorisinin en temel sonuclarindan

birisi, gliniimiizde Sturm’un kargilagtirma teoremi olarak bilinen, ikinci mertebeden



lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kargilagtirilmasina dayanan agagidaki

teoremdir:

Teorem 2.1.9. ry, 79, q1, ¢2 fonksiyonlar [a,b] kapal araliginda reel degerli siirekli

fonksiyonlar, 0 < r5(t) < 71(t) ve ¢1(t) < go2(t) olmak tizere

(ny'®) +a @y =0, (2.1.2)

(' (1) + a:0y(t) =0, (2.1.3)

ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklemleri gbz ontine alalhim. Eger
u, (2.1.2) denkleminin ¢; ve t noktalarinda ardigik iki sifir1 olan agikar olmayan
bir ¢oziimii ve v de (2.1.3) denkleminin agikar olmayan bir ¢oziimii ise agagidaki iki

durumdan birisi gecgerlidir:
o (t1,t) acik arahiginda v(t,) = 0 olacak sekilde en az bir ¢, noktasi vardir.
o u(t) = Au(t) olacak sekilde bir A € R vardir (Meng ve Zheng, 2018).

Yukaridaki teoremin ilk maddesi Sturm’un 1836 yilindaki galigmasinin (Sturm, 1836)
sonucudur, ikinci maddesi ise Picone’nin 1910 tarihli ¢calismasindan (Picone, 1910)
elde edilmektedir. Picone’nin bu durum i¢in verdigi kisa ispat bugiin Picone 6zdesligi

olarak bilinir. Buna gore v(t) # 0 olacak sekildeki her t degeri i¢in

2

U ! U
(U(rlu’v — muv’)) = (r1 — o) (u)? + 1y (u’ — v’v> + (g2 — q1)u?

ozdesligi saglanmir. Burada, (2.1.2) ve (2.1.3) denklemlerinin 6zdeg oldugu durumda
Sturm Ayirma Teoremi elde edilir (Meng ve Zheng, 2018).

Ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin en klasik formu, mekanik

sistemlerin fizik problemlerinde ortaya ¢ikan ve Hill denklemi olarak adlandirilan

y'(t) + q()y(t) =0 (2.1.4)



formundaki denklemdir ve bu denklemin ¢oziimlerinin kalitatif davraniglar1 yaygin
olarak aragtilmig ve aragtirlmaya devam edilmektedir (Meng ve Zheng, 2018).
Bu denklemin cok sayida genellestirilmesi meveuttur. Ornegin, bir séniim terimi

(damping term) eklenirse,

y' (@) +p)y () + q(t)y(t) = 0 (2.1.5)

denklemi elde edilir. (2.1.5) denklemi bir integrasyon garpani ile garpilirsa, ikinci

mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin normal formu olarak adlandirilan

(rt)y' )+ a(t)y(t) = 0 (2.1.6)

denklemi elde edilir. Eger (2.1.6) denklemine bir zorlayici terim (forcing term)

eklenirse

(r(0)y' @) + a@)y(t) = e(t) (2.1.7)

elde edilir. Bu lineer denklemler ve bir¢ok genellestirmesi i¢in ¢oziimlerin salinim ve
salimimsizlik davranisi son yiizyildan fazla bir stiredir genis capta aragtirilmaktadir.
Agagida (2.1.4) denklemi i¢in elde edilen bazi 6nemli salmim kriterleri sirayla

verilmigtir (Meng ve Zheng, 2018):

1
€>0 icin limsupt?q(t) > 1—6, (Kneser, 1893), (2.1.8)
t—r00
¢
q(t) >0 ve Jim q(s)ds = oo, (Fite, 1918), (2.1.9)
o Jt,
1 rt rs
lim 7/ / q(T)drds = oo, (Wintner, 1949), (2.1.10)
t—oo ¢ to Jto



1 t prs
—00 < liminf —/ / q(7)drds
to Jto

t—oo

1 t rs
< lim sup E/ / q(T)drds < oo, (Hartman, 1952). (2.1.11)
to Jto

t—o00

1978 yiiinda Kamenev, (2.1.4) denklemi igin, 6zel durumda Wintner’in sonuglarini
da iceren yeni bir salinim kriteri elde etmigtir. Buna gore, m > 1 bir tam say1 olmak

uzere

1 gt
lim sup ?/ (t—s)"q(s)ds = 00

t—o0 to
sartinin saglanmasi (2.1.4) nin salinimh olmasi igin yeterlidir (Kamenev, 1978).
Simdi, verecegimiz siradaki teoremin yaziminda kolaylik olmasi i¢in, H, fonksiyon
sinifin1 agagidaki sekilde tanimlayalim:

Tanim 2.1.10. Agagidaki sartlan saglayan H = H(t, s) fonksiyonuna #, smifina
aittir denir ve H € H,, ile gosterilir:

o H:D={(t,s):t>s>ty} — Rsirekli bir fonksiyon, ¢t > t, igin H(t,t) =0
vet > s >tgicin H(t,s) >0,

o H(t,s) fonksiyonu Dy = {(t,s) : t > s > to} lzerinde ikinci degiskene gore

siirekli ve pozitif olmayan kismi tiirevlere sahiptir. Ayrica h : Dy — R stirekli

bir fonksiyon olmak tizere her (¢,s) € Dy igin

OH
_g(t, s) = h(t, S) H(ta 3)

kalir.

1989 yilinda Philos yukarida tanimlanan #, fonksiyon sinifini kullanarak Kamenev’in

sonuclarin iyilegtirdi. Buna gore:

Teorem 2.1.11. H € H, olsun. Bu taktirde, eger

lim su
t—)oop .[{(t7 to)

ise (2.1.4) denklemi salimmhidir (Philos, 1989).
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Teorem 2.1.12. H € H, olsun. Dahasi

0 < inf [tim inf ZL(E:9) < o0
s>to t—00 H(t7t0)

ve

t
I /h2t ds <
Hfiigpﬂ(t,to) to (t, 5)ds < o0

olsun. Ayrica A : [ty,00) — R stirekli bir fonksiyon ve A (t) = max{A(¢),0} olmak

iizere her T' > t, igin

/ t {H(t, $)q(s) — ihQ(t, s)} ds > A(T)

T

lims
P H G T

saglansin. Eger

/OO A% (t)dt = oo

to

ise (2.1.4) denklemi salimmhidir (Philos, 1989).

Kong 1999 yilinda

(r(®)y' () + at)y(t) =0

ile gosterdigimiz (2.1.6) denklemi i¢in asagidaki aralik (interval) kriterini vermigtir.
Teorem 2.1.13. H € ‘H, ve hy,hy : D — R icin

OH 0H
E(t, s) = hi(t,s)\/H(t,s) ve E(t’ s) = —ha(t,s)\/H(t,s)

olsun. Bu taktirde her T > ¢, i¢in

Hic,a) / H (s, a)q(s)ds + H(; J / " H(b, 5)q(s)ds

> le [H(i, ) /acr(s)hf(t,s)ds + H(i, 3 /Cb'r’(s)hg(b, s)dsl ds

olacak gekilde T' < a < ¢ < b esitsizligini saglayan a, b, c € R varsa (2.1.6) denklemi
salinimhdir (Kong, 1999, Teorem 2.1).




Leighton varyasyon prensibi olarak bilinen agagidaki teorem, (2.1.6) denkleminin
¢oziimlerinin salimim davranmgini incelemede farkl bir yéntem sunar. Once, verilen

her bir [a, b] arahg i¢in D fonksiyonlar sinifini agagidaki gekilde tanimlayahm:
D(a,b) = {u(t) : u,u’ € C'a,b],u(a) = u(b) = 0 ve (a,b) arahgmda u(t) # 0}.
Teorem 2.1.14. Kabul edelim ki

/ab (qu2 — r(u’)2>d3 > 0

olacak sekilde u € D(a,b) olsun. Bu taktirde y(a) = 0 olacak sekildeki (2.1.6)
denkleminin bir ¢éziimiiniin (a,b) araliginda bir sifir1 olmak zorundadir (Leighton,

1962; Meng ve Zheng, 2018).
Komkov, Leighton'in varyasyon prensibini agagidaki teorem ile genellestirmigtir.

Teorem 2.1.15. Kabul edelim ki [s1, #;] tizerinde taniml siirekli tiirevlenebilir bir
u(t) fonksiyonu ve yine [sy,t;] tizerinde G(u(t)) sabit olmayacak geklinde bir G(u)
fonksiyonu var olsun. Ayrica G(u(s1)) = G(u(t1)) = 0 saglansin ve g(u) = G'(u)
fonksiyonu da siirekli olsun. Eger her ¢ € [sq, ;] igin

[ fa06(e) - )2 >0

S1

ve

(g(u(t))* < AG(u(t))

sartlar: saglanirsa, bu taktirde (2.1.6) denkleminin herbir ¢6ztimiiniin [sy, ¢;] tizerinde

en az bir sifir1 vardir (Komkov, 1972; Meng ve Zheng, 2018).
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2.2. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler: Tanim ve Siniflandirma

Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevleri, bagimsiz degiskenin
(argtiment) farkh degerlerine bagl olarak ortaya gikiyorsa bu tiir denklemlere sapma
argiimentli diferensiyel denklemler (differential equations with deviating arguments)
veya fonksiyonel diferensiyel denklemler (functional differential equations) denir

(Zafer, 1992).

Doga bilimlerinde ortaya c¢ikan problemlere matematiksel model olarak bir adi ya
da kismi diferensiyel denklem karsilik gelir ve uygulamalarda ortaya ¢ikan bir ¢ok
sistemin matematik modeli olusturulurken, sistemin gelecekteki davraniginin
gecmisten bagimsiz olarak, bagimsiz degigkenin tek bir degerine bagl bicimde ortaya
aktigr varsayilir. Buna karsilik, daha rafine bir analiz yapilirsa, bu fikrin gercek
duruma sadece bir ilk yaklagim oldugu ve bir sisteme karsilik gelecek modelin daha
gergek¢i olmast igin, ge¢mis hafizay1 da (en azindan belirli bir kismini) icermesinin
gerekli oldugu ortaya cikar. Ustelik bazi problemlere karsihik gelen sistemlerin
gecmisgle baginin olmadigimi diistinmek modeli anlamsiz hale getirir. Bu yiizden de,
sapma argiimentli diferensiyel denklemlerin teorik olarak incelenmesi kaginilmazdir.
Diferensiyel denklemlerde sapma argiimentlerinin bu 6zellikleri uzun siiredir biliniyor
olmasina ragmen, ilgili teorinin ayrintili olarak gelistirilmesi son yillarda

gerceklesmigtir.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tirevi, bagimsiz degiskenin (argiiment) sadece bir degerine baghh ve en yiiksek
mertebeden tiirevde goriilen bu argiiment, denklemde goriillen diger tiim
argiimentlerden daha kiigiik degilse, bu denklemlere gecikmeli (delay, retarded)

diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).
y" (t) = %/ (1/2) + Viy(t — e) + cost
ve
y" (20) + by (2t — 1) + Viy(t — ) = e Int
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denklemleri ¢ > 0 i¢in birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tirevi, bagimsiz degiskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ve en yiiksek
mertebeden tiirevde goriilen bu argiiment, denklemde goriillen diger tiim
argiimentlerden daha biiyiik degilse, bu tiir denklemlere ileri tipten (advanced)

diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).

t 5
() = y(3t (t )—t t
Yy (1) y(3)+1+t3y + an

ve

t
y’@ﬂ):y"(t)+t%y(t+3w)—z3—t+1

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden
tiirevi, bagimsiz degigskenin (argiiment) sadece bir degerine bagh ise ve denklem,
en yiiksek mertebeden tiirevde goriilen bu argiimentten daha kiiciik ve daha biiytlik
arglimentler igeriyorsa, bu tip denklemlere karma tipten (mixed) diferensiyel denklem

denir (Zafer, 1992).
y' (t) = (cost)y(t/5) — dy(t +37) +t
y' () = (t = 1)y (t = 4) + (Int)y'(t +V7)

denklemleri ¢ > 0 icin birer karma diferensiyel denklemdir.
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Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde bagimli degiskenin en yiliksek mertebeden
tirevi, hem sapma argiimentine baghh hem de sapma argiimentine bagl olmadan

ortaya c¢ikiyorsa, bu tiir denklemlere notral veya neutral diferensiyel denklem denir

(Zafer, 1992).
/ 2 / .
y () + 2V (t/2) = y(t — ) + sinht
ve
Y0+ (B 1)y (4 2m) +y(t— ) =2 — £ — 3

denklemleri ¢ > 0 i¢in birer neutral diferensiyel denklemdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin fiziksel uygulamalarina bir 6rnek olarak

Y (z) = H(z,y(x),y(x — 0))

denkleminin, Minorsky tarafindan kontrol problemlerine uygulanmasi gosterilebilir
(Hale, 1971). Ayrica bir metropolde kizamik yayilimim tanimlamaya galigirken, S(t)
fonksiyonu ¢ anindaki duyarh bireylerin sayisini, «y kisilerin popiilasyona girme hizini,
B(t) poptlasyonun karakteristik fonksiyonunu gostermek iizere, t aninda hastaliga

maruz kalan bir kiginin, [t — 14, ¢ — 12] zaman araliginda enfekte oldugu diistintilerek

S'(t) = —B(1)S(t) |2y + S(t — 14) = S(t — 12)] +

denklemi London ve Yorke tarafindan ortaya konulmugtur (Hale, 1971). z nétron

yogunlugunu gostermek tizere

t

2 (t) = —/t a(t —u)g(z(u))du

T

gecikmeli integro-diferensiyel denkleminin, Ergen tarafindan niikleer reaktorler
teorisinde ortaya ciktigi gosterilmistir ve bu denklem Levin ve Nohel tarafindan
kapsaml bir gekilde caligilmigtir. Ayni zamanda bu son denklem z gerginligi ve a

da gevseme fonksiyonunu gostermek tizere bir boyutlu viskoelastisite problemi i¢in

13



iyi bir modeldir (Hale, 1971). Triyot osilatériindeki iletim stiresini dikkate alarak, 7

gecikme argiimenti olmak tizere, Rubanik ikinci mertebeden
2'(t) +ax'(t) — f(x(t — 7))’ (t —r) +2(t) =0

van der Pol denklemiyle karsilagmigtir (Hale ve Lunel, 1993). Salimmh sistemler

arasindaki zaman gecikmeli bagintilar1 dikkate alarak, Starik
/(8) + [10® + eXsin gt — r)ly(t) = —e[hy/(£) + 1Pt — 1)

1¢"(t) = €[L(¢'(t)) — H(o(t) — a1y’ (t —r3) cos ¢(t)) — oasin @(t) — o3 cos §(t)]

sistemini incelemigtir (Hale ve Lunel, 1993). Optimal kontrol teorisinde Krasovskii,
2'(t) = P(t)z(t) + B(t)u(t)

y(t) = Q(t)z(t)
0 0
W(t) = [ din(t.Oly(t+0)+ [ dlu(t, 0)ult +0)
ileri tipten sapma argiimentleri iceren denklem sistemini ayrintili bir sekilde

incelemigtir (Hale ve Lunel, 1993).

Diger taraftan Rubanik elastik bir ¢ubuga bagh titresen kiitlelerin incelenmesi

probleminde

() + wiz(t) = efi(x(t), 2 (1), y (1), y' (1) + 9y (t = 7)
y'(t) + wia(t) = efi(a(t), (), y(t), ¥/ (1)) + 722" (t — 1)

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklem sisteminin ortaya c¢iktigim

gostermistir (Hale ve Lunel, 1993).
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Elektrodinamik teorisinde bir garpigma problemi tizerinde galigirken, Driver, h(t) <t

olmak tlizere

' () = F(t,u(t), u(h(t)) + G(t u(t), u(h(t))u (h(t))

formunda neutral bir denklem modeli ortaya koymusgtur (Hale ve Lunel, 1993). Bir

niikleer reaktordeki notronlarin yavaglamasi probleminde
() =k(t+ Dzt +1) — k(t)z(t)

ileri tipten diferensiyel denkleminin ¢ — oo iken asimptotik davranisinin énemli bir

rol oynadig: Slater ve Wilf tarafindan gésterilmistir (Hale ve Lunel, 1993).

2.3. Sapma Argiimentinin Salinima Etkisi

Belirli formdaki denklemler harig, genelde diferensiyel denklemlerin agik ¢oztimlerinin
elde edilememesi yani ¢oziimler igin analitik ifade bulunamamasi durumu,
aragtirmacilar1 diferensiyel denklemlerin c¢oéziimlerini elde etmeden c¢oziimlerin
davraniglarin1 arastirmaya yoneltmistir. Bu yaklasim diferensiyel denklemlerde
kalitatif (nitel) teori olarak bilinmektedir. Kalitatif teorinin énemli bir konusu
da salimim teorisidir. Salinim teorisinin temeli Jacques Charles Frangois Sturm
tarafindan yaymnlanan (Sturm, 1836), ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin  sifirlariyla  ilgili  iyi  bilinen = sonucglara  dayanmaktadir.
O zamandan beri farkli simiftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin salinim davranmisi farklh yontemlerle aragtirilmis ve aragtirilmaya devam

edilmektedir.

Adi diferensiyel denklemlerin ¢oztimlerinin sahmimliligi hakkinda yapilan ¢aligmalarin
biiytik ¢ogunlugu ikinci ya da daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemleri
kapsamaktadir. Ciinkii birinci mertebeden lineer homojen adi diferensiyel denklem-
lerin ¢6ztimleri salimimli degildir. Ancak birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel
denklemler i¢in durum oldukga farklidir. Zira bu denklemler salinim yapan ¢oziimlere

sahip olabilir. Gergekten,
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y' (1) + 16y (t) =0

birinci mertebeden adi diferensiyel denklemi salinimli ¢oziimlere sahip degildir. Ancak

(1) + 16 (t—”):@
y' (t) + 16y 2

ve

(1) — 16 (t 7T):o
y (t) ylt+ 33

birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemleri y; = sin 16¢ ve y = cos 16t

salinimh ¢oztimlere sahiptir. Diger yandan,
3T
Y (1) + Sy (1) =0

ileri tipten fonksiyonel diferensiyel denklemi, y; (¢) = sin(28¢) + cos(5t) seklinde bir
salimml ¢oziime, ayrica B € R ve A + (3/2)me* = 0 denkleminin bir kokii A olmak

lizere y5(t) = BeM salimimsiz ¢oziimiine sahiptir (Ladde ve ark., 1987).

Sturm Ayirma Teoreminden iyi bilinmektedir ki, mertebesi iki olan homojen lineer
adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin ya tamami salimmli ya da tamami

salimmsizdir. Asagida verilen 6rnekleri inceleyelim:

Y (£) + 9y (£) = 0

denkleminin biitiin ¢éziimleri salinimli,

y' () =9y (t) =0 (2.3.1)
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denkleminin biitiin ¢éziimleri salimmsizdir.  Ancak (2.3.1) denkleminin bitiin

¢Oziimleri salinimsiz oldugu halde,

y' () =9yt —m) =0

fonksiyonel diferensiyel denkleminin y; = sin 3t ve yo = cos3t salimml ¢éziimleri

vardir.

Bir fonksiyonel diferensiyel denklemde neutral terim, salinima neden olabilecegi gibi,

denklemin salmim 6zelliklerini yok da edebilir. Ornegin,
(/) + (¢ = 6e*O)y(t +2) = 0

formundaki ileri tipten diferensiyel denklem salimimhidir (Chatzarakis ve ark., 2019,

Teorem 2). Buna kargilik,
/
[et (y(t) + eyt — 2) + te*y(t + 2))/} + (e — 6ty (t+2) =0

neutral diferensiyel denkleminin y(¢) = e 3! salimimsiz ¢oziimii vardir. Diger taraftan,
/

< (04 ot =24 ente ) | @ - ot 2) =0

denklemi ¢ > 7 igin salmimh bir denklemdir (Ozdemir, to appear, Teorem 3.1).
Buradan anlasilmaktadir ki, neutral terimin farkl secilmesi, denklemin ¢oziimlerinin

salinim davranigini degistirebilir.
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2.4. 1Ikinci Mertebeden Neutral Diferensiyel Denklemlerle Tlgili Salinim

Sonuglari

Bu boliimde, tez ¢aligmasinda ele alinan problemi belirlerken, calismamiza 11k tutan

bazi 6nemli salinim sonuglar: tizerinde durulacaktir. Baculikova ve Dzurina,

2(t) = u(t) + p(t)u(r(t))

olacak gekilde neutral terimde sadece bir sapma argiimenti iceren

(a®[Z @) + atuP(o(t) =0 (2.4.1)

ikinci mertebeden diferensiyel denkleminin salinimliligi igin,
(D1) ~ ve B sayilar, iki pozitif tek tam sayinin orani;

(D2) a,p,q fonksiyonlar, [tg,00) aralhiginda tammh pozitif reel degerli siirekli

fonksiyonlar, 0 < p(t) < py < oo ve

/OO a Y (s)ds = oo;

to

(D3) 7,0 € C([to, ), R), o(t) azalmayan, o(t) < t, 7/(t) > 79 > 0, limy o 7(¢) =

limy o 0(t) =00 veTo0 =00T;

sartlarn altinda asagidaki salimm sonuglarimi elde etmistir (Baculikovad ve Dzurina,

2011). Yazimda kolaylik olmasi agisindan yeterince biiytik ¢; degerleri igin

o(t B
Q) = minfa(o.atro)} @0 = Qo) ([ a0

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.4.1. 0 < $ <1 olsun. Eger

B /
(w(t) ; pow(T(t))) L QB (o) <0

To
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birinci mertebeden neutral gecikmeli diferensiyel esitsizligi pozitif bir ¢oziime sahip

degilse, bu taktirde (2.4.1) denklemi salmimhidir (Baculikova ve Dzurina, 2011).
Teorem 2.4.2. 0 < § <1 ve 7(t) >t olsun. Eger

Té?/v

y'(t) + Q* )y (a(t)) =0

(10 + po)?/

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemi salimimli ise, bu taktirde (2.4.1)

denklemi de salmimhidir (Baculikovd ve Dzurina, 2011).

Teorem 2.4.3. 0 < < 1veo(t) < 7(t) <tolsun. Eger

Tg/v

y'(t) + Q*(t)y" (77 (o (t))) =0

(o0 + p0)P/

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemi salinimli ise, bu taktirde (2.4.1)

denklemi de salmimhdir (Baculikova ve Dzurina, 2011).

Teorem 2.4.4. 3 > 1 olsun. Eger

/8 /
(w(t) + pow(7(t))> + QI_BQ*(t)wﬁ/V(U(t)) <0

To

birinci mertebeden neutral gecikmeli diferensiyel esitsizliginin pozitif bir ¢oziimii
yoksa, bu taktirde bu taktirde (2.4.1) denklemi salimimhdir (Baculikova ve Dzurina,
2011).

Teorem 2.4.5. § > 1 ve 7(t) > t olsun. Eger

7_63/7

/
y(t) + —
O+ ot

2170Q )y (a(1)) = 0

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemi salimimli ise, bu taktirde (2.4.1)

denklemi de salimimhdir (Baculikova ve Dzurina, 2011).

Teorem 2.4.6. 3> 1 ve o(t) < 7(t) <t olsun. Eger
7_53/7

@Oy () = 0

y'(t) +
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birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemi salimimli ise, bu taktirde (2.4.1)

denklemi de salmimhdir (Baculikova ve Dzurina, 2011).

Ornek 2.4.7. @ >0,b >0 ve 0 < A < 1 olmak fizere

(t2 ((u(t) + (3 +sint)u (oaf))')S)/ + tllg/gu”?’ (At) =0 (2.4.2)

neutral diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Eger

b(aX)™/? & 24/3
(a+47/3)7/9 "X ~ e37/3

ise, (2.4.2) denklemi salmimhidir (Baculikova ve Dzurina, 2011).

Simdi, neutral terimi hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argiimentleri iceren
ikinci mertebeden fonksiyonel denklemler igin verilen salinim teoremleri iizerinde

duracagiz. «a pozitif tek tam sayilarin bir orami olmak iizere,
(FOEE)) + a0y (1) =0, ¢2t0 >0, (243)

yari-lineer diferensiyel denklemini

2(t) = y(t) + 1)y (91 () + p2(t)y(92(t))

ile tamimlanan neutral terim ile birlikte géz 6niine alalim. Tung ve Ozdemir, (2.4.3)

denkleminin ¢éziimlerinin kalitatif davraniglarini incelerken,

(C1) 7,q: [to,00) — (0,00) reel degerli stirekli fonksiyonlar ve

/Oo r Y (s)ds = oo;

to

(C2) g1,92,h : [to,00) — R siirekli fonksiyonlar, g;(t) < ¢t < g2(t), g1 ve g2 kesin

artan fonksiyonlar ve lim; o, g1(¢) = limy_, go(t) = limy_, o h(t) = o0;

(C3¢) p1,p2 ¢ [to,00) — R stirekli fonksiyonlar, pi(t) > 0, pa(t) > 1 ve yeterince
buytk ¢ degerleri i¢in po(t) # 1;
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(C3,) p1,p2 : [to,00) — R stirekli fonksiyonlar, ps(t) > 0, pi(t) > 1 ve yeterince
biiyiik ¢ degerleri igin pq(t) #Z 1

sartlar altinda asagidaki kriterleri elde etmistir (Tung ve Ozdemir, 2019). Yazimda

kolaylik olmasi agisindan, d herhangi bir siirekli fonksiyon olmak iizere

A = max{0.d(r)}, R(t.1):= [ "o (5)ds,

t1

ayrica g7 ' ve gy fonksiyonlar1 sirasiyla g; ve go nin ters fonksiyonlarmi ve m

fonksiyonu da ileride tanimlanacak spesifik bir fonksiyonu belirtmek iizere

- 1 B 1 B pl(ggl(t))
= @) ll pa(g3 (g2 (1))) pg(ggl(gl(gz‘l(t))»] ’
o B 1 m(gi (g1 (1))
olt) = pi(gr' () [1 pilgr (g (1) mlgr' (1)

)
pa(gr ' (t)) m(gfl(gz(gfl(t))))l
pilgn (92091 (1) mlgr'(#))

notasyonlar1 kullanilacaktir.
Teorem 2.4.8. (C1) — (C3¢) saglansin, £(t) > 0 ve go(t) > h(t) olsun, ayrica her
t > 1, icin,

m(t)

R 0= .

kalacak gekilde pozitif bir m € C*([ty, 00), R) fonksiyonu var olsun. Eger

x(t) = n(t)q(t)fa(h(t))m“%@ggﬁ)))

olmak tizere, yeterince biiyiik her ¢, € [ty,00) ve baz1 T' € (t1,00) degerleri igin

— (x1 - 77’+(S)7“(8)(m’(8))‘“> oo

t—00 T

olacak sekilde pozitif bir n € C([tg, o0), R) fonksiyonu var ise, (2.4.3) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salimmhidir (Tung ve Ozdemir, 2019).
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Teorem 2.4.9. (C1)—(C3;) saglansin, £(t) > 0 ve go(t) > h(t) olsun, ayrica (2.4.4)
saglanacak sekilde pozitif bir m € C*([t, 00),R) fonksiyonu var olsun. Eger x;(¢)
Teorem 2.4.8’deki gibi tanimli olmak iizere yeterince biiytik her t; € [tg, 00) ve baz

T € (t1,00) degerleri igin

t

. 1 r(s)(n’ (s))a 1

lim su — ds = 00

lt sup <X1($) ( 1)a 1 na(s) S )

saglanacak sekilde pozitif bir n € C’l([to, oo), R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin biitiin ¢éziimleri salimmmhidir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.10. (C1) — (C3¢) saglansim, a > 1, £(t) > 0 ve go(t) > h(t) olsun,
ayrica (2.4.4) esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir m € C1([to, o0), R) fonksiyonu
var olsun. Eger x; (t) fonksiyonu Teorem 2.4.8’deki gibi tanimlanmak tizere yeterince

biiyiik her ¢; € [tg,00) ve baz1 T € (t1,00) degerleri i¢in

lim sup
t—o00 T

o T ) ) A N
(’“ )™ GanG) (R(s, )y ) T

saglanacak sekilde pozitif bir n € C([tg, 00), R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin her bir ¢éziimii salimmhidir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.11. (C1) — (C3¢) saglansin, £(t) > 0 ve go(t) < h(t) olsun. Eger

xa(t) = n(t)q(t)¢* (h(t))

olmak tizere yeterince biiyiik her ¢; € [ty,00) ve baz1 T' € (t1,00) degerleri i¢in

) t ', (s)
lim ————|ds =
1t sup <X2(S) o(s.11) 5§ =00

kalacak sekilde pozitif bir n € C*([ty, 00), R) fonksiyonu varsa, (2.4.3) denkleminin

her bir ¢dziimii salimmhdir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.12. (C'1) — (C3¢) saglansin, £(t) > 0 ve go(t) < h(t) olsun. Eger x»(?)

Teorem 2.4.11°deki gibi tanimh olmak tizere yeterince biiytik her t; € [tg, 00) ve baz
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T € (t,00) degerleri igin

: ! L r(e)mi(s)™ Ty,
hrtrif;)lp T (XQ(S) CE 77:;(3) >d$ %

saglanacak sekilde pozitif bir € C*([ty, 00), R) fonksiyonu varsa, (2.4.3) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salinir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.13. (C1)—(C3¢) saglansm, a > 1, £(t) > 0 ve go(t) < h(t) olsun. Eger
X2(t) Teorem 2.4.11°deki gibi tamimh olmak iizere, yeterince biiytik her t; € [tg, 00)

ve baz1 T' € (t1,00) degerleri i¢in

! ri/(s)(n(s))?
li - + ds =
el Jr (XQ(S) dan(s)(R(s,tr)>1 ) 7%
saglanacak sekilde pozitif bir n € C([tg, 00), R) fonksiyonu varsa, (2.4.3) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salmir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.14. (C1)-(C2) ve (C3,) saglansin, g;(t) > h(t) olsun, ayrica ¢(t) > 0
ve (2.4.4) saglanacak sekilde pozitif bir m € C'([ty,0),R) fonksiyonu var olsun.

Eger
(91" (h(t)))

() = et () A

olmak tizere yeterince biiytik her ¢; € [ty, 00) ve baz1 T € [ta, 00) C (¢4, 00) degerleri

icin

T— <X3(8> ~ n;(S)T(S)(m’(S))“) s = o0

t—oo JT me(s)
saglanacak sekilde pozitif bir n € C([tg, 00), R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin biitiin ¢dziimleri salimir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.15. (C1)-(C2) ve (C3,) saglansin, g;(t) > h(t) olsun, ayrica ¢(t) > 0
ve (2.4.4) saglanacak sekilde pozitif bir m € C'([tg,0),R) fonksiyonu var olsun.
Eger x3(t) fonksiyonu Teorem 2.4.14’deki gibi olmak tizere yeterince biiytik her ¢; €

[tg, 00) ve baz1 T € [tg,00) C (t1,00) degerleri i¢in

t

= 0OQ,

: L () (s)H!
hItIiil:p T <X3(S) (a4 1) 77:(5) > ds
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saglanacak sekilde pozitif bir € C*([ty, 00), R) fonksiyonu varsa, (2.4.3) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salinir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.16. (C1),(C2) ve (C3,) saglansin, o > 1, g;(t) > h(t) olsun, ayrica
@(t) > 0 ve (2.4.4) saglanacak sekilde pozitif bir m € C1([tg, 00),R) fonksiyonu var
olsun. Eger y3(t) fonksiyonu Teorem 2.4.14’deki gibi olmak tizere, yeterince biiytik

her t; € [tg,00) ve baz1 T € [ta,00) C (t1,00) degerleri i¢in

ansun [ (vals) — e (s) (1 (s)) oo
lt—>oop T (XS( ) 4an<3)<R(5at1))al> =

saglanacak sekilde pozitif bir n € C([ty, 00), R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin biitiin ¢oziimleri sahnir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.17. (C1),(C2) ve (C3,) saglansin, g;(t) < h(t) olsun, ayrica ¢(t) >0
ve (2.4.4) saglanacak sekilde pozitif bir m € C*'([to, 00),R) fonksiyonu var olsun.
Eger

xa(t) = n(t)q(t)¢* (h(t))

olmak tizere yeterince biytik her ¢; € [ty, 00) ve baz1 T € [ta, 00) C (¢, 00) degerleri
icin
t /
. 77+(5>
1 ~ R ) s =
el o <X4(8) R (s, t1)> T

saglanacak sekilde pozitif bir n € C([ty, 00), R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin biitiin ¢oziimleri salhinir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Teorem 2.4.18. (C1)—(C2) ve (C3,) saglansin, g;(t) < h(t) olsun, ayrica ¢(t) > 0
ve (2.4.4) esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir m € C1([tg, 00), R) fonksiyonu var
olsun. Eger x4(t) fonksiyonu Teorem 2.4.17°deki gibi tanmimli olmak tizere yeterince
biiyiik her ¢; € [ty,00) ve baz1 T' € [ta,00) C (t1,00) degerleri igin

t

lim sup <X4(S) 1

t—00 T

RO AD P
aT D (s) )d‘

saglanacak sekilde pozitif bir n € C!([tg, 00),R) fonksiyonu varsa, bu taktirde bu
taktirde (2.4.3) denkleminin biitiin ¢dziimleri salnir (Tung ve Ozdemir, 2019).
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Teorem 2.4.19. (C1),(C2) ve (C3,) saglansin, o > 1, g;(t) < h(t) olsun, ayrica
o(t) > 0 ve (2.4.4) esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir m € C([ty, ), R)
fonksiyonu var olsun. Eger y,(t) fonksiyonu Teorem 2.4.17’deki gibi tanimli olmak

tizere, yeterince bityiik her ¢, € [ty,00) ve baz1 T' € [ty, 00) C (t1,00) degerleri i¢in

. ! ri/e(s)(n(s))? _
kel A (X‘*(S) - 40477(3)(R(3Tt1))al> s = 00

olacak sekilde pozitif bir n € C'([ty, 00),R) fonksiyonu varsa, bu taktirde (2.4.3)

denkleminin biitiin ¢dziimleri salimir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Ornek 2.4.20. t > 2 icin

(tll/g ((y(t) +2y (;) +8y <4t>)/> 1/3)/ + (£ + )y (5t) = 0

ile verilen yari-lineer neutral diferensiyel denklem, Teorem 2.4.11’in biitiin sartlarin

sagladigindan salimimhdir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Ornek 2.4.21. t > 2 icin

(<<y(t) + 3ty (;) + ty (2t)>/>3)/ + (£ + t)y? (D —

ile verilen yari-lineer neutral diferensiyel denklem, Teorem 2.4.14’{in biitiin sartlarini

sagladigindan salimmhdir (Tung ve Ozdemir, 2019).

Simdi, lineer olmayan neutral terim igeren ikinci mertebeden fonksiyonel denklemler

i¢in verilen salinim teoremleri tizerinde duracagz.

2(t) = y(t) + p(t)y" (7(1)) (2.4.5)

formunda lineer olmayan bir neutral terim ile tanimh

(aly +p(y* o T))')I(t) +q@)f(y(o(t)) =0, ¢ =1 >0, (2.4.6)
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ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemi goz Ontine alalim. o > 1 oldugu
durumda (2.4.5) formunda tammlanan z(t) fonksiyonuna siiperlineer neutral terim,
0 < a < 1 oldugu durumda da sublineer neutral terim denir. Oldukca yakin
bir zamanda Bohner, Sudha, Tangavelu ve Thandapani, (2.4.6) denkleminin butiin
¢Oztimlerinin salimml olmasini garanti eden yeni kriterler ortaya koymustur (Bohner

ve ark., 2019). Buna gore,

(H1) a € C([ty,00),(0,00)), p,q € ([to,0),[0,00)), t. > to olmak tizere [t,,o0)

tizerinde ¢ fonksiyonu 6zdeg olarak sifira esit degildir ve t — oo iken p(t) — oo;
(H2) f € C(R,R) ve her u # 0 igin f(u)/u”’ > M olacak sekilde bir M > 0 vardr;
(H3) « ve [ porzitif tek tam sayilarin oramdir ve o > 1;

(H4) 7,0 € C'([tg,00),R), 7(t) < t, o(t) <t, 7'(t) > 0 ve

frg ) = B o(t) = oo

kosullar1 altinda agagida tanitacagimiz sonuglar, (2.4.6) denkleminin salimimh olmasi

icin yeter sartlardir. Yazimda kolaylik olmasi agisindan her ¢ > T igin

R = [ a0 = [T

1 a—1
b ap® (r=1(r=1(1))) (1 + AQ(T‘l(t)))
p(T7(t))

notasyonlar1 kullanilacaktir. Burada 77! fonksiyonu, 7'nun ters fonksiyonunu

gostermektedir.
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Teorem 2.4.22. Varsayalim ki 8 > «,

/too L (2.4.7)

o alt)

her ¢t > T igin o(t) < 7(t) olsun. Eger her My > 0 sabiti i¢in

p(£)4(5)QF (o(5) QIO PR

)
iy RE(s) 4Msp(s)

~
1
=
Ql®
—~
\]\
—
—~
)
—~
VA
~—
~—
~—

olacak sekilde pozitif, azalmayan ve diferensiyellenebilir bir p fonksiyonu varsa, bu

taktirde (2.4.6) denkleminin biitiin ¢éziimleri salimmhdir (Bohner ve ark., 2019).

Teorem 2.4.23. Varsayalim ki (2.4.7) saglansin, f < « olsun ve her ¢ > T i¢in
o(t) < 7(t) olsun. Eger her M3 > 0 sabiti i¢in

ots)a()0f (o) B l0l@) _ a0

lim su
P R(s) 4M;p(s)

t—o0 T

olacak sekilde pozitif, azalmayan ve diferensiyellenebilir bir p fonksiyonu varsa, bu

taktirde (2.4.6) denkleminin butiin ¢oziimleri salmimhdir (Bohner ve ark., 2019).

Teorem 2.4.24. Varsayalim ki

/: ;z) < o0 (2.4.8)

saglansin. Eger

[ @i (ot = o

ve

[T ] a9)@8 (0() A% (7 o()ds] dt = oo (2.4.9

T a(t) Lt

saglanirsa, bu taktirde (2.4.6) denkleminin butiin ¢éziimleri salimmlidir (Bohner ve

ark., 2019).
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Teorem 2.4.25. Varsayalim ki (2.4.8) ve (2.4.9) saglansim ve o(t) < 7(¢) olsun.
Eger M > 0 ve her t > T >t i¢in

B B

W'(t) + Mg(H)QF (o() RE (7 V(o (t))wf (7 (o(#))) < 0,

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel esitsizligi pozitif ¢oziime sahip degil ise,

(2.4.6) denkleminin her ¢oziimii salmimhidir (Bohner ve ark., 2019).

Ornek 2.4.26. t > 1 icin

(e () <o (5) -

siiperlineer neutral terimli diferensiyel denklem, Teorem 2.4.24’tin bitiin sartlarini

sagladigindan salimimhidir (Bohner ve ark., 2019).

Bu boliimde ele alacagimiz son denklem,
2(t) = z(t) + b(t)z*(7(t))

formunda bir lineer olmayan neutral terim iceren ve (2.4.6) denklemine bir séniim

terimi (damping term) eklenerek elde edilen
(a) (t) +e(t)2'(t) + f()2P(a(t)) =0, t>ty>0 (2.4.10)

denklemidir. Bohner, Srinivasan ve Thandapani, (2.4.10) denklemini galigirken
(N1) « ve (3 ustelleri pozitif tek tam sayilarin orani ve a > 1;

(N2) b(t) < 1 olacak sekilde b, f € C([ty, 00), [0, 0)), ve yeterince biiyiik ¢ degerleri

icin f(t) dzdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon;

(N3) a,e € O([ty, ), [0,00)), A(t) := [} L. ile tanimlh A(t), sirh bir fonksiyon

to a(s)
ve
_b()AY(T(t)
R

(N4) 7,0 € C([to, ), R), 7(t) > t, o(t) <t ve limy_,o 0(t) = 005
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kogullar1 altinda asagida tamtilacak sonuglar inga etmistir (Bohner ve ark., 2021).

Yazimda kolaylik olmasi igin

E(t) := exp (/t: ZEZ%ds) F(t) = /too E(gi(s)

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.4.27. (N;) — (Ny4) saglansin ve
/) f(t)dt = oo (2.4.11)

to

olsun. Eger

ve

/tooo CL(t)lp(t) (/t: r’)(S)f(S)ds) dt = oo

saglanacak sekilde bir p € C'([tg,00), RT) fonksiyonu varsa, (2.4.10) denkleminin
her bir z(t) ¢oziimi ya salimmhdir ya da lim; . x(t) = 0 kalir (Bohner ve ark.,

2021).

Teorem 2.4.28. (N;) — (N,) sartlar ve (2.4.11) saglansin. Eger

[ agm ([ F0E@P e)s) dt =

ise, (2.4.10) denkleminin her z(t) ¢éziimii salimmhidir (Bohner ve ark., 2021).

Teorem 2.4.29. (N;) — (N,) sartlar ve (2.4.11) saglansin. Eger 5 =1 ve

lim sup {F(t) /t E(s)f(s)ds} > 1

t—o0 to

ise, (2.4.10) denkleminin her z(t) ¢oziimii salimmhidir (Bohner ve ark., 2021).
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Teorem 2.4.30. (N;)—(Ny) sartlar: ve (2.4.11) saglansin, ayrica o(t) < t azalmayan
olsun. Eger § =1 iken

o t 1 s 1
ya da § < 1 iken

[ g ([ Eeres)ar = o

ise, (2.4.10) denkleminin her z(t) ¢oziimii salimmhidir (Bohner ve ark., 2021).

Ornek 2.4.31. t > 1 icin

olmak tizere
(22/()) + t2'(8) + t53(t/3) = 0

ile verilen siiperlineer neutral terimli diferensiyel denklem, Teorem 2.4.27'nin biitiin

sartlarim sagladigindan salimmhdir (Bohner ve ark., 2021).
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3. SALINIM TEOREMLERI

3.1. Ikinci Mertebeden Siiperlineer Neutral Terimli Fonksiyonel

Diferensiyel Denklemlerin Salinimlilig:

Bu bolumde, u(t) ile gosterecegimiz neutral terim, stiperlineer formda ve hem ileri

tipten hem de gecikmeli sapma argiimentleri ihtiva edecek sekilde

u(t) = y(t) + F(t)y’ (9()) + r()y’ (¢(1)) (NT)

ile tanimli olmak tizere, ikinci mertebeden

(mu®) +a@f (pew)) =0, t2t>0, (®)

fonksiyonel diferensiyel denklemi gbz Ontine almacaktir. Eger 6 > 1 ise (NT)
esitligiyle tanimlanan ve lineer olmayan w(t) fonksiyonu stiperlineer neutral terim,

eger 0 < 6 < 1 ise sublineer neutral terim olarak siniflandirilir.

Bu bolim boyunca, tekrar belirtmeye gerek duyulmaksizin asagidaki sartlarin

saglandig1 kabul edilecektir:

(i) 0 pozitif tek tam sayilarin bir orani olacak sekilde 6 > 1 dir;

(ii) m € C’([to, o0), (0, oo)), qe€ C’([tg, o0), [0, oo)) ile tanimh siirekli fonksiyonlar
ve ¢ fonksiyonu t, > t, olmak fizere [t,,00) formundaki herhangi bir yar

aralikta 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon;

(iii) ¥,¢, e : [to,00) — R ile tammh sapmalar siirekli fonksiyonlar, 9 ve ( kesin
artan, 9(t) <t < ((t) ve
Jim 9(t) = Jim e(t) = oo;
(iv) f: R — R ile tanimh siirekli bir fonksiyon ve A\ pozitif tek tam sayilarmn bir

orani olmak {izere, her v # 0 i¢in vf(v) > 0 ve f(v)/v* > k olacak bicimde

bir £ > 0 sayis1 vardir;



(v) 7,r: [to,00) — [0, 00) ile tanimh stirekli fonksiyonlar ve t — oo iken r (t) — oco.

Cesitli simiftan ikinci veya daha yiiksek mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin
ve gzaman skalasinda neutral dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin salinim
davraniglarinin incelenmesi, literatiirde aktif olarak caligilan 6nemli bir arastirma
konusudur. Bu konu fizerine yapilan aragtirmalara 6rnek olarak (Agarwal ve ark.,
2001, 2003, 2014a.b; Baculikova ve Dzurina, 2011; Bolat ve Akin, 2004; Candan
ve Dahiya, 2008; Grace ve ark., 2018; Graef ve ark., 2017, 2019, 2021; Karpuz ve
ark., 2009; Karpuz, 2013; Karpuz ve Santra, 2020; Li ve ark., 2012; Li ve ark, 2012;
Li ve ark., 2013; Li ve Rogovchenko, 2014, 2015; Lin ve ark., 2007; Liu ve Ma,
2013; Ozdemir ve Tunc, 2018; Ozdemir, 2020; Prabaharan ve ark., 2019; Saker,
2006; Saker ve Graef, 2012; Santra ve ark., 2020a,b, 2021a,b,c,d,e; Tamilvanan
ve ark., 2017; Tung ve Graef, 2014; Tung ve Grace, 2016; Tung, 2017; Tung ve
Ozdemir, 2017; Tung ve ark., 2021; Yan, 1997; Zhang ve Liu, 2014) ¢aligsmalari
okuyucuya referans olarak verilebilir. Ilgili literatiir incelendiginde lineer olmayan
neutral terimli fonksiyonel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligr ile
ilgili yapilan ¢aligmalarin nispeten daha az sayida oldugu agikca goriillmektedir,
ornegin bkz. (Agarwal ve ark., 2014a; Bohner ve ark., 2019, 2021; Grace ve ark.,
2018; Graef ve ark., 2019; Lin ve ark., 2007; Tamilvanan ve ark., 2017). Bunun
yaninda bu caligmalar incelendiginde lineer olmayan neutral terimli diferensiyel
denklemlerle ilgili salimm sonuglarimin bir ¢ogunun sublineer durumla (0 < 6 < 1)

ilgilendigi aciktir.

Son zamanlarda Bohner, Sudha, Tangavelu ve Thandapani, (Bohner ve ark., 2019)
ikinci mertebeden stiperlineer neutral terimli (2.4.6) diferensiyel denklemini goz
ontine aldi. 7(¢) < ¢, 7'(t) > 0, o(t) < t ve limy oo 7(t) = limy oo 0(t) = o0
sartlart altinda ve a@ > 1 olmak tizere bu denklem i¢in yeni salinim sonuclari elde
etti. Ancak dikkat edilmelidir ki, s6z konusu ¢aligmada elde edilen salinim sonuglar:
7(t) >t ve/veya o(t) > t oldugu durumlarda (2.4.6) neutral diferensiyel denklemine

uygulanamamaktadir.
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2021 yilinda Bohner, Srinivasan ve Thandapani, (Bohner ve ark., 2021), (2.4.6)
denklemine bir soniim terimi eklenmesiyle elde edilen siiperlineer neutral terimli
(2.4.10) denkleminin kalitatif 6zellikleri tizerine ¢aligt1. S6z konusu galigmada neutral
katsay1 fonksiyonu b(t) igin b(t) < 1, ve sapma argiimentleri i¢in 7(t) > t ve o(t) <t
sartlar altinda (2.4.10) denkleminin salimm davramsglar incelendi. Not edilmelidir
ki soz konusu calisma, neutral katsay1 fonksiyonlarimin iistten simirsiz oldugu veya
neutral terimin bir gecikmeli argiiment icerdigi fonksiyonel diferensiyel denklemlere

uygulanabilecek bir salinim kriteri sunmamaktadir.

Yukaridaki gozlemler 1giginda, bu calismada neutral terimin siiperlineer formda
oldugu (# > 1) ve hem gecikmeli hem de ileri tipten sapma argiimentleri igerdigi,
ikinci mertebeden (E) fonksiyonel diferensiyel denkleminin tiim ¢6ziimlerinin saliniml
oldugunu gosteren yeter sartlar elde etmek hedeflenmigtir. Dolayisiyla bu ¢alismada
elde edilen sonuglar, literatiirde mevcut olan bazi sonuglar1 genellestirmekte ve
genigletmektedir. Ayrica belirtilmelidir ki e(¢) sapma argimenti, hem e(t) < ¢,
hem de uygun ¢ degerleri icin e(t) > t olarak secilebilir, bkz. Ornek 3.4.3-3.4.4.

(E) neutral diferensiyel denkleminin bir ¢6ztimii, 7, € [to,+00) olmak tzere
u € CH([T,,00),R), m(u') € C* ([T, 00) ,R) 6zelliklerine sahip ve [T}, 0o) araliginda
(E) denklemini saglayan bir y : [T}, 00) — R fonksiyonudur. Bu ¢aligma boyunca
tekrar belirtmeye ihtiyag duyulmaksizin, (E) denkleminin goz 6ntine alinan her y(t)
¢Oztiminiin saga dogru strdiiriilebilir ve agikar olmayan bir ¢6ztim oldugu, yani y(¢)

¢Oziiminiin butin [T, co) araliginda tammli ve
sup{|y(t)| : t > T} >0, herT >T,icin

oldugu kabul edilecektir.

Ayrica (E) denkleminin bu gekilde tanmimlanan y(t) ¢oztimlerine sahip oldugu da
kabul edilecektir. (E) denkleminin boyle bir agikar olmayan y(t) ¢oziimii, eger
[T,,00) arahiginda keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara sahip ise, yani sifirlarmin

kiimesi tstten siirh degilse salimmhidir denir. Aksi taktirde salimmsiz ¢oziim
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adin1 alir. Eger (E) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimimliysa denklemin kendisine

salimmmhdir (salimmh denklem) denir.

Eger

~ 1
/t =0 (3.1.1)

ise (E) denklemine kanonik formda,

~ 1
/t oy < o0 (3.1.2)

ise (E) denklemine kanonik olmayan formdadir denir (Trench, 1974). (E) denklemi
hem kanonik hem de kanonik olmayan formda ayr1 ayri goz oniine alinacak, her iki

durum i¢in de salinim sonuglar: elde edilecektir.
Yazimda kolaylik olmasi adina agagidaki notasyonlar kullanilacaktir:

Yeterince biiytik ¢, degerleri igin

X = [T aw = [

m(n)’ » m(n)

ayrica ¢! ifadesi, ('nimn ters fonksiyonunu ve § da daha sonra tanmimlanacak spesifik

bir fonksiyonu gostermek tizere

R O L =1
Uil = =y [1 r(CIOCT®) o) <1 ’ 5<<‘1<f>>>]

Lo, H(CH)  x(CHOET®)
r(CH @) r(CHRCHE) X))

) I <X<cl<c1<t>>>+ 01 )
orio(C1(C1(1))) x(CL(t)) X)) |

wg(t) =

Ustelik, yeterince biiyiik ¢ degerleri igin 1 (t) ve ty(¢) fonksiyonlarimin her ikisinin
de pozitif degerli oldugu kabul edilecektir.
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3.2. Yardimc: Lemmalar

Bu alt boliimde, ana sonuclarimizi ispatlamak ic¢in kullanacagimiz bazi yardimci

lemmalar1 sunacagiz.

Lemma 3.2.1. ¢ > 0 ve 0 < § <1 olsun. Bu taktirde
e <Be+(1-7). (3.2.1)

kalr. (Hardy ve ark., 1988, Teorem 41)

Lemma 3.2.2. (3.1.1) saglansin ve [to, 00) tlizerinde (E) denkleminin nihai pozitif

bir ¢oziimii y(t) olsun. Bu taktirde her ¢ > ¢; € [tg, 00) igin
w(t) >0, u(t)>0 ve (mu)(t)<0 (3.2.2)

olacak gekilde bir t; > ty vardir.

Yukaridaki Lemma’nin ispat1 (Baculikova ve Dzurina, 2011, Lemma 3) ile benzerdir.

Bu nedenle ispatin detaylarina yer verilmemigtir.

Lemma 3.2.3. Kabul edelim ki y(t) ¢oziimi, u(t) fonksiyonu (3.2.2) durumunu
saglayacak sekilde (E) denkleminin nihai pozitif bir ¢dztimii olsun. Eger sifira

yakinsayan, pozitif ve azalan bir §(¢) fonksiyonu varsa, her ¢ >ty > ¢; i¢in

(1) = i (tu(CH()) (3.2.3)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Neutral terim u(¢)’nin tanimindan, her ¢ > ¢; > t, icin

ut) > y(t) ve ult) > y(t) +7(t)y’ (0(1))
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oldugu aciktir ve

1

~—

(3.2.4)

esitsizligi elde edilir. (3.2.4) esitsizligine Lemma 3.2.1 uygulanirsa,

~— =

— =

elde edilir. Bu son egitsizlige tekrar Lemma 3.2.1 uygulanirsa,

(3.2.5)

sonucuna varilir. Diger taraftan (ii7) sartindan

(3.2.6)

ve

(3.2.7)
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oldugu goriliir. u(t) artan oldugundan, (3.2.6) ve (3.2.7) egitsizliklerinden sirasiyla

u(CHC @) <u(¢te) (3.2.8)

ve

u (W) <u () (3:2.9)

elde edilir. (3.2.8) ve (3.2.9) ifadeleri (3.2.5) esitsizliginde kullanilirsa

o 1_rm$§?%mf‘wwmiwwmﬂl+mﬁ%ﬂ "
y’(t) > w(CH(t)  (3.2.10)

r(¢H(t))

bulunur. wu(t) artan ve 6(t) azalan ve sifira yakinsayan fonksiyon oldugundan, her
t > 19 icin
u(t) > 6(t)

olacak bigimde bir ¢, > ¢; vardir. Bu son esitsizlik (3.2.10)’da yerine yazilir ve

yeniden diizenlenirse, (3.2.3) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.4. (3.1.2) saglansin ve [y, 00) tizerinde (E) denkleminin nihai pozitif
bir ¢oztimi y(t) olsun. Bu taktirde, her ¢ > t; > ¢, igin, u(t) fonksiyonu agagidaki

iki durumdan birini saglar.
(D) u(t) >0, w'(t) >0, (mu')'(t) < 0;
(IT) w(t) >0, u/'(t) <0, (mu')'(t) <O0.

Yukaridaki Lemma, Kiguradze ve Chanturia'min (Kiguradze ve Chanturia, 1993) iyi
bilinen lemmasinin bir genellegtirmesi oldugundan, ispatin detaylar1 verilmemistir,

ayrica bkz. (Baculikova, 2019).
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Lemma 3.2.5. (3.1.2) saglansin, (E) denkleminin nihai pozitif bir ¢6ziimil y(¢) olsun
ve u(t) fonksiyonu da Lemma 3.2.4’'te belirtilen Durum II'yi saglasin. Bu taktirde

her ¢ > t5 igin,

Y (t) = ea(t)u(¢(1) (3.2.11)

olacak sekilde bir ty > t; > tg vardir.

Ispat. Lemma 3.2.3"in ispatinda izlenen yol aynen takip edilirse, tekrar (3.2.5),

(3.2.6) ve (3.2.7) esitsizlikleri elde edilir. Dahasi, n > ¢ i¢in

oldugu kullanilarak, tistteki bu esitsizlik ¢ den ¢ ye kadar integre edilirse

u(€) < ult) +m(t) (1) /f njgn

bulunur. ¢ — oo iken limite gecilirse,
0 < u(t) + x(@)m(t)u'(t)

elde edilir ve buradan, ¢ > ¢; igin

(;Eg) >0 (3.2.12)

sonucuna varilir. (3.2.12) ig1iginda, (3.2.6) ve (3.2.7) esitsizliklerinden sirasiyla

X))
X(¢7H(1))

u(¢CH(t)) (3.2.13)

ve

X))
X(¢7H(1))

u(CH1)) (3.2.14)
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elde edilir. (3.2.13) ve (3.2.14) ifadeleri, (3.2.5)’te kullamlarak

; L[ M) )
= r<<—1<t>>[ O Eeeon wew W
I (a0 W
w/@(c—l(c—l(t))[ Wy e 1”
o[, ) o)
() || RO X )
o () | o1
erl/e(c-l(c-l(t»l NGO +u(C—1(t))H (3.2.15)

bulunur. u(t)/x(t) pozitif ve artan fonksiyon, x(t¢) ise sifira yakinsayan ve azalan
oldugundan, her ¢ > ¢, i¢in
u(t)
—= > x(t
0 > X(t)

X(t)
olacak sekilde bir t, > t; vardir. Dolayisiyla, her ¢ > ¢, icin u(t) > x?(t) oldugu
(3.2.15)’te yerine yazilirsa (3.2.11) elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

3.3. Temel Sonucglar

Kanonik formdaki (E) denkleminin ¢éztimlerinin salimimlhiligs ile ilgili ilk kriterimizi

asagidaki teorem ile veriyoruz.

Teorem 3.3.1. (3.1.1) saglansin, A > 6 ve e(t) < ((t) olsun. Eger her k1 > 0 ve
t>T >t € [to,OO) icin
t AV e(m) — m(n) (¢'(m)”

limsup | (é(n)q(n) 1 (e(m)) ANy dkid(n) )dn:

(3.3.1)

saglanacak sekilde pozitif ve azalmayan bir ¢ € C* ([tg,0),R) varsa, bu taktirde

(E) denkleminin butiin ¢oztimleri salimimhidir.

Ispat. Aksine kabul edelim ki y(¢), (E) denkleminin salimm yapmayan bir ¢oziimit
olsun. Genelligi bozmaksizin, her t > t; i¢in y (t) > 0, y (¥(¢)) > 0, y(¢(t)) > 0
ve y(e(t)) > 0 olacak sekilde bir t; € [ty,00) vardir. y(t) nihai negatif oldugu

39



durumda ispat tamamen benzer oldugundan burada ve tez calismasindaki diger

ispatlarda, negatif ¢oziim ile ilgili detaylara yer verilmeyecektir. (E) denklemi ve

(3.2.3) egitsizliginden, her ¢ > ty € [t1, 00) igin

(m(eu'(®)) + a0 (e () (¢ (e 41)) <0,
kalir. [t1,00) tizerinde m(t)u/(t) azalan oldugundan

w(t) = u(t)+ tthan(t)u’(t)A(t)

elde edilir. (3.3.3)ten, her t >ty € [t;,00) igin

(55) =0

kaldigr aciktir. (3.3.4) ve (7!(e(t)) < t oldugu kullanilarak, her ¢ > ¢, igin

bulunur. (3.3.5) 1ginda (3.3.2) esitsizligi, her ¢ > t5 i¢in

/ A6 (-1 e
(o) + a0 ) S <o

bigiminde yazilabilir. Simdi ¢t > ¢5 i¢in

formundaki Riccati tipi doniigimii tamimayalim. W (¢) > 0 oldugu agiktir.

diferensiyellenir ve (3.3.6) goz oniine alinirsa, her ¢ > ¢, igin

vy — OWg ., SO MO v

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.7)

¢ (t) u(t) S ot)m(1)
AP vo gAY @) W)
< ¢<t> \IJ({;) (b(t)Q(t) 1 ( <t>) A)\/g (t) u(t) ¢(t)m(t)
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elde edilir. u(t) pozitif ve kesin artan oldugundan, her t > t5 igin u(t) > C > 0
olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buna gore (3.3.8) esitsizligi U'ye gore tam

kareye tamamlanirsa, x; = kC*~9/9 olmak iizere

AN (Y e(t) | m(t) (¢ (1)
AN (¢) 49(t)

V(1) < —riop()q(t)yr’ (e(t))

bulunur. (3.3.9) ifadesi t5’den t’ye kadar integrallenirse

! A6 AN (M eln)  mn) (¢ (n))?
/t2 <¢<7]>Q(7]) 1/ (6(77)) ANO (77) o 4’€1¢(77) ) d’f] <V (t2> )

sonucuna varilir, ki bu son egitsizlik (3.3.1) ile geligir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.1’den ¢(t) fonksiyonunun farkli se¢imlerini kullanarak (E) denkleminin
salmimlihigy igin farkli yeter sartlar ortaya konulabilir. Ornegin ¢(t) = 1 ve p > 1

olmak tizere ¢(t) = t” i¢in sirasiyla agagidaki sonuglar elde edilir.
Sonug 3.3.2. (3.1.1) saglansin, A > 0 ve e(t) < ((t) olsun. Eger her t > T > t; €
[to, 00) icin,

t

M6 (1(e
11?L21p Tq(n) Y (e(n))A jf/e ((77)(77)))

dn = oo (3.3.10)

saglaniyorsa, bu taktirde (E) denklemi salinimhdir.

Sonug 3.3.3. (3.1.1) saglansin, A > 0 ve e(t) < ((t) olsun. Eger her t > T > t; €

[to,00) ve her k1 > 0 sabiti i¢cin

. M6 (—1(e 2m(n)nP—2
lim sup (npq(n) 1\/0(6(77)>A /ig/a ((77;77))) -f flz)ln

t—o00 T

) dn =00 (3.3.11)

saglanirsa, bu taktirde (E) denklemi salimmhdir.

Siradaki teorem ile Philos’un (Philos, 1989) caligmasindaki sonuglar yardimiyla,
integral ortalama teknigi kullanmlarak (E) denkleminin salimimhilig: igin yeter gartlar
verilecektir. Bunun igin oncelikle P fonksiyonlar sinifi olarak adlandiracagimiz

asagidaki fonksiyonlar siifin1 tanimlayalim.
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So={(t,n) e R”: t >n >ty veS={(tn € R :t>n2>t} olsun.
Eger agagidaki iki sart saglamyorsa J € C (S,R) fonksiyonuna P snifina ait bir

fonksiyondur denir ve J € P ile gosterilir:
(Py) t >ty icin J(t,t) = 0 ve Sy tizerinde J(t,n) > 0;

(P2) J(t,n) fonksiyonu Sy tizerinde ikinci degigskene gore siirekli ve pozitif olmayan

kismi tiirevlere sahiptir.

Teorem 3.3.4. (3.1.1) saglansin, A > 6 ve e(t) < ((t) olsun. Ayrica kabul edelim
ki J € P olacak sekilde j,J : S — R stirekli fonksiyonlar olsun ve her (¢,1) € S
icin

aJ

—877(?5, n) =3t/ J(tn) (3.3.12)

saglansin. Eger

¢'(n)
o(n)

O (t,n) =—j(t,n) + J(t,n), (3.3.13)

olmak tizere her k; > 0 sabiti ve her t > T > t; € [ty, 00) igin

t MO (=1(e
1i§g§1pj(t17T)/T [J(t,n)cb(n)q(n) M (o)) 2 jf/a ((,7)(77)))

_ ¢(m)ym(n)®° (t,n)
4/€1

] dn = oo (3.3.14)

kalacak gekilde pozitif ve azalmayan bir ¢ € C* ([ty,0),R) fonksiyonu varsa, bu

taktirde (E) denkleminin biitiin ¢ziimleri salimimhidir.

Ispat. y (t), (E) denkleminin salinim yapmayan bir ¢oziimii olsun. Teorem 3.3.1’in
ispatindaki siire¢ takip edilirse, tekrar (3.3.8) elde edilir. (3.3.8) ifadesinden her

t >ty € [t1,00) i¢in

' M6 (—1(e '
[ ateanmotmatnt o5 Sy < - [

¢'(n) t \112(77)
o) W(n)dn — /tQ J(t,n)mdn (3.3.15)

+/t:J(t,77)
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sonucuna varilir. (3.3.15) esitsizliginin sag tarafindaki birinci terime kismi integral

yontemi kullanilirsa,

t

—/t:g‘;(t,n)‘l’(n) dn
= —J(t,6)V () —/t:g‘;(t,n)‘lf(n) dn

/ TV () dy = T ) ()

t2 to

elde ederiz. (3.3.12) ve (3.3.16) ifadeleri, (3.3.15) i¢inde kullanilirsa,

t A0 (-1 e
[ atenmomatmn e dn < gt )0 1)

[T + e 50w
g

)
YT i)

e D G

bulunur. (3.3.17) ifadesi ¥’ye gore tam kareye tamamlanirsa,

t M6 (1(e
[t otmatne e 5 5

< (60200 (12) + ;[ S)m(n)@ (e, n)dy

t2
elde edilir. Bu egitsizlik diizenlenirse, her ¢ > ¢, icin

¢ MO (¢-1(e
S o w0

_ ¢(m)m(n)®° (¢, n)

4/'431

d77 < \Ij<t2)a

oldugu goriliir ve (3.3.14) ile celigir. Bu ¢eligki ispat1 tamamlar.

Simdi A < 6 oldugu durumda salinim sonuglar1 verilecektir.
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Teorem 3.3.5. (3.1.1) saglansin, A < 6 ve e(t) < ((¢) olsun. Eger her o > 0 sabiti

ve her t > T > t; € [ty,00) igin

. MO (¢ (e m(n) (¢'(n))*
ipsup T<¢<n>q<n> M e(m) 2 (fun() - Yzﬁ(ﬁ?) )d":

(3.3.19)

olacak sekilde pozitif ve azalmayan bir ¢ € C*([ty,00),R) fonksiyonu varsa, bu

taktirde (E) denkleminin biittin ¢oziimleri salinimhdir.

Ispat. y (t), (E) denkleminin salinim yapmayan bir ¢oziimii olsun. Teorem 3.3.1’in
ispatindaki yol aym gekilde takip edilirse, tekrar (3.3.2)-(3.3.5) esitsizlikleri elde
edilir. A < 0 ve u(t)/A(t) fonksiyonu [t, 00) tizerinde artmayan oldugundan, her

t >ty € [t1,00) igin

(Zi?))g > 0111_3 (3.3.20)

olacak sekilde bir C; > 0 vardir. (3.3.2) esitsizliginin i¢inde (3.3.5) ve (3.3.20)

kullanilirsa, ky = —"5 olmak tizere
c, ?
/ A6 (r—1 e
(mow®) + raa0 o) P <o, @aa)

elde edilir. Ispatin geriye kalan kismi Teorem 3.3.1'in ispati ile tamamen benzer

oldugundan ayrintilara yer verilmemigtir.

Teorem 3.3.6. (3.1.1) saglansin, A < 6 ve e(t) < ((t) olsun. Ayrica kabul edelim
ki J € P olacak sekilde 7, J : S — R stirekli fonksiyonlar olsun ve (3.3.12) saglansin.
® (t,n) fonksiyonu (3.3.13) ile tamimli olmak tizere, eger her ko > 0 ve her ¢t > T >

t1 € [to, 00) icin

¢ MO (=1(g
syt [ttt ety 2 )
_ ¢(m)m(n)®* (t,n)

dn = 3.3.22
yv n = 00 ( )
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saglanacak sekilde pozitif ve azalmayan ¢ € C' ([ty,00),R) fonksiyonu varsa, bu

taktirde (E) denkleminin biitiin ¢ziimleri salimmlidir.

Ispat. Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.5’ten direkt olarak elde edilebilecegi icin, ayrintilar
okuyucuya birakilmigtir.

Simdi (E) denkleminin kanonik olmayan formda oldugu, yani (3.1.2) integralinin

yakinsak oldugu durum i¢in salinim sonuglar1 verilecektir.

Teorem 3.3.7. (3.1.2) saglansin ve e(t) < ((t) olsun. Eger

2(t) + ma(t)r’” (e(t) AV (¢THe(t) 27 (CHe®)) <0 (3.3.23)

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel esitsizligi pozitif bir ¢oziime sahip degilse,

ve her t > T > t; € [ty,00) igin

F

kaliyorsa, bu taktirde (E) denkleminin biitiin ¢oztimleri salmimhdir.

[ ey e o (CHen)) dn) de o0 (3320

T

Ispat. y(t), (E) denkleminin salmim yapmayan bir ¢éziimii olsun. Genellik bozul-
maksizin, her ¢ > t; igin y(t) > 0, y(J¥(t)) > 0, y(¢(t)) > 0 ve y(e(t)) > 0 olacak ve
u(t) fonksiyonu Lemma 3.2.4 ile belirtilen Durum (I) ve Durum (II)’den bir tanesini

saglayacak sekilde bir t; € [tg, 00) vardir. Her iki durumu da ayri ayri inceleyelim.

Durum (I): [t1,00) tizerinde u/(t) > 0 olsun. Teorem 3.3.1’in ispatinda izlenen yol

aynen takip edilerek, (3.3.2) ve (3.3.3) elde edilir. t > ¢, igin z(¢) fonksiyonunu
2(t) = m(t)'(t)

ile tamimlayalim. Bu durumda, z(t) > 0’dir. (3.3.2) esitsizliginde (3.3.3) kullanilirsa,

her t > t5 i¢in
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2 (1) + rg(t)y”’ (e(t) AV (¢TH(e(t)) 27 (¢ e(®)) <0

elde edilir ve z(t) fonksiyonu (3.3.23) esitsizliginin pozitif bir ¢6ztimii olur. Bu da

bir ¢eligkidir.

Durum (II): [t;,00) tizerinde u/(t) < 0 olsun. Lemma 3.2.5’in ispatindaki siireg
aynen tekrar edilirse (3.2.11) ve (3.2.12) elde edilir. Buna gore, her t > t5 i¢in, (E)

denklemi ve (3.2.11) esitsizliginden,

/

(mp'(®)) + ma)63” (e (1) w¥* (¢ (e(t))) < 0,

elde edilir. Bu son egitsizlik ¢5’den t’ye kadar integre edilirse

[ amus’ e ) (¢ ) dn < —miey'() (3.3.25)

oldugu goriiliir. Diger taraftan (3.2.12) esitsizligi u(t)/x(¢) fonksiyonun [¢;,00)

iizerinde azalmayan oldugunu garanti ettiginden,

u(t)

her t >ty € [t1,00) igin —= > Cy >0

x(t)

olacak gekilde bir Cy > 0 vardir. Bu ytizden de (3.3.25) egitsizliginden

mCz)‘/e
m(t)

[ e e ) (¢ ew))) dn <~ (1) (33.26)

to

sonucuna varilir. (3.3.26) ifadesinin ¢5’den t’ye integrali alinir ve ¢ — oo iken limite

gegilirse, (3.3.24) ile geligki elde edilir ve bu geligki ile ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.8. (3.1.2) saglansin, A = 0 ve e(t) < ((t) olsun. Eger

t

iminf [ o (em) A (¢ etn))) do > o (33.27)

t—00 ¢—1(e(2) ex
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ve

/TOO 1@) (/Tt a(n)t2 (e(m)) x (¢ (e(n))) dn) dt = oo, (3.3.28)

ise, bu taktirde (E) denkleminin biitiin ¢6ziimleri salimmhdir.

Ispat. y(t), (E) denkleminin salimmsiz (ve nihai pozitif) bir ¢oziimii olsun. Bu
taktirde, u(¢) Lemma 3.2.4 ile belirtilen Durum (I) yada Durum (II)’den birini
saglayacak gekilde bir ¢; > to vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, ispat Teorem

3.3.7’nin ispatindaki ikinci durumla, A\ = 6 igin tamamen aynidir.

Durum (I): [t;,00) tizerinde u/(t) > 0 olsun. Bu taktirde z(¢) fonksiyonu (3.3.23)
esitsizliginin pozitif bir ¢dziimii olur. Diger taraftan (3.3.27) sart1 saglanirsa, (Ladde
ve ark., 1987, Teorem 2.1.1) den goriiliir ki (3.3.23) esitsizligi pozitif bir ¢6ztime sahip

olamaz. Bu celigki ispat1 tamamlar.

Sonug 3.3.9. (3.1.2) saglansm, A < 6 ve e(t) < ((t) olsun. Eger

[ a®ui? (e) AV (¢ e(t))) dt = oo (3.3.29)

ve (3.3.24) saglanirsa, bu taktirde (E) denklemi salimmhidir.

Ispat. y(t), (E) denkleminin salimmsiz (ve nihai pozitif) bir ¢oziimii olsun. Bu
taktirde, u(t) Lemma (3.2.4) ile belirtilen Durum (I) yada Durum (II)’den birini
saglayacak sekilde bir t; > tg vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, ispat Teorem

3.3.7’nin ispatindaki ikinci durumla tamamen benzerdir.

Durum (I): [¢1,00) tizerinde u'(¢) > 0 olsun. Bu taktirde z(¢) fonsiyonu (3.3.23)
esitsizliginin pozitif bir ¢éztimi olur. Buna karsilik, (3.3.29) saglanirsa (Kitamura
ve Kusano, 1980, Teorem 2)’den dolay1 (3.3.23) esitsizliginin pozitif bir ¢dziimii

olamaz. Bu celigki ispat1 tamamlar.
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Sonug¢ 3.3.10. (3.1.2) saglansin, A > 6 ve b,c,d > 0 reel sabitler olmak iizere
e(t)=t—>b,9(t) =t —cve ((t) =t+ d olsun. Eger

lip inf [(2) o log (q(t) MO (1 AN (b — d) )] >0, (33.30)

—00

ve (3.3.24) saglanirsa, bu taktirde (E) denklemi salimimhdir.

Ispat. y(t), (E) denkleminin salimmsiz (ve nihai pozitif) bir ¢oziimii olsun. Bu
taktirde, u(t) Lemma (3.2.4) ile belirtilen Durum (I) yada Durum (II)’den birini
saglayacak gekilde bir ¢, > t, vardir. Eger Durum (II) saglanirsa, ispat Teorem

3.3.7'nin ispatindaki ikinci durumla tamamen benzerdir.

Durum (I): [t1, 00) tzerinde /'(t) > 0 olsun. Bu taktirde, Teorem 3.3.7’den dolay1
z(t) fonksiyonu (3.3.23)’e karsilik gelen

2(t) + kg (t—b) AN (t—b—d) M (t —b—d) <0

diferensiyel esitsizliginin pozitif bir ¢éziimiidir. Bu yiizden de, (Sakamoto ve Tanaka,

2010, Lemma 2.2)’den dolay1, bu esitsizlige kargilik gelen
() + kg (=) AN t—b—d) M (t—b—d) =0 (3.3.31)

denkleminin pozitif bir ¢oziimii vardir. Diger taraftan, eger (3.3.30) saglanirsa,
(Sakamoto ve Tanaka, 2010, Sonug 1.2)’den dolay1 (3.3.31) denklemi pozitif bir

¢Oziime sahip olamaz. Bu celigki ispat1 tamamlar.
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3.4. Ornekler ve Notlar

Not 3.4.1. Eger bu bolimde verilen biitiin Teoremler ve Sonuglar i¢inde 7(¢) = 0

alimirsa bu durumda 6 > 1, e(t) < () ve ((t) > t sartlar altinda

!/

(m<t>(y<t> - r<t>y9(<<t>))’) +a)f(y(e®) =0, t>t>0,  (34.1)

denkleminin salinimlhiligi i¢in yeter sartlar elde edilir. Bu calismada elde edilen
sonuglar (7) — (v) sartlarn altinda (3.4.1) ileri tipten neutral diferensiyel denklemi

icinde gecerlidir.

Not 3.4.2. Bu galigmada elde edilen sonuglarin, {(t) ve e(t) fonksiyonlarmin segimine
gore ¢ok yonli olduguna dikkat ¢gekmek istiyoruz. ((t) > ¢ ve e(t) < ((¢) oldugundan
e(t) sapma argiimenti gecikmeli yada uygun bir ileri tipten sapma argiimenti olarak

secilebilir.

Ornek 3.4.3. ¢t > 2 icin, ikinci mertebeden
/ /
<e_t [y() + 4*(1/2) + My (20)] ) + QB2 —1) = 0 (3.4.2)

neutral diferensiyel deklemini goz 6niine alalim. Burada
e m(t)=e¢ ', A=0=23, k=1 ve Q bir sabit olmak tizere q(t) = Qe*;
o r(t)=e3 7(t)=1,((t) =2t e(t) =2t — 1 ve 9(t) = t/2

oldugu gortulmektedir. () — (v) sartlar1 ve (3.1.1) saglanir. Direkt bir hesaplama ile
A(t) = e — €2 olarak bulunur. Ayrica 6(t) = 4e7/? olarak secilirse, §()'nin pozitif
degerli, azalan ve t — oo iken sifira yakinsayan bir fonksiyon oldugu aciktir. Dahasi,
t>1T > 2igin

565t/8 _ 2€3t/8 _ 6€t/4
Un(t) = GelTt/3 >0

oldugu goriiliir. (~!(e(t)) =t —1/2 < t oldugu goz 6niine alinir ve ¢(t) = 1 segilirse
Q>0vet>T >2igin (3.3.10) sart1 saglanir. Bu ytizdende 2 > 0 olmak kaydiyla,
Sonug 3.3.2'nin biitin sartlar saglandigindan dolay1 (3.4.2) denklemi salinimhidir.
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Ornek 3.4.4. t > 7 icin, ikinci mertebeden
. . N’
(t2 [y() + 172t — 1) + 272t + 2)] ) +y(t+1) = 0. (3.4.3)

neutral diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Burada
e qgt)=t, k=1, mlt)=1t>, \=1ve § =5/3;
o r(t) =0, 7(t) =t e(t)=t+1,{{t) =t +2ved(t)=t—1
oldugu agiktir. Bu denklem igin, (i) — (v) sartlar1 ve (3.1.2) saglanir. Ayrica

t—7 1
A(t) = T and  x(t) = N
oldugu basit bir hesaplama ile goriilebilir. Eger 6(t) = 4(¢t—2)~! segilirse, §(t) pozitif

degerli, azalan ve t — oo iken sifira yakinsayan bir fonksiyondur. Diger taraftan

t > 7 igin

(F 3 1

Pi(t) = t—2p ll_ (t—5)5 5(t—4)3 10(t—4)? -0

ve

>0

- e )

vell) = o3 i—1' 3

elde edilir. (7'(e(t)) = t — 1 < t oldugu goz oniine alimir ve ¢(t) = 1 segilirse
t > T > 7igin (3.3.24) ve (3.3.29) saglanir. Bu ytzden Sonug 3.3.9’dan dolay1

(3.4.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir.

Not 3.4.5. Bu boliimde sunulan sonuglar "Bulletin of the Malaysian Mathematical
Sciences Society" dergisinde "Oscillation of Second-Order Functional Differential
Equations with Superlinear Neutral Terms' baglikli bilimsel aragtirma makalesi

olarak yaymlanmigtir (Ozdemir ve Kilig, 2022).
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4. TARTISMA VE SONUC
Bu boliimde, tez calismasinda elde edilen ana sonuclara ek olarak, elde edilebilecek
yeni sonuglar ve bazi agik problemler notlar halinde verilecektir.

4.1. Tartisma ve Sonug

Not 4.1.1. Kabul edelim ki (v) sart1
(v*) t — oo iken 7 (t) — oo olmak tizere 7,1 € C’([to, o0), [0, oo))

sart1 ile degistirilsin. Bu durumda 1 (t) ve 1,(t) fonksiyonlar1 yerine sirasiyla

L[ ) AW ()
FOCOT0)  AG)

1 (Aw—w04@»y+ -1 )
A1) 6(9=1(¢))

ve

W) 1 o1
~H 010 [1 FOCE®) 6P (01(0) (“ww»)]

fonksiyonlar tanmimlanirsa, (i) — (v*), e(t) < 9(t), ¥3(t) > 0 ve ¥4(t) > 0 sartlar

altinda (E) denkleminin salimimliligy i¢in yeni sonuglar elde edilebilir.

Not 4.1.2. (E) denkleminin salimmhligi 0 < 0 < 1 ve t — oo iken r () — oo

ve/veya 7 (1) — oo gartlar1 altinda incelenebilir.

Not 4.1.3. § > 1 olmak tizere, stiperlineer neutral terimli (E) denklemi igin
—oco<r,7T<0 veya —oo<r,T<—1

sartlart altinda salimim sonuclari elde etme problemi agiktir.

Not 4.1.4. (iii) sartinda ¥ ve ¢ sapma arglimentleri i¢in monotonluk garti verilmigtir.
Monoton olmayan ¥ ve ( argiimentleri ile tanimh (E) denklemi i¢in salinim kriterleri

elde etme problemi agiktir.
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