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IKTISAT BiLIMINDE DINAMIK DENGE MODELLERI
VE SERMAYE BIiRiKiM SURECI
BARKIN AKCAYER

Tez gcalismamda bes tane kapali ekonomi iki tane de acik ekonomi olmak lzere toplamda
yedi tane ekonomik blylime modelini inceledim. Bu incelededim modellerden Solow Modeli’ni
temel alarak orta buyuklikte bir Glkenin Solow Modeli yapisi altinda dis tasarruflarla sermaye
birikimi surecini inceledim. Ekonomik buyume modellerinin incelenmesinde diferansiyel
denklemler ile optimal kontrol kuramini ydontem olarak kullandim.

Solow Modeli'ne bir dig tasarruf fonksiyonu ekleyerek bir Agik Ekonomi Kiriimali Solow
Modeli olusturdum. Bu modelde Solow Modeli’'nde oldugu gibi uzun dénem kisi basi sermaye ve
kisi bagi gelirin blyime orani sifirdir. Yalniz dis faiz orani ile yurtici sermayenin marjinal getirisini
esitleyen esik kisi basi sermaye degiskeninin aldigi degere baglh olarak, utlkenin ulasacagi kKisi
basi sermaye degerini belirleyen ¢ tane senaryo ortaya ¢ikmaktadir.

Bu ¢ senaryoda g tane farkli duragan durum denge kisi basi sermaye degeri elde edilir.
Model Ulkenin hangi duragan durum noktasinda bulunacagi esik kisi basi sermaye degerine goére
belirlenir. Esik kisi basi sermaye degeri degistiginde duragan durum dengesi de degisir.

Acik Ekonomi Kirilmali Solow Modeli’ndeki ti¢ senaryoya bagli olarak ortaya gikan Ug sekli

Python programlama dilini kullanarak olugturdum.

Anahtar Kelimeler: Ekonomik Blylime, Dinamik Denge, Harrod-Domar, Solow Blylume

Modeli, Optimal Biiyiime Modeli, icsel Biiyiime Modeli, Acik Ekonomi



ABSTRACT

DYNAMIC EQUILIBRIUM MODELS
AND CAPITAL ACCUMULATION PROCESS
IN ECONOMICS
BARKIN AKCAYER

In my thesis, | examined a total of seven economic growth models, five of which are closed
economies and two open economies. Based on the Solow Model, one of the models | examined, |
examined the capital accumulation process of a medium-sized country under the Solow Model
structure. | used differential equations and optimal control theory as a method in the study of
economic growth models.

| created an Open Economy Solow Model by adding an external savings function to the
Solow Model. In this model, as in the Solow Model, the growth rate of long-term capital per capita
and income per capita is zero. Three scenarios emerge that determine the per capita capital value
that the country will reach, depending on the value taken by the threshold variable of capital per
capita, which equates only the foreign interest rate with the marginal return of domestic capital.

In these three scenarios, three different steady-state equilibrium capital value per capita
are obtained. The steady state point of the model country is determined by the threshold capital
value per capita. When the threshold value of capital per capita changes, the steady-state
equilibrium changes as well.

| drew three graphs that emerged depending on the three scenarios in the Open Economy

Solow Model using Python programming language.

Keywords: Economic Growth, Dynamic Equilibrium,Harrod Domar, Solow Growth

Model,Optimal Growth Model, Endogenous Growth Model, Open Economy
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GiRIiS

Bir ekonominin uzun dénemde saglayacagi dogal biiylime trendini bulmak ve bu trendden
sapmalarin sebeplerini ortaya koymak Buyiime iktisadr’'nin arastirma konusudur. Dolayisiyla
BlylUme iktisadi uzun dénemle ilgilenir. Uzun Dénem ise, sermaye stokunun, potansiyel gelirin,
tam istihdam milli gelir diizeyinin ve Uretim kapasitesinin degistigi donemdir.

Tez galismamin temel sorusu sudur: Dis tasarruflarin bir Glkenin sermaye birikimi
Uzerindeki etkisi nedir? Bunu Solow Modeli’ni temel alarak inceledim.

Tez cgalismamda Ramsey-Cass-Koopmans, Harrod-Domar, Solow-Swan, Romer ve
Aghion-Howitt olmak lzere 5 tane ekonomik blylime modeli incelenmistir. Blylime iktisadinda
¢cok sayida ve gesitli bliylime modelleri vardir. (Aghion and Durlauf, 2005; Acemoglu, 2010; Barro,
2004) Ben tez galismama blylme iktisadinda mihenk tasi olma 6zelligi tasidigini disundidgim bu
bes ekonomik biylime modelini aldim. Bunlar sirasiyla Ramsey-Cass-Koopmans optimal
ekonomik blylime, Harrod-Domar kararsiz duragan durum, Solow-Swan kararli duragan durum
ve teknolojinin igsellestirildigi Romer ve Aghion-Howitt modelleridir. Bu blyime modelleri kapali
ekonomi varsayimi altinda olusturulmustur. Dis ekonomik iligkileri aciklayan Batiz-Romer ve
Grossman-Helpman modelleri sirasiyla ekonomik bitinlesme ve karsilastirmall Gstlnlik
baglaminda ekonomik buyumeyi incelemiglerdir.

Benim olusturdugum blyime modelinde ise, Solow tipi disa acgik bir ekonomide, bu
ekonominin veri dinya faiz oranindan dis sermaye alarak blylimesi incelenmigtir.

Birinci bélimde kapali ekonomi biiyiime modelleri incelenmistir. ikinci bélimde dis
ekonomik ilskileri agiklayan modeller incelenmistir. Ucilincli bélimde ise, Acik Ekonomi
Kirilmali Solow Modeli olusturulup incelenmistir. Sonug bélimuinden sonra blylime modellerinde

kullanilan matematiksel yontemler anlatilmigtir.



BIiRINCi BOLUM
KAPALI EKONOMi BUYUME MODELLERI

1.1 Ramsey-Cass-Koopmans Modeli

Ramsey-Cass-Koopmans modeli [Ramsey,1928; Cass,1965; Koopmans et al.,1963] bir
optimal ekonomik buyime modelidir.Bu modelin amaci optimal ekonomik buyumeyi saglayacak
temel ilkeyi, prensibi ortaya koymaktir.

Ramsey calismasinda, bir ulusun gelirinin ne kadarini tasarruf etmesi gerektigi sorusu
Uzerinde durmustur. [Ramsey, 1928:543] Daha acik bir sekilde sorun, toplumun su andan
sonsuza uzanan zaman araldi iginde tiketimden elde ettigi toplam faydasini en ¢oklastiracak bir
tasarruf miktarini nasil belirlemesi gerektigidir. Eger gelirinin tamamini tasasrrufa ayirirsa gelecek
zamanlarda tiuketimini arttirir ve dolayisiyla faydasini arttirir. Yalniz bugin tiketecegdi higbirsey
kalmaz. Bugunku faydasi sifir olur. Diger taraftan gelirinin tamamini simdi tiketime harcarsa bu
sefer de buglnku faydasi artar yalniz gelecekte tliketecegdi higcbirsey kalmaz. Gelecekteki faydasi
sifir olur. Bu durumda en uygun tasarruf miktari ne olmalidir ki bugiinden sonsuza uzanan zaman
araliginda toplumun toplam faydasi en ¢ok olsun? Bu en ¢ok faydayi Ramsey ¢alismasinda ‘Bliss’
yani ¢ok buyuk mutluluk olarak tanimliyor.[Ramsey, 1928:545] Gergeklesen toplam faydayi bu

cok blylk mutluluk noktasina ulastiracak tasarruf miktari nasil bulunmalidir sorusuna yanit ariyor.
1.1.1 Model

Bu modelin varsayimlari sdyledir: [Ramsey, 1928: 543-544]

1)Sonsuz dmdrll bir toplumdur.

2)NuUfus artig orani sifirdir.

3)TUketici tercihlerinde zaman icinde bir degisiklik yoktur.

4)Calisma yukunde bir degisiklik yoktur.

5)Teknolojik gelisme buylime orani sifirdir.

6)Tuketicilerin zaman tercihi orani sifirdir.

7)TUketimin ve emegin toplumun Uyeleri arasinda nasil dagildigi gézénune alinmiyor.

Toplam fayda sadece tiketimin ve emegin toplam degerlerinin fonksiyonudur.



8)Sermaye urunleri, tiketim Urlnleri ve emek turleri arasindaki farkliliklar Snemsenmiyor.

9)Ulkeler arasindaki borg alma borg verme iligkileri gézéniinde bulunduruluyor fakat uzun
sureli bir bor¢luluk durumu olasiligi géz ardi ediliyor.

10)Toplumun tasarruf gudisiinde bir degisiklik olmadigi varsayilyor. Yani bu donemki
tasarruflar, bir sonraki nesil tarafindan bencilce tuketilmiyor.

11)Tasarruflarin savas, dogal afet gibi talihsiz bir olay sonucu tamamen yok
olmadigi varsayiliyor.

Uretim fonksiyonu zamandan bagimsizdir. Dolayisi ile teknolojik gelisimin sabit oldugu

varsayllmistir. Bu durumda Uretim fonksiyonu su sekildedir.

Q=0(K,L)
Sermaye deg@er diisum orani sifirdir. Cikti ya tiketilir (C) ya da tasarruf (S) edilir. Tasarruf edilen

kisim yatirima (K) dénistarallr.

Q=C+S=C+K

C=Q(K,L)—K

Bu tiiketimden elde edilen fayda, fayda fonksiyonu araciligiyla gosterilir.

u(c)
Bu fazda fonksiyonunun tliketime goére birinci tlrevi pozitif, ikinci tlrevi ise negatiftir. Bunun anlami
sudur; tlketim arttikga tilketimden elde edilen fazda artmaktadir ve bu artis azalarak artan bir

artistir.

u'c)>0

ui)y' <o
Toplum, tuketim UrGnlerini Uretmek igin 1stirap, sikinti gekmektedir. Bu faydasizlik kavrami D(L)
ile ifade edilir. Marjinal faydasizlik emegin artan bir fonksiyondur. Bir birimlik emek artisi sonucu

marjinal faydasizlik (marjinal disutility) artar.

D”(L) 2 0

Bu durumda toplam net fayda su sekilde goésterilir. C ve L zamanin fonksiyonudurlar.



U(C) - D(L)

Ekonomik plancinin amaci bu fayda fonksiyonunu en ¢oklastirmaktir.

max [° [U(C) — D(L)]dt
Bu denklemde faydanin iskonto faktéri ya da Barro’nun (Barro 2004) deyisiyle zaman tercihi orani
(p) sifirdir. Bu Ramsey’nin gelecek nesillerin faydalarini iskonto etmeyi ahlaki olarak uygun
bulmamasindan kaynaklanmaktadir. Bu sebeple bu integral yakinsamaz (nonconvergent). Net
faydanin pozitif olmasi beklendiginden dolay! bu durumda net fayda zaman gegtikge sonsuz olur

ve integral uzaksar. Bu sebeple Ramsey denklemi degistirerek su sekilde ifade etmistir.
min [” [B — U(C) + D(L)]dt

K(0) = Ko

B (Bliss), net faydanin ulasabilecegi en ylksek degeri ifade eder. Integrali en ¢oklastirmadan en
azlastirmaya doénustiirmeye 'Ramsey Araci’ denir. Yani [U(C)-D(L)] integrandini maksimize etmek
yerine, B-[U(C)-D(L)] haline donugstirerek minimize etmeye caligir. Bu sayede integralin
yakinsamasi saglanmis olur.

Yukaridaki integralde iki tane durum degiskeni (state variables) K ve L vardir. Varyasyon
kalkiltst (Calculus of Variations)[Gelfand and Fomin, 1963; Hadley and Kemp, 2014; Kamien
and Schwartz, 2012] kullanarak her iki durum degikeni ele alinarak Euler denklemi ile bu integralin

¢6zUumi asagidaki sekilde yapilir.
F=B-U(C)+D(L)
C=Q(K,L)—K

F=B-U[Q(K,L)— K]+ D(L)

Fy = _U,(C)QK
Fe =U'(C)
Fe— Lk =0

dt



. _dui(o)/dt

Bu denklemde sifirdan sonsuza uzanan zaman araligi i¢cinde [0, ) faydasini en g¢oklasgtiracak
(maksimize edecek) ya da Bliss noktasi ile net fayda arasindaki farki kapatacak bir bireyin tiketim
kurali verilmektedir. Tuketimin marjinal faydasinin bliylime orani, sermayenin marjinal getirisinin
negatifine esit olmak durumundadir. Bu denkleme Keynes — Ramsey kuralt denir.

Keynes-Ramsey kurali dlizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir.

E’ __u©
¢~ cun) Qk

ikinci durum degiskeni olan L icin de Euler denklemi uygulanir.
F,=-U'(C)Q,+D'(L)
Fi =0

dF;

F_
L gt

=0

D'(L) = U'(O)Qy

Emegin marjinal faydasizlidi, tuketimin marjinal faydasi ile emegin marjinal Grinunin ¢arpimina
esit olmak durumundadir. [Chiang,200: 111-114]

Ayni zamanda buraya kadar yapilan islemlerde zaman tercihi orani (p) sifir olarak kabul
edilmistir. Simdi p degerini sifir olmayan sabit bir deger olarak alip islemleri yapalim. Bu noktada
Barro’nun [Barro, 2004:85-91] kitabini takip edelim. Barro hanehalkinin fayda fonksiyonu ve butce
kisitini olusturup Hamilton yéntemini[Van Tu,1984; Kuhn and Szeg6,2013; Dorfman 1969]

kullanarak sonucu elde etmistir. Hanehalkinin fayda fonksiyonu ve biitge kisiti asagidaki gibidir."

' Nufus L(t) = L(0)e™ gore blylyor. L(0) = 1 oldugu varsayiliyor. Bu durumda L(t) = e™ olur.
c(t) = % kisi basi tiketim, u(c(t)) kisi basi fayda fonksiyonudur. p bireyin zaman tercihi oranidir ve

sabittir. E§er c zaman boyunca sabit ise toplam faydanin sonsuza kadar artmamasi i¢in p > n olarak
varsayillmigtir. w(t) kisi bagsi tcret, r(t) faizorani, k(t) kisi bagi sermayedir. Bireyin butge kisiti su sekilde
bulunur. K, toplam sermaye, w(t)L(t) toplam gelir olmak Uzere, toplam varliklardaki degdisim asagidaki

sekilde gosterilir.

ﬁ=rI(+WL—C
dt



U= [ u[c(t)]e™ePtdt

k=w+rk —c—nk

Hamilton denklemi asagidaki gibidir.
J =ule®]e”®™™E +v(O)[w(E) + (r(t) — n)k(t) — c(®)]

Hamilton denklemi ¢oziuldiginde asagidaki esitlikler elde edilir. Agsagidaki (1) ve (2)
numarah kismi turevler ¢oézuldigunde (4) numarah esitlik elde edilir. (3) numarah esitlik ise
transversality sartidir. (De la Fuente (2000); Kamihigashi
et al. (2006); Michel (1982)) 2

1)
o] _
ac(t)
2)
a .
- Tgt) =v(t)
3)
lim [v()k(®)] = 0
4)
r=p-[290

%] ifadesi tiketimin marjinal faydasinin esnekligidir. (Bergstrom,

2011:1-2) Duragan durum denge halinde tiketimin biyume orani ve faiz orani sabit olur.

Bu denklemdeki [—

Bunu duzenledigimizde
k=w+rk—c—nk

elde edilir.
2 Ayrintili ¢dzum i¢in tezin ikinci bélimundeki Hamilton Denklemi’nin C6zimu kismina bakilabilir.



Tlketicilerin zaman tercihi oraninin da sabit oldugu varsayildijindan, tiketimin marjinal

faydasinin esnekligi de sabit olmak zorundadir. Bu sabiti 6 olarak adlandiralim. Bu durumda,

_ urr(c)c

ur(c)

olur. Bu diferansiyel denklemi ¢ozdiigiimiizde asagidaki fayda fonksiyonu elde edilir.’

u(c) = c*-?
Marjinal faydanin esnekligi Allen, 1938:251-252), zamanlararasi ikame esnekliginin tersidir.
(Blanchard et al., 1989:40) *

® Yalniz iktisat yazininda c¢'~9 ifadesi, bu ifadenin dogrusal déniisimii (Linear Transformation) yapilarak
su sekilde gosterilir.

c1-6_1
u(c) = ?

4 Zamanlararasi ikame esnekliginin form{li su sekildedir:[?, 99]

de(ta)/c(t)
o= c(t2)/c(ty) _ de(tp)/c(ty) wr(c(ts))/ur(c(tz))
T dw(c(t)/ur(c(tz)) T
m C(tZ)/C(tl) dul((}(t’l))/ul((](tz))

Fayda fonsiyonu u(c) = c*~%dir. t, ve t, zamanlarindaki tiiketimleri bu fayda fonksiyonunda yerine
koyarsak,

u(e(ty)) = c(t)'°

u(c(ty)) = c(t)'™°

olarak yazilir. Bu fonksiyonlarin tirevleri alinarak yukaridaki formulde yerine konulur ve t, t,’e yaklasirsa,
w(e(t)) = (1 - 6)c(t)™®

w(c(tz)) = (1= 8)c(ty)™
Yukaridaki formulde dizenlenerek su sekilde yazilabilir.

[du’(C(tl))/u’(C(tz)) c(t2)/c(t1) ]
dc(tz)/c(ty) —wr(c(t))/ur(c(t2))

t; ve t, zamanlarindaki marjinal faydalar formulde yerine koyup ¢6zimu yapildiginda,
=1
T=3%

elde edilir. & marjinal faydanin esnekligini ifade etmektedir. Dolayisiyla zamanlararasi ikame esnekligi,
marjinal faydanin esnekliginin tersidir. Pignalosa:5)

_ 1 _ ur(c)
0= —urnoc — un(c)e
ur(c)



Bdylece (1) numarali denklem diizenlenerek asagidaki sekilde yazilir.

¢

-=0(—p)

ya da
3)
¢ 1
=50 -p)
Bu denkleme gore tiketimin blyldme orani, faiz oranina (r), bireyin zaman tercihi oranina
(p) ve tiketimin zamanlararasi ikame esnekligine (o) (ya da tlketimin marjinal faydasinin

esnekligine(0)) baghdir.

1.1.2 Denge Dinamigi

Tlketicinin butce kisiti altinda fayda en goklastirmasi incelendi. Simdi Ureticinin kar en
goklastirmasini inceleyelim. (Barro, 2004:94-104) Bunun igin Yeni Klasik iretim fonksiyonu®

olusturulur.

Y(t) = FIK(®), L(t), T(1)]
Egder dretim fonksiyonu emek arttirici bir Gretim fonksiyonu ise (Labour Augmenting) sabit
teknolojik ilerleme ile duragan durum ayni anda varolabilir. (Inada (1969) Bu durumda Uretim

fonksiyonunu emek arttirici Gretim fonksiyonu olarak yazalim.
Y = F[K,T(t)L]

L =T(t)L olarak tanimlansin. Bu etkin emek yani teknoloji ile glglendirilmis emektir

(effective labour). Béylece, Y = F(K,L) olur.

" _ Y

o~ Y . ~ ~ . o
ve k = I olmak Uzere, ¥ = f(k) olarak yazilir. Bu durumda sermayenin ve emegin

|

marjinal getirileri,

° Y(t) ciktiyl, K(t) sermayeyi, L(t) emegi, T(t) teknolojiyi temsil ediyor. Bu fonksiyon dlcede gbre sabit
getirilidir. Batan girdilerin marjinal getirileri pozitif ve azalandir. Teknoloji sabit x > 0 oraninda buyidugu
varsayiliyor. T(t) = T(0)e*t, T(0) = 1 oldugu varsayiliyor.



ay

= ®

0 i £ DY] o Xt
== [f(R) —kf'(B)]e

olur.®

Sermayenin amortisman orani § = 0’dir. Bir birim sermayenin kiralama fiyati R’dir. Bu
durumda sermayenin Ureticiye toplam maliyeti RK’dir. Bir birey verdigi bor¢ karsiliginda r oraninda
faiz getirisi elde eder. Sermayenin ve borcun deder saklama araci olarak tam ikame edilebilir
oldugu varsayiliyor. Bu durumda sermayenin net getirisi faiz oranina esit (R —& =) olur.

Ureticinin kari asagidaki sekilde yazilir.

n=F(K,L)— (r+8K-wL

Bu esitligin her iki tarafini L ile bélup diizenlersek,
n=L[f(k) — (r + &)k —we™]
elde edilir. Bu kar fonksiyonu, K degiskenine gore turevi alinip en ¢oklastirilirsa,
ffy=r+6
elde edilir. Tam rekabetci denge durumunda Ucret, emegdin marjinal getirisine esit olur.

[f (k) — kf'(k)]e™ = w

Hanehalkinin biitge kisiti (k = w + rk — ¢ — nk) asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilir.”

6)
k=fR)—¢—R(@E+n+x)

® Inada sartlari gegerlidir. lim;_,f'(k) = o ve limj_.,f'(k) = 0
! %: k ve %: ¢ olsun. K = kL = ke**L —» k = ke** ve c = ¢e** olur. k’nin zamana gére tiirevi alinirsa
ke = ke** + kxe* olur. wyerine [f(k) — kf'(R)]e* veryerine f'(k) — &, c ve k yerine de sirasiyla ¢ = ée*
ve k = ke*t konulur ve sadelestirmeler yapilirsa hanehalkinin biitge kisitininin yeni diizenlenmis sekli elde
edilir.
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Bu diferansiyel denklem k ve dolayisiyla $ = f(k) degerlerinin zaman igindeki
evrimlerini verir.

(5) numarali esitlikte ¢ = ¢e*t ve r = f'(k) — & esitlikleri yerlerine konulursa,

7)

L=l ® - 5-p—6a]

elde edilir. (6) ve (7) numarali denklemler bir diferansiyel denklem sistemini olusturur ve
cozimii ¢ ve k degerlerinin zaman patikalarini verir. Shone
(2001); Simon et al. (1994)) Bu denklemler yardimiyla ekonominin duragan durum denge halini

inceleyelim.
Duragan durum halinde k = 0 ve ¢ = 0 olurlar. Once k = 0 durumunu inceleyelim.

Eger (6) nunmarali esitlikte k=0 ise,
8)
E=fk)—k(E+n+x)

olur. Bu esitligin sag tarafindaki f(k) ve k(& + n + x) fonksiyonlarinin arasindaki fark

asagidaki sekilde k = 0 egrisidir.®

8 Bitiin k > 0 igin f'(k) >0, f"(k) < 0 seklindedir. Ayrica, lim,_,f'(k) = o ve lim;_f'(k) = 0 olarak
Inada sartlari gegerlidir. k(6 + n + x) ise egimi (6 + n + x) olan bir dogrudur. ¢k diizieminde bu ki

fonksiyonun arasindaki fark k egrisi olarak gosterilmigtir.
10



Sy [ —=mmaf s s s s = -

gold

Sekil 1.1: Ramsey Faz Diyagram Barro, R. J. , Sala-i Martin X: 2004 Economic
Growth. Aufl. Massachusetts Institute of Technology (MIT.) sayfa 100

(8) numarall esitligin k degiskenine gore tiirevi alinip sifira esitlenirse ¢ degiskeninin
duragan durumdaki en yiiksek degerini veren k degeri belirlenir.
dé _

d o ,oon o
===l —k(@+n+x)]=0

f’(lAcg)=6+n+x

Bu esitlik sartini sadlayan k degeri ¢ degerini en coklastirir. Bu sarta Altin Kural
("Golden-Rule") denir. Bu sebeple k, k, olarak gésterilmistir.

(7) numarali denklemde duragan durumda ¢ = 0 olur. Bu durumda denklem su hale gelir.
10)

flky=6+p+6x
11



p + 0x >n + x oldugundan dolay: f'(k*) > f'(k,) olur. Bdylece, k* < k, olur.’

k* degerinde ¢ =0 olur. ¢ = 0, ¢, eksenine paralel bir dogru olacak sekilde cizilir. (7)
numarali denkleme gore k > k* oldugu durumda ¢ azalir. k < k* oldugunda ise ¢ artar. (6)
numarali denklemden de gorilecegi Uzere eger ¢, k=0 saglayan dederinden sapip artarsa

k <0 olur. Eger azalirsa k > 0 olur. Bunlar grafik Gzerinde oklar ile gosterilmistir.
Grafikte U¢ tane duragan durum noktasi vardir. Birincisi, ¢ = k = 0 noktasidir. ikincisi,

k*,¢* noktasidir. Ugiinciisii ise, ¢ = 0 ve k** oldugu noktadir.

ikinci duragan durum noktasi kararli eyer patikasi noktasidir(saddle-path stable).

® Inada sartlarindan dolay! k* < I?g seklindedir. p + 6x > n + x transversality sartindan elde edilmektedir:

Transversality sarti lim,_, . [v(t)k(t)] = 0, —% =v(t) esitliginden v(t) = —v(t)(r(t) —n) olur. Bu

diferansiyel denklem ¢oziildiigiinde, v(t) = v(0)e~/7®-ndt g|de edilir. %(]t) = 0 esitliginden
u'[c(t)]e~P~™¢ = y(t) elde edilir. t = 0 olursa, v(0) = u/[c(0)] elde edilir. Dolayisiyla, v(t) =
u'[c(0)]e~/7®-ndt g|de edilir. Bu ifade transversality sartinda yerine konulursa,

lim,_,o [u'[c(0)]e~ /7Ot (£)] = 0 elde edilir. [ r(t) — ndt ifadesi fot r(v) — ndv olarak yazilabilir. Bunu
bir drnekle gosterelim:

[ 2tdt = fot 2xdx

t2 = x| = t2 — 02 = t2

t ~
Bdylece, transversality sarti lim,_ o, [u/[c(0)]e ™o "® "% ()] = 0 olur. k(t) yerine k(t) = ke™ koyalim.
t -~
Transversality sarti lim,_,.,[u'[c(0)]e” o 7@~ kext] = 0 olur. xt = fot dv olarak yazilabilir. Bu durumda
e*t = efotd” olur. Bu ifade transversality sartinda yerine konuldugunda,

limy o [W/[c(0)]e~ o T el @] = 0 = lim, . [W/[c(0)]e~ o "®"*WR] elde edilir. f'(R) =7+ 6 -1 =
f'(k — &) ifadesi de transversality sartinda yerine konulursa sonug olarak transversality sarti

Jim [W/[c(0)]e™Jo F1(I-6-n-xav i3] — g

halini alir. Bu ifadenin t sonsuza giderken sifir olmasi igin f'(k) — 6 —n—x > 0 olmaldir. t - o ise
k(t) - k* oldugundan yukaridaki esitsizlik f'(k*) — & > n + x olarak yazilir. (10) numaral esitlikten
p+0x >n+x olur.

12



1.1.3 Dengenin Kararlilik incelemesi

(6) ve (7) numarali dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri duragan durum (k*,¢é*)
noktasi etrafinda dogrusallastirarak bu noktanin kararli eyer patikasi noktasi oldugu
dogrulanabilir. (Barro, 2004:103) (6) ve (7) numarali denklemlerin kismi tlrevleri alinip duragan
durum dengesinde degerlendirilerek Jacobian matrisi olusturulur. (Chiang, 2000:262-263)

k ok
ae
dé
ak ¢

~
Il
e &

0
ok

¢ =0 denge durumunda f'(k*)—6&=p+6x olur. Transversality sartindan dolayi

>| -

=f'k)—@+n+x) > [f'(k)-8]—(n+x)

p + 6x >n+ x olur. Dolayisiyla, f'(k*) — & > n + x olur. Sonug olarak,

QJlQJ
0| =0

=[f'(k)=6]—(n+x)>0

elde edilir.

¢ _ fr(k")-6-p-6x

¢ o =0

Burada denge durumunda f'(k*) — 8 — p — 6x = 0 oldugundan dolayi sonug sifirdir.

aé _ W€ crr s
ok ulr(f‘*)f (k ) <0
(Wainwright et al., 2005:653)

Bu kismi turevleri Jacobian matrisinde yerlerine koyalim.

13



"' (k) 0

[W@ﬂ—ﬂ—@+@ —1
=1 w@)

urr(¢*)

Jacobian matrisinin determinantini alalim.

[f'(IAc:) -6l—-(n+x) -1
_Lc)fll(ie*) 0

ur(¢*)

— _ u’(é*) fll(l’é*) < 0

urr(¢*)

Ul =

elde edilir. Bu determinant negatiftir. Jacobian matrisinin karakteristik koklerinin ¢carpimi
Jacobian matrisinin determinantina esittir. Dolayisiyla karakteristik kokler ters isaretlidir. Bu
sebeple, (k*,¢*) denge noktasi yerel eyer noktasidir(local saddle point).

Boylece, eder ekonomi baslangic (ko ¢,) noktasindan hareket ederse, kararli eyer
patikasini izleyerek k*,¢é* kararli duragan durum degerine ulasir.

Eger baslangic noktasi (ko,¢',) ise, ekonominin kararli patika lizerinde olabilmesi igin

gereken tasarruf orani disuktir. Bu durumda bu noktadan hareket eden patika k=0 egrisine
ulasir. Bu egriyi gectikten sonra sekil Gzerinde de goéruldugu gibi sola kivrilarak belirli bir zaman
sonra ¢, eksenine ulasir. Boylece k = 0 olur. Kisi basi sermayenin sifir oldugu noktada kisi bas!
tiketimde sifir olur. Yani tuketim ¢; eksenine ulastigi noktadan sifira diger. Dolayisiyla bu bir
denge noktasi degildir.

Uglincli durumda, yani ¢”, noktasinda tasarruflar ekonominin kararli patika tzerinde
olmasi gereken tasarruf oranindan yuksektir. Bu durumda buradan hareket eden patika ¢ =0
dogrusunu geger. Sekilden de gériildiigii gibi bu patika takip edildiginde kisi basi sermaye k**
noktasina ulasir ve ¢ = 0 olur. Bu durumda, kisi basl sermaye I?,g seviyesini gecger ve f’(Eg) —
§ <n+x olur. Bu da transversality sartini ihlal eder. Bu sebeple ¢, noktasindan baslayan
patika bir denge patikasi degildir.

Sonug olarak, (k*,¢*) noktasi tek kararli duragan durum (Stable steady state) noktasidir.
(Barro, 2004:102-104)
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1.2 Harrod-Domar Modeli

Harrod-Domar Modeli'nde (Harrod, 1939; Domar, 1946; Hamberg, 1952) temel soru
sermayenin tam kapasite kullanimi ve emegin tam istihdami ile uyumlu bdyime oraninin ne
oldugu sorusudur.

Bu modelin iki versiyonu vardir. Birincisi sabit katsayili Uretim fonksiyonu digeri ise
hizlandiran-garpan versiyonudur. iki versiyonda da matematiksel olarak ayni denklemler elde
edilir. Burada model sabit katsayili Uretim fonksiyonu Uzerinden anlatilacaktir. (Allen,
1967:197-201)

1.2.1 Model

Uretim fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir.
v KL
= mm(v , u)

K

Sermayenin ve emegin tam istihdami durumunda, Y = S = % olur. (Sengupta,

2011:19-20) Burada % sabit cikti-sermaye oranidir. Tasarruflar yatirrma esittir. Yatinm da

sermaye stogundaki degisime esittir. Tasarruflar gelirin sabit bir fonksiiyonudur. Bu su sekilde

gOsterilebilir.
K=I=sY, 0<s<1
Emek n sabit oraninda artmaktadir. Bu durumda emek arzi asagidaki sekilde gosterilir.
L = Lye™
Boylece Harrod-Domar Modeli'ni tanimlayan Ug tane denge sarti elde edilir. Birincisi tam

kapasite sermaye kullanimi, ikincisi yatirim tasarruf esitligi, t¢tincliisli ise emegin tam istihdamidir.

Bunlar agagidaki sekilde gosterilir.
(1)
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L=uY =L,e™

1.2.2 Denge Dinamigi

(1) numarali esitlikte her iki tarafin zamana gére tiirevi alinirsa,K = vY elde edilir. Bu (2)
numarall esitlikte yerine konulursa, vY = sY elde edilir. Buradan tam kapasite ve tam istihdam

durumunda denge buyume orani elde edilir.

<=
[
[
S

Bu diferansiyel denklem ¢ézildiginde t = 0 zamaninda Y =Y, olmak Uzere asagidaki

sonug elde edilir.

Y = Yoegt

K’'nin biydme oranini bulmak igin ise, (1) numarali esitlik (2) numarali esitlikte Y yerine

konulur ve asagidaki bluylume orani elde edilir.

x| =
Il
Sln
Il
Q

Bu diferansiyel denklem ¢oézildiginde t = 0 zamaninda K = K, olmak Uzere asagidaki

sonug elde edilir.

K = Koe‘gt
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I = sY oldugundan dolayi, I = sY,e9t olarak yazilir. I, = sY, olmak Uzere,
I = Ioegt

elde edilir. Boylece goruldigu tzere Y,K,|I degiskenlerinin hepsi tam kapasite ve tam

istihdam durumunda sabit g oraninda buydurler.

[ =uY esitligi, L = uY,e9" olarak yazilir. u¥ = L, olmak lizere, L = Lye9¢ olarak yazilr.
L = Lye™ bir onceki esitlikte yerine konulursa, Lye™ = Lye9t elde edilir. Buradan da gorildigu
uzere, n = g’dir. Yani, tam kapasite ve tam istihdam durumunda blylime orani emegin dogal

blylme orani olan n’ye esittir. (Harrod, 1974)

Buradan anlagilacagi Uzere, ¢iktinin ve sermayenin buylme orani emegin bluylime orani
ile aynidir. Bu durumda kisi basi ciktinin, kisi basi sermayenin blyime orani sifirdir. Yani tam

kapasite tam istihdam durumunda duragan durum mevcuttur. Harrod-Domar Modeli'nde

ekonominin bir dogal buyime orani vardir. Bu oran g = 5 = n’dir.

1.2.3 Dengenin Kararlilik incelemesi

Tam kapasite sermaye kullanimi durumunda K =vY olur. Baslangi¢c durumunda
K, = vY, olur. Bu durumda bir kapasite fazlalii1 oldugu varsayalim ve ekonominin tekrar dengeye
dénme mekanizmasini olusturalim. Baglangi¢ta ekonomie kapasite fazlaligi oldugu durumda K*
denge kapasite miktari olmak Uzere, K, > K* = vY olur. Burada K — K* olarak fazla kapasite

vardir. Bu kapasiteyi zaman icinde eritip tekrar denge seviyesine getirecek mekanizma hata

ayarlama mekanizmasidir. .(Allen, 1967:94) Oransal olarak % fazla kapasite vardir. Bu

. . . - . .. 1K-K* - .
kapasitenin T sabit zamanda eritilecegi varsayilirsa, birim zamanda e oraninda eritilmesi
gerekiyor. Denge buyume orani g’dir. Bu durumda, planlanan yatirimlarin biyime orani g

oraninda degil g—%K_TK* oraninda olmalidir. K* =vY ifadesi bir dnceki ifade de yerine

konulursa, g — % (1- vg) elde edilir. Boylece hata ayarlama mekanizmasinin yatirim fonksiyonu
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asagidaki sekilde yazilir.

1 K
—DK =

1Y
K D9 g(l-vel

Sermaye, ciktiya bir gecikme ile intibak eder. Bu gecikmenin Ussel formu aldigi
varsayiliyor. k sermayenin intibak hizidir. Denge sermaye dizeyinden (K*) sapma gOsteren

sermaye duzeyinin (K) biylime orani differential operator (Allen, 1963:725-727) cinsinden
X = % olarak ifade edilir. Bu blylme orani denge buyime orani olan g’den buylktir. Bunun

baslangic degeri, x, > g seklindedir. Tekrar denge durumuna gelmesi asagidaki sekilde
gosterilir.

X—>g t—> o
(2) numaral esitlik differential operator cinsiden asagidaki sekilde yazilir.
DK = sY

K sermaye dizeyinin blyime orani x = % seklindedir. Bu iki esitligi kullanarak yatirim

fonksiyonundaki v% ifadesi g olarak yazilabilir. Bu durumda yatirnm fonksiyonu asagidaki hale

gelir.

K 1 L X
D+K{g_?( —5)}

X =
Bu denklem dizenlendiginde asagidaki birinci derece diferansiyel denklem elde edilir.
Dx + k(1 ! = 1 !
x +x( gT)x =Kg( gT)
Bu diferansiyel denklem ¢dzlldlugunde asagdidaki sonug elde edilir.

1
x=g+ Be_K[l_(g_T)]t
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t =0 iken x = x, olur. Buradan da B = x, — g elde edilir. Bu yukaridaki denklemde

yerine konulursa,

1
x =g+ (x—g)e TGN

elde edilir. Bu denklemden gorllecegi lizere eger sermayenin baslangi¢ blylime orani
xo = g olursa, x = g elde edilir. Bdylece, duragan durum denge blyime orani diferansiyel
denklemin 6zel ¢ézimudur. Eger sermayenin baslangi¢c biayime orani x, # g oldugu durumda

baslangicta dengeden sapan sermayenin blylime oraninin tekrar dengeye gelip gelmeyecegi

1- (i) terimi tarafindan belirlenir. Denge kararlilik ve kararsizlik sartlari sunlardir.
gT
Eger 1 — (giT) > 0 oldugunda yani T >§ ise kararli
Eger 1 — (giT) < 0 oldugunda yani T Sé ise kararsizdir.

Bu modelde dengesizlik durumuna gére, yatirim planlama periyodu ne kadar uzun ise,
duragan durum kararlidir. Kisa yatirrm planlama periyodunda ise duragan durum kararsizdir.
(Allen, 1967:187-190)
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1.3 Solow-Swan Modeli

Solow-Swan Modeli (Solow, 1956; Swan, 1956; Sengupta, 2011; Wickens, 2012;
Mankiw et al., 1995; Obstfeld et al., 1996; Raut and Srinivasan, 1992; Romer,
2011) bir Neoklasik uzun dénem blyime modelidir. Uzun dénem blyidme orani sabit nifus
bdyume orani tarafindan belirlenir. Digsal teknolojik degisim bu blylime oranini arttirir.

Solow Modeli, bir ekonomide sadece tasarruf yapilarak ve bu tasarruflar sermaye
yatirimina donusturilerek surekli pozitif buyime orani elde edilip edilemeyecegi sorusuna yanit
arar. Bunun igin iki temel denklem kullanilir. Bunlar yeniklasik Uretim fonksiyonu ve sermaye

birikimi denklemleridir.”® Solow Modeli bir kapali ekonomi modelidir.
1.3.1 Model

Ekonomi kapali bir ekonomidir. Uretim fonksiyonu neoklasik tiretim fonksiyonudur. Olgege
gore sabit getirili, sermaye ve emegin birinci tirevleri pozitif, ikinci tlrevleri negatiftir. Inada sartlari
gecerlidir. (Okamoto and Inada, 1962; Inada,1963) Nufus Ussel olarak artis gostermektedir.
Ekonomide tek Grtin Gretilmektedir. Bu Grtnin bir kismi tlketilir. Geri kalan kismi ise tasarruf edilip
yatirrma doénustarulir. Sermaye belli bir oranda amortisman edilir. Hem sermaye hem emek
uretim icin olmazsa olmazdir. Modelin buttuin bu varsayimlarini matematiksel notasyonla asagidaki

sekilde gdsterebiliriz. (Barro, 2004)

Y = F(AK, AL) = AF(K, L)

) oF ] oF
11m1(—>0(ﬁ) = 11m1(—>0(ﬁ) =

'% Yeniklasik retim fonksiyonunun 6zellikleri su sekildedir: F(AK,AL) = AF(K,L), Fx(K,L) > 0, F,(K,L) >
0, Fxx(K,L) <0, F;;(K,L) < 0 ve Inada sartlan limg_yFyx = lim;_F, = o, limg_, = lim;_, = 0,
F(0,L)=F(K,0)=0
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K=1-6K

F(0,L) = F(K,0) = 0

L = Loent

1.3.2 Denge Dinamigi

Bir Ulkenin zenginligi ya da fakirligi kisi basi degerler tzerinden disinulir. Bu nedenle kisi
basi ekonomik blylme, kisi basi sermaye birikimi ve kisi basi tuketim degerleri Gzerinen model
geligtirilir. (Blanchard and Johnson, 2015) Bu baglamda oOlcege gore sabit getiri varsayimi
kullanilarak Gretim fonksiyonu ve sermaye birikimi fonksiyonu kisi basi degerler tzerinden ifade

edilerek temel Solow denklemi bulunur.” (Barro, 2004:23-31)

y = f(k)

k =sf(k) — k(5 +n)

Bu diferansiyel denklem temel Solow denklemidir. Solow denkleminin grafigi asagida

gosterilmistir.'

My= F(K,L) olmak Uzere esitligin her iki tarafini L ile bélerek kisi basi ¢ikti bulunur. %: FUZ'L). Uretim

fonksiyonu dlgege gore sabit getirili bir fonksiyondur. Yani F(1K,AL) = AF(K, L) seklindedir. Burada 1 = %

yazarsak fonksiyon y = % ve k =§ olmak lGzere y = F(k,1) sekline donusur. y, k’nin fonksiyonu

oldugundan dolayi fonksiyon sonug olarak soyle yazilir. y = f(k)

Solow Modeli'nde yatirnmlar tasarruflara esittir I = S. Ayrica ¢iktinin sabit s orani tasarruf edilir sY = S.

. J . K Y 6K
Bunlar g6zénunde bulundurularak sermaye birikimi denkleminin her iki tarafini L ile bolelim. o= ST -

elde edilir. Sadelestirilirse, % = sf (k) — 8k elde edilir. k = % esitliginin t'ye gore turevi alinirsa, % =k=

kL_ZKL =KL _KL_X_n—k=%_kn elde edilir. Burada n = = emek artig oranidir. Buradan Kelk+hn
L LL LL L L L L

olur. Bunu % = sf (k) — 8k esitliginde yerine koyup dizenledigimizde temel Solow denklemi elde edilir.

2 £(0) =0, n+ 6 < limo[sf' (k)] = o, n + 6 > lim_.[sf'(k)] = 0 oldugundan Solow denkleminin

grafigi sekildeki gibi ¢izilir.
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(n+8)-k

Sfk)

s-f(k)

Gross
investment

k() k*

Sekil 1.2: Solow-Swan Modeli Barro, R. J. , Sala-i Martin X: 2004 Economic
Growth. Aufl. Massachusetts Institute of Technology (MIT.) sayfa 29

Duragan durumda blylme orani sabittir. Solow Modeli’'nde duragan durumda % =0dir.®

(") degiskenlerin denge durumundaki degerlerini ifade etmek Uzere, Solow Modeli’nde duragan
durumda k* = 0’dir. Dolayisiyla k* sabittir. k* ifadesi kisi basi sermayenin duragan durum
denge degerini gosterir. y = f(k) oldugundan dolayi kisi basi c¢ikti (y) degeri de duragan
durumda sabittir. ¢ = (1 — s)f (k) oldugundan dolay: kisi basi tiketim de (c) duragan durumda
sabittir.

*

Bu durumda duragan durumda k*, y*, c* degerlerinin hepsi sabittir. Bu da duragan

durumda bu degerlerin buylume oranlarinin sifir oldugu anlamina gelir. (Barro, 2004:34)
k =§ ifadesinin logaritmasini sonra da turevini alirsak k degerinin blylime oranini

buluruz.™

= | 5
e~

k
k

* Bunun ispati su sekildedir: Solow denkleminin her iki tarafini k ile bélelim. % = s% —
fo
. k

turevi alinirsa, (M) £ = 0 elde edilir. —[f k) = f'(k)k] emegin marjinal Grlinldir ve tam rekabetgi

k Kk
piyasa sartlarinda Ucrete esittir. Dolayisiyla pozitiftir. Bu durumda (M)E = 0 ifadesinin sifir

(6 + n) elde edilir.

Duragan durumda % sabit oldugu igin s — (6 + n) = sabit olarak yazilir. Her iki tarafin zamana gore

olabilmesi igin %z 0 olmak zorundadir. Sonug olarak Solow Modeli'nde duragan durumda k sifirdir.
14 _ 5 _ _ dlogk _ dlogK _ M
logk = log(L),logk = logK — logL, o a  a
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k degerinin buyume orani sifir oldugundan dolayi

olur. Sermaye nuUfus artis oraninda buyudr. Ayni sekilde Y = Lf (k) (y=Z y=

L ’

f(k))esitliginin logaritmasin sonra da tirevini alirsak agagidaki esitligi elde ederiz.

~1=
Il
S
+

QIR

Duragan durumda y degerinin blylime orani sifir oldugundan dolayi duragan durumda
cikti, nifus artis oraninda buydr.

¢ =(1-3s)f(k) esitliginin her iki tarafini L ile garparsak C = (1 —s)Y elde ederiz. Bu
esitligin logaritmasini sonra tirevini alirsak

¢ ¥
c=d=95

elde ederiz. Bu durumda tiketim de nufus artis oraninda buyur. Sonug olarak, duragan
durum olmasi halinde kisi basi degerler olan k,c,y degerlerinin bliyime oranlan sifirdir. K,C,Y
degerleri ise nufus artis orani olan sabit n oraninda buydrler. Solow modeli bu sekli ile uzun

donem Kisi basi buyumenin belirleyicileri hakkinda bir agiklama getirmez.
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1.3.3 Altin Kural

Veri teknolojik ilerleme, n ve § degerlerinde, her s dederi icin bir duragan durum k*
degeri vardir. Bu duragan durum kisi basi sermaye degerini tasarruf oraninin fonksiyonu olarak
ifade edebiliriz. k*(s).

Duragan durum kigi basi tuketim degeri ¢* = (1 —s)f[k*(s)] olarak gosterilir. Duragan

durumda Solow Denklemi su hale gelir.

sf(k) = k*(n+6)

Buradaki sf (k™) ifadesini kisi bagi tiketim denkleminde yerine koyarsak,

¢ = fIk* ()] = k*(s)(n +6)

elde ederiz. Bu son ifadenin tasarruf oranina goére tirevini alip sifira esitlersek, duragan durum kisi

bas! tiketim degerini en ¢oklastirmis (maksimize etmis) oluruz.

de’ _ af[k* ()] _ dk’(s)

ds ds ds (n+6) =0

f'lk*($)gotal =n +6

Bu ifade sermayenin altin kural olarak adlandirilir. ([?, ?]) Bu duragan durum kisi basi

sermaye dederini saglayan tasarruf oranina da sy, denir. Bu su anlama gelmektedir. s;4.4
tasarruf orani duragan durumda en yuksek Kisi basi tiketimi sagliyor. sy, oranindan farkli

tasasrruf oranlari yiksek kisi bagi tuketimi saglamiyorlar. Bu tasarruf oranlari etkin olmayan

tasarruf oranlaridir. Clnkd bu tasarruf oranlarini s, oranina getirerek daha yiksek kisi bagl

tiketimi elde etmek olanakhdir. (Phelps (1961; 1965))
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1.3.4 Gegis Dinamigi

Gegcis dinamigi, bir ekonominin kigi bagi gelirinin nasil duragan durum degerine
yakinsadigini goésterir. Solow Temel Denklemi’ni k degerine bolup grafigini cizerek gecis

dinamigini inceleyebiliriz.
k =sf(k) —k(n+8)

k Sf(k)
E=d0 (4 5)

f( ) ifadesinin k’ya gore turevini alalim.

a O]
dk k

f()

Koseli parantez icindeki ifade emegin marjinal Grinudur ve pozitiftir. Dolayisiyla ifadesinin

k’ya gore turevi negatiftir. Bu nedenle grafigi negatif egimlidir. k limitte sifira ve sonsuza giderken
Sflik) ifadesinin aldigi sekli bulmak icin asagidaki gibi L’hopital kuralini kullanarak limitini alalim.
Bdylece yukaridaki denklemin ilk kisminin grafigini gizmis oluruz.

lim 5 > £(k) = o0

lim kaﬂ = f'(k) =0

k—oo

f(k)

n + ¢ ifadesi k eksenine paralel bir dogrudur. ve n + +4§ ifadesi bir kere kesigir. Dolayisiyla

k* degeri vardir ve tektir.
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Growth rate > 0

n+ 8

Growth rate < 0

s+ f)/k

Jr

k

K ())poor ko ())ru:h

Sekil 1.3: Solow-Swan Modelinin Dinamigi Barro, R. J. , Sala-i Martin X: 2004
Economic Growth. Aufl. Massachusetts Institute of Technology (MIT.) sayfa 38

@ ifadesi n+ &

Grafikten de gérllecedi Uzere, duragan durumun sol tarafinda
ifadesinden buylktir. Bu durumda kisi basi sermayenin bliylime orani pozitiftir ve k deg@eri artar. k

degeri arttikca % degeri duger ve k, k* de@erine ulastiginda % degeri sifir olur. Azalan blyime
oraninin nedeni, sermayenin azalan getirisidir. k degeri diusik oldugunda @ yani sermayenin

ortalama getirisi artar. n+ & sabit oldugundan dolayi % artar. Ekonomi duragan durum k

degerinin Uzerinde bir yerde ise, bu durumda buiyime orani negatif olur ve k azalmaya baglar.

Sonug olarak, k* degeri duragandir. Ekonomi bu degerde dengeye gelir. (Barro, 2004:37-40)

iki ekonomiyi ele alalim. Eger bu iki ekonominin s,n,§ degerleri ve Uretim fonksiyonu ayni
ise, duragan durum degerleri de aynidir. Tek fark baglangi¢ kisi basi sermaye degerleri ise, bu iKi
ekonomiden kisi bagl sermaye dederi daha dusuk olan daha hizli buylyecektir ve sonunda iki
ekonomi de ayni duragan durum degerine ulagsacaklardir. Buna mutlak yakinsama denir. Fakir
ekonomiler daha hizli buyur.

Temel parametreleri farkli olan iki ekonominin farkli duragan durum degerleri olacaktir.
Dolayisiyla her ekonomi kendi duragan durum degerine ulasacaktir. Buna sarta bagli yakinsama
denir. (Barro and Sala-i Martin, 1992:226) Her ekonomi kendi duragan durum degerinden ne
kadar uzakta ise o kadar hizlh blyur. (Barro, 2004:44-50)
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1.4 Romer Modeli

Romer Modeli’'nde (Romer, 1990; 2011; Sengupta, 2011; Acemoglu, 2010; Barro,

2004; Grossman and Helpman, 1991a; Helpman, 2009; Jones and Vollrath, 2013;

Jones, 1998; Obstfeld et al., 1996) ¢ temel 6ncll vardir. Birincisi, ekonomik blylimenin motoru
teknolojik degisimdir. Ikincisi, teknolojik degisim kar maksimizasyonu yapan girisimcilerin yatirm
kararlarina baghdir. Yani girisimcilerin yatinm karari alma surecleri de modele dahildir.
Dolayisiyla, teknoloji Solow Modeli'ndeki gibi digsal degil i¢seldir. Modelin iginde belirlenir.
Uglinciist ise, bir Griink Gretmek igin gerekli olan plan, proje ya da tasarimin maliyeti bir kere
olustuktan sonra, bu plan,proje, tasarimlar ek bir maliyet ortaya c¢ikmadan tekrar tekrar
kullanilabilir.

Mallarin rakiplik ve diglanabilirlik 6zellikleri vardir. Rakiplik, bir malin bir sirket ya da bir kigi
tarafindan kullaniimasinin diger sirket ya da kisi tarafindan kullaniimasinin éntinde engel teskil
etmesidir. Boyle mallara rakip mal denir. Eger bir mal, sahibi tarafindan o malin diger Kigiler
tarafinda kullaniimasindan men edilebiliyorsa o mal dislanabilirlik 6zelligi olan bir maldir. Buyume
kurami agisindan 6nemli olan ise mallarin hem rakip olmayan hem de dislanabilen mallar
olmasidir. Romer Modeli’ndeki t¢lincu éncul teknolojinin rakip olmayan bir mal oldugu ima eder.
ikinci 6nciil, teknolojik gelismenin kar maksimizasyonu yapan girisimciler tarafindan meydana
getirildigini ima eder. Bu durumda bu teknolojik gelismeden elde edilen getirilerin bir kismindan
diger kisi ya da sirketler diglanabilir.” Dolayisiyla, birinci énciil biiyiimenin motorunu kismen
diglanabilirligi olan rakipsiz bir malin olusturdugunu ima eder.

Teknolojinin rakipsiz mal olma 6zelligi Gretim fonksiyonunun convex olmayan bir fonksiyon
olmasini gerektirir. Uretim fonksiyonu dlgege gére sabit getirili bir fonksiyon olamaz.'® Eger sirket

piyasa fiyatini veri alip girdilere marjinal katkilarina gére 6deme yaparsa sirket zarar eder."”

1 Teknolojik gelismenin iki getirisi var. Birincisi yeni bir Grtinlin Gretilmesini saglamasi, ikincisi ise bilgi
stogunun artisina yaptigi katkidir. Sirketin yeni dretilen triin Gzerinde patent hakki oldugu varsayildiginda
diger sirketler bu rtina sirketin izni olmadan Uretemezler. Yani birinci getiriden pay alamazlar. Teknolojik
gelismenin bu kismi diglanabilirdir. Yalniz bilgi stogunun artigi dislanamaz oldugundan ikinci getiriden
¥ararlan|rlar. Rakipsiz girdi olan teknolojik gelisme bu sebeple kismen diglanabilirdir.

¢ A rakip olmayan, X rakip olan girdi, 4 pozitif bir katsayi ve F(4,X) Uretim fonksiyonu olmak tzere, X
rakip girdiyi A kat kadar arttirirsak F(4,4X) = AF(4,X) olur. Eger A rakip olmayan girdide verimlilik artigi
olursa yani A’y1 A kat kadar arttirirsak, F(14,AX) > F(A4,AX) = AF(4,X) ve dolayisiyla F(14,1X) >

AF (A, X) olur. Yani birinci dereceden homojen bir fonksiyon olmaz.

7 F(14,21X) > AF (A, X) esitsizliginin her iki tarafinin A’ya gore tirevini alalim.
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1.4.1 Model

Ekonomi Ug¢ sektdrden olusmaktadir. Arastirma sektorl, beseri sermaye ve bilgi stogunu
kullanarak yeni bilgi Uretir. Ara Uran sektorl, arastirma sektorinde elde edilen yeni bilgiyi ve
ciktinin tiketimden arta kalan kismini kullanarak ara Grin dretir. Son Urln sektorl ise, emek,
beseri sermaye ve ara Urinleri kullanarak ¢iktiyi tretir. Modelde nifus ve emek arzi sabittir. Beseri
sermaye stodu da sabittir. Bunu asagidaki sekilde gosterebiliriz.

Ar-Ge— Ara Urun sektoru— Son Urun sektori

Son Uriin sektorii, emek (L), beseri sermayenin son (iriin sektdriine ayrilan kismi (Hy)'"®
ve ara urun (x;) kullanilarak ¢ikti Gretiyor. Bu Cobb-Douglas Uretim fonksiyonu gergevesi igcinde

asagidaki sekide gosterilir. (Ethier, 1982)
v = gayByo L 1-a=B
Y(Hy,L;x) = HELF T2, x;

Ara Urunler igin i indeksini surekli degisken olarak yazarsak uretim fonksiyonunu asagidaki

sekilde yazabilriz.
Y(Hy,L;x) = HFLP [Z x(D)=*Fdi
Sermaye asagidaki kurala gore birikir.
K@) =Y()—C(t)
Arastirma sektorinde bilgi stogundaki birikim asagidaki sekildedir.
A=8H,A

H, toplam beseri sermayenin arastirma sektoriinde istihdam edilen kismidir. A var olan bilgi

stogudur. § beseri sermayenin verimliligini gosterir.

OF(AAJX) dAA | OF(AAAX) dAX
A4 di aAXx  dA

> F(4,X)

olur. Eger 4 =1 olursa,

FéqA + FxX > F(A,X) elde edilir.

! Hy beseri sermayenin son Urun sektériinde kullanilan kismi, H, ise arastirma sektérinde kullanilan
kismi olmak uzere toplam beseri sermaye H = Hy, + H, olur.
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1.4.2 Denge Dinamigi
P, aragtirma sektorinde Uretilen yeni bilginin fiyati ve wy bir birim beseri sermayenin
Ucreti olmak Uzere, beseri sermayenin arastirma sektoriinde elde ettigi Ucret, beseri sermayenin

marjinal Griinii ile bu Uriiniini fiyatinin carpimina esittir.™

Wy :PASA

Son Uriini dreten firmanin karini maksimize eden ara {riin miktari asagidaki sekilde belirlenir.?
max [~ HELBx()1=%F — p(D)x(i)di
Bunun x;’ye gore turevi alinip sifira egitlenirse asagidaki ters talep fonksiyonu elde edilir.
p() = (1 —a—BHFLPx()*F
Ara Urdn Ureticileri, son Urln Ureticisi firmanin bu talep fonksiyonunu géziiniine alarak

kendi karlarini maksimize edecek ara urun fiyatini belirlerler. Bu kar maksimizasyonu sonucu ara

ariin fiyatr,?'

Y 4A= 6H,A arastirma sektérindeki Uretim fonksiyonu olarak gérulebilir. Bu fonksiyonun begeri sermayeye

gore tlrevi alinirsa beseri sermayenin marjinal tGriini elde edilir. ;% = §A Buradan, wy = P,64 elde edilir.
20 f:l HELPx(i)'~%F toplam giktiyl, p; ara Grinindn fiyatini temsil etmek tzere p(i)x(i) toplam maliyeti
ifade eder.

2 1 Kari simgeler. Bir birim ara Urlin tretmek i¢in n birim sermaye gerekiyor. x(i) birim ara Griin
Uretebilmek icin nx(i) birim sermaye gerekir. Sermayenin fiyati r’dir. Dolayisiyla, x(i) birim ara drin
Uretmenin ara drun dreticisi firmaya maliyeti rnx olur. Ara Grlndn fiyati p(i) olmak Uzere, ara Urin Ureticisi
kar maksimizasyonu yapar.

T =max p()x@)—rnx(i)
p(i) yerine ters talep fonksiyonunu koyarsak,
m=max (1—a—B)HELAx'"*F —rnx

elde edilir. x(i)’e gore turevi alinip sifira esitlenerek ara Grin Ureticilerinin karini maksimize edecek ara triin
fiyati bulunur.

dm

= (L= a = BHFLE(L —a = B)x(D™*F —m =0

p(i) degerini yukaridaki denklemde (1 — a — B)H¥LPx(i)~*~F ifadesinin yerine koyalim. Bdylece,
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p=m/l-a-g
22

olur. Bu p degeri kar denkleminde yerine konulursa ara {riin (reticisinin kari elde edilir.?®

m = px(a+p)
24

Ara Urln Uretme karari, bu ara urtinden elde edilecek iskonto edilmis net gelirler ile bu ara
arinu dretebilmek icin kullanilan arastirma sektdriindeki ¢alismalar sonucu elde edilmis yeni
bilginin maliyetini (P4) karsilastirma sonucu verilir. Denge durumunda asagidaki esitlik gecgerli

olur.®
[ e KTOBn()dr = Py(2)

Egder P,(t) sabit ise, P,(t)’'nin zamana goére tlrevi sifir olur. Bunu gbzdnlne alarak

yukaridaki esitligin her iki tarafinin zamana goére turevi alinirsa,

m(t) =r(O)P(t)

elde edilir.?® Bu esitlik su anlama gelir. Her t zamaninda arastirma sektériinde elde edilen

(1—a-Bp@) =m
Eauradan da ara urun fiyati,
p@=m/l-a—p

olarak elde edilir.

2 Biitiin x(i) ara arindna Ureten firmalar icin p(i) fiyati ayni oldugundan dolayi (Cunkl 7n,a,8 sabittir ve r
butlin ara urdn Ureticileri icin aynidir.) p(i) yerine p simgesi kullaniimigtir.

% Kar denklemi, 7 = p(D)x(i) — rnx(i) olmak Uzere, rn yerine p(1 — a — B) ifadesini koyallm. 7 =
gx(i).— ﬁx(z)(l —a- B) eldg gdil?_r. S_a_del_e§tirme yaplld!glnda m= ﬁ_x(_i)(a + [)’)_ql_arak kar elc}e edilir.

x(i) ara UrlnUnd Ureten batdn dreticilerin karini maksimize eden p fiyati hepsi igin tek oldugundan
dolayi bu fiyattan batin ara drin Ureticileri ayni miktarda ara trin Uretir. Bu nedenle bu ara trtn miktari x(i)
géarine x ile gosterilir.

Yeni bilgi pazari rekabetgidir. Bltlin ara Grtn Ureticileri yeni bilgiyi talep edeceklerdir. Clnku bu yeni
bilgiyi kullanarak Uretim yapacaklardir. Bu da yeni bilginin fiyatini yikseltecektir. Fiyat ylkselmesi, bu fiyatin
ara Urun Ureticilerinin ara tdrinden elde edecekleri iskonto edilmis net gelirlerine esit olmasina kadar devam
edecektir. Denge noktasinda da yukaridaki esitlik gecerli olacaktir.

%% Esitligin sag tarafinin zamana gore tiirevi P,(t)'dir. Sol tarafinin tiirevi ise Leibniz yontemi (Sydsaeter et
al.) ile alinir.
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yeni bilgiyi kullanarak ara Grln UGreten ara urln dreticisi firmanin elde ettigi kar, yeni bilginin faiz
maliyetini karsilar.
Romer Modeli’'nde son Urin sektorl, ara Urln sektért ve arastirma sektora vardir. Modeli

tamamlamak igin tiiketici tercihleri de modele eklenir. Keynes-Ramsey kurali gegerlidir.?’”

d ro _(Tr(s)ds d
Eft e Je TS () dr = —Pa®
Esitligin sol tarafina Leibniz yontemi (Sydsaeter et al.) uygulandiginda asagidaki sonug elde edilir.

t . T .
—e OB n(e) 4+ [7 L kOB n(rydr = By (1)

Esitligin sol tarafindaki ilk ifadede (t,t) araliginda timlev (integral) sifir olur. Dolayisiyla e‘fttr(s)ds =e %=1
olur. ikinci ifadede chain rule kullanilarak e~ % "% ifadesinin tirevi t'ye gére asagidaki sekilde alinir.

de~Ji T®ds g [P r(s)ds)

4 - Jirs)ds =
dt a(- 7 r(s)ds) dt

e~ f:r(s)dsr(t)

Elde edilen bu ifadeyi %e‘ffr(s)‘” ifadesi yerine koyarsak,
—n(t) + [ w@rt)e kT O%dr = Py(¢)

elde edilir. Timlevin (integralin) diferansiyeli dt oldugundan dolay r(t) timlev disina gikarilabilir.
—(t) + () [7 m(x)e K TOBdr = By (¢)

s n(t)e~ ) T®4 g7 ifadesinin yerine P,(t) konuldugunda,

—m(t) + T (O)Pa(t) = Po(1)
elde edilir. P,(t) sabit kabul edildiginden P,(t) = 0 olur. Bu durumda yukaridaki esitlik,

n(t) =r(t)Pa(t)

haline gelir.
Not: Leibniz ydntemi ile ilgili olarak [?] kitabinin 153-155 sayfalarina bakilabilir.

7 Tez calismasindaki Ramsey Modeli'nde Keynes-Ramsey kurali E = %(r — p) olarak yazilmistir.

Romer’in makalesindeki notasyona sadik kalmak i¢in onun kullandigi sekilde Keynes-Ramsey kurali burada
gOsterilmigstir. Buradaki o, tez galismasindaki Ramsey kisminda 6 simgesi ile gdsterilmisitir.r faiz orani
sabittir. Ayrica Romer’da C toplam tiketimi temsil ediyor. Tez galismasindaki Ramsey Modeli'nde c kisi basi
tuketimi temsil ediyor. Yalniz bu iki denklem arasinda anlamli bir fark olusturmuyor. Tuketici tercihindeki
integralin sonlu olmasi igin cari faydanin biyidme orani ((1 — o)g), tiketicinin zaman tercihi oranindan (p)
kiclik olmaldir.

¢l 9-1

U(C) = 1-0
cl9-1
logU (C) = log(“——)
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¢

c==pJo

Denge durumunda beseri sermayenin son Urin sektériinde ve arastirma sektoriinde elde
ettigi Ucretler birbirine esit olmalidir. Beseri sermayenin arastirma sektorinde elde ettigi tcret
wy = P,6A’dir. Son Urln sektdriinde elde ettigi Ucret ise beseri sermayenin marjinal getirisine

esittir. Beseri sermayenin marjinal getirisi, aHg¢ 1LFAX"~*"* olmak tizere®

PySA = aHE LA Ax 7P

dlogU(C) = (1 _ )dcl_“—l __dlog(1-0)
dt dt dt

U C
v= -9z

SERS]

=1 -oa)g
Bu birinci dereceden bir diferansiyel denklemdir. C6zimd,

U(C) = et@=9
olur.

fooo et(1-0)ge-pt gt
fo‘” e~tlp-(1-0)gl gt
p—(1-0)g>0

p>1—-o)g

8 (retim fonksiyonu,
Y(Hy,L;x) = HFLP [Z x()1~* P di

seklindedir. Kar maksimizasyonu yapan son Urun Ureticisi firmanin ters talep fonksiyonunu veri alarak kendi
karini maksimize eden ara Urln Ureticilerinin ara triin miktari x seklindedir ve butlin ara Urtn Ureticileri igin
aynidir. t zamanindaki yeni bilgi seviyesi A olarak kabul edildiginde Uretim fonksiyonu asagidaki hali alir.

Y(Hy, Lix) = HFLF [ %% Pai

Buradan tumlev (integral) hesaplanarak,
Y(Hy, L;x) = HELPAX' 7P

elde edilir. Bu Uretim fonksiyonunun Hy, gore tirevi alinirsa beseri sermayenin marjinal getirisi elde edilir.
aHE LA A% P

32



P, yerine “rﬂ(l — a — p)HELFX " * P Koydugumuzda,?

1 a
Hy = s p@m "

elde edilir. Bilgi stogunun biyiime orani §H,.*° 29 numaral dipnotta elde ettigimiz

Y(Hy, L;x) = HELA A% ™ F

seklindeki Uretim fonksiyonunda eger L, Hy ve x sabit olursa, ¢ikti A
ile ayni oranda bilyiir. X sabit ise K, A ile ayni oranda bilyiir.>' Béylece, A,Y,K ayni oranda biyiir.
Bu durumda, g orani sabit olur. C’de, A ile ayni oranda biiyiir.*

A blyume oranini g ile gosterirsek,
¢ v A

olur. g =38H, ifadesini H = Hy + Hy esitligini kullanarak duzenledigimizde asagidaki

denklemi elde ederiz.*®

29 _ px(a+p)

P, = % seklindedir. n(t) yerine px(a + B) ifadesini koyalim. P, = O elde edilir. p yerine
p(i) = (1 —a—BHFLEx()*F ( p(i) ve x(i) degerleri son Uriin Ureticilerinin kar en goklastirmasi

sonucunda p ve x olurlar.) ifadeyi koyarsak,

a+f
r

(1-a—pHELFE "

elde edilir.

04 = 6H,A denkleminin her iki tarafini A ile bdlersek, bilgi stogunun bayime oranini elde ederiz.

*" Bir birim ara diriin Giretmek igin gerekli olan sermaye n’dir. Bu durumda toplam sermaye, K = nZ2, x;
olarak gosterilir. Belli bir t zamaninda yeni bilgi seviyesi A olarak kabul edildiginde ve ara urin miktari x
olursa bu ifade K = nZ{,x olur. Buradan da K = nAx elde edilir.

%2y = C + K olmak Uizere, her iki tarafi Y ile bélelim.

c K
1=c+<
Y Y
c _ KK
- KY

elde edilir. % orani sabit oldugundan dolayi g orani da sabittir. Y, A oraninda buyudugine gore g oraninin
sabit olmasi i¢cin C de A oraninda biyumelidir.
% H, = H — Hy olur. Buradan, g = §H — Hy, olmak Uzere,
= -«
9= = pwn
elde edilir.
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a

S ——
9 (-a-B)a+p)

A=——>2_ olarak tanimlarsak
(—a-B)(a+h) ' ’

g =aH — Ar

olur. Tuketici tercihi optimizasyonu denklemini de modele dahil edersek, Romer Modeli’nin
biiyiime orani elde edilir.®*

__S8H-Ap
T oA+l

veya

a

T Gap@p)
Arastirma sektérine yapilan beseri sermaye yatiriminin getirisi, bu arastirma sektériinde

g =6H

Uretilecek yeni bilgiden gelecekte elde edilecek gelirlerdir. Eger faiz orani (r) artarsa bu net
gelirlerin buginkl degerleri azalir. Daha az begseri sermaye arastirma sektdriine yénlendirilir ve
blyume orani dugur. Tlketicilerin zaman tercihi oranindaki (p) azalis ve zamanlararasi ikame
elastikiyeti oranindaki artis bliyime oranini arttirir. L’deki artisin biiyime orani izerinde bir etkisi

yoktur. Beseri sermayedeki artig blyume oranini arttirir.

1.5 Aghion-Howitt Modeli

Aghion-Howitt Modeli’nin (Aghion and Howitt, 1992; Aghion and Durlauf, 2005;

3 gz (r — p)/o olmak uzere, r = go + p olur. Buradan, g = §H — gAo — Ap olmak Uzere, g =

elde edilir.

SH-Ap
oA+1
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Grossman and Helpman, 1991b; Jones, 1999; Sengupta, 2011) temelini Schumpeter’in "yaratici
yikim" fikri olusturur. Niteligi arttirilmis ara drinler eski ara Urunlerin yerine gegiyor. Eski ara

drtinleri piyasadan siliyor. Teknolojik gelismenin temelini de bu olusturuyor.

1.5.1 Model

Aghion-Howitt Modeli’'nde (Aghion et al., 1998) ¢ tane sektor vardir. Tuketim mali Greten
sektor, ara mali Ureten sektdér ve arastirma-gelistirme sektori. Tiketim malinin lretim

fonksiyonu asagidaki gibidir.>
y = Ax”
Ara Urln sektdrt disindaki sektorlerde tam rekabet sartlari gecgerlidir.
Her bir yenilik ara Griiniin niteligini y > 1 olmak lizere A’'dan yA’ya arttiriyor.*® Emek arzi
L’dir. Emegin x miktari ara urlin Uretiminde, n miktari ise arastirma sektériinde kullaniimak Gzere,
L=x+n;
Arastirma sektorinde n miktarinda emek kullanildiginda yenilikler An poisson varig orani

(Montgomery and Runger, 2018; Dinopoulos and Thompson,

1999) ile ortaya gikarlar.’ Modelde 1 > 0 olmak (izere arastirma sektdriiniin verimliligini ifade

% y ¢iktiyl, x ara ara Urtin{, A ara Urindn su anki niteligini temsil etmek Uizere teknoloji parametresini ifade
ediyorve 0 <a <1
% Apyq = VA,

Poisson olasilik dagilimi birim zaman ya da uzunluk, alan, hacim iginde, 1 ortalama meydana gelen
olay(event) sayisi olmak lzere, bir rassal olayin belli bir siklikta (x=0,1,2,3..) gelme olasiliklarinin dagilimini
gOsteriyor. Formili asagidaki gibidir.

flx) = o0
t zaman, uzunluk v.s araligini gosteriyor. Ama burada anlattigimiz model agisindan zaman araligini ifade
ediyor. A, poisson olasilik dagihminin parametresidir. Yani, poisson olasilik dagihminda belli bir zaman
araliginda bir olayin meydana gelme sikhgi bir rassal degiskendir. Arka arkaya meydana gelen iki olay
arasindaki bekleme zamani da bir rassal degiskendir. Yani arastirma sektériinde bir yenilik ortaya ¢iktiktan
sonra bir sonraki yeniligin gelmesi i¢cin gegcmesi gereken zaman da bir rassal degiskendir ve bunun olasilik
dagihmi Ussel olasilik dagilimi (exponential probability distribution) fonksiyonu ile belirlenir. Bu tssel olasilik
dagilimi fonksiyonu, poisson olasilik dagihmi fonksiyonundan elde edilir. Soyle ki; poisson olasilik
fonksiyonunda belli bir t zaman araliginda sifir yeniligin ortaya ¢ikma olasiligi x = 0 olarak,

P(x=0)=e*
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etmektedir.
1.5.2 Denge Dinamigi
Ara urln sektoriinde calisan emedin bir saatlik degeri w;’dir. Arastirma sektériinde
calismasinin degeri ise AV, ’dir.*®
Bu iki gelirin birbirine esit oldugu durumda emek iki sektor arasinda kayitsiz kalir.

w = AWiiq

Vi+1'nin de@eri arastirma sektdriinde meydana getirilen yeniligin kullanilmasi sonucu elde

edilen beklenen getirilerin buglnkt degerleri toplamidir. Bu asagidaki sekilde gosterilir.

seklindedir. T, bir sonraki olayin yani yeniligin ortaya ¢gikmasi i¢in gegen sireyi ifade eden bir rassal
degisken olsun. Bir sonraki olayin gergeklesmesi igin gegmesi gereken en az sure t ise, yeni bir olayin
ortaya ¢ikmasi i¢in en az t zamani kadar beklemenin olasiligi P(T > t) olarak gdsterilir. Bu olasilik, t zaman
araliginda sifir olay meydana gelme olasiligina esittir. Bu durumda yukaridaki formil su sekilde de ifade
edilebilir.

P(T>t)=P(x=0)=e M
Bir olayin t zamanina esit ya da t zamanindan daha az bir zamanda ortaya ¢gikma olasihigr T <t
PT<t)=1-P(T>t)=1—e*

esittir. Bu kim{latif olasilik dagilimidir. Olasilik yogunluk fonksiyonu bunun tirevi alinarak bulunur.
F(t) = 1 — e~* kimdlatif fonksiyonunun tirevi alindiginda

F() = de~2t

Ussel olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir. Bu Ussel olasilik dagilimi fonksiyonudur. Bu formulden bir
olayin gergeklesmesi igin t zaman kadar beklemenin olasiliyi nedir sorusunun yaniti bulunur. Arastirma
sektoériinde bir yenilik yaratildiktan sonra ikinci bir yeniligin ortaya gikmasi igin gereken siire rassal bir
degiskendir ve parametresi 1 olan Ussel olasilik dagilimi ile ifade edilir. 4 birim zamanda ortalama
meydana gelen olay (yenilik) sayisidir. n adet arastirmaci olduguna gére n adet arastirmacinin ortalama
E/Senilik yaratma sayisi An’dir.

V.4, arastirma sektortinde yaratilan yenilikten beklenen gelirlerin buginki degerleri toplamidir. t + 1
ifadesi t + 1'nci yeniligi ifade eder. V,,, bir saat gcalisma sonucu elde edilen bir yeniligin kullanimindan elde
edilecek gelecekteki gelirlerin bugtinki degerleri toplamidir. Bu yeniligin meydana gelme olasiligi Adt’dir.
Bu Ussel olasilik dagiimindan su sekilde elde edilir. Ussel olasilik yogunluk fonksiyonu

dF(t) _ _ —At

T2 =) = e

olarak yazilir. t = 0 olmak tzere O ile dt arasindaki ¢ok ku¢uk aralikta bir olayin meydana gelme olasiligi
Adt’dir. Aghion-Howitt'in notasyonuna sadik kaldigim i¢in w, = AdtV,,, yerine w, = AV,,, olarak yazdim.
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ftoo e_r(T_t)e_lnHl(T_t)”(T)dT =Vis1

Denge durumunda V,,, degeri dedismez. Yani zamana gore tirevi sifir olur. Bu durumda

yukaridaki esitligin her iki tarafinin tirevi alinirsa,
TVir1 = Tep1 — MNppa Vg

elde edilir.*® Bu esitligin anlami sudur: t + 1. yeniligin kullanilmasi sonucu elde edilen

% Romer Modeli'ndeki gibi bir yeniligin degeri, o yeniligin kullaniimasindan elde edilecek gelirlerin bugunku
degerleri toplamina esittir. Aghion-Howitt Modeli’'ndeki fark bu gelirlerin belirli bir olasilikla ortaya ¢ikmasidir.
Cunku, bir yeniligin t zamaninda ortaya gikmasi olasiliksaldir. Dolayisiyla bu yenilikten elde edilecek gelir de
olasliliksaldir. Bu asagidaki denklem ile gdsterilir.
ftoo e—r(r—t)e—AnHl(‘r—t)n.(T)dT =Ve1

Burada r faiz oranini temsil eder. e *"t+1*=0) ¢ zamanina kadar bir yeniligin meydana gelmeme olasiligini
ifade ediyor. Poisson varis orani An.,,’dir. Eger poisson varig orani artarsa yeniligin meydana gelmeme
olasiligi azalir. Ters taraftan bakarsak yeniliin meydana gelme olasiligi artar. Bu da t zamaninda elde

edilen getirinin bugtinku degerini azaltir. n.,,, t + 1. yenilikten sonra arastirma sektériinde kullanilacak
emek miktaridir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin tirevini alalim.

4 [ _r(r—t),—Anpyqi(t—t) _4a
o S e e MO (T)dr = —-Viyy
Esitligin sol tarafinin tirevi Leibniz yéntemi ile alinir. Bdylece,

d [ _piret) - _ ;
Efo e T e e (0, L (T)dT = Vyyy
o d _ir_ .
~Tepr (8) + [, € E=O0H D, (T)dt = Vi
. e .
T () + [, (r + Angyy)e OO I (D)dT = Vi,

~Tesr () + (r + Angyy) f, e" DD (T)de = Vi

e~ -O0+Ann )y, (1)dr ifadesi V,,, e esittir. Dolayisiyla,
~1es1 () + (7 + Nps)WVesr = Ve

elde edilir. Denge durumunda V,,; = 0 oldugundan dolayi yukaridaki esitlik,
—Tp1 () + (r + A )Viep1 =0

olur. Bu esitlik dizenlenirse,

Verr = Mepr — AMNpya Vg
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beklenen gelir, t + 1. yeniligin kullaniimasi sonucu Uretilen ara Urinden elde edilen kar eksi
beklenen sermaye kaybidir. Bu kayip bu Ureticinin baska bir yenilik¢i Uretici tarafindan yerinden
edilmesi sonucu olusan kayiptir. Schumpeter’in yaratici yikkim dedigi yeni icatlar eski icatlari
piyasadan siliyor. Yani yeni tlketici urlnleri, Gretim yontemleri vs. Dolayisiyla yeni icatlar
yenilikler, eski icatlardan yeniliklerden gelir elde eden ara Urtn Ureticilerinin gelirlerinden olmasina
neden oluyor. Bunun olasiligi da An’dir. Bu denklem bu Ureticinin arastirma gelistirme yapmadigi
varsayimina dayaniyor. CUnkU baska dreticiler arastirma gelistirme yapiyor ve basaril
olduklarinda bu ureticinin yerine gegiyorlar. Bu t + 1. yeniligi meydana getiren Ureticinin aragtirma
gelistirme yapmamasinin nedeni sudur. Bir sonraki yeniligi meydana getirmesinin bu Ureticiye
degeri V;,, — Vi, 'dir. Bagka bir firmanin yenilik t 4+ 2. yeniligi yaratmasinin ona degeri V;,,’dir.
Viyz — Vig1 < Viyy oldugundan dolayi, t + 1. yeniligi yaratmig olan uretici t + 2. yeniligi meydana
getirmek icin arastirma gelistirme yapmaz. Buna ’Arrow etkisi’ denir. Yukaridaki esitligi

diuzenlersk,

Te+1

Vepg = 21—
t+1 r+/1nt+1

elde edilir. Bu esitlikteki payda (r + An;,1) yaratici yikimin etkisini gdéstermektedir.
t + 1. yenilik meydana gelmeden 6nce piyasada var olan ve t. yeniligi kullanan ara driin

Ureticisi karini maksimize etmeye caligir. Bu maksimizasyon asagidaki denklem ile gdsterilir.

Ty = max|[py (x)x — wex]
X

Son Urdn sektorinun rekabetgi oldugu varsayiliyor. Dolayisiyla, son uran sektérinun
uretim fonksiyou y = Ax* ve girdi maliyeti p,x; olmak Uzere son Urun sektérinde kar
maksimizasyonu sonucu
a—-1

pe = Acax;

elde edilir.*® Bu esitlik ara (iriin Ureticisinin ters talep fonksiyonudur. Ara iriin {reticisi bu

elde edilir.
0 Son driin treticisinin kar maksimizasyonu denklemi asagidaki gibi yazilir.

maxy — PeX¢
Xt
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esitlige gore Uretecegi ara urin miktarini belirler. p, yukaridaki ara Urlin Ureticisinin kar

maksimizasyonu denkleminde yerine konulursa,

T[t = maX[Ata.xta - tht]
Xt

Bu denklemin ¢dzUmuU sonucu kari maksimize eden x; ve ara Urdndn fiyati olan p; elde
edilir.*!

a? 1 W,

At) = A_t

Xt = (Wt

Burada y yerine Ax“® yazilir. p, ara urinun gikti cinsinden fiyatidir. Bu durumda yukaridaki denklemi x’e
gbre maksimize ettigimizde asagidaki sonug elde edilir.

maxAx;* — pyx;
X

— a-1
pr = Acax,

1 Ara Grln Greticisinin kar maksimizasyonu denklemi m, = max,, [p.(x:)x; — w.x;] seklindedir. Bu
denklemi bu haliyle yani p, yerine A,ax,*"! yazmadan maksimizasyonunu yapalim.

d
== Per (X)X + pe(xe) —we =0

dxt
elde edilir. p;, (x¢)x; + pe(x:) — we = 0 esitlidinin her iki tarafini p(x) ile bdlelim.

Per(Xe)xt +1

_ =0
pe(xt) Wt

elde edilir. Bu esitlik dizenlendiginde,

_ 1
bt (xt) = pu(xpxe W
1452
pe(xt)

Per(x)xt

elde edilir. ifadesinin de@eri ara Urin uUreticisinin ters talep fonksiyonundan elde edilir. Bu deger

pe(Xt
a — 1’dir. Bunu yukaridaki esitlikte yerine koydugumuzda,

1
pe(x) = oWt

elde edilir. Bunu ara Urunin talebinin fiyat esnekligi (Bergstrom, 2011) cinsinden de yazabiliriz. Ters talep
1
fonksiyonunu talep fonksiyonuna gevirirsek x, = (:’—;)E elde edilir. Buradan talebin fiyat esnekligi
t

1 ape o .
hesaplanirsa € = - olarak elde edilir. Buradan e mutlak deger olmak uzere,
_ 1
pe(xe) = LWt
lel
olarak yazilr.
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1
pe(x) = Wt

Bdylece, ara urln Ureticisi firma marjinal maliyetin (w) Uzerinde bir fiyatla ara Grlinini son
Uriin Ureticisine satar. 0 < a < 1 olmak lzere, a« = 1 oldugunda p, = w, olur. Yani fiyat marjinal
maliyete esit olur. Bu tam rekabet piyasasi sartidir. Dolayisiyla, a degerinin sifira yaklagsmasi tam
rekabet piyasasi sartlarindan uzaklasildigini, 1’e yaklasmasi ise tam rekabet piyasasi sartlarina

yaklagildigini ifade eder. (Tirole, 1988; Varian, 2014; Varian and Varian, 1992)

Yukaridaki ilk esitlikte, x;, %’nin fonksiyonu oldugundan dolayi w, =% olmak (izere,
t t

Xy = X(wy) yazilir. mwp = Arax® — wyx seklindeki kar denkleminde x;’nin yukaridaki degeri bu

denklemde yerine konulursa,
_ 1
Ty = (; = Dwex,

elde edilir. x;, @’nin yani verimlilik ile ayarlanmig Ucretin negatif bir fonksiyonudur. Kar da

ayni sekilde “*'nin negatif fonksiyonudur. m, = 4[ax, —=*x,] seklinde gbsterilir.? #,(3%) =
t t t

ax® — Y x, olarak tanimlarsak, kar denklemini asagidaki sekilde yazabilriz.
£,
= A7, (2t
Tt tnt(At)

Karin, verimlilik ile ayarlanmisg Ucretin negatif fonksiyonu olmasinin sebebi sudur.
Gelecekte yapilacak arastirmaya ylUksek talep olursa w:,; Ucreti artar. Dolayisiyla yenilik
yaraticinin t + 1. yenilikten elde edecegi kari m,,; azalir. Bu da sonug¢ olarak bugln yapilacak
arastirmadan vazgecilmesine yani n;’nin dismesine neden olur. Bu, buginkl arastirmanin,
beklenen gelecekteki arastirmanin miktarina negatif olarak bagl oldugu anlamina geliyor.

Bdylece Aghion-Howitt Modeli iki tane denklem ile ifade edilir. Birincisi arbitraj denklemi,

ikincisi ise emek piyasasi dengesidir. Bu denklemler asagidaki sekilde gosterilir.*?

42 m, = A;ax® —wyx seklindeki kar denkleminde A,’yi disar ¢gekersek denklemi 7, = A, [ax® — %xt]
t

olarak yazabiliriz. Bu denklemden goéraldigu Gzere m,, %’nin negatif fonksiyonudur.
t

43 Tt+1

w; = AV, esitliginde V,,, yerine V., = T

yazilir. ;. yerine A, 1(weyq) Yazilirve A, = y4;

ve w; = % olmak Uzere w; = A% bulunur. (A) arbitraj denklemini, (L) emek piyasasi denklemini
t t+1
simgeliyor.
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(A)

Y (We+1)

w; =21
t T+AN¢4q

L = Tlt + 56(([)[:)

wy =w ve n, =n oldugu duruma duragan durum dengesi denir. Yani, verimlilik ile
ayarlanmis Ucret olan w ve emegin Uretim sektorl ile arastirma sektort arasindaki dagilimi
(burada n degeri) zaman boyunca sabit olmalidir. Duragan durumda yukaridaki iki esitlik

asagidaki hale gelir.**

(4)
_ 4 YE(w)
w =4 r+in
(L)
L=n+%(w)

Bu iki denklem (n,w) dizleminde asagidaki sekilde cizilir. Sekilden de goérilecegi Uzere

duragan durum degeri tektir.*®

* (4) denge durumundaki arbitraj denklemini, (L) denge durumundaki emek piyasasi denklemini ifade
ediyor.
4 (4) denkleminde #(w) yerine ﬁt(%) =axf — %xt yazilir ve denklem dlzenlenirse,

t t

Ayax®
- r+in+iyx

elde edilir. Buradan denklemin negatif egimli bir egri oldugu gorlir. (L) denkleminde ise L sabit
olduguundan dolayi n artarsa, ¥(w) azalir. x; = ¥(w) olmak lizere ve x;, w,'nin negatif fonksiyonu
oldugundan dolayi x(w) azaliyorsa w artiyordur. Yaninve w arasinda pozitif e§imli bir iligki vardir. Bagka

bir sekilde, x; = ( )1 a esitligi, (L) denkleminde yerine konulursa,

a?

- (L-m)-@

elde edilir. Bu denklemden de géruldigu Uzere, n ve w arasinda pozitif ydnlG bir iligki vardir.
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Sekil 1.4: Aghion-Howitt Modeli Endogenous growth theory 1998 MIT press.
sayfa 59

7 arastirma sektériinde kullanilan denge emek miktaridir. 7, faiz orani distligu, toplam
emek miktari (L), arastirma sektorundeki verimlilik (1), ve yenilik sayisi (y) arttigi zaman artar.

Duragan durumda, verimlilik ile ayarlanmig ara Urun ureticisinin kari
1-a

ﬁ=7a)(L—n)

olarak yazilir.* Bunu A denkleminde yerine koyarsak,

elde edilir. Bu esitlikten goérllecegdi lzere, a ile n arasinda ters yonlu bir iliski vardir. «

6 Ara riin treticisinin kari T = (E — Dw,x,/dir. w, = % olmak Uzere, bu esitligin her iki tarafini 4, ile
t
bolersek,
T L
o (a Dwex,
elde edilir. 77, = Z—t ve duragan durumda L denkleminden x = L —n olmak (izere, duragan durumda
t

verimlilik ile ayarlanmis kar

fi=C-Dwl—n)

olur.
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pazar rekabetinin derecesini ifade ettigine goére, a dederindeki azalma n degerinde artisa neden
olur. Yani tersinden bakilirsa, daha rekabetci bir piyasada ara urln ureticilerinin tekel kari azalir.

Bu yenilik Gretmek icin gudulerinin azalmasi dolayisiyla arastirma sektériine daha az emek gticu
(n) ayriimasina neden olur.

Duragan durum buyime orani su sekilde elde edilir. y, = A,x* olmak Uzere, duragan

durumda L denkleminden x = L —n olur. L ve n sabittir. Bunu y, = A,x% esitliginde x'in yerine
koyarsak,

Ve = A (L —n)*

elde edilir. Bu durumda y,’'nin ve A.;'nin buyime orani birbirine esit olur. 4;,, = y4A;
oldugundan dolay! A;’nin biylime orani,

y—1
olur.Bu buyume orani y,’nin buyume oranina esittir. Boylece,

Ye+1 = Ve

olarak elde edilir.*’ t ve t + 1 zamani degil yeniliklerin sirasini gésterir. Zamani t olarak

tanimlarsak, son ¢iktinin (y,) buylimesini asagidaki sekilde yazabiliriz.

y+1) =yy()

Her iki tarafin logaritmasini alalim.

4 A1 = YA, olmak Uzere, bu denklemin her iki tarafini A, ile bolip —1 ile toplarsak,

At+1—At
At

=y - 1
elde edilir. Bu deger y,’nin blylime oranina esit oldugundan dolayi,
Ye+1=Ve _ o
Yt 14 1
elde edilir. Bu esitlik dizenlendiginde,
Yev1 = VYVt

elde edilir.
43



Iny(r+1) = lny + Iny(z)

Buradan da gérilecedi lzere, son ¢ikti [ny miktarinda artis gosterir. Bu artisin olabilmesi
icin bir yeniligin ortaya cikmasi gerekiyor. Bu yeniligin ortaya gikma olasiligi AA’dir.*® Birim
zamanda y(t)’nun blyldme orani

Iny(r+1) — lny(x) = lny

olarak vyazilabilir. Yalniz Iny olasiliksaldir. Ani olasilikla Iny blylime orani elde
edilecektir. 1 — A olasilikla da sifir bliylime orani elde edilecektir. Bu durumda ortalama biyime
orani

Afilny + (1 — An)0 = Anlny

olur.*® Buradan sonug olarak,

8 Bu olasilik degeri Ussel olasilik dagilimi fonksiyonundan elde edilir. Séyle ki; f(t) = 1e~*t iissel olasilik
dagihmi fonksiyonudur. t zaman araliinda 1 olayin meydana gelme olasiligini verir. A poisson olasilik
dagilimindaki parametredir. Yani birim zamanda bir olayin ortalama meydana gelme sayisini ifade eder.
Arastirma sektdriinde n tane arastirmaci oldugundan dolayi, bir aragtirmacinin birim zamanda ortalama
bulus yapma, yenilik ortaya ¢ikarma sayisi 4 ise n arastirmacinin An’dir. Buradan Ussel olasilik dagiliminin
parametresi An olur. t — 0 olursa, yani zaman araligi sifira yaklasirken bir olayin meydana gelme olasihgi
An olur.

9 x bldylme orani, n zaman olmak Ulzere,

ya+1) =y@A+x)"
olsun. Her iki tarafin logaritmasini alalim.
Iny(zr+ 1) = lny(r) + nin(1 + x)

elde edilir. Bu esitlik dizenlenirse,

ny(r+1)-Iny(7) — ln(l + x)

n

elde edilir. Kigik buyime oranlarinda In(1 + x) = x olur. Bu In(1 + x)’in Taylor yayilimi yapilarak bulunur.
Bu durumda,

Iny(t+1)—-Ilny(t) _ x
n

olur. Eger n = 1 olarak kabul edilirse,

ny(z+1)—lny(x) =x
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Iny(t +1) — Iny(r) = Anlny
elde edilir. Yani ortalama blylme oranina g dersek,
g = Aiillny

olarak yazilir. Emek (L) arttikga, faiz orani (r) ve rekabetin derecesi a azaldik¢a, 7 artar.

Dolayisiyla ortalama biyime orani da artar.

IKINCi BOLUM
DIS EKONOMIK iLISKILERI AGIKLAYAN MODELLER

olur.
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2.1 Batiz-Romer Ekonomik Biitiinlesme ve igsel Bilyiime Modeli

2.1.1 Model

Rivera-Batiz Romer Modeli'nde (Rivera-Batiz and Romer, 1991; Grossman and
Helpman, 1994) gelismekte olan Ulkeler arasindaki ekonomik integrasyonun iki farkli
arastirma-gelistirme sektéri yapisi altinda uzun dénem blyUime orani (zerindeki etkisi
incelenmektedir. Bu baglamda Romer (Romer, 1990) tipi tretim fonksiyonu kullanilir. iki tane
Uretim aktivitesi var. Birincisi tuketim mali Gretimi, ikincisi ise sermaye mallari x(i) Uretimidir. Bu
uretim fonksiyonu her ikisi iginde aynidir. Her iki Ulkenin tretim fonksiyonu ve arastirma-gelistirme

sektorindeki bilgi Uretimi denklemleri aynidir.

(1)
Y(H,Lx) = HOLA [ x()'"9Pdi
Aragtirma-gelistirme sektorindeki teknolojik gelismeyi, bilgi birikimini temsil eden iki farkh
diferansiyel denklem vardir. Birincisi ’knowledge-driven’ adi verilen bir arastirma-gelistirme
sektord yapisidir. Bunun anlami sudur: Bilgi birikimindeki degisim daha dnce dretilen, kesfedilen
bilgi stoguna bagldir. Diferanasiyel denklem asagidaki sekildedir.
A= 6SHA
ikinci denklem ise ’lab-equipment’ adli bir arastirma-gelistirme sektérii yapisidir. Bu

modellemede ge¢cmis donemde elde edilen bilgiler bilgi Gretimine bir katki saglamiyor. Bu denklem

Uretim sektoru ile ayni girdileri kullaniyor.
A=BHLE [ x()'~*Pdi

iki (lke arasinda ticaretin baslamadi§i durumda biiyime oranlarn ki farkl

arastirma-gelistirme sektori yapisina bagh olarak hesaplanir.
2.1.2 Denge Dinamigi
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Oncelikle ’knowledge driven’ modellemesi altinda biiyiime oranini bulalim. Bu durumda
beseri sermayenin (H) bir kismi (Hy) Uretim sektérinde diger kismi (Hy) bilgi Uretiminde
kullantlir.

Uretim sektoriindeki firma karini maksimize eder. p(i) her bir sermaye malinin fiyatini
temsil eder. Bir birim tiketim malinin fiyati 1 olarak alinirsa firmanin kar maksimizasyonu

asagidaki sekilde olur.
max [ HLPx(1)'~*F — p(Dx(i)di
Bu maksimizasyon problemi ¢ézildigunde asagidaki esitlik elde edilir.
p()) = (1 — a— BHLPx(i)~**F)

Bu x(i) sermaye ara malini Ureten Ureticilerin ters talep fonksiyonudur. Sermaye ara
malini Ureten Ureticiler bu ters talep fonksiyonunu gézoénlne alarak karlarini maksimize ederler. r
faiz oranidir.

max p(@x() —rx(i)

Bu maksimizasyon problemi ¢dzuldigunde, sermaye ara malinin p(i) fiyati belirlenir.

P= 1-a-B

Bu fiyat kar denkleminde yerine konuldugunda, sermaye ara mali Ureticisinin kari elde

edilir. = kari temsil etmek tzere,

m = (a+ B)px

Sermaye ara malinin Uretimine karar verilmesi karin iskonto edilmig buginkl degeri ile,
sermaye ara malini dretmek i¢in kullanilan tasarimin maliyetinin (P,) karsilastiriimasi sonucu

verilir. Denge durumunda ikisi birbirine esitlenir.

[ e KT (r)dr = Py (1)
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Her iki tarafin Leibniz yontemi ile tlrevi alinip gerekli dizenlemeler yapildiginda asagidaki

esitlik elde edilir.
m(t) = r(t)Ps(t)
Buradan bilginin ya da tasarimin fiyati P, asagidaki sekilde yazilir.

pp=C=l0BPE (g g — pyHgLAR

r T

Beseri sermayenin uretim sektorinden aldigi tcret ile arastirma-gelistirme sektoérinden
aldigi tcret birbirine esit oldugu durumda ekonomi dengeye gelir. iki sektérde rekabetgi oldugu
icin beseri sermayenin her iki sektorden aldidi Gcretler o sektdrdeki marjinal drtinlerine esgittir.

Beseri sermayenin Uretim sektérindeki marjinal Urinu ve dolayisiyla Ucreti, Uretim

fonksiyonunun beseri sermayeye gére tiirevi alinarak bulunur.®
aHE LA A% 7P

Beseri sermayenin arastirma-gelistirme sektorindeki marjinal getirisi dolayisiyla Ucreti

asagidaki gibidir.”’
P64
Denge durumunda her iki Ucret birbirine esit olur.
P,6A = aHE 1P Ax 7P

Buradan denge durumunda Uretim sektdrinde kullanilacak beseri sermaye miktari (Hy)

elde edilir.

%0 Toplam sermaye K = fOA x(i)di seklindedir. Modeldeki simetri nedeniyle yani bitiin sermaye ara mali
Ureten Ureticilerin ters talep fonksiyonu ve maliyetleri ayni oldugundan dolayi x(i), x olur. Bdylece,
K= fOA xdi = Ax olur. Uretim fonksiyonu Y = HZLAAX" ™ *F olur.
* A = §H,A diferansiyel denklemi ¢oziildiiginde, A(t) = A(0)e!%H4dt elde edilir. Buradan, beseri
sermayenin marjinal Urinu hesaplandiginda, P,Aé elde edilir.
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Hy =ra(a+f) 1 -a—p)5
Tasarimlarin baylime orani,

g = 6H,
oldugundan dolayi, ve toplam beseri sermaye, Uretim sektoérindeki ve arastirma-gelistirme
sektdrindeki beseri sermayenin toplami (H = Hy + H,) oldugu igin, Uretim sektérindeki biylime

orani asagidaki sekilde elde edilir.*?
g=06H,=6(H—Hy)=06H—Ar

Bu denklemi faiz oranini disari ¢cekerek yeniden diizenledigimizde asagidaki esitlik elde

ederiz.

__6H—g
rtechnology ~ A

Bu esitlikten goruldigu Gzere '’knowledge-driven’ yapisindaki arastirma-gelistirme sektoru
ile denge durumunda faiz orani ile biylime orani arasinda negatif yonla bir iliski vardir.

Arastirma-gelistirme sektérindeki 'Knowledge-driven’ teknoloji yapisiyla blylime orani
elde edildi. Simdi 'Lab-equipment’ teknoloji yapisiyla faiz oranini elde edelim.

'Knowledge-driven’ teknoloji yapisinda oldugu gibi ’Lab-equipment’ yapisindaki
teknolojide de sermaye ara mal Ureten Ureticilerin ters talep fonksiyonu aynidir. Buradan elde

edilen sermaye ara malinin fiyati ve kari da aynidir. Tasarimin fiyati da ayni sekilde belirlenir.

p() = (L *xa—PHLPx()~*F

m = (a+ B)px

PA=a@+p ' A-a-p)
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T
Py==
A4 r

Ters talep fonksiyonundaki p(i) ifadesini sermaye ara malinin fiyat denkleminde yerine

koyarsak asagidaki esitlik elde edilir.
r=(1-a—pB)H*LPx~*F
Kari tasarimin fiyati denkleminde yerine koyarsak asagidaki esitlik elde edilir.

(a+B)px
PA = — r

r yerine p(1 —a — ) koyulup denklem duzenlenirse agsagidaki esitlik elde edilir.

_ (e+B)x

Pa= 1-a-p

P, =% oldugundan dolayi yukaridaki denklem tekrar dizenlenirse ve x denklemden
cekilirse asagidaki esitlik elde edilir.

1-a-f
B(a+f)

X =

Bu esitligi yukaridaki faiz denklemindeki x(i)’nin yerine koyarsak asagidaki sonug elde

edilir.
r =B*B(a+ B)*F(1—a— p)?>~*FH*LE

['=B**B(a+ B)**F(1 —a— )2 *F olarak tanimlarsak, ’'Lab-equipment’ yapisindaki
ekonominin faiz denklemi elde edilir.

(7)

— a
Tteechnology =TH LB
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Sabit elastic fayda altinda Ramsey tercihleri ile tiketimin buylime orani asagidaki gibidir.

Tpreferences = P+ 09

Bunu her iki knowledge-driven ve lab-equipment modellemelerinde elde edilen
denklemlerde yerine koyarsak, sirasiyla her iki modelleme igin blylme oranlari elde edilir.

knowledge-driven modelinde biylime orani,

(9)

__ O6H-pA
T 1+0A

lab-equipment modelinde blylime orani,

_ TH*LB—p
g

Bu iki ekonominin denge blyume orani sirasiyla asagidaki iki grafik ile gosterilmektedir.
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interest rate

f preferences

Y / r technology

growth rate

Sekil 1.5: Knowledge-Driven Modeli Rivera-Batiz, Romer, 1991 Economic integ-
ration and endogenous growth. The Quarterly Journal of Economics, 539
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interest rate

- r preferences

—————— — - — 7£___ SRR — . r-te(:l,1’,.lology

growth rate

Sekil 1.6: Lab-Equipment Modeli Rivera-Batiz, Romer, 1991 Economic integra-
tion and endogenous growth. The Quarterly Journal of Economics, 541

Her iki arastirma-gelistirme teknolojisi altinda eger iki ekonomi ekonomik olarak butunlesip
tek bir ekonomi olursa, H ve L, 2H ve 2L olur. Bu durumda, her iki grafikte 7;ocpnoi0gy €9risi yukari
kayar. Boéylece, hem faiz hem de blyume orani artar.

Simdi iki ekonomi arasinda dnce knowledge-driven teknoloji yapisiyla sonra da
lab-equipment teknoloji yapisiyla mallarin ve fikirlerin akisina izin verelim ve blylime oranlari
Uzerindeki etkilerini inceleyelim.

Once knowledge-driven teknoloji yapisina iki ekonomi arasinda mallarin akisina izin
verelim. Burada Ulkeler arasinda fikir akiglarinin olmadigi varsayiliyor. Sadece iki Ulke arasinda
mallarin akisina izin veriliyor. Bir tlkenin disalim yaptigi mal Gzerinde ters mihendislik yaparak o

arindn tasariminin sirlarini 6grenemedigi varsayiliyor.
. I A ,
Denge durumunda c¢iktinin bliyume orani tasarimlarin buayume orani olan = 6H,'ya

esittir. Bu da beseri sermayenin Uretim sektdrli ve arastirma-gelistirme sektérli arasindaki
dagihmina baglidir. H = Hy + Hy

iki Gilke arasinda ticaret olmadan dnce, bir (ilkede Uretim sektériinde kullanilan cesitli ara
sermaye mallarinin sayisi, o Ulkede Uretilen tasarimlarin sayisina esittir.

iki tilke arasinda mallarin ticaretine izin verildigi zaman, her iki Ulkede Uretimde kullanilan
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ara sermaye mallarinin sayisi, o Ulkelerde Uretilen tasarimlarin iki katina ¢ikar. Bu durumda tekel
getirisi pesindeki arastirmacilar farkli tasarimlarin Gretiminde uzmanlasacaklardir ve tasarim

Uretimini iki katina ¢ikaracaklardir.
Boylece A’daki artis beseri sermayenin Uretim sektoriindeki marjinal getirisini, g—;:

aH,* 1LA% " A’dan g—;= aH,* 'LPx " P (4 + A")'ya yilkseltir. A* yurtdsindan gelen ara
sermaye mallari sayisini gosterir.

Arastirma-gelistirme sektorl icin Glkeler arasinda ticaretin serbestlesmesi, bu sektdordeki
yeni tasarimlar icin pazarin da iki katina ¢ikmasi demektir. Bu patentlerin fiyatinin iki katina
cilkmasi demektir. Bdylece arastirma-gelistirme sektdrine yapilacak beseri sermaye yatiriminin
getirisi P,6A’dan 2P,6A’ya ylkselir.

Bdylece beseri sermayenin getirisi hem Uretim sektdriinde hem de arastirma-gelistirme
sektoriinde iki katina ¢iktigindan dolayi, iki Glke arasinda mallarin serbest ticareti, beseri
sermayenin Uretim ve arastirma-gelistirme sektorl arasindaki dagiimini etkilemez.

Sonug olarak bu durum denge biylme oranini ya da faiz oranini degistirmez. Uzun dénem
blylime orani degismez.

Arastirma-gelistirmenin knowledge-driven modelinde fikirlerin iki Glke arasinda akigina izin
verilsin. Bu durumda her bir tlkenin bilgi stogu diger tlkenin de bilgi stodu ile birleserek iki katina
cikar. Bu da beseri sermayenin sayisi artmasa da A'nin bayime orani iki katina gikar. Yani beseri
sermayenin arastirma-gelistirme sektorindeki verimliligi artar. Bu kapali ekonomi durumunda
arastirma verimilik parametresi olan &’nin iki katina ¢ikmasi anlamina gelir. Bu da bir numarali
sekilde Tiecnnotogy €Qrisinin yukari kaymasina neden olur. BoOylece, daha yiksek bir denge
bldyume orani ve faiz oranina neden olur.

(9) numarali denklemde 6 yerine 2§ konularak yeni buylime orani elde edilir.

__26H-Ap
T 1+0A

Fikirlerin ve mallarin iki Glke arasindaki serbest akisi blyime Uzerinde tam bitlinlesmenin
yaptigi etkiyi yapmaktadir.

Lab-Equipment modelinde fikirlerin Uretim Uzerinde bir etkisi yoktur. Dolayisiyla iki Ulke
arasinda fikirlerin serbest akisina izin verildiginde bunun ekonomik olarak bir etkisi yoktur. Buna

ragmen bu modelde blylime artiyor

54



2.2 Grossman-Helpman Karsilagtirmali Ustiinliik ve Uzun Dénem Biiyiime Modeli

Dinamik iki ulkeli ticaret ve buyume modelidir. (Grossman and Helpman, 1990;

1989) Kar maksimizasyonu yapan girisimcilerin eylemleri sonucu teknolojik ilerleme saglaniyor.

Modelin katkisi her iki Ulkedeki AR-GE ve ara urun sektorlerindeki goreceli verimlilik ve
bunun blylime Uzerindeki etkisidir. Yani, karsilastirmali GstUnlUktdr.

Son Urun sektorindeki toplam Grtn verimliligi ara Urtnlerin sayisindaki artisa bagl olarak
artmaktadir. Dolayisiyla arastirma-gelistirme sektérine ayrilan kaynaklar son Griin sektorindeki
verimliligi arttirlyor. Ayni zamanda bilgi birikimini de arttiriyor.

Bu modelin temel katkisi karsilastirmali UGstlnlGktir. Burada bahsedilen bir Ulkenin
arastirma-gelistirme sektorinde mi yoksa ara urtin sektoriinde mi diger tlkeye gore karsilastirmali
ustlnlige sahip oldugu (Grossman and Helpman, 1990) ve bunun uzun dénem bulylime

Uzerindeki etkisinin ne oldugudr.

2.2.1 Model

Modelde iki tlke vardir. Her iki Ulkede son Urln, ara Urun ve arastirma-gelistirme sektoru
olmak Uzere Ug¢ tane Uretim aktivitesi vardir. Her iki Ulkedeki son Urlnler arasinda tam olmayan
ikame vardir.

Ekonomide Ug¢ tane sektdr vardir. Bunlar tiketim mali treten son Urin sektérd, ara drin
sektori ve arastirma-gelistirme sektoriddr.

Son drin sektérindeki toplam faktoér verimliligi ara Griin gesitliligindeki artis ile beraber
artmaktadir. Dolayisiyla arastirma-gelistirme (AR-GE) sektériine ayrilan kaynaklar son drin
sektorindeki verimliligin artmasina ayrica bilimsel ve teknolojik bilgi stogunun artmasina neden
olur.

Her iki Ulkede Uretilen son Urunlerde yani tiketim mallarinin arasinda tam olmayan bir
ikame vardir (Imperfect substitution). Temel Gretim faktori emektir.

AR-GE’nin iki ¢iktisi vardir. Birincisi AR-GE c¢alismalari sonucu yeni Urin tasarimlari
ortaya cikar. Bu tasarimlarin getirisi, tekel kar akigi seklinde elde edilir. Clnkl bu tasarimlar ya
patent haklariyla koruma altindadir. Ya da diger firmalar tarafindan uretilmesinin éntnde teknik
engeller vardir.

ikincisi, AR-GE galigmalari bilimsel bilgi birikimine katkida bulunur. Bu bilgi birikimi, yeni bir
tasarim gelistiriimesi icin gereken emek miktarini azaltarak AR-GE’nin verimliliginin artmasini

saglar. AR-GE’nin bu ¢iktisi patentlendirilemedigi igin getirisinin elde edilmesi sorunludur.
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Ara Urtinler emek girdisi ile dlcede gdre sabit getiri sartlari altinda uretilir. Ulkeler arasinda
ticareti serbestce yapllir.

Bu ara Uriinler emek ile beraber son Grdndn dretiminde kullanilir. Bu Gretim fonksiyonu
Olcege goOre sabit getirilidir. Ara drGnlerin cesgitliligindeki artig toplam faktor verimliligini
arttirmaktadir. Yani uzmanlagsma teknik etkinlikte ilerlemeyi saglar.

Rekabetci son drtn Ureticileri sifir kar elde ederler. Ara Urln Ureticileri tekel kari elde
ederler. AR-GE sektdrunde girisimciler elde edecekleri gelecekteki karlarin buglnki degerlerinin
degeri tasarimi gelistirmenin maliyetinden ylksek oldugu surece AR-GE’ye kaynak ayiracaklardir.

Tuketiciler zamanlararasi fayda fonksiyonunu maksimizde ederler.

Modelde yukaridaki sekilde tanimlanan ekonominin dinamik evrimi inceleniyor. Zaman
icinde ara urun cesitliliginde artis oluyor. Bu hem ara urtn dreticilerinin karhligini etkiliyor hem de
son Urin sektorundeki verimliligi arttiriyor.

Modelin talep tarafinda tiiketicilerin zamanlararasi fayda fonksiyonu agagidaki gibidir.

(1)
Uy = fooe_p(r_t)logu[}ﬁ(T)’}’z(T)]dT
t

p subjektif iskonto oranidir. y;(t) t periyodunda i Ulkesinde tlketilen son Urln miktarini
temsil etmektedir. Bu fayda fonksiyonu zamanlararasi butge kisiti altinda maksimize edilir. py,(7)
ve py,(t) her iki Ulkedeki son Urlnlerin fiyatlari ve E harcamalar ve R kiimulatif faiz orani olmak
lizere, titketimin optimal patikasi asagidaki kurala uyar.>®

(2)

E i,
E
Modelin arz tarafi su sekilde olusturulur. i Ulkesinde son Urtin ¢iktisi asagidaki tretim

fonksiyonu ile ifade edilir.

(3)
1 n 'B
Y; = BA,LYP| f x;(w)*dw]a
0

0 < a,f <1 olmak Uzere, Ly; son Urun sektorundeki emek miktarini, x;(w) w ara urun
girdisinin miktarinin, A; i ulkesine 6zgu verimlilik parametresini, n ise o anda piyasada varolan ara
artin gesitlerinin sayisini ifade eder. Verimlilik parametresi A; disinda bu Uretim fonksiyonu her iki

ulke icin aynidir. B bir sabittir. @ degerinin ylksek olmasi ara Urunlerin (w) kolaylikla ikame

>3 Zamanlararas! biitce kisiti ftw e IRO-ROIE(7) < f:o e RO-ROly(7)Ldr + Z(t) seklindedir. w(z) Ucret, Lemek arzi, Z(t) tiiketicinin t
zamanindaki varliklarinin degeridir. Bu maksimizasyon problemi iki asamada ¢oziiltyor. Birinci asamada tiiketici veri E(t) harcama seviyesine
gore duragan faydasini maksimize ediyor. Bu maksimizasyonun sonucunda v[py, (1), py2(t)]E(7) seklindeki dolayli fayda fonksiyonu elde
edilir. ikinci asamada, bu dolayl fayda fonksiyonu (1) numarali denklemde yerine konulur ve zamanlararasi biite kisiti altinda maksimize edilir.
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edilecegini, disuk olmasi ikamenin zorlasacagini gosterir.
Rekabetci son drin sektdrinde fiyat marjinal maliyete esittir. Marjinal maliyet

Cobb-Douglas tipi fonksiyon ile ifade ediliyor.
(4)

= (Yiy1-pB fn 1-e4 (1—!_:)
Pyi (Ai) [Jy px(w) w]

€= ﬁ > 1 ara Urunler arasindaki ikame elastikiyeti, py; i Glkesindeki son drtnun fiyatini,
w; i Ulkesindeki Ucreti, px(w), @ ara Grunundn fiyatidir.

Ara Urln ureticileri oligopolistic fiyat rekabetine girerler. i Glkesindeki w ara urini Ureticisi
px(w) fiyatini temel alarak karini maksimize eder. Ara lirtin ureticisinin kar denklemi asagidaki
gibidir.

(5)

(@)~¢
mi(@) = [px(@) — Wiyl * g, e By,

a,y; | Ulkesinde ara urun uretmek icin gerekli olan birim emek miktaridir. Bu kar
denkleminde yildiz(garpimi ifade ediyor) isaretinin sol tarafi birim basina kari, sag tarafi ise

turetilmis talebi ifade ediyor. Kar maksimizasyonunun birinci derece sartina gére asagidaki sabit

markup fiyat kurali ortaya ¢ikiyor.
(6)

px(@) = = (Wiayx:)

px; i Ulkesinde Uretilen ara urln cesidinin fiyati ve n; i Ulkesindeki ara Grin sayisini

gostermek Uizere, (4) ve (5) numarali denklemlerden asagidaki denklemlere ulasilir.>*

(7)

Win1-B 1-€ s
pri = () P (@mypx; )9

i

54 % efektif Ucrettir. A;, bir birim son Urln i¢cin gereken emek miktaridir.

13
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apx; = Wilpx;

Bu fiyatlarla ara uruin firmasinin kari asagiaki sekilde ifade edilir.

(9)

X
= (1—a)pxi—

i
ni

X; i Ulkesindeki ara urtinlerin toplam ciktisidir.
(10)

X, = b« BEipy;Y;)

Ty ., .,1—€
Zjn;px;

cn; 1 Ulkesindeki arastirma-gelistirme maliyeti olmak Uzere sifir kar sarti asagidaki sekilde
gosterilir.

(11)
ftoo e_[R(‘r)—R(t)]T[i(‘[)dT = Cni(t)

R(t) kumdulatif faiz faktorudir. Bu esitligin zamana gore turevi alinirsa, asagidaki esitlik
elde edilir.

(12)

o =

Bu no-arbitrage sartidir.

Aragtirma-gelistirme sektort varolan bilgi birikimini arttinr. Bilginin anhk olarak tim
dinyaya yayildigi varsayiliyor. Arastirma-gelistirme sektoriindeki teknoloji asagidaki sekilde
ifade edilir.

(13)
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K su anki bilgi stodu, a,,; arastirma-gelistirme sektériinde tasarimin yaratilmasi igin
gereken birim emek miktaridir. K bilgi stogu, arastirma-gelistirme sektorindeki kimulatif tecribe
yani n ile orantilidir. Oran katsayisi 1 olarak alinirsa K = n olur. Bu durumda yukaridaki denklem
asagidaki sekilde yazilir.

(14)

Bilgi her bireysel girisimci icin serbest bir girdi oldugundan dolayi, i Ulkesinde iiriin
gelistirmenin maliyeti asagidaki gibidir.
(15)

2.2.2 Denge Dinamigi

Son iiriin sektorleri piyasasindaki statik denge asagidaki sekilde gosterilir.

(16)
pyiY: = S;E

E tlketime vyapilan dunyadaki toplam harcamalari simgeliyor. s; , bu toplam

harcamalardan i Ulkesine ayrilan orani simgeliyor.

Emek piyasasindaki dengede toplam talep toplam arza esit oluyor.
(17)
(apni/mn; + apxiX; + (1 — BpyiYi/wi = Ly

(aini/m)n; arastirma-gelistirme sektorinin emek talebini, a;x;X; ara tran Ureticilerinin

emek talebini, (1 — B)py;Y;/w; son urln ureticilerinin emek talebini simgeler.
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1 ve 2 numaral Ulkelerdeki ara uriinlerin fiyatlar asagidaki gibidir.

(18a)

Px1 = n(aLX1/aLn1)1/E

(18b)

Px2 = n(asz/aan)l/E

g(t) ara tirtiinlerin ve bilgi stogunun biiyiime orani olsun.

(19)

«Q
Il
S| S
Il
=1 =

(9),(10),(12),(15),(16),(18a),(18b) denklemleri kullanilarak toplam ara uriin ¢iktisi ve faiz

orani sirasiyla asagidaki sekilde yazilir.

(20)
_ nb; /" BE
L= Zjnjbj n
(21)
1 BE

Burada b; = (%)“ seklindedir. b; katsayisi karsilastirmali Gstlnlik élglisudir. Sadece
LXi

ve sadece b; < b, olursa 1 numaral Ulke arastirma-gelistirme sektorinde karsilastirmall

ustunlige sahiptir.

(6), (18a) ve (18b) numarali denklemler gézéniine alindiginda ara Urlnlerin fiyatlarinin ve
Ucretlerin g oraninda biyudugu goérilir. (15) numaral denklemden de Urin gelistirme maliyetinin

yani arastirma-gelistirme maliyetinin sabit oldugu goralur.
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e =— ara Urn basina yapilan harcama, o; = n;/n ve g =%; = n;/n olmak Uzere (6),

(16), (17), (18a), (18b) ve (20) numarali denklemlerden asagidaki biliyiime orani elde edilir.

(22)

e 1-
g=H—B—— Bse
o a

Bu denklemde, H =ZX;L;/a;,; toplam efektif emek glcl, o = X;0;b; karsilastirmali

ustunlik parametrelerinin agirlikli ortalamasi ve s = %;s;b; seklindedir.

Diinya ekonomisinin dinamik evrimi iki denklemle ifade ediliyor. Bunlar sirasiyla;***®

(23)
E.=E+1_ﬁse—H—p
e ao a
(24)
0= —1;ﬂe—a(H—1;Bse)

Bu iki diferansiyel denklemler (22) numaral denklem, zamanlararasi bitge kisiti ve a’nin
tanimi ile beraber, harcamanin ve her Ulkedeki ara Uriin sayisinin evrimini belirler. Bu iki denklem

kullanilarak modelin denge dinamigi incelenir. Duragan durumda é = 0 ve ¢ = 0 olur.”” Bunun

sonucu ortaya gikan é = 0 ve ¢ = 0 egrilerinin kesisim noktasi denge noktasidir. % < % ve §> %

%% g’nin tanimindan S = g — g elde edilir. (2), (21), (22) numaral denklemler kullanilarak (23) numarali
denklem elde edilir.
% Ulkelerin ara triin oranlarini ifade eden o;’nin biiyiime orani 2 = % —% olarak yazilir. (6), (17), (20), (22)

g i

. i 1— 1- s .
numaral denklemler kullanilarak ¢; = h; — SilB g o;(H — —Bse) elde edilir. Burada h; = L;/a;,; i
b; « a

Ulkesindeki efektif emegi ve X;h; = H ifade ediyor. Ara Urlin paylari X;4; olacak sekilde birbiri ile iligkilidir.
¢ = X,d;b; olmak Uzere buradan (24) numaral denklem elde edilir. h = X;h;b;

7 6=0 - e=22U* 4yr Buradan o =0 iken e = 0 olur. ¢ > o durumunda e - 22 ojur. ¢ =0
— B+(1-B)os N n s(1-p)
>e=rF—olur.o=0>e= f—ﬁ olur. Eger, o = - — e = 0. Bu 1 numarali sekilde sol alttaki ¢ = 0
—FE-gs—F -
a a
egdrisidir. 1 numarali seklin sag Ust tarafindaki ¢ = 0 egrisi ise su sekilde elde edilir. ¢ = i iken e = oo,
o - o oldugunda e = =22 olur.
1-B)s
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olmasina goére iki sekil ortaya cikar. 1 numaral sekilde 1 noktasi kararl eyer patikasidir(Saddle
path stability). 2 numarali sekilde iki tane duragan durum degeri vardir. 1 numarali duragan durum
kararl eyer patikasi denge noktasidir.(Saddle path stability). 2 numarall durum ise yerel olarak

kararsiz bir denge noktasidir.(Locally unstable)*®

o=0
a(H+p)sl-B) ——B
aH/s(1-8) 3-0
g:
ah/A1-8) | fwS | P
o + el
Benin h/H\ 175 Dray
Y

Sckil 1.7: Grossman-Helpman Modeli I Grossman, Helpman, E. 1990 Compara-
tive Advantage and Long Run Growth. American Economic Review, 80, 802

Yukaridaki sekilde 1 noktasi duragan durum denge noktasidir.

e 6=0
/ | h/H>1/s .
ah/a-af | 8o
aH/s(1-8)t | 2 & =0
|
|
l | £S5
| s
|
ok o
bmini7h/H

Sekil 1.8: Grossman-Helpman Modeli 11 Grossman, Helpman, E. 1990 Compa-
rative Advantage and Long Run Growth. American Economic Review, 80, 803

Yukaridaki iki numarali sekilde de 1 noktasi duragan durum denge noktasidir.

Her iki Glkenin arastirma-gelistirme sektériinde karsilastirmali Gstlinlige sahip olmadigi

% Grossman Helpman "Comparative Advantage and Long-Run Growth" The American Economic Review,
Vol. 80, No. 4 (Sep., 1990), pp. 796-815 Appendix B
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durumda b, = b, olur. Bu durumda uzun dénem blytme orani,

(25)

BH+p)
5 P

§=

olarak elde edilir. Bu kapali ekonomi Romer Modeli'nin (Romer, 1990:92) buyume orani ile
bezerlik gosterir. Bliyiime orani, efektif emek® (H) arttiginda artar, subjektif iskonto orani (p)

arttiginda azalir. (Grossman and Helpman,1990)

Arastirma-gelistirme sektdriinde karsilastirmali  Gstlnlige sahip olan Ulkenin son
urtnlerine goreceli talep artarsa, bu durum tlkenin ara trun Uretimindeki payini azaltir. Dolayisi ile
dinya ekonomisinin uzun dénem bldylme oranini yavaslatir. Eder AR-GE sektdrinde
kargilastirmali Ustinlik yoksa, uzun dénem blyume orani son Uriinlere olan gdreceli talepten

bagdimsizdir.

Karsilastirmali tGstinlige sahip Ulkede efektif emek giicl ylksek ise uzun dénem blyime

orani da yuksek olur.

Her iki Ulkedeki efektif emekte esit orantili artis uzun donem biytmeyi hizlandirir. AR-GE
sektorinde karsilastirmali Gstlnlige sahip olan tlkedeki ara Urlin orani sadece ve sadece % < %

oldugunda artar.

AR-GE’de karsilastirmali Gstunlige sahip olan Glkede eger efektif emek daha buyuk olursa
uzun dénem buyume orani da daha ylksek olur. Buradan g¢ikan sonu¢ sudur. Bir Ulke eger
AR-GE’de karsilstirmali Ustinlige sahip ise butlnlesmis dinya ekonomisine (integrated world

economy) girmesine gerek yoktur.
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UCUNCU BOLUM
AGIK EKONOMi KIRILMALI SOLOW MODELI

Acik Ekonomi Kirilmali Solow Modeli’nde, veri dis faiz orani ile yurt ici sermayenin marjinal
getirisi arasindaki farka goére sermaye girisi ya da sermaye cikisi olan orta buyuklikte bir tlkenin
sermaye birikim slreci incelenmektedir.

3.1 Model

Modelde yurtici tasarruflar gelirin sabit bir fonksiyonudur. Yurtici ve yurtdisi tasarruflarin
toplamindan olusan toplam tasarruflar yatirnmlara esittir. Uretim fonksiyonu 6lgege goére sabit
getirili Cobb-Douglas Uretim fonksiyonudur. Bu fonksiyon Olgege gore sabit getirili bir fonksiyon
oldugdu icin kisi basi deg@erler cinsinden yazilabilir.

S=0Y0<0o<1

o yurtici tasarruf oranidir.

S=1
Y = K(ZLl—a’

y=k*=f0)

Yurt i¢i sermayenin marjinal getirisi kisi basi Gretim fonksiyonunun birinci tirevine esittir.

1
£ = a)t

Model Ulke, orta blyuklikte bir Glke oldugu igin dinya faizlerini etkileyemiyor. Dolayisiyla

dinya faizini veri olarak aliyor. Dis dinya faizi r’dir. Yurtici sermayenin marjinal getirisi ile dis
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dinya faizinin birbirine esit oldugu nokta kritik kisi bagl sermaye duzeyidir. k ile gOsterilir.
fitky=r
1
a2 %=r
(k)

= e
= (—=)1-
(r) a

Kritik kisi basi sermaye dizeyi, sermaye girdisinin tretimdeki payini ifade eden « ile dis

dunya faizine baglidir.

Model lkeye dis tasarruflar, yurtigi sermayenin marjinal getirisi ile veri dig dinya faizinin
arasindaki farka bagh olarak girmektedir. Bu fark pozitif ise, tlkeye dis tasarruf girisi olur. Eger fark

negatif ise, Ulkeye dis tasarruf girisi olmaz. Bunu asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Q= {yf(k), fll)yzr—k<k. ™)

0, (k) <r—-k>k.

Kisi basgi dig tasarrufun, kisi bagi gelirin dogrusal bir fonksiyonu oldugu varsayilmistir.
Yani, dis tasarruflar kisi basi gelirin ylksek oldugu Ulkeye daha kolay gelmektedir. Cunkd, kisi basi
geliri yiksek Ulkenin borcu geri 6deme gucu de yuksektir. Boylece, model ulkedeki sermayenin
marjinal getirisi dig dinya faiz oranindan blyuk ise dis tasarruflar Glkeye kisi basi gelirin dogrusal

bir fonksiyonu olarak girerler.
d=vyf(k) =yk®

Toplam kisi basina tasarruf, kisi basi yurt ici tasarruf ve kisi basina dis borg toplamina
esittir.

s=of(k)+d=0ck*+d

Model ekonominin toplam kisi basina tasarruflari da, dogal olarak, yurt igi sermayenin

getirisi ile dis dunya faizinin farkina baghdir.
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oo {af(k) +yfk), k<k 2

of (k), k> k.

3.2 Denge Dinamigi

Model ekonomide sermaye birikim modeli Solow Buyime Modelini takip eder.

k+ (@ +n)k= {Uf(k)' k > k, (Duruml) @)

(o +V)f(k), k <k, (Durumll)

Durum I'de kisi basi sermaye ve gelir asagidaki gibidir.

1

* — (9 N1z
k _(6+n1a
RS
y =G

Durum II'de kisi basi sermaye ve gelir asagidaki gibidir.

o (T
k= Gy

yo = (6+n

a
Yi-a

Durum I'de model ekonomide kisi basina tasarruf sadece kisi basina yurt ici tasarruflardan
olusmaktir. Durum IlI'de ise model ekonomide kisi basina toplam tasarruf, kisi basina yurt igi
tasarruf ve kisi basi dis borg toplamindan olusmaktir. Durum II’'deki denge kisi basina sermaye ve
Uretim duzeyleri Durum I'dekilerden daha yuUksektir. Her iki durumda 3.3 numarali diferansiyel

denklemin ¢d6zim( asagida verilmistir.

(Duruml) = k(t) = [[K1-%(0) — k*(1-D]e--@@E+nt 4 | +(1-0)]i g
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1
(Durum]l) N k(t) — [[kl—a(o) _ k**(l—a)]e—(l—a)(5+n)t + k**(l—a)]m

3.3 Politika Analizi

Ulkeye dis sermaye girisinin gerceklesmesi igin kritik deger olan sermaye diizeyi asagida

verilmistir:
- a L
k=()ie

Buna gore kritik kisi basl sermaye dizeyi dis dinya faizi ile ters orantili ve Uretim
fonksiyonunun sermaye elastikiyetini gdsteren teknoloji katsayisi ile dogru orantilidir.

Dis diinya faizi, kritik k diizeyini saglayan faiz oranindan yiiksek(diisik) olursa, k diizeyi
azalir(artar). Kritik kisi basi sermaye dizeyinin ylksek olmasi, ulkenin dis tasarruflardan
yararlanma olanaklarini kolaylastirmaktadir. Cunki dinya faizi dusuktir. Likidite bollugu vardir.
Tersi durumda ise, yani kritik kisi basi sermaye dizeyinin disik olmasi, Ulkenin dis tasarruf
olanaklarindan yararlanmasini zorlastirmaktadir. Clnki faiz oranlari yuUksektir. Likidite darligi
vardir. Uretim fonksiyonunun sermaye elastikiyeti artarsa(azalirsa), kritik kisi basi sermaye diizeyi
de artar(azalir). Yine faizde oldugu gib ayni sekilde teknoloji katsayisi artarsa model Ulkenin dis
tasarruf olanaklarindan yararlanmasi kolaylagir aksi halde zorlagir. Sermayenin marjinal getirisi
esitligini gézdnine getirisek, oradan da goérllecedi Uzere a teknoloji katsayisinin artmasi
sermayenin marjinal getirisini yukseltir. Bu durumda model Ulkeye dis tasarruf girisi olur.

Sonug olarak buna bagl olarak k diizeyinin, iki denge durumuna (k* ve k**) gére

bulundugu yer bakimindan ¢ senaryo ortaya ¢ikar.

(Senaryol) - k* < k™ < k - tlim k(t) =k™

(Senaryoll) = k* <k < k™ - tlimk(t) =k
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(Senaryolll) - k < k* < k** - limk(t) = k*

t—oo

Bu U¢ senaryonun gerceklesmesi igin gerekli sartlar sirasiyla asagida verilmigtir.

0\ _ oty _ a1 _8+n
(Senaryol) = ()= < (e < (e~ 5 <7
L a 5+n 5+n
(Senaryoll) - (ﬁ)l—a < (;)1 a ( ) el e < ; <—
1
(Senaryolll) - (%)ﬁ < (ﬁ)l a (ZIZ)I a —n S%

Senaryo l'in grafigi asagida gosteriimektedir.
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Senaryo |l k" <k™" <k

o

Denge - 5T YAK)
N
N
\
> ofik)
A
F
Denge -

~|

Sermaye-Emek Orani

Sekil 2.1: Senaryo I

Senaryo | durumunda kritik kisi basi sermaye diizeyi k* < k** < k seklindedir. Bu iki
sekilde gerceklesebilir. Birincisi yurt ici kisi bagi sermaye dizeyi k**’nin altinda olabilir. Bu
durumda sermayenin marjinal getirisi dig dinya faiz oranindan yuksektir. BOylece dis sermaye
girisi gerceklesir ve toplam tasarruflar artar. Dolayisiyla tasarruf egrisi yukariya kayar. (o +
y)f (k) > (6 + n)k oldugundan dolay kisi bagi sermaye artarak denge noktasi olan k** ulagir.
ikinci sekilde eger yurt ici kisi basi sermaye diizeyi k** < k < k arasinda ise yine sermayenin
marjinal getirisi digs dlnya faiz oranindan yuksektir ve ekonomi (¢ + y)f(k) tasarruf egrisi
Uzerindedir. Bu durumda (n+ 8)k > (¢ + y)f (k) seklindedir ve yurt ici sermaye k™ degerine
ulasir. EGer yurt ici kisi basi sermaye dizeyi, kritik sermaye diizeyinden fazla ise bu durumda,
sermayenin marjinal getirisi dis dunya faiz oranindan duguk olur. Dig sermaye ¢ikisi olur. Tasarruf
edrisi of(k) olur. (n+6)k <of(k) oldugundan dolay! kisi basi sermaye kritik sermaye
dizeyine ulasir. k™ kisi basi sermaye dlzeyi kararli bir denge noktasidir.

Senaryo Il'in grafigi asagida gdsterilmektedir.
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Senaryoll k" <k=k""

(n+ 0k

Denge - (o+ y)ik)

of(k)

Denge -

——————— ————— ——————————————————— -

|
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
|
T

k* k £
Sermaye-Emek Orani

Sekil 2.2: Senaryo 11

Senaryo Il durumunda kritik kisi basi sermaye dizeyi iki denge noktasinin arasinda yer
almaktadir. Eger yurt igi kisi basi sermaye kritik kisi basi sermaye dizeyinin altinda ise,
sermayenin marijinal getirisidis dlinya faiz oranindan yiksektir. Bu durumda sermaye girisi olur ve
tasarruf egrisi (o +y)f (k) olur. (¢ +y)f(k) > (n+ )k oldugundan dolayi yurt igi sermaye kritik
sermaye duzeyine ulasir. Eger yurt ici kisi basi sermaye kritik kisi basi sermaye dizeyinden
yuksek ise, sermayenin marjinal getirisi dis diinya faiz oranindan disuk olur ve sermaye ¢ikisi
olur. Ekonomi of (k) tasarruf egrisine déner. Bu durumda (n + §)k > of (k) oldugundan dolayi
yurt ici kisi basi sermaye kritik kisi basi sermaye dizeyine ulasir. Bu senaryoda k kritik kisi
sermaye duzeyi kararli bir denge noktasidir.

Senaryo lII'in grafigi asagida gosterilmektedir.
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Senaryo lll ksk' <k""

{n+ o)k

Denge (s y]f{k]l

Denge - \

e i
]

1
1
]
¥

|
b
-~

sermaye-Emek Orani

Sekil 2.3: Senaryo 111

Senaryo |l durumunda kritik kisi basi sermaye diizeyi k < k* < k** seklindedir. Eger kisi
basi sermaye diizeyi k < k < k* arasinda ise, sermayenin marjinal getirisi dis dinya faiz
oranindan disuktir. Bu durumda Ulkeden sermaye ¢ikisi olur ve tasarruf egrisi of (k) olur.
of (k) > (n+ 6)k oldugundn dolay! kisi basi sermaye k* degerine ulagir. Eger kisi basi sermaye
k* degerinden bilyiik ise, hala k kritik kisi basi sermaye degerinden bilyiik oldugundan dolayi
,ekonomi of (k) tasarruf egrisi Uzerinde olur. of (k) < (n+ §)k oldugundan dolay: kisi bagi
sermaye k* denge degerine ulasir. Boylece, senaryo llI'de k* kararli bir dengedir. Eger kigi bagi
sermaye duzeyi kritik kisi basi sermayenin altinda ise, sermayenin marjinal getirisi dig dinya faiz
oranindan yiksek olur ve sermaye girisi gerceklesir. Ekonomi (o + y)f (k) tasarruf egrisine
gecer. Boylece kisi basi sermaye kritik kisi basi sermaye seviyesine ulasir.
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SONUG

Tez calismamizda bes temel buyime modeli incelenmigtir.  Bunlardan
Ramsey-Cass-Koopmans ve Solow modellerinde duragan durumda kisi basi sermaye, kisi basi
tuketim ve kisi basi ¢ikti degerlerinin blylime oranlari sifirdir. Toplam sermaye, toplam tiketim ve
toplam cikti nufus ve teknolojik gelisme bulylime oranlarinin toplami oraninda buyurler. Bu
modellerde teknolojik gelisme digsaldir. Ramsey Modeli'nde buyume, tuketici maksimizasyonu
sonucu belirlenir. Tuketici bltge kisiti altinda faydasini maksimize eder. Bunun sonucunda
Keynes-Ramsey kurali elde edilir. Duragan durumda faiz orani tiketicinin zaman tercihi oranina
esittir. Denge durumunda kisi basl sermaye, kisi basi tiketim ve kisi basi ¢ikti blylime oranlari
sifirdir. Toplam sermaye, toplam tiketim, toplam ¢ikti nifus blylime orani ile teknolojik gelisme
blylme oraninin toplami oraninda buydrler. Harrod-Domar Modeli'nde sabit oranh Gretim
fonksiyonundan kaynaklh bicak sirti denge s6z konusudur. Denge noktasi kararsizdir. Dengeden
en ufak bir sapma durumunda ekonomi ya surekli atil kapassite durumuna gecer ya da surekli
issizlik durumunda bulunur. Solow Modeli'nde blylimenin motoru dissal olan teknolojik
gelismedir. Duragan durumda kisi basi bliylime oranlari sifirdir. Ekonomi, Ramsey Modeli’'ndeki
gibi nufus ve teknolojik gelisme blylime oranlari toplami oraninda buytr. Tek farki, modelde
tlketici optimizasyonunun olmamasidir. Tasarruf orani, tiketici optimizasyonu ile belirlenmez
sabittir. Romer Modeli'nde, Solow ve Ramsey modellerinde digsal olan teknolojik gelisme
icsellestirilmistir. Teknolojik gelisme Uriin gesitliliginin artigi olarak ele alinmistir. Uriin gesitliligini
meydana getiren ana etken ise beseri sermayedir. Beseri sermayenin uUretim sektori ve arastirma
sektorl arasindaki dagihmi kar maksimizasyonu yapan firma tarafindan belirlenir. Aghion-Howitt
Modeli de Romer Modeli gibi bir i¢sel bliyime modelidir. Teknolojik gelisme Urin kalitesindeki
artis ile gosterilir. Yeni drlnler eski drtnleri piyasadan silerler. Schumpeter’in ’yaratici yikim’
kavrami temel alinarak olugturulmus bir modeldir. Bu modelde blylimenin ana belirleyeni Romer
Modeli’ndeki gibi beseri sermayedir. Yalniz bir fark vardir. Blylime ayni zamanda yeniligin ortaya
¢ikma olasiligina da baghdir. Arastirma sektérine ayrilan beseri sermaye arttikga yeniligin ortaya
ctkma olasiligi da artmaktadir.

Acik Ekonomi Kirilmali Solow Modeli'nde dis bor¢ alan ve aldigi dis borcu tasarruflara
yonlendiren orta biiyiklikte, diinya faiz oranlarini veri alan bir ekonomi sz konusudur. Ulkeye dis
sermaye girisi, yurt ici sermayenin marjinal getirisi ile dis dinya faiz oraninin arasindaki fark
tarafindan belirlenir. Dig dunya faiz orani ile yurt i¢ci sermayenin marjinal getirisinin esit oldugu
nokta esik noktasidir. Bu noktay! saglayan kigi bagi sermaye degeri de kritik kisi bagi sermaye

degeridir. Eger yurt ici sermayenin marjinal getirisi veri dig diinya faiz oranindan kiglkse, o Ulkede
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kisi basi sermaye dlzeyi kritik sermaye dlizeyinin Uzerindedir. Bu durumda Ulkeye sermaye girigi
olmaz. Ulke i¢ tasarruflari ile bllylimesini gergeklestirir. Bu modelimizde Durum | olarak ifade edilir.
Eger yurt ici sermayenin marjinal getirisi veri dig dinya faiz oranindan buylkse o ulkede kigi basi
sermaye dlzeyi kritik sermaye dizeyinin altindadir. Bu Durum Il olarak ifade edilir. Bu durumda
Ulkeye dis sermaye girisi olur ve yurt i¢i toplam tasarruflar artar. Boylece denge kisi basi sermaye
ve Uretim dizeyleri Durum I'dekine gore daha yuksek olur. Bu iki duruma bagh olarak iki kisi basi
sermaye denge noktasi vardir. Birincisi (k*) yurt ici tasarruflarla ulasilan denge noktasidir. ikincisi
(k™) ise dis sermaye girisi sonucu ulasilan daha ylksek kisi basi sermaye denge noktasidir.

Kritik kisi bagl sermaye degerinin bu iki denge noktasina gére bulundugu yer bakimindan
U¢c senaryo ortaya cikar. Bu senaryolarda kritik kisi basi sermayenin, sermayenin marjinal
getirisinin dis dinya faiz oranindan disulk ya da yiiksek olmasina bagl olarak ortaya c¢ikan iki
denge durumuna gére aldigi degere bagli olarak ug¢ tane kararli denge noktasi olusur.

Dolayisiyla ekonominin kritik kisi basi sermaye duzeyinin nerede oldugu ve kisi basi
sermaye duzeyinin bu kritik kisi bagi sermaye dizeyinin altinda mi Ustinde mi olduguna goére,
ekonomide denge kisi basl sermaye duzeyi degisiklik gosterir.

Model ekonomiye Ulkenin risk primi, beseri sermaye, teknolojik gelisme, devlet

harcamalar eklenerek model geligtirilebilir.
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MATEMATIKSEL YONTEMLER

1 Diferansiyel Denklemler

Adi diferansiyel denklem, bir degiskenli bilinmeyen bir fonksiyon, onun bagimsiz degiskeni
ve bir ya da birden fazla tirevinden olusan denkleme denir. Adi diferansiyel denkleme asagidaki

ornekleri verebiliriz.

ay _

3dt_y
ay — p—x2
dx+2xy—e

x'"'(t) — 5x'(t) + 6x(t) =0

dx _ 3t%+4t+2
dt ~ 2(x-1)

Bir adi diferansiyel denklemdeki bilinmeyen fonksiyonun en yiksek tirevi n. tirev ise, o
diferansiyel denkleme n. dereceden diferansiyel denklem denir. Asagidaki batin denklemler
birinci derece diferansiyel denklemlerdir. Cinki bu denklemlerdeki en ylksek tlrev birinci
tlrevdir.

3 = g2
dx+2xy— e

dx _ 3t2+4t+2
dt 2(x—1)

WH?% + 23w —4t2w =0
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Asagidaki diferansiyel denklemler ise ikinci derece diferansiyel denklemlerdir.
x"'(t) — 5x'(t) + 6x(t) =0

X + 3tx + 2x = sin(wt)

Bu denklem ise 5. dereceden bir diferansiyel denklemdir.

e Xy + sin(x)y"" = 3e*
Eger y, tek bagimsiz degisken x’in bilinmeyen bir fonksiyonu ise ve yk), ynin k. tirevini

gosteriyorsa, bu durumda n. dereceden bir diferansiyel denklemi asagidaki sekilde gosterebiliriz.

F(x,y,y,y",y", ...,y D,yM™) =0
ya da

YW =60y,y,y"y" )
Ornegin asagidaki ikinci derece adi diferansiyel denklemi su sekilde gésterebiliriz.

&y xdY

ez T € =Y Tsinx
Zdz—y+exﬂ— — sinx
dx? dx y

Esitligin sol tarafi, x bagimsiz degiskeninin, y bagimli degiskeninin, y’ birinci tirevinin ve y” ikinci

tlrevininin fonksiyonu olacak sekilde

Fx,y,y,y")
olarak gosterilir.
Eger y, Xin fonksiyonu ise, o zaman n. dereceden dogrusal adi diferansiyel denklem

asagidaki gibi gosterilir.

an(x)y(") + an_l(x)y(n‘1)+. ta, ()Y +a ()Y +ag(x)y = f(x)
Asagidaki ikinci derece diferansiyel denklem dogrusaldir.

x" + 3tx" + 2x = sin(wt)

n. dereceden bir diferansiyel denklemin yani,
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F(x,y,v,y"y", ..., y@ D, yM)y =0 "In ¢dziimi y =y(x) fonksiyonudur. Séyle ki;
y = y(x)’in buatin gerekli tirevleri (a,b) araliginda var olsun ve y = y(x), X'in (a,b) araligindaki
batin degerleri igin bu diferansiyel denklemi saglasin.

Asagidaki diferansiyel denklemi ¢ozelim.

D 2 —2x 47
dx

Bu denklemin iki tarafinin integralini alalm.

fZ—zdx=fx2—2x+7dx

7 = %3 —x2+7x+C
Bu diferansiyel denklemin, sonsuz sayida ¢ézimu vardir. Clnkl, C’ye sonsuz sayida deger
verebiliriz. Bu sonsuz sayidaki ¢ézimleri bir aile olarak distnursek, C’'nin her farkli degeri bu
sonsuz sayidaki ¢ozum ailesinin Uyelerinden birini verir. C’ye bu sonsuz sayidaki degerlerden
herhangi birini vererek elde edilen ¢dziime diferansiyel denklemin 6zel ¢ozimi denir. Ornegdin

yukaridaki ¢6ziimde C’ye sifir degerini verirsek, diferansiyel denklemin 6zel ¢ézimda,

y = %3 —x%+7x
olur.

C’ye -10 degerini verirsek, 6zel ¢bzum,

y=§—x2+7x—10
olur.

Bu 6zel gdozumler diferansiyel denklemin integrali olarak adlandirilir. Bu integrallerin grafigi
integral egrisi olarak ya da ¢6zUm egrisi olarak adlandinlir. Bagimsiz degiskeni t, bagimli
degiskeni y olan bir diferansiyel denklemi ¢ézmeye calistigimizi varsayalim. Bu denklemim
integral egrisinin bellli bir noktadan yani (t,,y,) noktasindan gecmesini istedigimizi varsayalim.
Bu durumda y(t,) = y, sartini koymus oluyoruz. Bu garta baglangig sarti denir. Bu probleme de
baslangi¢c deger problemi denir. Bu sekilde 6zel ¢6zUmU bulmaya c¢aligiyoruz. Bu ¢6zUmu de

integral sabitinin belirli bir degerini segerek buluyoruz.

d
Z=12-1¢?
dat

diferansiyel denklemini iki tarafinin integralini alarak ¢ézelim.
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[Zdt=[ 12— tdt

3
x(t) =12t —=+C

Eger t =1 zamaninda x(t) = =5 ise diferansiyel denklemin ¢6zUmu su sekli alir.

13
x(1) =121 -+C

—5=12-3+C

t3 50
X(t) = 121‘_'—?—?

Sonug olarak diferansiyel denklemin 6zel ¢6zimunU elde ederiz.

t = 1,x(t) = =5 baslangi¢ kosulu olarak adlandirilir. (Henry, 2017; Nagle
et al., 1996; Trench, 2013; Zill, 2016; Tu, 2012; Tenenbaum and Pollard, 1963;
Strang, 2014)
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1.1 Birinci Derece Diferansiyel Denklemler ve Cozimleri

1.1.1 Dogrusal Diferansiyel Denklemler

Dogrusal birinci derece diferansiyel denklem su sekilde yazilir.

a1 (1) 2 + ap(X)y = f(x)

Bu denklemi a, (x)’e bdlelim.

a,(x)dy | ao®) fx)

a;(x)dx  a;(x) ay(x)

dy | ao(®) . _ f()
dx = a; ()7 ay(x)

aO(x) _ P(x)

a(x)

I8~ o)

a(x)

olarak ifade edersek, denklemi su sekilde yazabiliriz.

d
Z+Px)y =Q(x)
Bu denkleme standart form denir. Eger, Q(x) = 0 ise bu diferansiyel denklem homojendir. Eger,

Q(x) + 0 ise homojen degildir. @Q(x) = 0 oldugunda diferansiyel denklem ayrilabilir diferansiyel

denkleme donustur.

d
d—i’ +P(x)y=0
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dy__
= P®y

idy = —P(x)dx

f%dy =[ — P(x)dx
(Ricardo, 2020:38-39)

1.1.2 integrasyon Faktorii

u(x) seklinde bir fonksiyon oldugunu varsayalim.

Py =000

diferansiyel denklemini u(x) fonskiyonu ile garpalim.
d
u(X) 2+ )Py = p(x)Q ()

HE)P(x) = p'(x)

oldugunu varsayalim. Bu durumda yukaridaki denklemi su sekilde yazarz.

p(x) Z—i +u' (x)y = ux)Q(x)

Bu esitlik iki fonksiyonun ¢arpiminin tdrevidir.

[f(x).g()]" = f'(x)-g(x) + f(x).-g'(x)
O halde,

[1().y]" = n(x)Q(x)
olur. iki tarafin integralini alalim.

J Q). y)'dx = [ p(x).Q(x)dx

u@)y + € = [ p()Q(x)dx
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p)y = [ p(x)Qx)dx - C

_ Jrmemax—c

Y ()

Eksi isaretini C sabitinin icine alirsak, yukaridaki ifadeyi

_ () Q(x)dx+C
ux)

olarak yazabiliriz. Bu, Diferansiyel denklemin ¢ézimudur. Simdi p(x) fonksiyonunu bulalim.
p()P(x) = ' (x)

()
P() = I:L(;)

Esitligin sag tarafindaki ifade Inf (x)’in tGrevidir.

d _f'®
= Inf(x) = oo

Bu durumda,
P(x) = [Inu(x)]’
olur.
iki tarafin integralini alalm.
J P(x) dx = [ [Inp(x)]'dx
f P(x) dx =lnu(x) + K
Inu(x) = [ P(x)dx — K
logeu(x) = [ P(x)dx — K

w(x) = efP(x)dx -K

e K=k
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olarak tanimlayalim.

w(x) = kel P()dx

Bu degeri,

_ Jur®) e(dx + ¢
u(x)

esitliginde yerine koyalim.

_ fkefp(") 4x g(x)dx + C

kefP(x) dx
o kfejp(x) 4xQ (x)dx c
y= kel P() dx kel P() dx
c
il fejp(") dxQ(x)dx %
y= oI P dx oTP(x) dx

% ifadesi sabittir. Bunu C sabitinin igine alalim sadece C olarak gosterelim.

_ fefp(x) dxXQ(x)dx + C

y efP(x) dx
Dolayisiyla,
y= Jr() ex)dx + €
u(x)
esitligi,

_ fefp(x) dxXQ(x)dx + C
y= e/ P(x) dx

haline gelir. Bu durumda,

,LL(X) — efP(x) dx
olur. (Dawkins, 2007:21-24)
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1.1.3 Tamamlayici fonksiyon ve Ozel integral

dy _

L tay=>b
seklinde homojen olmayan birinci derece sabit katsayili dogrusal bir diferansiyel denklemin
¢bzUmdi, tamamlayici fonksiyon (y.) ve Ozel integralin (y,) toplamindan olusur. Tamamlayici

fonksiyon yukaridaki diferansiyel denklemin homojen seklinin genel ¢éziimudiir. Ozel integral ise,
yukaridaki diferansiyel denklemin herhangi bir 6zel ¢cézimuduir.

Diferansiyel denklemin homojen olmayan sekli soyle yazilir.

ay _
dx+ay—0

integrasyon faktériinii kullanarak bu homojen diferansiyel denklemi ¢dzelim.
u(x) = el ad
p(x) = e
[ (e*™y)'dx = [ e**.0dx

ey =4

y = Ae™**
Bu homojen diferansiyel denklemin ¢dzimudur. Ozel integrali, homojen olmayan diferansiyel
denklemin herhangi bir 6zel ¢ézimu oldugundan, en basit ¢6zimu deneyelim. y =k

Bu durumda,

dy
dx

olur.
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Homojen olmayan diferansiyel denklem asagidaki sekli alir.

%+ay=b
O+ak=b
ak=b
y = k oldugundan,
y=2

olur.

Bu da 6zel integraldir. Tamamlayici fonksiyon ile 6zel integrali topladigimiz zaman
homojen olmayan birinci derece sabit katsayili dogrusal diferansiyel denklemin genel ¢ézimini
bulmus oluruz.

y&x) =y + ¥

y(x) = Ae™ % +§

Eger, x =0, y(0) seklinde bir baglaangi¢ kosulu belirtirsek,
y(0) = Ae~%0 +§
b
y(O) =A+ E

A=y(0)-2

olur. Buradan da diferansiyel denklemin gergek ¢éziminu elde ederiz.

y(x) = [y(0) - 2]e% +2

Eger a =0 ise,

dy
dx

olur.
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iki tarafin integralini alirsak, ,

J Zdx = | bdx

y(x) =bx+c

genel ¢6zUmunu elde ederiz. Bu genel ¢ézimdeki iki kisim tamamlayici fonksiyon ¢ ve 6zel

integral bx olarak tanimlanabilir.

a = 0 oldugundan dolayi, tamamlayici fonksiyon,

Yo = Ae™ ™
Ye = Ae~ 0
c=y. =4

olur. Ozel integralde ise, a = 0 oldugundan dolayl y = k ¢6zim( basarisiz olacaktir. O halde

sabit olmayan bir ¢6ziim denemeliyiz. y = kx ¢6zimuind deneyelim. Bu durumda ,

@y _
dx

olur. Homojen diferansiyel denklemin 6zel ¢ézimu,
dy _
L tay=>b
Yp = k=b
Yp = kx
Yp = bx
olur.
Sonuc olarak ¢6ztimi su sekilde elde ederiz.
y(x) =y + ¥

y(x) = A+ bx

olarak bulunur. Bu sonug yukarida elde ettigimiz y(x) = bx + ¢ sonucuyla aynidir. ¢ ve A keyfi
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sabitlerdir. Sadece notasyonlari farklidir.

x =0, y(0) baslangi¢ kosulunda diferansiyel denklemin gergek ¢c6zumd,

y(x) =A+ bx
y(0)=A+b.0
y(©0)=4

y(x) = y(0) + bx
olur. (Wainwright et al., 2005:472-474)

1.1.4 Ayrnilabilir Diferansiyel Denklemler

dy
- = F&y)

seklindeki birinci derece diferansiyel denklem eger,

dy
- = f(g®)
seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme ayrilabilir diferansiyel denklem denir. Ornegin,

dy

2
L _ ex
dx y

bir ayrilabilir diferansiyel denklemdir. Ayrilabilir diferansiyel denklemlerin ti¢ durumu vardir.
Birinci durum: g(y) =1

Bu durumda

2= f()9()

dy
il ACI)
seklini alir. ikinci durum: f(x) =1

Bu durumda
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2= f0)9)
Z—i =9)

seklini alir. Uciincii durum ise bu iki durumun disinda kalan durumlardir.

Ornek: birinci durum

dy

= —x3 4 cosx
dx

y()=1
dy = —x3 + cosxdx

[dy =] —x3+ cosxdx
y(x) =—x£+sinx+C
1=—1—4+sin1+C
€ =2—sinl

x* . 5 ,
y(x) = — tsinx + - — sinl

Ornek: ikinci durum

t =0= B(t) = B(0)

rBdt = dB
rdt = a8
B
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daB

Jrdt=[=

rt=InB+C

rt —C =InB = log,.B

B(t)=e™-C
B(t) = e"te®
B(0) = e¢

B(t) = e™B(0)

Ornek: Ggtincl durum

ar

e kPcos(wt),

t=0=P(t) =P,

Bu diferansiyel denklem 3—}: = f(P)g(t) seklinde ayrilabilir. Yani,

f(P)=P,g(t) =k cos(wt)
olarak yazilabilir.

L = keos(wt)dt
) %P = [ kcos(wt)dt
InP = %sin(wt) +C

log,P = %sin(wt) +C
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P (t) — e%sin(wt) eC

1.1.5 Bernoulli Denklemi

o+ Py = Qeoy"

seklindeki diferansiyel denkleme Bernoulli Denklemi denir. Esitligin iki tarafini y™ ile bolelim.
d — -
Zy T+ PX)y.y T = Q)

v=yy™"
olarak tanimlayalim.

v _dyr™" _ dy)'™" dy() _ . n
dx dx  dy(x) = dx =[1-n).yx) ™"y )

vV=(1-n).yx)™y'x)
vV=>1-n).y ™y

Bu bir dogrusal diferansiyel denklemdir. Béylece Bernouilli Denklemini dogrusal diferansiyel

denkleme dénlstlirmis oluruz. (Dawkins, 2007:56)
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2 Hamilton Denklemi’nin Coziimii

max V(0) = [ vik(®), c(t), t]dt

k(t) = g[k(t), c(t),t]
k(0) = ko >0

k(T)e TMT >0

Lagrange fonksiyonu olusturulur.

L =[] v[k(), c(t),t]dt + f; (u(t)(glk(®), c(t), t] = k(t)))dt + vk (T)e DT
Bu Lagrange fonksiyonunun c(t) ve k(t)’'ye gore turevi alinir. Bunun igin énce fOT u(t)k(t)dt

ifadesi kisimlara ayirarak biitiinleme ydntemi (integration by parts yéntemi) ile sadelestirilir.°

% u(t) ve v(t) ikifonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun carpiminin tiirevini sonra da [t;,t,] araliginda integralini alip diizenledigimizde

kisimlara ayirarak bittinleme yontemini buluruz.

du(t)v(t)

= uv + vu
dt

ty duv _ otz . ty 5
ftl ot = ftl wvdt + ft1 uvdt

uv|Z = f: uvdt + f: uvdt

ty . _ ty _ ty .
Jol uvdt = v — [ 7 wvdt
dv . du

v=—veu=-— oldugundan dolayi yukaridaki esitlik su sekilde de yazilabilir.
dt dt

t t t
Ji, udv =uv|} - [ vdu

fOT u(®k(t)dt ifadesine kisimlara ayirarak bitiinleme yéntemini uygulayalim.

Jy u®k@©dt = [7 u(©) =2 de = [ p(e)dk(t)

Jy ndk = uklf = [} kdu

du . .
— = u — du = udt oldugundan dolayi yukaridaki esitlik asagidaki sekilde de yazilabilir.
dt
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Bdoylece,

Jy BOk@©AE = p(DT) = p(0)k(0) = ; kO

olur. Bu ifade Lagrange fonksiyonunda vyerine koyularak Lagrange fonksiyonu

dizenlendiginde,

L= [y vIk(®), c(®),t] + u(Oglk(e), c(e), tdt + f jukedt + u(0)k(0) — u(TIK(T) +
vk(T)e (M7

elde edilir. ik integralin icindeki ifadeye HamiltonFonksiyonu denir.

HIk(t), c(t), t, u(O)] = v[k(t), c(t), t] + () glk(t), c(), t]

Bu ifadeyi yukaridaki Lagrange fonksiyonunda k(0) = k, olmak Uzere yerine koyarsak,
L= foT H[k(2), (), t, u(t)] + () k(e)dt + p(0)ko — u(TYk(T) + vk (T)e 7T

elde edilir. ¢(t) ve I?(t) siraslyla en iyi kontrol ve stok zaman patikalari olsun. Bu en iyi
zaman patikalari, Lagrange fonksiyonunda yerine konulup Lagrange fonksiyonunun bu patikalara
gore turevi alinirsa sonug sifira esit olur. Clnkl bu patikalar en iyi patikalardir. Diger bir deyisle,
yukaridaki Lagrange fonksiyonunun c(t), k(t) ve k(T)’ye gore tirevi alinir. Eger bu tirev sifira
esitise c(t), k(t), k(T) patikalari en iyi patika yani ¢(t), l?(t) ve I?(T) olur.

Bu en iyi zaman patikalarinin diger patikalardan farkh bir 6zelliginin olmasi gerekir ki
Langrange fonksiyonuna konulup bu fonksiyonun tirevi alindiginda tirev sifira esit olsun. Bu
nedenle bu ayirt edici 6zelligi bulmak igin, dncelikle bu en iyi patikalardan ¢(t) patikasina ep(t)

fonksiyonunu ekleyerek en iyi patika olma 6zelligi olmayan diger patikay! bulalim. Stok patikasi

olan I?(t) kontrol patikasina ¢(t) bagh oldugundan dolayi, kontrol patikasindaki bir degisiklik stok

Jy wdk = pkl§ = [7 kdt = p(T)k(T) — p(0)k(0) — J kpdt
sonug olarak,
Jy 1(©k(Odt = w(Tk(T) = p(O)k(0) = f; kadt

olur.
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patikasinda da degisiklige sebep olur. Bunlari su sekilde gdsterebiliriz.

c(t) = c(t) + eps (1)

k(t) = k(t) + ep (1)
Sinir degeri olan k(T) degeri de degisir. Bu degisim edK(T) ile gosterilir.
k(T) = k(T) + edK (T)

Simdi bunlari Langrange fonksiyonunda c(t), k(t) ve k(T)’nin yerlerine koyalm. Elde

edilen yeni Lagrange fonksiyonunu L olarak gosterelim.

L= [ Hk@® + epa(£), E(®) + epy (6), £, u(O)] + L[k () + ep (O)]dt + u(0)ko —

u(T)[k(T) + edk(T)] +

ve T [k(T) + edk(T)]

Bu Langrange fonksiyonunda c(t), k(t) ve k(T) €'un aldigi degere gore degistigi icin bu
Lagrange €’un fonksiyonu olarak yazilabilir. Dolayisiyla Lagrange fonksiyonunun ¢e’a gore turevi

alinip sifira esitlenir. Sonug olarak en iyi patikalarin elde edilmesi igin gerekli olan sartlara ulasilir.

2= [T ZHIR() + €pa(0), E(1) + €py (8), & 1(0)] + 2 (D[R (E) + €po(8)] + 2 (0o

- %H(T) [k(T) + edk(T)] + % ve "M [k(T) + edk(T)] = 0

oL T 8H OH . _
e =Jo soPr® + [5e5 T AOIP () + [ve ™M — u(T)]dk(T) =0

Yukaridaki integralin sonucunun sifir olmasi icin her p;(t), p,(t) ve k(T) fonksiyonlari icin,
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o1 _
c®)

8H
k(o)

+A) =0

ve 7T — 1 (T) = 0

olmasi gerekir. (1) numarali esitlik yani Hamilton fonksiyonunun control degiskenine (c(t))
g6re alinan tlrevi maksimum prensibi olarak adlandirilir.

Kuhn-Tucker birinci derece gereklilik sartlarinda esitsizlik kisitlari ile ilgili bir sart vardir.
Buna complementary slackness sarti denir.Bu sart basit bir sekilde iki degiskenli bir fonksiyon
f(x,y) ve bir esitsizlik kisiti g(x,y) < b ile beraber 1 Lagrange ¢arpani olmak Uzere asagidaki

sekilde ifade edilir.

Alg(x,y) —=b] =0
Yukaridaki dinamik optimizasyon sorununda k(T)e"™M7T > 0 esitsizlik kisiti vardir. Bu kisitin

Lagrange carpani v’dir. Dolayisiyla complementary slackness sartini buna uyguladigimizda,

vk(T)e ™MT =0
olmalidir. Dinamik optimizasyon sorununun ¢dézimu sonucunda elde edilen (3) numarali esitlikte

ve T(DT = ;(t)'dir. Bunu yukaridaki esitlikte yerine koydugumuzda,

u(Mk(T) =0
elde edilir. Buna Tranversality sarti denir. Bunun iktisadi anlami sudur. Eger, donem sonunda
sermaye pozitif ise (k(T) > 0) sermayenin golge fiyati sifir (u(T) = 0) olmahdir. Eger, donem
sonunda sermayenin golge fiyati sifirdan buyutkse (u(T) > 0) birey dénem sonunda sermayesini
sifirlar (k(T) = 0).

Sonsuz planlama ufkunda ise esitsizlik kisiti

lim [k(t)e ™M > 0

t—>oo
olur. Bu durumda transversality sarti (Kamihigashi et al. (2006); Michel
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(1982)),

Jim [k(Ok(D)] = 0

halini alir.

2.1 Current Value Hamiltonian

Optimizasyonu yapilacak ana fonksiyon asagidaki gibi olsun.
Jy e Prulk(t), c(t)]dt
e~ Pt iskonto faktoriidiir. Hamilton fonksiyonunu olusturalim.
H=e Pu(k,c) + ug(k,c,t)

Bu Hamilton fonksiyonundan e~*! ifadesini ¢ikarirsak current value Hamilton elde edilir.

Bunun igin Hamilton denkleminin her iki tarafini et carpalim.
ePtH = ePte Ptu(k,c) + eP'ug(k,c,t)
H = eP'H ve q = ePu olarak tanimlayalim. Bu durumda,®’
H=u(k,c)+qgkc,t)

.. . OH OH
olur. Birinci derece sartlari, E_O ve o)

Burada H = e PtH degisimini yaparak ¢ozelim.

1)

+a(t) =0, u(Mk(T)=0 seklindedir.

0H  de PtH oA
—_— = = —_ — =
c(®) c(®) c(®)

0

g =q(t) ve u=np(t)
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pu=qe Pt olmak lizere zamana gore alinirsa, = e P[qg— pq] elde edilir.

8H
k(o)

+ u(t) = 0 esitliginde yerine koyarsak,

de Pt
k()

= e *[pq — 4]

Bu ifade sadelestirilirse,
2)

o _ .
k(t)—Pq q

elde edilir. Transversality sartinda u = ge™"t yerine konulursa,
3)
u=qe PTk(T)=0
olarak transversality sarti elde edilir. (Intriligator, 2002; Kirk, 2004; Van Tu,
1984; Tu, 2012; Takayama and Akira, 1985; Takayama, 1993; Lewis et al., 2012;
Seierstad and Sydsaeter, 1986)

Bunu
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