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OZET

Yiksek Lisans Tezi
IL-CEBIRLERININ TL-FILTRELERI
Huriye Betiil DOGRU

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Serife YILMAZ
2023, 41 Sayfa

Bu calismanin amaci, Islam, Sanyal ve Sen tarafindan ortaya konulan IL-
cebirlerindeki bulanik filtre kavraminin bazi genellemelerini sunmak ve bulanik filtrelerle
ilgili elde edilmis sonuglardan hangilerinin bu genellemelerde de saglandiginm
arastirmaktir.

Bu ¢aligma iki bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ilk olarak BL-cebirlerinde
filtrelerle ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Ayn1 boliimiin devaminda, ¢alismanin ikinci
bolimiine temel teskil etmesi amaciyla IL-cebirleri, IL-cebirlerinde filtreler ve bulanik
filtreler ile ilgili baz1 tanim ve teoremler sunulmustur. Ikinci boliimde ise, IL-cebirlerinde
bulanik filtre kavraminin iki farkli genellemesi olarak L-filtre ve TL-filtre kavramlar
tanitilarak bunlarin bazi cebirsel 6zellikleri arastirilmistir. Bu filtreler arasindaki iliskiyi

belirleyen bazi teoremler ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: IL-cebiri, TL-filtre, L-filtre
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SUMMARY

Master Thesis
TL-FILTERS OF IL-ALGEBRAS

Huriye Betiil DOGRU

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Serife YILMAZ
2023, 41 Pages

The aim of this study is to present some generalizations of the concept of fuzzy filter
which is introduced by Islam, Sanyal, and Sen in IL-algebras and to investigate which of
the results obtained about fuzzy filters are also provided in these generalizations.

This study consists of two parts. In the first part, basic information about filters in
BL-algebras is given. In the rest of the same section, some definitions and theorems about
IL-algebras, filters of IL-algebras and fuzzy filters of IL-algebras are presented in order to
provide a basis for the second part of the study. In the second part, the concepts of L-filter
and TL-filter as two different generalizations of the concept of fuzzy filter in IL-algebras
are introduced and some algebraic properties of them are investigated. Some theorems
determining the relationship between these filters are proved.

Keywords: IL-filter, TL-filter, L-filter
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

XB : B’nin karakteristik fonksiyonu

Tw . En kiictik t-norm

Twm . En biiyiik t-norm

Tp : Product t-norm

To : Lukasiewicz t-norm

Vi v, = {a € I:v(a) = t}, v’nin t-seviye kiimesi
LX : X’in L-alt kiimelerinin kiimesi

[0,1]¥ : X in bulanik alt kiimelerinin kiimesi

| / r : ’'nin biitlin kongriians bagintilarinin kiimesi



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

BL-cebirleri, [0,1] birim aralig: {izerinde sol-siirekli tiggensel normlar ve bu liggensel
normlarin residuation islemleri tarafindan olusturulan cebirsel yapilar olarak, Hajek
tarafindan 1998 yilinda tanitilmistir. MV-cebirleri, Godel cebirleri BL-cebirlerinin 6nemli
smiflarindan bazilaridir. Filtre teorisi, bu cebirsel yapilart ve bunlarla ilgili mantiklar
calisirken 6nemli bir rol oynar (Rasiowa, 1974). Bu cebirsel yapilardaki ¢esitli filtreler, bu
cebirsel yapilarla ilgili mantiklarda gesitli ispatlanabilir formiiller sinifina karsilik gelir.
Hajek BL-cebirinde filtre kavramini tanittiktan sonra birgok yazar BL-cebirlerinde farkli
filtre tiirlerini ¢alismislardir. Ornegin, Havshki (2006) BL-cebirlerinde implikatif filtre,
pozitif implikatif filtre, fantastik filtre gibi ¢esitli filtre modellerini tanitarak bunlarin BL-
cebirlerindeki diger filtrelerle iliskisini incelemistir. Liu ve Li (2005) BL-cebirlerinde
bulanik filtre, bulanik asal filtre nosyonlarini tanitarak bunlarin bazi 6zelliklerini elde
etmislerdir. Daha sonra Khorami ve Saeid BL-cebirlerinden bulanik filtre kavraminin bir
genellestirmesi  olarak TL-filtre kavramini tanitmislar ve TL-filtrelerin bazi temel
ozelliklerini arastirmiglardir. Ayrica L-alt kiimeler tarafindan firetilen TL-filtreleri
hesaplamak igin yontem sunmuslardir. Dikkat edilmelidir ki, L = [0,1] ve T =A olarak
alindiginda, BL-cebirlerinde TL-filtre ve bulanik filtre kavramlar1 ¢akisir.

BL-cebirlerinin bir genellemesi olan IL-cebirleri, sezgisel dogrusal mantigin cebirsel
karsilig1 olarak Troelstra tarafindan 1992 yilinda ortaya konulmustur. Islam, Sanyal ve
Sen, IL-cebiri kavrami i¢in Troelstra’nin ortaya koydugundan farkli bir tanim sunarak IL-
cebirlerinde filtre ve bulanik filtre kavramlarini vermislerdir. Bu filtrelerin c¢esitli
ozelliklerini c¢aligmiglardir. Ayrica ii¢ tiir bulanik asal filtre kavrami sunarak bunlari
birbirleriyle iliskilendiren baz1 sonuclar elde etmislerdir. Bu c¢alismanin amaci, Islam,
Sanyal ve Sen tarafindan literatiire kazandirilan IL-cebirlerindeki bulanik filtre kavraminin
bazi genellemelerini sunmak ve bulanik filtrelerle ilgili elde edilmis sonuglardan
hangilerinin bu genellemelerde de saglandigini arastirmaktir.

Bu ¢alisma iki bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, ilk olarak BL-cebirlerinde
filtrelerle ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Ayn1 boliimiin devaminda, ¢alismanin ikinci

bolimiine temel teskil etmesi amaciyla IL-cebirleri, IL-cebirlerinde filtreler ve bulanik



filtreler ile ilgili baz1 tanim ve teoremler sunulmustur. Ikinci béliimde ise, IL-cebirlerinde
bulanik filtre kavraminin iki farkli genellemesi olarak L-filtre ve TL-filtre kavramlar
tanitilarak bunlarin bazi cebirsel 6zellikleri arastirllmistir. Bu filtreler arasindaki iliskiyi

belirleyen bazi teoremler ispatlanmistir.

1.2. Tam Kafes ve T-norm

Tammm 1.2.1. (Birkhoff, 1940) < bostan farkli bir L kiimesi iizerinde bir baginti
olsun, (L, <) ikilisine bir kismi sirali kiime denir :& Asagidaki sartlar saglanir:

1. Her x € L igin x < x dir. (Yansima)

2. Herx,y € Licinx < yvey < x ise, x = y dir. (Ters simetri)

3. Herx,y,ze Liginx <yvey < zise z < z dir. (Gegisme)

Tanim 1.2.2. (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun.

1. Eger bir x € L eleman1 her a € L icin x < a olacak sekilde ise x elemanina L
kiimesinin en kii¢iik elemani1 denir.

2. Eger bir y € L eleman1 her a € L i¢in a < y olacak sekilde ise x elemanina L
kiimesinin en biiyiik elemani1 denir.

En kiigiik ve en biiylik elemanlar sirasiyla, 0 ve 1 ile gosterilir.

Tanim 1.2.3. (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi siral1 bir kiime ve S € L olsun.

1. S kiimesindeki her elemandan biiyiik esit elemanlarm kiimesi S ile gosterilir. S
kiimesinin en kiigiik elemani, S kiimesinin en kiigiik iist sinir (veya supremumuy)
olarak adlandirilir ve supS (veya V S) ile gosterilir.

2. S kiimesindeki her elemandan kiiciik esit elemanlarin kiimesi S ile gosterilir. S
kiimesinin en biiyiik elemani, S kiimesinin en biiyiik alt sinir1 (veya infimumu)
olarak adlandirilir ve infS (veya A S) ile gosterilir.

Tamim 1.2.4. (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi sirali bir kiime olsun. Herhangi x,y
eleman ¢ifti i¢in sirastyla, x Ay =A {x,y} ve x Vy =V {x, y} ile gosterilen supremum ve
infimum degerleri mevcut ise (L, <) ikilisine bir kafes denir. Herhangi bir S € L igin A S
ve V S mevcut ise L kafesine bir tam kafes denir. Ayrica, bir L kafesi en kiigiik eleman ve
en biiyiik elemana sahip ise L kafesine sinirli kafes denir. L kafesinde en kiigiik eleman 0
ve en biiyiik eleman 1 ile gosterilir. Herhangi a,b € I igin a < b veya b < a ise L’ye
zincirdir denir.

Agikga, bir tam kafes, sirasiyla, en kiigiik elemana ve en biiyiik elemana sahiptir.



Tamm 1.2.5. (Goguen, 1967; Zadeh, 1965) X herhangi bostan farkli bir kiime ve L
bir kafes olsun. X’in L-alt kiimesi, v: X — L olan bir fonksiyondur. X’in tiim L-alt
kiimelerine X in L-gii¢ kiimesi denir ve L¥ ile gosterilir. Ozellikle L yerine [0,1] kafesini
alirsak, yani v : X — [0,1] olursa, v’ye X’in L-alt kiimesi yerine X in bulanik alt kiimesi
denir. X’in tiim bulanik alt kiimelerine X’in bulamk giic kiimesi denir ve [0,1]% ile
gosterilir. X = @ ve v € LX olsun. t € L i¢in v, = {a € I:v(a) = t} kiimesine v’niin t-
seviye kiimesi denir.

Tamm 1.2.6. (Feyzioglu, 1990) A, bostan farkli bir kiime ve B € A olsun. Herhangi
bir a € A i¢in A’dan {0,1} kiimesine giden y fonksiyonu asagidaki gibidir:

1, a € B, 1
XB(“)={0 a ¢ B. @

)

(1) fonksiyonuna B’nin karakteristik fonksiyonu denir.
Tamim 1.2.7. (De Baets & Mesiar, 1999) L bir tam kafes olsun. Bir iiggensel norm (t-
norm) L lizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir ikili islemdir (yani T: L X L — L):

1. T birlesmelidir, yani her a, b, ¢ € L igin,
T(T(a,b),c) = T(a,T(b,c)) )

dir.

2. T simetriktir, yani her a, b € L i¢in,

T(a,b) =T(b,a) (3)

dir.

3. T monotondur, yani her a, b, c, € L igin, eger a < b ise,

T(a,c) <T(b,c) 4)

dir.

4. T smur sartin1 saglar, yani 1 € L ve her a € L i¢in,



T(La)=a ()
dur. (3) ve (4)’den dolayi L tizerinde herhangi bir T t-normu igin,
T(a,b) < aveT(a,b) <bdir. (6)

Tanmm 1.2.8. (De Baets & Mesiar, 1999) T1 ve T», L iizerinde iki t-norm olsun. <
Herhangi a, b € L igin T;(a, b) < T,(a, b) dir. Bu durum T; < T, ile gosterilir.

Asagida bir tam kafes {lizerinde tanmimli, en biiylk ve en kiicikk t-normlar
verilmektedir.

Uyarn 1.2.9. (De Baets & Mesiar, 1999) L bir tam kafes olsun. En kiigiik t-norm

b, a=1 (7
Tw(a,b) =4a, b=1
0, aksitakdirde.

ile tamiml1 Ty, dir. Yani L iizerindeki keyfi bir T t-normu i¢in

Tw<T (8)

dir. Ayrica L tizerinde, Ty (a, b) = a A b ile tammli Ty, en biiyiik t-normdur. Sonug olarak,

L tizerindeki herhangi bir t-norm T i¢in

Ty <T < Ty (9)

dir. Ek olarak, [0,1] kafesi tizerinde a, b € [0,1] igin

Tp(a,b) = a.b ve (10)

T.(a,b) = max{a + b — 1,0} (11)



ile tanimlanan t-normlar sirasiyla, product ve Lukasiewicz t-norm olarak adlandirilir

(Klement vd., 2013). Bu t-normlar igin

T, < Tp (12)
dir.

1.3. BL-Cebiri

Tanmmm 1.3.1. (Hajek, 1998) Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa, A = (4,V,A0,—
,0, 1) cebirine bir BL-cebiri denir.<

1. (A V,A,0,1) siurl kafestir,

2. (A,©, 1) birim eleman1 1 olan degismeli monoiddir,

3.Va,beAiginb>a(®c e a— b =cdir,

4, Va,b € Aicina © (a » b) = a A b dir,

5. (a—=>b)Vv(b—-a)=1dir.

Ornek 1.3.2. (Khorami & Saeid, 2012) [0,1] Kkafesi iizerinde ki © ve — ikili

1, u< vise,
v, aksi takdirde.

sekilde tanimlansin. Bu takdirde ([0,1],v,A,®,— ,0,1) BL-cebiridir.
Teorem 1.3.3. (Hajek, 1998) A bir BL-cebiri olsun. Bu takdirde her a, b, c € A igin

islemleri, wu,v €[0,1] i¢cin uOv=min{u,v}, u->v= { olacak

asagidaki sartlar saglanir.

l.a-b=1 ¢ a<bdi.

2. b-> (a®b)=adr.
aAb=a@®bdr.
a—->c=(a-b)®O(b-c)dir.
b>aisea—-c<b-cvec—b=c-adn.
(c>b)—>(c—a)=b - adr.
(b->c)—>(b—->c)=a- bdir.
(cOa-cOb)=a- bdir

© N o a Bk~ w

Tammm 1.3.4. (Hajek, 1998) A bir BL-cebiri ve F, A’nin bostan farkli alt kiimesi
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan F’ye A nin bir filtresi denir &
l.aeF,beAveb>aiseb €Fdir,



2. Hera,b € Fi¢cina ® b € F dir.

{1} ve A kiimelerinin, A’nin filtreleri oldugu agiktir.

Tamm 2.3.5. (Khorami & Saeid, 2012) L bir tam kafes, T L {izerinde herhangi bir t-
norm, A bir BL-cebiri ve i € L4 olsun. Her a,b € A igin asagidaki kosullar1 saglayan
Y’ye A’nin bir TL-filtresi denir.

1. a=biseyp(a) = Y(b),

2. Y(a © b) = T(p(a),p(b)),

3. Y(1) = 1 dir.

Ornek 1.3.6. (Khorami & Saeid, 2012) A = {0,u,v,1} ve 0 <u < v < 1 olsun. A

14

lizerinde " © ", ve " — " igslemleri, sirastyla, Tablo 1 ve Tablo 2” deki gibi olsun.

Tablo 1. {0, u, v, 1} kiimesi tizerinde © islemi

©l0 u v 1
0|0 0 0 O
ul| 0 0 u u
v 0 u v v

0O u v 1

Tablo 2. {0, u, v, 1} kiimesi tizerinde — islemi

- 10 u v 1

0/1 1 1 1
ulu 1 1 1
v 0 u 1 1
1

110 u v

(4,V,A,O,— ,0,1) bir BL-cebiridir. ¢ € L4 olmak iizere
Q) y(1) =1LyYw) =t,v0)=yvw)=t, ve (0<t,;<t;<1) oldugunu
diistinelim. Eger T = T), ise, y, A’nin bir TL-filtresidir.
b) ¥(0) = 2/3, Y(u) = Y(v) = 4/5 ve Y(1) = 1 oldugunu disiinelim. T = Tp ise
Y, A’nin bir TL-filtresidir. Burada T=Twm olursa, ¥, A’nin bir TL-filtresi olmaz.
Ciinkii p(u O w) = 9(0) = 2/3 & T(Y(w),Y(w)) = T(4/5,4/5) = 4/5 dir.



Onerme 1.3.7. (Khorami & Saeid, 2012) A bir BL-cebiri ve B € 4 olsun. B, A’nin
filtresidir & B’nin karakteristik fonksiyonu olan yg, A’nin bir TL-filtresidir. Dahas1 4y, =
{x € A:y(x) = 1} kiimesi A’nin bir filtresidir.

Teorem 1.3.8. (Khorami & Saeid, 2012) ¥ € L# olsun. i, A’min TL-filtresidir.<
Her a, b € A i¢in asagidaki sartlar1 saglanir.

1. Y1) =1,

2. T(¥(a),Y(a - b)) < p(b) dir.

Teorem 1.3.9. (Khorami & Saeid, 2012) ¢ € L? olsun. 1 A’nin bir TL-filtresidir. &
Hera,b,c € Aigina —» (b - ¢) = 1ise, T(¥(a), (b)) < (c) ve (1) = 1 dir.

Sonug¢ 1.3.10. (Khorami & Saeid, 2012) 1 € L4 olsun. ¥ A’nin bir TL-filtresidir &
Va,b,c € Aiginc = a © b ise, Y(z) = T(y(a), (b)) dir.

1.4. 1L-Cebiri

Tanmmm 1.4.1. (Troelstra, 1992) I = (I,V,A, L, —,*,e) cebirine bir IL-cebiri denir. &
Her a, b, ¢ € I i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1. (ILV,A, 1) en kiigiik eleman: L olan kafestir,

2. (1,%,e) birim eleman1 e olan bir monoiddir,

3. Egera>a'veb>=b"ise,a*b>a’"*b"vea—b'>a - bdir.

4. b>c>a < c=ax*bdir.

Lemma 1.4.2. I bir IL-cebiri olsun. Va, b, ¢ € I i¢in asagidakiler saglanir.

l.a=bisec*a=cxbdir.

2.a=bisec—>a=>c—->bveb—-c=a—cdir

ispat.

1. Kabul edelim ki herhangi a,b €1 i¢in a > b olsun. a *c = a * ¢ oldugunu
biliyoruz. Buradan Tanim 1.4.1 (4)’4 kullanirsak ¢ = (a *¢) = a olur ve
kabulden ¢ = (a * ¢) = b olur. Son olarak Tanim 1.4.1 (4) kullanarak a x ¢ > b *
¢ oldugunu elde ederiz.

2. Kabul edelim ki keyfi iki eleman a,b €I igin a = b olsun. Buradan (i)’yi
kullanarak a * (b = ¢) = b * (b —» ¢) oldugunu elde ederiz. Dahas1 b — ¢ >
b — ¢ oldugundan, Tanim 1.4.1 (4)’1 kullanarak ¢ = a * (a = ¢) oldugunu elde

ederiz. Dolayisiyla c = a*(a—c¢) = b*(a—c) olur ve Tamm 1.4.1 (4)’i



kullanarak b = ¢ = a — ¢ oldugunu elde ederiz. Simdi ¢ = a = ¢ = b oldugunu
gosterelim. ¢ - b = ¢ — b oldugunu biliyoruz Tanim 1.4.1 (4)’den b = c *
(c - b) olur ve a = b oldugundan da a = ¢ * (¢ = b) olur. Son olarak, Tanim
1.4.1 (4)’den ¢ — a = ¢ — b oldugunu elde ederiz.

Tamm 1.4.3. (Islam vd., 2020) I bostan farkli bir kiime olsun. Eger asagidaki sartlar

saglantyorsa (I,V,A, 1, —,*, e) cebirine bir IL-cebiri denir.
1. (I,V,A, 1), en kii¢iik eleman1 L olan bir kafestir,
2. (I,,e) birim elemani e olan degismeli bir monoiddir,
3. Herhangia,b,c €li¢inb - c>a < c = ax b dir.

Tanim 1.4.1 de verilen Troelstra’nin yaptigi IL-cebiri tanimi ile Islam, Sanyal, ve
Sen’in yaptigt Tanim 1.4.3 de verilen IL-cebiri tanimi ashinda denk tanimlardir. Tanim
1.4.1°deki 3. sart1 diger sartlardan elde edebilecegimiz i¢in bu sarti yazmak gereksizdir.
Dolayisiyla iki tanim aslinda ayni tanim olmus olur. Asagidaki teoremin 8. sarti, bu sartin
Tanim 1.4.3’deki sartlar ile ispatlanabilecegini kanitlanmistir. Bundan sonra aksi
belirtilmedikce IL-cebiri tanimi olarak Tanim 1.4.3 kullanilacaktir.

Teorem 1.4.4 (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri olsun. Bu takdirde her a,b,u,v € I
icin agagidakiler saglanir.

1. ax(bvu)=(ax*xb)V(ax*u)dir.

2. 1—1, I’nin en biiylik elemanidir ve T olarak yazilir.

T*T=Tdir.

Egere >ave e>bise,aAb > axbdir.
Egera >eve b >eise,axb > aVb dir.
a—->uz=(b-u)=*(a- b)dir.

e > a=adr.

Egerv>a, u>bise,vxu=>ax*bvea—-u=v - bdir.

© o N o g bk~ W

(axb) >u=a- (b—-u)dur.

10.b = a * (a - b) dir.
1l.e<a - adr.

12.u - (aAb) = (u—- a) A(u— b)dir.
13.(avb) »u=(a->u)A(b- u)dur.

Ispat. a, b,u, v € I keyfi olsun.



1. bV u = b oldugunu biliyoruz. Lemma 1.4.2 (i)’den ax*(bVu) =ax*b olur.
Benzer sekilde a*(bVvu)=a=u olur. Bu iki esitsizligi kullanarak a *
(bvu)=(axb)V(a*xu) oldugunu elde ederiz. Diger taraftan (a *u)V
(a * b) = a * u oldugunu biliyoruz. Buradan Tanim 1.4.3 (3)’i kullanarak a —
(b*u)V (u=b) = u olur. Benzer sekilde a —» (a *u) V (u*b) = b olur. Bu iki
esitsizlikten a - (a *u) V (a * b) = b V u olur ve Tanmim 1.4.3 (3)’ii kullanirsak
(a*xu)V (a=*b) = ax*(bVu)oldugunu elde ederiz. Sonug olarak a * (b V u) >
(axb)v(a*xu) ve (a*xu)V(axb)=ax*(bVu) oldugundan a * (bVu) =
(a*b) V (ax=u)olur.

2. Kabul edelim ki s € I olsun. L, I’nin en liigiik eleman1 oldugu i¢in s -»1>1 dir
ve Tanim 1.4.3 (3)’t kullanarak 1> s *1 oldugunu elde ederiz. Burada tekrar
Tanim 1.4.3 (3)’1 kullanirsak L— 1> s oldugunu elde ederiz.

3. TVe=T oldugundan T*T=Tx*(TVe) olur ve (1))den T*T =(T=*T)V
(T*e)=(T*=T)VT =T oldugunu elde ederiz.

4. Kabul edelimki e > ave e = b olsun. Lemma 1.4.2 (i)’)den b > a*bvea = a *
b olur. Bu iki esitsizlikten a A b = a * b oldugunu elde ederiz.

5. Kabul edelimkia > e ve b > e olsun. Lemma 1.4.2 (i)’)dena*b = bvea*b >
a olur. Bu iki esitsizlikten a * b = a V b oldugunu elde ederiz.

6. a > b > a — b oldugunu biliyoruz. Tanim 1.4.3 (3)’den b > a * (a = b) dir.
Lemma 1.4.2 (i)’den (b »> u) *b = (b » u) *a * (a » b)olur. Dahas1 u = b *
(b = u) oldugundan da u = (b = u) * a * (a — b) olur. Son olarak Tanim 1.4.3
(3)’t kullanarak a = u = (b = u) * (a = b) oldugunu elde ederiz.

7. a = a x e oldugunu biliyoruz. Tanim 1.4.3 (3)’l kullanarak e - a > a oldugunu
elde ederiz. Diger taraftan e - a = e = a oldugunu biliyoruz ve Tanim 1.4.3
(3)’den a = e x(e » a) olur. e birim eleman oldugundan a > e — a oldugu
aciktir. Sonug olarak e > a > a ve a = e - a oldugundan e — a = a olur.

8. Kabul edelim ki v>a ve u=>b olsun. Ilk 6nce u*v =a=xb oldugunu
gosterelim. Burada v > a ve u = b oldugundan Lemma 1.4.2 (i)’yi kullanirsak
uxv=>u*aveuxa=ax*b elde ederiz. Bu iki esitsizligi birlikte kullanarak u *
v =a*b oldugunu elde ederiz. Simdi a - u < a = v oldugunu gdosterelim.
Lemma 1.4.2 (ii)’yi kullanarak u > b ve v > a oldugundan, sirasiyla, a - u >

a—bvea— b =v - bolur. Buiki esitsizlikten a - u = v — b dir.
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9.a—- (b—>u)=a- (b u)oldugundan, Tanim 1.4.3 (3)’ti kullanirsak b — u >
a * (a - (b - u)) olur ve tekrar Tanim 1.4.3 (3)’i kullanirsak u = (a * b) *
(a - (b- u)) olur. Buradan tekrardan Tanim 1.4.3 (3)’i kullanarak (a * b) —
u = a — (b - u) oldugunu elde ederiz. Diger taraftan (a * b) » u = (a*b) -
u oldugundan Tanim 1.4.3 (3)’i kullanirsak u > a * b * ((a * b) = u)) olur ve
tekrar Tamm 1.4.3 (3)’ii kullanirsak b - u = a * ((a * b) > u) olur. Burada
tekrardan Tanim 1.4.3 (3)’t4 kullanarak a - (b - u) = (a * b) - u oldugunu
elde ederiz.

10. Tanim 1.4.3 (3)’ii kullanarak @ = b > a — b oldugundan b > a * (a — b) dir.

11. Tanim 1.4.3 (3)’ii kullanarak a > e * a oldugundan a — a > e dir.

12.a = a A b oldugunu biliyoruz. Lemma 1.4.2 (ii)’den u - a = u — (a A b) olur.
Benzer sekilde u = b > u = (a A b) olur. Bu iki esitsizligi birlestirirsek (u —
a)AN(u—b)=>u—- (aAb) oldugunu elde ederiz. Diger taraftan u - a >
(u - a) A(u - b) oldugundan Tamim 1.4.3 (3)’t kullanarak a > ((u ->a)A
(u - b)) = u oldugunu elde ederiz. Benzer sekilde b > ((uw > a) A (u = b)) *u
olur. Bu iki esitsizligi birlestirirsek a A b > ((u sa)A(u- b)) « 1 olur. Son
olarak Tanim 1.4.3 (3)’den u > (aAb) = (u— a) A(u = b) oldugunu elde
ederiz. Sonu¢ olarak (u = a)A(u—-b)=>u—-(aAb) ve u-(aAb)=>
(u—= a) A(u - b)oldugundan (u =» a) A (u = b) =u — (a A b) dir.

13.a VvV b = b oldugunu biliyoruz. Lemma 1.4.2 (ii)’den b > u = (a V b) — u olur
ve benzer sekilde a »u > (aVv b) - u olur. Bu iki esitsizligi birlestirirsek
(a@a=u)A(b—->u)=(@Vhb)>u olur. Diger taraftan Tanim 1.4.3 (3)’i
kullanirsak @ » u = (a > u) A (b - u) oldugundan u > (a > u) A (b > u) xa
olur. Benzer sekilde u = (a > u) A (b » u) = b olur. Bu iki esitsizlikten u >
((a—>u)/\(b—>u)*a)v((a—>u)/\(b—>u)*b) olur. (1) den u=>
((a - u)A(b - u)) *(avb) olur ve Tanim 1.4.3 (3)’den (aVbh)—->u=
(a->u)A(b - u)dir.

Uyan 1.4.5. (Islam vd., 2022) Bir IL-cebirinde en biiyiik eleman1 * igleminin birim elemani
olan e olursa (yani 1 = e olursa) bu IL-cebirine FLew-cebiri denir. Bir FLew-cebiri, herhangi
u, v € I i¢in pre-lineer (yani (u = v) vV (v = u) = e ) ozelligini sagliyor ise bu FLew-cebirine,
MTL-cebiri denir. Bir MTL-cebiri, boliinebilirligin (yani herhangi u,v € [ igin u Av = u *

(u = v)) o6zelligini sagliyor ise bu MTL-cebirine, BL-cebiri denir. Bir BL-cebiri, herhangi bir
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u€l i¢cin (u—0) - 0=u ozelligini sagliyor ise bu BL-cebirine, MV-cebiri denir. Bu
tanimlardan da goriildiigii tizere bir IL cebiri, bir FLew -cebirinden, bir FLew-cebiri, bir
MTL-cebirinden, bir MTL-cebiri, bir BL-cebirinden ve bir BL-cebiri, bir MV-cebirinden
daha genis bir yapidir. Buradan bir IL-cebirinin, FLew-cebiri, MTL-cebiri, BL-cebiri ve
MV-cebirinden daha genis yap1 oldugu anlasilmaktadir. IL-cebiri, FLew -cebiri, MTL-
cebiri, BL-cebiri ve MV-cebiri tanimlart aralarindaki iligkiler asagidaki Sekil 1 de

verilmistir.

IL-cebiri
1. (IV,A, L), en kiigik elemani L olan bir
kafestir.
2. (I,*x,e) birim elemani e olan degismeli bir
monoiddir.

3. Herhangi a,b,c€1Il i¢cin b»>c=>a<=c>

a* b dir.
FLew-cebiri

4. T =edir.
MTL-cebiri

5 u,ve€eligin(u—-v)V(v-u)=edir

BL-cebiri

6. uvelicinuAv=u=x*(u-v))dir.

MV -cebiri
7. u€ligin(u—0) - 0=udir.

Sekil 1. IL-cebiri, FLew -cebiri, MTL-cebiri, BL-cebiri ve MV-cebiri
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Onek 1.4.6. (Islam vd., 2022) I = {1,x,y,z,e, T} kafesinin Hasse diyagrami, " * "’

ve " — " ikili islemleri sirastyla, Sekil 2, Tablo 3 ve Tablo 4 deki gibi verilsin.

F— 0 — x—<— N —

Sekil 2. {1, x,y, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 3. {1, x,y, z, e, T} kiimesi {izerinde * islemi

* | L x y z e T
/1 1 1L 1 1 1
x|L T T T x T
y|1 T T T y T

L 7T T 70T T
e|ll x vy z e T
T|1L T T T T T

Tablo 4. {1, x,y, z, e, T} kiimesi {izerinde — iglemi

-1l x vy z e T
LT T T T T T
x|1L e e e 1 T
ylL 1L e e 1 T
z|1 L 1 e L T
e|l x vy z e T
T4 L 1 1 L T

Buna gore I bir IL-cebiridir.
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Ornek 1.4.7. (Islam vd., 2022) I = {L1,x,y,zt,e, T} kafesinin Hasse diyagrami,

"x'"ve " — " ikili islemleri, sirasiyla, Sekil 3, Tablo 5 ve Tablo 6’ daki gibi verilsin.

/T
N )
’\t/y

\

1

Sekil 3. {1, x,y,z,t, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 5. {1, x,y,z,t, e, T} kiimesi {izerinde * iglemi

*x |1l x y z t e T
1L L 1 1 1 1L 1
x|1 x t z t x T
yiL t y z t y T

1l z t z T
t|L t t z t t T
e|l y z t e T
T|IL T T T T TT

Tablo 6. {1,x,y,z,t,e, T} kiimesi {izerinde — iglemi

-1l x y z t e T
L1L T T T T T T
x|l ey z y e T
y|ll x e z x e T

l z z e z z T
t|L e e z e e T
e |l y z t e T
T|IL 1L 1 1 L L T

Buna gore I, bir IL-cebiridir.
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Ornek 1.4.8. (Islam vd., 2022) 1 = {1,x,y,z e, T} kafesinin Hasse diyagrami, " * "’

ve " — " ikili islemleri, sirastyla, Sekil 4 , Tablo 7 ve Tablo 8 deki gibi olsun.

k—< —o—N— H
8

Sekil 4. {1, x,y, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 7. {L,x,y,z,e, T} kiimesi iizerinde * islemi

* L x vy z e T
1L 1L 1L 1 1 1
x| L L x x x
yiL Ly vy yy

L x y T T
e|lL x y z e T
T|L x y T T T

Tablo 8. {1, x,y, z, e, T} kiimesi iizerinde — iglemi

|1l x vy z e T
L7 T T T T T
x|y Ty yy T
y|lx x T T T T

L x y e y T
el|lld x y z e T
TIL x vy vy vy T

Buna gore 1 bir IL-cebiridir.
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Ornek 1.4.9 (Islam vd., 2022) 1 = {1,x,y,z e, T} kafesinin Hasse diyagrami, " * "’

ve " — " ikili islemleri, sirastyla, Sekil 5, Tablo 9 ve Tablo 10 daki gibi verilsin.

N— @ —— —

N
N,/

Sekil 5. {1, x,y, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 9. {1, x,y, z, e, T} kiimesi tizerinde * islemi

* L x vy z e T

L1 1 1 1 1L 1

x|l x 1L x x x

yiL Ly yyy

1L x vy zZ
e|lL x y z e T
T|L x vy z T T

Tablo 10. {1, x,y, z, e, T} kiimesi tizerinde — islemi

-»|L x vy z e T
1T T T T T T
x|b T y T T T
y|ix x T T T T

L x vy T T T
e|llL x vy z e T
T|L x vy z z T

Buna gore I bir IL-cebiridir.
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Ornek 1.4.10. (Islam vd., 2020) I = {1, x, v, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami, "’ * "/
ve " — " ikili islemleri sirasiyla, Sekil 6, Tablo 11 ve Tablo 12 deki gibi verilsin.

Sekil 6. {1, x,y, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 11. {1, x,y, z, e, T} kiimesi iizerinde * islemi

* |l x vy z e T
(L L L 1L 1 1
x|1 L x x x x
yiL xyyyy

1L x vy T
ellL x vy e T
T|IL x vy T T T

Tablo 12. {1,x,y,d, e, T} kiimesi tizerinde — islemi

-1l x vy z 1 7T
17T T T TTT
x|x T T T T T
y|lL x T x x T
1l x y e z e
e|llL x y z e
T|L x y x x

Buna gore I bir IL cebiridir.
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1.5. IL-Cebirlerinin Filtreleri

FLew cebiri, MTL cebiri, BL cebiri, MV cebiri gibi diger ilgili cebirsel yapilardaki
filtre tanim1 IL-cebirinin filtre tanim1 igin yetersiz kalir. Boliim 1.4, Ornek 1.4.7°de fark
edildigi tizere, z,t €l igin z*t = T % z At = t oldugunu gordiik. Ayn1 ornekte z,t > e
oldugundan zV t % z * t dir. Bu da bize sectigimiz herhangi a,b € [ igin a*b < aAb
esitsizliginin her zaman gecerli olmayacagimi gosterir. Teorem 1.4.4 (4)’de a ve
b elemanlariin e’den biiyiik veya e’ye esit oldugu durumda a*b <aAb oldugunu
gormekteyiz. Bu nedenle IL-cebirinin filtre tanimi diger ilgili cebirlerin filtre tanimindan
farkli verilmistir.

Tamm 1.5.1. (Islam vd., 2020) I bir IL-cebiri ve F € I bostan farkli bir kiime olsun.
F kiimesine I’'nin bir filtresi denir < Herhangi a,b € I i¢in

l. e€F,

2. a,beFiseaxbeFveaAbE€EF,

3.a€Fveb=>aise be€Fdir.

Acik olarak, I I’nin bir filtresidir.

Uyan 1.5.2. (Islam vd., 2022) FLew-cebiri ve BL cebiri gibi bilinen diger cebirsel
yapilarda, herhangi a,b € Fi¢cin a Ab > a * b oldugu i¢in bu gibi cebirsel yapilarin filtre
tanimlarinda, a * b € F olmasit a A b € F olmasini da gerektirir. IL cebirinde a Ab = a *
b ozelligi her a,b igin gecerli olmadigindan bu cebirsel yapilar igin verilen filtre
tanimlarina ek olarak IL-cebirinin filtre tanimima a A b € F olmasi da eklenmelidir.

Ornek 1.5.3. (Islam vd., 2022) 1, Ornek 1.4.6°daki gibi bir IL-cebiri olsun. F =
{e,x,y,z, T} kiimesini diistinelim, Tanim 1.5.1in sartlarin1 sagladig1 agiktir. Bu nedenle F,
I’nun bir filtresidir.

Tammm 1.5.4. (Kihara & Ono, 2008) Bir I IL-cebirinin bostan farkli bir F alt
kiimesine bir filtre denir & Her a,b,u € I i¢in asagidaki sartlar saglanir.

l.a>eisea €F,

2. a,a—>beFiseb€F,

3.a€EFiseaNe€F,

4. u€ligina € Fiseu - (axu) €F.

Uyan 1.5.5. Bir IL cebiri i¢in Tanim 1.5.4 (4) kosulu gereksizdir. Kabul edelim ki I
bir IL-cebiri, I’nin bostan farkli bir alt kiimesi olan F Tanim 1.5.4’e gore I’nin bir filtresi

u €lvea€F olsun. Tanim 1.5.4 (3)’denve a *u = a * u oldugundan u - (u*xa) = a
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olur ve tekrar Tanim 1.4.3 (3)’ii kullanirsak a > (u = (u * a)) = e oldugunu elde ederiz.
Bu da bize Tanim 1.5.4 (1)’den a — (u - (a* a)) € F oldugunu gosterir. Sonug olarak
Tanim 1.5.4 (2)’den u — (u * a) € F olur. Yani Tanim 1.5.4’lin 4. sart1 gereksizdir.
Onerme 1.5.6. (Islam vd.,, 2022) Bir IL cebiri i¢in Tamim 1.5.1 ve Tanim 1.5.4
denktir.
Ispat. I bir IL cebiri olsun ve bostan farkli bir kiime olan F €1 Tanim 1.5.1’deki
sartlar1 saglasin.
1. Herhangi bir a € I igin kabul edelim ki a > e olsun. e € F oldugundan, Tanim
1.5.1(3)’den a € F olur.
2. b€l ve a,a— b €F olsun. Tanim 1.5.1 (2)’den a * (a — b) € F’dir. Teorem
1.4.4 (10)’dan b = a * (a = b) dir ve Tanim 1.5.1 (3)’den b € F olur.
3. a € F olsun. Tanim 1.5.1 (1) ve (2)’den e A a € F olur.
4. Bu sartin gereksiz oldugunu gosterdik.
Buradan, F Tanim 1.5.4’{in tiim sartlarin1 saglamis oldu. Simdi F S [ Tanim 1.5.4’deki
sartlar1 saglasin.
1. e > e oldugundan e € F dir.
2.a€F veb=aolsun a = b = e olur ve Tanim 1.5.4 (1)’den a = b € F olup
Tanim 1.5.4 (2)’den b € F olur.
3. a,b € F olsun Tanim 1.5.4 (4)’den b — (a * b) € F olup Tanim 1.5.4 (2)’den a *
b €F olur. Tanom 154 (1)’den eAa,eAb € F’dir. e=>eAavee=eADb
oldugundan Teorem 1.4.4 (4)’den (eAa)*(eAb)<(eAa)A(eAb)=
(aAnb)ANe<aAbEeFdir.
Boylelikle F Tanim 1.5.1°in tiim sartlarim1 saglamis oldu. Sonug¢ olarak Tanim 1.5.1 ve
Tanim 1.5.4 birbirine denktir.
Onerme 1.5.7. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve bostan farkli F € I, I’nin filtresi
olsun. Herhangi a,b € I iginb > aise a —» b € F dir.
Ispat. a,b € I i¢in b > a olsun. Lemma 1.4.2 (ii)’den a = b > a — a olur. Teorem
1.43(11)’dena = b = e olur ve Tanim 1.5.1’den a — b € F olur.
Tamim 1.5.8. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve I’nin bostan farkl alt kiimesi olan F
I’nin bir filtresi olsun. Va,b € [ igin a - b € F veya b - a € F sart1 saglaniyor ise, F

birinci tiirden bir asal filtre denir.
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Tamm 1.5.9. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve I’nin bostan farkli alt kiimesi olan
F I’'nin bir filtresi olsun. Herhangi a,b € [ i¢in aV b € F iken a € F veya b € F oluyor
ise, F ikinci tiirden bir asal filtre olarak adlandirilir.

Tamm 1.5.10. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve I’nin bostan farkli alt kiimesi olan
F I’'nin bir filtresi olsun. Herhangi a,b € I i¢in (a = b) V (b - a) € F sart1 saglaniyor
ise, F li¢lincii tiirden bir asal filtre olarak adlandirilir.

Acikca |, birinci tiirden asal filtre, ikinci tiirden asal filtre ve iigiincii tiirden asal
filtredir.

Ornek 1.5.11. Farz edelim ki I, Ornek 1.4.10°da verilen IL-cebiri ve T = {e, T}
olsun. T, I’'nin filtresidir. y,z€l iciny > z=x ¢ F ve z—>y =y & F oldugundan F,
birinci tiirden asal bir filtre degildir. y v z € F fakat y € F ve z ¢ F oldugundan F, ikinci
tiirden asal filtre degildir. z,e € [ igin (z > e)V (e > z) =zVz =z €& F oldugundan F,
liclincii tiirden asal filtre degildir.

Bu 6rnekte goriiyoruz ki I’nin herhangi bir F filtresi birinci tiirden asal filtre, ikinci
tiirden asal filtre ve ti¢iincii tiirden asal filtre olmayabilir.

Teorem 1.5.12. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve bostan farkli F < I, I’nin filtresi
olsun. F birinci tiirden asal filtredir < F, ikinci tiirden asal filtre ve {igiincii tiirden bir asal
filtredir.

Ispat. Kabul edelim ki F, birinci tiirden asal filtre ve herhangi a,b €  iginaVv b € F
olsun. Birinci tiirden asal filtre tanimindan, a » b € F veya b — a € F dir. ilk olarak a -
b € F oldugunu kabul edelim. Teorem 1.4.4 (11)’den b = b = e oldugunu biliyoruz. F bir
filtre oldugundan b > b € F ve (a - b)A(b - b) € F olur. Teorem 1.4.4 (13)’den
(aVvb) = b €F olur. Filtre tammindan ve aV b € F oldugundan (a V b) * ((a Vb) -
b) € F olur. Teorem 1.4.4 (10)’dan b > (a Vv b) * ((a Vv b) > b) olup b € F olur. Benzer
sekilde b = a € F oldugunu kabul edersek a € F oldugunu elde ederiz. Boylelikle a v b €
F oldugunda a € F veya b € F olur. Yani F, ikinci tiirden asal filtre olur. Simdi F’nin
ticlincii tiirden asal filtre oldugunu gosterelim. a, b € I olsun F, birinci tiirden asal filtre
oldugundan a—-b€F veya b—->a€F’dirr. Hem (a—-b)v(b—>a)=a—-b
oldugundan hem de (a - b) V(b = a) = b — a oldugundan her iki durumda da (a —
b) v (b — a) € F olur ve boylelikle F, ii¢lincii tiirden asal filtre olur. Tersine F, ikinci

tiirden asal filtre ve li¢iincii tiirden asal filtre olsun. F, iglincii tiirden asal filtre oldugundan
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Va,b €1 igin (a - b) V (b — a) € F olup F ikinci tiirden asal filtre oldugundan a — b €
F veya b — a € F olur. Sonug olarak F, birinci tiirden asal filtre olur.

Ornek 1.5.13. (Islam vd., 2022) I, Omek 1.4.8’de verilen IL-cebiri ve S =
{y,e, z, T} olsun. S, I’'min bir filtresidir. S, I’da birinci tiirden asal filtre, ikinci tiirden asal
filtre ve ticiincii tiirden asal filtredir. K = {e, z, T}, I'nin filtresidir, x >y =y & K ve y —
x = x € K oldugundan K, birinci tiirden asal filtre degildir. x Vy € K fakat x ¢ K ve y ¢
K oldugundan K, ikinci tiirden asal filtre degildir. K, tiglincii tiirden asal filtredir.

Ornek 1.5.14. (Islam vd., 2022) I, Omek 1.4.7°de verilen IL-cebiri ve Z =
{x,y,t,e, T} olsun. Z, I'min bir filtresidir ve ikinci tiirden asal filtredir. Ancak x - z = z ¢
Z ve z - x =z & Z oldugundan birinci tirden asal filtre degildir. Ayrica, (x = z) V
(z » x) = z & Z oldugundan da tiglincii tiirden asal filtre de degildir.

Tammm 1.5.15. (Islam vd., 2022) [ bir IL-cebiri olsun. Herhangi a,b €I igin
(a—> b)V (b - a) = eise I’yapre-lineerdir denir.

Ornek 1.4.8’deki IL-cebirinin zincir olmadigin1 fakat pre-lineer oldugunu gériiyoruz.
Tersini diisinecek olursak, zincir olma kosulu her zaman pre-lineer olmay1 gerektirir.

Onerme 1.5.16. (Islam vd., 2022) I bir pre-lineer IL-cebiri olsun. I’nin biitiin
filtreleri tiglinc tiirden asal filtredir ve biitiin iKinci tiirden asal filtreleri, birinci tiirden asal
filtredir.

Ispat. I bir pre-lineer IL-cebiri ve A, I'mn bir filtresi olsun. Tanimdan, herhangi
a,b €l i¢in (a>b)V(b—a)=e olur ve e € A oldugundan (a > b)V(b—-a) €A
olur. Yani 4, ti¢iincii tiirden asal filtre olur. Simdi A, iKinci tiirden asal filtre olsun. A hem
tiglincii tiirden asal filtre hem de ikinci tiirden asal filtre oldugundan, Teorem 1.5.12’den
birinci tiirden asal filtredir.

Onerme 1.5.17. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve C, I’'nin herhangi bir filtresi
olsun. I, := {a € I: a > e} ile tanimlanan I, kiimesi, I’nin bir filtresidir. Ayrica I, I’'nin
filtresi I’nin en kiigiik filtresidir (Yani C € [,’dir). Ek olarak, I,, birinci tiirden asal
filtredir. & I zincirdir.

Ispat. Ilk énce A’nin filtre oldugunu gosterelim. e € I, oldugu aciktir. a,b € I,
olsun. I, kiimesinin tanimindan a > e ve b > e olur. Teorem 1.4.4 (8)’den a * b = e olur
ve dolayisiyla a * b € I, olur. Ek olarak, a > e ve b > e oldugundan a A b > e olur ve
buradan a A b € I, oldugunu da elde ederiz. Simdi a € B ve b > a oldugunu kabul edelim

ve b € I, oldugunu gosterelim. I, kiimesinin tanimindan, a = e olur ve kabulden de b >



21

a = e olur. Boylelikle b € I, oldugunu elde etmis oluruz. Sonug olarak I, I’nin bir filtresi

olur. Simdi, C, I’'nin herhangi bir filtresi ve a € I, keyfi olsun. I, kiimesinin tanimindan

a = e dir ve C filtre oldugundan e € C dir. Dolayisiyla a € C dir. Bu da I, € C oldugunu

gosterir. Simdi I, birinci tiirden asal filtre olsun. & a > b >e veya b — a = e dir.

Tanim1.4.3(3)
R et

b >a veya a = b dir. & I, kiimesi zincirdir.

Tanmm 1.5.18. (Islam vd., 2022) I bir IL- cebiri ve F, I’nin bir filtresi olsun. I°da bir

B baglantisini su sekilde tanimlariz:

affb & Va,b €ligina—>b€eFveb—ac€kFdir.

B’nin I’da kongriians bagintis1 oldugu agiktir. Gergekten, a, b, ¢, t € I olsun.

1.
2.
3.

Yansima: a = a > e oldugundan a = a € F olur. Yani afa dir.

Simetri: afy olsun. Buradan a —» b, b - a € F olur yani bfa dur.

Gegisme: afb ve bfc olsun. Buradan a - b,b - a,b - c,c > b € F olur. F
filtre oldugundan (a - b)*(b—>c) €F olur ve Teorem 144 (6)dan

(a—»b)*x(b—-c)<a-c€F olur. Benzer sekilde (c > b)*(b—>a)<c -

EF

a € F olur. Buradan afc olur.
Uygunluk: aBb ve cBt olsun. Yania - b,b —» a,c - t,t - ¢ € F’dir.

e aVc = a oldugundan Lemma 1.4.2 (ii)’yi kullanarak b > a < b - (aVc) €

€F

F oldugunu elde ederiz. Benzer sekilde t » ¢ <t — (aV c) € F olur. F filtre
EF

oldugundan (t > (avc))A(b - (avc))€F olup Teorem 1.4.4 (13)’den
(bvt) - (aVc) € F olur. Benzer sekilde (aVc) — (b Vt) €F olur. Sonug
olarak (a Vv ¢)B(b Vv t) olur.

a A ¢ < a oldugundan Lemma 1.4.2 (ii) kullanarak a > b < (aAc) > b EF
EF

oldugunu elde ederiz. Benzer sekilde ¢ >t < (aAc) - t € F olur. F filtre
€F

oldugundan ((aAc) »b)A((aAc)—>t) €F olup Teorem 1.4.4 (12)’den
(anc)— (bAt) €F olur. Benzer sekilde (b At) = (aAc) € F olur. Sonug
olarak (a A c)B(b A t) olur.

F bir filtre oldugundan (a — b) * (¢ - t) € F olur. Teorem 1.4.4 (10)’dan a *
(a > b) <bvecx*(c—t) <t oldugunu biliyoruz. Teorem 1.4.4 (8)’den a *
(@a-=»b)xc*x(c>»t)<bxt olur Tanm 143 (3)’t kullanarak
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(@a-b)x(c—-»t)<(axc)—>(bxt)€F oldugunu elde ederiz. Benzer
EF

sekilde (b = t) — (a * ¢) € F oldugunu elde ederiz. Sonug olarak (a * c¢)B(b *

t) olur.

e F Dir filtre oldugundan (b - a) * (t = c) € F olur. Teorem 1.4.4 (6)’dan
(b-a)x(@a—>c)<b-c ve Lemma 1.4.2 (i)’den (b — a)*(a - c) *
(c»>t)<(b—->c)*(c—>t) olur ve Teorem 1.4.4 (6)’dan (b — c) *
(co>t)<b->t oldugundan (b—-a)x(a—-c)*(c>t)<b-t olur.

Burada Tanim 1.4.3 (3)’i kullanarak (b —-a)*(c—>t)<(a—-c) -
EF

(b—>t) €F olur. Benzer sekilde (b —>t) = (a = c) €F oldugunu elde

ederiz. Sonug olarak (a = ¢)B(b — t) olur.
I tizerindeki biitiin kongriians bagintilarinin kiimesi I / F olarak yazilir.
I/p = {lal:a € F} ve [a] = {b € I: apb} dir.

m € {V,A, —>,*} olmak iizere [a]m[b] = [amb] olarak tanimlanir. Ayrica [a] < [b]
ile kastedilen her a, € [a] ve b; € [b] i¢in a; < b, dir.

Onerme 1.5.19. (Islam vd., 2020) a,b € I i¢in [a] < [b] & a — b € F dir.

Ispat. [a] < [b] olsun. [a] A [b] = [a] olur yani [a A b] = [a] dir. Buradan a —
(anb) € Folur. b =aAboldugundan e = b - (a A b) olur . Buradan b - (a Ab) € F

olur. F filtre oldugundan (a - (a Ab)) * ((aAb) > b) <a— b €F olur. Tersine a -
EF

b € F olsun. a A b < a oldugundan Onerme 1.5.7°den aAb —» a € F olur. a > a € F ve

a = b € F oldugundan (a - a) A (a = b) € F olup Teorem 1.4.4 (12) dena —» (a A b) €

F olur. Buradan a A b € [a] olup [a A b] = [a] olur ve buda [a] < [b] oldugunu gosterir.
Teorem 1.5.20. (Islam vd., 2020) (I/F VA, [L],-,% [e]), IL-cebiridir.
ispat. Ik 6nce AV, = ve * islemlerinin I / F kiimesinde kapali olduklarin1 gosterelim.
a,b,a;,b; €I ve [a] =[a,]ve [b] =][by] olsun. A¢ik¢ca a - a;,a;, > a,b -
by, by = b € F dir.

e a>aAb ve Lemma 1.4.2 (ii)’)den a » a; < (aAb) - a, € F olur. Benzer
EF

sekildle (aAb) - by €F olur. F bir filtre oldugundan, ((aAb) - a;)A
((@aAb) > by) €F olur. Teorem 1.4.4 (12)’den (a Ab) - (ay Aby) € F olup

Onerme 1.5.19dan [a A b] < [a; Aby] olur. Benzer sekilde (a; Ab;) -
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(anb) €F olup Onerme 1.5.19°dan dolayr [a; A b;] < [a Ab] olur. Bu iki
esitsizlikten [a A b] = [a; A b;] 0ldugunu elde ederiz.

e aVb=>a ve Lemma 14.2 (ii))den a; »a<a; - (aVb)€F dir. Benzer
EF

sekilde b; - (avb) €F olup F bir filtre oldugundan (a; - (aVb))A
(b, = (aV b)) €F olur. Teorem 1.4.4 (13)’den (a, V b,) - (aV b) € F olup
Onerme 1.5.19°dan [aV b] <[a;V b;] olur. Benzer sekilde (aVb)—
(ay V by) € F oldugundan [a; V b;] < [a V b] olur. Bu iki esitsizligi kullanarak
[aV b] = [a; V b;] oldugunu elde ederiz.

e F bir filtre oldugundan (a — a;) * (b = b;) € F dir. Teorem 1.4.4 (10)’dan a; >
ax*(a—ay) ve by =bx*(b— by) dir. Buradan Teorem 1.4.4 (8)’i kullanarak
a*bx*(a—ay)*(b—- by) < ay * by oldugunu elde ederiz. Tanim 1.4.3 (3)’den

de (@a—>ay)*(b - b)) <(axh)— (a,*by) €F olur. Dolayisiyla, Onerme
€F

1.5.19°dan [a * b] < [a, * b;] olur. Benzer sekilde (a, *b;) —> (a*b) EF

oldugundan [a; * b;] < [a *b] olur. Bu iki esitsizlikten [a * b] = [a; * b,]
oldugu sonucunu elde ederiz.

e F bir filtre oldugundan (a; — a) * (b » b) € F dir. Teorem 1.4.4 (6)’dan
(ay > a)*(a—-b) <a; - bolurve Lemma 1.4.2 (i)’den (a; = a) * (a = b) *
(b - by) < (a; = b) *x (b - by) olur. Tekrar Teorem 1.4.4 (6)’dan (a; — a) *
(a=b)x(b—->b))<a,—-b; olur ve Tanim 1.43 (3)’den (a; — a) *
(b->b))<(a—-b)->(a; > b)) €EF olur. Onerme 1.5.19°dan [a - b] <
[a; = by] olur. Benzer sekilde (a; = b;) » (a = b) € F oldugundan [a, —
b,] < [a - b] olur. Bu iki esitsizlikten [a — b] = [a; — b;] oldugu sonucunu
elde ederiz.

1. (I/g.Av) nin bir kafes oldugu agiktir. Kabul edelim ki [a] € I/; ve [a] < [L]
olsun. L< a oldugunu biliyoruz. Tanim 1.4.3 (3)’den L— a > e oldugundan, L—
a € F olur ve Onerme 1.5.19°’dan de [L] < [a] olur. Yani [L] eleman, I/F
kafesinin en kii¢iik elemanidir.

2. (1 / Fo% [e]) birim elemani [e] olan degismeli monoiddir.

[al, [b], [c] € !/ olsun.
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1. [a] * ([b] * [c]) = [a] * [b x c] = [a * (b x c)] = [(a * b) * c] = [a * b] *
[c] = ([a] * [b]) * [c] dir.

2. [a] * [b] = [a xb] = [b * a] = [b] * [a] dir.

3. [a] * [e] = [a * e] = [a] dir.

Onerme 1.5.19
3. [a],[b],[c] € I/F olsun. [c] = [a] x[b] & [c] = [a*b] ——— (a*b) —

Teorem1.4.4(9) Onerme 1.5.19
cEF———a->(boc)eEF———=[b->c]=[a]l e [b] > [c] =

[a].
Teorem 1.5.21. (Islam vd., 2020) Eger b € I, ise bu takdirde [b] = {b} dir.
Ispat. [b]={c€l: b>cc->bel,}={ceEl:b>c>evec—>b>e}=
{fyel: c=bveb = c}={b}dir.
Teorem 1.5.22. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve F I’nin bir filtresi olsun. F

birinci tiirden asal filtredir < ! / F kiimesi zincirdir.

Ispat. F birinci tiirden asal filtredir. & Her a,b € I icina > b € Fveyab > a € F

. Onerme 1.5.19 T
dir. &——= Her a,b € I i¢in [a] < [b] veya [b] < [a] dir. & I/F kiimesi zincirdir.

Ornek 1.5.23. I, Ornek 1.4.7°de verilen IL-cebiri ve D = {x,y,t,e, T} olsun. D,
I’nin filtresidir. D ikinci tiirden asal filtredir, fakat I/F zincir degildir. Ciinkii [z] = {z} ve
[e] = {x,y,t, e} i¢in [z] ve [e] karsilastirilamaz.

Ornek 1.5.24. I, Omek 1.4.8’de verilen IL-cebiri ve E = {e, z, T} olsun. E, I’nin bir
filtresi ve iigiincii tiirden asal filtredir. Fakat [/ zincir degildir. Ciinkii [x] = {x} ve [z] =
{z} icin [x] ve [z] karsilastirilamaz.

Bu ornekte goriiyoruz ki, Teorem 1.3.23 ikinci tiirden asal filtre ve ligiincii tiirden

asal filtre i¢in her zaman dogru olmayabilir.

1.6. IL-Cebirlerinin Bulanik Filtreleri

Tanim 1.2.5°de verilen seviye kiime tanimi bize IL-cebirinin bulanik filtre tanimini
yaparken yardimci olacaktir. Bu boliim igin, aksi belirtilmedikge, her a, b € [0,1] igin a A
b ve aV b degerleri, sirasiyla, min{a, b} ve max{a, b} olarak alinacaktir. Bu da [0,1]
kafesi iizerinde alinan T t-normunun Tm oldugunu gostermektedir.

Tanmm 1.6.1. (Islam vd., 2022) Eger herhangi s € [0,1] i¢in ¢p; = @ veya ¢, I'nin

bir filtresi ise, ¢’ya I’nin bir bulanik filtresi denir.
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Ornek 1.6.2 (Islam vd., 2022) I Orek 1.4.6°da verilen IL-cebiri olsun ve I’nin bir
bulanik alt kiimesi olan ¢ , ¢p(x) = dp(y) = ¢p(2) = ¢p(e) = ¢(T) = 0.8 ve ¢p(L) = 0.5

olacak sekilde tanimlansin. ¢'niin tiim seviye kiimeleri asagidaki gibidir.

] ,s > 0.8
¢S = {e;x;y;Z; T} ;05 < S S 08
I ,$ < 0.5

Tanim 1.6.1 geregi ¢, I’nin bir bulanik filtresidir.
Onerme 1.6.3. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri olsun. F, I’nin bir filtresidir. <

F’nin karakteristik fonksiyonu olan yp, I’nin bulanik filtresidir.

1, xeF
0, x¢F

XF'nin tim seviye kiimelerine bakacak olursak yp, =1 ve 0<s <1 igin yp =

Ispat. F, I'mn filtresi olsun. yg(x) ={ oldugunu biliyoruz. Buradan

{x € I: yp(x) = 1} = F dir. Bu da bize her durumda yz’nin I’nin bir filtresi oldugunu
gosterir. Sonug olarak, tanim geregi yg, [’nin bir bulanik filtresidir. Tersine Yz, I’'nin
bulanik filtresi olsun. Tanimdan, herhangi bir s € [0,1] i¢in xp filtre olacagindan yp, = F
de bir filtre olur.

Onerme 1.6.4. (Islam vd., 2022) ¢ I'nin bulanik filtresi olsun. ¢ sirakorurdur; yani
hera,b € I i¢in a > b ise ¢(a) = ¢(b) dir.

Ispat. ¢, I’'min bir bulanik filtresi olsun. ilk énce a,b € I igin ¢p(a Ab) = ¢p(a) A
¢(b) oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in ¢(a) A ¢p(b) = s4, s; € [0,1] oldugunu kabul
edelim. Buradan, agik¢a, ¢(a) = s; ve ¢(b) = s, olur. Dolayisiyla a, b € ¢, olur ve ¢,
filtre oldugundan a A b € ¢, olur. Buradan ¢(a Ab) = s; = ¢p(a) A ¢(b) oldugunu elde
ederiz. Simdi ¢(a Ab) = s;, s, € [0,1] olsun. Buradan a A b € ¢, olur yani ¢(a) = s,
ve ¢(b) = s, dir. Bu iki esitsizlikten ¢(a) A p(b) = s, = ¢(a A b) olur. Sonug olarak
¢(anb) =¢(a)A¢p(b) dir. Simdi a = b olsun. ¢(a) = p(aAb) = ¢p(a) A ¢p(b) olup
¢(a) < ¢(b) olur.

Teorem 1.6.5. (Islam vd., 2022) ¢ € [0,1]’ olsun. ¢ I’nin bir bulanik filtredir.
Herhangi a, b € I i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1. ¢(e) = ¢(a) d,

2. p(a*b) = ¢p(a) A ¢p(b) dir,

3. p(anb) = ¢(a) Ap(b) dir.

ispat. Kabul edelim ki I bir IL-cebiri, a, b € I ve ¢, I’'nin bir bulanik filtresi olsun.
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1. ¢(a) = 5o, sp € [0,1] oldugunu diisiinelim. Dolayisiyla a € ¢, olur. ¢ bulanik
filtre oldugundan ¢ , I’mn bir filtresidir. Yani e € ¢, dir. Buradan ¢(e) = so =
¢(a) olur.

2. p(a) ANp(b) =s;, s; €]0,1] oldugunu diistinelim. Buradan ¢(a),¢p(b) = s,
olup a,b € ¢, olur. ¢, , I'mn filtresi oldugundan a * b € ¢, olur. Dolayisiyla
¢(ax*b) = s, dir. Yani ¢(a *b) = s; = ¢p(a) A ¢p(b) dir.

3. Onerme 1.6.4 iin ispatinda yapild.

Tersine I’nin bulanik alt kiimesi olan ¢ teoremde verilen ii¢ sart1 saglasin ve s €

[0,1] igin ¢b¢ # @ olsun.

1. Acikga Ja €1 dyle ki a € ¢ dir. Buradan ¢(a) = s olur ve (1) den ¢(e) =
¢(a) = s olup e € ¢, olur.

2. X,y € ¢, olsun. Buradan ¢(a) = s ve ¢(b) = s olur ve bu iki esitsizligi ve (2)
sartin1 kullanirsak, ¢p(a * b) = ¢(a) A ¢p(b) = s olur. Dolayisiyla a = b € ¢ dir.
(3) sartindan ¢p(a A b) = ¢p(a) A ¢(b) = s olur. Sonug olarak a A b € ¢ olur.

3. b=ave a€ ¢g olsun. ¢p(a) =s olur ve (3) sartindan ¢(a) = p(aAb) =
¢(a) A dp(b) = s olup ¢(b) = s olur. Sonug olarak b € ¢, olur.

Buradan herhangi bir s € [0,1] igin bostan farkli bir kiime olan ¢, I’'nin bir

filtresidir. Sonug olarak ¢ I’nin bir bulanik filtredir.

Onerme 1.6.6. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri olsun. ¢, I’nimn bulanik filtresi ise her
a,b € 1i¢in ¢p(a) A p(a - b) < ¢(b) dir.

Ispat. ¢ I’nin bir bulanik filtresi, ¢p(a) A p(a - b) = s , s € [0,1] olacak sekilde
a,b € I keyfi olsun. ¢(a) = s ve ¢(a = b) = s oldugundan a,a = b € ¢, olup ¢, filtre
oldugundan a * (a - b) € ¢ olur. Teorem 1.4.4 (10)’dan biliyoruz ki b > a * (a -
b)dir. Dolayisiyla b € ¢ olur. Agik¢a, Va, b € I i¢in ¢p(b) = s dir. Sonug olarak ¢(a) A
¢(a - b) < ¢(b) olur.

Ornek 1.6.7. (Islam vd., 2022) I, Ornek1.4.7°de verilen IL-cebiri olsun. I’nin
bulanik alt kiimesi olan ¢:1 — [0,1] fonksiyonunun ¢(x) = 0.5,¢(y) = 0.7,¢p(t) =
0.3,¢(T) = ¢p(L) = ¢p(2) = p(e) = 1 olacak sekilde tanimlandigimi diisiinelim. ¢, I’da
bir bulanik kiimesidir. ¢(x) A p(x - y) = 0.5 olup ¢p(x) A p(x — y) < ¢dp(y) dir. Fakat
s=0.4 i¢in ¢ = {y, x, e, L, T, z} filtre degildir, ¢iinkii x,y € ¢ps iginx Ay =t & ¢ dir.

Bu 6rnek Onerme 1.6.6’nin tersinin dogru olmadigmi kanitlamaniz icin yeterli

degildir. Ciinkii bu rnekte ¢ teoremin tersini her a,b € I igin saglamamaktadir. Ornegin
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03=¢pt) 2P(X)AP(x > y)=¢p(x)Ap(y) =0.5) dir. Bu 0Omekte ¢(L)=
0,6(z) =0.1,¢(t) = p(x) = p(y) = 0.5 ve ¢p(e) = ¢(T) =1 olursa, her x,y €I igin
d(y) = p(x) Ap(x » y) olur. s = 0.1 igin ¢ = {x,y,2,e, T} olur ve x,z € ¢, igin x A
z =1¢ ¢, oldugundan ¢ filtre olmaz. Dolayisiyla ¢, I’nin bulanik filtresi degildir ve bu
da bize Onerme 1.6.6’n1n tersinin her zaman dogru olmayacagini gosterir.

Onerme 1.6.8. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri olsun ¢, I’nin bir bulanik filtresi ise
Va € 1, i¢in ¢p(a) = ¢p(e) dir.

Ispat. Onerme 1.6.5 (1)’den ¢(e) = ¢(a) oldugunu biliyoruz. a € I, olsun.
Dolayisiyla a = e olup bulanik filtrenin sirakorur olma 6zelliginden dolay1 ¢(a) = ¢(e)
olur. Sonug olarak ¢(x) = ¢(e) olur.

Teorem 1.6.9. (Islam vd., 2022) I bir IL-cebiri ve ¢ I’nin bir bulanik kiimesi olsun.
¢ [’nin bir bulanik filtresidir < Herhangi a, b, ¢ € I igin asagidaki sartlar saglanir.

1. Va € 1, i¢cin ¢p(a) = ¢(e) dir,

2. c=axbise ¢p(c) = ¢p(a) A ¢p(b) dir,

3.c=aAbise¢p(c) = ¢p(a) Ap(b) dir.

Ispat. Ilk 6nce, ¢ nin, I’nin bulanik filtresi oldugunu kabul edelim.

1. Onerme 1.6.8’den herhangi bir a € 1, i¢in ¢(a) = ¢(e) oldugunu biliyoruz.

2. ¢ = a * b oldugunu kabul edelim. ¢, sirakorur oldugundan ¢(z) = ¢(a * b) olup
Teorem 1.6.5 (2)’den ¢p(c) = ¢p(a * b) = ¢p(a) A ¢p(b) olur.

3. aAb < c oldugunu kabul edelim. ¢, sirakorur oldugundan ¢(z) = ¢p(a A b)
olup Teorem 1.6.5 (3)’den ¢(c) = ¢p(a) A ¢(b) olur.

Tersine, I bulanik kiimesi olan ¢ teoremde verilen ii¢ sart1 saglasin

1. Herhangi bir a € I i¢in T = a * a oldugunu biliyoruz. ¢ sirakorur oldugundan
¢(T) = ¢p(a * a) olur. (2)’den ¢(T) = ¢p(a) A ¢p(a) olur ve ¢p(T) = ¢(a) olur.
(1)’denve T € I, oldugundan ¢(T) = ¢(e) olur ve ¢p(e) = ¢p(a)’dir.

2. a*b = ax*b oldugunu biliyoruz. (2)’den ¢(a) A ¢p(b) = ¢p(a = b) olur.

3. aAb = aAb oldugunu biliyoruz. (3)’den ¢p(a Ab) = ¢p(a) A ¢p(b) olur. Diger
taraftan a>aAbve b= aAb oldugundan ¢(a) = p(anb) ve ¢(b) =
¢(a A b)olur. Bu iki esitsizlikten ¢p(a) A ¢p(b) = ¢(a A b) olur.

Sonug olarak Teorem 1.6.5°den ¢, I’nin bulanik filtresidir.

Teorem 1.6.10. (Islam vd., 2022) ¢ I’'nin bir bulanik kiimesi olsun ¢, I’nin bir

bulanik filtresidir < ¢ her a, b € I i¢in asagidaki kosullar1 saglar.
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1. ¢, sirakorurdur,

2. a €1, i¢in p(e) = ¢(a) dir,

3. ¢p(a) Ap(b) < ¢p(a=b) dir,

4. (@ A p(b) = p(x Ay) dir.

Ispat. ¢, I'nin bulanik filtresi olsun. Onerme 1.6.4’den (1) sart1 saglanir. Teorem
1.6.5°den (3) ve (4) sartlar1 saglanir. Onerme 1.6.8’den de (2) sart1 saglanir. Boylelikle tiim
sartlar saglanmis oldu. Simdi, ¢, tersine bu sartlarin hepsini saglansin.

1. (2)’den her a € 1, icin ¢p(e) = ¢p(a) dir.

2. ¢ = a * b oldugunu kabul edelim. ¢, sirakorur oldugundan ¢(c) = ¢(a * b) olur.

(3)’den ¢(c) = ¢p(a) A p(b) dir.

3. ¢ = a A b oldugunu kabul edelim. (1)’den ¢(c) = ¢p(a A b) olur. (4)’den ¢(c) =

¢(a) A ¢p(b) dir.

Sonug olarak Teorem 1.6.5°den ¢, I’nin bulanik filtresidir.

Teorem 1.6.11. (Islam vd., 2022) ¢, I’nin bulanik filtresi olsun. Her a, b, c € I igin
asagidaki sartlar saglanir.

1. Eger ¢p(a = b) = ¢(e) ise, p(a) < ¢(b) dir.

2. p(a—>c)=¢d(a—- b)Adp(b - c)dir.

Ispat. ¢, I’da bir bulanik filtre olsun.

1. Onerme 1.6.6°dan ¢p(b) = ¢p(a) A ¢p(a — b) oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki

¢(a - b) = ¢p(e) olsun. Dolayisiyla kabulden ¢ (b) = ¢p(a) A ¢p(e) olur.
Teorem 1.6.5 (1)’den de her a € Tigin ¢p(e) = ¢(a) oldugunu biliyoruz. Buradan
¢(a) = ¢(b) olur.

2. Teorem 144 (6)’)dan a - c > (a - b) * (b - c) oldugunu biliyoruz. ¢,

sirakorur oldugundan ¢(a — ¢) = qb((a —b)*x(b—> C)) olur ve Teorem 1.6.5
(2)’den ¢p(a —» ¢) = ¢p(a - b) Ap(b — c) olur.

Asagidaki ornekte bir IL-cebirinde aldigimiz herhangi iki a ve b elemanlar1 igin IL-
cebirinde bulanik filtre olan herhangi bir ¢ bulanik alt kiime igin ¢p(a * b) = ¢(a) A ¢p(b)
ve ¢p(a™) = ¢(a) ozelliklerinin gegerli olmadigin1 gorecegiz. Burada a™ ile kastedile a *
a*..xadr.

Ornek 1.6.12 (Islam vd., 2022) I, Ornek 1.4.7°de verilen IL-cebiri olsun. I’nin
bulanik alt kiimesi olan ¢’nin ¢(t) = p(x) = p(y) = p(e) = d¢(T) = 0.9 ve ¢p(L) =
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¢(z) = 0.1 seklinde tanimlandigini diisiinelim. ¢, I’nin bulanik filtresidir. Burada ¢’nin

s € [0,1] i¢in seviye kiimeleri asagidaki gibidir.

I 0<s5s<0.1
¢ =1{{t,x,y,e,T} ,01<s<0.9
) ,s > 0.9

Burada ¢(z*2z) = ¢(t) =0.9 # ¢p(z) A p(2)=0.1 dir. Bu da bize hem ¢(a *b) =
¢(a) A ¢(b) olmadigint hem de ¢p(a™) = ¢(a) olmadiginmi gosterir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. IL-Cebirlerinin L-Filtre ve TL-Filtreleri

Bu bélimde IL-cebirlerinde bulanik filtre kavraminin iki farkli genellemesi olarak,
IL-cebirlerinde L-filtre ve TL-filtre kavramlar1 tanitilacak baz1 6zellikleri arastirilacaktir.
Burada aksi belirtilmedikge I bir IL-cebirini gosterecektir.

Tammm 2.1.1. L bir tam kafes ve ¢, I’'nin bir L-alt kiimesi olsun. Eger ¢’nin bostan
farkl1 tiim seviye kiimeleri I’nin filtresi ise ¢p’ye I’nin L-filtresi denir.

Ornek 2.1.2. I = {1,x,y,z,¢e, T} kafesinin Hasse diyagrami, bu kiime iizerinde " *

"ve'" — " ikili islemleri, sirasiyla, Sekil 7, Tablo 13 ve Tablo 14 deki gibi verilsin.

i
N

e

F—n

Sekil 7. {1, x,y, z, e, T} kafesinin Hasse diyagrami

Tablo 13. {1, z,y, z, e, T} kiimesi lizerinde * islemi

* | L x vy e z T
(1L L 1L 1 1 1
x|d1d x T x x T
yi+ Ty yy T
e|llL x y e z T
z|1L x y z z T

T T T T T
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Tablo 14. {1, x,y, z, e, T} kiimesi iizerinde — islemi

-»|L x vy e z T
1T x T T T T
x|L x L 1 L1 T
y|1 1L 1 y L T
e|l x y T z T
z|L x y T T T
T|(L 1 1 1 L1 T

Bunlara goére (I,AV,L1,—,x,e) bir IL-cebiridir. L ={0,t;,t, t5, T} kafesinin Hasse
diyagrami Sekil 8 deki gibi olsun.

Sekil 8. {0, t4, t,, t3, T} kafesinin Hasse diyagrami

I’nin bir L-alt kiimesi olan ¢ kabul edelim ki ¢(T) = ¢p(e) = dp(x) = p(y) =1, ¢p(2) =
t; ve ¢(L) = 0 olacak sekilde tanimlansin. ¢p’nin L’nin tiim elemanlarina gore tiim Seviye
kiimeleri ¢ =1, ¢, = {z,€,x,¥, T}, ¢, = ¢, = ¢1 = {e,x, y, T} seklinde olur. Tiim bu
seviye kiimeleri filtre tanimindan I’nin filtresi oldugu aciktir. Dolayisiyla, ¢, Tanim
2.1.1°den dolay1 bir L-filtredir.

Onerme 2.13. F <[ olsun. F, I’'mn bir filtresidir ancak ve ancak F’nin
karakteristik fonksiyonu olan yr, I’'min L-filtresidir.

Ispat. F, I’min filtresi olsun. F’nin karakteristik fonksiyonu olan yz’in yz:1 — {0,1},

xr(x) = {(1)’ i;g seklinde tanimli oldugunu biliyoruz. Burada iki durum soz

konusudur. s € {0,1} icin bu durumlarin ilki s =0 olmast durumudur. Bu durumda
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(xr)o = I olur. ikinci durum ise s = 1 olmasi durumudur. Bu durumda ise (yz); =
fael: 1= yp(a)}={a€l: ys(a) =1} = F olur. I ve F, I’'min bir filtresi oldugundan
XF, I’'nin bir L-filtresidir. Tersine yg, I’nin L-filtresi olsun. Tanim 2.1.1 geregi yz’nun tim
seviye kiimeleri I’nin filtresi olur. Dolayisiyla, (yz); = F, I'min filtresidir.

Onerme 2.1.4. ¢, I’nin bir L-filtresi olsun. Eger a,b € I i¢in a = b ise ¢(a) =
¢(b) dir.

Ispat. Herhangi a,b €1 icin a = b oldugunu kabul edelim ve ¢(b) =s, s €L
olsun. Bu durumda a Ab = b olur ve dolayisiyla a,a Ab € ¢, olur. Burada ¢, I'nin
filtresi ve a A b < a oldugundan a € ¢, olur. Sonug olarak ¢(a) = s = ¢(b) olur.

Onerme 2.1.4 bize herhangi bir IL-cebirinin L-filtresinin sirakorur oldugunu gésterir.
Daha 6nce IL-cebirinin bulanik filtre taniminda da bu durumun bdyle oldugu gosterilmisti.

Onerme 2.1.5. Eger ¢, I’'nm L-filtresi ise herhangi a, b € I igin T((;b(a),(j)(b)) <
¢(a A b) dir.

Ispat. ¢, L-filtre ve T(¢(a), ¢(b)) = s, s € L olsun. Uyar1 1.2.8°den en biiyiik T t-
normun Ty (x,y) = x Ay oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla s < ¢(a) ve s < ¢(y) olur.
Buradan a,b € ¢, oldugu agiktir. ¢, I'nin filtresi oldugundan a A b € ¢¢ olur. Sonug
olarak T(p(a), p(b)) = s < ¢p(a A b) dir.

Teorem 2.1.6. ¢, I’'nin herhangi bir L-alt kiimesi olsun. Eger ¢, I’'nin L-filtresi ise
her a, b € I i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1. p(x) < ¢(e) dir

2. T(¢(a), p(b)) < ¢(a=b) dir.

Ispat. ¢, I’'min bir L-filtresi olsun.

1. ¢(a) = s¢, so € L ve a € I keyfi olsun. Buradan a € ¢, olur. Dahas1 ¢, I'nin

filtresi oldugundan e € ¢, dir. Sonug olarak ¢p(a) = s < ¢(e) olur.

2. T(qb(a),d)(b)) =s;,S5 €Lvea,b €I olsun. Uyar1 1.2.8’den T((;b(a),qb(b)) <

d(a) ve T(¢p(a),d(b)) < ¢(b) oldugunu biliyoruz. Buradan ¢(a) =s, ve
¢(b) =s; olur ve dolaysiyla a,b € ¢ps, olur. Dahasi ¢, I'nin filtresi
oldugundan a xb € ¢, olur ve sonug olarak T(gb(a),qb(b)) =5, < ¢p(ax*b)
olur.

Onerme 2.1.7. ¢ I’mn bir L-alt kiimesi olsun. ¢, I’mn L-filtresi ise T(¢(a), p(a -
b)) < ¢(b) dir.
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Ispat. ¢ I'nmn L-filtresi olsun. Teorem 1.4.4’den a=x(a— b) <b oldugunu
biliyoruz. Onerme 2.1.4°den ¢(a * (a > b)) < ¢(b) olur ve Teorem 2.1.6 (ii)’den
¢(b) = d)(a * (a - b)) > T(¢(a),¢(a - b)) olur.

Onerme 2.1.8. ¢, I’nin L-alt kiimesi olsun. Eger ¢, I’nin L-filtresi ise her a € B icin
¢(a) = ¢p(e) dir,buradaB ={a € [: a = e} dir.

Ispat. a € B olsun. B kiimesinin tanimindan a > e dir. Onerme 2.1.4’den ¢(a) =
¢(e) olur. Dahas1 Teorem 2.1.6 (i)’den de her a € I i¢in ¢p(a) = ¢(e) oldugunu biliyoruz.
Bu iki esitsizlikten ¢p(a) = ¢(e) olur.

Teorem 2.1.9. Eger I’'nin L-alt kiimesi olan ¢, I’nin L-filtresi ise her a, b, c € I igin
asagidaki sartlar saglanir.

l.c=aAb ise T(cl)(a),cl)(b)) < ¢(c) dir.

2.c=ax*b ise T(qb(a),cl)(b)) < ¢(c) dir.

Ispat. ¢, I'nin L-filtresi ve a, b, ¢ € I keyfi olsun.

1. Kabul edelim ki ¢ > a A b olsun. Onerme 2.1.4’den ¢p(a Ab) < ¢(c) olur ve
Onerme 2.1.5 (ii)’den de T(cl)(a), (l)(b)) < ¢p(aAb) < ¢(c)olur.

2. Kabul edelim ki ¢ > a * b olsun. Onerme 2.1.4’den ¢(a *b) < ¢(c) olur ve
Teorem 2.1.6°den de T(¢(a), p(b)) < ¢(a = b) < ¢(c) olur.

Teorem 2.1.10. ¢ I’'min bir L-filtresi olsun. O zaman herhangi a,b,c €I igin

asagidakileri sartlar saglanir.

1. Eger ¢(a — b) = ¢(e) ise ¢p(b) = ¢(a) dir,

2. T(¢p(a - b),d(b > c)) < ¢p(a - b) dir.

Ispat. ¢, I'min bir L-filtresi ve a, b, ¢ € I keyfi olsun.

1. ¢(a = b) = ¢(e), ¢p(a) =s ve s € L oldugunu kabul edelim. Acikca a € ¢
olur. Ek olarak ¢ filtre oldugundan e € ¢¢ oldugunu biliyoruz. Buradan s <
¢(e) =¢(a—b) olur. Yani a— b € ¢ olur. Dolayisiyla a,a = b € ¢y
oldugundan b € ¢, oldugunu biliyoruz. Sonug olarak ¢(b) = s = ¢(a) olur.

2. Teorem 1.4.4’den (a - b)A(b > c) < (a > ¢) oldugunu biliyoruz. Onerme
2.4’1 kullanarak ¢((a ->b)A(b - c)) < ¢((a - c)) oldugunu elde ederiz. Son
olarak Onerme 2.1.5°den T((a = b), (b = ¢)) < ¢(a - ¢) olur.

Tamm 2.1.11. ¢, I’'nin bir L-alt kiimesi olsun. Her a,b € I igin asagidaki sartlari

saglayan ¢ ye I’'nin TL-filtresi denir.
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1. Egera = b ise ¢p(a) = ¢(b) dir,

2. T(p(a)p(b)) < ¢p(a A b) dir,

3. T(¢p(@)p(b)) < p(x = b) dir,

4. ¢p(a) < ¢p(e) dir.

Teorem 2.1.12. ¢, I’nin bir L-alt kiimesi olsun. Eger ¢, I'nin bir L-filtre ise I’nin
bir TL-filtresidir.

Ispat. Onerme 2.1.4, Onerme 2.1.5 ve Teorem 2.1.6°dan agiktir.

Asagidaki 6rnek Teorem 2.1.12’nin tersinin her zaman dogru olmayacagini gosterir.

Ornek 2.1.13. I, Ornek 1.4.9°da verilen IL-cebiri ve L = {0,t,,t,,t3, 1} kafesinin
Hasse diyagrami Sekil 9 daki gibi olsun.

Sekil 9. {0, t;, t,, t3, 1} kafesinin Hasse diyagrami

Kabul edelim ki ¢: 1 — L fonksiyonu ¢(e) = ¢p(z) = ¢(T) =t4, p(y) = p(x) = t, ve
¢ (L) = 0 olacak sekilde tanimlansin ve T = Ty, olsun. Bu durumda ¢, I’nin bir TL-
filtresidir. Burada ¢’nin t,’ye gore seviye kiimesi olan ¢, = {x,y,z, T}, I’nin filtresi
degildir; ciinkii x,y € ¢;, olmasina ragmen x Ay & ¢,, dir. Dolayisiyla ¢, I’nin bir L-
filtre degildir.

Bu ornekten de goriildiigi tizere, TL-filtre tanim1 L-filtre tanimindan daha genis bir
tamimdir. Yine bu Ornekte ¢p(zAy) =p(y) =t, # T(¢(Z),q,’>(y)) =T(ty,t;) =0
oldugunu griiyoruz. Bu da bize ¢p(a A b) = T(¢p(a), ¢(b)) esitliginin her zaman dogru
olmadigim da gosterir. Bu 6zellik IL-cebirinin bulanik filtre tanimina gore her a, b € [ igin
¢(anb) =¢(a) A p(b) olacak sekildeydi.

Onerme 2.1.14. F bostan farkli bir kiime ve F S I olsun. F I’nin bir filtresidir <

Xr, I’nain bir TL-filtresidir.
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Ispat. Varsayalim ki F, I’nin bir filtresi olsun.

1. Tanim 1.5.1’den biliyoruz ki e € F dir. Boylelikle agiktir ki yz(e) = 1 olur. {0,1}
kiimesinin en biiyiik elemani 1 oldugundan herhangi a €I igin yp(e) =1=>
xr(a) olur.

2. a,b€el ve b>a olsun. yp(b) = yr(a) esitsizligini gostermeyi iki durumda
inceleyecegiz :

i. a €F ise acikca yr(a) = 1 olur. Ote yandan Tanim 1.5.1°den b € F olur
Buradan agik¢a yr(a) = yz(b) = 1 olur.

ii.a ¢ F ise acikca yr(a) =0 olur. {0,1} kiimesinin en kii¢iik eleman1 0
oldugundan herhangi bir b € I igin 0 = yp(a) < yz(b) olur.

Sonug olarak a, b € I i¢in yp(b) = yr(a) dir.

3. T()(F(a), )(F(b)) > yr(a * b) oldugunu gostermeyi ti¢ durumda inceleyecegiz:

i. Egera,b € F ise agik¢a yp(a) = yp(b) = 1 dir. Tamim 1.5.1’dena b € F
olur; agitkea yp(a*b) =1 dir. Buradan T(xz(a), xs(b)) =T(1,1) =1
olur. Sonug olarak T(yr(a), x(b)) = 1 = xz(a = b) olur.

ii. Eger a € F ve b & F ise, acitk¢a yr(a) =1 ve yp(b) = 0 olur. Buradan
T()(F(a),)(F(b)) =T(1,0) = 0 olur. {0,1} kiimesinin en kii¢ciik eleman1 0
oldugundan T (xz(a), x#(b)) = 0 < xp(a * b) olur,

iii.Eger ab&F ise acgik¢ca yrp(a)=yxp(b)=0 olur. Buradan
T(xr(a), xz(b)) = T(0,0) = 0 < yz(a * b) olur.

Sonug olarak keyfi a, b € I igin T(xr(a), xp(b)) = xp(a = b) dir.

4. Benzer sekilde a,b € I i¢in T()(F(a), XF (b)) > yr(a A b) oldugu gosterilebilir.
Sonug olarak yg, I’nin bir TL-filtresidir. Simdi bu 6nermenin tersini gosterelim. Kabul
edelim ki F bostan farkli bir kiime ve yp, I’'nin bir TL-filtresi olsun. A¢ik¢a Ja € F dir.
Buradan yr(a) =1 dir. Tanim 2.1.11 (iv)’den biliyoruz ki keyfi bir a € I igin yz(e) =
xr(a) dir. Dolayisiyla 1 = yp(a) < yr(e) olur. {0,1} kiimesinin en biiyiikk eleman1 1
oldugundan yr(e) = 1 oldugu agiktir. Yani e € F dir. Kabul edelim ki a,b € F keyfi
olsun. Acikca yp(a) =yxp(b) =1 olur. Tamm 2.1.11 (iii)’den yg(a=*b) =
T()(F(a),)(p(b)) =T(1,1) =1 olur ve buradan a *b € F olur. Benzer sekilde Tanim
2.1.11 (iv)’den a A b € F olur. Son olarak, kabul edelim ki keyfi a,b € I i¢in a < b ve

a € F olsun. Agik¢a yr(a) = 1 olur ve Tanim 2.11 (i)’den yr(a) < yr(b) olur. Buradan
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1 < xr(b) olur. {0,1} kiimesinin en biiylik elemani 1 oldugundan yp(b) =1 oldugu
aciktir. Dolayisiyla b € F olur. Sonug olarak F, I’nin bir filtresidir.

Onerme 2.15. Eger ¢, I’nin TL-filtresi ise, keyfi a, b € I igin T(q[)(a),gb(a - b)) >
¢ (b) dir.

Ispat. Teorem 1.4.4’den b > a * (a - b)oldugunu biliyoruz ve ¢, I’'nin TL-filtresi
oldugundan ¢(b) > ¢(a * (a - b)) olur. Dahasi Tanim 2.1.11 (iii)’den T(¢(a),¢(a -
b)) < ¢p(ax(a—- b)) < ¢(b) dir.

IL cebirinin bulanik filtre tanimina, L-filtre tanimina ve hatta BL-cebirinin TL-filtre
tanimma gore, herhangi a,b €I i¢in eger ¢p(a —» b) = ¢p(e) ise ¢p(b) = ¢p(a) olur.
Asagidaki 6rnek bu durumun TL-filtrede gegerli olmayacagini gosterir.

Ornek 2.17. I, Ornek 1.4.7°deki verilen IL-cebiri olsun. L = {0, t;, t,, t3, t,, 1} Hasse
diyagrami Sekil 10 daki gibi olsun.

1

|
t /1:‘3 \t
NP4

Sekil 10. {0, ty, t,, t3, t4, 1} kafesinin Hasse diyagrami

4

0

x,y €1 i¢gin T =Tw alalim. x,y € I igin ¢p(e) = dp(T) =p(x) =1, p(y) =t, , ¢p(z) =
ts ve ¢(t) = ¢(L) = 0 olarak tanimlanan ¢ I’nin bir TL-filtresidir. Bu 6rnekte ¢(y —
t) = ¢p(x) = ¢p(e) olur fakat p(y) = t, £ ¢(t) = 0 dir.

Bu durum BL-cebiri igin farklidir. BL-cebirinde ¥(T) = 1 oldugu igin (bknz. Tanim
1.3.5) keyfi a, b € A igin eger Y(a > b) = P(T) = 1 ise, Y(b) = T(Y(a),Y(a - b)) =
T(Y(a),¥(e)) = T(Y(a), 1) = p(a) dir.

Asagida IL-cebirlerinin TL-filtre tanimina gore bir BL-cebirinde TL-filtre 6rnegi
verilmistir.

Ornek 2.18. A ={0,u,v,1} kiimesi, Ornek 1.3.6’da verilen BL-cebiri, L =
{0,t1,t5, 1} ve 0 < t; <t, <1veT=Tmolsun. :A — L, A’nin L-alt kiimesinin (0) =
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Y(u) =0,Y(v) =t; ve Y(1) = t, seklinde tanimlandigini diistinelim. Burada 1, Tanim
2.12’ye gore A’nin bir TL-filtresidir.



3. TARTISMA

Bu ¢aligmanin amaci, MV-cebiri, BL-cebiri, MTL-cebiri ve FLew-cebirinden daha
genis bir yap1 olan IL-cebirlerinin bulanik filtre kavraminin bazi genellemelerini sunmak
ve bulanik filtrelerle ilgili elde edilmis sonuglardan hangilerinin bu genellemelerde de
saglandigin1 arastirmaktir. Bu amag¢ dogrultusunda IL-cebirlerinde L-filtre ve TL-filtre
tanimlart yapilmistir. IL-cebirlerinde L-filtreler ve TL-filtreler ile ilgili teoremler

sunulmustur.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismanin sonucunda, IL-cebirlerinin bulanik filtreleri taniminin bir genellemesi
olarak L-filtre kavrami tanitilarak ilgili 6zellikleri aragtirilmistir. Ayrica, daha genel olarak,
IL-cebirlerinde TL-filtre kavrami verilmis ve bu kavramin L-filtre kavramu ile iligkisini

ortaya koyan teoremler ispatlanmistir.



5. ONERILER

IL-cebirlerinde bagka filtre tanimlar1 (implikatif filtre, pozitif implikatif filtre gibi)
verilebilir ve bunlar arasindaki iliski incelenebilir. TL-filtrelerin homomorfiler altindaki
goriintiileri ve bir IL-cebirinin bir TL-filtreye gbre bolim cebirinin  6zellikleri

arastirilabilir.
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