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Ne zaman ¢aligmaktan yorulsam, beni motive eden, birgok seyi paylastigim ve
beraber buyidigim Nurefsan SADAN’a tesekkurler. Calismanin ¢ok kiymetli bir sey
oldugunu 6greten, 6grenmeye dair agk duymami1 saglayan, matematigin en heyecan
verici yanlarini 6grendigim ve hayata dair bakig agim1 derinden etkileyen Matematik

Koyt’ne sonsuz tesekkiirler.
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OZET

lkogretim Matematik (")gre.tmen Adaylarmm Denklik Bagitisina Mliskin Kanit
Imajlarimin Incelenmesi

Esra Pinar KAYA

Bu aragtirmanin amaci, ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin denklik
bagintisina ait kanit imajlarini; Kidron ve Dreyfus (2014) tarafindan gelistirilen,
“Kamt Imaj1” kuramsal ger¢evesinden yararlanarak incelemektir. Kanit imaj1 Bilissel
Anlay1s ve Duyussal Anlayis olmak iizere iki bilesene sahiptir. Ogretmen adaylarinin

ispat suregleri incelenirken bu 6zellikler dikkate alinmigtir.

Aragtirmada nitel arastirma yontemlerinden durum caligmasi (case study)
kullanilmigtir. Aragtirmanin katilimeilarini, bir devlet iiniversitesinde soyut matematik
dersini almakta olan birinci simif ilkdgretim matematik Ogretmen adaylari
olusturmaktadir. Calismada agik u¢lu sorulardan olusan ti¢ adet form gelistirilmisgtir.
Bunlardan ilki (Ek-1) 6grencilerin ‘denklik’ kavramina iliskin sezgisel yaklagimlarini
olgen agik uglu sorular igermektedir. Ikincisi (Ek-2) ogrencilerin denklik bagintisina
yonelik formal bilgi ve becerilerini 6lgmeye yonelik sorulardan olusmaktadir.
Sonuncusu (Ek-3) ise oOgretmen adaylarimin denklik bagintisina yonelik kanit
imajlarini ortaya gikarmak amaciyla hazirlanan ispat formudur. Oncelikle 6gretmen
adaylarina, soyut matematik dersinde, Ogrencilerin ‘denklik’ kavramina iliskin
sezgisel yaklagimlarini 6l¢gmek amact ile baginti konusu islenmeden once ilk form
uygulanmigtir. ‘Denklik bagintisi” konusu islendikten sonra ikinci form uygulanmagtir.
Sonrasinda belirlenen kriterler g6z 6niine alinarak ii¢ 6gretmen aday1 secilerek denklik
bagintisina yonelik kanit imajlarint  ortaya ¢ikarmak amaciyla ispat formu
dogrultusunda yar1 yapilandirilmig gorismeler yapilmigtir. Ayrica ¢aligmada
ogrenciler ti¢ hafta boyunca gozlenmigtir. Tim dersler video kaydina alinmigtir. Sinif
ici gozlemler ile 6gretmen adaylarinin konuya yonelik genel yaklagimlari incelenirken
bireysel ¢aligmalar ile ispat stireglerine ve kanit imajlarina iligkin analizler yapilmigtir.
Aragtirmanin sonucunda 6gretmen adaylarinin konuya iligkin bilgileri ve ispatlama
suregleri derinlemesine analiz edilerek kanit imajlarinin benzer ve farkli yonleri tespit

edilmistir.
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Anahtar Kelimeler: Kanit Imaj1, Denklik, Denklik Bagintis1, Ilkégretim Matematik
Ogretmen Adayu.



1.4

ABSTRACT

An Examination of Primary School Mathematics Pre-Service Teachers’ Proof
Images Regarding Equivalence Relations
The aim of this research was to investigate proving processes about
equivalence relations of pre-service mathematics teachers using by Proof Image
theoretical framework which was introduced by Dreyfus and Kidron (2014). Proof
image has two components: the cognitive understanding and affective feeling.
Therefore, this study is focused on prospective elementary mathematics teachers

proving processes in the context of these components.

In this qualitative case study, data were gathered from first grade students by
using multi- sampling method. Participants of the research are first-year elementary
school mathematics teacher candidates who take abstract mathematics courses at a
state university. Three forms of open-ended questions were developed in the study.
Firstly, a form which includes equivalence questions is applied to 102 student
(Appendix - 1). The second form is applied after the 'equivalence relation' had been
processed (Appendix - 2). After that, 3 pre-service elementary mathematics teachers
selected based on the skills of using mathematical language and semi-structured
interviews were conducted in the direction of the proof form in order to reveal proof
images about equivalence relations (Appendix -3). In addition, students were observed
during the study for 3 weeks and all lessons are taken in video recording. Analyzes
were made on individual studies proving processes and proof images when examining
general approaches to the subject with in-class observations. As a result of the
research, similarity and difference in proof images were determined by in depth

analysis of prospective teachers' information and proving processes.

Keywords: Proof, Proof Image, Equivalence, Equivalence Relations, Pre-Service

Elementary Mathematics Teacher



BOLUM I

GIRIS

Bir¢ok aragtirmaciya goére ispat, matematik ve matematik egitiminin
merkezinde yer almaktadir (Knuth, 2002; Lee, 2002; Padraig, MacLoughlin, 2002).
Ispat, matematikgiler ve matematik egitimcileri i¢in hem ortak hem de farkli amaglara
hizmet edebilmektedir. Ornegin Tall (1991), matematiksel ispatin amacinin bir
kavrami veya durumu anlamakla birlikte kavramin taniminin 6zini ve mantiksal
sirecinin nasil igledigini anlamay1 da igerdigini ifade etmistir. Bu agidan bakildiginda
ispatin, matematiksel kavram ve bilgiler arasinda mantiksal baglar kurmaya ve boylece
matematikteki konu ve kavramlarin birbirinden bagimsiz olmadigin1 anlamaya katki

sagladigr sdylenebilir.

Ispat ve ispatlamanin matematik egitimi igindeki yeri degerlendirildiginde,
ispatlarin o6grencilere genellikle hazir bir sekilde sunuldugu gorilmekte ve bu
durumun uzun vadede Ogrenciler agisindan birtakim sorunlara yol agabilecegi
diistiniilmektedir (Weber ve Alcock, 2009). Ornegin; bu sekilde bir egitim bireylerin
kendi goriglerini olugturmalarini, disiincelerini matematiksel yolla ifade etmeyi
ogrenmelerini engelleyebilir. Matematik, 6grencinin zihinsel eylemleri ile biiytyen
ve kendi kavramlarini énceki kavramlari tizerinden insa eden dogurgan bir yapidadir
(Akar, 2010). Ogrencinin matematigin iliskisel yapisini, ispat yapma siirecinde var
olan bilgilerinden yeni matematiksel vyapilar olustururken gorebilecegi
disunilmektedir. Matematiksel yapilarin olusturulma siirecini incelemeye olanak
sundugu i¢in bu calismada kanit imaji teorik g¢ercevesi kullanilmistir (Kidron ve
Dreyfus, 2014). Bu ¢ergeveden ilerleyen bolumlerde detaylica bahsedilmigtir. Kanit

imaj1 teorik cergevesiyle incelenecek ispatlar denklik bagintisi konusundan segilmistir.

Denklik kavrami matematikte ve ginlik hayatta sik¢a kullanimaktadir.

Skemp’e (1971) gore, denklik kavrami zekanin giinlik islevi ile matematiksel



diisinme arasinda bir kopri kurmaya yarayan en temel kavramlardan biridir. Denklik
kavrami pek ¢ok yerde kullanilabilmektedir ve kullanimi muhakeme etme, akil
yiiriitme gibi becerileri gerektirmektedir. Ornegin iki grup nesnenin sayica esitligi
denklik kavramini akla getirmektedir. Denklik kavramina bu sekilde giinliik hayatta
agina olunmasina karsin, matematikte denklik bagintist konusu ogrencilerin
zorlandiklart konulardan biri olmustur (Chin ve Tall, 2000). Matematik egitimi
literatiirii incelendiginde ozellikle denklik bagintist ve denklik sinifi kavramlarinin
anlamlarina yonelik ¢alismalar mevcuttur (Ashgari, 2005; Chin ve Tall 2000, 2001;
Kar, Ciltas ve Isik, 2011). Ancak denklik bagintisi konusundaki ispat siireglerini
ayrintihi bir sekilde inceleyen calismaya rastlanmamigtir. Bu aragtirmada ilkogretim
matematik ogretmen adaylarinin denklik bagintisi konusundaki ispatlarini Kidron ve
Dreyfus’un (2014) gelistirdigi ve bilgiyi olusgturmanin 6zel bir durumu olarak
gordiikleri ‘kanit imaj1i’ teorik ¢ergevesiyle incelemek amaclanmistir. Bir sonraki
bolimde arastirmanin en 6nemli kavramlarindan biri olan denklik kavrami, denklik
bagintist kavrami ve bu kavramin tanimi hakkindaki tartigmalar ile kavramin 6nemi
sunulmugtur. Ardindan ¢aligmanin daha iyi anlagilmasi i¢in kanit imaji kavrami

aciklanmugtir.

1.1. Denklik Bagmtisi

Denklik kavrami giinliik hayatta ve matematikte bir¢ok anlamda kullanilan bir
kavramdir. Tirk Dil Kurumu (TDK), (2018), denklik kelimesinin anlamini denk olma
durumu, esitlik, miisavat, akreditasyon olarak agiklamigtir. Karakag’in matematikte
denklik kavrami ile denklik bagintisi arasindaki iligkiye dair agiklamasi asagida

verilmisgtir.

Matematikte belli bir ortamda tamamen farkli kabul edilen iki nesne,
bagka bir ortamda denk ya da esit kabul edilebilirler. Ornegin giinliik
aritmetikte 1+1 ve 3+4 kuskusuz farkli sayilardir, ancak 5 modiline gore
modiiler aritmetikte bunlar denktir. Diizlemde yonleri ve uzunluklart ayni
olan iki yonlendirilmis dogru pargasi, nerede yerlesmis olurlarsa olsunlar,
birbirlerine denk kabul edilerek vektor kavrami tanimlanir. Dizlemde,
eslenik (veya 6zdes) Uggenler i¢in ayni sey soylenebilir. Bu ornekler
cogaltilabilir. Bu durumu matematiksel bir tabana oturtmak i¢in temel
kavram, denklik bagintist kavramidir. (Karakasg, 2008: 18)



Aragtirmada sik¢a bahsedilecegi i¢in denklik bagintisinin formal taniminin
yapilmasinin yararlt olacagi diginilmektedir. ‘Bostan farkli bir A kiimesi tizerinde
tanimlanan 3 bagintisi; yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerinin ti¢iini birden
sagliyorsa, 3 bagintisina A’da tanimli denklik bagintist denir’ (Narli, 2013: 323).
Literatiirde denklik bagintistmin tammminin farkli sekilleri de mevcuttur. Ornegin;
Skemp (1971) matematiksel tanim1 yapmadan 6nce giinlitk hayattan bir¢ok érneklerle
denklik bagintisini agiklamig ve tanimi yaparken gegisme oOzelligine odaklanmistir.
Skemp’e gore bir denklik bagintisi sirasiyla gegigsme, yansima ve simetri 6zelliklerini
saglamalidir. Dienes (1976) denklik bagintist tanimini birgok matematik kitabinda
anlatildigr sekliyle yapmis ve ozellikleri yansima, simetri, ge¢isme olarak siralamistir.
Freudenthal (1966) ise bir denklik bagintis1 tanimlamak i¢in yansima ve gegisme
ozelliklerinin yeterli olacagini savunmugtur. Bu arastirmada bir¢ok matematik
kitabinda yer alan gekli olan ilk tamim ile Narli1 (2013) tarafindan yapilan tanim baz

alinmistir.

Denklik bagintisinin  6nemi bir¢ok kavramin temelini olusturmasindan
gelmektedir. Denklik bagintist Oncelikle denklik siniflarinin anlagilabilmesi igin
gereklidir. Hatta denklik siniflarini olusturmak i¢in denklik bagintisinin var oldugu
dustnulebilir (Giiney, 1993). Denklik bagintis1 ve denklik siniflart yardimiyla dogal
sayilar, tam sayilar ve rasyonel sayilar inga edilebilir ve mod kavrami tanimlanabilir
(Narly, 2013). Bu agidan denklik bagintist kavrami matematikte bir¢ok matematiksel
yapi ile arasinda iligki barindirmakta ve bu kavramlart insa etmede kullanilmaktadir.
Bu nedenle bu konuya iligkin ispatlama siiregleri kanit imaj1 teorik gergevesi ile
incelenmeye uygun bulunmustur. Kanit imayj1 ile ilgili agiklamalar bir sonraki baglik

altinda agiklanmigtir.
1.2. Kamit imaji
Bu aragtirmada o6gretmen adaylarinin denklik bagintisina iligkin ispatlama

suregleri, bu stregte olusturulan ve kullanilan matematiksel yapilar1 derinlemesine

analiz etme imkani saglayacagindan kanit imaj1 teorik ¢ercevesi kullanilmigtir. Kanit



imaj1, Kidron ve Dreyfus’un bilgiyi olusturmanin 6zel bir durumu olarak ele aldiklar
ispatlama siireglerinde ortaya ¢ikmistir. Kanit imaj1 bireylerin formal bilgi olmadan
dogrulama olusturma girisimiyle baslar ve bu gerekcelendirme ile ilgili mantiksal
baglarin tamamlanmasi ve bireyin kesin agiklama yapmasi siirecine odaklanir. Kanit
imaj1 birgok teorik gergeveden yararlanarak olusturulmustur. Ornegin bireyin sezgisi
ve mantiksal digiincesi arasindaki karsilikli etkilesim ve bu sekilde bilginin
olusturulmas:t ‘Baglamda Soyutlama’ (Abstraction in Context) teorik cercevesi ile
incelenir. Baglamda soyutlama teorik ¢atisi ise Freudenthal ve Davydov’un fikirlerine
dayanmaktadir. Baglamda soyutlama, kanit imaj1 yapilandirmada énceki kopuk kimi
yapilarin bagl bir aga doniiserek gerekcelendirme saglama siirecini analiz etmede

kullanmlir.

Bu kavram ¢ercgevesinde, bir iddianin neden dogru oldugunu anlamaya ¢alisan
bir bireyin kanit imajina sahip olmasit mimkindiir denilebilir. Kanit imajinin birinci
basamaginda birey soru ile ilgili alakal1 gordiigii 6nceki bilgi yapilarini seger. Ornegin,
alakali buldugu kavramlar veya drnekler tizerine diisiiniir ve bunlardan ispat yaparken
nasil yararlanabilecegini irdeler. Segtigi yapilar arasinda bag kurmaya galisir. Bu
sirada ortaya koydugu tiriin iki bilesene sahiptir. Iddianin neden dogru olduguyla ilgili

bireyin bilissel anlayisi ve kanit suresince etkili olan duyussal histir.

a) Biligsel anlay1s; iddianin dogruluguyla ilgili bireyin sahip oldugu bu anlayisin
ozellikleri soyledir;
o kisisellik
e dinamik olma
e mantiksal baglantilar icerme
e Dbitinltik olusturma
b) Duyussal his; ikinci bilesen ise bireyin sezgisel olarak ikna olmasini saglayan

duyusgsal kesinlik hissidir.



Sekil 1: Kamit Imaji Nedir?

Yukaridaki sekil, aragtirmaci tarafindan olusturulmus olup kanit imaj1 strecini
ozetlemektedir. Kanit imaj1 teorik gergevesi ile ilgili kapsamli bilgi ikinci bélumde

anlatilmaktadir.

1.3. Problem Durumu

Ogrencilerin matematiksel kavramlari anlamasi, matematiksel tahminler
yapabilmesi ve mantiksal disinme yollart gelistirmeleri agisindan ispat kavrami
onemlidir (NCTM, 2000). Ogrencilerin ispat yapabilmeleri i¢in bu siirecte bahsedilen
bu becerileri deneyimlemeleri gerekmektedir. Bu ¢alismanin amaci da, o6grencilerin
ispat yapma strecinde matematiksel yapilar arasinda kurduklan iligkileri ve bu
iligkilerden yola ¢ikarak yaptiklar: ¢ikarimlar sonucunda olusturduklart yeni yapilar
derinlemesine incelemektir. Kanit imaj1, ispat yaparken bilgiyi olusturma siirecini
analiz etmeye olanak saglayan bir teorik ¢ergeve oldugu i¢in bu amaca uygun bir
kuramsal ¢erceve oldugu disinilmustur. Kanit imaji kullanilarak incelenecek

uygulama sorular (teoremler) denklik bagintist konusundan segilmistir.



Matematik egitimi literatirinde kanit imajt ile ilgili yapilmis calismalara
bakildiginda genellikle ¢aligmalarin belirlenen bir teorem tzerine yapildig
gorilmektedir (Kidron ve Dreyfus, 2014). Yalnizca bir c¢alismada Ogretmen
adaylarinin sonsuz kumelerin denkligi ile ilgili kamit imajlarinin incelendigi
gorilmugtir (Pala, 2015). Bu ¢alismada bireylerin kanit imajlarina butiincil bir bakig
acis1 saglayacagi dusinaldiginden denklik bagintist konusu baz alinarak uygulama
sorulart belirlenmigtir. Denklik bagintisinin matematiksel digiincenin yapitaglarini
olusturmast (Halmos, 1982), matematiksel bir¢ok kavrama temel olusturmasi bu

konunun se¢iminde rol oynamuisgtir.

1.4. Amac ve Onem

Matematigin olup bitmis, kesin dogrular igeren donuk bir konu olmadigini,
yeni buluslara acik, canli bir ¢aligma alant oldugunu (Yildirim, 2000) 6grencilere
benimsetmek soyutlama ve ispatlama gibi matematiksel disinmenin gelismesini
saglayacak yontemlerle miimkiin olabilir. Ispatin bu kadar énemli olmasina karsin her
seviyeden Ogrencinin ispat yapmada zorlandigr gorilmistir (Aydogdu, Olkun ve
Toluk, 2003). Yapilan arastirmalar ogretmenlerin de ispatlamaya yonelik bakig
acilarinin 6grenciler kadar yetersiz ve yanlig oldugunu gostermistir (Healy & Hoyles,
2000). Bu arastirmada ispatlama sureglerini incelemek amaciyla, ilkogretim
matematik ogretmen adaylarinin denklik bagintisi ile ilgili ispatlarina yonelik kanit
imajlar1 incelenmistir. Ogretmen adaylarimin ispat yapilandirma siireglerinin
incelenmesi, gelecekteki 6grencilerini dogru yonlendirmeleri a¢isindan faydali olacagi

diasintlmektedir.

1.5. Problem Ciimlesi

lkogretim matematik 6gretmen adaylarinin denklik bagintisina iliskin kanit

imajlart nelerdir?



1.6. Alt Problemler

1. ITlkogretim matematik ogretmen adaylarinin denklik kavramina yonelik
sezgisel bakis agilart nasildir?
2. Ilkogretim matematik 6gretmen adaylarimin denklik bagintisina iliskin kanit

imajlar1 nasildir?
1.7. Sayiltillar

1. Aragtirmada Ogretmen adaylarinin var olan bilgilerini dogru bir sekilde
caligmaya yansitacaklar kabul edilmektedir.

2. Veri toplama araglar goriisleri ortaya ¢ikaracak niteliktedir.
1.8. Simirhiklar

1. Arastirma siiresi 2016-2017 egitim-6gretim yil1 ikinci donemi ile sinurlidir.
2. Arastirmanin katilimcilar, bir devlet tniversitesinde Ilkogretim Matematik

Ogretmenligi, Soyut Matematik dersini alan 6gretmen adaylar1 ile sinirlidir.
1.9. Tamumlar

Kamt Imaji: Kidron ve Dreyfus tarafindan 2014 yilinda tanimlanan, bilgiyi
yapilandirma ve dogrulama caligmalarinda ortaya ¢ikan bir kavramdir. Kanit imajt
bireylerin formal bilgi olmadan dogrulama olusturma girisimiyle baglar ve bu
gerekcelendirme ile ilgili imajlarin tamamlanmasi ve bireyin kesin agiklama saglamasi
siirecine odaklanir. Iki bilesenden olusmaktadir. Bunlar; bilissel anlayis (kisisellik,
dinamik olma, mantiksal baglantilar igerme, olusuma sebebiyet verme) ve duygusal

his (kesinlik hissi) bilesenleridir.

Denklik Bagintisi: Bogtan farkli bir A kiimesi tizerinde; yansima, simetri ve gegisme

ozelliklerini saglayacak sekilde tanimlanan bagintilara denklik bagintist denir.

Yapi: Matematiksel bir etkinlik sonucunda ortaya ¢ikan trtindir.



Olusturma: Var olan matematiksel bilgilerin kismi degisiklige ugratilarak yeniden

yapilandiriimasi ve diizenlenmesi siirecidir (Bikner — Ahsbahs, 2004).

Epistemik Eylem: Bilginin olusturulmast ve kullanilmasi sirasinda gozlenebilir

eylem.

1.10. Kisaltmalar

NCTM: National Council of Teachers of Mathematics

KIi: Kanit imajt

DB: Denklik Bagintisi

AiC: Abstraction in Context (Baglamda Soyutlama)

RBC: Recognizing, Building with, Construction (Tanima, Kullanma, Olugturma)
MEB: Milli Egitim Bakanlig:

DKIF: Denklik Kavramina Iliskin Form

DBKBF: Denklik Bagintis1 Kavramlarina Iliskin Bilgi Formu

KIF: Kanit imaji Formu



BOLUM 11

ILGILI YAYIN VE ARASTIRMALAR

Bu bolimde denklik bagintist ve kanit imaji ile ilgili yapilan yayin ve
aragtirmalar yer almaktadir. Ayrica kanit imaj1 teorik ¢ergevesinin dayandigi temel

kuramlarla ilgili bilgiler ele alinmig ve bu teorinin segilme sebepleri agiklanmigtir.
2.1. Denklik Bagmtisi ile Tlgili Literatiir

Denklik bagintist Soyut Matematik dersinin temel konularindan biridir. Bu
konuyla iligkili diger konular baginti, denklik siniflari, boluntiler ve oran kiimesidir.
Literatirde bu kavramlarla ilgili arastirmalara rastlamak mimkiindir. Chin ve Tall
(2000) matematik bolumunde lisans egitimine birinci sinif 6grencilerinin denklik
bagintist konusundaki formal tanim ve temel ispatlart gérmesinin ardindan denklik
bagintist ve boluntiler ile ilgili kavramsal gelisimlerini incelemis ve &grencilerin
yarisindan fazlasinin yalnizca informal cevaplar verebildigini gozlemlemistir. Denklik
bagintisinin formal taniminin 6grenciler tarafindan ne kadar anlagildigini tespit etmek
amaciyla yapilan bir ¢aligmada 6grencilerin biyik bir ¢ogunlugunun verilen bir
bagintinin denklik bagintisi olup olmadigint incelerken yanlis gerekgeler sunduklarn
ortaya g¢ikarilmigtir (Chin ve Tall, 2002). Ayni c¢aligmada &grencilerin siralama
bagintisina iligkin kavram imajlarinin kolaylikla olustugu ancak bu durumun denklik
bagintist i¢in gegerli olmadig1 sonucuna varilmigtir. Ashgari (2005) doktora tezinde
matematik bolumu 6grencileri ile yaptig bir calismada fenomenografik yaklagimi
kullanarak denklik bagintisint deneyimlemenin nitel yollarinin neler oldugunu
aragtirmigtir. Bu amagla gelistirdigi bir etkinlik ile 6grencilerin denklik bagintisina
iligkin kendi tanimlarin1 yapmalarini saglamistir. Arastirmanin sonucunda giinlik
hayattaki deneyimlerinden bilinen denklik kavraminin, matematiksel bir terim olan

denklik kavrami ile farkli oldugunu ortaya koymustur. Kar, Ciltag ve Isik (2011)
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fonksiyon, birebir fonksiyon, o6rten fonksiyon, baginti, denklik sinifi, kartezyen carpim
kiimesi ve alt cisim kavramlarina yonelik 6grenme giiliiklerini belirlemek amaciyla
ilkogretim matematik ogretmen adaylariyla bir ¢aligma yapmig, verilerin analizi
sonucu bu kavramlarin tanimlarini yaparken informal bir dil kullandiklart ve
kavramlar arasindaki farki ayirt etmede giiclik yasadiklan tespit edilmigtir. Ayrica
ogrencilerin kavramlara yonelik islemsel bilgi dizeylerinin kavramsal bilgi
diizeylerine gore daha iyi oldugu gorilmustir. Denklik sinifi kavramina yonelik
yapilan tanimlarda siklikla goriilen hata ise 6grencilerin bu kavrami denklik bagintist
kavrami ile ayn1 gérmesi olmugtur. Mills (2004) matematik bolumundeki 6grencilere
denklik bagintisinin sadece tanimini degil aym zamanda 6nemini ve kullanim
alanlarini da kavramalan gerektigi fikrinden yola ¢ikarak; matematik ve bilgisayar
bilimleri alaninda kullanilabilecek isbirlik¢i etkinlikler uygulamistir. Arastirmanin
sonucunda Ogrencilerin siireg igerisinde bu konudaki ispat yapma becerilerini
gelistirdikleri ve denklik bagintisinin énemini daha iyi anladiklarini savunmustur.
Hamdan (2006) Apos Teorisini kullandigi c¢alismasinda, 6grencilerin  denklik
bagintist, denklik siniflart ve fonksiyon kavramlar arasinda kurduklari iligkileri

arastirmigtir.

Literatirde Ogretmen adaylarinin denklik kavramina yonelik sezgisel
bakiglarint ve denklik bagintisina iligkin teoremleri ispatlama streglerini inceleyen
caligmaya rastlanmamigtir. Bu arastirma o6gretmen adaylarinin kanit imaji teorik
cergevesi ile denklik bagintisi konusundaki teoremleri ispatlama sireglerinde bu
konudaki bilgi yapilarint ortaya ¢ikarmalarini ve var olan yapilarini kullanarak yeni
bir yap1 olusturmalarini inceledigi i¢in diger arastirmalardan ayrilmaktadir. Teori ile

ilgili kapsamli bilgi ve literatiir agagida sunulmustur.

2.2, Teorik Cerceve

Kanit imaj1, Kidron ve Dreyfus (2014)’un bilgiyi olusturmanin 6zel bir durumu
olarak ele aldiklari bir teoridir. Kidron ve Dreyfus matematik bolimi doktora
ogrencileri tizerinde iki durum calismasi yaptiklart arasgtirmalarinda bireylere bir

teorem sormuglar ve ispat sireglerini incelemiglerdir. Aragtirmanin sonucunda bir
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iddianin dogru olduguna dair digiincesi olan kisinin bir kanit imajina sahip oldugunu
ortaya koymuslardir. Kanit imaji matematik egitimindeki bir¢ok teoriye iligkilidir ve

teorinin daha iyi anlagilmasi i¢in bu teoriler agiklanmisgtir.

Kanit imajina gore bireyin ispatlama siireci, bir teorem ile karsilagtigi anda
onceden sahip oldugu ve alakali gordiigii bilgi yapilarini segmesi ve bunlar arasinda
anlamli baglar kurmasi ile baglar. Boylece birey yeni bilgiyi olugturma siirecine girer.
Bu siirecte bireyin yaptigi eylem soyutlama eylemidir. Soyutlama biligsel yapinin
yeniden insa streci ve matematiksel yapilardan zihinsel yapilarin olusturulmasidir.
Matematiksel nesneler arasindaki iliski soyutlama faaliyetiyle kurulur (Dreyfus,
1991°den akt. Biber ve Argun, 2012). Kanit imajimin dayandig: temel teorilerden biri
Baglamda Soyutlamadir ve bu dinamik streci mikroanalitik dizeyde analiz etme
imkani saglar. Baglamda soyutlama, matematiksel soyutlama ile ilgili Freudenthal’in
onculik ettigi ‘dikey matematiklestirme’ kavramini, o6grenenin bazi 6nceki
matematiksel yapilarinin matematik igerisinde ve matematiksel anlamda yent bir bilgi
uretmek amaciyla dikey olarak yeniden organize edilmesi olarak tanimlar ve benimser.
Bu disince kanit imajimin olugsma strecinde de gozlenmektedir. Kanit imaji
Davydov’un (1990) soyutlama goriisiyle de iligkilidir. Davydov soyut ve somut
arasindaki celigkileri ele alan ve ve bu c¢eligkileri gidermeye calisan bir teori
gelistirmigtir. Bilinci “deneysel disiince ve teorik diigiince” olmak tizere iki diizeyde

inceler.

Davydov’a gore (1990) giinlik yasamda kavram ve gorisler deneysel distince
ile ilgilidir. Bilimsel kavram ve gorisler ise teorik distince ile elde edilir. Deneysel
disince soyutlamayi saglamaz, teorik disiinceye faydasi yoktur. Bu nedenle
soyutlama somuttan soyuta degil, soyutun gelismemis formundan soyutun geligsmig
formuna dogrudur. Davydov’un bu gorisi; kanit imajinin bireyin yeni bilgi
olustururken yaptig1 soyutlama siirecine oncelikle bir gelisim siireci olarak bakmasi

bakimindan ilgilidir.

Baglamda soyutlama, aktivite teorisini teorik bir temel olarak goren ve

yapilandirmaci felsefeye vurgu yapan Giest’i takip etmektedir (Giest, 2005’ den akt.
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Kidron ve Dreyfus, 2014). Aktivite teorisi 6grenmenin gergeklestigi matematiksel,
tarihsel, sosyal ve ¢grenme baglamlarini dikkate alirken Oncelikli olarak biligsel
sirecleri goz Oniine alan bir gerceve sunar. Aktivite teorisine gore onceki aktivitelerin
uriinleri dogal olarak bagka olgulara donusur, aktiviteler devam ettikge soyutlamanin
olusumu ve gelisimi gorilir. Soyutlama ile alakali bu eylemler epistemik eylemlerdir
-ogrenenin bilgisiyle alakali ve gozlenebilir eylemlerdir. Davydov’un (1990) bilgi
olusturma felsefesine ve Leont’ev’in (1981) Aktivite Teorisine dayanan matematiksel
soyutlama ve bilgi olusturma stirecini agiklayan ve epistemik eylemlere dayanan
teorilerden biri de RBC soyutlama teorisidir (Hershkowitz, Schwarz, Dreyfus, 2001).
RBC soyutlama teorisinin ismi Tanima (Recognizing), Kullanma (Building with),
Olusturma (Constructing) epistemik eylemlerinin ingilizce kargiliklarinin ilk
harflerinin bir araya getirilmesi ile olugsmustur. Tanima (R), daha 6nce olusturulan bir
yapinin fark edilmesidir (Hershkowitz ve diger., 2001). Burada bahsedilen ‘yapt’
matematiksel bir etkinlik siireci ortaya ¢ikan kavram veya yontemdir (Tsamir ve
Dreyfus, 2005). Kullanma (B), belirli bir amact gergeklestirmek igin onceden
olusturulan matematiksel yapilarin kullanilmasidir (Schwarz, Dreyfus, Hadas &
Hershkowitz, 2004). Kullanma eylemi bir durumu anlama, anlamlandirma veya
aciklama esnasinda goriiliir. Bu eylemin gergeklesmesi igin 0gretmen veya aragtirmaci
disinmeye yonlendirecek bir soru sorabilir veya bir ipucu verebilir (Hershkowitz ve
diger., 2001). Olusturma (C) var olan matematiksel bilgilerin yeniden yapilandirilmasi
ve duzenlenmesi siirecidir (Bikner — Ahsbahs, 2004). RBC Soyutlama Teorisinin
onemli bir agamasidir. Teoriye gore ‘olusturma’ epistemik eylemi olmadan soyutlama
gerceklesmez. Olusturma eyleminin sonucunda birey bir problemi ¢ozer veya bir
hipotezi kanitlar. Boylece bireyin zihninde yeni bir matematiksel yapi1 ortaya ¢ikar
(Imre ve Turniiklii, 2016). Olusturma eylemi gergeklesirken tamima ve kullanma
eylemleri de gergeklegebilir. Yani bu epistemik eylemler birbiriyle etkilesimlidir ve i¢
ice gegmistir. Kanit imajinda da alakali matematiksel yapilar biraraya getirme ve yeni
yapt olusturma eylemleri dogrusal olmaktan ziyade genellikle paralel ve etkilesimli

olarak ilerlemektedir.

Soyutlamay1 klasik anlayigla ele alip baglamdan ayirma olarak yorulmayan

Piaget soyutlamanin kavramin ozelliklerine ve diger kavramlarla iliskisine dayali



13

olarak gergeklestigini belirtmistir (Imre ve Tiirniiklii, 2016) Ernst von Glasersfeld
(1995) yapilandirmacilik kuraminin Piaget ile olustugunu ve temel kogulunun bilginin
pasif olarak alinamayacag ancak sahibi tarafindan insa edilecegini belirtir. Bu anlayig
baglamda soyutlama ve RBC soyutlama teorisinin dolayisiyla kanit imaji teorisinin de

alt yapisini olusturmaktadir.

Sekil 2: Teorik Cerceveler Arasmdaki liski

Kaynak: Pala, 2015, s. 8

Kanit imajina gore kanitlama, formal matematikten baslamaktan ziyade
ogrenenin sezgisel disiincesi ve sozel agiklamalan ile baglar. Kanit imaj1 ve kanit
arasindaki bu iligki kavram imaj1 ve kavram tanimi arasindaki ayrimi hatirlatmaktadir.
Vinner ve Hershkowitz (1980) kavram imaj1 terimini kisinin kavram ile ilgili zihinde
yer alan tim resimlerin kiimesi olarak tretmislerdir. Bu baglamda kavram imaji ve
kanit imaj1 kimi benzerlik ve farkliliklar gostermektedir (Kidron ve Dreyfus, 2014).
Ornegin, kavram imaj1 ve kanit imaj1, kavram tamimi ve formal kanita gore daha kisisel
ve daha az objektiftir. Her kavram imaji1, kavram tanimina yoneltecek potansiyelde
degildir. Ayn1 sekilde her kanit imaji formal ispata gotirmez. Kanit imaj1 ve kavram
imaj1 formal kanit ve tanima geciste belli bir matematiksel olgunluk gerektirir. Kanit
imaji ve kavram imaji olusturmanin dinamigi de oldukga benzerdir. Ikisinin de
yapilandirma siirecinde bir anlam formundan baslayarak daha ayrintili ve kesin forma
ulagma vardir. Ancak kanit imaji mantiksal iligkiler igerirken kavram imajinda
mantiksal goris olmayabilir. Kanit imajinin ilgili oldugu teorilerden sonra kanit

imajinin ozellikleri ele alinacaktir.

Birey ispat yaparken yeni bir yap1 olusturur ve boylece ortaya bir trtin koyar.
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Bu irin kanit imajidir. Kanit imaji1, bilissel ve duyussal olmak uzere iki bilesene
sahiptir. Kanit imajinin biligsel boyutu kisisel olma, dinamik olma, mantiksal baglar
icerme ve biitiinliik olusturma ozelliklerine sahiptir. Kanit imaj1 ilerleme gosteren bir
stireci kapsadigindan dinamik olma ozelligine sahiptir. Onceki bilgi yapilarindan
alakali olanlan segerek tek ve butiin bir resim olugmasi ile ortaya ¢iktig1 igin butiinlik
olusturur. Bu esnada kisi diisiincelerini matematiksel terimlerle agiklamakta gig¢lik
cekebilir, ancak zihninde verilen teoremin veya bir iddianin dogru oldugunu
diusinmektedir. Bu durum kanit imajinin kisisel olma o6zelligi ile ilgilidir. Sahip
oldugu butiin bilgi yapilart arasinda iligkiler kurarak yeni bir yapt olusturmasi kanit
imajinin mantiksal baglar igermesi ile ilgilidir. Kanit imajinin duyussal boyutu, bireyin
kendi ispatina yonelik sezgisel iknasidir. Fischbein (1994’ten aktaran Kidron ve
Dreyfus, 2014) matematiksel akitivitelerde birey formal bilgilere sahip olsa bile
sezgisel yaklagiminin muhakeme etme bigimlerini etkileyecegini savunmugstur. Kidron
ve Dreyfus (2014), kanit imajinin duyugsal boyutu olan sezgisel ikna 6zelliginde bu
goristen etkilenmigtir. Buna gore bireyin diiglincesine veya ispatina dair kesinlik hissi

yagsamasi kanit imajinin sezgisel ikna karakteristigini yansitmaktadir.

Birey zihninde kanit imaj1 olusurken matematiksel terimlerle bu durumu ifade
edemeyebilir veya kanit imaj1 gozden kaybolabilir. Bireyin sorunun veya ispatin
¢oztimu i¢in gerekli yapilarin zihinde canlandig ancak dogru kombinasyonlarla bu
yapilar biraraya getirmenin gerekli oldugu 6nemli an1 Van der Waerden (1954’ten
akt. Kidron ve Dreyfus, 2014) ‘Einfall’ diyerek ifade etmistir. Bu terim ingilizcede
‘inspiration’ olarak kargilik bulmustur. Tirkgede ise Einfall’a ‘ilham’ demek dogru

olabilir. Bu durum kanit imaj1 stirecinde de gérilmektedir.

Pala (2015), yiksek lisans tezinde ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin
denkligine iligkin kanit imajlarini incelemistir. Kanit imajinin kullanildigr bir diger
caligmada ise oOncelikle Soyut Matematik dersi alan matematik Ogretmenligi
bolumiindeki 120 ogrenciye agik uglu sorular uygulanmis, dogru cevap veren 2
ogrenciye ispat sorulart yonelterek bu siirecte kanit imajlar incelenmigtir (Narli,
Aksoy, Pala, Ercire ve Uysal, 2016). Kanit imaj1 literatiire yeni giren kuramsal bir

cergevedir. Bu arastirmada o6gretmen adaylarinin denklik ve denklik bagintisina
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yonelik sahip olduklari bilgileri ve bu bilgiler yardimiyla ispat yaparken kuracaklari

yeni yapilari incelemeyi saglayacag i¢in bu kuramsal ¢ergeve uygun gorilmustur.
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BOLUM 111

YONTEM

3.1.Arastirma Modeli

Bu caligma; amaci, problemleri, aragtirma tasarimi, veri toplama bi¢imi ve
verilerin analizinde yararlanilan yaklagimlar dusinildiginde bir nitel aragtirma
ozelligi tasimaktadir. Nitel aragtirma; gozlem, gorigme ve dokiiman analizi gibi
yontemlerin kullanildigi, olaylarin dogal ortamda, gergek¢i ve bittncil bir bigimde
ortaya konmasini saglayan arastirma yontemidir (Yildirim ve Simgek, 2013). Nitel
arastirmalarda belli bir konu ile ilgili arastirma yaparken konuyla ilgili genis ve
derinlemesine bir bakig agis1 elde edilmeye ¢alisilir (Buyukoztirk, Cakmak, Akgun,
Karadeniz ve Demirel, 2014). Bu arastirma 6gretmen adaylarinin ispatlama streglerini
kanit imaj1 teorik cercevesiyle derinlemesine arastirmayi amaglamaktadir ve durum

caligmasi desenindedir.

Durum ¢aligmasi (case study), derinlemesine ¢aligma ve karsilagtirma yapmak

i¢in verinin 6zel oldugu durumlara gore dizenlenmesidir (Patton,1990). Yin (2003)’e
gore durum caligmasi, aragtirmacinin olaylar tizerinde kontrole sahip oldugunda, nasil
veya ni¢in sorulart aragtirildiginda ve gercek hayat ortamlar igindeki olgular tizerine
odaklanildiginda tercih edilen bir stratejidir. Durum ¢alismasinda, bir veya birkag
duruma iligkin etkenler butiuncil bir yaklagimla aragtirilir ve ilgili durumu nasil
etkiledikleri ve ilgili durumdan nasil etkilendikleri tizerine derinlemesine aragtirma
yapilir (Yildirim, 2013). Durum ¢aligmalan yuritilirken asagidaki basamaklar takip
edilir (Yildirim ve Simgek, 2013: 194):

e Arastirilacak sorularin geligtirilmesi,

e Arastirmanin alt problemlerinin gelistirilmest,

e Analiz biriminin belirlenmesi,
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e (Calistlacak durumun belirlenmesi,

e Arastirmaya katilacak bireylerin se¢imi,

e Verilerin toplanmasi ve alt problemlerle iligkilerinin saglanmasi,
e Verilerin analiz edilmesi ve yorumlanmasi,

e Durum ¢aligmalarinin raporlagtiriimast.

Bu aragtirmada bu basamaklara uygun bir sekilde hareket edilerek nitel
aragtirma yontemlerinden durum c¢alismasi kullanilmigtir. Durum ¢aligmalarinda
gecerlik ve guvenirligi artinp, inandirnicihig kuvvetlendirmek igin ¢esitleme
(triangulation) kullanilabilir. Denzin (1978)’e gore ise g¢esitleme (triangulation) dort
boyutta yapilabilir (Akt. Patton, 1990): veri cesitlemesi, arastirmact gesitlemest,
kuram ¢esitlemesi ve yontem cesitlemesi. Bu baglamda bu arastirmada goriisme,
gozlem, dokiiman analizi gibi yontemlerle ¢oklu veri toplama yoluna gidilmistir. Veri
toplama stirecinin anlatildig boliimde bu veri toplama yontemlerinin nasil kullanildigr

detayli olarak agiklanmistir.

3.2. Calisma Grubu

Bu ¢alismada, gok asamali érnekleme modeli kullanilmustir. [lk asamada kolay
ulagilabilir durum o6rneklemesi (convenience sampling) tercih edilmigtir. Verilerin
toplanmasi surecinde kolaylik saglamasit sebebiyle bir devlet Universitesinde
lkogretim Matematik Ogretmenligi boliimiinde 2016-2017 bahar déneminde Soyut
Matematik dersi alan 102 6gretmen adayina, soyut matematik dersi kapsamindaki
bagmnti konusu islenmeden once bir form uygulanmistir (EK-1). ‘Denklik bagintist’
konusu islendikten sonra 96 6gretmen adayina ikinci bir form (EK-2) ile bir uygulama
daha yapilmistir. Bu uygulama 6gretmen adaylarinin denklik bagintisina yonelik
formal bilgilerini 6lgen sorulardan olusmaktadir (EK-3). Iki uygulamadaki kisi
sayisinin farkli olmast okula gelen kisi sayisindan kaynaklanmaktadir. Bu iki
uygulamanin ardindan durum ¢aligmasi yapilacak kisiler amagli 6rneklem
gesitlerinden olgiit drneklem ile belirlenmistir. Olgiit drneklem dnceden belirlenmis
baz1 6nemli Ol¢itleri kargilayan tiim durumlan ¢aligma ve gézden gegirmedir (Patton,

1990). Ogretmen adaylarinin ispat yaparken yeni bir matematiksel yapi olusturma
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suregleri incelenecegi i¢in, bireylerin yeterli 6n bilgiye sahip olmalarinin gerekli
oldugu dusintlmektedir. Bu baglamda arastirmaci tarafindan belirlenen kriterler;
e Ogretmen adaylarimin denklik kavramint matematiksel kavramlarla
iliskilendirebilmesi
e Ogretmen adaylarinin denklik bagintisi ile ilgili temel kavramlari tanimasi
e Ogretmen adaylarinin derse katkilar

e Ogretmen adaylarinin aragtirmaya katilmak i¢in gonilli olmast

seklindedir. Ogretmen adaylarina uygulanan iki formun analizinden sonra on kisinin
bu kriterleri sagladigi gorulmistiir. Arastirmanin sonraki kisminda yapilacak
uygulamalar g6z oninde bulunduruldugunda derinlemesine analiz yapabilmek
amaciyla kigi sayisinin ¢ ile sinirlandirilmasina karar verilmistir. Bu t¢ kiginin

belirlenmesinde ders i¢i gdzlemler belirleyici olmustur.

3.3. Veri Toplama Araclari

Nitel ¢aligmalarda genellikle birden fazla veri toplama yontemi
kullanilmaktadir. Bu sekilde birbirini teyit edebilecek veri gesitliligine ulagilmaya
caligtimaktadir (Buyukoztirk ve diger., 2009; Yildinm ve Simsek, 2013). Bu
arastirmada da, ¢alismay1 giiglendirmek amaciyla Denzin (1978b)’in belirledigi dort
temel i¢genleme tiriinden veri tiggenlemesi kullanilmistir. (akt. Patton, 1990). Veri
ticgenlemesi, bir ¢alismada farkli veri kaynaklarinin kullanilmasidir (Patton, 1990).
Aragtirmanin verilerini;

« Soyut matematik dersinde 6grencilere uygulanacak formlar
» bireysel gorigmelerin ses ve video kayitlar
e arastirmacinin ders gozlemleri

olusturmaktadir.

Veri toplama aract olarak agik uglu ¢ ayn form gelistirilmigtir. Bunlar
sirastyla, denklik kavrami ile ilgili genel ifadeli sorulardan olusan olan “Denklik
Kavramina Iliskin Form” (DKIF), denklik bagintis1 konusundaki kavramlar ile ilgili
“Denklik Bagintist Kavramlar Bilgi Formu” (DBKBF) ve denklik bagintisi ile ilgili

ispatlar barindiran “Kamt Imaji Formu” (KIF) dur. Formlarin her biri uzman goriisii
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alinarak hazirlanmistir. Bu formlar agagida tanitilmistir. Bundan sonraki kisimlarda

formlarin kisaltmasi kullanmilacaktir.

3.3.1. Denklik Kavramna iliskin Form (DKIF)

DKIF, denklik kavramini temel alinarak hazirlanmis 4 acgik uglu sorudan
olusturulmustur (EK-1). Bu sorular, 6gretmen adaylarinin denklik kavramina iligkin
informal bilgileri hakkinda bilgi sahibi olma ve orneklem segimi i¢in belirlenen
kriterleri saglayanlar belirleme amaciyla olusturulmustur. Bu formdaki sorulardan
birincisi denklik kavraminin genel olarak ne anlam ifade ettigine yoneliktir ve
ogretmen adaylarinin bu kavrama yonelik zihinlerindeki diger kavramlari ortaya
¢ikarmak amaclanmaktadir. Ikinci soru denklik kavramimin ginlik hayatta
kullammina yoneliktir. Uglincii ve dordiincii  sorularda denklik kavraminin
matematikte hangi  kavramlarla ilgili oldugu ve hangi kavramlarla
iliskilendirilebilecegi ile ilgilidir. Bu sorulara ait yanitlar dogru ya da yanlig sekilde

degerlendirmeye alinmayacaktir.

3.3.2. Denklik Bagintis1 Kavramlari Bilgi Formu (DBKBF)

DBKBEF, denklik bagintisi temel alinarak 4 ag¢ik u¢lu sorudan olusturulmustur
(EK-2). Bu formun hazirlik asamasinda denklik bagintist konusundaki var olan
literatiire ve Soyut Matematik ders kitaplarina bakilmig ve kritik olan kavramlar
belirlenmeye calisgilmistir. Bu kavramlar denklik bagintisinin tanimi ve 6zellikleri,
denklik sinif1 ve oran kiimesi olarak belirlenmigtir. Bu formun igerigi de bu kavramlara

gore olusturulmustur.

3.3.3. Kamit imaji Formu (KIF)

KIF, 6gretmen adaylarimin denklik bagintist ile ilgili bilgi yapilarini kullanarak
yeni bir yapt olusturmalarini saglayacak dort adet ispat sorusundan olusturulmugtur
(EK-3). Bu sorularin hazirlanmasinda Soyut Matematik ders kitaplarindan ve var olan

literatiirden yararlanilmistir (Chin ve Tall, 2000).
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3.4. Veri Toplama Siireci

Veri toplama siirecinin baglangicinda 2016-2017 bahar doneminde Soyut
Matematik dersi alan 102 6gretmen adayina baginti konusu islenmeden 6nce DKIF ve
denklik bagintisi konusunun islenmesinin ardindan 96 6gretmen adayina DBKBF
uygulanmistir. Her iki uygulama da yaklagik bir ders saati siirmiistiir. Sonrasinda bu
iki formdan alinan yanitlar ve ders i¢i gozlemler degerlendirildiginde durum galigmast
icin U¢ Ogretmen adayr belirlenmistir. Belirlenen ¢ 6gretmen adayina denklik
bagintist ile ilgili dort adet ispat sorusu igeren KIF sorular yoneltilmistir. KIF nin
uygulanmasi sirasinda ogretmen adaylari ile her bir soru ig¢in klinik miilakat
yapilmistir. KIF’de yer alan her soru ogretmen adaylarina farkli zamanlarda
sorulmugtur. Bu sebeple her bir katilimct ile 4 kez miilakat yapilmistir. Miilakatlar
ogretmen adaylarina sorularin yoéneltildigi anda gergeklestirilmistir. Miilakatlar
yalnizca aragtirmact ve oOgretmen adaymnin bulundugu sessiz bir odada
gerceklestirilmigtir ve zaman sinirlamast koyulmamigtir. Goériigmeler esnasinda
ogretmen adaylarindan sesli dustinmeleri istenmig ve mimkiin oldugunda disiince
surecleri sorularla bolinmemeye ¢alisilmigtir. Her bir miilakat video kamera ile kayit
altina alinmistir. Uygulama sirasinda ogretmen adaylarinin rahat hissetmeleri
saglanmaya c¢alisilmig, verilerin sadece akademik ¢alismalarda kullanilacag: ve gercek

isimlerinin kullanilmayacag belirtilmistir.

3.5. Veri Coziimleme Teknikleri

Nitel arastirmalar sonucunda elde edilen verilerin analizi konusunda, her analiz
icin gegcerli olabilecek, belirli bir standardin ve sistematigin olmadigi, arastirmacinin,
sire¢ i¢inde elde edecegi veriler dogrultusunda 6zgin analizler tercih edilebilecegi
bilinmektedir (Yildinm ve Simsek, 2013). Bu arastirmada DKIF, DBKBF ve KIF’dan
elde edilen verilerin analiz edilmesinde igerik analizi kullanilmistir. Igerik analizi
belirli kurallara dayali kodlamalarla bir metnin baz1 sézciiklerinin daha kiigiik igerik
kategorileri ile ozetlendigi sistematik bir tekniktir (Biuytkoztirk ve diger., 2014).
DKIF ve DBKBF uygulamalarnn ardindan kanit imajlari incelenmek iizere segilen
ogretmen adaylarina KIF sorular yoneltilmis ve goriismeler esnasindaki konusmalar

transkript edilmistir. Ogretmen adaylarinin ispatlama siiregleri Kidron ve Dreyfus’un
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ortaya koydugu Baglamda Soyutlama ¢atis1 altinda kanit imaj1 teorik gercevesti ile

incelenmigtir (2014).

3.6.Arastirmanin Gecgerligi ve Giivenirligi

Karasar’a gore bir olgmenin giivenirligi, ayni seyin bagimsiz olgiimleri
arasindaki kararlilik, gecerliligi ise, ol¢iilmek istenen seyin olgiilebilmis olma
derecesidir (2009). Aragtirma alanina olan yakinlik, ylz yiize gorismeler yoluyla
ayrintilt ve derinlemesine bilgi toplama, gozlemler yoluyla dogrudan ve olayin
gerceklestigi dogal ortam iginde bilgi toplama, uzun sureli bilgi toplama ve elde edilen
bulgularin teyit edilmesi i¢in alana geri gidebilme ve ek bilgi toplama olanaginin
olmasi nitel arastirmada gegerligi olusturmay1 saglayan 6nemli 6zelliklerdir (Yildirim

ve Simgek, 2013).

Nitel bir arastirmanin givenilirligini arttirmak i¢in ii¢ggenleme, arastirma
alaninda uzun sire gegirme, veriler ve analizlerin aragtirilan kisilerin kontroliine
sunulmasi, veriler, analizler ve yorumlarin bagka arastirmaciya sunulmasi gibi
yontemler vardir (Ekiz, 2009). DKIF ve DBKBF’den elde edilen veriler iki arastirmact
tarafindan kodlanarak benzerlikler ve farkliliklar sayisal olarak kargilastirilmig ve
uyum yiizdesi %83 olarak bulunmustur. KIF’den elde edilen veriler tarafsiz bir
aragtirmaci ile ele alinmig ve yapilan yorumlar tizerine yeniden degerlendirilmeye
alinmistir. Ispat formunun (KIF) hazirlanmasi, degerlendirilmesi, tranksriptlerin analiz

edilmesi siirecinde ¢gretim uyelerinin goris ve fikirleri alinmigtir.
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BOLUM IV

BULGULAR VE YORUMLAR

Bu bolimde denklik kavramina iligskin form, denklik bagintis1 kavramlar bilgi
formu, ders gozlemleri ve durum caligmalarindan elde edilen bulgular ve yorumlar yer
almaktadir. Ogretmen adaylarina uygulanan formlardan elde edilen veriler her soru

icin ayr ayri incelenmistir.

4.1. Birinci Alt Probleme Ait Bulgular

Aragtirmanin alt problemi: “Ilkogretim matematik Ogretmen adaylarinin
denklik kavramina iligkin sezgisel bakig agilari nasildir?” seklindedir. Bu amagla 102
ogretmen adayina DKIF formu uygulanmistir. DKIF dort agik uglu sorudan olusmakta
ve denklik kavraminin anlamina ve kullanima yonelik sorular yer almaktadir. Bu form
araciligi ile elde edilen veriler her soru igin tek tek incelenmistir. Ogretmen adaylarinin
verdikleri yanitlar igerik analizi yontemiyle incelenmigtir. Verilen cevaplar dogru ya
da yanlis seklinde degerlendirmeye alinmay1p, zihinlerinde denklik kavramu ile iliskili
olan yapilart ac¢iga ¢ikarmayr amaglamaktadir. Elde edilen bulgular tablolar ve

ogretmen adaylarinin cevaplarindan 6rnek kesitler ile aktarilmigtir.

4.1.1. Soru 1’e Iliskin Bulgular

Ogretmen adaylarina denklik kavrami deyince ne anladiklar1 sorulmustur.

Verilen yanitlar incelendiginde olusan kategoriler asagidaki tabloda sunulmustur.
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Tablo 1
DKIF Soru 1’e Ait Kategoriler

Kategoriler Aciklama f %
Esitlik Birebir ayni, esit 10 9,8
Herhangi bir 6zellik Sayisal esitlik 61 59,80

bakimindan esitlik

Onermelerde dogruluk degeri agisindan 17 | 16,67

esitlik
Muadili olma 8 7,84
Baginti Denklik bagintisi 3 2,94
Diger Cevapsiz 3 2,94
Toplam 102 100

Ogretmen adaylarinin  %9,8’i denklik kavramini esitlik kavrami ile
iligkilendirirken, %80,98’1 herhangi bir o6zellik bakimindan esitlik olarak
yorumlamiglardir. Burada 6gretmen adaylarinin verdikleri ornekler; sayisal esitlik,
dogruluk degeri agisindan esitlik ve muadili olma olarak gruplandinilmistir. Ogretmen
adaylarimin  denklik kavramini siklikla sayisal esitlik olarak yorumladiklar
gorilmugtir. Asagida kategorilerin daha iyt anlagilmast i¢in oOrnek yamitlar

sunulmustur.

“Denk; esit, birebir ayni anlaminda kullanmiliyor.” (Esitlik)

“Lsitlik degildir. Ayni degere sahip olmaktir.” (Muadili olma)

“Herhangi iki seyin asagi yukari birbiriyle ayni olmasi, benzemesi.” (Muadili

olma)

“Dogruluk degerleri ayni olan 6nermeler birbirine denktir.” (Dogruluk degeri

agisindan esitlik)
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“Denklik iki kiimenin eleman sayisinin birbirine esit oldugunu belirten

kavramdir.” (Sayisal esitlik)

“Iki veya daha fazla seyin sayisal olarak esit olmast.” (Sayisal esitlik)

“Denklik bagmtist ve siralama bagntisi geliyor aklima. Denklik bagintisida

yansima, simetri ve gecisme ozelliklerinin oldugu geliyor.” (Denklik bagintist)

Caligmanin dikkate deger bir noktasi olarak goriilen bir diger bulgu ise denklik

kavramini denklik bagintist ile iligkilendiren yalnizca ti¢ 6gretmen adayinin olmasidir.

4.1.2. Soru 2’ye lliskin Bulgular

Soru 2’de ogretmen adaylarindan denklik kavraminin giinlik hayattaki
kullanimlarina 6rnekler verilmesi beklenmigtir. Verilen yanitlar incelendiginde olusan
kategoriler asagidaki tabloda sunulmustur. Ogretmen adaylarimin birden fazla 6rnek

vermesi sebebiyle kisi frekans ve ytizde toplami verilmemistir.

Tablo 2
DKIF Soru 2’ye Ait Kategoriler

Kategoriler Aciklama f %
Pahada denklik Ayni degere sahip nesnelerde 52 50,98
Islevsel denklik Ayni isleve sahip nesnelerde 14 13,73

Sayica esitlik Esit miktardaki nesnelerde 28 27,45
Benzerlik Benzer kisi veya nesnelerde 20 19,61
Diger Anlagilmayan yorum 4 3,92
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Ogretmen adaylarimin  denklik kavramimin giinlilk hayattaki kullanimina
verdikleri 6rneklerin %50,98’1 pahada denklik kategorisinde toplanmistir. Denklik
kavramini ayni1 degere sahip nesneler olarak agiklayan yanitlayan bu kategoriye dahil
edilmistir. Ogretmen adaylarimin %13,73 1 denklik kavramim giinliikk hayatta aym
isleve sahip olma olarak kullandiklarini belirtmistir. Bu yamtlar islevsel denklik
kategorisini olusturmustur. Ogretmen adaylarinin %27,45’i ise denklik kavramin
gunlik hayatta sayica esitlik olarak kullanilabilecegini ifade etmistir. Asagida
temalarin daha 1yi anlagilmast i¢in Ogretmen adaylarinin yanitlarindan kesitler

sunulmustur.

“Gegmiste takas usuliiyle ticaret yaparken insanlar ellerindeki iiriine denk

olan yani aynt maddi degere sahip nesneleri degisim yaparlardl.” (Pahada

denklik)

“Ornegin 1 dolar 3-4 liraya karsilik gelir, yani denktir.” (Pahada denklik)
“Mesela aslan ile kaplani karsilastiracak olursak ikisi de gii¢ bakimindan
birbirine benzerdir. Gerek viicut olgiileri, dis ve agiz yapilari, gerek avianma
yapilari birbirine benzemektedir ve bu hayvanlar birbirine denktir diyebiliriz.”

(Benzerlik)

“Davul bile dengi dengine diye bir soz vardw ornegin. Birbirine denk olan

kisilerin bir arada olabilecegini soyler.” (Benzerlik)

“Mesela 2 portakal ve 2 elma birbirine denktir diyebiliriz. Ciinkii ikisi de esit
miktarda bulunuyor.” (Sayica esitlik)

“Ornegin 1 kg pamuk ile 1 kg demir birbirine denktir.” (Sayica esitlik)

“Misal 2 farkli telefonu ele alalim. Ozellikleri ayni olsun. Bunlar birbirine esit

degil ama islev bakimndan denktir.” (Islevsel denklik)
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Ogretmen adaylarinin cevaplar incelendiginde denklik kavramini genellikle
pahada denklik olarak yorumladiklart gériillmustir. Bu durum denklik kavramini daha

cok maddi degerlerle kullandiklarini gosterebilir.

4.1.3. Soru 3’e Iliskin Bulgular

Soru 3’te dgretmen adaylarina denklik kavraminin matematikteki kullanimina
ornekler vermesi istenmistir. Alinan yanitlar incelendiginde olusan kategoriler
asagidaki tabloda sunulmustur. Ogretmen adaylarinin bu soruya ¢ogunlukla birden

fazla ornek vermesi sebebiyle frekans ve yizde toplamlart yazilmamaistir.

Tablo 3
DKIF Soru 3’e Ait Kategoriler

Temalar Aciklama f %
Kime Kiimelerin denkligi 67 | 65,6
Mantik Onermelerin denkligi 66 | 64,70
Matematiksel ifadelerin denkligi Ayni ¢oziim kiimesine sahip 9 8,82
denklemler
Sayisal ifadelerin denkligi 8 7,84
Ozdeslikler 7 6,86
Fonksiyonlarin denkligi 6 4,90
Ayni anlama gelen matematiksel | 2 1,96
semboller
Baginti Denklik bagintisi 1 0,98
Uggenlerde benzerlik Benzer tiggenlerin denk olmast 2 1,96

Kategorilerin daha iyi anlagilmasi amaciyla alt kategoriler asagida bagliklar

halinde agiklanmistir.
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4.1.3.1. Kiime

Ogretmen adaylarinin denklik kavraminin kullammina siklikla kiimelerin
denkligi 6rnegi verdigi gorilmustir. Burada 6gretmen adaylari eleman sayisi esit iki
kiimenin denk kiime oldugunu agiklamiglardir. Ancak kiimelerin eleman sayisinin

sonlu ve sonsuz olmasini inceleyen cevaplara rastlanmamigtir.

4.1.3.2. Mantik

Ogretmen adaylarinin verdikleri cevaplar incelendiginde kiimelerden sonra en
¢ok mantik konusu ile ilgili érnekler verdikleri goriilmiistiir. Ogretmen adaylan iki

onermenin dogruluk degeri esit ise bu 6nermelerin denk oldugunu séylemiglerdir.
4.1.3.3. Matematiksel ifadelerin Denkligi
Ogretmen adaylarindan 32 kisi denklik kavramini matematiksel ifadelerin
denkliginde kullandiklarini ifade etmiglerdir. Bu baglik altinda toplanan cevaplarin

ayrintili bir sekilde anlagilmast i¢in 6gretmen adaylarinin verdigi yanitlardan kesitler

alt kategoriler halinde asagida sunulmustur.

e (Coziim Kiimesi Ayni Olan Denklemler

Ogretmen adaylarindan dokuz kisi denklik kavraminin kullanimina ¢6ziim

kiimesi ayni olan matematiksel denklemleri 6rnek vermiglerdir.

“x+ 4 =25isex = 1ve 2x + [ = 3 ise iki denklem de ayni ¢oziim kiimesine

’

sahiptir.’

o Sayisal ifadelerin Denkligi

Ogretmen adaylarindan sekiz kisi denklik kavraminin sayisal ifadelerde

kullanildigin1 ifade etmislerdir.
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“Esitligin iki tarafinda ayni sey yazmadigi halde ayni degerdeyse kullanilir.
Ornegin2 + 2 =4"

=
o

0

= Denktir yani esittir. Bu kesre denk sonsuz tane

“Kesirlerde kullanilir.

N =

’

say1 yazilabilir.’

“42 = 2% Bu ornekteki gibi farkli saydarm farkli kuvvetleri alindigmda

’

birbirine denk olma durumu vardir.’

e Ozdeslikler

Ogretmen adaylardan yedi kisi bu soruya cevap olarak ozdeslikleri drnek

gostermisgtir.
“x2 —y? = (x —y).(x + V) Burada bir denklikten bahsedebiliriz.”

’

“Esitligin iki tarafinda farkl bulunan cebirsel ifadeler igin denk diyebiliriz.’
e Fonksiyonlarin Denkligi
Caligmaya katilan o6gretmen adaylarinin  dokuzu denklik  kavraminin

fonksiyonlarin denkliginde kullanildiklart séylemislerdir. Burada denk fonksiyon

kavramini agiklayan cevaplar oldugu gibi agiklamayan cevaplara da rastlanmistir.

“f(x) =VxZve g(x) = |x| ise f(x) = g(x) "

Verilen yanitta 6gretmen aday1 kurali ayn1 olan iki fonksiyonun denk oldugunu ifade

etmistir. Ancak tanim ve deger kiimesinden bahsetmemistir.
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e Aym Anlama Gelen Matematiksel Semboller

Ogretmen adaylarindan iki kisi denklik kavraminin kullanimina érnek olarak
aynt matematiksel terimi ifade eden farkli sembollerin birbirine denk olabilecegini

ifade etmislerdir.

“Bos kiimenin Q ve { } seklinde iki gosteriminin olmast, carpma isaretinin hem

. hem X ile gosterilmesi...”

4.1.3.4. Ucgenlerde Benzerlik

Iki 6gretmen aday1 denklik kavramimin kullanimina 6rnek olarak iiggenlerde
benzerlik kavramindan bahsetmislerdir. Asagida 6grencilerinden birinin agiklamasina
yer verilmisgtir.

’

“Ucgenlerde benzerlik var mesela. Benzer iiggenler denk sayiliyor.’

4.1.3.5. Bagmti

Yalnizca bir o6gretmen adayr denklik kavraminin denklik bagintisinda
kullanildigini ifade etmistir. Ancak kavramin ne oldugunu hatirlayamadigini ifade
etmistir.

’

“Denklik bagntisi diye bir sey hatirliyorum ama emin olamadim.’

4.1.4. Soru 4’¢ liskin Bulgular

Ogretmen adaylarina denklik kavramini matematikteki hangi kavramlarla
iligkilendirebilecekleri sorulmusg ve bunun tizerine alinan yanitlar agagida Tablo 4’te

kategoriler halinde sunulmustur.



Tablo 4
DKIF Soru 4’e Ait Kategoriler
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Kategoriler Agiklama f %
Kime Kiimelerin denkligi 44 43,14
Esitlik Esitlik kavrami1 37 36,27
Onerme Onermelerin dogruluk degerinin 36 35,29
denkligi
Matematiksel Olarak Sayisal Ifadeler (Kesir, Uslii Sayilar 10 9,80
Denk Ifadelerde
vS.)
Kokt ayni denklemler 8 7.84
Ozdeslikler 5 4,90
Fonksiyonlar 7 6,86
Modiler Aritmetikte Sayilarin 1 0,98
Denkligi
Baginti Denklik bagintisi 7 6,86
Uggenlerde Benzerlik Benzer tiggenlerin denkligi 1 0,98

Ogretmen adaylarinin ¢ogunlugu (%43,14) denklik kavramim1 matematikte

kiimelerin denkligi ile iliskilendirmigtir. Bunun diginda en fazla yigilma olan kategori

%36,27) esitlik kavrami olmustur. Caligmaya katilan 102 ¢gretmen adayinin 37’si
y g y

denklik ve esitlik kavramlarini iligkili gormiiglerdir. Ayrica 102 6gretmen adayindan

36’sinin denklik kavramini 6nermelerin denkligi ile iligkilendirdigi gorilmustir.

Bu formdaki tim sorulardan elde edilen veriler degerlendirildiginde; genel

olarak 6gretmen adaylarinin denklik ve esitlik kavramlarini farkli gordikleri, denklik
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kavramini sayisal esitlik olarak yorumladiklar gorilmiistiir. Ayrica 17 kisi denklik
kavramint mantiksal onermelerde dogruluk degerinin esitligi ile ilgili bulmustur.
Ogretmen adaylan denklik kavraminin giinliik hayattaki kullanimina gogunlukla ayn:
degere sahip nesneler Ornegini vermistir. Denklik kavraminin matematikteki
kullanimina ise ¢ogunlukla kiimelerde denklik ve onermelerin denkligi O6rnegini
vermiglerdir. Arastirmanin baglami duginildiginde, denklik ve denklik bagintist
arasindaki iligkiyi kurma kritik bir nokta olarak gorilmektedir. Ancak g¢alismaya
katitlan ogretmen adaylarindan yalnizca Ugii denklik kavrami deyince denklik
bagmtismi anladiklarini séylemislerdir. Bu kigilerin agiklamalarina bakildiginda bu
iligskiyi nasil kurduklarini ifade etmedikleri gorilmustir. Denklik kavraminin hangi
kavramlarla iligkili oldugu soruldugunda ise yedi kisinin denklik kavraminin denklik

bagintist ile iligkili oldugunu soyledigi goralmistiir.

4.2. Denklik Bagintisi Kavramlar1 Bilgi Formu (DBKBF)’ndan Elde Edilen
Bulgular

DBKBEF agik uglu dort sorudan olusup denklik bagintisina iliskin formal
bilgileri gerektirmektedir. Bu form 96 6gretmen adayina uygulanmistir. Her soru i¢in

yapilan analizler ayr bagliklar halinde sunulmustur.

4.2.1. DBKBF Soru 1’e lliskin Bulgular

Ogretmen adaylarindan denklik bagintisinin  formal tanimini yapmalan
beklenmistir. Verilen yanitlar analiz edilerek asagida Tablo 5°teki kategoriler ile

sunulmustur.



Tablo §
DBKBF Soru 1’e Ait Kategoriler
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Kategori Agiklama f %
Dogru tanim yapanlar Denklik bagintisini formal bir sekilde 87 190,62
tanimlayanlar
Hatal1 tanim yapanlar Tanim yapmayanlar veya 9 9,38
Yanlig tanim yapanlar
Toplam 96 96 100

Bu soruda oOgretmen adaylarinin denklik bagintisinin  formal tanimini

yapmalari beklenmistir. Ogretmen adaylarnin verdikleri cevaplar incelendiginde,

buyiik bir ¢ogunlugunun (%90,62) denklik bagintisinin tanimini dogru bir sekilde

yaptiklart gorilmistir. Ayrica ogretmen adaylarinin %9’u denklik bagintisinin

tantmint yanlis ifade etmis veya denklik bagintisinin tanimini yapmak yerine denklik

bagintisinin nerede kullanildigini agiklayarak bir tanim yapmamiglardir. Asagida Sekil

3 ve Sekil 4 ile kategorilere ait 6rnek cevaplara yer verilmistir.

Sekil 3’te denklik bagintist i¢in dogru tamim yapanlar kategorisinde

olan 6gretmen adayinin cevabi sunulmustur.

Sekil 3

DBKBF 1. Soru Dogru Tanmim Ornegi
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Sekil 4’te denklik bagintisim1 hatali tanmim yapanlar kategorisinde olan

ogretmen adayinin cevabi sunulmustur.

Sekil 4
DBKBF 1. Soru Yanhs Tanim Ornegi

Bu cevap denklik bagintisinin tanimini igermedigi i¢in bu kategoriye dahil

edilmistir.

4.2.2. DBKBF Soru 2’ye lliskin Bulgular

Bu soruda 6gretmen adaylarinin denklik bagintisinin 6zelliklerini yazmalar ve
ni¢in bu ozelliklere sahip bagintiya denklik bagintist denilmis olabilecegine dair
yorumlamalar yapmalart beklenmistir. Alinan yanitlar incelendiginde olusan

kategoriler asagida Tablo 6’da sunulmustur.
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Tablo 6
DBKBF Soru 2’ye Ait Kategoriler

Kategoriler i %

Denklik bagintisinin ni¢in bu 6zellikleri gosterdigini 18 18,75
dogru bir iligkilendirme ile agiklayanlar

Denklik bagintisinin ni¢in bu 6zellikleri gosterdigini eksik 61 63,54
veya hatali agiklayanlar

Denklik Bagintisinin Ozelliklerini Yazanlar

Denklik bagintisinin 6zelliklerini yazip nigin bu 17 17,7
ozellikleri gosterdigi hakkinda herhangi bir agiklama
yapmayanlar
Toplam 96 100

DBKBF 2. soruda ogretmen adaylarinin oncelikle denklik bagintisinin
ozelliklerini yazmalar1 beklenmig ve bu ozellikler ile denklik bagintisi kavrami
arasinda bir iliski kurmalar istenmistir. Calismaya katilan 6gretmen adaylarinin
tamami denklik bagintisint o6zelliklerini dogru bir sekilde tanimlamis ve bu
ogrencilerin buytk bir cogunlugu (%63,54) nigin bu ozellikleri gosteren bagintiya
denklik bagintist denilmis olabilecegini agiklamaya caligmistir. Ancak ogretmen
adaylarinin yalnizca %18,75°1 dogru bir iligkilendirme kurarak bir agiklama yapmistir.

Asagida 6grencilerin verdigi cevaplardan kesitler sunulmustur.

Sekil 5°te denklik bagintisinin 6zelliklerini yazarak nigin bu 6zellikleri
gosterdigini dogru bir iligkilendirme ile agiklayan ogretmen adayinin cevabi

sunulmustur.
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Sekil §
DBKBF 2. Soru Dogru iliskilendirme Ornegi

Sekil 6’da, denklik bagintisinin 6zelliklerini yazarak nig¢in bu ozellikleri

gosterdigini dogru bir iligkilendirme ile agiklayan diger bir cevap sunulmustur.

Sekil 6
DBKBF 2. Soruda Dogru iliskilendirme Ornegi
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Sekil 7°de denklik bagintisinin ozelliklerini yazarak, ni¢in bu o6zellikleri
gosterdigine dair bir agiklama yapmak yerine bir 6rnek veren 6gretmen adayinin
cevab1 sunulmustur. Bu nedenle bu cevap eksik veya hatali agiklama kategorisine dahil

edilmistir.
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Sekil 7
DBKBF 2. Soruda Eksik veya Hatali Agiklama Ornegi

Sekil 8’de yalmzca denklik bagintisinin 6zelliklerini yazan ancak nigin bu
ozellikleri gosterdigi hakkinda higbir agiklamada bulunmayan o6gretmen adayinin

cevabi sunulmustur.

Sekil 8
DBKBF 2. Soruda Aciklamasiz Ornegi

Sekil 8’de denklik bagintisinin 6zellikleri ile denklik kavrami arasinda higbir

iliski kurulmadig i¢in bu cevap agiklamasiz kategorisine dahil edilmisgtir.

4.2.3. DBKBF Soru 3’e lliskin Bulgular

Bu soruda ogretmen adaylarindan diuzlemdeki tggenler kiimesi tzerinde

taniml1 benzerlik bagintisinin bir denklik bagintist olup olmadigini arastirmalar
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beklenmektedir. Ayrica bu bagintiya gore olusacak oran kiimesini belirlemeleri

istenmigtir. Kategoriler asagida Tablo 7 ile sunulmustur.

Tablo 7
DBKBF Soru 3’e Ait Kategoriler

Kategoriler Agiklama f %
Dogru agiklama 6 6,25
Denklik bagintisidir Gegersiz agiklama 42 43,75
Gerekgesiz 26 27,08

Denklik bagintisi Gerekgesiz 1 1,04

degildir
Gegersiz agiklama 11 11,45
Gegersiz yanit

Gerekgesiz 10 10,41

Toplam 96 100

DBKBF 3.soruda ogretmen adaylarindan denklik bagintisinin tanimindan

yararlanarak verilen bagintinin bir denklik bagintisi oldugunu gostermeleri ve buna

gore olusacak oran kimesini belirlemeleri beklenmektedir. Bu soruda ogretmen

adaylarinin buytik bir gogunlugu (%77,08) bagintinin bir denklik bagintist oldugunu

soylemesine karsin, yarist (%50) bir agiklama getirmis ve bunlardan yalnizca altis

dogru bir agiklama ile denklik bagintist oldugunu ifade etmislerdir. Yalnizca 1 6grenci

bagintinin bir denklik bagintisi olmadigini ifade etmis ancak bu konuda herhangi bir

aciklama yapmamigtir. Ayrica verilen cevaplarin %22’si cevapsiz veya alakasiz

oldugundan gegersiz sayilmistir. Bu soruda ortaya ¢ikan énemli bir durum, ¢aligmaya

katilan 6gretmen adaylarinin higbirinin oran kiimesini belirleyememesidir. Asagida
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kategorilere ornek olarak o6gretmen adaylarinin verdikleri cevaplardan bir kesit

sunulmustur.

Sekil 9°da verilen bagintinin denklik bagintisint oldugunu ifade eden ve

ozellikleri inceleyerek bu durumu gosteren 6gretmen adayinin cevabi sunulmustur.

Sekil 9
DBKBF 3.Soruda Dogru A¢iklama Ornegi

Sekil 10°da verilen bagintinin denklik bagintisi oldugunu sembolden yola
¢ikarak agiklayan ¢gretmen adayinin cevabi sunulmustur. Ancak o6zellikleri tek tek

incelemedigi i¢in gegersiz agiklama kategorisine dahil edilmistir.



40

Sekil 10
DBKBF 3.Soruda Gecgersiz Aciklama (")rnegi

Sekil 11°de verilen bagintinin denklik bagintist oldugunu soyleyen fakat bu
konuda agiklama yapmayan 6gretmen adayinin cevabi sunulmustur. Bu nedenle bu

cevap gerekgesiz kategorisine dahil edilmistir.

Sekil 11
DBKBF 3.Soruda Gerekeesiz Cevap Ornegi

Sekil 12°de 6gretmen aday1 denklik bagintisidir veya denklik bagintist degildir
seklinde bir agiklama yapmadig i¢in cevabi gegersiz kategorisine dahil edilmistir.
Sekil 12
DBKBF 3.Soruda Gegersiz Yamit Ornegi




4.2.4. DBKBF Soru 4’¢ lliskin Bulgular
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Bu soruda bir kiime verilmig ve bu kiime iizerinde tanimli bir bagintinin

denklik bagintist olup olmadigini gostermeleri istenmigtir. Ayrica denklik sinifim

gostermeleri ve oran kiimesi belirlemeleri beklenmistir. Ogretmen adaylariin

DBKBF 4.soruya verdikleri cevaplar incelendiginde Tablo 8’deki kategoriler

olusturulmustur.
Tablo 8
DBKBF Soru 4’e Ait Kategoriler
Kategoriler Aciklama f %
Dogru Yanit e Denklik bagintist oldugunu gosterme 16 16,66
e Verilen bir elemanin denklik sinifi
gOsterme
e Oran kiimesini belirleme
Kismen Dogru Yanit Yalnizca denklik bagintist oldugunu 26 27,08
gOsterme
Denklik bagintist oldugunu gostererek 33 34,38
bir elemanin denklik sinifint belirleme
Gegersiz Yanit Yetersiz a¢iklama 21 21,88
Toplam 96 100

Soruda istenen, bagintinin bir denklik bagintist oldugunu gosterme, verilen bir

elemanin denklik sinifin1 belirleme ve oran kiimesini belirlemedir. Ogretmen

adaylarinin yalnizca %16,66’s1 sorunun tamamini dogru yamtlamistir. Ayrica

ogretmen adaylarinin %78’1 verilen bagintinin bir denklik bagintist oldugunu

gosterebilmistir. Ancak denklik sinifi ve oran kimesi belirflemede Ogretmen

adaylarinin sorunlar yasadigi gorilmustir. Ogretmen adaylarnin %27,08’inin
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bagintinin denklik bagintisi oldugunu incelemelerine karsin elemanlarin denklik

sinifint ve bagintinin oran kiimesini belirleyemedigi gorilmiistiir.

Sekil 13’te soruyu tamamen dogru yanitlayan ogretmen adayinin cevabi

sunulmustur.

Sekil 13
DBKBF 4. Soru Dogru Yanmit Ornegi

Sekil 14’te soruyu tamamen dogru yanitlayan ogretmen adayinin cevabi

sunulmustur.
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Sekil 14
DBKBF 4. Soru Dogru Yamt Ornegi

Sekil 15°te verilen bagintinin bir denklik bagintisi olmadigini soyleyen
ogretmen adayinin cevabi sunulmustur. Denklik bagintist olmayan baginti da denklik
sinift ve oran kiimesi belirlenemeyecegi i¢in bu cevap gegersiz kategorisine dahil

edilmistir.
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Sekil 15
DBKBF 4. Soru Gecersiz Yanit Ornegi

Bu formda yer alan sorulara yonelik agiklamalarin tamamina bakildiginda,
ogretmen adaylarinin biyiik bir kisminin denklik bagintisinin tanimini yazabildikleri
gorilmugtir. Ayrica 6gretmen adaylarinin tamami denklik bagintisinin 6zelliklerini
dogru bir sekilde yazmistir. Ancak denklik bagintisinin nigin bu o6zellikleri
gosterdigini denklik kavramini diginerek yorumlamalart istendiginde ogretmen
adaylarinin %18’1 dogru bir iligkilendirme ile agiklama yapabilmistir. Bu durum
ogretmen adaylarinin denklik kavrami ile denklik bagintist kavramlarini birbirinden
ayr1 kavramlar olarak gorduklerine isaret edebilir. Bu formda yer alan diger iki soruda
ogretmen adaylarina bir baginti verilmig ve bu bagintilarin denklik bagintist olup
olmadigini incelemeleri istenmistir. Bu bagintilardan biri sonlu bir kiime iizerinde
tamiml1 iken digeri sonsuz bir kiime iizerine tanimlidir. Ogretmen adaylarinin yetmis

dordi sonsuz kime Ttzerine tanimli bagintinin denklik bagintist oldugunu
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soylemiglerdir. Ancak yalnizca altist dogru bir agiklama ile cevap verebilmigtir. Oran
kiimesini belirleyebilen kisiye ise rastlanmamistir. Sonlu kiime tizerinde tanimli
bagintiy1 incelerken ise ¢ogunlukla denklik bagintisinin 6zelliklerini gosterebildikleri
gorilmiistir. Ancak burada da 6gretmen adaylarinin denklik sinifi ve oran kiimesi

belirlemede zorluk yasadiklart goralmustiir.

DKIF ve DBKBF formlarindan alinan cevaplarin yami sira yapilan ders igi
gozlemler de 6rneklem belirlemede rol oynamistir. Ders gozlemleri ile amag 6gretmen
adaylarimin derse katilimlarina ve matematiksel ifade becerilerine gore durum
calismast i¢in uygun olan kisileri belirlemektir. Ayrica ispat formundaki (KIF) sorular
ile daha once kargilagmamig olmalari kanit imaji teorik ¢ergevesini kullanarak
inceleme yapmay1 daha anlamli kilacagindan ders esnasinda yapilan ispatlar formda

kullanilmamak tizere not alinmigtir.

Genel olarak sinifin  kalabalik olmast 6gretmen adaylarini  tanimay1
giclestirmistir. Ancak yine de kritik olarak belirlenen bazi durumlar yaganmigtir.
Ormnegin ogretim iiyesinin dgretmen adaylarina ‘Denklik bagintisi nedir?” sorusunu
yoneltmesi Uzerine alinan cevaplardan biri ‘Eleman sayist esit bagintilara denk
bagintilar denir’ olmustur. Bu durum bu kisinin denklik kavramini yalnizca sayisal
esitlik olarak yorumladigini gosterebilir. Bu cevabin ardindan 6gretmen adaylarindan
Mehmet, bu tanimin denk kiimeler i¢in kullanabilecegini soylemis ve ardindan denklik
bagintisinin formal tanimim yapmistir. Denklik kavrami ile denklik bagintist
arasindaki iligkiyi kurmug olmasi agisindan Mehmet’in yorumu 6rneklem seg¢iminde
onemli olmustur. Sonrasinda Ogretmen adaylarina c¢esitli bagintilar verilmis ve
bunlanin denklik bagmntist olup olmadigimi incelemeleri istenmistir. Ogretmen
adaylarinin 6zellikle denklik sinifi belirleme ve oran kiimesi olusturma konularinda
birbirlerinden farkli cevaplar verdikleri ve cevaplarindan emin olmadiklarint dile
getirdikleri gorillmistiir. Bu esnada Idil ve Sena’min derse katilma istegi dikkat
cekmistir. Ders gozlemleri ile beraber DKIF ve DBKBF den elde edilen bulgular
incelendiginde Mehmet, Idil ve Sena adli kisilerin durum galismasi i¢in uygun kisiler

oldugu dusintlmustuir.



46

4.3. ikinci Alt Probleme Ait Bulgular

Bu bolimde Mehmet (M), Idil (I) ve Sena (S) adli ilkdgretim matematik
ogretmen adaylarinin denklik bagintisina iligkin dort adet teoremi ispatlama
sireclerini kanit imaj1 teorik gercevesiyle incelemek amaciyla gergeklestirilen durum
calismast bulgulant yer almaktadir. Ogretmen adaylarinin teorem ile karsilasma
anindan itibaren aldiklart notlar ve teorem tizerine yaptiklar1 konugsmalar yorumlar ile
birlikte sunulmustur. Bulgular her teorem ve her 6gretmen adayi i¢in ayr ayn ele
alinmistir. Ogretmen adaylarina sunulan 4 teorem asagida sirastyla verilmistir.

1. A bir kiime ve ~ , A tizerinde taniml1 bir denklik bagintisi ve a, b € A olsun.

[a] = [b] & a ~ b “dir. Kanitlayiniz.

2. 1Iki denklik sinifi 6zdestir ya da ayriktir. Kamtlayiniz.

3. a, b ve n €Z olsun. a = b (modn) bagintisi Z izerinde bir denklik
bagintisidir. Kanitlayiniz.

4. Bos kiime hari¢ tim sonlu kiimelerden olusan aile A ve
B={f|f:X—Ybirebirve 6rten,X,Y € A} olsun. Bu baginti A

tizerinde bir denklik bagintist midir?

Bu sorularda bireylerin genel olarak sahip olunmasi gereken on bilgiler;
denklik bagintisi, denklik bagintisinin 6zellikleri, denklik sinifi, modiler aritmetik
kavrami, fonksiyon kavrami, matematiksel notasyonlari tanimadir. Aragtirmaci (A)ile
ogretmen adaylar arasinda gegen diyaloglar kisaca M, I ve S seklinde sunulmustur.

4.3.1. Teorem 1’e lliskin Kanit imajlar:

Mehmet, Idil ve Sena adli 6gretmen adaylarinin birinci teoremden elde edilen

bulgulart agsagida sirastyla sunulmustur.

Mehmet’in Kanit Imaji

Mehmet teorem ile karsilastiktan hemen sonra ispatlama slrecine

baslamaktadir.
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IM: [a] =[b] = a~Db

Once gerek kosulu ispatlamaliyim.

(=)ilal =[b]=a~b

x € [a]

Bir an duraksar ve silgisine yonelir.

1A: Neden siliyorsun?

2M: Ters yazmaliydim. (Onermelerin yerlerini isaret eder.)
2A: Farkeder mi?

3M: Gidisat1 biraz degistirir.

Mehmet gerek kosul onermesini yazdiktan sonra silgisine yonelir ve gerek
kosul ile yeter kosul onermelerin yerlerini degistirmesi gerektigini diigiiniir. Burada
Mehmet;

e (Cift yonlu kosullu 6nermelerin ispatinda gerek ve yeter kosulu ispatlamasi
gerektigini belirttiginde (1M),

e Ispata basladiginda 6nermelerin yerini degistirmeye karar verdiginde (2M),

e Gerek kosul ve yeter kosul dnermelerinin yerlerini degistirmez ise gidisatin

etkilenecegini belirttiginde (3M),

sahip oldugu bilgi yapilarini gostermektedir. Mehmet ¢ift yonli kosullu 6nermelerin
ispatinin nasil yapacagini bilmektedir. Ancak burada Mehmet’in ¢ift yonla kosullu
onermelerin yerlerini degistirerek ispatt yapmak istemesi ve eger degistirmez ise
sonucun bundan etkilenecegini belirtmesi ilk olarak Mehmet’in bu ifadeyi (&)
anlamlandiramadigint akla getirmektedir. Mehmet’in zihninde ¢ift yonla kosullu
onermelerin ispati ile ilgili eksik bir bilginin varligindan séz edilebilir. Burada
farkedilen diger bir durum ise Mehmet’in yeter kosul 6nermesini nasil ispatlayacagina

dair zihninde bir yap1 olugmasi ve bu yiizden bu kisimdan baglamayi tercih etmesidir.

Mehmet oOnermelerin yerini degistirerek ispata yeniden basladiginda su

aciklamalari yapar:
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4M: Soyle olmalr:

a~be [a]l =[b]

x€Elal =x~a=a~b=>x~b=x€[b]=[a] c[b] (1)
xEbl=x~b=a~b=x~a=x€[a]l=[b]cla]l (2)

(1) ve (2)’ den [a] = [b] olur.

3A: Yaptiklarini agiklar misin?

5M: [a]’ dan bir eleman aldim. Denklik bagintisinin 6zelliklerini kullanarak [a] €
[b] oldugunu gosterdim. Ayni sekilde [b]'nin denklik sinifindan eleman aldim
sonucunda [b] < [a] oldu. Iki kiime birbirinin alt kiimesiyse bunlar birbirine esittir.

Bu gerek kosuldu. Simdi yeter kosulu ispatlamam lazim.

Burada Mehmet;
e Denklik sinifinin tanimi
e Denklik bagintisinin 6zellikleri

e Iki kiimenin esit olmast i¢in birbirlerinin alt kiimesi olmas1 gerektigi

ile ilgili bilgi yapilarini tammaktadir (4M, SM). Mehmet alakal1 gordiigii bu bilgileri
sahip oldugu matematiksel bilgiler arasindan segerek ve onlart kullanarak yeni bir yapi
olusturmaktadir. Ardindan Mehmet ispatin yeter kosul onermesini de ayni bilgiler

yardimi ile tamamladig gorilmektedir (6M, 7M).

6M: (<) [al =[p]=a~b

Bunu az 6nce de yazmigtim.

Bir siire dustuntr. Sonra yazmaya baglar.

x€Ela] =2 [a]l=[p]=x€h]=x~arAx~b=a~xANx~b=a~Db
Actklamaya baslar:

7M: iki denklik sinifinin egit olmasindan yararlandim. x bunun elemaniysa ([a]),

bunun da ([b]) elemanidir. Sonra ézellikleri kullandim. Degisme ve gegisme. ..

Bu siirecte Mehmet’in matematiksel ifadeleri de dogru kullandig goriilmektedir.

Mehmet’in ispat siiresince kullandigt yapilar Mehmet’in zihninde vardir ve Mehmet
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alakali gordiigi bu yapilan segerek yeni bir yapr olusturmaktadir. Bu yeni yapinin
olusumu ani ve beklenmedik bir durum degildir. Mehmet sahip oldugu yapilar
arasinda baglar kurdukga yeni yap1 olugmaktadir. Bu durum kanit imajinin yeni yapilar
olusturma eylemlerinin dogrusal olmamakla birlikte paralel ve etkilesimli oldugunu
dogrulamaktadir.
Mehmet siire¢ boyunca,

e Cift yonlu kosullu 6nermelerin ispati

e Denklik bagintisinin 6zellikleri ve denklik sinifinin tanimi

e Iki kiimenin esitligini ispatlama

e Matematiksel sembollerin kullanimi

yapilarini kullanmaktadir.

4A: Bitti mi ispatin?

8M: Evet. Bu kadar.

SA: Emin misin yaptiklarindan?

9M: Surda hem ‘=’ hem ‘A’ kullandim. Aradaki bagintiyi tam kuramamig

olabilirim. Ama geneli dogrudur herhalde.

Mehmet’in ispati tamamlamasi yeni bir yapt olusturmasi baglaminda ele
alindiginda, olusan bu yeni yapiyi, sahip oldugu ve alakali goérdigt matematiksel
yapilart segerek ve bunlar arasinda iliskiler kurarak sagladigr gorilmektedir. Bu durum
kanit imajinin biligsel boyutunun o6zelliklerinden olan mantiksal baglar icerme
ozelligini gosterir. Mehmet’in kanit imaj1 bir streci yansittigindan dinamiktir.
Mehmet’in sahip oldugu matematiksel bilgi yapilariyla mantiksal baglar kurarak
olusturdugu bu yeni yapi bir biitiinliik olusturmaktadir. Mehmet ispati tamamladiginda
yaptiklarinin genelinden emin oldugunu ifade etmekte ancak matematiksel ifadeleri
kullanmada hataya digmius olabilecegini soylemektedir. Bu durum kanit imajinin
duyugsal boyutu olan sezgisel ikna baglaminda degerlendirildiginde Mehmet’in
olusturdugu yeni bilgiden emin oldugu ve bu konuda kesinlik hissinin olustugunu
ancak sadece matematiksel ifadeleri kullanmada kendisinden emin olmadig

gorilmektedir. Mehmet’in bu konuda kesinlik hissinin olugmamast yanlig
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yapmasindan kaynaklanmamaktadir. Mehmet’in kullandigi matematiksel dil genel
itibariyle dogrudur. Ancak yine de bu konuda kesinlik hissinin olusmamast Mehmet’in
matematiksel notasyonlar1 kullanarak ispat yapma konusundaki bilgi yapilarinin yeni
olusmus olmasindan kaynaklanabilir. Bu durum yeni olusan bilginin kirilganlig

olarak da yorumlanabilir. Sekil 16’da Mehmet’in ispat siireci 6zetlenmisgtir.

Sekil 16
Mehmet’in Olay:

Idil’in Kanit Imaji

Idil teoremi sesli olarak okuduktan hemen sonra ilk olarak teorem ile ilgili

yorumunu yapmaktadir.

li:a~bob~a
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Bu simetri 6zelligidir. O zaman [a] = [b] ©® a ~ b
1A: Simetri 6zelliginden bahsetmek yeterli mi?
2i: Boyledir. Bundan baska da ne sdylenebilir. He... Bunlar kiime oldugu i¢in

eleman alip gosterecegim.

Burada Idil;

e denklik bagintisinin simetri 6zelligini

aciklamakta ve tamdig yapilar arasinda oldugunu gostermektedir (11). Ancak bu
agtklamanin teoremin ispati i¢in yeterli oldugu goriisiindedir. Arastirmaci Dye
yonelttigi soru ile yeniden diisiinmesini amaglamaktadir. I tekrar diisiindiigiinde ne

yapmast gerektiginin farkina varir.

Bir siire diisiindiikten sonra asagidaki satirlart yazmaya baslar.
di:x€fal=x~aNa~b=x~b=x€[b] = [a] c [b]
xE[p]=>x~bANa~b=>x~a= x € [a] = [b] c [a]

Bu ikisinin sonucunda [a] = [b] oldu.

Bu asamada Idil’in;

e denklik siniflarinin 6ncelikle birer kiime oldugu,

e kume ile ilgili ispat sorularinda ispata nereden baglamasi gerektigi,
bilgi yapilarni dogru kombinasyon ile zihninde canlanmaktadir (2I). Ardindan ispati
yapmaya baslayan Idil’in

e denklik bagintisinin 6zellikleri,

e denklik sinifinin tanima,

e egit kime olma kosulu,
sahip oldugu matematiksel yapilar arasindadir (31). Idil tanidig bu yapilar arasinda
mantiksal baglar kurarak ispatin ilk adimini tamamlamaktadir. Arastirmacinin ispati

bitirip bitirmedigini sormast iizerine Idil, yeter kosulu ispatlamasi gerektigini farkeder.

4i: Bitmedi mi... Gerek ve yeter kosul var burda dogru. O zaman yine eleman

alayim.
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x€Ela]=>x~a=[a]l=[b]=x€b]=x~bAx~a=a~Db
Bu sefer oldu.
3A: Emin misin yaptiklarindan?

5i: Evet.

Bu durum Idil’in;

o cift yonli kosullu 6nermelerin ispati

hakkinda bilgi sahibi oldugunu gostermektedir (41). Bu bilgiyi tanimast ve kullanmasi
es zamanli olmaktadir. Boylece ispati tamamlamaktadir. Ancak bu bilgi yapisini

hatirlamasi aragtirmacinin sordugu soru ile es zamanli olmaktadir.

Idi’in kanit imajimin bilissel boyutu incelendiginde alakali gordigi
matematiksel yapilar1 segmesi siire¢ boyunca devam etmektedir. Idil iki ayn yerde
ispat: tamamladigini diisiindiigii halde arastirmacinin Idil’i tekrar diisinmeye tesviki
lizerine diisinmeye devam ettigi goriilmektedir (11, 3I). Idil’in verdigi cevaplar O’nun
ispat1 tamamlayabilmesi i¢in gerekli olan bilgi yapilarina sahip oldugunu ancak bu
bilgt yapilarint kullanabilmesi igin arastirmacinin sorularla stirece dahil olmasini
gerektirmektedir. Idil, sorular iizerine tekrar diisiindiigiinde ispatin bitmedigini
farketmekte ve boylece sahip oldugu matematiksel yapilar arasinda mantiksal baglar
kurarak yeni bir yapt olusturmaktadir. Bu durum ilerleme gosteren bir siireg
oldugundan dinamiktir. 1dil’in ispatin dogruluguna iliskin kisise/ anlayisimn teorem
ile karsilastigi anda olustugu goriilmektedir (1I). Ancak teoremin ispati igin
aciklamalan yetersizdir. Bu durum Idil’in zihninde neler canlandigim soylemek igin
yetersiz olmakla birlikte kanit imajinin kalici olmadigl, gozden kaybolabildigi veya
kamt imajin1 ifade etmenin giig oldugu ile agiklanabilir. Idil bu siireci tamamlayarak,
sahip oldugu matematiksel yapilardan hareketle yeni bir bilginin olusumunu

saglamaktadir. Boylece kanit imajimin biitiinliik karakteristigini saglamaktadir.

Idil’in kanit imajinin duyussal boyutuna bakildiginda, ispati tamamladigina
dair bir kesinlik hissinin olustugu gorilmektedir (5I). Bu durum sezgisel ikna

karakteristigine ornektir.
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Sena’min Kanmit Imaji

Sena teoremi okur okumaz ispatlama siirecine baglamaktadir. Sena’nin ne

yapmasi gerektiginin farkinda oldugu gézlenmektedir.

1S:[a]l=[p] = a~ Db

xEla] =>x€[bp]=x~bAx~a=a~b
En son gegigme ozelliginden a ~ b elde ederiz.
2S:a ~ b= [a] = [b]

Simdi bunu ispatlamam lazim.

Yine bir eleman alalim denklik sinifindan.
x€Ela]=>x~a=a~b=x~b= x€[b]

3S: O zaman [a] = [b] derim, degil mi?

Kisa bir stre i¢inde ispatin ilk adimin1 dogru bir sekilde tamamlayan Sena’nin (1S);
e (Cift kosullu 6nermeleri ispatlama
e Denklik sinifinin tanimi1

e Denklik bagintisinin 6zellikleri

ile ilgili matematiksel yapilara sahip oldugu ve teoremin ispati i¢in bu yapilar arasinda
anlamlt iligkiler kurarak ispatin ilk adimini dogru bir sekilde tamamladig
goriilmektedir. Ispatin ikinci basamag olan yeter kosul kismini ispatlamaya baslayan
Sena, iki denklik sinifinda da var olan bir eleman oldugunu gosterdikten sonra bu iki
denklik smifinin esit oldugunu gosterdigini diisinmektedir (3S). Ardindan su

aciklamalari yapar:

4S: x Oyle bir eleman ki hem [a] min hem de [b]’nin denklik sinifinda.
Bu sozlerin hemen arkasindan su yorumu yapar:
5S: Boyle bir sey olamaz ki. Ikisi denk olmasa olamaz. Normalde dyle ama

bunu kanitlamam lazim galiba. Burdan direkt [a] = [b]diyemem yani.
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Bu esnada Sena’nin iki denklik sinifinin esitligini asikar olarak gormektedir
(4S). Bu durum Sena’min zihninde varolan “Iki denklik sinifi kesisemez.” bilgi yapist
ile alakal1 olabilir. Ancak durum béyle ise bu teoremin ispatlanmast dogru olacaktir.
Bu noktada aragtirmaci Sena’nin yeniden diiginmesini saglamak amaciyla iki kiimenin

esitliginin ne anlama geldigini sorar.

2A: Iki kiimenin esit olmast ne demek?

6S: He. Ikisinin birbirinin alt kiimesi olmas: gerek.

O zaman ilk basta [a] < [b] deriz. Yani soyle.

x€Elal >x~a=a~b=>x~b=x€[b]=[a]l c[b] (1)
Bir de [b] € [a] bunu gostermem gerek.
xeEbl=x~bha~b=x~a=x€[a]l=[b]c[a] ()
(1) ve (2)’ den [a] = [b]olur.

Boylece Sena;

e Esit kime olma kosulunu (6S),

aciklayarak bu bilgiye sahip oldugunu gosterir. Ancak bu bilgiyi kullanmasi
gerektigini arastirmaci tarafindan gelen soru ile farkeder. Ardindan kendinden emin

bir sekilde ispati tamamlar.

3A: Emin misin yaptiklarindan?

7S: Bence evet. Gerek ve yeter kosulu yaptik. Bu kadar.

Sena’nin kanit imajinin biligsel boyutu incelendiginde alakali matematiksel
yapilar segtigi ve bunlar tizerine yeni bir yap1 kurdugu gozlenmektedir. Bu siirecte
aragtirmact kritik anlarda (1A, 2A) sordugu sorular ile Sena’nin bildigi fakat
kullanmayr  dustinemedigi matematiksel yapilart  kullanmasini  saglamayi
amaclamaktadir. Boylece Sena, sahip oldugu yapilar arasinda mantiksal baglar
kurarak yeni bir yapt olusturur. Olusturdugu yeni yapi kendi i¢inde tutarlidir ve kanit
imajinin  biitiinliik olusturma karakteristigi saglanmaktadir. Sena’nin kanit imaji

geligme gosteren bir siirect temsil ettiginden dinamiktir. Sena bu stirecte daha 6nceden
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bilmedigi yeni bir yapiyt olusturdugu ig¢in kisise/l anlayis karakteristigini
saglamaktadir. Sena’nin ispatt tamamlamasi ve bittigini ifade etmesi tizerine kanit

imajinin duyussal boyutu olan sezgisel iknanin olustugu soylenebilir.

4.2.2. Teorem 2’ye lliskin Kanit Imajlar:

Mehmet, Idil ve Sena adli 6gretmen adaylarinin ikinci teoremden elde edilen

bulgulart agsagida sirastyla sunulmustur.

Mehmet’in Kamit Imaji

Mehmet teorem ile karsilastiktan sonra soruyu once sesli olarak birka¢ kez
okumaktadir. Teoremde verilen sozli ifadeyi matematiksel sembollerle gostermeye

caligmaktadir.

1M: [a] # [b] & [a]N[b] = @. Dogru mu yazdim?

1A: Acele etmene gerek yok. Tekrar digiinebilirsin.

Soruyu tekrar sesli bir sekilde okur ve yazdigi ifadenin dogrulugu iizerinde
diisiiniir.

2M: Tamam dogru bu, bence boyle. Olmayana ergi yontemi ile bunu

ispatlayabilirim.

Mehmet teoremi sesli olarak bir¢ok defa okuduktan sonra oncelikle sozel
olarak verilen ifadeyi matematiksel sembollerle dogru bir sekilde ifade etme iizerinde
durmaktadir. Kisa bir siire iginde ifadeyi matematiksel olarak yazar (1M). Ancak
yazdiginin dogrulugundan emin olmadigt gorilmektedir. Bunun iizerine yeniden
distinur ve daha sonra emin olur. Mehmet’in bu ifadeyi dogru olarak yazmasi teoremi
dogru anladigint ve anladigini ifade edebilecek matematiksel notasyonlar bildigini ve
dogru kullandigin1 gostermektedir. Hemen sonrasinda ispatt nasil yapacag ile ilgili
strateji gelistirmeye ¢alisgan Mehmet, olmayana ergi ile ispat yontemini seger ve bu
yontemi agiklar (2M, 3M). Mehmet’in bu asamada hangi ispat yonteminin O’na

kolaylik saglayacagini tespit etmesi ve bu yontemi dogru bir sekilde agiklamasi alakali
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olan onceki yapilarini sectigini ve aralarinda bag kurmaya hazirlandigini

gostermektedir.

2A: Olmayana ergi ile ispat nasil yapilir?

3M: Karsit tersini ispatliyorsun. p = q yerine ¢’ = p’. Ama burda gift
yonlu gerektirme oldugu icin yer degisimine gerek yok. O zaman soyle
olacak;

[a]=[b] & [alN[b] # @

Ardmdan ispata baglar.

(=):[la]l=[b] = [a]lN[b] # @ (olmayana ergi)

[aln[b] #B = x €[a]ln[b] = x € [a] Ax € [b]

Duraksar.

4M: 2’ nin (elemaninin) denklik sinifi ile b’ nin (elemaninin) denklik sinifi
esit ise kesisimleri bos kiimeden farklidir. Iki denklik simifi... Bunlar kiime
sonucta. Kesisimleri bog kiimeden farkli ise o kiimeden x diye bir eleman
aldim. x elemani kesisimde ise hem a hem de b’ nin denklik sinifinda yer alir.
Ardmdan soruya tekrar bakar ve bir siire diisiiniir.

3A: Ne dusintyorsun?

5M: Su an galiba yanlis gidiyorum. Simdi burada [a]N[b] # @
onermesinden eleman alip [a][b] ©nermesinin yardimi ile

[a]lN[b] # @ 6nermesine varmaliydim. Oyle olmayacak.

Yazmayt yarim biraktigi ispata doner.

[aln[b]+#B=x€laln[p] =x€[al]AxE[p]=a~ b= [a] =
[b]

4A: Neresi yanlig oldu?

6M: Benim sonug olarak bu kismi ([a]N[b] # @) bulmam lazim ama  ben
buray1 ([a] = [b]) buldum.

Bir siire sessiz kalir.

Mehmet ispat igin uygun stratejiyi sectikten sonra gerek kosul 6nermesini
yazarak ispatlamaya baglamaktadir (3M). Mehmet ¢ift yonli gerektirmeden otirt

hipotez ve hikmiin yerini degistirmenin gerekli olmadigini ifade etmektedir. Ancak
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bir sire sonra ispatint yarim birakarak bir sorun yasadigini agiklar. Bu agsamada
Mehmet’in oncelikle ifadelerin yerini degistirmemesine kargin hilkkmii varsayarak
hipoteze ulagsmaya ¢alistigi ve bu durumun bir karigikliga sebep oldugu goriilmektedir.
Daha sonra Mehmet’in ispati nasil yapmasi gerektigi ile ilgili acgiklamasi bu
karigikligin sebebini agiklayabilir. Burada yasanan durumun sebebi olarak Mehmet’in,
hipotezi varsayarak ve hiikmii kullanarak hitkmiin dogrulugunu gostermesi gerektigini
disinmesi gosterilebilir. Bu dusiince Mehmet’in zihninde olugmus yanlis bir bilgi
yapisindan kaynaklanmaktadir. Bu yanlig yapt Mehmet’in Teorem 1°de dogrudan ispat
yontemini kullanirken ortaya ¢ikmamasina kargin olmayana ergi yontemi ile ispat
yaparken belirmesi Mehmet’in zihnindeki yanlis matematiksel yapinin bu yontemle

alakali oldugunu gostermektedir.

7M: Celigki bulma yontemi. ..

Bir siire daha soruyu okur ve yaptigi matematiksel ifadenin dogrulugunu
yeniden kontrol eder.

8M: Yontemi digiinmeden bir ispatlamaya c¢alisacagim. ..

x€Elaln[bp] =x€al]A\x€E€b]=x~aAx~b=a~b=[a] =
[b]

9M: Bence p ve q ifadelerinin yerini degistirmeliyim. Olmayana ergi yontemi
icin Oyle yapmam lazimd1 zaten. Ters olmus.

Yapnigi ispat iizerinde goz gezdirir.

Zaten burdan gitmek kolay diye baglangicta olmayana ergi yontemi demigtim.
S5A: Simdi oldu mu?

Bir siire diisiiniir.

10M: Bence yine de bir sorun var. Simdi burada [a]N[b] # @ 6nermesinden
eleman alip [a] = [b] Onermesinin yardimi ile [a]N[b] # @ varmaliydim.
Oyle olmadi. Ama nasil kullanayim ki... Bilmiyorum ama bence burda bir
sorun var. Acaba ¢eligski bulma yontemi ile mi ispatlasaydim. ..

Bir siire daha sessiz kalir.

Mehmet, ardmdan gerek kosul onermesinden emin olmasa da devam etmek
ister ve yeter kosul onermesini yazar.

11M: Yeter kosulu ispatlayayim. Yeter kosul 6nermesini yazar.



58

[a] = [b] = [a]lN[b] # @

Iki denklik simfi esitse bunlari kesisimi bos kiimeden farklidir. Burasi net.
Bariz. Ikisi birbirinin aynistysa kesisimi bos olamaz. 1lla gostermem gerekirse
A’nin denklik sinifindan bir eleman alirim, iki denklik sinifi egit oldugu igin
bu eleman b’nin denklik sinifinda da yer alir. Boylece kesisim kiimesi bos

olmaz.

Onermeyi yazmasinin ardindan dogrulugunun bariz oldugunu agiklar. Boylece
Mehmet’in  matematiksel notasyonlart dogru okudugu ve anlamlandirdig

gorilmektedir.

6A: Bitti mi ispatin?

12M: Evet bitti.

Bir siire daha yaptiklarini yeniden gozden gecirir.

13M: Dedigim gibi surda bir sorun var (gerek kosul onermesinin ispatini
gosterir). Ama bagka tirli bir ¢6zim de disiinemiyorum.

7A: Sorunun ne oldugunu tekrar agiklar misin?

14M: Biz normalde hep derslerde 6rnegin p = g Onermesini ispatlarken, g
(6nermesinden) eleman alip p (6nermesinin) yardimiyla g (6nermesinin)
dogrulugunu gosteriyorduk. Ama burda p 6nermesinden hareketip edip g
onermesinin dogrulugunu gostermis oldum.

Bir siire daha gozlerini yazdiklart iistiinde gezdirir.

15M: Celigki bulma yontemi. .. VZ nin rasyonel olmadiginin ispati ¢eligki
bulma yontemi ile gosteriyorduk mesela. ifadenin olumsuzunu varsaytyorduk.
Sonra bir geligki buluyorduk. Burda onu mu yapmaliydim...

[a] n[b] # @ = [a] = [b]

[aln[bl]#@=a~b

Belki buradan disiinmenin bir yarari olur.

Yani [a] = [b] ‘i kullanamadim. Belki bunun ispatlanma stilinde bir farklilik
vardir.

16M: Bilmiyorum orada bir sorun var.

Ardmndan kalemini birakir.
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Mehmet yarim biraktigr ispatt tamamlamaktadir. Ancak kanit imajinin
duyugsal boyutu olan sezgisel ikna karakteristigi olusmamaktadir. Mehmet, bir de
herhangi bir ispat yontemi diusinmeksizin nasil ispat yapacagint gormek ister ve
yeniden ayni ifadeleri yazdigini goriir. Bu sirada olmayana ergi yontemi igin ifadelerin
yerini degistirmesi gerektigini farkeder. Boylece yaptigi ispattaki hatayr diizeltir.
Ancak yine de Mehmet’in kesinlik hissinin olusmadigi goriilmektedir. Bunun sebebi
ise daha oncede karsilagilan Mehmet’in olmayana ergi yontemi ile alakali zihninde
olugsmug yanlis yapidan kaynaklanmaktadir. Mehmet, ispat yaparken hipotezden
hareketle ve hikmtn kullanilmasiyla hilkme varilmasi gerektigini diginmektedir.
Mehmet’in yazdig1 ifadeler incelendiginde, Mehmet’in gerek kosul oOnermesini
yazmasi ¢ift gerektirme igeren teoremlere nasil yaklagmasi gerektigini bildigini

gostermektedir. Ardindan;

[a] n[b] + @ = x € [a] N [b] Bos kiimenin tanimi1
= x € [a] Ax € [b] Kesisim kiimesinin tanimi
= x~aAx~Db Denklik sinifinin tanimi
= a~ b= [a] = [b] Denklik bagintisinin 6zellikleri,
Teorem 1

matematiksel yapilarina sahip oldugu gorilmektedir.

Mehmet’in ispat siirecinde en ¢ok dikkat ¢eken durum, Mehmet’in ispatin
hentiz bagindayken olmayana ergi yontemi ile ispati tercih etmesi ancak sonrasinda
siklikla bu yontemi kullanmasinin dogru olup olmadigini sorgulamasi olmaktadir. Bu
durum Mehmet’'nin zihninde en bagta bir kanit imaji olustuguna ancak zaman
igerisinde gozden kaybolduguna isaret edebilir. Cinkii Mehmet ispatin ilerleyen
kisimlarinda; baglangigta isini kolaylastiracagini disiindiigii i¢in bu yontemi sectigini

soylemektedir (9M).

Mehmet’in ispatinin ilk adimint dogru yapmasina karsin sezgisel ikna hissinin
olugsmamasi dikkate deger bir noktadir. Bu durumun sebebi, Mehmet’in zihnindeki

olmayana ergi yontemi ile ilgili 6énceden olusmus yanlis yap1 olabilir. Mehmet, ispati
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dogru yaptig1 halde bagka bir ¢oziim aramakta ve baska ispat yontemleri kullanmay1
diusinmektedir. Ayrica Mehmet’in zihnindeki bu yanlis yapiy1 birden fazla kez ifade

etmesi bu bilginin dogrulugundan emin oldugunu gostermektedir.

Mehmet, yeter kosul 6nermesinin dogrulugunun asikar olmasini agiklamasinin
ardindan ispatinin bittigini sdyler. Mehmet, ispatini dogru sekilde tamamlamistir.
Ancak yine de soru lizerinde disiinmeye devam ettigi goriilmektedir. Bu durum kanit
imajinin  duyugsal boyutu olan sezgisel ikna ozelliginin olugmamasindan
kaynaklanmaktadir. Ardindan emin olamadigi noktayr agiklar. Mehmet’in tekrar
tekrar dile getirdigi olmayana ergi yontemi ile ispat hakkinda zihninde &nceden
olusmus olan yanlis yapt Mehmet’in sezgisel iknasinin olusumunu engellemektedir ve

Mehmet ispat i¢in bagka yontemler diissinmektedir.

Mehmet’in kanit imajinin biligsel oOzellikleri incelendiginde, Mehmet’in
teorem ile alakali sahip oldugu matematiksel bilgi yapilar arasinda mantiksal baglar
kurdugu goralmektedir. Mehmet bildigi yapilardan hareketle yeni bir yap1
olusturmaktadir. Ancak ispati dogru sekilde tamamlayarak yeni bir yapt olusturdugu
halde olugan bu yeni yapinin dogrulugundan emin olamamaktadir. Mehmet’in ispat
sireci gelisme gosteren bir sire¢ oldugundan dinamiktir. Mehmet’in teoremi
matematiksel notasyonlart kullanarak ¢ok kisa bir siirede yazmasi ve ispat i¢in hangi
yontemi uygulayacagina da hemen karar vermesi Mehmet’in kisisel/ anlayigmin

yansimast olarak gortulebilir.

Mehmet, ispatt tamamlayarak yeni bir matematiksel yap1 olusturdugu halde
zihnindeki yanlis bir yapr sezgisel iknasinin olugmasini engellemektedir. Oyleyse
olusan bu yeni yapinin bitinlik olusturma &zelliginden bahsedilebilir mi? Mehmet
ispat1 dogru yaptigint disinmedigi i¢in zihninde yeni bir yapinin olustugundan s6z

etmek dogru olur mu? Bu durum tartisma kisminda tartigilacaktir.
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Idil’ in Kamit Imaj

Idil, soruyu sesli olarak birkag kez okuduktan sonra teoremin dogru oldugunu

ancak nasil ispatlayacagini bilmedigini ifade etmektedir.

11: Bunun dogru oldugunu biliyorum ancak ispat: nasil olur bilemiyorum.
1A: Istedigin kadar diisiinebilirsin.
Bir siire sessiz kalrr.

2A: Sence neden dogru?

21: Yani mesela kesirler iistiinde diigiinelim. Bir tarafta 1/ 3 kesrinin denklik

sinifi olsun diger tarafta 2/ 3 kesrinin... Bunlann kesisimi yoktur. Ama nasil

ispatlanir bu. ..

Idil, denk olmayan iki kesrin denklik simflarinda ortak bir eleman
bulunamayacagini agiklayarak teoremi nasil anladigimi gostermektedir (21). Boylece
Idil 6nceki alakali bilgilerini segerek ve aralarinda bag kurarak soyutlama eylemine
baglamaktadir. Idil’in verdigi érnek ile;

e Denklik

e Denklik siniflart

e Denk kesirler

e Denklik sinifi ve kiime iliskisi

kavramlarini bildigi goralmektedir. Ancak bu asamada ispatt nasil yapacagin
bilemedigini ifade etmektedir. Bunun iizerine arastirmaci Idil’den soruyu

matematiksel sembollerle gostermesini istemektedir.

3A: Soruyu matematiksel sembollerle ifade edebilir misin?
31: Soyle olabilir:

[al]=[b] = a~b

[al # [p]=a~+ b

4A: 1ki denklik sinifinin ayrik olmasini nasil ifade edebilirsin?
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4i: ikisi de birbirinin alt kiimesi degildir seklinde diisiinsem olabilir mi 6yle? Ya
da kesisimleri bos kiime olacak.

[aln[b]=0=a~+b

5i: Bunu nasil yapabilirim?

a’nin denklik sinifindan bir eleman alalim.

x€Ela] =>x~aAx~+b

Bu sekilde isin iginden nasil ¢ikarim bilmiyorum. Sonugta burda gegismeden
bahsedemem.

Tekrar matematiksel gosterime odaklanir.

6i: Soruda ya da demis ya ben onu veya olarak ifade etmeliyim.

[a] = [b]V [aln[b] =0

Simdi her iki kism1 ayri ayri ispatlasam.

7i: Ama bu sekilde bir ispat ne kadar dogru olur bilemiyorum.

Daha once i¢inde veya gegen bir ispat gormedim. Ancak belki sdyle olabilir.
Bunlara dogruluk degeri versem... Off kafam karigt.

Bir siire sessiz kalir.

Idil’in sorunun sozel olarak ifade ettigini matematiksel olarak ifade etmesinin
uzun bir zaman aldig1 goriilmektedir. Idil, onceki bilgi yapilarin segerek bir diisiince
yolu olusturmaya calismaktadir. Idil denklik siniflarimin o6ncelikle birer kiime
oldugunun farkindadir ve iki denklik sinifinin egit olmasi i¢in birbirlerinin alt kiimeleri
olmalari gerektigini bilmektedir (4I). Yazdign matematiksel gosterimi ispatlamaya
calisirken denklik olmadigr i¢in denklik bagintisinin 6zelligi olan gegisme 6zelligini
kullanamayacaginin farkindadir (5I). Bu noktada Idil’in denklik bagintisinin
ozelliklerini, denklik siniflarini, iki kiimenin esit oldugunun nasil ispatlanacag ile
bilgi yapilarina sahip oldugu soylenebilir. Bunun uzerine yazdigi ifadenin ona
yardimecr olamayacagim diisiinerek matematiksel ifadesini degistirmektedir (61).
Ancak bunun da dogrulugundan emin olamadig gorilmektedir. Bir siire dogruluk
degerlerini gostererek ispati yapabilecegini diigiinir fakat bunun Uzerinde fazla
durmaz (71). Soru iizerinde tekrar diisiiniirken sorudaki ifadeyi tekrar matematiksel

sembollerle gostermeye calistigr gorulmektedir.
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Sunlari yazar:
8i: [al=[p]l = [aln[b] # O
[a]’ dan bir eleman alalim. Once bunu gostericez.

x€la] =>x~a = x~b=x€|[b]
[a]=[p]

= [aln[b]={x}=[aln[b] # O

Dogru yoldan gidiyor muyum?

SA: Sence?

Yaptiklarini tekrar gozden gegirir.

9i: Adimlarim dogru ama baslangi¢ disincem dogru mu emin degilim. Ben
burda tek bir duruma odaklandim galiba. Ayrik olma durumuyla ilgili bir sey
ispatlamadim.

10i: iki denklik simifi 6zdesse ayrik degildir. Bunu ispatlamak ¢ok kolay.

Siirekli ayn1 yere ¢ikiyorum.

Idil’in bu kez matematiksel ifadesini degistirdigi ve yazdig: ifadeyi ispatlamaya
basladig: goriilmektedir. Ancak bu noktada Idil’in yazdig énerme teoremi ispatlamak
i¢in yeterli degildir. Kendisinin de emin olmadigim ifade etmesi tizerine (8I) tekrar
dustndugi gozlenmektedir. Bu noktada kanit imajinin duyugsal boyutu olan sezgisel
ikna olugsmadig1 i¢in 1dil’in siirece devam ettigi sdylenebilir. Bir siire sonra yazdig
onermenin kendisine yardimct olmayacaginin farkina vardigi goriilmektedir. (91). Iki
denklik sinifinin 6zdes ise ayrik oldugunu ispatlamanin ¢ok kolay olacagini ifade
etmesi {izerine (10I), arastirmaci Idil’e iki denklik simifi 6zdes degil ise ne olacagim

sorar.

6A: Peki iki denklik sinifi 6zdes degilse?

11i: Aa bunun tam tersini mi yazmaliyim?

7A: Biraz daha dustnebilirsin.

121 iki denklik sinifi 6zdestir ya da ayriktir.

[a] # [b] & [a] n [b] = @ Burdan gidebilirim sanirim. Bu ifade her durumu
kapsiyo. O zaman gerek yeter kosulu ispatlamaya ¢alisayim.

[a] # [b] = [a]l N [b] = @
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Idil, ifadeyi bu agidan degerlendirdiginde Van der Waerden’in Einfall diye ifade
ettigi ani bir bigimde zihninde yeni bir yapinin olustugu bir an yasamaktadir. Hemen
ardindan sorudaki ifadeyi matematiksel sembollerle dogru bir sekilde gosterdigi ve
dogrulugundan emin oldugu goriilmektedir (121). Sonrasinda formal ispata yonelen

Idil, ispat yontemi olarak celiski yontemini segmektedir.

13i: Burda bir celiski olusturabilirim. p = q yerine q' = p’ onermesinin
dogrulugunu gostermem lazim. Yok o karsit tersiydi. Nasildi? Donemin baginda
kaldig i¢in konu tam olarak hatirlamiyorum.

Bir siire diigiiniir.

8A: Neden celigki yontemi ile ispat1 sectin?

14i: Acikcasi [a] N [b] = @énermesi yerine olumsuzuyla ugrasmak daha kolay
geliyor. Celiski ile ilgili V2 > nin ispatim1 hatirliyorum. v2' nin rasyonel
oldugunu varsaytyorduk.

O zaman

[a] # [b] = [a] n [b] # O olsun diyelim.

[a] N [b]’ den eleman alayim hemen.

x€Elaln[b] =x€la]l]Ax €[] = x~aAx~b = a~b = [a] = [b]
Celiski oldu. Demek ki kabuliimiiz yanlis. O zaman bu dogru.

[a] # [b] & [a]n[b] =0

Idil, geliski bulma yontemi ile ispatin tanimimi tam olarak hatirlamamasina ve
kisa bir sireligine olmayana ergi yontemi ile karigtirmasina karsin, bu yontemle
yapilan ve iyi bildigi bir 6rnek tzerinden bilgilerini hatirlamaya c¢aligsmaktadir.
Boylece 1dil’in alakali onceki yapilari segerek soyutlama eylemine devam ettigi
goriilmektedir. Idil’in baslangicta celiski bulma yontemi ile ispati tam olarak
hatirlamamasina karsin bu yontemi segmesi dikkate deger bir noktadir. Idil, bu
durumu, ifadenin olumsuzundan hareket etmenin isini kolaylastiracagini sdyleyerek
aciklamaktadir. 1dil, bu asamada ne yapmasi gerektiginin farkinda olmasina ragmen,
oncesinde yontemin ismini sdylemek onu zorlayan kisim olmaktadir. 1dil, bu siirecin
ardindan geliski bulma yontemi ile ispat: soru {izerinde uygulamaktadir (141). Boylece

ispatin ilk adtmin1 dogru bir sekilde ve kendinden emin olarak tamamlamaktadir (141).
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9A: Burda ancak ve ancak ifadesini kullanabilir misin?

15i: Diyemem degil mi? Yine mi geliski olusturacagim?

10A: Once yeter kosulu da bir yaz istersen.

161: [a] n [b] = @ = [a] # [b]

Denklik siniflarinin kesisiminden eleman alamiyorum ¢iinkii eleman yok orada.
Celiski mi olustursam. p’ = q onermesini gostersem.

11A: p = q onermesi ile sonuglart denk olur mu?

17i: Olmaz di mi... Ben bu kismi yapamayacagim galiba.

Ardindan gerek kosul oOnermesinin ispatina geger. Sekil 17°de Idil’in

caligmasindan bir kesit sunulmustur.

Sekil 17

Idil’in 2. Teorem ig:in Calismasi

Idil’in kanit imajinin ozelliklerini iki ayn baslik altinda incelemek uygun
olacaktir. Ciinkii 1dil, ispatin gerek kosul énermesinin ispat igin oldukg¢a uzun bir siire
caba harcayarak dogru bir sekilde tamamlarken, yeter kosul Gnermesinin ispat

surecinde ayni ozellikleri gostermemektedir.
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Idil’in Gerek Kosul ispati

Idil’in ispat siiresince en ¢ok zorlandig kisim teoremi matematiksel ifadelerle
yazmak olmaktadir. 1dil, sahip oldugu matematiksel yapilar1 arasinda iliskiler kurarak,
kullanabilecegi 6rnekler Gistiinde durarak uzun bir diigiince agamasi gergeklestirmekte
(31-121) ve sonunda bilgiyi yapilandirma siirecininin {iriinii olarak yeni bir yap: ortaya

koymaktadir (121).

Idil’in ispatlama siireci boyunca ona yardimi dokunabilecek bilgileri segmesi
ve bunlar arasinda mantiksal baglar kurmast kamit imajiun mantiksal baglar
icermesinin gostergesidir. Idil, teoremi ilk kez yorumladigi sirada bir 6rnek vererek
teoremin dogru oldugunu agiklamasina karsin nasil ispatlayacagini bilmedigini ifade
etmektedir (21). Bu durum kanit imajinin bilissel boyutunun kisisel anlayis ozelligine
bir 6rnektir. Idil’in kisisel anlayisi teoremin dogru oldugu yoniindedir. Idil, sahip
oldugu matematiksel yapilar arasinda teorem i¢in gerekli olan bilgileri segmig ve ispati
butiin bir resim olarak gormustir. Bu durum kanit imajinin biitiinliik olusturma

ozelligine 6rnektir.

Idil’in kamt imajinin sezgisel iknasinin en ¢ok ifadeyi matematiksel
sembollerle dogru sekilde yazdigi anda goriilmektedir (121). Bu asamadan sonra
ispatin geri kalan kismin1 formal bir sekilde tamamlamaktadir. Tamamladig1 anda da
kesinlik hissinin olustugu gézlenmektedir. Boylece kanit imajinin duyusgsal boyutunun
sezgisel ikna ozelligi gorilmektedir. Sekil 18’de Idil’in galigmasindan bir kesit

sunulmustur.
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Sekil 18

Idil’in 2. Teoremdeki Calismasmin Devami

Idil’in Yeter Kosul Ispati

Idil, ispatinin ikinci adimina yeter kosul énermesini yazarak baglamaktadir.

12A: Peki sence dogru bir ifade mi?

18i: Dogru bence sorun yok.

xXEla] > x~a=x+b=x¢&[b] = [a] # [b]
Aymi sekilde [b] iginde yapmaliyim.
XE[h]=x~b=x+a=x¢&|a] = [a] # [b]
[a] ¢ [b], [b] & [a] = [a] N [b] = @ olur.

Bitti mi yeterli mi?

13A: Sence bitti mi?

191: Aklima yapilacak bagka bir sey gelmiyor agikgast.

Idil, yeter kosul semboliinii kullanmak yerine ancak ve ancak semboliinii
kullanmaktadir. Aragtirmacinin bu durumu sorgulamasi tizerine hatasint farkettigi ve
onermeyi dogru sembollerle ifade ederek yeniden yazdigi gozlenmektedir. Hemen

ardindan ispat i¢in bir strateji segmeye odaklandig goriilmektedir (161). Bu asamadan
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sonra 1dil’in ispat siireci giderek karmasiklasmaktadir. Yeter kosulunun ispat1 asikar
iken, Idil’in dogrudan formal ispat yapmaya ¢alistig1 goriilmektedir. Bu durum Idil’in
onermeyi anlamlandirmadigim gostermektedir. Idil, onermenin ispat: igin geligki
yontemi ile ispati secer. Burada onemli bir nokta dikkat gekmektedir. Idil, ispatin

birinci adiminda ¢eligki ile ispat yonteminin formal tanimini yapamadigt halde, bu

yontemle yapilan ve iyi bildigi bir ispattan (\/EI nin rasyonel olmadiginin ispati) yola
cikarak yontemi hatirlamakta ve dogru bir sekilde kullanmaktadir. Oysa ispatin ikinci
adiminda bu yontemi yanlis kullanmaktadir. Idil’in birinci adimda bildigi
matematiksel yapilar arasinda mantiksal baglar kurarak yeni bir yapt olusturdugu
gozlenirken, olusturdugu bu yapiy: ikinci adimda dogru bir sekilde kullanamadigt
gorilmektedir. Bu durum yeni olusan yapinin kirilganligi olarak yorumlanabilir.
Ayrica kanit imajinin biligsel boyutunun mantiksal baglar kurma o6zelligi de bu
asamada gozlenememektedir. Idil’in ispati yapamayacagimi sdylemesi iizerine
arastirmact Idil’e énermenin dogrulugu ile ilgili kisisel anlayisin1 sormaktadir. Burada
aragtirmacinin amaci Idil’in énermeyi tekrar okuyarak anlamlandirmasim saglamaktir.
Idil, 6nermenin dogru oldugunu soyleyerek kisisel anlayisini yansitmasina karsin yine
de onermeyi anlamadig gorilmektedir. Cinkii hemen ardindan formal bir ispat
yapmaya calisir. Ancak Idil’in aslinda dogrulugu bariz olan énermeyi, matematiksel
semboller kullanarak formal bir ispat yapma g¢abast igerisinde olusu matematiksel dili
kullanirken 6nermenin anlami tizerinde diisinmedigini gostermektedir. Sekil 19°da

Idil’in yeter kosul énermesinin ispati i¢in yapti1 ¢alismaya yer verilmistir.

Sekil 19

Idil’in 2. Teoremdeki Calismasi
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Idil, ispatin ikinci adimini dogru bir sekilde tamamlayamadan soru iizerinde
disinmeyi biraktigi gozlenmektedir. Kanit imajimin Ozellikleri bu asamada

gozlenememektedir.

Sena’min Kanmit Imaji

Sena soruyu oncelikli olarak sesli bir bigimde birka¢ kez okumaktadir. Teoremi

anlamaya calistigr gorilmektedir.

1S: Bunu su sekilde ifade edebilirim.

Iki denklik simifi 6zdestir ya da ayriktir. Iki denklik simifi ayriksa kesisimleri bos
kiime olur.

Zaten denklik sinifi hi¢bir zaman bog olamaz bunu biliyorum.

1A: Neden boyle olur?

2S: Cinki her eleman kendisine denktir bu yiizden en azindan kiime de kendisi
olacak. Mesela diyelim ki [a]” a bakiyoruz orda a olmak zorunda. Ama bu bana
nasil yardimer olacak?

Soruyu tekrar tekrar okuyor.

Denklik sinifi dedigi kiime zaten. Kimelerde de o6zdes olabilmeleri igin
birbirlerinin (iki denklik sinifinin) alt kiimeleri olmalart gerekir. Ya boyle
olmali, ya da hi¢ ortak elemant olmamali. Yani kesisimleri bog olmali.

2A: Sana mantiklt geliyor mu bu?

3S: Evet. Sonugta iki denklik sinifi kesisirse nasil olur hayal bile edemedim.
3A: Peki nasil ispatlarsin bunu?

4S: Nasil ispatlarim. ..

Sena, teoremi kendi anladigt sekilde ifade etmektedir. Hemen sonrasinda
denklik siniflarinin higbir zaman bog kalamayacagini sebebiyle birlikte agiklamaktadir
(1S). Burada Sena’nin teorem ile alakali gordiigii bilgi yapilarini segmeye basladig ve
bu bilgt yapilarini nasil kullanacagini disindigi goralmektedir. Ardindan denklik
siniflar ile kiime arasindaki iliskiyi dasindugu gozlenmektedir. Kiimelerin birbirine

esit olmast i¢in birbirlerinin alt kiimesi olmasi gerektigini ifade eder. Boylece Sena’nin
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sahip oldugu bilgi yapilari arasinda mantiksal baglar kurarak olusturma strecini
surdurdigi gorilmektedir. Ardindan iki denklik sinifinin kesigmesi durumunun
mimkiin olmadigini ifade eder. Burada Sena’nin teoremi daha 6nceden bir bilgi yapist
olarak bilmesine kargin bunun ispati lzerinde diusinmemis oldugu soylenebilir.
Aragtirmacinin Sena’dan teoremi matematiksel sembollerle gostermesini istemesi

tizerine bununla ilgili digiinmeye ve yazmaya basladigr gorilmektedir.

4A: Bu teoremi matematiksel bir gosterimle ifade edebilir misin?

5S: Edebilir miyim... Distiniiyor.

[a] = [b] & [a] n [b] = @ pardon [a] # [b]olmali.

6S: Ancak ve ancak oldugu i¢in yeter kosulu ve gerek kosulu ispatlamaliyim.
Simdi daha kolay oldu isim. [a] N [b] kiimesinin bos olmadigini varsayalim.
Olmayana ergi ile bunu ispatlayabilirim.

S5A: Neden bu yontemi sectigini agiklar misin?

7S: p = q ‘nun dogrulugunu ispatlamak yerine g’ = p’  Onermesinin
dogrulugunu gosteriyoruz. Yani soyle:

[a] n[b] # @ & [a] = [b] Ispata buradan baslamak kolay gibi.

6A: Yazdigini aciklar misin?

8S: Bir saniye kafam karist1. Burda ancak ve ancak olmamals. ..

Silgisine yonelir.

7A: Silmene gerek yok. Asagidan devam edebilirsin.

Onermeyi bastan yazar.

Sena’nin teoremi ilk yaziminda bir hata olmasina karsin bunu hemen farkederek
diizeltmektedir (5S). Sena’nin teoremi matematiksel ifadelerle gostermesinin kisa bir
zaman almasi, Sena’nin bu ifadeleri tanidigi ve dogru sekilde anlamlandirdigini
gostermektedir. Bu asamadan sonra Sena’nin ne yapacagnin farkinda oldugu
gorilmektedir. Teoremde ¢ift kosullu gerektirme yer aldig1 i¢in gerek ve yeter kosulu
ispatlamasi gerektigini sOyleyen Sena’nin bu konuda matematiksel olarak bilgi sahibi
oldugu gorulmektedir. Ardindan gerek kosul 6nermesini okumakta ve teoreme
nereden baglayacagina dair fikri oldugunu agiklamaktadir. Teoremi ispatlamak igin

olmaya ergi yontemini uygun goérdigiini ifade etmektedir (6S-7S). Burada Sena’nin
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ispat yontemleriyle ilgili matematiksel bilgt yapilarinin mevcut oldugu gorilmektedir.
Sena, olmayana ergi yontemini ve neden bu yontemi segtigini agiklamaktadir. Bu
durum Sena’nin bilingli bir sekilde ilerledigini ve var olan bilgi yapilar1 arasinda
mantiksal baglar kurdugunu gostermektedir. Gerek kosul énermesini yazarken ' &’
ifadesini kullanmasi kisa bir stre kafa karigikligi agsamasina sebep olsa da, ardindan

hatasini farkederek ve gerekli diizenlemeyi yapmaktadir.

9S: [a] N [b] # @ = [a] = [b]

[al n[b] # ® = Vx € [a] N [b]

10S: iki denklik sinifinin kesisimi bos degilse orda en azindan bir eleman vardir.
Gosterimlerle aram 1y1 degil. Bu her miydi yoksa?

8A: Evet.

11S: Tamam.

Diizenleme yapar.

[aln[p] 0 =3TAx € aln[b] = x E€[a]AxE[b]=x~aAx~D

= a~b=la] = [b]
gegisme

9A: Yazdiklarini agiklayabilir misin?

12S: Kesisimde bir eleman varsa bu hem [a]’ da vardir hem de [b]’ nin. Bu
eleman [a]’ daise a’ya denktir, ve ayn1 sekilde b’ye de denktir. Once simetri
ozelligini kullandim, sonra gecisme. a~b ¢ikti. Burdan da a ve b’nin denklik
stniflart esittir diyebilirim.

Simdi p’ i elde ettim. Boylece ispatlamis oldum.

10A: Emin misin yaptiklarindan?

13S: Evet, baya mantikli oldu. Ama bi de yeter kosul var tabi.

14S: Besbelli burasi.

11A: Agiklayabilir misin?

Yeter kosul 6nermesini yazar.

15S: [a]l = [b] = [a]ln[b] # @

Iki kiimenin kesisimi bos ise asla esit olamazlar. Bariz. Nasil olsun ki. ..
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Sena, teoremi matematiksel olarak yazdiktan sonra, denklik sinifinin tanimin,
denklik bagintisinin ozelliklerini kullanarak ispatin geri kalanini dogru adimlarla
tamamlamaktadir (9S-14S). Ayrica Sena’ nin bu bilgi yapilarina sahip oldugu ve dogru
bir gsekilde kullanarak ispatt tamamladigi ve boylece yeni bilgiyi olusturdugu
gorilmektedir. Bu stireg igerisinde “3” ve “V” matematiksel notasyonlari karigtirdigini
ifade etmektedir. Bu durum Sena’nin zihninde matematiksel ifadelerle ile ilgili
yapilarin tam oturmadigi ancak bu durumun farkinda oldugunu gostermektedir.
Ardindan yeter kosul dnermesinin ispatina gecen Sena, dnermeyi yazmasinin ardindan
onermenin besbelli olugunu ifade ederek gerekli agiklamay1 yaptigr gorilmektedir.
Boylece matematiksel sembolleri okumayr ve anlamlandirmayr bildigi

gozlenmektedir.

12A: Emin misin yaptiklarindan?

16S: Evet eminim.

Sena’nin  kanit imajinin  duyugsal boyutu olan sezgisel ikna ozelligi
incelendiginde Sena’nin hem gerek kosulu hem de yeter kosulu ispatlamasinin
ardindan kesinlik hissinin olustugu goralmektedir (13S, 16S). Sena’nin kanit imajinin
mantiksal baglar icermesi sayesinde baglangigta karisik olan dustiinceleri bir kesinlige
ulagmaktadir. Bu siire¢ dinamiktir. Sena, teoremi matematiksel sembollerle ifade
ettikten hemen sonra ispat i¢in bir strateji secerek, ispatt nasil tamamlayacagina dair
zihninde butiin bir matematiksel resim olustugunu gostermektedir (11S). Bu durum
kanit imajiun biitiinlitk olusturma karakteristigini yansitmaktadir. Sena, teoremi
yorumladigr ilk asamalarda teoremin dogrulugundan emin oldugunu matematiksel

ifadeler kullanmaksizin agiklamasi kanit imajinin kisisel anlayigmin 6rnegidir (3S).

4.3.3.Teorem 3’e¢ Iliskin Kamit Imajlar:

Mehmet, 1dil ve Sena adl1 6gretmen adaylarinin {igiincii teoremden elde edilen

bulgulart agsagida sirastyla sunulmustur.
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Mehmet’in Kanit imaj1

Mehmet teorem ile karsilagtiktan sonra énce soruyu sesli bir bicimde okumakta,

ardindan bir siire sessizce dugindugi gozlenmektedir.

1M: Soyle bir sey yazabilir miyim?

B ={(a,b):nla —b,a,b,n € 7}

Bunun istiinden yapicam, olur mu?

1A: Istedigin sekilde diisiinebilirsin.

2M: Tamam. Ben aslinda sorunun soyledigi seyi yazdim aynen. Yani ne demek
bu... n boler a-b’ yi. Tamam. Bunu yazdim ¢iinkii bu sekilde bir baginti
oldugunu gérmek daha kolay.

2A: Peki denklik bagintist m1?

3M: Bence kesin. Sonugta bir denklik var burda. Ama boyle demek yetmiyor
tabi.

Sessiz kalip diisiindiigii gozlenmektedir.

Mehmet, soruyu birkag kez sesli okuduktan sonra bir baginti yazar. Mehmet’in
yazdig bu baginti, kongruent olma bagintisidir. Mehmet’in 6nceki bilgi yapilarint
hemen kullanmaya basladigr gorilmektedir. Kongruent olma bagintisinin tam sayilar
kiimesi uzerinde denklik bagintisi olup olmadigini anlamak i¢in 6ncelikle bir baginti
oldugunu agik bir sekilde gormek isteyen Mehmet, heniiz zihninde iligkili olmayan
‘denklik bagintist’ ve ‘modiler aritmetik’ yapilan arasinda bag kurmaya
caligmaktadir. Mehmet verilen bagintinin denklik bagintis1 oldugunu disiinmektedir
ancak heniiz bunu nasil ispatlayacagint bilmemektedir (3M). Bu durum kanit imajinin

kisisel anlayisimin bir Grinidir.

4M: Gegisme, yansima ve simetri 6zelliklerini gostermem lazim. Onun igin bu
B bagintisini tantmladim. Bundan sonra yazicam artik, tabi baginti dogruysa.
3A: Dogru olmayabilir mi?

SM: Tam sayilara takildim.a — b her zaman tam say1 olmak zorunda mi1?

Zorunda. Bence dogru ya.
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4A: Nasil emin oldun?
6M: a tamsay1, b tam say1 farklart da tamsay1 olmali tabii.

Daha sonra yazmaya baslar.

Burada Mehmet’in bu teoremi nasil ispatlayacagini bildigi gorilmektedir
(4M). Ancak yazdigi bagintimin dogrulugunu kontrol etme ihtiyact duydugu
gozlenmektedir. Bu bagintinin tam sayilar kiimesi iizerinde olmast Mehmet’in
zihninde bir kangikliga sebep olmaktadir. Ancak hemen sonrasinda tam sayilarla
¢itkarma islemi yaptigindan sonucun da tam sayt olmasi gerektigini farkettigi
gozlenmektedir. Boylece Mehmet, sahip oldugu bilgi yapilart iizerinde soyutlama

yaparak genel bir fikre varmaktadir.

TM: Va € Zigin(a, a) € f olmal1.

Va € Ziginnla — a

nl0.

Ben modiiler aritmetigi soyle aklimda tutuyorum.

nla—b = aT_b =k

Tamam tamsay1 olmay1 sagliyor. % = 0. O zaman

(a,a) € B = Byansiyan

V(a,b) € f = nla—b = nlb —a = (b,a) € p = PBsimetrik
Sonugta k bir tam say1. Yani negatif de olabilir. O yiizden simetri 6zelligi de
saglanir.

(a,b) € Bre(b,c) € B = (a,c) € Bsaglanmali.

nla —bAnlb —c = nla—c = (a,c) € § = Pgecisken
Surda nla — ¢ dedim direkt ama, soyle de gosterebilirdim.

b a-c

a—-b -C
—+
n n n

Burdan gelir.

Yani bir denklik bagintisidir.

SA: Peki % tam sayt midir?
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8M: Cikmayabilir. (Hemen ardindan) Yoo ¢ikar ¢ikar. Sonugta tam say1
tizerinde ¢alistyoruz. Diger ikisi tam say1 oldugu i¢in toplamlart da tam say1

olacak. Tam say1 olmak zorunda zaten.

Mehmet’in yazdig1 ispat incelendiginde sahip oldugu matematiksel yapilari
kullandig1 gozlenmektedir (7M). Mehmet, bagintinin; yansima, simetri ve gegisme
ozelliklerini incelediginde, denklik bagintisinin 6zelliklerini bildigi ve bu 6zellikleri
nasil gosterecegi konusunda da bilgi sahibi oldugu soylenebilir (7M). Ayrica Mehmet
gegigme oOzelligini incelerken bu o6zelligin dogrulugunu gostermeyi ihmal etmis
olmasina karsin hemen ardindan agiklama yapma ihtiyact hisseder. Bu durum

Mehmet’in ne yaptiginin farkinda oldugunu gostermektedir.

6A: Emin misin yaptiklarindan?
9M: Yani sorunun tam sayi demesine biraz takildim. Su ifade de aT_b sonug

her zaman tam say1 ¢ikar mi diye disiniyorum. Cikar. Tanim geregi ¢ikar.

Bence dogru ya.

Mehmet’in zihninde modiler aritmetik ve denklik bagintisi ile ilgili bilgi
yapilarinin baglangicta bir arada olmamasina karsin, bu yapilar arasinda kurdugu
mantiksal baglar sayesinde yeni bir yapt olusturmaktadir. Boylece Mehmet’in ispatt
biitiinliik olusturmaktadir. Bu siiregte diisiinerek harcadigi ¢aba, bir sonraki adima
gecerken Onceki adimlarimi tekrar sorgulamasi kanit imajinin dinamik bir siireg
oldugunu gostermektedir. Sekil 20’de Mehmet’in bu soru i¢in g¢alismasina yer

verilmisgtir.
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Sekil 20

Mehmet’in 3. Teoremdeki Calismasi

Mehmet, ispati tamamladiginda yaptiklarindan emin oldugunu ifade ederek

(7M) kanit imajinin duyussal boyutunun sezgisel iknasinin olustugunu gostermektedir.

Idil’in Kanit Imaji

Idil’in, soruyu okuduktan sonra uzunca bir siire sessiz bir sekilde diisiindiigii
gozlenmektedir. Daha sonra ilk olarak denklik bagintisinin ne ise yaradigina dair

matematiksel bilgisini hatirlamaktadir.

1i: Bu bana yalmizca hocanin sinifta siirekli soyledigi ‘denklik bagintisi
denklestirir’i animsatiyor.

2i: O zaman bunun denklik sinifinin i¢inde yer almasi gerekir. Denklik sinifinin
icinde yer aldiginda o zaman a ve b’nin denk oldugunu soyliyorduk.

Oyleyse mod n’de (a, b) seklinde ifade edebiliriz.

1A: Modiiler aritmetik ile ilgili ne biliyorsun?
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3I: Acikgast modiiler aritmetikle ilgili cok fazla bir sey hatirlamiyorum. Lisede
daha ¢ok soru ¢oziimine odaklandigimiz i¢in. Genel olarak hocanin derste
yaptirdigt ornekleri disiniyorum ama. ..

Bir siire sessiz kalir.

Idil’in alakali bilgi yapilarimi segerek soyutlama eylemine basladigindan soz
edilebilir. Ardindan Idil’in denklik bagintisina dair bildigi yapilan goézden gegirdigi
goriilmektedir. 1dil, iki elemanin denk olmasi durumunda ayni denklik sinifinda yer
alacagini ifade ettiginde denklik bagintist ve denklik sinifi ile alakali bilgi yapilarini
informal bir dille agiklamaktadir (2I). Ancak modiiler aritmetik ile ilgili bilgisinin
coktan se¢meli sorularla sinirli oldugunu ve bu yiizden derinlemesine bir bilgisinin

olmadigini sdylemektedir (31).

2A: Peki sence bu 6nerme dogru mu?

4i: Dogru mu... Aslinda 6yleyse yansima, simetri ve gecisme ozelliklerini
gostermesi lazim. Oyle mi?

3A: Sen ne digtiniiyorsun?

5i: Bir bakayim o zaman. Yansima igin

Va € Aigin (a,a) € B

Buna bakmaliyiz.

Tabi burda aslinda kiime A degil Ztamsayilar kiimesi.
a~a(modn)

Bir sey kendisine denktir sonugta. O yiizden (a,a) € 8
Yansima saglanacaktir.

Simetriyle devam edelim.

v(a,b) € Biken(b,a) € B = simetrik

a~b(modn) = b~a(modn) = (b,a) € B = Simetrik

Gecigsmeye bakalim.

(a,b) € B A(b,c) € Biken(a, c) € B olmasi gerekir.

a = c(modn) Ab = c(modn) = a = c(modn) = (a,c) € B = Gegisme
Ayni seye esit olan iki sey birbirine esittir sonugta. O yiizden gegisme de

saglanir.
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Bu bir denklik bagintisidir.

Daha once kargilagtigr 6rnekler iizerinde diigiinirken teoremin dogru ise denklik
bagintisinin  6zelliklerini gostermesi gerektigini farketmektedir. Bunun iizerine
denklik bagintisinin 6zellikleri olan yansima, simetri ve gecisme ozelliklerini tek tek
kontrol ettigi goriilmektedir. 1dil’in ispat: incelendiginde, matematiksel notasyonlar
tamdig1 ve dogru kullandigr gorilmektedir. Idil, bir bagintida yansima, simetri ve

gegigme ozelliklerini nasil arayacagini da bilmektedir.

4A: a~b(modn) = b~a(modn) bu ifadenin dogrulugundan nasil emin
oldun?

61: Agikcasi diisinmeye gerek yok gibi. Ama a — b = n.k , k tam say1 burda.
Bu esitligi kullanabilirdim. Sonug ayni ¢ikardi tabii.

SA: Yani zihinden mi yaptin bunlan?

7i: Acikgast ayni seye esit olan iki ey birbirine esittir diye diigiindiim.

6A: Emin misin yaptiklarindan?

8I: Evet.

Idil’in bagmtinin 6zelliklerini gostermesi incelendiginde, matematiksel iliskiler
kurmaksizin bir ¢ikarim yaptii goriilmektedir. Arastirmacimin Idil’e ifadenin
dogrulugundan nasil emin oldugunu sormasi iizerine, Idil’in kullanmasi gereken
cebirsel denklikleri kullanmadig:i halde bildigi gozlenmektedir. Idil, bu ifadeleri
ispatlanmasi gerektiginin farkinda olmamakla birlikte, “Ayni gseye esit olan iki sey
birbirine esittir.” bilgi yapisindan yola ¢ikarak denklik kavrami ile egitlik kavramini

karigtirdigr soylenebilir.

Idil, baslangigta teoreme nasil yaklasacagini bilmedigi halde, bildigi yapilar
tizerinden mantik yuriterek belirsiz diigtincelerini bir kesinlige ulagtirmaktadir. Bu
durum, Idil’in kamit imajimn mantiksal baglar icerdigini ve dinamik oldugunu
gostermektedir. Idil ispat: yaparken yansima, simetri ve gegisme ozelliklerini
gostermek i¢in cebirsel denklemler kurmak yerine, sozel ifadeler kullanmay1 tercih

eder. Bu durum, Idil’in bu ifadeleri bilmemesinden degil, kullansa da ayni1 sonucu
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bulacagim diisinmesinden kaynaklanmaktadir. Idil’in ispatinin bu sekilde olmast,
ispata informal bir ozellik katmaktadir. Idil, aslinda bu sekilde kisisel anlayisim
yansitmaktadir. 1dil, ispati tamamladigin1 diisiinerek modiiler aritmetik ve denklik
bagintist iligkisini kurarak yeni bir yap:t olusturmaktadir. Boylece kanit imajinin
biitiinlitk olusturma karakteristigi gorillmektedir. 1dil’in kanit imajinin duyussal

boyutu incelendiginde sezgisel iknasinin da olustugu gozlenmektedir.

Sena’min Kanmit Imaji

Sena soruyu okur okumaz modiiler aritmetik ve denklik bagintis1 arasindaki

iligkiyi agiklamaktadir (1S).

1S: Moduler aritmetik denklik bagintilarindan meydana gelmistir. Mesela
derste 3 la-b yapmistik galiba. Bu 3 degil de n olsun. nla — b. Iste bundan
moduler aritmetik ¢ikiyor. Ama bunu nasil kanitlariz?

Bir siire diisiiniir. Soruyu tekrar okur.

2S: a = b(modn) Mesela n = 2 desek. a ve b sayilan 2 ile bolundiigiinde
kalanlar esit demek bu. O yizden denk. O zaman yansima var m1? Yansima
var. Cinku a ile b esit olursa denk de olurlar. a = a(modn). Su anda bunu
nasil tam olarak agiklayacagimi unuttum.

1A: Disiinebilirsin vaktimiz var.

Sena’nin alakali 6nceki bilgi yapilarini segerek soyutlama eylemine bagladigi
ve ardindan teoremi Ozel bir forma indirgeyerek iizerinde diisinmeye devam ettigi
gozlenmektedir (2S). Derste gorduglu orneklerden moduler aritmetik bilgisi igeren
yapilar1 animsamaya ¢alistigini ifade eden Sena teoremin dogru oldugunu bildigini
ancak nasil kanitlayacagini bilmedigini soylemektedir. Bir siire sessiz kaldiktan sonra
kagida bir 6rnek yazarak, 6rnek tizerinden modiiler aritmetik ile ilgili bilgi yapilarini

disiundugu gozlenmektedir.

3S: a = b(modn) ise nla — b 6zelliginden gitsek... Yani burada ancak

yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerini gosterebilirim.
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nla — a yani nl 0.

a~a(modn) oldugundan yanstyandir. Yansima saglandi. Bi de diger
ozelliklerine bakalim.

nla — bvenlb — aginkiia — b = k desek b — a =- k olacak. Bu baginti tam
sayilar uzerinde olduguna gore sorun yok. Demek ki b = a(modn). Yani
simetriktir.

Simdi gegigsmeye bakalim.

nla — b ve nlb — c ise nla — ¢ dogru mu bakmaliyiz.

a—b=nk keZ

b—c=nttez

a—-c=nlk+t)k+tez

nla — ¢ dogrudur. Dolayisiyla geciskendir.

Boylelikle denklik bagintisidir demis oluruz.

Ifadenin genel halini yazdiktan sonra bu ifadenin denklik bagintis1 6zelliklerini
gosterip gostermedigini inceleyerek ispati yapabilecegini diiginmektedir. Bu agamada
Sena’nin aklina gelen yapilart bir kombinasyon ile bir araya getirdigi ve uygulamaya
koydugu goriilmektedir. Tlk olarak bagintinin yansima 6zelligini incelemektedir (3S).
Bagintinin yansima 6zelligini saglamasi iizerine simetri ve gegisme ozelliklerini de
incelemektedir. Bu bagintinin denklik bagintisinin 6zelliklerini nasil sagladigini
aciklayarak ispatlamaktadir. Burada Sena’nin, kongruent olma bagintisi, denklik
bagintisinin 6zellikleri ile matematiksel bilgt yapilarina sahip oldugu ve kullandig

gorilmektedir.

2A: Emin misin yaptiklarindan?
4S: Evet ama nasil gosterecegimi bilemedim. Notasyonlardan emin degilim
ama az ¢ok dogru yapmisimdir heralde. Bu ispat1 tek bagima evde yapmaya

caligsaydim herhalde yapamazdim.

Sena, ispati tamamladiktan sonra matematiksel sembolleri dogru kullanip
kullanmadigindan emin olmamakla birlikte ispatinin emin oldugunu ifade ederek kanit

imajinin  sezgisel iknasinin olustugunu gostermektedir (4S). Sena, sahip oldugu



81

matematiksel yapilardan alakali olanlar secgerek ve ustiinde dusiinerek yeni bir yapi
olusturmaktadir. Olusan bu yeni yapt onceki yapilanyla mantiksal baglar
igermektedir. Sena’nin ispati dinamik bir siregtir. Sena, heniiz diiginmeye yeni
basladigr anda teoremin dogru oldugunu bildigi ifade ederek (1S) kanit imajinin kisisel
anlayis ozelligini gostermektedir. Sekil 21°de Sena’nin ispat i¢in yazdiklarina yer

verilmisgtir.

Sekil 21

Sena’nin 3. Teoremdeki Calismasi

Sena’nin kanit imajinin karakteristik oOzelliklerinin tamamini gosterdigi

gorilmektedir.

4.3.4. Teorem 4’e lliskin Kanit imajlar:

Mehmet, Idil ve Sena’nin adli 6gretmen adaylarinin dérdiincii teoremden elde

edilen bulgulari asagida sirastyla sunulmustur.

Mehmet’in Kamit Imaji

Mehmet soruyu oncelikli olarak birkag¢ kez sesli bigimde okuduktan sonra bir

sure digtindugu gozlenmektedir.
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1M: Birebir ve ortense her biri bir tanesiyle eslesecek ve bu kiimede (B kiimesi)
de acikta eleman kalmayacak. Oyleyse pardon bu elemam silmeliyim. (B
kiimesindeki bir elemani siliyor.)

2M: Yani burda aslinda yansima, simetri ve ge¢igsmeye bakmamiz lazim ama. ..
1A: Evet. ..

3M: f: A - A’ yatanimli bir fonksiyon olsaydi yansima olurdu. Ama f: 4 - B
‘e taniml1. O yuzden bence bu bir denklik bagintist degildir.

Bir siire sessiz kalir.

Mehmet’in teorem ile karsilastiktan hemen sonra teoremde gegen kavramlari
yorumladigr gorilmektedir. Mehmet, iki kiime ¢izerek birebir ve orten fonksiyon
kavramlar tzerinde disinir (1M). Boylece Mehmet, alakali 6nceki bilgi yapilarin
secerek onlart nasil kullanacagini diisiinmektedir. Bu sirada Mehmet’in bu kavramlar
aciklarken kullandigr dil formal degildir. Ardindan Mehmet, teoremi ispatlamak i¢in
ne yapmasi gerektigini bildigini ifade etmektedir (2M). Mehmet, teoremi ispatlamak
igin yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini incelemesi gerektigini belirttiginde,
zihninde birgok matematiksel yapinin varligindan séz edilebilir. Mehmet, fonksiyon
ve bagint1 iligkisini, bir bagintinin denklik bagintist oldugunu nasil inceleyecegini,
denklik bagintistmin ozelliklerini bildigini gostermektedir. Ancak bu asamada
kendinden emin olmadigi gozlenmektedir. Mehmet’in burada ve siire¢ boyunca
celigkide kaldigt durum bu bagintinin yansima 6zelligini sagladigini ispatlamaktir.
Mehmet, ilk olarak bu bagintinin yansima o6zelligini gostermedigini bu nedenle
denklik bagintist olmadigini iddia etmektedir. Ancak yine de diisinmeye devam ettigi
gorilmektedir. Aslinda Mehmet, bagintinin denklik bagintist olmadigint ifade
etmesine karsin yine de diisinmeye devam ederken kanit imajinin duyussal boyutu

olan sezgisel iknanin olugmadigini gostermektedir (3M).

4M: Sonugta denklik bagintist olabilmesi i¢in 3 6zelligi de saglamasi lazim.
Bunun i¢in de ayn1 kiime iizerinden ayni kiime iizerine tanimli olmasi lazim.
Mesela ¢izdigim sekilde (x, a)yansimay1 saglamaz ki. Ama o6rnek tizerinden
gittim. Bu gekilde kanitlayamam.

2A: Bir bagintinin yansima 6zelligini nasil incelersin?
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S5M: Derim ki Vx € Aicin(x,x) € f
Ama boyle olmayabilir. B kiimesinin A’dan farkli elemanlar varsa olmaz.

Bir siire diistiniir.

Mehmet, yansima ozelligi tzerine dusinmeye devam ederken aslinda bu
ozelligin tanimin1 bildigi ancak zihninde tek tip 6rnekler var oldugu i¢in bilgisini bu
soruya uygulamakta zorlandigi soylenebilir (4M, 5M). Bir stire sonra Mehmet’in

geriye donerek diisinme eylemini gergeklestirdigi gorilmektedir.

6M: Simdi bagtan dustnelim. Bir fonksiyon vermis. Bu bir bagint1, dogru. Ama
denklik bagintist m1?

3A: Denklik bagintisi olmast i¢in ne gerekir?

7M: Denklik bagintist olmast i¢in A ve B kimeleri esit olmali kesinlikle.
Oyleyse f: A — A ’ya birebir ve orten olur. Simetri ve gegismeyi rahatlikla
gosteririm. Ama burada f: A — B’ ye demesi kafami karigtirtyor.

4A: Peki bu bagint1 nerede tanimli?

8M: f: A — B ‘etanimli... Ama aslinda asil bagint1 bu degil burada degil mi? B
bagintist asil baginti. Heralde onunla ilgili bir durum var. Ben simdi simetriyle
devam edebilir miyim?

V(A,B) € fi¢in(B, A) € f. Bunun dogrulugunu incelemem lazim.

Bir siire sessiz kalr.

9M: Kendi yazdigimi ben bile anlamadim.

Mehmet, yeniden bagint1 ve fonksiyon matematiksel yapilar arasindaki iligkiyi
inceler. Verilen fonksiyonun bagintt oldugunu inceledikten sonra kendisine denklik
bagintist olup olmadigini sordugu gorilmektedir. Boylece Mehmet, oOnceki
matematiksel yapilar arasinda matematiksel baglar kurarak yeni bir yapt olusturmaya
baglamaktadir. Bagintinin denklik bagintist olabilmesi i¢in A ve B kiimelerinin esit
olmast gerektigi soyleyen Mehmet, simetri ve gecisme Ozelliklerini rahatlikla
gosterebilecegini  soylemektedir. Bu sirada Mehmet’in  zihninde bitin  bir
matematiksel resim olustugu soylenebilir. Fakat gerekli baglantilar1 kurarak yeni bir

yapiyt olusturamamasinin sebebi yansima ozelligini gosterememesidir. Mehmet
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burada, f bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugunu gostermeye galisiyor olabilir mi?
sorusu akla gelen sorulardan biridir. Ancak Mehmet, incelemesi gereken bagintinin B
bagintist olmasi gerektigini ifade etmektedir (8M). Yine de bu noktada Mehmet’in

zihninin karigik oldugu sdylenebilir.

SA: Burdaki baginti nedir agiklar misin?

10M: f: A — B birebir ve orten fonksiyonlardan olusan bir baginti. Bu bir
denklik bagintist m1 diye bakiyoruz. Hi.. O zaman soyle mi diyecegiz?

11M: f: A — A, f: B — B birebir ve 6rten bir fonksiyon ise f yansiyan.

6A: Peki birebir ve 6rten mi?

12M: Yani ayni elemanlari igeren iki kiime arasindaki fonksiyon birebir ve orten
fonksiyon olabilir.

Tereddiitlii goriinse de devam ediyor.

f: A — B’ yebirebir ve orten iken f: B — A’ a dabirebir ve drten midir? Sonugta
A’dan bir eleman B’deki bir elemana gidiyorsa bunun tersi de dogrudur. B’de
bosta eleman kalamaz. A kimesinde zaten fonksiyonun tanimi geregi bosta
eleman kalamaz. Oyleyse sorun yok: f: B = A’ a birebir ve oérten. Demek ki
simetri var.

Gecigsme i¢in f: A — B’ e birebir ve orten ve f: B — C birebir ve orten iken, f:
A — C birebir ve orten midir?

A’nin her elemani B’ye gidiyor. Agikta hi¢ eleman kalmiyor. B’nin her eleman:
C’ye gidiyor. Yine agikta eleman kalmiyor. Oyleyse A’dan C’ye giden
fonksiyon da birebir ve orten olur. Yani gecisme saglamir. Ug ozelligi de

sagladigindan bu bir denklik bagintisidir.

Burada Mehmet’in hangi bagintinin denklik bagintisi oldugunu incelediginin
farkinda oldugu soylenebilir (10M). Ardindan bagintinin 6zelliklerini incelemektedir.
Mehmet, bagintinin yansima 6zelligini sagladigini ifade etmektedir. Ancak ifadesi
eksiktir (11M). Bunun Uzerine aragtirmact agiklama yapmasini istemektedir. Boylece
Mehmet, f’nin aym kime uzerinde birebir ve orten fonksiyon olacagin

aciklamaktadir. Ancak yine de tereddiitlii gorinmektedir. Ardindan simetri ve gegisme
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ozelliklerini de inceleyerek, bagintinin bir denklik bagintist oldugunu ifade

etmektedir.

6A: Yansima bagintisini sagladigindan nasil emin oldun?

12M: Aslinda olmadim. Ama herhalde boyledir.

Mehmet, teoremle karsilastiktan kisa bir siire sonra bagintinin bir denklik
bagintist olmadigini iddia etmesine karsin disiinmeye devam etmektedir. Bu durumun
kanit imajimin bileseni olan sezgisel iknanin olusmamasindan kaynaklandig:
soylenebilir. Ardindan 6nceki matematiksel yapilart arasindan alakali gorduklerini
secerek ve arasinda mantiksal baglar kurarak yeni bir yapt olusturmaya ¢aligmaktadir.
Bu stire¢ dinamik olma 6zelligini gostermektedir. Mehmet’in kanit imaj1 bastan sona
kisisel olma o6zelligini gostermektedir. Mehmet’in siire¢ boyunca en ¢ok tizerinde
durdugu nokta bagintinin yansima ozelliginin saglayip saglamadigi olmaktadir.
Burada Mehmet’in zihninde tek tip 6rneklere dayali yansima ozelligine iligkin eksik
olusmug bir yapinin varligindan bahsedilebilir. Bu yapt Mehmet’in yeni yapi
olusturma siirecine etki etmektedir. Ancak Mehmet, kurdugu mantiksal baglar ile
yapmast gerekenleri distiinerek teoremin ispati tamamlamaktadir. Buna kargin yine de
kanit imajinin sezgisel iknasinin olugmamast Mehmet’in zihninde varolan yansima
ozelligine iligkin eksik yapidan kaynaklandig soylenebilir. Yine bu yapt Mehmet’in
kanit imajinin butiinliik olusturmasina da engel olmaktadir. Buna gore alakali 6nceki
matematiksel yapilarin yanlig ya da eksik olugmasi yeni bir yapiyr olusturmayi
engelledigi sOylenebilir mi? Birey zihnindeki yanlis yapinin farkinda olmasa da
kurdugu mantiksal baglar ile bir ¢ikarim yaparak yeni bir yapi olusturdugunda ancak
bu yapiin dogrulugu ile ilgili kesinlik hissi olugsmadiginda yeni bir yapimin

varligindan so6z edilebilir mi?

Mehmet ispati tamamlamaktadir. Mehmet’in diisiince siirecini bilmeyen ve
yalnizca yazdiklarimi inceleyen biri kolaylikla yeni bir yapt olusturdugunu
soyleyebilir. Ancak Mehmet’in zihninde gercekten yeni bir yapt olusmus mudur? Bu
durumda olugan yeni yapinin da eksik olustugu soylenebilir. Tartigma bélumiinde bu

sorulara yer verilecektir.
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Idil’in Kanit Imaji

Idil’in teorem ile karsilastiktan sonra uzunca bir siire sessizce diisiindiigi

gozlenmektedir.

11: Soru degisik geldi. Ancak yansima, simetri ve gegisme ozelliklerine
bakmamiz lazim sanirim.

Soruyu tekrar sesli olarak okur.

2i: Birebir ve 6rten bir fonksiyon... Giizel. Birebir ve orten fonksiyon neydi?
1A: Ben sana sorayim?

3I: Birebir olunca her eleman sadece bir elemana gidiyordu.

Kiimeleri cizer.

Birebir olunca bir eleman sadece bir elemana gidiyordu, orten olunca deger
kiimesinde hi¢ bosta eleman kalmiyordu.

Soyledikten sonra diisiiniir.

4i: Tamm kiimesinde zaten eleman bosta kalamaz.

Soru uizerinde yeniden gozlerini gezdirir.

5i: Baginti derken neyi kastediyor? <A X A’ nin alt kiimelerini kastediyor.

Kafam karist1 su an.

Idil, soruyu birkag kez okuduktan sonra, soruyu farkli buldugunu ifade etmesine
karsin ispatim nasil yapacagim belirtmesi Idil’in bir bagintimin denklik bagintisi
oldugunu gosterme ile ilgili matematiksel yapilara sahip oldugunu gostermektedir (11).
Ardindan teoremde gecen kavramlar iizerine disiindiigi gortilmektedir. Idil’in
fonksiyon ve birebir orten fonksiyon ile ilgili zihninde 6nceden olusmus yapilarin
oldugu ve bu yapilan informal bir dil ile agikladig1 goriilmektedir (31, 41). Ardindan

baginti ve kartezyen garpim arasindaki iliski tizerine disiinir (51).

6i: Va € Aigin(a, a) € B olmali ki denklik bagintisinin bir adimi saglansin.
Boyle olabilmesi i¢in A = B olmali. Ya da A c Bolabilir.
Bir siire sessiz kalr.

2A: Ne dustuniiyorsun?
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7i: Birebir ve ortenlikle ilgili matematiksel bir ifade var miydi onu hatirlamaya
caligtyorum.
Yazdiklarmni yeniden gozden gecgirir.

8i: A = B ve A c B.Bu ihtimaller bana ¢ok dogru geliyor.

Idil, ispatin nasil olacagina dair hemen bir tahminde bulunsa da, zihninde heniiz
ispatin ‘butiin bir matematiksel resmi’ bulunmadigi i¢in teoremi tekrar tekrar
okumaktadir. Idil’in bilingli bir sekilde alakali onceki yapilar iizerinde durdugu
gorilmektedir. Ancak yansima ozelligini gostermekte zorlandigr soylenebilir. Bu
bagintinin yansima 6zelligini saglamasi i¢in A ve B kiimeleri arasinda esitlik ya da alt

kiime olma iligkilerinin olmasi gerektigini disinmektedir.

3A: Sorun nerede peki?

9i: f: A > B‘ebirebir ve orten bir fonksiyon. A’dan aldigimiz bir a eleman: igin
(a, a)’nin bu bagintida olmasi gerekiyor. Eger (a, a) bu bagintinin elemaniysa
A c B veya A = B dir. Boylece A’daki her eleman B’de de olacak. Ama A ve
B kiimeleri arasindaki iligkiden hi¢ bahsedilmemis.

Duraksar.

10i: Ancak soyle bir durum var. Deger kiimesinde agikta eleman kalabilir mi?
Birebir ve orten fonksiyon i¢in esleme denildigini bile duydum. Yani kalmamast
lazim.

11i: O zaman kesinlikle A = B olmali.

O zaman bu fonksiyon A’dan A’ya birebir ve orten oldugundan yansima
saglanir. Cinkii bu bir birim fonksiyon olur. O zaman birebir ve ortenlik

saglanir. Yani yansima olur.

Idil, hangi durumlar i¢in yansima ézelliginin saglanacagim diisiinmektedir. A ve
B kiumelerinin esit olmasi durumunda yansima oOzelliginin saglanacagini ifade
etmektedir. Iki kiimenin esit olmasi kosulunda bir birim fonksiyon olacagini ve birim
fonksiyonun yansima o6zelligini saglayacagint agiklamaktadir. Ardindan simetri ve

gecisme Ozellikleri Gstine diigtindign gozlenmektedir.
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12i: (a,b) € f icin (b,a) € f~! olmali ki simetri saglansin.

Iki kiime cizer.

131i: f fonksiyonunun tersine bakiyorum. A’daki eleman B’ye gidiyorsa tersi de
dogru olacaktir. Bu nedenle simetriktir diye diiginiiyorum. Ciinkl sonugta deger
kiimesinde bosta eleman yok, demek ki bu fonksiyonun tersi var. O zaman
simetrik.

Gegismeyi gostermem igin {i¢ eleman almam gerekiyor. Ug kiime alacagim yani,
A, B, C kiimelerini aliyorum.

Kiimeler iizerinde ¢izerek anlatir.

(a,b) € fve(b,c) € iken (a,c) € f dogru mu?

Evet dogru. Gegisme saglanir. Bu nedenle bu baginti bir denklik bagintisidir.

Idil, simetri ozelligini incelerken ters fonksiyon iistinden diisinmektedir.
Birebir ve orten fonksiyonun tersi oldugunu ve buna ters fonksiyon denildigini
bilmektedir. Idil’in bu esnada ve aslinda siire¢ boyunca kullandig: dil informaldir.

Bagintinin gegisme ozelligini sagladigint kiimeleri ¢izerek anlatmaktadir.

4A: Emin misin?

15I: Bana bu yaptigim ¢ok dogru geliyor.

Idil’in kanit imajimin duyussal boyutu olan kesinlik hissinin olustugu
soylenebilir. Boylece Idil’in kanit imaj1 bir biitiinliik olusturmaktadir. Idil, baslangicta
soruyu farkli buldugunu ifade etse de, ne yapmasi gerektiginin bilincindedir. Bu durum
Idil’in verilen bir bagintinin denklik bagintist oldugunu gosterme ileilgili sahip oldugu
matematiksel bilgiler ile alakalidir. Idil, oncelikle teoremde gegen matematiksel
kavramlarin tzerinde tek tek durarak teoremin dogrulugunu nasil ispatlayacagini
diisinmektedir. 1dil’in ilk asamada gosterdigi bu durum 6énceki matematiksel yapilan
segme ve aralarinda mantiksal baglar kurma ile agiklanabilir. Boylece Idil, sahip
oldugu yapilarin tstiine yeni bir yapt daha olusturmaktadir. Idil’in teorem ile ilgili
yaptig1 agiklamalar kisisel anlayisim yansitmaktadir. Sekil 22 ve Sekil 23’te Idil’in

caligmalart yer almaktadir.
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Sekil 22

Idil’in 4. Teoremdeki Calismasi

Sekil 22°de Idil’in diisiincelerini gorsele doktiigii gorilmektedir.

Sekil 23

Idil’in 4. Teoremdeki Calismasmm Devami

Sekil 23°te 1dil, bagintinin gegisme 6zelligini gostermektedir.
Sena’min Kanmit Imaji
Sena, soruyu once sesli olarak okumaktadir. Ardindan bir siire daha soru tstinde

gozlerini gezdirdigi gorulmektedir. Daha sonra aragtirmaci ile arasinda asagidaki

diyolog gerceklesmektedir.
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1S: Birebir ve orten ise bu fonksiyonun tersi vardir. Orten demek deger
kiimesinde bosta eleman kalmayacak demek.

1A: Tanim kiimesinde bosta eleman kalabilir mi?

Hemen cevap vermez ve sekil gizer.

2S: Kalamaz. Cunki A’ya (kiimesine) ben ¢ocuk dersem bu ¢ocugun muhakkak
bir annesi vardir. Ama bir kadinin ¢ocugu olmayabilir normalde. Ama &rten
oldugu icin olacak. ki gocugun bir annesi olabilir normalde. Ama birebir

(fonksiyon) ise olamaz. Her ¢ocuga bir anne denk gelecek.

Soruyu sesli bigimde birka¢g kez okuyan Sena, ilk olarak birebir ve orten
fonksiyonlarin tersinin var oldugu yorumunu yapmaktadir (1S). Ik asama olarak
Sena’nin teoremi ispatlamak i¢in hangi kavramlara ihtiya¢ duydugu ve bu kavramlarin
ozelliklerinin neler olduguna odaklandig goriilmektedir. Boylece Sena, dnceki alakal
bilgt yapilarini se¢mekte ve bunlar arasinda bag kurmaya g¢alismaktadir. Ardindan
birebir ve orten fonksiyonun tanimini ayrintili bir sekilde hatirlamak igin bilgilerini
sekle doken Sena, fonksiyon ve birebir ve orten fonksiyon kavramlarini zihninde var
olan bir ornek ile agiklamaktadir (2S). Sena, soyut bir kavramin tanimini giinlik
hayattan bir Ornekle anlamlandirmayi tercih etmektedir. Sena’min bu 6rnegi,
matematiksel a¢idan bir dogruluk degeri tagimamaktadir. Ancak tanim igin kritik olan
noktalan belirleyebildigi gozlenmektedir (fonksiyon olma kosulu, birebir-o6rten olma
kosulu). Sena verdigi bu 6rnekle, fonksiyon ve birebir 6rten fonksiyon kavramlarinin
formal tanimlarinin zihninde heniiz bir yapi olarak bulunmadigina isaret etmektedir.
Bu durum diger konularda ve diger ogrencilerle goriigmeler esnasinda da

farkedilmistir.

3S: Mesela birebir ve orten bir fonksiyon yazalim.

f:N - Nve f(x) = 2x olsun.

Yazdigr 6rnege bakarak uzunca bir siire diigtiniir.

2A: Ne dustuniiyorsun?

4S: Burada kesin bir denklik var. Ama 6rnekle ispatlayamam soruyu. Ancak bir
onermenin yanligligina 6rnek verirsem o ispat olur. Dogrulugu i¢in bir érnek

yeterli olamaz. (Ornegin iistiinii gizer.)
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Sena’nin fonksiyon ve birebir fonksiyon kavramlarina iligkin agiklamalarindan
sonra, bir 6rnek yazarak bu 6rnek tizerinde disinmeye karar verdigi gozlenmektedir.
Bir fonksiyon tanimlayarak tizerinde diigiinirken, teoremin kesinlikle dogru oldugunu
ancak nasil ispatlayacagint bilmedigini ifade etmektedir (4S). Burada Sena’nin, kanit
imajinin kisisel anlayisin yansitti1 soylenebilir. Bu asamada Sena’nin zihninde hentiz
‘paylasilabilir’ olmayan bir kanit imajinin varligindan s6z edilebilir. Ayrica verdigi bir
ornek ile ispat yapmanin ancak aksi bir 6rnekle mimkiin oldugunu agiklayarak énceki
matematiksel bilgi yapilarini gdzden gegirdigi gortilmektedir. Sena, tek bir ornegi

butiin durumlara genelleyemeyecegi sebebiyle yazdigi 6rnekten vazgegmektedir.

Soruyu bir kez daha sesli okur.

5S: Bu bir denklik bagintist midir? Fonksiyonlar da bagintidir sonugta, ama
bu 6zel olarak denklik bagintist m1?

3A: Nasil anlayabilirsin bunu?

6S: Yansima, simetri, gegisme. ..

Sena’nin soruyu yeniden okuyarak alakali 6nceki matematiksel bilgi yapilar
tizerinde durdugu goriilmektedir. Once fonksiyon ve baginti kavramlar arasindaki
iligkiyi ele almaktadir (5S). Fonksiyon ve bagint1 arasinda kurdugu iligkinin ardindan
bagint1 ve denklik bagintisi arasindaki iligkiyi diisinmesi ile Sena’nin zihninde, sahip
oldugu bitin matematiksel yapilar arasinda dogru bir kombinasyon gergeklestigi

soylenebilir. Boylece ispati nasil yapacagini farkeder.

7S: f: A — A ‘ya fonksiyonu birebir ve drten midir? Bence kesin birebir ve
ortendir. Clunkii ayni kiime tzerinde tanimli zaten. Her elemani kendisine
yollariz.

Simetrik mi? Simetrik oldugu bariz bence. Ciinkii birebir ve oOrtense bu
fonksiyonun tersi vardir. Hatta tersi de birebir ve rten. Sadece tanim kiimesiyle
deger kimesinin yerleri degisecek. Eslemeler degismeyecek. O yiizden simetrik.
Gegisme?

[ A — B‘e birebir ve orten bir fonksiyon
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f: B — C ‘e birebir ve orten bir fonksiyon ise

f: A — C ‘e birebir ve orten bir fonksiyon mu?

Sekil ¢izer.

A’dan B’ye giden yollant C’ye ¢evirirsek hi¢bir sorun olmaz. Bu nedenle

gecisme de saglanir.

Burada Sena’nin, teoremin ispati igin ne yapmast gerektigini farkettikten sonra
hizli ve kendinden emin bir sekilde bagintinin 6zelliklerini inceledigi goriilmektedir.
Sena’nin, denklik bagintisinin 6zelliklerini ve bir bagintinin bu 6zellikleri gosterip
gostermedigini incelemeyi bildigi gorilmektedir. Boylece teoremin dogrulugunu
gostermektedir. Sena, teorem ile kargilastifinda ispatt nasil yapacagini heniiz
bilmemektedir. Ancak alakali olarak gordigii matematiksel yapilar tzerinde
diustnerek ve bu yapilar arasinda mantiksal baglar kurarak ispatt tamamlamaktadir.
Soruyu gordigii andan ispatt tamamlayincaya kadar yapmis oldugu soyutlama,
kavramlar arasinda kurmus oldugu iliskiler ile dinamik bir sire¢ gdzlenmektedir. Sena,
ispati1 nasil yapacagini anladigr anda tiim siireci ve matematiksel kavramlari bir biitiin
olarak gérmekte, zihninde yeni bir yap1 olusturmakta ve Sena’nin kanit imajinda bir
biitiimliik olugmaktadir. Boylece once Sena, teoremin dogruluguna iliskin olan
dugstncelerini agiklayamasa da daha sonra kanit imaji ‘paylagilabilir’ bir hal

almaktadir.

4A: Bitti mi ispatin?
8S: Disiince yolum kesin dogru. Ama matematiksel bir agiklama yapamadim.

Sanki Turkge gibi oldu. Mantikli oldu ama belki daha diizgiin agiklayabilirdim.

Sena’nin kanit imajinin duyusgsal boyutu incelendiginde, ispata iligkin sezgisel
iknasinin olustugu fakat kullandigr matematiksel sembollerin dogrulugundan emin
olmadig ve aslinda yaptig ispat1 formal bulmadig gozlenmektedir. Sena’nin bu soru

icin yaptigi caligmalar Sekil 24°te sunulmustur.
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Sekil 24

Sena’nin 4. Teoremdeki Calismasi

Sena bagintinin denklik bagintist oldugunu ispatlamaya calisirken Sekil

22’deki satirlart yazmustir.
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BOLUM V

SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tez kapsaminda ilkogretim matematik 6gretmenligi bolimundeki 1. Sinif
ogrencilerinin denklik bagintisina iliskin ispatlama siregleri kanit imaji teorik
gergevesiyle incelemek amaclanmistir. Ogretmen adaylarmin bu konuya iligkin
bilgilerinin derinlemesine incelemek amaciyla uygulanan iki form ve durum
caligmasindan elde edilen bulgular dogrultusunda ortaya ¢ikan sonug, tartigma ve

oneriler bu bolumde ele alinmigtir.
5.1. Sonug¢ ve Tartisma

Arastirmanin  sonuglari, uygulanan DKIF ve DBKBF formlarindan ve
ogretmen adaylarinin kanit imajlarindan elde edilen sonuglar olmak tizere Ui alt baglik

altinda incelenecektir.
5.1.1. Denklik Kavramma Iliskin Sonug¢lar

likogretim matematik ogretmen adaylarimin 102°sine uygulanan DKIF’de
denklik kavraminin anlamina ve kullanimina dair sorular yer almaktadir. Bu formdan
elde edilen bulgular sonucunda 6gretmen adaylarinin denklik kavramini ¢ogunlukla
sayisal esitlik (%59,8) olarak yorumladiklar1 goralmustir. Denklik kavraminin
kullanimina ginlik hayattan oérnekler vermeleri istendiginde genellikle (%50,98) ayn1
degere sahip nesneler i¢in 6rnegini vermiglerdir. Ayrica 6gretmen adaylarinin biytk
bir kisminin denklik kavramini kiimelerde denklik (%65,6) ve mantiksal 6nermelerin
denkligi (64,7) ile iligkilendirdikleri tespit edilmistir. Caligmanin yapildigi esnada
islenen konunun Mantik olmasinin bu sonuca etki ettigi distinalebilir. Bu formun
analizlerinden ortaya ¢ikan diger bir sonug¢ ise denklik kavramini 102 6gretmen

adayindan yalnizca 3’ tUntn denklik bagintisi kavramu ile iliskilendirdigidir. Bu durum
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ogretmen adaylarinin denklik kavramina, giinlik hayattaki ve matematik igindeki
kullanimina asina olmalarina karsin, denklik bagintist konusu ile bagdastirmadiklarini

gostermektedir.

5.1.2. Denklik Bagintis1 Kavramlar: Bilgi Formuna Iliskin Sonuclar

Ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin 96’sina uygulanan DBKBF’ den
elde edilen bulgular sonucunda 6gretmen adaylarinin ¢gogunlugunun (%90,62) denklik
bagintisin1 dogru tamimladigr gorilmugstir. Caligmaya katilan 6gretmen adaylarinin
tamami denklik bagintisinin 6zelliklerini bildigi halde ¢ok az bir kismi (18,75) bu
ozellikleri denklik kavrami ile iligkilendirerek agiklama yapmistir. Bu durum
ogretmen adaylarinin  denklik  bagintisi  konusunu  denklik  kavrami ile

iligskilendiremediginin gostergesi olabilir.

Ogretmen adaylarina bir bagint1 verilerek bu bagintinin denklik bagintis1 olup
olmadigini incelemeleri istenmis ve soruya ¢ok az kiginin (%6,25) dogru cevap
verebildigi gorilmustir. Bu soruda ortaya ¢ikan bir diger énemli durum ise, 6gretmen
adaylarindan higbirinin bu soruda oran kiimesi belirleyememesi olmustur. Verilen
bagintinin sonsuz bir kiime tizerinde tanimli olmasi sebebiyle soruyu anlamakta zorluk
cektikleri soylenebilir. Diger soruda sonlu bir kiime tizerinde tanimlt bir bagintinin
denklik bagintist olup olmadigini incelemeleri istendiginde, ¢ogu Ogretmen adayi
bagintinin denklik bagintist oldugunu gosterebilmigtir. Buradan hareketle 6gretmen
adaylarinin sonsuz kimeler tzerinde incelemeler yapmada giglik ¢ektiklerini
sOyleyebiliriz. Bunun yani sira bu soruda da, ¢ogunlugun denklik sinifi ve oran kiimesi
belirlemede zorlandiklart gorilmiistiir. Bu durum Chin ve Tall (2000)’ un matematik
dersi alan Ogrencilere yaptigi ¢alismada elde ettigi sonuglar ile paralellik

gostermektedir.
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5.1.3. Denklik Bagmtisina Iliskin Kanit imaji Teorik Cercevesiyle Elde Edilen

Sonuclar

Ogretmen adaylarinin denklik bagintisina iliskin teoremleri ispatlama siirecleri
incelendiginde kanit imajlart arasinda benzerlikler ve farkliliklar tespit edilmigtir. Bu

alt baglik altinda bu durumlar ile ilgili sonuglara yer verilmistir.

Ogretmen adaylarinin teoremle ilk karsilastiklart anda teoremi birkag kez sesli
okuma davranigina yoneldikleri gorilmustir. Bu sekilde hem teoremi anlamaya
caligtiklart hem de teoremin zihinlerinde 6nceden olusmus ve teorem ile alakali olan
matematiksel yapilart biraraya getirmeye c¢alistiklart soylenebilir. Ugurel, Morall,
Koyunkaya ve Karahan (2015), matematik ogretmeni adaylarnimin ispatlama
sureglerindeki davramiglarini incelemis ve bireylerin oncelikle verilen 6nermeyi sesli
sekilde okuduklart ve agiklamaya calistiklart sonucuna varmislardir. Bu ¢aligmada,
teoremi sesli okumanin ardindan 6gretmen adaylarinin ¢ogunlukla sézel olarak verilen
bir ifadeyi matematiksel notasyonlart kullanarak yazmaya yoneldikleri gorilmiistiir.
Bu sure¢ kisiden kisiye buyuk farkliliklar gostermistir. Kimi 6gretmen adaylar
matematiksel sembolleri kullanirken hizli ve kendinden emin olurken, kimileri ispat
sirecini tamamladiginda dahi sembolleri dogru kullanip kullanmadigina dair kesinlik
hissi yasayamamistir. Ornegin Sena, ispatlarin genelinde kullandigi notasyonlarin
dogrulugundan emin olmadigini ifade etmistir. Moore (1994), matematik ve
matematik Ogretmenligi bolumundeki 6grencilerin formal ispat yaparken yasadigi
zorluklar incelediginde, bu zorluklardan birinin de matematiksel dili kullanma
kaynakli oldugunu soylemistir. Bu aragtirmada bu duruma bir bagska 6rnek olarak
Idil’in 6zellikle KIF soru 2°de (Iki denklik sinifi 6zdestir ya da aynktir. Kanitlayiniz.)
gerek kosul onermesinin ispatini yaparken matematiksel notasyonlar kullanmada
sorun yasamadigl ancak yefer kosul onermesinin ispatinda bu konuda birtakim
zorluklar yasadign gozlenmektedir. Idil, dogrulugu agik olarak kabul edilebilecek olan
onermeyi ispatlayamayacagim ifade etmistir. Idil’in matematiksel notasyonlari
kullanarak formal bir ispat yapmaya g¢abalarken bu sirada 6énermenin anlamini ihmal

ettigi goriilmistir. Yani Idil’in yasadig zorlugun kaynag notasyonlari bilmemesi
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degil, notasyonlar1 kullanarak formal bir gekilde ispat yapmaya caligmast ve bu

nedenle ifadelerin anlamlarin1 kagirmasi olmustur.

Ogretmen adaylarimin kamt imajlarimin biligsel boyutlar incelendiginde,
cogunlukla mantiksal baglar i¢cerme, kigisel anlayig, dinamik olma ve bitinlik
olusturma ozelliklerini gosterdikleri gorulmustiir. Buna paralel olarak Pala (2016),
ogretmen adaylarinin sonsuz kimelerin denkligine iligkin kanit imajlarinin da bu

ozellikleri sagladigini belirtmistir.

Bu ¢alismada ortaya ¢ikan bir diger sonug ise, kanit imajinin duyusgsal boyutu
olan sezgisel ikna hissinin olugmasinin sadece ispat1 tamamlamaya bagli olmadigidir.
Omegin KIF soru 2’de Mehmet’in cevabi incelendiginde, zihninde ispat
yontemlerinden olmayana ergi yontemi ile ilgili énceden olusmus yanlis bir yapiya
sahip oldugu farkedilmistir. Mehmet, bir¢ok defa sahip oldugu bu yapiy1 agiklamis ve
yanlig olan bilgisinin dogrulugundan emin oldugunu séylemistir. Buna ragmen ispati
dogru bir gekilde tamamlayabilmistir. Fakat Mehmet’in kanit imajinin, sezgisel ikna
ve bitinlik olusturma 6zelligini gostermedigi distntlmektedir. Ciinkiit Mehmet’in
ispati tamamlamis olmasina ragmen ispatindan emin olamadigr gorilmistir. Bu
durumda Mehmet’in yeni bir yapt olusturdugu soylenebilir mi? Yesildere (2006), 6, 7
ve 8. Simif 6grencilerinin matematiksel disinme ve bilgiyi olusturma streglerini
inceledigi doktora tezinde, yanlis yapiya sahip 6grencilerin bu yapiy1 kullanarak yeni
bir yapr olusturma siireglerine girdiklerinde yaptiklar eylemin yine de yeni bir yapi
olusturma oldugunu savunmustur. Diger yandan Mehmet’in yasadigt duruma
bakildiginda, Mehmet ispati tamamlayarak yeni bir yapt ortaya koymus, ancak
sezgisel olarak ikna olamamigtir. Dolayisiyla olusan bu yeni yapimin kalicilig
tartigmalidir. Buradan hareketle Mehmet’in durumunun, kanit imajinin biligsel anlay1s
ve duyugsal anlay1s bilegenleri arasindaki etkilesimi yansittig dusiiniilmektedir. Boyle
bir durumda Mehmet’in zihninde butin bir matematiksel resim olusmadig:
soylenebilir. Buradan hareketle eger birey yanlig bir bilgiye sahipse ve bu sebeple
sezgisel olarak ikna olamiyorsa bireyin kanit imajinin  butinlik olusturma

karakteristigini gostermedigi de sOylenebilir. Bu da bize kanit imajinin sezgisel ikna
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ve butinlik olusturma karakterististlerinin birbirleriyle etkilesimli olduguna isaret

etmektedir.

Ogretmen adaylarinin, KIF soru 4’te (verilen bagintinin bir denklik bagintist
oldugunu gostermeleri istendiginde), bir sire ne yapacaklarini bilemedikleri
gorilmustir. Bu soruda verilen teorem denklik bagintisinin tanimindan yararlanarak
ispatlanmaktadir. Ogretmen adaylarinin bu durumu anladiktan sonra ¢ok kisa bir siire
sonra ispatt tamamlayabildikleri gorilmistir. Bu durum Mooreun (1994) un
caligmasinda ortaya koydugu, ispat yaparken karsilagilan zorluklardan biri olan ispata
nereden baglayacagini bilememe zorluguna bir 6rnek olarak gosterilebilir. Bu soruda
ortaya ¢ikan bir diger durum, ogretmen adaylarimin verilen bagintinin yansima
ozelligini gostermede zorlanmasidir. Bu zorlanmanin nedenlerinin; verilen bagintinin
birebir ve orten bir fonksiyon olmast sebebiyle birden fazla matematiksel yapinin
birlikte kullantmini gerektirmesi ve 6gretmen adaylarinin sorunun derste gordukleri
orneklerden farkli oldugunu distinmeleri oldugu soylenebilir. Kanit imaj1 teorik
cercevesinde ifade edildigi gibi; bireylerin zihninde ayrik duran bu bilgi yapilari, siireg
icerisinde kurulan mantiksal baglar ile yeni bir bilgi yapisina dontsmektedir.
Ogretmen adaylarimin her biri ispati tamamlayarak bu yeni bilgi yapisim
olusturmustur. Ancak yine ayni soruda ve yansima ¢zelligini gostermede kargilagilan
bir diger durum, bu ozelligi gosterirken birim fonksiyondan yararlanmamalaridir.
Chin ve Tall’un (2000) yaptig1 calismada aymi teorem Ogrencilere verilmis ve
verdikleri yaptiklart ispatlar incelendiginde ¢ogunlugun formal olmayan ispatlar
yazdig gorilmustir. Diger yandan ¢grencilerin ¢ok az bir kismi1 yansima 6zelligini
birim fonksiyon kavramindan yararlanarak incelemistir. Bu ¢alismada da yalmizca Idil,

birim fonksiyon kavramini kullanarak teoremi ispatlamigtir.

Arastirmanin sonuglarina genel olarak bakildiginda 6gretmen adaylarinin
denklik kavramu ile denklik bagintis1 kavramini iligkilendirmedigi tespit edilmistir. Bu
durum hem denklik kavramini iligkili oldugu matematiksel kavramlari agiklamalari
beklendiginde (DKIF, soru 4) hem de denklik bagintisinin ozelliklerini denklik
kavramini diginerek yorumlamalar istendiginde (DBKBF, soru 2) ortaya ¢ikmustir.

Ayrica  ogretmen  adaylarimin  ¢ogunlukla  denklik  bagintist  kavramin
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tanimlayabilmelerine kargin tantma dayanan ispatlar1 yapmada zorlandiklari sonucuna
ulasilmistir (DBKBF, soru 3 ve KIF soru, 4). Arastirmanin sonuglarindan hareketle

olustural 6nerilere asagida yer verilmistir.
5.2. Oneriler

Bu arasgtirmada ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin denklik bagintisina
iligkin biligsel ve duyugsal bilegenler baglaminda kanit imajlart incelenmistir.
Ogretmen adaylarinin ispatlama siireglerinde var olan matematiksel yapilarim
kullanarak ispatt tamamlamalart yeni bir yapt olusturmalart baglaminda ele
alindigindan oncelikle 6gretmen adaylarinin konuya iliskin bilgileri derinlemesine
analiz edilmistir. Daha sonra ispat sorulari yoneltilerek sesli diigiinmeleri ve yaptiklar
her basamag agiklamalart beklenmistir. Ancak bu siiregte 0gretmen adaylarinin
akillarindan gecen her durumu paylagsmadiklari, uzun stre sessiz kaldiklari
gorilmugtir. Bu duruma bir 6neri olarak birden fazla 6gretmen adayinin bir araya
getirilerek odak grup tartigmasi ile bir soru tizerine digtinmeleri siirecin daha ayrintili
analizi i¢in yararli olabilecegi diiginilmugstir. Ayrica kanit imajinin duyussal boyutu
olan sezgisel ikna ozelliginin strecte olduk¢a Onemli rol oynadigi goralmustir.
Sezgisel ikna hissi olugmayan bireyin zihninde yeni bir yapt olusup olugsmadigini
incelemek amaciyla, bireye ozellikle bu kismi incelemeye firsat sunacak sorular
yoneltilerek aragtirma yapilabilir. Duyussal 6zellikler ile biligsel ozellikler arasindaki
iligki ve birbirleri tizerine etkisi daha ayrintili bir gekilde ele alinarak yeni bir arastirma
konusu olarak onerilebilir. Ayrica farkli kademelerdeki 6grencilerin kanit imajlar

incelenebilir.
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EK-1
Denklik Kavram Bilgi Formu

1. Denklik kavram1 deyince ne anliyorsunuz? Agiklayiniz.

2. Gunlik hayattan denklik kavraminin kullanildigt 6rnekler veriniz.

3. Matematikte denklik kavraminin kullanimina dérnek veriniz.

4. Sizce denklik kavrami matematikte hangi kavramlarla iliskilendirilebilir?

Ormnekleyerek agiklayimz.
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EK-2

Denklik Bagmtis1 Kavramlar: Bilgi Formu

1. Denklik bagintist nedir? Agiklayiniz.

2. Denklik bagintis1 hangi o6zelliklere sahiptir? Nigin bu o6zeliklere sahip bagintiya

denklik bagintis1 denilmis olabilir? Denklik kavramini distinerek yorumlayiniz.

3. Dizlemdeki tggenler kiimesi tizerinde tanimli benzerlik bagintist bir denklik
bagintist midir? Gosteriniz. Bu bagintiya gore olusacak oran kimesi nedir?

Belirleyiniz.

4. 4={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}

kiimesinde tanimli,

p{xy) 41—y}

bagintist bir denklik bagintist midir? Gosteriniz. Bu bagintiya gore 2 elemaninin

denklik sinifint bulunuz. Ayrica oran kiimesini belirleyiniz.
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EK-3

Kamit imaji Formu

1. A bir kiime ve ~ , A tizerinde taniml1 bir denklik bagintisi ve a, b € A olsun.
[a] = [b] & a ~ b “dir. Kanitlayiniz.

2. 1Iki denklik sinifi 6zdestir ya da ayriktir. Kamtlayiniz.

3. a, b ve n €Z olsun. a = b (modn) bagintisi Z izerinde bir denklik
bagintisidir. Kanitlayiniz.

4. Bos kiime hari¢ tim sonlu kiimelerden olusan aile A ve
B=A{f|f:X—-Ybirebir ve 6rten,X,Y € A} olsun. Bu bagintt A

tizerinde bir denklik bagintist midir?
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