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OZET

Ilkégretim Matematik Ogretmen Adaylarinin Sonsuz Kiimelerin Denkligi

Konusundaki Kamit iImajlarinin incelenmesi

Ozan PALA

Matematik egitimi literatiirii incelendiginde bireylerin ispat siire¢lerini inceleyen
cesitli caligmalarin yer aldigi gorilebilir. Ancak sonsuz kiimelerin denkligi
baglaminda sezgisel diistinmeden formal ispata gecisin incelendigi ¢aligmalarin sayisi
azdir. Dolayisi ile bu aragtirmada Dreyfus & Kidron (2014) tarafindan ortaya konan
kanit imaj1 teorik c¢ergevesinden yararlanilarak bu siirecin nasil sekillendiginin
arastirilmasi amaglanmaktadir. Kanit imaji kavrami Bilissel Anlayis ve Duyussal His
bilesenlerini igerisinde barindirmaktadir. Dolayist ile bireylerin ispat aktivitelerinde
olusturduklar1 imajlar bu bilesenler baglaminda incelenmistir.

Bu calisma nitel bir calismadir. Arastirmada nitel arastirmada yontemlerinden
biri olan case study (durum calismasi) yontemi kullanilmistir. Veriler bir devlet
tiniversitesinde kayith ikinci simif dgrencilerinden iki agamali drneklem yontemiyle
toplanmistir. Ayrica veri toplama siirecinde ¢esitleme teknigine yer verilmistir.

Bu baglamda, 6grenciler 5 hafta boyunca gozlenmis ve tiim grup ile genel
uygulama g¢aligmalar1 gerceklestirilmistir. Diger yandan ispat imajina iliskin ayrintili
analizlerin yapilabilmesi i¢in 3 katilimci ile toplamda 12 defa sonsuz kiimelerin
denkligine yonelik ispat calismalar1 igeren etkinlik temelli miilakatlar
gerceklestirilmistir.

Genel uygulama caligmalar1 sonucunda, 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin
denkligini belirlemede siklikla sezgisel yaklasimi kullandiklar1 gézlenmistir. Ayrica
bireylerin ispat1 yliriitmede bazi yetersizlikler yasadiklari da belirlenmistir.

Diger yandan bireysel caligmalara katilan bireylerin biligssel ve duyussal
davraniglarina yonelik detayl analizler yapilmistir. Sonug olarak bu bireylerin ispata

yonelik imajlara sahip olduklar1 belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kanit Imaji, Sonsuzluk, Esgiicliiliik, ispat, Matematik Egitimi
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ABSTRACT

An Investigation of Proof Images of Prospective Elementary Mathematics
Teachers About Equivalence of Infinity Sets

Ozan PALA

When mathematics education literature reviewed it could be seen that there are
various studies which examine individuals’ proving activities. However, there are
few studies which examine the transition from intuitive thinking to formal proof in
the context of equivalence of infinity sets. Thus, in this study it is aimed to research
that how to this process shaped by using The Proof Image theoretical framework
which was introduced by Dreyfus & Kidron (2014). The concept of Proof Image
comprises Cognitive Understanding and Affective Feeling components. Thus, images
which produced in the individuals’ proving activities was analyzed in the context of
these components.

This research is a qualitative study. The Case Study method which is one of
qualitative techniques was used. The data were gathered from second grade students
who enrolled a state university by using multi-sampling method. Also triangulation
technique was included in data collection process.

In this context, students were observed for 5 weeks and also general group
studies were executed. On the other hand, to execute detailed analyses of proof
image task based interviews which included proving activities for equivalence of
infinity sets was conducted with 3 participants for 12 times.

As aresult of general group studies it was observed that prospective teachers
frequently used intuitive approachment to determine equivalence of infinity sets.
Also it was identified that individuals faced se deficiencies for executing proof.

On the other hand, detailed analyses were conducted for cognitive and affective
behaviors of individuals who joined individual studies. Consequently, it was

identified that these individuals had images oriented to proof.

Keywords: Proof Image, Infinity, Cardinality, Proof, Mathematics Education



BOLUM I

GIRIS

Matematik, her asamasinda daha oOnceki bilgilerin ve edinilmis becerilerin
kullaniminm1 gerektiren, bilgilerin sadece lst iiste yi1gildigir degil ayn1 zamanda i¢ ice
gectigi bilim dalidir (Morali, Ugurel, Tiirniikli, & Yesildere, 2006). Matematigin
yi1gilmali bir bilim olusu ve kavramlar arasindaki dogrusal iliski bireylerin yeni bilgilerini
onceki bilgilerinin {izerine inga etmesini gerekli kilmaktadir. Bu baglamda Ozdemir
(2000) matematigin yapisin1 olusturan tanim ve kavramlarin bir biitiin icerisinde
degerlendirilerek ele alinmasi ve 6gretilmesi gerektigini vurgulamistir. Yani matematik
birbirlerinden kopuk bir sekilde ele alinamayacak yapilarin oldugu evrensel bir dildir.

Pek c¢ok matematiksel kavramin, temelini giinlik yasam deneyimlerinden aldigi
sdylenebilir. Ornegin soyut bir kavram olan kesir kavraminim insasinda giinliik yasamda
yer alan parc¢a-biitiin iliskisinin 6nemli bir rol oynadigi soylenebilir. Bu durum kesirlerin
ginlik yasam temsilleri ile modellenebilmesini dolayis1 ile bireyler tarafindan
anlamlandirilabilmesini miimkiin kilar. Diger pek ¢ok matematiksel kavram da tipki
kesirler gibi giinlik yasam temsilleri ile modellenebilmektedir. Ancak matematik
bilinyesinde yer alan her kavramin benzer sekilde modellenebilecegi sdylenemez. Bu
kavramlardan birisi de sonsuzluk kavramidir. Insanoglunun ilkel zamanlarindan beri
ilgisini ¢eken sonsuzluk, dogasi geregi soyut bir kavram olarak nitelendirilebilir. Bu
soyutlugun temelinde sonsuzluk kavramimin giinlik yasam modelleri ile dogrudan
modellenememesi yer almaktadir. Dolayisi ile sonsuzlugun formal bir kavram olarak
bigimlenmesinde bireylerin giinliik yasam deneyimlerinden dogrudan
yararlanilamayacag1 sdylenebilir. Bu nedenle bu kavramin bireyler tarafindan formal

diizeyde anlamlandirilmasinin epistemik olarak bir giicliik icerdigi yorumu yapilabilir.



Giinliik yasam cercevesinde anlamlandirilmakta giiclilk ¢ekilen sonsuzluk
kavraminin felsefi olarak anlamlandirilmasinda da tarihsel siirecte giigliikkler yasanmustir.
Sonsuzlugun bu karmasik dogasini anlamlandirmak adina Aristo “’potansiyel sonsuzluk’’
ve “‘gercek sonsuzluk’’ fikirlerini ortaya atmistir (Akbulut ve Akgiin, 2005). Ornegin,
1, 2, 3,...7 seklinde devam eden Dogal Sayilar (N ) kiimesinin her bir terimine “*+1”’
eklenerek yeni terimler liretebilecegi ve dolayisi ile bu kiimenin potansiyel olarak sonsuz
olabilecegi bireyler agisindan anlagilabilirdir. Diger yandan gerc¢ek sonsuzluk bir anda ve
bir biitlin olarak ortaya ¢ikan sonsuzluktur, Aristo’ya gére bunun bireylerin zihninde tam
olarak anlamlandirilmast miimkiin degildir. Baska bir ifade ile sonsuzlugu potansiyel
diizeyde ele alan Aristo gercek sonsuzun miimkiin olamayacagini iddia etmistir. Aristo’ya
ek olarak Zenon da iinlii paradokslari ile sonsuzlugun varliginin giinliik hayat ile ilgili
bilinen gercekleri ciiriittliglinli gostermistir. Meshur Achilles ve Kaplumbaga ya da Ok
Paradokslar1 esasen zamanin sonsuzlugundan hareketle hareketin imkansizligini

aciklamaya yoneliktir ( “’Zenon'un paradokslari’’, 2014) .

Felsefi baglamda anlamlandirmakta giicliik cekilen sonsuzluk kavraminin
matematiksel baglamda da anlamlandirilmasinda da tarihsel siirecte zorluklar
yasanmistir. Sonsuzlugun tamimlanmasinda ve kavramsallastirilmasindaki zorluklar
matematikcilerin bu kavramdan uzunca bir siire uzak durmasina neden olmustur.
Bahsedilen bu zorluklardan biri de sonsuz oldugu bilinen kiimelerin eleman sayilarinin
kiyaslanmasi yolu ile denkliklerinin arastirilmasinda ortaya ¢ikmustir.

Eleman sayilar1 esit olan kiimelere denk kiimeler denir. Baska bir ifade ile A ve B iki
kiime olmak {tizere bu iki kiimenin denkligi, en bilinen sekli ile asagidaki gibi ifade
edilebilir.

A~B & s(A)=s(B)

Oregin A={1,2,3} ve B={4,5,6} olmak iizere s(A)=3, s(B)=3 = A~B’ dir.
Pek cogumuz tarafindan bilinen bu tanimlamadan hareketle Galileo 1’den baslayan
sayilar ile bunlarin karelerini alt alta bulunan iki satira yazdiginda elemanlar arasinda
eleman atlamadan birebir esleme yapilabilecegini gozlemlemis ve bu durumun bir
paradoks yarattigini belirtmistir.
1-2-3-4..
1-4-9-16...



Bu durumun bir paradoks olarak nitelendirilmesindeki temel neden giinliik yasam
deneyimleri ile ortaya ¢ikan geliskidir. Giinlik yasam deneyimlerine dayanan sezgisi,
Galileo’ya biitiiniin, parcadan daha fazla olmasi gerektigini sdylemektedir. Ancak iist
satirda bulunan eleman sayisi, alt satirda bulunanlardan agik¢a fazla olmasina ragmen bu
iki satirda yer alan sayilar aralarinda bir esleme yapilabiliyor oldugu agiktir. Giinliik
yasama dayal1 sezgisel iliski bu noktada gecerliligini yitirmektedir. Fischbein (2001)
boyle bir durumun bireyler i¢in ¢eliski olusturmasinin temel nedeninin sonlu gerceklere
adapte olan mantik semalarimizin, sonsuzluk ile karsilastiginda sezgisel celiskiler
yaratmasi oldugunu belirtmistir.

Sonsuzlugun matematiksel tanimi {izerine pek ¢ok matematike¢i caligma
yapmustir. Ozellikle Bolzano ve Dedekind gibi iinlii matematikgilerin yaptig1 ¢alismalar,
19. ylizyilda sonsuzlugun bir kavram olarak sekillenmesinde 6nemli roller oynamaistir.
Ancak sonsuzlugun bugiin itibari ile kabul goren tanimi1 XIX. ylizyilin sonlarina dogru
George Cantor’un kiimeler konusundaki ¢aligmalar ile sekillenmistir (Yildirim, 2000).
XIX. yiizyilin sonunda Cantor, sonsuz bir kiimeyi, kendi asal alt kiimelerinden biriyle
birebir eslenebilen bir kiime olarak tanimladigi bir sonsuz kiimeler teorisini formiile
etmistir (Narlt ve Narli, 2012). Bu nedenle pek c¢ok matematik¢i sonsuzlugun
matematiksel tarihinin tam olarak, sonsuz sayilar diislincesini bigimlendiren Cantor ile
basladigin1 kabul etmektedir. Cantor’un gelistirdigi bu yeni teori, kiimelerin denkligine
farkl bir yaklasimda bulunmus ve iki kiimenin denkliginin aralarinda tanimlanabilecek
bijektif fonksiyonlarin varlig1 ya da yoklugu ile ifade edilebilecegini savunmustur.

Bu yeni yaklasima gore A, bir kiime ailesi ve A ile B bu ailenin elemani olan birer kiime

olmak iizere bu kiimelerin denkligi asagidaki sarta baglanmistir.

A~B & f = {f| f: A> B, bijektif } £

Yani, aralarinda en az bir tane birebir-orten (bijektif) fonksiyon tanimlanabilen kiimeler
birbirlerine denktir. Ornegin A={1,2,3} ve B={4,5,6} olmak {izere
f: A> B, f={14, 25, (3,6)} fonksiyonu bijektif oldugundan A~B oldugu
sOylenebilir.

Cantor’un gelistirdigi bu yeni teori, kardinalite kavramini temel almaktadir. &
bir kiime ailesi olmak tizere, ~ = {(A,B)|s(A)=s(B), A,B € X } € X 2bagintisina gore

olusacak farkli denklik siniflarinin K =%/ oran kiimesine, kardinal sayilar kiimesi denir.



Yani kardinal sayilar birbirine denk kiimelerin karsilik geldigi ve bu kiimelerin eleman
sayilarm belirten sayidir (Ozmantar, 2010). Ornegin yukaridaki 6rnekte A={1,2,3} ve
B={4,5,6} kiimeleri birbirlerine denk olduklar1 i¢in A ve B kiimelerinin kardinaliteleri
esit ve 3’ddir.

Cantor bu kardinalite mantigini1 sonsuz kiimelere de uygulamak istemistir. Ona gore
elemanlarin1 saymak miimkiin olmasa da sonsuz iki kiime arasinda bijektif bir esleme
yaparak sonsuz kiimelerin denkligi ortaya konabilirdi. Boyle bir yaklasim Galileo’nun
paradoks olarak gordiigii problemin ¢6zlimiinii de sunmaktadir. Ciinkii bu yaklasima gore
N dogal sayilar kiimesi ile C, ¢ift sayilar kiimesi arasinda en azindan asagidaki bijektif

(birebir ve orten) fonksiyon tanimlanabilir.

f:N-> ¢,
x 2 f(x) =x>

Bu fonksiyon, aslinda eleman sayilari esit goziikkmese de N ,dogal sayilar kiimesi ile ¢,

cift sayilar kiimelerinin birbirlerine denk oldugunu ve dolayist ile bu kiimelerin
kardinalitelerinin esit oldugunu ortaya koymaktadir.

Bu denklik iliskilerinin ortaya konmasi, sonsuzluk kavraminin égretiminde hem
sezgisel, hem de hazirbulunusluk boyutlariyla iligskilendirilebilir. Bu agidan bakildiginda
matematik egitiminde de bireylerin sonsuzluk kavramini nasil insa ettiklerini anlamak
adina ¢aligmalara yer verilmistir. Ancak bu ¢alismalardan ¢ok azi kanit siireclerinden yola
cikarak bireylerin sonsuzlugu nasil anlamlandirdigini anlamaya yoneliktir. Yapilacak bu
caligma gelecekte 6grencilerinde “’somsuzluk’ gibi soyut bir kavrami insa etmesi
beklenen ilkdgretim matematik 6gretmen adaylarinin kendilerinin sonsuzluk kavramini
ne diizeyde anlamlandirdiklarina olan meraktan ortaya ¢ikmistir. Bireylerin Cantor’un
ortaya koydugu bu yaklasim ile sonsuz kiimelerin denkligine iligskin kanitlar1 inga etme
stireclerinde formal bilgileri ile sezgisel siire¢leri arasindaki kurduklar1 baglantilar Kidron
ve Dreyfus tarafindan ortaya konan kanit imaji c¢atis1 ¢ergevesinde arastirilmasi

istenmistir.

Problem Durumu

Bu aragtirmanin amaci ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin sonsuz
kiimelerin denkligine iliskin kanit imajlarinin incelenmesidir. Talim Terbiye Kurulu
(TTK) tarafindan 2013 yilinda ortaya konan mevcut ortaokul matematik Ogretim

programi incelendigine sonsuzluk kavraminin dogal sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar,



irrasyonel sayilar, gercel sayilar, dogru, 151n, dogru pargasi, diizlem vb. pek ¢ok kavramin
insa stirecinde siklikla vurgulandigi sdylenebilir. Diger yandan sonsuzluk kavrami soyut
ve celigkili bir kavram olmas1 dolayisiyla 6grenciler i¢in oldugu kadar 6gretmenler igin
de anlasilmasi1 zor bir kavramdir (Maria, Thanasia ve Katerina, 2009). Bu noktada
ogrencilerinde bu kavramin temellerini olusturmasi beklenen 6gretmen adaylarinin bizzat
kendilerinin sonsuzluk hakkinda ne kadar donanimli olduklari Ogrencilerine
sunabilecekleri katki diizeyini dogrudan etkileyebilmektedir. Bu sebeple 6gretmen
adaylarimin sonsuzluk kavrami konusunda yeterli bilgi diizeyine sahip olmalar1 onemlidir.
Bu bilginin gostergelerinden biri olarak, sonsuzluk kapsaminda yer alan ispatlar1 ve
bunlarin incelenmesi yapilacak arastirmanin yapi taglarindan birisi olarak gorilmiistiir.

fgili literatiir incelendiginde ilkdgretim ve iiniversite dgrencileri ile dgretmen
adaylarinin sonsuzluk kavrami ile ilgili algilarini ortaya c¢ikarmaya ydnelik yapilan
caligmalar bulunmaktadir (Aztekin, 2008). Ancak bu calismalar arasinda 6gretmen
adaylarinin sonsuzluk ile ilgili algilarimin ortaya konmasina yonelik olarak kanit
olusturma siireglerinin teorik bir ¢erceve altinda incelendigi ¢alisma sayist oldukea azdir.
Dolayis1 ile bu calismada bireylerin sonsuzluga iliskin algilarinin, sonsuzluk igerisinde
yer alan ispatlar yolu ile incelenmesi planlanmustir.

Bu noktada kastedilen ispatlama siireci, ¢esitli muhakeme stiregleri iceren biligsel
bir siireci ve bu biligsel siireclere rehberlik eden duyusal siiregleri de icinde
barindirmaktadir. Bu noktada bireyler goriislerini destekleyecek (veya ciiriitecek)
matematiksel argiimanlar tireterek bir sonuca ulagabilirler. Bu noktada bahsedilen sonuca
ulagma eylemi matematiksel ispat becerisi ile yakindan iligkilidir. Tirk Dil Kurumu
sOzlligiine gore ispat “'Tanit ve kanit gostererek bir seyin gergek yoniinii ortaya ¢ikarma,
kanitlama, tanitlama *’ seklinde ifade edilmektedir. Matematik egitimcileri de farkli ispat
tanimlar1 ortaya koymuslardir. Tall’a (1998) gore matematiksel ispatlarin iki amaci
vardir. Bunlardan ilki, mantikli adimlarla bir hipotezin bir sonuca gotiirdiigiinii gosterme
ve digeri onermelerden sonuglara neden/nasil gidildigini anlamaktir. Harel ve Sowder
(1998) ispat, kisinin kendisini ve baskalarini bir matematiksel durumun dogruluguna ya
da yanlishigina ikna etmek i¢in kullandig1 argiimanlar olarak tanimlamistir. Weber (2005)
ise ispat siirecini mantiksal, kavramsal, sosyal ve problem ¢dzme boyutlar1 igeren
karmasik bir matematik aktivitesi olarak tanimlamistir. Diger yandan Stylianides’e
(2007) gore ispat, matematiksel bir iddiayr dogrulamak ya da yanliglamak {izerinden

ortaya konan, birbiriyle iligkili savlar dizisidir.



Matematiksel muhakemeyi temel alan ve bir gerekgelendirme siirecini igerisinde
barindiran ispat aktiviteleri, 6zellikle tiniversite diizeyinde bir¢ok matematiksel konunun
dgreniminde ve dgretiminde énemli bir role sahiptir. Ileri matematik diizeyindeki pek ¢ok
ders igerisinde, bu becerinin etkin kullanimi1 gerektiren konu alanlar1 yer almaktadir.
Ancak literatiirde yer alan arastirmalar O0grencilerin ve O6gretmen adaylarimin ispat
becerilerini istenen diizeyde kullanamadiklarina vurgu yapmaktadir. Ornegin, Moore
(1994) calismasinda 6grencilerin ispata iliskin tanimlar1 bilmediklerini veya bunlar1 ifade
etmede gii¢liik ¢ektiklerini belirtmistir. Antonini ve Mariotti (2008) ise 6grencilerin ispat
yontemlerini yeterince bilmediklerine vurgu yapmistir. Weber (2001) ise yeterli 6n
O0grenmelere sahip olan 6grencilerin bile ispati olusturmada basarisizlik yasadiklarina
dikkat ¢ekmistir. Bu sonuglar bir arada degerlendirildiginde ispat siirecinde ortaya ¢ikan
yetersizliklerin gesitli faktorlerden kaynaklandigi sonucuna ulasilabilir. Bu baglamda,
yetersizliklerin Oniine gecilebilmesi i¢in bireylerin ispat yaklasimlarinin dogru bir sekilde
anlamlandirilmasi gerektigi yorumu yapilabilir. Bu baglamda Hart (1994) ispatlama
stirecine yoOnelik olarak daha fazla biligsel temelli arastirmanin yapilmasi gerektigini
belirtmistir. Bu saglandig1 takdirde bireylerin ispat becerilerinin gelisimine olanak
verebilecek etkili bir 6gretim planinin ilgililer tarafindan tasarlanmasi miimkiin olabilir.
Bu amagla mevcut c¢alismada ispat siireclerinin ve bu beceriyi sergilemedeki

anlayislarinin/yaklagimlarinin ortaya konmasi amaclanmastir.

Bu sebeple ogrencilerin ispatlama siireclerinin derinlemesine ve ¢ok yonli
analizleri ile elde edilecek veriler ispata yonelik 0gretimsel uygulamalar icin Oneriler
icerebilir.

Yukaridaki bilgiler 1s18inda yiiksek lisans tezinde ilkogretim matematik 6gretmen
adaylariin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispatlar1 ortaya koyma siireclerinde
gelistirdikleri ispat imajlarinin bilissel ve duyussal bilesenleri baglaminda, ilgili teorik

cercevelerden yararlanilarak incelenmesi amaglanmistir.

Amac ve Onem

Matematik, i¢erisinde anlamli iligkileri barindiran ve kendine 6zgii terminolojisi
olan bir disiplindir. Dogas1 geregi soyut bir yapida olan matematigin, igerdigi ¢ok boyutlu
iligki agimin ve sahip oldugu sembolik dilin 6grenciler tarafindan anlamlandirilmasi
hedeflenmektedir. Bu dogrultuda ortaya konan ¢agdas matematik egitimi yaklagimlar

kurallarin ve formiillerin ezberini dnemseyen geleneksel yaklagimlarin aksine bireylerin



matematiksel acidan iist diizey diisiinme becerilerinin desteklenmesini dnemsemektedir.
Bu tarz diisiinme bi¢imlerinden biri olarak gdriilen soyut diisiinme, bireylerin sonsuzluk
kavramini dogru anlamlandirmalarina ve bu kavram ile ilgili mantikli akil yiiritmelerine
paralel olarak gelisebilir. Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini ortaya
koyma siirecinde ortaya koyduklari ispatlarin bilgi olusturma perspektifinden incelenmesi
ile sahip olduklar1 kanit imajlarinin analizi yapilabilir. Bu imajlarin icerdigi bilissel ve
duyussal bilesenler baglaminda incelenmesi, bireylerin sonsuzluga iliskin 6nbilgilerinin,
sonsuzlugun soyut dogasina iliskin sezgisel yaklasimlarinin ve formal Onbilgileri ile
sezgisel yapilar1 arasinda kurduklar1 matematiksel iliskilendirmelerinin agiga
cikarilmasini saglayabilir. Ortaya konan tiim bu siirecler yolu ile 6gretmen adaylarinin
sonsuzluga iligkin algilamalarinin hatali ve eksik yanlarinin giderilebilmesine 6n ayak
olabilecek yeni yaklasimlara bir temel olusturulabilir. Ogretmen adaylarmin sonsuzluk
kavramina iliskin kavramsal alt yapilarinin eksik yonlerinin belirlenmesi ve giderilmesi
ile ileride rehberlik edecekleri 6grencilerde bu kavrami daha eksiksiz ve daha dogru bir
sekilde ortaya ¢ikarmalarina 6n ayak olunabilir.

Diger yandan yapilacak calisma ile 6gretmen adaylarinin kendilerine sunulan bir

teoremin dogrulugunu siirecinde kullandiklar1 sezgisel ve formal ispat yaklagimlari
arasindaki iliskilerin analiz edilmesi de miimkiin olabilecektir. Oxford Amerikan So6zligi
(2004)’ ne gore (aktaran: Doruk ve Kaplan, 2013) ispat kelimesinin sozliik anlami, bir
gercegin veya bir seyin dogrulugunun ya da varhiginin gosterilmesi, bir iddianin
dogrulugunun gosterilmesi; bir iddianin iyi, gegerli veya dogrulugunu test etme stirecidir.
Yani, ispat siirecinde bir birey karsilastigi yeni bir Onermeyi Onceki bilgileri
dogrultusunda dogrulayabilir ya da yanlislayabilir.
Yapilacak bu c¢alismada Ogretmen adaylarimin ispat siireglerinin incelenmesi
amaglanmaktadir. Bu inceleme siireclerinde hipotez ile hiikiim arasindaki mantiksal
baglarin analizi miimkiin olacaktir. Buna ek yapilacak incelemeler ile kanit imajinin
dogasin1 anlayabilmek icin ortaya konan varsayimlarin nedenleri de arastirilacaktir.
Boylece verilen bir dnermeye iliskin ispatin, sadece dogrulugunun veya yanlisliginin
belirlenmesinin dtesinde ayni1 zamanda neden dogru veya yanlis oldugunun da anlasilmasi
amaclanmaktadir. Boylece dgretmen adaylarmin ispat yaklagimlarinin ve bu yaklagim
dogrultusunda sekillenen ispat siireglerinin anlasilmasi miimkiin olabilecektir.

Ozetle bu g¢aligmada ilkdgretim matematik 6gretmen adaylarinin sonsuzluk
kavramina iliskin sezgisel ve formal yaklasimlari incelenecek, bu kavrama iligkin

anlayislarinin ortaya c¢ikarilmasi ve bu gercevede sekillenen ispat yaklasimlarinin



anlasilmasi saglanacaktir. Boylece soyut matematik dersi igerisinde ele alinan sonsuzluk
kavramina iliskin dogru matematiksel anlayislarin gelismesine engel olan durumlarin
anlagilmas1 saglanabilecek ve daha gecerli anlayislarin gelistirilebilmesine olanak
saglanabilecektir. Ayrica bu ¢alisma ile 6gretmen adaylarinin matematiksel bir ispati
ortaya koyabilme siirecindeki yeterlikleri de kanit imaji cercevesinde incelenmis
olacaktir. Matematik yigilmali bir bilim oldugundan soyut matematik baglaminda yer
alan bu kavramlara iligkin hatali anlayislarin anlagilmasi ile diger 6grenme alanlarinda
yer alan ¢esitli giigliiklerin giderilmesine de olanak saglanmasi miimkiin olabilir.
Dolayist ile bu c¢alismada 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine
iligkin genel yaklasimlarinin, ispat siireglerinin ve ispat imajlarmin igerdigi biligsel ve
duyussal bilesenleri bakimindan incelenmesi amaglanmistir. Bu inceleme, basta 6gretim
elemanlarinin ispata yonelik 6gretimsel uygulamalarina katki yapmasi ve matematik
egitimi arastirmalar1 kapsaminda 6grencilerin yasadiklar1 siirecin ¢ok boyutlu olarak

betimlenmesine olanak saglamasi agisindan 6nemlidir.

Teorik Cerceve
Bu calismanin yiiriitiilmesi silirecinde olusturulan problem durumunun analizine
yonelik asagidaki kuramsal ¢ercevelerden yararlanilacaktir.
Baglamda Soyutlama Teorisi (Abstraction In Context - AiC)
RBC Soyutlama Teorisi (Recognizing, Building-with, Constructing)

Kanit Imaji (Proof Image)

Bu teorik ¢ercevelerin genelden 6zele siralamasi asagidaki gibi modellenebilir.

Sekil 1

Teorik Cerceveler Arasindaki Iliski

AiC

RBC

Proof Image




En genel cerceve olan AiC teorisi soyutlamanin baglamina ve anlamina iligkin
genel bir cergeve sunmaktadir. Bu teoriye dayali gelistirilen RBC soyutlama teorisi,
ogrenmeyi gozlenebilir (epistemik) eylemler ile agiklamaktadir. Kanit imaj1 (Proof
image) ise her iki teoriye iliskin yaklasimlar1 daha 6zel bir silire¢ olan ispat siirecine
indirgemektedir. Buna gore ispat, bir 6grenme siireci olarak ele alinmaktadir. Bu siirecin
(bilissel boyutunun) analizinde epistemik eylemlerden yararlaniimaktadir.

Diger yandan mevcut ¢alismada ispat imajinin duyussal (affective) boyutunun
detaylandirilabilmesi i¢in Selden ve Selden (2007) tarafindan ortaya konan Duygusal
Olmayan Biligsel Hisler ’den yararlanilacaktir.

Tiim bu teorilere iliskin daha kapsamli bilgiler asagida sunulmustur.

AiC Teorik Cercevesi

Baglamda Soyutlama teorik cergevesi (Abstraction in Context Theoretical
Framework), Dreyfus, Hershkowitz ve Schwarz tarafindan, Davydov’un goriislerini
temel alarak ortaya konan bir bilgi olusturma teorisidir. Daha 6zel olarak bilgi olugturma
stireci Freudenthal Okulunun dikey matematiklestirme goriisiinii benimsemektedir. Buna
gore 6grenme yeni yapilarin, dnceki yapilarin dikey olarak yeniden organize edilmesiyle
ve bunlar arasinda iliski kurulmasiyla miimkiin olmaktadir.

Bu teoride soyutlama terimi bu yeniden organize etmeyi belirtmek i¢in kullanilmaktadir.
Baglamsal faktor belirli bir durumda nasil bir soyutlama gerceklestirilecegini etkiler. Bu
baglamin pek ¢ok bileseni vardir. Bunlar asagida belirtilmistir.

o Miifredatsal baglam: Siklikla zihindeki belirli 6grenme hedefleri ile tasarlanmig
eylemler dizisi igerir.

e Tarihsel baglam: Ogrencinin énceki deneyimlerini igerir.

e Ogrenme baglami: Ogrencinin kullanimimda olan teknolojik araglar ile bilgisayarli
ortamlari igerir.

e Sosyal baglam: Grup caligmasi, bireysel calisma ve tiim simif ¢aligmasinin degisimli

olabilecegi ortamdir.

AiC teorisi, soyutlamay1 eylemlerden olusan bir aktivite olarak degerlendirir.
Boylece soyutlama, siirecleri agisindan incelenebilir. Buna gore soyutlama, 6grenenin
kendi amaglarindan bagimsiz degildir. Dolayisi ile soyutlama ile ortaya ¢ikan anlam da
kisinin amaglarindan bagimsiz olamaz. Bu durum 6grenmelerin, kendi eylemlerinden

tiiredigi aktivite icerisinde ele alinmas1 gerektigine isaret etmektedir.
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RBC Soyutlama Teorisi

Bu model, matematiksel soyutlama siireglerinin analiz edilmesi amaciyla
Hershkowitz, Schwarz ve Dreyfus (2001) tarafindan AiC teorik gercevesi baglaminda
ortaya konmus bir 6grenme modelidir. Leont’ev tarafindan ortaya konan aktivite teorisi
temel alinarak olusturulmustur. Modelin amaci 6grenmenin nasil gerceklestigini
gozlenebilir (epistemik) eylemler ile agiklamaktir. Epistemik eylemler 6grencilerin sézlii
ifadelerinde ya da s6zsliz eylemlerinde dogrulanabilecek eylemlerdir. AiC ve RBC ayr1
basliklar altinda ifade edilse de bir biitiin olarak soyutlama siirecini ele alirlar. Ozel
olarak, AiC 6grenmenin gerceklestigi soyutlama kavraminin dogasini agiklarken RBC
soyutlamanin siireclerini ortaya koymaktadir.

RBC, modelini ortaya koyan Hershkowitz ve arkadaslarina (2001) gore soyutlama
stireci (bilgi olusumu) i¢ temel epistemik eylem ile agiklanmaktadir. Bu eylemler Tanima

(R-), Kullanma (B-) ve olusturma (C-) olarak ifade edilebilir.

® Tanima eylemi: Bireyin dnceden kazanmis oldugu formal veya informal bilgilerle,
ogrenme ortamindaki matematiksel unsurlara anlam yiiklemesi demektir. Ogrencilerin
ilgilendigi probleme uygun 6nceden olusturulmus belli yapilar fark ettiginde meydana
gelir (Tiirniiklii ve Ozcan, 2014). Tamima en az iki yol ile gergeklesir: analoji yapma ve
Ozellesme.

® Kullanma eylemi: Ogrencilerin bir durumu anlama, anlamlandirma, anlatma, bir neriyi
savunma, bir varsayimda bulunma hallerinde ve bir problem ¢6zmeyle kars1 karsiya
olduklarinda gozlenir. Belirli bir amaci gerceklestirmek icin Onceden olusturulan
matematiksel yapilarin kullanilmasidir (Schwarz, Dreyfus, Hadas ve Hershkowitz, 2004).
Yeni bilgi olusumu anlamina gelmez.

® Olusturma eylemi: Soyutlamanin ana basamagi olan, yeniden diizenleme ve yeniden
yapilanma siirecleri olarak taninan, bireyin yeni yapi tiretmek i¢in sahip oldugu bilgiyi
birlestiren ve tamamlayan unsurlardan olusur. Olusturma (C-) soyutlama silirecinin ana
basamagidir ve olusturma tanman yapilarin kismi degisiklige ugratilarak yeniden
yapilandirilmasi ve diizenlenmesi siirecidir (Bikner — Ahsbahs, 2004).

Soyutlama stirecini olusturan epistemik eylemler ve bunlarin iligkilerini &zetleyen

diyagram asagida sunulmustur.
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Sekil 2

RBC Soyutlama Teorisi

Bir Eylem Olarak
Soyutlama

O

[\

i¢ ige pecmis etkilesim

Yukarida sunulan diyagram, Dreyfus (2007) tarafindan olusturulmus ve bu calisma
kapsaminda Tiirkgelestirilmistir.

RBC soyutlama teorisinin ismini, Tanima (Recognizing) , Kullanma ( Building
With-) ve Olusturma (Constructing) siire¢lerinin bas harflerinden almistir. Bu ii¢ eylem
ile birey, kendisi i¢in yeni bir bilgi liretebilir. Bu noktada “’yeni’’ ile kastedilen birey i¢in
daha 6nce ulasilabilir olmayan farkli bir matematiksel yapinin ortaya konmus olmasidir.
Yazarlar ve ¢esitli arastirmacilar tarafindan pek ¢ok defa kullanilan bu modelde yer alan
eylemlerin i¢ ice gegmis paralel ve etkilesimli oldugu kesfedilmistir. Buna gore epistemik
eylemler arasindaki yapilanma paralel, dallanma, birlesme (eklenme) ve diger yollarla
etkilesim seklinde devam edebilir. Bu yapilanma ve bu eylem dizilerinde bir 6grenenin
yeni yapilarinin desteklenmesi sonraki insalar boyunca gerceklesebilir. Bu yapilar
arasindaki etkilesim baglamlar acisindan farklilik gosterebilmektedir.

Diger yandan ayni etkinlik bir 6grenci i¢in olusturma ile sonuglanabilirken baska
bir 6grenci i¢in kullanma eylemi ile sonuglanabilir. Bu 6grencinin kisisel ge¢misine,
(hazirbulunusluguna) baghdir. Ogrencilerin amagclart da kullanma ve olusturma
eylemlerini giiclii bir sekilde etkiler. Eger standart bir problem c¢ozmeleri istenirse
muhtemelen 6nceki elde ettikleri yapilart hatirlama ve kullanma eylemlerini kullanirlar.
Eger standart olmayan bir problem c¢ozerlerse bir zorlukla karsilasabilirler ve bu da
bilgilerinin dikey olarak organize edilmesini ve bu yolla zorlugun asilmasina neden

olabilir.
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Kamt Imaj

Ispatlama siirecinde sezgisel ve mantiksal diisiinme arasindaki etkilesimi ve bu
etkilesimden dogan bilginin olusum siirecini mikro-analitik diizeyde inceleyen Kidron &
Dreyfus (2014), Baglamda Soyutlama (AiC) teorik catisi kapsaminda RBC soyutlama
teorisinden yararlanarak ispat imaji kavramima ulasmistir. Ispatlama siirecinde énemli bir
asama olarak tanimladiklar1 ispat imaj1 kavramini, ispatla ilgili ¢esitli bakis agilarindan
sezgi, kavramsal anlayis, semantik ispat olusturma, kavram imaji cerceveleriyle
karsilastirarak tanitmislar ve ¢ift zincirli kavram imaji-kavram tanimi yapisini kullanarak
da ispat imaji-formal ispat analojisi olusturmuslardir. Bu kavram c¢ercevesinde, bir
iddianin neden dogru oldugunu anlamaya tesebbiis etmis olan bir bireyin bir ispat imajina
sahip olabilecegini belirten yazarlar, iki bilesenin bireyde bulunmasi durumunda bu
bireyin kesinlikle bir ispat imajmma sahip oldugu vurgusunu yapmislardir. Bu
bilesenlerden ilki kisisel ve dinamik olan, mantiksal baglantilar iceren ve bir olusuma yol
acan biligsel anlayistir. Digeri ise iddianin neden dogru olduguna dair sezgisel ikna
saglayan duyussal bir kesinlik hissidir.

Kanit imaj1 ve bilesenleri asagidaki diyagramda 6zetlenmistir.

Sekil 3

Kamit imaji ve Bilesenleri

Bilissel

Duyussal

Anlayis Kesinlik Hissi

_—

-
| 1 |
== — —
B Bir Butunliik : : (
Kisisel Olma Olusturma I\{Iant{ksa/ 2l : i
Varii Baglar icerme | | Olma Sezgisel Ikna

————)
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Buna gore bireylerin bir ispat1 ortaya koyma siirecinde olusturduklar1 imajlar bu
bilesenler baglaminda incelenebilmektedir. Kidron & Dreyfus (2014)’a gore ispat
imajinin Biligsel Anlayis bileseni igerisinde asagidaki karakteristikleri barindirmaktadir:

e Mantiksal Baglar Icerme Karakteristigi
e Dinamik Olma Karakteristigi
o Kisisel Anlayis Karakteristigi
o Varlik (Biitiinliik) Karakteristigi
Diger yandan imajin Duyussal His bileseni icerisinde ispat siirecinde

gerceklestirilen islemlere iligkin sezgisel inang boyutunu barindirmaktadir.

Duygusal Olmayan Bilissel Hisler

Kidron ve Dreyfus’un (2014) ortaya koydugu ispat imaj1 teorik cergevesine gore
bir ispat siirecinde, bireylerin gergeklestirdikleri bilissel eylemlerin birer tamamlayicisi
olarak duyussal bilesenler ortaya ¢ikmaktadir. Yazarlar ¢aligmalarinda bu duyussal hissi

asagidaki gibi tanimlamislardir.

" Anlayisin duyussal hissi, varlik sayesinde sezgisel ikna saglar ve karmasik bir sekilde
bilissel anlayis ile baglantilidir. *

)

Yazarlarin “’sezgisel ikna’’ olarak adlandirdigi bu duyussal boyutun Selden,
Mckee ve Selden (2009) tarafindan ele alinan haklilik hissine karsilik geldigi sdylenebilir.
Ciinkii onlara gore, ispatlama acisindan haklilik hissi duygusal olmayan onemli bir
deneyimdir. Haklilik hissi, problem ¢6zme ve ispatlama siirecleri i¢in gerekli olan biiytik
bilgi kiimelerini degerlendirebilir ve birlestirebilir. Ornegin, bir ispat yazma veya okuma
eyleminin sonunda kisa donem hafiza o ispatin dogru olup olmadigina dair bilingli
rasyonel bir degerlendirmeye izin verecek kadar yeterli detayli bilgiyi tutmada
yetersizdir. Buna ragmen, bir seyler okudugu veya yazdigi ispatin dogru olduguna karar
vermesine sebep olmaktadir. Dogruluk hissinin bu tiir kararlarda biiyiik bir rol oynadigini
goriiyoruz (Selden, Mckee & Selden, 2009). Davranissal semalari ele aldiklar1 ¢alismada,
yazarlar ispatlama siirecinde bilme hissi, agina olma hissi, dogru iz tistiinde olma hissi ve
haklilik hissini duygusal olmayan bilissel hislere drnek olarak gostermislerdir. Onlara
gore bilme hisleri kisinin bir arastirmaya devam edip etmeyecegini etkilediginden biligsel

eylemlere rehberlik edebilirler ve onlar1 yonlendirebilirler. Ciinkii 6grencilerinin ispat ve



14

ispatlama ile ilgili gilicliiklerinin ¢esitlerinin farkinda olmak onlara nasil yardimci
olunacag1 konusunda egitimcileri daha duyarli hale getirebilir (Selden & Selden, 2007).
Dolayisi ile bu ¢alismada kanit imajinin duyussal boyutunun, duygusal olmayan

bilissel hisler yardimi ile daha derinlemesine analiz edilmesi amaglanmustir.

Problem Ciimlesi
Bu arastirmada ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin
denkligine iligskin genel yaklasimlar1 ve buna ek olarak bu stiregte sekillendirdikleri ispat

imajlar1 incelenecektir. Dolayisi ile aragtirmanin problemi asagidaki gibi belirlenmistir.

“llkogretim matematik ogretmen adaylarimn sonsuz kiimelerin denkligini gosterme
stirecindeki genel yaklagimlart ve bu siirece iliskin ispat imajlart hangi unsurlari

icermektedir? *’

Alt Problemler

1. Ilkdgretim matematik Ogretmeni adaylari sonsuz kiimelerin denkligini

gostermede kullandiklar1 genel yaklagimlar nelerdir?

2. TIlkdgretim matematik Ogretmeni adaylar1 sonsuz kiimelerin denkligini

ispatlarken olusturduklar1 kanit imajlarinin biligsel ve duyussal 6zellikleri nelerdir?

Sayiltilar

1. Arastirmada 6gretmen adaylar ile yapilan goriismelerde 6gretmen adaylariin

dogru ve samimi cevaplar verdikleri varsayilmaktadir.

2. Veri toplama araglariin tiim yetkileri kapsadig1 ve goriisleri ortaya ¢ikaracak

nitelikte oldugu varsayilmaktadir.

Simirhiliklar

Bu arastirma, calismaya katilan 6gretmen adaylari ile sinirhidir. Elde edilecek

bulgulardan yola ¢ikilarak varilacak sonuclar bu 6gretmen adaylar igin gegerlidir.
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Tanimlar
Teorem

Dogrulugu kanitlanabilen 6nerme (TDK Matematik Terimleri Sozliigii, 2009).

fspat
Tanit ve kanit gostererek bir seyin gergek yoniinii ortaya ¢ikarma, kanitlama,

tanitlama (Tiirk¢e Sozlik, 1988, s.120).

Kiime

Bir biitiin olarak ele alinan nesneler toplulugu (Giiney ve Ozkog, 2015, s. 74).

Fonksiyon
A ve B bos olmayan kiimeler ve f, A’dan B’ye bir baginti olsun. Va€A i¢in a’ya
f ile bagh B’de bir ve yalniz bir eleman bulunabilirse f ¢ ye A’dan B igine bir

fonksiyon (veya doniisiim) denir (Callialp, 2011, s. 15).

Birebir Fonksiyon
Bir f fonksiyonu altinda farkli elemanlarin goriintiileri de farkliysa buna birebir

(1-1) fonksiyon denir (Giiney ve Ozkog, 2015, s. 269).

Orten Fonksiyon
Bir fonksiyon altinda hedef kiimesindeki tiim elemanlarin orijinalleri varsa buna

orten fonksiyon denir (Giiney ve Ozkog, 2015, s. 277).

Bijektif Fonksiyon
A kiimesinden B kiimesine tanimlanan bir fonksiyon ayni zamanda birebir ve

orten ise bu fonksiyona bijektif fonksiyon denir.

Denk Kiimeler
A ve B birer kiime olmak iizere bu iki kiime arasinda en az bir bijektif fonksiyon

tanimlanabiliyor ise bu kiimelere denk kiimeler denir ve A~B seklinde gdsterilir.
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Kardinalite
% bir kiime ailesi olmak tizere, ~ = {(A,B) | s(A)=s(B), ABER } c X2
bagintisina gore olusacak farkli denklik siniflarinin K =% /_ oran kiimesine, kardinal

sayilar kiimesi denir. Buna gore A€ X kiimesinin kardinalitesi #(A) ile gosterilir.

Kisaltmalar
TTK: Talim ve Terbiye Kurulu
TDK: Tiirk Dil Kurumu
AiC: Abstraction in Context (Baglamda Soyutlama Teorisi)
RBC: Recognizing, Building-with, Constructing Soyutlama Teorisi
R- : Recognizing (Tanima)
B- : Building With- (Kullanma)

C- : Construction (Olusturma)
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II. BOLUM

ILGILI YAYIN ve ARASTIRMALAR

Sonsuz Kiimelerin Denkligine Iliskin Calismalardan Bir Derleme

Matematik  egitimi  literatiirii  incelendiginde = sonsuz  kiimelerin
karsilastirilmasina iligkin egitimin cesitli kademelerinde yer alan bireyler ile ¢alismalar
yapilmis oldugu goriilebilir. Sonsuz kiimelerin karsilastirilmasi ile ilgili yapilan bu
caligmalarda genel olarak, kullanilan temsillerin neminin ortaya konmasi ve 6grencilerin
sonsuz kiimeleri karsilagtirirken kullandiklar1  yontemlerin ortaya ¢ikarilmasi
amaclanmustir.

Tirosh ve Tsamir (1996), yapmis olduklar1 ¢aligmada, dgrencilerin verilen iki

sonsuz kiimenin esitligi ile ilgili sezgisel kararlarinin, bu kiimelerin temsile bagl olarak

degisebilecegini ifade etmistir. 10-12 yaslari arasindaki yiiz seksen dokuz 6grenci ile

yapilan bu ¢alismada farkli temsil bicimlerinden (yatay temsil — dikey temsil — geometrik
temsil ve sayisal temsil) bicimlerinden hangisi ile 6grencilerin birebir esleme yontemini
daha kolay fark edebildikleri arastirilmistir. Bunun ic¢in farkli temsil bigimleri
kullanilarak kiimelerin karsilastirilmasina yonelik 6grencilere on dort soru sorulmustur.
Kiimelerin denk oldugunu diisiinen o6grenciler sonsuz kavramimnin tek oldugunu ve
kiimeler arasinda birebir esleme yapilabilecegini belirtmislerdir. Buna karsin kendilerine
sunulan kiimelerin denk olmadigini diisiinen 6grenciler kiimeler arasindaki 6z alt kiime
iliskisine dayanarak bu yorumu yaptiklarmi belirtmislerdir. Bu bulgulardan hareketle
Tirosh ve Tsamir, sonsuzluk kavramu ile ilgili sezgisel diigiincelerin temsil bigimlerinden

etkilendigi sonucuna ulasmislardir. Dolayisi ile belirli temsil bi¢imlerinin kullanilmasi
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durumunda Ogrencilerin sonsuz kiimeleri daha kolay karsilagtirabildiklerine iliskin
bulgulara ulagilmistir.

Tirosh’un (1985) yaptig1 baska bir caligmada 11/17 yas araligindaki 1381 6grenciye
sonsuz kiimelerin eleman sayilarinin karsilastirilmasi ile ilgili otuz iki problem sunulmustur.
Ogrencilerden kendilerine sunulan sonsuz kiimelerin denkligini arastirmalari ve yanitlarini
aciklamalar beklenmistir. Calisma sonucunda 6grencilerin yanitlarinin birbirlerine benzer
oldugu goriilmiistiir. Farkl1 yas gruplarinda yer alan 6grencilerin, iki kiimenin denk oldugunu
ifade etmede kullandigi temel unsur sonsuz her kiimenin eleman sayilarimin esit oldugu
goriisiidiir. Ornegin N, dogal sayisinin kiimesinin elemanlar ile bir dogru iizerinde yer alan
noktalarin sayisinin karsilastirilmasi istendiginde Ogrencilerin biiyiik ¢ogunlugu her iki
kiimede de sonsuz sayida eleman oldugundan hareketle bu kiimelerin denk oldugu sonucuna
ulasmislardir. Bu ¢alismada kendilerine sunulan sonsuz kiimelerin denk olamayacagini
belirten 6grenciler ise asagidaki goriisleri agiklamalarina birer delil olarak sunmuslardir:

e Bir kiime oz alt kiimesinden daha fazla eleman igerir.
o Simurly bir kiimenin eleman sayisi simirsiz bir kiimenin eleman sayisindan daha azdir.
e Elemanlar: dogrusal ifade edilebilen bir kiime, iki boyutlu bir kiimeden daha az eleman
icerir.
Calismaya katilan 6grencilerin biiyiik bir boliimii birebir esleme fikrini kullanamamustir.
Diger yandan 6grencilerin sonsuz kiimeleri karsilagtirmada kullandiklar1 sezgisel dlciitlerin
biiyiik cogunlugunun kiime teorisi ile ¢elistigi gdzlenmistir.

Fischbein, Tirosh ve Hess (1979) yapmis olduklar1 ¢alismada ortaokul (5-8)
ogrencilerinin sonsuzluga iliskin sezgilerini ortaya koymayr amaglamiglardir. Bu
dogrultuda onlardan iki sonsuz kiimeyi (dogal sayilar ve cift dogal sayilar)
karsilagtirmalar1 istenmistir. Bu ¢alisma sonucunda 6grencilerin iki temel argiimana sahip
olduklar1 goriilmiistiir.

e Dogal sayilar kiimesinin eleman sayisi, ¢ift dogal sayilar kiimesinin eleman

sayisindan daha fazladr.

o (ift dogal sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesinin bir 6z alt kiimesidir.
Fischbein, bu arglimanlardan hareketle ortaokul ogrencilerinin “biitiin, kendisini
olusturan parcadan biiyiiktiir” diisiincesine sahip olduklarini ifade etmistir. Ogrencilerin
kii¢iik bir kism1 (%10) her iki kiimenin de sonsuz oldugunu ifade etmislerdir.
Bu sonuglardan hareketle Fischbein, bireylerin sonsuzluga iliskin sezgilerinin mantiksal
sonuclar cercevesinde degil gercekte dogru olduguna inanilan hisler cergevesinde

sekillendigini ifade etmistir.
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Diger yandan Fischbein, Tirosh, ve Melamed (1981) yaptiklar1 ¢alismada
sekizinci ve dokuzuncu sinif 6grencilerinin sonsuzluk kavramina iligkin sezgilerini ortaya
cikarmaya calismislardir. Bu dogrultuda onlara asagidaki soruyu yoneltmislerdir.

“Bir dogru parg¢asi, iizerindeki her bir nokta ile dogal sayilar kiimesinin elemanlar
arasinda esleme yapilabilir mi?”’
Calismaya katilan 6grencilerin biiylik bir kismi her iki kiimenin elemanlarinin karsilikli
olarak eslenebilecegini ifade etmislerdir. Fischbein, &grencilerin bu yanitlarindan
hareketle onlarin “Sonsuzluk sadece tiikenmeyen (non-exhaustable) anlamina gelir”
sezgisine sahip olduklarmi ifade etmistir. Ogrencilerin sahip olduklar1 bu temel sezgiye
gore sonsuz kiimelerin eleman sayilar1 daima esit olmak zorundadir. Bu durumun nedeni
giindelik yagamdaki sezgilerimiz ile agiklanmigtir. Ciinkii gergcek yasama dayali (dogal)
sezgilerimize goére sonsuzlugun seviyeleri yoktur. Dolayis1 ile sonsuz kiimeleri,
icerdikleri sonsuzluklar agisindan siralamak miimkiin degildir. Diger bir ifade ile bu
siralama eylemi, sezgilerimiz agisindan anlamsizdir.

Tsamir (2001) sonsuz kiimelerin karsilagtirilmasina iliskin farkli temsillerin
etkisini incelemek amaciyla bir c¢aligma ylriitmiistir. Bu calismada 16-18 yas
araligindaki 15 6grenciye sonsuz kiimelerin karsilastirilmast ile ilgili sorular yoneltmistir.
Ogrencilerin aym denkligi sorgulayan ve farkli temsiller igeren (geometrik ve sayisal vb.)
sorulara farkli yanitlar verdikleri goriilmistiir. Bu gozlemden hareketle Tsamir,
ogrencilerin farkli temsiller ile sorgulanan denkliklere iligkin verdikleri cevaplar arasinda
tutarsizlik bulundugunu sdylemistir. Bu c¢aligmada Ogrencilerin sonsuz kiimeleri
karsilagtirmada 4 kriteri kullandig1 belirlenmistir. Bunlar asagidaki gibi siralanabilir:

1) Parca-biitiin: Bir kiimenin alt kiimesi kendisinden daha az eleman igerir.

2) Sonsuz tektir: Biitiin sonsuz kiimeler ayn1 sayida eleman sahiptir.

3) Sonsuz kiimeler kiyaslanamaz.

4) Birebir esleme

Giliven ve Karatas (2004) , yaptiklart ¢alismada lise ti¢lincii sinif, ilkdgretim
matematik 6gretmenligi ikinci sinif ve ilkdgretim matematik 6gretmenligi dordiincii sinif
ogrencilerinden olusan 60 kisilik ¢alisma grubunda yer alan bireylerin sonsuz kiimelerin
denkliklerini karsilastirmada kullandiklar1 yontemleri arastirmistir. Bu caligmada
ogrencilerin sonlu kiimelere ait yaklasimlarini sonsuz kiimelere genellemeye ¢alistiklar
gozlenmistir. Diger yandan calisma grubunda yer alan 6grencilerin ¢ok azinin birebir

esleme yontemini kullanabildikleri gézlenmistir. Calisma grubunu olusturan 6grencilerin
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sonsuz kiimeleri karsilastirmada kullandiklar1 temel argiimanlar asagidaki gibi ifade
edilmistir:

= Sonsuzluk tektir goriisii

= Sonsuz kiimelerin karsilastirilamayacagi goriisti

= Sonsuz kiimeleri karsilastirmada eksik elemanlart belirleme

»  Kiimelerin birbirlerini kapsama iligkilerini inceleme

Tall (1980), lniversite Ogrencileri ile yaptig1 calisma sonucunda Cantor
tarafindan gelistirilen kardinal sonsuzluk diisiincesinin, tiiniversiteye devam eden
Ogrenciler tarafindan tam olarak anlasilamadigi sonucuna ulagsmistir. Limit kavramina
yonelik sorulara verilen yanitlardan hareketle 6grencilerin sonsuzluga iliskin iki temel
algilar1 ortaya ¢ikarilmistir. Bu algilardan ilkine gore sonsuzluk kavrami asla ulagilmasi
miimkiin olmayan (sinirlayict) bir kavramdir. Diger algiya gore sonsuzluk, anlagilmasi
miimkiin olmayan bir biiyiikliiktiir. Ogrencilerin sonsuzluga iliskin bu algilarmin temel
nedeni sonsuzluga iliskin aritmetik diislinceleri ile agiklanmistir. Bagka bir ifade ile
ogrencilerin sonsuzluga iliskin potansiyel diizeydeki anlayislarinin bu kavrami asla
bitmeyecek bir siire¢ olarak algilamalarina sahip oldugu belirtilmistir. Dolayis1 ile gercek
sonsuzlugu temel alan kardinal sonsuzluk yaklagiminin 6grenciler tarafindan yeterince
anlamlandirilamadigi sonucuna ulasilmstir.

Universite diizeyinde yapilan baska bir ¢aligmada Maria, Thanasia ve Katerina
(2009) 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini belirlemede kullandiklari
yaklagimlart incelemistir. Bu ¢alisman sunucunda Ogretmen adaylarimin sonsuz
kiimelerin karsilastirilmasinda geometrik temsillerden hareketle birebir esleme fikrine
ulastiklar1 gozlemlenmistir.

Singer ve Voica (2003), tarafindan yapilan bir baska ¢alismada ise daha kiigiik
cocuklarin sonlu ve sonsuz kiimeler ile ilgili kavram yanilgilari incelenmistir. Bu ¢alisma
icerisinde Ogrencilerin sonlu ve sonsuz kiimeleri karsilastirmada hangi yontemleri
kullandiklar1 yaklasimlar arastirilmistir. Ornegin dogal sayilar kiimesi ve ¢ift dogal
sayilar kiimeleri verilerek bu kiimelerin eleman sayilarinin karsilastirilmasi istendiginde
Ogrencilerin sayma iligkisi ve parga-biitiin iliskisi kurarak bu kiimeleri karsilastirdiklari
goriilmiistiir. Ogrenciler, sonlu kiimelerin 6lgiilebilir bir uzunlugunun oldugunu ancak
sonsuz kiimelerin boyle bir uzunlugu olmadigini sdylemislerdir.

Isleyen (2013) yilinda ortadgretim Ogrencileri iizerinde yaptigi calisma ile

onlarin sonsuzluk kavraminsa iliskin algilarini ortaya koymak istemistir. Nitel aragtirma
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yontemlerinden olgu bilim deseni kullanilan bu ¢alismaya 38’1 kiz, 34’1 erkek olmak
iizere toplam 72 ortadgretim 6grencisi katilmistir. Veri toplama araci olarak acik u¢lu bir
test gelistirilmis ve odak grup goriismesi yapilmistir. Bu ¢alismanin sonunda 6grencilerin
sonsuz kiimelerin denkligi konusunda giiclilk yasadiklar1 belirlenmistir. Calismaya
katilan 6grencilerin ¢ogu (35) sonsuz kiimelerin karsilastirilamayacagini belirtirken, bir
kismi (14) da sonsuz kiimelerin eleman sayilarinin esit olmasi gerektigini ifade
etmiglerdir. Az sayidaki 6grenci (8) birebir-orten esleme fikrinin uygun bir yontem
oldugunu ifade etmislerdir. Bu noktadan hareketle yazar 6grencilerin sonsuzluga iligskin
algilarinin gelistirilmesi gerektigi sonucuna ulagsmistir.

Sonsuz kiimelerin karsilagtirilmasini igeren ¢aligmalardan biri de Narli ve Narl
(2012) tarafindan gerceklestirilmistir. Bu ¢alismada &grencilerin sonsuzluk fikrine ne
derece sahip olduklarini, okulun Ogrencilere sonsuzluk fikrini kazandirip
kazandiramadigini ve O&grencilerin bu konudaki yanilgilarini, say1 kiimeleri ile
iliskilendirerek belirlenmeye calisilmistir. Bu amagla 13-14 yas arast [lkogretim
ogrencilerinden, 131 6grencinin goriisleri agik uclu anket ile toplanmistir. Ayrica segilen
10 6grenci ve 3 ilkogretim matematik Ogretmeni ile yari yapilandirilmis goriisme
yapilmistir. Sonugta &grencilerin  sahip olduklar1 sonsuzluk fikirlerinde kisisel
deneyimlerin yattig1 ve formal egitimin buna fazla yardim etmedigi gozlenmistir. Diger
yandan Ogrencilerin kiimelerin sonsuz olup olmamasini belirlemede, sezgisel yollarla,
tiimevarimsal silire¢ ve bagka bir kiime ile karsilastirma yontemlerini kullandiklar: tespit
edilmistir. Arastirmada kullanilan ** Iki sonlu kiimenin elemen sayisi esitse bu iki kiimeye
denk kiimeler denir. Sizce sonsuz kiimeler denk olabilir mi? Ac¢iklaymniz. > sorusuna
ogrencilerin biiylik cogunlugunun denk olamayacagi cevabini verdikleri gézlenmistir.
Ayrica kiimelerin denk olabilecegini ifade eden 6grenciler igerisinde de birebir-Orten
fikrini yeterince kullanamayan olduklar1 gézlenmistir.

Unan ve Dogan (2009) tarafindan yiiriitiilen ¢alismada bir {iniversitede okuyan
25 matematik 6gretmeni adaylarinin sonlu kiime, sayilabilir ve sayillamayan sonsuz kiime
kavramlarma iligkin bilgilerinden yola ¢ikarak yaptiklar1 hatalarin matematiksel
modelleme yardimiyla belirlenmesi amaglandi. Bu amagla 6grencilere kiime kavramiyla
ilgili bilgilerini hatirlamalarma yardimci olacak agik uglu sorular yoneltildi. Sorulara
verilen cevaplar degerlendirilerek Ogrencilerin diistiikleri yanilgilar belirlendi ve bu
yanilgilar1 zihinlerde dogru matematiksel diisiinmeyi olusturacak sekilde etkinlikler

yaptirildi. Etkinlikler sonucunda kavramlari daha kolay zihinlerde olusturduklari goriildii.
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Bu ¢alisma igerisinde 6grencilere liste yapma metoduna gore, N dogal sayilar kiimesi, Z
tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi, R gergel sayilar kiimesi ve (0,1) agik
aralig1 verilerek eleman sayilaria gore siniflandirmalar istendi.
Ogrencilerin verdikleri cevaplar yiizdelerine gore asagida sunulmustur.
1) Ogrencilerin %20 si dogru yanit vermistir.
2) Ogrencilerin %40 1 kiimelerin eleman sayilar1 hakkinda bir yorum getirememistir.
3) Ogrencilerin %17 si sonsuz elemanli kiime ile sayilabilir sonsuz elemanli kiimeyi
bilmediklerini ifade etmislerdir.
4) Ogrencilerin %23 ii kiimelerin birbiri ile iliskisi iizerinde durmus ve hepsini
sonsuz elemanli kiime almistir.
Dolayisti ile bu ¢aligmaya katilan 6grencilerin sonsuzluk kavramina ve sonsuz kiimelerin

denkliklerine iliskin yanilgilar1 oldugu gézlenmistir.

Aztekin (2008), yaptigi doktora tezi calismasinda farkli yas gruplarindaki
ogrencilerinin sonsuzluk kavramina iliskin anlayislarini ortaya ¢ikarmak istemistir. Bu
amag ile repertuar ¢izelge teknigi ve gdmiilii teori (grounded theory) kullanilarak doktora
ve ilkogretim Ogrencilerinin sonsuzluk kavrami ile ilgili biligsel seviyelerinin ve
yapilarinin (constructs) ortaya c¢ikarilmasi amaglanmistir. Bir {iniversitede okuyan 4
doktora Ogrencisi ile yapilan caligmada Repertuar Cizelge Teknigi kullanilarak
sonsuzluga iligkin sahip olduklar biitiin yapilarin ortaya konmasi amag¢lanmigtir. Kiigiik
yas grubundaki (10-13 yas) 6grenciler ile yapilan ¢alismada ise gomiilii teori (Grounded
Theory) yaklasimi takip edilmistir. Arastirmanin sonucunda; doktora o6grencilerinin
ogrencilerin genel anlayislarinin baglangicta daha ¢ok potansiyel sonsuzluk anlayisina
uygun oldugu goriilmiistiir. Aldiklar egitime gore standart olmayan analizin etkilerinden
bahsedilebilecegi, yapilan kiime teorisi derslerinin Ogrencilerin anlayislarini aktiiel
sonsuzluga dogru yonlendirdigi gdzlemlenmistir. Ilkdgretim dgrencileriyle yapilan
caligma sonucunda ise bu yas grubunun potansiyel sonsuzluk gibi literatiirde gegcen bazi
sonsuzluk anlayiglarini tasidiklar1 goriilmiis; fakat anlayislarinin tamamaiyla ileri yaslarda
goriilen potansiyel sonsuzluk anlayis1 gibi olmadig, standart olmayan analize uygun olan
anlayislar gibi farkli anlayislarin ipuclarinin bu yas grubunda olabilecegi belirlenmistir.
Ayrica ilkogretim 6grencileri ile doktora 6grencileri arasinda sonsuzluk ile ilgili benzer
anlayislar oldugu goriilmiistiir. Ogrencilerin okuldaki matematik derslerinde gordiigii

konularda net bir diisiinceye sahip olamadigi; bu tip konular1 sonsuzluk sembolii ile
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anlatma gibi 6gretmen davraniglarinin, 6grencilerin sonsuzluk ile ilgili belirli kaliplara
bagli kalmasina neden oldugu gézlemlenmistir.

Bozkus (2014) yaptig1 yiiksek lisans tezi calismasinda ortaokul dgrencilerinin
sonsuzluk kavrayiglarini incelemistir. Bu arastirmada ortaokul (5., 6., 7. ve 8. sinif)
ogrencilerinin  sonsuzluk kavrami ile 1ilgili kavrayislarinin ortaya ¢ikartilmasi
amaclanmistir. Ogrencilere sonsuzluk kavrami, biiyilk sayilar, say1r baglaminda
sonsuzluk, limit durumu ve sonsuz kiimelerin karsilastirilmasi ile ilgili sorulardan olusan
durum tespit testi uygulanmis ve 6grencilerle klinik miilakatlar yapilmistir. Aragtirmanin
calisma grubunu, 2012-2013 egitim-6gretim yilinda Kocaeli
Il Merkezinde yer alan ii¢ ortaokuldan toplam 176 6grenci olusturmaktadar.

Bu ¢aligmalardan elde edilen sonuglar asagidaki gibi siralanabilir.
e Ogrencilerin sonsuzluk kavramini “sonu olmayan”, “devam eden” ve “bitmeyen”
seklinde tanimladiklar1 ve sonsuzlugu sonu olmayan bir siire¢ olarak algilamaktadir.
e Ogrencilerin sonsuzluk ile ilgili matematiksel, fiziksel ve duygusal olmak iizere iig
sonsuzluk algis1 mevcuttur.

e Ogrenciler sayisi belli olmayan nicelikleri sonsuz olarak anlamlandirmaktadirlar.

e Ogrencilerin  sonsuz kiimelerde statik sonsuzluk diisiincesi gosterdigi, limit
durumunda ise potansiyel sonsuzluk diisiincesinin 6n planda oldugu goriilmiistiir.

eDogal sayilar ve cift dogal sayilar gibi sonsuz kiimelerin karsilastirilmasinda
Ogrencilerin sonlu kiimeler i¢in gecerli olabilecek yontemlerin sonsuz kiimelerin i¢in
de gecerli olabilecegini diisiindiikleri goriilmiistiir. Bu yontemleri sonsuz kiimelerin

karsilastirmasinda kullanmaya ¢alismislardir.

Yapilan arastirmalar farkli diizeylerde yer alan bireylerin sonsuzluk kavramina
formal diizeyde degil sezgisel olarak yaklastiklarini gostermektedir. Sonlu gerceklige
adapte olmus gercek yasam deneyimlerinin sonsuz kiimelere uygulanmasi sonucu
bireylerin bazi kavram yanilgilarina diisebildigi goriilmektedir. Ayrica benzer olarak
ogrencilerin sonlu kiimeler baglaminda o6grendikleri bazi iliskileri sonsuz kiimelere
transfer etmeye calismalar1 da onlarin hatali ¢ikarimlara ulagmalarina neden olmaktadir.
Bu problemlerin ortadan kaldirilabilmesi igin 6grencilerin sonsuzluk kavramini iceren
etkinlikler ile daha fazla karsilastirilmasi ihtiya¢ duyulmaktadir.

Literatiire bakildiginda soyut matematik igerisinde yer alan bazi kavramlara

yonelik bireylerin diistinme siire¢lerini teorik bir yapr altinda inceleyen c¢aligmalar
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olmasina ragmen sonsuz kiimelerin denkliginin kanitlanmasina yonelik bireylerin kanit
imajlarin1 (Dreyfus ve Kidron, 2014) dogrudan inceleyen bir ¢aligmaya rastlanmamastir.
Sonsuzluk kavraminin ilkogretim matematik programi i¢indeki yeri ve programin ortaya
cikmasii bekledigi iist diizey beceriler gz onilinde bulunduruldugunda Ogretmen
adaylarmin bu konuya iliskin yasadiklar1 zorluklar1 yeni bir ¢erceve olan kanit imajlari
yolu ile belirlemek ve bu sorunlarin giderilmesine yonelik bir modele kaynak

saglayabilmek agisindan yapilan ¢alisma literatiire katki saglayabilir.

Ispat Becerisine Yonelik Yapilmis Cahsmalara iliskin Bir Derleme

Matematik egitimi alaninda, farkli diizeylerdeki Ogrencilerin ispat becerilerini nasil
sergilediklerine iliskin pek ¢ok calismaya rastlanabilir. Bu calismalar ile farkli yas
gruplarindaki 6grencilerin ispat becerisini yiirlitme siiregleri, bu siirecte yasadiklar
giicliikler, ispata yonelik duyugsal ozellikleri (tutum-inang vb.) anlamlandiriimaya
calisilmstir.

Literatiirde yer alan ¢alismalardan bazilar1 bu boliimde sunulmustur.

Moore (1994) 0Ogrencilerin ispat yapma siirecinde yasadiklari gicliikleri
incelemistir. O, 6grencilerin kavramlari nasil anladiklari ile ispati nasil gerceklestirdikleri
baglantilar1 arastirmistir.  Dolayist ile bu baglamdaki 6grenci giicliiklerini ortaya
koymustur. Buna gore Ogrenciler kavramlarim tanimlarini bilmedikleri i¢in veya
tanimlarini bildikleri kavramlari anlamlandiramadiklari i¢in ispata ulasamiyor olabilirler.
Ayrica bu kavramlara iliskin imajlarindan yeterince yararlanamadiklar1 da gozlenmistir.
Bu noktada onemli eksikliklerden biri genelleme becerisindeki yetersizlik olarak
belirtilmistir. Diger bir ifade ile 6grenciler uygun 6rneklerden hareketle genel bir sonuca
ulagmada giigliik yasamaktadirlar. Bu ¢alismada siralanan diger giicliikler asagidaki gibi
ifade edilmistir.

e Uygun bir ispat yapisi olusturmada yasanan giicliikler
e Matematiksel dili anlamada ve kullanmakta yasanan giicliikler

e Ispat icin uygun bir baslangi¢ noktas: belirleyememe

Giiler (2013) yapmis oldugu doktora tez calismasinda, matematik 6gretmeni

adaylarmin cebir dersi kapsaminda yer alan matematiksel ispat becerilerini incelemistir.
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Durum ¢alismas1 yonteminin kullanildigi bu c¢alismanin arastirma grubunu 10 lise
matematik Ogretmen adayr olusturmustur. Her bir 6gretmen adayr ile 6 miilakat
gerceklestirilmistir. Bunlardan biri hari¢ kalan 5 tanesi etkinlik temelli olarak
yuriitilmistiir. Arastirmada gergeklestirilen etkinlik temelli miilakatlarda cebir alanina
yonelik problem ¢6zme, ispat yapma ve ispatin dogrulugunu degerlendirme
etkinliklerinden olusmustur. Elde edilen verilerin analizinde nitel betimsel analiz ve nitel
icerik analizi kullanilmistir. Bu ¢alismada wulasilan bulgular asagidaki gibi
maddelestirilebilir.

e Ogretmen adaylarinin matematiksel ispata ydnelik genellikle olumlu goriislere
sahip olduklarin1 gostermistir.

e Ogretmen adaylarmin ispat siireglerinde; kavram imaji olusturma, problem ¢dzme,
ispat yapma ve ispatin dogrulugunu degerlendirme etkinliklerinde sahip olduklari
giicliiklerin literatiirde yer alan giicliiklerle paralel oldugu goriilmiistiir.

e Ogretmen adaylarinim ispat yapma siireci igerisinde degerlendirilen problem ¢dzme
stireci icerisinde problemi anlama ve kiimeden eleman se¢me, ispat yapma siireci
icerisinde ispata nasil baglayacagimi belirleme ve ispatin dogrulugunu
degerlendirme siireci igerisinde ise kavram kullanimini inceleme kategorilerinin

ispat siirecinde kilit rol oynadig1 sonucuna ulasilmistir.

Schabel (2001) yapmis oldugu doktora tez ¢alismasinda {iniversite
Ogrencilerinin de ispat yapma siirecinde giicliikler yasadigini belirlemistir. Elementer
Sayilar Kurami (Sayilar Teorisi) dersi kapsaminda 4 katilimci ile yapilan ¢aligmalarda
etkinlik temelli klinik miilakatlar gerceklestirilmistir. Elde edilen veriler literatiirde yer
alan caligmalar ile karsilagtirilarak temalar olusturulmustur.

Bu sayede yasanan giigliikleri giderebilmek icin oneriler sunmus ve bir 6gretim modeli
gelistirilmesi amaglanmistir.

Elde edilen veriler 6zellikle asagidaki bagliklara iligkin ispat becerilerinin gelistirilmesi
gerektigi sonucunu ortaya koymustur.

e Ogrencilerin genelleme ve aksi 6rnek verme becerilerinin gelistirilmesi

¢ Bir bagkasinin etkisi altinda kalmadan (6zgiin) ispat yapabilme becerisinin gelistirilmesi

e Ogrencilerin ispatlarini bagkalarina uygun argiimanlar sunarak aciklayabilmesi
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Sari, Altun ve Askar (2007) yaptig1 calismalarinda 6grencilerin kanitla ilgili
goriislerini belirlemek ve kanitlama siireclerini incelemeyi amaglamislardir. Nitel
yaklagim ile tasarlanan bu ¢alisma bir durum ¢alismasidir. Calismaya ikisi kiz biri erkek
lic Ogrenci katilmig, hepsi matematik Ogretmenligi birinci smif Ogrencileridir.
Katilimcilar, 6l¢iit 6rnekleme yontemine gore Analize Giris II dersi kapsamindaki
basarilar1 gozetilerek diisiik, orta ve yiikksek basar1 gosteren Ogrenciler olarak
secilmiglerdir. Aragtirmanin verileri ders gozlemleri, 68rencilerle yapilan goriismeler ve
goriismede sorulan ifadeyi kanitladiklar1 kagitlardan olusmaktadir. Verilere igerik analizi
uygulanmis ve goriismeler Nvivo 7 programinda kodlanmistir. Calismanin sonucunda
Analiz dersinde basarili olan 6grencinin ispat siirecinde basarili oldugu goriilmiistiir. Bu
ogrenci tanim ve teoremler arasinda uygun iliskiler kurabilmistir. Diger 6grenciler istenen
ispata ulasamamis, bu siiregte derste yaptiklarin1 hatirlamaya yada dogru ispati diger
kaynaklarda arayarak bulmaya ¢alismislardir.

Giiven, Celik ve Karatas (2005) tarafindan ortadgretim diizeyinde 6grenim goéren
ogrencilerin geometriye iliskin farkli konulardaki ispat yapabilme beceriler incelenmistir.
Bu kapsamda Trabzon merkezinde farkli okullardan toplam 152 ¢ocuga 6
farkli ispat i¢eren bir sinav uygulanmistir. Cocuklarin yaptiklari ispatlar, gelistirilen alt1
asamali bir Olgek yardimiyla degerlendirilmistir. Buna gore oOgrencilerin biiyiik
cogunlugunun (% 46) matematiksel ifadeye iliskin hi¢bir ¢ikarimda bulunamadigi
goriilmiistiir. Sadece %6’lik kesimin ispati tam olarak yapabildigi belirlenmistir. Diger
yandan Ogrencilerin  biliyllkk c¢ogunlugunun ispata yonelik wuygun modeller
olusturamadiklar1 ve verileri ayirt edemedikleri gozlenmistir.

Sonug olarak yazarlar, matematigin 6ziinii olusturan bu alanda cocuklarin yetersiz
olduklarini ortaya koymuslardir.

Weber (2001) soyut matematikte herhangi bir teoremin ispatin1 olusturmaya
yonelik giicliikleri belirlemeyi amaglamistir. Bu amagla calismaya katilan her bir
ogrenciden 7 farkli teoreme iliskin diisiincelerini sesli bir sekilde ifadelerini istemistir. Bu
noktada sunulan teoremler grup homomorfizmas ile ilgili segilmistir. Ogrencilerin sesli
olarak gerceklestirdikleri ispat siirecinin analizinde Ogrenciler asagidaki temalar ile
kodlanmislardir.

e Dogru ispat1 olusturabilen 6grenciler
e Yeterli bilgiye sahip olsa da ispata ulasgamayan 6grenciler

e Yetersiz bilgiden dolay1 ispata ulasamayan 6grenciler
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e Dogru bir ispata ulagtigini diisiinse de (mantiksal hata nedeniyle) ispata ulagamayan

ogrenciler

Ornegin baz1 6grenciler bir yada iki 6rek vererek teoremi ispatladiklarini diisiinmiislerdir.
Ogrencilerin yasadiklar giicliikler genel olarak iki baslik altinda degerlendirilmistir.
i. Ogrencilerin kanitin bilesenleri hakkindaki yetersiz fikirleri

ii. Kavrami ya da teoremi anlamada ve uygulamadaki yetersizlikler

Bu ¢alismanin sonucunda yeterli bilgiye ve kavrayisa sahip olmanin bir ispati
olusturmak icin tek basma yeterli olmadigi sonucuna ulasilmistir. Cogu zaman
Ogrencilerin ispat i¢in yeterli bilgiye sahip olduklar1 ancak ispati olusturmada giigliikk
yasadiklar1 belirlenmisgtir.

Arslan ve Yildiz, 2010 yilinda yapmis olduklar1 ¢alismalarinda, 11. smif
ogrencilerinin matematiksel diisiinmenin 6zellestirme, genelleme, varsayimda bulunma
ve ispatlama asamalariyla ilgili yasantilarim1 ortaya c¢ikarmayr amaclamiglardir.
Matematiksel diisiinmenin asamalarin1 dikkate alarak her biri 9 sorudan olusan ¢aligsma
yapraklart gelistirilmistir. Pilot ¢alismanin gergeklestirilmesinin ardindan asil uygulama
24 lise 6grencisi ile gerceklestirilmistir. Elde edilen bulgular, matematiksel diisiinmenin
asamalar1 ilerledik¢e 6grenci basarisinin diistiigiinii ortaya koymustur. Bununla birlikte,
ogrencilerin Ozellestirmede iyi performans sergiledikleri ancak genel bir ispat
olusturmada biiylik sorun yasadiklari tespit edilmistir. Ayrica, genelleme ve varsayimda
bulunma asamalarinda 6grencilerin cevaplarinin sézel ve cebirsel, ispatlama asamasinda
ise aritmetik, geometrik ve cebirsel kodlar1 altinda toplandiklar: belirlenmistir.

Powers, Craviotto ve Grassl (2010) da {iniversite dgrencilerinin ispat becerilerini
incelemiglerdir. Bu dogrultuda cebir kapsaminda yer alan ispatlarin dogruluklarinin
belirlenmesi ile ispati gerceklestirme becerisi arasindaki iliski incelenmistir. Calismada
matematik boliimii 6grencilerinin ve matematik 6gretmen adaylarinin pek ¢ogunun sunulan
bir ispatin dogrulugunu degerlendirmede ve istenen bir ispati gerceklestirmede giicliik
yasadiklart belirlenmistir. Aragtirmacilar degiskenlere iliskin gozlemlerden hareketle ispat
degerlendirme yeteneklerinin gelistirilmesinin ispat becerisini  gelistirmeye katki
saglayabilecegi goriisiinii ifade etmislerdir.

Diger bir c¢alisma Stylianides ve Stylianides tarafindan 2009 yilinda
gergeklestirilmistir. Arastirmacilar, 39 6gretmen adayimnin ispat olusturma becerilerini

incelemis ve onlardan olusturduklar: ispatlari kendilerinin incelemelerini istemistir. Bu
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amagcla 6gretmen adaylarina ispat problemleri verilmis ve olas1 yanitlar asagidaki gibi
kodlanmustir.
i. Ispat
ii. Ispat olmayan fakat genel olarak gecerli ifadeler
iii. Genel olarak gegerli olmayan ifadeler
iv. Deneysel ifadeler

v. Gergek olmayan ifadeler

Ogretmen adaylarinin cevaplar1 analiz edildiginde biiyiik kisminin dogru ispati
olusturdugu goriilmiistiir. Diger yandan ¢ok az 6gretmen adaymmin gercek olmayan
ifadeleri kullandiklar1 gozlenmistir. Sonug¢ olarak yapilan arastirma ile Ogretmen
adaylarinin kendi yapmis oldugu ispatlari degerlendirebilmelerini saglanmig ve yapilan
ispatlar1 degerlendirme becerilerine olumlu katkilar saglanmistir. Boylece 6gretmen
adaylarinin gelecekteki 0grencilerinin ispata baki acisini1 daha kolay anlayabilecekleri

aragtirmacilar tarafindan vurgulanmaistir.

Sonsuzluk ve ispat becerisi iizerine pek ¢ok ¢calismaya daha literatiirde rastlamak
miimkiindiir. Goriildiigii gibi aragtirmacilarin pek ¢ogu 6grencilerin (kavramlara veya
yontemlere iligkin) yetersizliklerinden dolay: ispati istenen diizeyde yiiriitemedikleri
sonucuna ulagmistir. Bu durum matematiksel ve pedagojik acidan anlasilabilir bir
durumdur.

Diger yandan Weber (2001) tarafindan sunulan asagidaki bulgu ve buna benzer diger

sonuglarin daha ilging bir noktaya 151k tuttugu sdylenebilir.

© Yeterli on bilgiye sahip olan ogrencilerin bile ispati olusturma siirecinde gii¢liik

yvasadigi goriilmektedir.”’

Bu sonucun, asagidaki soruyu giindeme getirdigi sdylenebilir.

“Eger salt bilginin kendisi, istenen bir ispati gergeklestirmek igin tek basina yeterli degil

ise formal bir ispat stirecinin yiiriitiilebilmesi hangi unsurlara baghdwr? ©°

Bu soruya yanit bulabilmek i¢in AiC teorik gergevesi kapsaminda ortaya konan Ispat

Imaji teorik gercevesi ve bunun bilesenleri baglaminda analizler gergeklestirilmistir.
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III. BOLUM

YONTEM

Bu boliimde arastirmanin yontemi hakkinda bilgi sunulacaktir. Bu amagla
asagidaki basliklara iliskin agiklamalar yapilacaktir.
» Arastirmanin modeli
» Calismanin grubu
= Veri toplama araglari

®» Veri analiz yontemleri

Ayrica, bu boliim kapsaminda arastirma planinin sunulmasi, katilimcilarin tanitilmasi,

gecerlik ve gilivenilirlik baglaminda alinan tedbirlerin paylasilmasi da amaglanmaktadir.

Arastirmanin Modeli

Bu arastirma betimsel tiirde ve nitel bir ¢alismadir. Nitel arastirmay1 “gozlem,
gortisme ve dokiiman analizi gibi nitel veri toplama tekniklerinin kullanildigi, algilarin
ve olaylarin dogal ortamda gergek¢i ve biitiinciil bir bi¢cimde ortaya konmasina yonelik
nitel bir siirecin izlendigi arastirma” olarak tamimlayabiliriz. Nitel arastirmalarda,
arastirmanin konusunu olusturan olgu ya da olay icinde bulundugu dogal ortaminda
incelenmelidir (Patton, 1987, akt. Yildirnm ve Simsek, 2013). Sosyal olaylar bagh
olduklar1 ortama gore sekillendiginden, arastirma sonuglart bu ortam i¢inde anlamdir ve
diger ortamlara genelleme yapilamaz. Her olay kendi ortaminda degerlendirilmeli ve
yorumlanmalidir. Nitel arastirma desenlerinden biri olan durum c¢aligmasi (case study) bu
hususu 6n planda tutar. Durum c¢aligmalarinda bir ya da birka¢ duruma iliskin etmenler
biitlinciil bir yaklagimla arastirilip, ilgili durumu nasil etkiledigi ve ilgili durumdan nasil
etkilendigi incelendigi incelenir (Yildirim ve Simsek, 2013). Mcmillan (2000), durum
caligmalarini bir ya da daha fazla olayin, ortamin, programin, sosyal grubun ya da diger

birbirine bagh sistemlerin derinlemesine incelendigi yontem olarak tanimlamaktadir. Bir
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duruma etki eden etmenler kendi ortami i¢cinde derinlemesine incelenecegi i¢in yapilan
bu ¢alisma Ornek olay (case study) niteligi tasimaktadir. Durum ¢alismalarinda katilimet
sayis1 (6rneklem biiyiikliigii) ¢ogu nitel arastirma yontemine kiyasla goreceli olarak daha
kiigiiktlir. Bu husus durum ¢alismalarinin ayrintili ve derinlemesine bir arastirma yontemi
olmasindan kaynaklanir (Yildirim ve Simsek, 2013).

Cesitleme (triangulation) bir arastirma deseninin giiclendirilip inandiriciligi
artirmak i¢in kullanilan 6nemli yollardan biridir. Biiyiikoztiirk ve arkadaslarina (2013)
gore cesitleme; bir arastirmada tek bir yontem yerine birbirini destekleyen, birbirine
entegre olan iki ya da daha ¢ok yontemin birlikte kullanilmasini saglayan ve bdylece
yontemde zenginlestirmeyi amaclayan bir uygulamadir. Denzin (1978)’e gore ¢esitleme
(triangulation) 4 boyutta yapilabilir. Bunlar asagida maddelenmistir (Akt. Patton, 2014).
e Yontem Cesitlemesi
e Veri Kaynaklar1 Cesitlemesi
e Kuram Cesitlemesi

e Arastirmaci Cesitlemesi

Yildirim ve Simsek (2013)’ e gore herhangi bir boyutta ¢esitlemenin olmadig: bir
arastirma gecerlik ve giivenirlik agisindan zayif kalabilir. Durum g¢alismalarinda (case
study) gecerlik ve giivenirligi artirip, inandiriciligi kuvvetlendirmek i¢in ¢esitleme
(triangulation) kullanilabilir.

Bu agiklamalar dogrultusunda, yapilan bu arastirmada goriigme, gozlem, dokiiman
analizi gibi yontemlerle ¢oklu veri toplama yoluna gidilmistir. Bu dogrultuda 5 haftalik
ders gozlemi yapilmis, gozlemler iki adet kamera ile farkli agilardan kayit altinda
almmistir. Diger yandan veri toplamak amaci ile uzman goriisii alinarak agik uglu
sorulardan olusan 4 adet genel uygulama formu gelistirilmistir. Bu formlarda sonsuz
kiimelerin denkligine iliskin ispat sorulari bulunmaktadir. Hazirlanan formlar gézlem
stireci icerisinde dgrencilere uygulanmistir. Ayrica gézlemlere ve genel uygulamalara ek
olarak secilen 0gretmen adaylar ile etkinlik temelli goriismeler yapilmistir. Boylece
ogretmen adaylarinin ispat siireclerine ve ispat imajlarina iliskin derinlemesine analizinin

yapilmast amaglanmastir.
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Calisma Grubu

Aragtirmanin evrenini ilkdgretim matematik Ogretmenligi 2. simif Ogrencileri
olusturmaktadir. Bu ¢alismada Ornekleme islemi, iki asamada ger¢eklestiginden c¢ok
asamal1 drnekleme modeli kullanilmistir. Tlk asama olan genel uygulama calismalari igin
kolay ulagilabilir durum orneklemesi (convenience sampling) tercih edilmistir. Bu
kapsamda bir devlet {iniversitesinde ilkdgretim Matematik Ogretmenligi Programi’nda
ikinci sinifta 6grenim goren ve Mantik dersini almakta olan 100 dgrenci genel uygulama
caligmalar1 icin secilmistir. Bu 6grenciler arastirma dncesinde ispat temelli derslerden
Genel Matematik, Mantik, Soyut Matematik derslerini tamamlamiglardir.

Diger yandan, genel grubu igerisinden bireysel ¢alismalara uygun katilimcilarin
seciminde &lgiit 6rnekleme tekniginden yararlanilmistir. Olgiit drnekleme, problemle
ilgili olarak belirlenen niteliklere sahip Ogretmen adaylarmin se¢ilmesine olanak
saglamasi sebebiyle tercih edilmistir. Bu yontemde dnceden belirlenmis biitiin kosullar
tastyan bireylerle ¢alismay1 amag edinir. Diger bir degisle bu érnekleme yontemindeki
temel anlayis, onceden belirlenmis bir dizi Olgiitii karsilayan biitiin durumlarin
calisilmasidir. S6zii edilen 6l¢iit veya Ol¢iitler aragtirmaci tarafindan olusturulabilir ya da
daha o6nceden hazirlanmis bir 6l¢iit listesi kullanilabilir (Simsek ve Yildirim, 2013).

Bu calismada, bireysel caligmalara katilan O6gretmen adaylarinin se¢iminde
kullanilan 6lgiitler asagida belirtilmistir.
¢ Genel uygulamalar igerisindeki basari
e Diisiincelerini ifade etmede gii¢liikk yasamamak
e Aragtirmaya katilmak i¢in goniillii olmak

Arastirma siirecinde sunulan Olgiitlere gore genel grup icerisinden segilen 3
katilimc ile etkinlik temelli goriismeler yapilmistir. Her katilimcei ile 4 kez (toplamda 12

defa) etkinlik temelli bireysel goriigme yapilmistir.

Siirec

Bu boéliimde tezin gériisme ve gozlem siireci anlatilmaktadir. Calisma siirecinde
ilk olarak, 6gretmen adaylar1 arastirmanin amaci, 6énemi ve uygulama siireci hakkinda
bilgilendirilmistir. Bu noktada gozlemlerin, genel ve bireysel uygulamalarin yapilacagi
onlara bildirilmistir. Diger yandan ders siirecinin video kayit araglari ile kaydedilebilmesi

icin kendilerinden onay alinmistir.



32

Yapilan ¢alismada, 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin
diistinme bigimlerinin ve formal/sezgisel yaklasimlarinin belirlenebilmesi igin yar1
yapilandirilmis gozlem calismalarina yer verilmistir. Gozlemle elde edilen verilerin
oncelikli amaclari, gozlemlenen olayi, olay igerisinde gegen etkinlikleri, bu etkinliklere
katilan insanlar1 ve gozlenen kisilerin bakis agilarindan goézlenenleri betimlemektir
(Platton, 2014, s. 262). Gozlem, nitel aragtirmalar igerisinde yaygin olarak kullanilan bir
yontemdir. Herhangi bir ortamda ya da kurumda olusan davranisi ayrintili olarak
tanimlamak amaciyla kullanilabilir. Davranisa iliskin ayrintili, kapsamli ve zamana
yayilmig bir resim elde edilmek isteniyorsa gézlem yontemi kullanilabilir (Bailey, 1982;
Akt: Yildirim ve Simsek, 2004). Bu teknigin en 6nemli avantaji gézlenenleri kendi ortami
icerisinde degerlendirmeye firsat tanimasidir. Bu sekilde bir¢ok davranis objektif olarak
degerlendirilebilir (Karasar, 2008).

Mevcut calisma siirecinde, aragtirmaci bir devlet {iniversitesinde yiiriitiilen Mantik
dersine 5 hafta boyunca gozlemci olarak katilmistir. Ders siire¢leri esnasinda simif
ortaminda gelisen durumlar arastirmaci tarafindan gozlemlenmistir. Bu siirecte
aragtirmact tarafindan alman go6zlem notlar1 ile Ogretmen adaylarinin genel
yaklagimlarinin analiz edilmesi amaglanmistir.

Mantik dersi; denklik kavrami, sonsuz kiimeler, sayilabilirlik gibi kavramlar
icerisinde barindiran ve ileri matematik kapsaminda liniversite diizeyindeki 6grencilere
okutulan bir derstir. Bu dersin temelini Cantor tarafindan ortaya konan Kiime Teorisi ve
bunun temel felsefesi olusturmaktadir. Calismaya katilan 6grenciler dnceki donemlerden
edindikleri sembolik mantik, kiimeler, bagintilar, fonksiyonlar ve ikili islemler gibi 6n
bilgileri ile siirece dahil olmuslardir. Bu siire¢ dncesinde 6grenciler Cantor tarafindan
ortaya konan kiime teorisi ile ilgili ders almamislardir. Bagka bir ifade ile 6grenciler ders
stirecinde sunulan denklik iligkileri ile ilk defa bu ders baglaminda karsilagmislardir.
Dolayist ile yapilan gozlemlerin temel amaci 6grencilerin bu denkliklere iliskin ilk
sezgilerinin ve ilk diistinme bicimlerinin anlamlandirilmasini saglamaktir. Yapilan her
bir ders farkli agilardan video ile kay1t altina alinmis ve incelemeler bu kayitlar tizerinden
yapilmustir.

Calismada genel yaklasimlarinin belirlenebilmesi i¢in ders i¢i gozlemlere ek
olarak Genel Uygulama Calismalar1 yapilmistir. Bu c¢alismalara, calisma grubunu
olusturan tim Ogretmen adaylarinin katilmasi amaglanmistir. Diger yandan 68retmen
adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispat imajlarinin incelenebilmesi i¢in

genel grup icerisinden se¢ilen bireyler ile bireysel calismalara yer verilmistir.
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Genel grup caligsmalar1 ve bireysel uygulamalar ile ilgili ayrintili bilgiler sonraki

boliimler igerisinde sunulmustur.

Veri Toplama Araglan

Arastirmada farkli amaglar gergeklestirmek i¢in iki farkli veri toplama araci

kullanilmistir. Bu araglar asagida sunulmustur.

i. Genel Uygulama Formlart

ii. Bireysel Uygulama Formlart

Ogrencilerin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin diisiinme bicimlerini
anlayabilmek ve bu siiregte kullandiklar1 yaklasimlari belirleyebilmek i¢in ders igi
gozlemler yapilmistir. Ayrica, bu amacin gerceklestirilebilmesi i¢in gdzlemlere ek olarak
Genel Uygulama Formlar1 hazirlanmis ve uygulanmustir. Yapilan genel uygulama
caligmalarina, c¢alisma grubunu olusturan 6grencilerin  tamaminin  katilmasi
amaglanmistir. Diger yandan ispat siirecine iligkin daha derinlemesine analiz

yapilabilmesi i¢in segilen bazi 6grencilerle bireysel ¢alismalara da yer verilmistir.

Genel Uygulama Calismalari

Calisma grubunu olusturan adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin genel
yaklagimlarinin belirlenebilmesi i¢in gozlem siirecine ek olarak tiim Ogrencilerin
katilacag1 genel uygulama ¢alismalara yer verilmistir.

Genel Uygulama Formlar: (Ekl- Ek2- Ek3- Ek4) iki alan uzmaninin goriisti alinarak
hazirlanmistir. Hazirlanan bu testler Mantik dersi igerisinde konular islendikce
uygulandiklarindan bir anlamda ara testlerdir. Formlarin uygulanmasi 4 hafta siirmistiir.
[Ik hafta bireylerin hazirbulunusluk diizeyleri yeterli olmadigindan form
uygulanmamistir. Genel olarak her bir form, bir 6nceki derste verilen kavramlar ile
olusturulabilecek ispatlar1 icerisinde barindirmaktadir. Ancak adaylarin sezgisel
yaklagimlarinin  belirlenebilmesi adina 6n bilgiler ile formal bir bigimde
ispatlanamayacak sorular da form igerisinde sunulmustur. Bu soru tiplerine ait

aciklamalar analiz igerisinde gerekli noktalarda sunulacaktir.
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Genel uygulama formlari, cevaplamasi herkes tarafindan zorunlu, se¢cmeli soru
icermeyen ve klasik yazili formatinda sorulardan olugmaktadir. Formda yer alan
maddeler iist diizey biligsel becerileri icerdigi ve uzun yanith oldugu i¢in soru sayis1 sinirl
tutulmustur. Her bir katilimcinin formlarda yer alan sorular1 bireysel olarak cevaplamasi
istenmigstir. Ayrica sorular1 cevaplamada, cevaplayicilara herhangi bir kisitlama
getirilmemis, cevaplama serbestligi tam olarak saglanmaya ¢alisilmistir.

Bu formlar ile o6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini gdsterme
sirecinde kullandiklar1 formal ve informal stratejiler hakkinda bilgi toplanmasi
amaclanmistir. Dolayis1 ile bu formlarda kullanilacak sorularin agik ug¢lu olarak
kullanilmasi tercih edilmistir. Biiyiikoztiirk (2005)’e gore agik uclu sorularin avantaji,
arastirmacinin planlamadig1 cevaplar1 da alabilmesi ve konu hakkinda daha ayrintili ve
derin bir i¢ gorii kazanabilmesi iken, sorularin yanitlanmasinin fazla siire almasi ve
yanitlarin kodlanip analiz edilmesinde giicliikler dezavantajlardir.

Formlarda yer alan sorular, Mantik dersi igeriginde yer alan kazanimlara dengeli
olarak dagitilmaya c¢aligilmistir. Boylece sonsuzluk 6grenme alaninin bir biitiin olarak
incelenebilmesi amag¢lanmistir. Diger yandan, bu formlarda yer alan ispatlar araciligi ile
ogretmen adaylarinin (kiime, sonluluk, sonsuzluk, sumirlilik, sumirsizlik, fonksiyon gibi)
temel kavramlari nasil anlamlandirdiklari, bu kavramlari nasil kullandiklar1 ve bu
kavramlar arasinda nasil iligkiler kurduklar1 gibi farkli sorulara yanit bulunmasi da
amaclanmigtir. Boylece 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispat
yaklagimlarina iliskin bir genel ¢ergeve sunulmasi amacglanmistir.

Ozetle genel uygulama g¢aligmalar1 araciligi ile 6gretmen adaylarmin sonsuz
kiimelere ve bunlarin denkligine iliskin genel yaklagimlar1 hakkinda fikir sahibi olunmasi
amaclanmigtir. Bu yaklasimlarin tgrup bazinda incelenmesi ile yapilacak birebir
miilakatlarin  gergevesi olusturulmustur. Boylece Ogretmen adaylarmin ispat
yaklagimlarinin ve ispat1 olusturamama sebeplerinin genel bir ¢ercevede belirlenebilmesi

ile bireysel ¢aligsmalar i¢in gerekli olan alt yapinin saglanabilecegi beklenmektedir.

Genel Uygulama Formlarinin Gelistirilmesi
Genel Uygulama I Formu

Genel Uygulama I formu genel grup c¢alismalar1 siirecinde uygulanan ilk

formdur. Bu form Mantik dersinin ilk haftasinin tamamlanmasindan sonra ikinci hafta
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yapilacak olan ders 6ncesinde uygulanmistir. Bu form, bir dnceki ele alinan konuya ait
kazanimlar1 ¢ok boyutlu olarak igeren ispat sorularindan olusmaktadir.
Bu formda yer alan sorular ders kapsaminda yer alan asagidaki kazanimlara yoneliktir.

e Kiimelerde Denkligin Temel Felsefesi

o Sonsuz Kiimlerin Denklik A¢isindan Tartisilmasi

e Dogal Sayilara Denk olabilecek Sonsuz Kiimelerin Belirlenmesi

Uzman goriisii alinarak hazirlanan Genel Uygulama Formu I asagidaki iig¢
sorudan olusacak sekilde hazirlanmistir. Sorularin cevaplanmasinda 6grencilere herhangi
bir kisitlama getirilmemis ve cevaplama 6zgiirliigii saglanmistir. Sorularin cevaplanmast

icin yeterli siire 6grencilere verilmistir.

Soru 1: Bir kiime 6z alt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile aciklayiniz.
Soru 2: 7 tam sayilar kiimesi {51,52, ...} kiimesine denk midir? Gosteriniz.

Soru 3: Z tam sayilar kiimesi P asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz.

Formda Ogrencilere sunulan her bir soru farkli bir amag¢ gozetilerek
yoneltilmistir. Birinci soru ile dgrencilerin denklik kavraminin felsefesini ne dlciide
anlamlandirdiklar belirlenmeye ¢alisilmistir. Bu ifade tiim formlarda yer alan tiim sorular
icin ortak bir amag olarak genellestirilebilir. Diger yandan ikinci ve liglincii sorular ile
daha 6zel olarak, biri digerinin 6z alt kiimesi olan iki sonsuz kiime arasinda nasil bir iligki
kurulacaginin belirlenmesi amaci ile yoneltilmistir. Bu iki soru arasindaki temel fark
iiclincli soruda yer alan asal sayilar kiimesinin diizenli bir dagilim gdstermemesidir.
Dolayis1 ile dgrencilerin bu soruda kuralli bir fonksiyon tanimlamasi gii¢tiir. Bunun
yerine izah edilebilir eslemelerden yararlanmalar1 beklenmektedir.

Hazirlanan bu form ile 6grencilerin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin formal
ve informal yaklagimlarinin, sezgisel disiincelerinin ve (varsa) yanilgilarinin

belirlenmesi amaglanmustir.

Genel Uygulama II Formu

Genel Uygulama Formu II genel grup c¢alismalari siirecinde uygulanan ikinci
formdur. Mantik dersinin ikinci haftasinin tamamlanmasindan sonra iiglincii hafta
yapilacak olan ders dncesinde uygulanmistir.

Bu formda yer alan sorular, ders kapsaminda yer alan asagidaki kazanimlara yoneliktir.
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e N?Kiimesinin N Kiimesine Denkligi ve Bu Denkligin Genellestirilebilirligi

o Acik Araliklarin R gercel sayilar Kiimesine Denkliginin Tartisilmast

Uzman gorisii alimarak hazirlanan Genel Uygulama Formu II asagidaki iki sorudan

olusmaktadir.

Soru 1: N dogal sayilar kiimesi 7.? kiimesine denk midir? Aciklayiniz.

Soru 2: R gercgel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?

Sorularin cevaplanmasinda 6grencilere herhangi bir kisitlama getirilmemis ve

cevaplama o6zgiirligii saglanmistir. Sorularin cevaplanmasi i¢in yeterli siire 6grencilere
verilmistir.
Formda yer alan birinci soru ile 6grencilerin onceki ¢alismalardan elde ettikleri bilgileri
(N ~Z ve N2~ N vb.) uygun bir bicimde bir araya getirmeleri bu sentezden yeni bir ispata
ulagsmalar1 beklenmektedir. Boylece 0Ogrencilerin 6nceki bilgilerinin  sonuglarini
genisletmeleri miimkiin olabilecektir. Dolayis1 ile bu soru ile dnceki bilgilerin yeni bir
duruma nasil transfer edilebilecegin belirlenmesi ve kullanilan yaklagimlarin incelenmesi
amaclanmustir.

Formda yer alan ikinci soru ile 6grencilerin sonlu bir kiimenin sinirli bir kiimeye
denk olup olamayacagini belirlemeleri istenmistir. Bu soru 6grencilerin iki kavram
arasinda nasil bir iliski kurduklar belirlenebilecektir. Hazirlanan bu form ile 6grencilerin
yukarida bahsedilen kazanimlara iliskin formal ve informal yaklagimlarinin, sezgisel

diisiincelerinin ve varsa yanilgilarinin belirlenmesi amaglanmigtir.

Genel Uygulama III Formu

Genel Uygulama Formu III, genel grup ¢aligsmalar: siirecinde uygulanan ti¢ilincii
formdur. Mantik dersinin {i¢iincli haftasinin tamamlanmasindan sonra dordiincii hafta
yapilacak olan ders dncesinde uygulanmistir.

Bu formda yer alan sorular, ders kapsaminda yer alan agagidaki kazanimlara yoneliktir.
o Schroder-Bernstein Teoreminin sonuglari ve uygulamalari

o Dogal sayilar kiimesine denk olamayacak sonsuz kiimelerin belirlenmesi
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Uzman gorisii alinarak hazirlanan Genel Uygulama Formu II formu asagidaki iki sorudan

olusmaktadir.

Soru 1: R gercel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?

Soru 2: N, dogal sayilar kiimesi R gergel sayilar kiimesine denk midir?

Formda yer alan iki soru ile 6grencilerden denklik kavramina yaklagimlarinin

farkli boyutlar ile ele alinmasi amaglanmistir.

9

Ik soru bir énceki uygulamada ele alinan R~(0,1) sorusuna benzerlik

gostermektedir. R ve (0,1) kiimelerinin denk oldugu iiglincii haftaki ders igerisinde
ispatlanmuistir. Ogrencilerin sunulan durumlar arasinda nasil bir iliski kuracag
belirlenmek istenmistir. Bagka bir ifade ile denk iki sonsuz kiimeden birine eklenen sonlu
sayidaki yeni elemanlarin Ogrencilerin denklik kavramina iligkin algisini nasil
etkilediginin belirlenebilmesi amaclanmistir. Diger yandan, bu sorunun formal olarak
ispatt Schroder-Bernstein teoremi ile miimkiindiir. Ancak, dersin mevcut noktasina kadar
ogrencilere ilgili teorem sunulmamistir. Dolayist ile bu noktada oncelikli amag,
ogrencilerin kiimelere iliskin sezgisel ve informal yaklasimlarinin belirlenmesidir.
Formda yer alan ikinci soruda, 6grencilere denk olmayan iki kiime sunulmus ve
onlardan bu kiimeler arasindaki iligkiyi belirlemeleri istenmistir. Diger yandan, uygulama
stirecinin mevcut asamasina kadar 6grencilere denk olmayan iki sonsuz kiime Ornegi
sunulmamuistir. Dolayisi ile bu soru ile 68rencilerden sonsuz iki kiimenin denk olmadigini
kendi ¢abalari ile belirleyebilmeleri ve bunu (sezgisel de olsa) uygun bir yol ile ifade
edebilmeleri beklenmektedir.
Hazirlanan bu form ile 6grencilerin yukaridaki basliklara iligkin formal ve informal
yaklagimlarinin, sezgisel diislincelerinin ve varsa yanilgilarinin belirlenmesi

istenmektedir.

Genel Uygulama IV Formu

Genel uygulamalarin sonuncusu olan Genel Uygulama IV formunun son derse
ait kazanimlar1 da icermesi istendiginden dordiincii hafta herhangi bir uygulama
yapilmamistir. Bu ¢alisma, ders siirecinin tamamlanmasindan sonra bir tarih belirlenerek
gerceklestirilmistir

Bu formda yer alan sorular, ders kapsaminda yer alan asagidaki kazanimlara yoneliktir.
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e Schrdder-Bernstein Teoreminin sonuglart ve uygulamalar
o Sayilabilir ve Sayilamaz Kiime Kavramlar
Genel Uygulama IV formu uzman goriisii alinarak hazirlanmistir ve asagidaki ii¢ sorudan

olusmaktadir.

Soru 1: R gergel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan ve bostan farkl her hangi bir agik

aralig kapsayan her kiime R gercel sayilar kiimesine denktir. Ispatlayiniz.
Soru 2: Sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin birlesimi sayilabilir
sonsuzdur. Gosteriniz.

Soru 3: @ rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir midir? Ispatlayiniz.

Bu form Oncesi derse iliskin kazanimlar tamamlandigindan, bireylerin bu
kazanimlar1 ¢cok boyutlu bir sekilde iliskilendirmeleri ve istenen ispatlara ulasabilmeleri
beklenmektedir. Bu agidan Genel Uygulamada IV formunun bir son degerlendirme formu
oldugu soylenebilir.

Bu formda yer alan ilk soru ile Ogrencilerin kendilerine sunulan teoremi
Schroder-Bernstein teoremini kullanarak ispatlamasi beklenmistir. Bu teorem asagidaki
gibi ifade edilebilir.

A~B & (AilcA=> Ai~B A BicB=>Bi~A)
Diger yandan, 6nceki sorularin aksine soruda 6grencilerin herhangi bir denklik iliskisine
karar vermeleri beklenmemektedir. Tanima uyan tiim kiimelerin R, gercel sayilar
kiimesine denk oldugu hiikmii teorem igerisinde sunulmustur. Onceki uygulamalarda
ogrencilerden genel olarak spesifik iki kiime arasindaki denklik iliskilerini belirlemeleri
istenmistir. Bu soruda ise uygun her kiime i¢in gecerli oldugu bilinen genel bir iliskinin
yorumlanmas1 ve kanitlanmasi beklenmektedir. Ogrencilerin bu genel iliskiyi nasil
yorumlayacaklari, hangi kavramlar ile nasil iligkiler kurarak bir ispat olusturmaya
calisacaklar1 incelenmek istenmistir. Boylece d6grencilerin sonsuz kiimelerin denkligine

dair genel bir iliskiyi nasil yorumlayabildiklerinin anlasilmas: miimkiin olabilecektir.

Formda yer alan ikinci soru da (ilk soruya benzer gekilde) hilkkmii icerisinde
barindirmaktadir. Bu soruya iligkin formal ispatin olusturulabilmesi i¢in de sonsuzluk,
sonsuz kiime ve sayilabilirlik kavramlarinin uygun bir bigimde ele alinmasi ve bunlar

arasinda dogru iliskilerin kurulmasi1 gerekmektedir. Bu soruda da 6grencilerin nasil bir
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ispat siirecini izleyecekleri, hangi kavramlar arasinda nasil iliskiler kuracaklari
belirlenmek istenmistir. Bu dogrultuda, denklik kavrami agisindan 6nemli bir yer tutan
sayulabilirlik kavraminin 6grenciler tarafindan nasil algilandiginin da ortaya konmasi
amagclanmustir.

Formda yer alan son soruda 6grencilerden spesifik bir kiimenin (@, rasyonel
sayilar) sayilabilir bir kiime olup olmadigmi belirlemeleri istenmistir. Bu soru
yoneltilmeden Once, ders igerisinde bu kiimeye iliskin herhangi bir agiklama

sunulmamistir. Dolayist ile 6grencilerin dogru sonuca kendi ¢abalari ile ulagmalar

9

beklenmektedir. Diger yandan bu soru igerisinde Q~N alt problemini barindirmaktadir.

Boylece Ogrencilerin sayilabilirlik kavramini, bir denklik iliskisi ¢ergevesinde nasil
yorumladiklarinin anlasilabilmesi amag¢lanmistir.

Hazirlanan bu form ile dgrencilerin yukarida sayilan amagclara iliskin formal ve informal
yaklagimlarinin, sezgisel diisiincelerinin ve (varsa) yanilgilarinin belirlenmesi

amaglanmstir.

Bireysel Uygulama Formlarinin Gelistirilmesi

Simf i¢i gozlemlere ve genel uygulama calismalarma ek olarak aragtirma
stirecinde ¢alisma grubundan 3 katilimci ile yar1 yapilandirilmis goriismelere de yer
verilmistir. GoOrlisme, nitel arastirmalarda en sik kullanilan veri toplama teknigidir
(Yildirim ve Simsek, 2013). Insanlarin bakis agilarini, 6znel deneyimlerini, duygularini,
degerlerini ve algilarini ortaya koymada kullanilan oldukga giiglii bir yontemdir (Karatas,
2015). Cohen ve Manion (1994)’ e gore arastirma teknigi olarak goriisme, arastirmaci ile
arastirmanin 6znesi konumunda yer alan kisi arasinda gecen kontrollii ve amagh sozel
iletisim big¢imidir. Punch (2005) goriismenin bagskalarin1 anlamak i¢in kullanilan en
onemli teknik oldugunu belirtmistir. Goriisme teknigi kendi iginde farkli sekilde
siniflanabilir. Bunlar asagida sunulmustur.

o Yapilandirilmig Goriisme
o Yari-yapilandirilmis Goriisme
o Yapilandirilmamis Goriisme
Mevcut aragtirma siirecinde yari-yapilandirtlmis goériisme teknigi tercih
edilmistir. Genel grup icerisinden segilen 3 katilimcinin her biri ile 4’er defa etkinlik
temelli yar1 yapilandirilmis goriisme yapilmistir. Yari-yapilandirilmis gériisme, sorularin

onceden belirlendigi ve bu sorularla verilerin toplanmaya calisildig1 goriisme tiiriidiir
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(Karasar, 2008). Sahip oldugu belirli diizeyde standartlik ve aym1 zamanda esneklik
nedeniyle arastirmalarda sik¢a kullanilmaktadir. Bu yontemde arastirmaci hazirlamis
oldugu goriisme formundaki sorularin yani sira ek sorular sorarak derinlemesine bilgi
edinebilir. Bu sayede goriisiilen kisinin yanitlarina bagli olarak goriisme siireci kesiflere
acik hale gelebilir.

Goriismeler, ders siireci ilerledikce bireysel olarak ve farkli zaman dilimlerinde
yapilmistir. Her bir goriigme iki farkli agidan kayit altina alinmistir. Analizler bu kayitlar
ve bunlarin transkriptleri tizerinden yapilmustir.

Bireysel uygulamalar i¢in genel uygulama ¢alismalarindan sorular uyarlanarak 4
ayr1 gorisme formu (EkS5- Ek6- Ek7- EkS) olusturulmustur. Her bir form, farkli denklik
iligkilerini ¢ok boyutlu olarak igerisinde barindiran tek bir sorudan olusmaktadir.
Goriligmelerde ele alinan ispat sorulart iist diizey biligsel becerileri igerdigi ve uzun yanitl
oldugu i¢in soru sayist sinirli tutulmustur. Formlarda yer alan sorular ve yanitlan ile
ogrenciler ders siirecinde karsilastirilmamiglardir. .

Ogrencilerden formlardaki soruyu ispatlamalari istenmis, ispat yaparken 6grenciler
gozlenmistir. Yapilan goriismeler bu akisa gore detaylandirilmistir. Sorular cevaplamada
ogrencilere herhangi bir kisitlama getirilmemis, cevaplama serbestligi tam olarak
saglanmaya calisilmistir. Verdikleri cevaplara iliskin herhangi bir doniit sunulmamastir.
Diger yandan katilimcilardan diisiincelerini sesli bir sekilde agiklayarak ispati yapmalari
istenmistir. Boylece bireylerin diisiinme siireclerinin daha 1iyi anlagilabilmesi
amaclanmustir.

Sayilan tiim bu tedbirler ile katilimcilarin ispat siireclerinin bilissel ve duyugsal
boyutlar1 ile ispat imajlar1 agisindan derinlemesine analiz edilebilmesine olanak
saglanmaya calisilmistir.

Bireysel uygulamalarda ogrencilere yoneltilen sorular uzman goriisii alinarak

olusturulmustur. Bu formlarda yer alan sorular sirasi ile asagida sunulmustur.

Uygulama 1: Her sonsuz kiime birbirine denk midir? Eger béyle olmadigini
diigiiniiyorsaniz birbirlerine denk olmadigini diisiindiigiiniiz iki sonsuz kiime ornegi
veriniz.

Uygulama 2: R ger¢el sayilar kiimesi bostan farkli herhangi bir ac¢ik araligi kapsayan

her alt kiimesine denktir. Ispatlayn.
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Uygulama 3: R, gercel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan her sonsuz kiimenin sayilabilir
sonsuz bir alt kiimesi vardir. Ispatlaymn.

Uygulama 4: Q, rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir midir? Cevabinizi ispatlayniz.

Yapilan etkinlik temelli goriismeler ile 6grencilerin sonsuz kiimelerin denkligine
iliskin olusturduklar1 ispat imajlarinin igerdigi bilesenler bakimindan incelenmesi
saglanmistir. Gorlismelerden elde edilen veriler, basta RBC soyutlama teorisi ve Kanit
Imaj1 Teorik catis1 olmak iizere ilgili cerceveler kapsaminda analiz edilmis ve bulgular

elde edilmistir.

Bireysel Uygulama Calismalar:
Bireysel Calisma I (A4 ’nin olay: ve Bir Kanit Imaji Hikdyesi)

A, olarak isimlendirilen 6grenci Genel Uygulama I ¢aligmasinda yoneltilen sorulara
dogru cevaplar verebilmistir. Ayrica ders i¢i tartismalara istekli olarak katildig1 ve bu
tartigmalarda goriiglerini agikca ifade edebildigi gozlenmistir. Dolayist ile yapilacak
bireysel ¢aligmalar i¢in uygun bir aday oldugu diisiiniilmiistiir.

A tarafindan gerceklestirilen ¢alisma [ ve diger tiim ¢alismalar] iki farkli agidan kayit

altina alinmigstir. Teorik analizler bu kayitlar lizerinden ylriitiilmustiir.

Sekil 4

A’nin Olayina iliskin Kayitlardan Ornekler

Bireysel Uygulama I formu ile asagidaki soru bu 6grenciye yoneltilmistir.
Her sonsuz kiime birbirine denk midir? Eger béyle olmadigini diisiiniiyorsaniz

birbirlerine denk olmadigini diigiindiigiiniiz iki sonsuz kiime ornegi veriniz.
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Bireysel Uygulama I calismasi ilk dersten sonra yapilmistir. Ik derste asagidaki
kazanimlar 6grencilerde olusturulmustur.

e Kiimelerde Denkligin Temel Felsefesi

o Sonsuz Kiimlerin Denklik A¢isindan Tartisilmast

e Dogal Sayilara Denk olabilecek Sonsuz Kiimelerin Belirlenmesi

Bu noktada kadar 6grencilere denk olmayan iki sonsuz kiime 6rnegi sunulmamaistir.
Dolayisi ile Bireysel Uygulama I ¢alismasina katilan 6grencilerin kendi ¢abalar ile bir
sonuca ulagsmas1 beklenmektedir. Bu noktada soru 6grencinin hazirbulunusluk seviyesi
gozetilerek sorulmustur. Dolayisi ile soruya iliskin goriisiinii dogrulayabilecegi formal
ornekler sunmasi ve bu iliskileri matematiksel olarak nedenleri ile aciklayabilmesi

beklenmistir.

Bireysel Cahsma II (B’nin olay: ve Bir Kanit Imaji Hikdyesi)

Bireysel Uygulama II ¢aligmasi gozlem siirecinin {iglincii haftasinin ardindan
gerceklestirilmistir. Bu ii¢ haftalik siire¢te Mantik dersi kapsaminda asagidaki basliklara
iliskin kazanimlar 6grencilere sunulmustur.

e Kiimelerde Denkligin Temel Felsefesi

o Sonsuz Kiimlerin Denklik A¢isindan Tartisilmasi

e Dogal Sayilara Denk olabilecek Sonsuz Kiimelerin Belirlenmesi

e NV’ Kiimesinin N Kiimesine Denkligi ve Bu Denkligin Genellestirilebilirligi
o Acik araliklarin birbirlerine denkliginin gosterilmesi

o Acik Araliklarin R, gergel sayilar Kiimesine Denkliginin Tartisiimasi

e Schréder-Bernstein Teoreminin sonuglari ve uygulamalari

Bireysel Uygulama II ¢alismasi i¢in B olarak isimlendirilen 6grenci se¢ilmis ve
ondan asagida sunulan teoremi ispatlamasi istenmistir.

R gercel sayilar kiimesinin herhangi bir agik araligi kapsayan her alt kiimesi R, gercel
sayilar kiimesine denktir.

Bu noktada 6grenciden spesifik iki kiime arasindaki denklik iliskisine karar
vermesi degil, gerekli kosulu saglayan tiim kiimeler i¢in gegerli olabilecek bir teoremi
yorumlamasi ve kanitlamasi beklenmektedir.

Bu teorem yukarida sunulan basliklara iliskin kazanimlar1 ¢ok boyutlu olarak i¢erdigi igin

secilmistir. Dolayis1 ile teoremin dogru bir sekilde ispatlanabilmesi i¢in sunulan
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kazanimlara iliskin dogru bilgilerin se¢ilmesi ve bunlar arasinda uygun baglantilarin
kurulabilmesi gerekmektedir.

Calisma i¢in uygun goriilen B, ders igerisindeki tartismalara goniillii olarak
katilan ve goriislerini acik sekilde ifade edebilen bir 6grencidir. Bu siirecte yapilan, Genel
Uygulama (I-1I) ¢alismalarinda sunulan sorular i¢in uygun yaklagimlar sergileyebilmistir.
Bu nedenle 6n bilgilerinin yeterli oldugu diisiiniilmektedir. Diger yandan yapilacak
bireysel caligmalar i¢in goniillii oldugunu agikca ifade etmistir. Tiim bu sebepler ile
bireysel uygulama calismalar1 i¢in uygun bir aday olarak degerlendirilmistir.

Sekil 5

B’nin Olayina iliskin Kayit Ornegi

Calismada, B tarafindan gerceklestirilen ispat siireci farkli acilardan iki farkl
kamera ile kaydedilmistir. Siirecin yaziya dokiilmesinin ardindan analiz siirecine
baslanmistir. Analizler Kidron & Dreyfus (2014) tarafindan ortaya konan kanit imaji
kavraminin Bilissel Anlayis ve Duygusal His bilesenleri baglaminda gerceklestirilmistir.

Analizlerin amaci, matematiksel agidan ispatin dogrulugunun veya yanlishigimin
belirlenmesi degildir. Bu noktada amag (bir dnceki ¢alismada oldugu gibi) bilissel ve

duyussal eylemlerin yon vermesi ile sekillenen ispat siirecinin anlamlandirilabilmesidir.

Bireysel Calisma III (D’nin olay: ve Bir Kanit Imaji Hikdyesi)

Bireysel Uygulama III ¢aligmast Mantik dersinin tamamlanmasimin ardindan
gerceklestirilmistir. Bu bes haftalik ders siirecinde, Mantik dersinin igerigini olusturan
asagidaki basliklara iliskin kazanimlar 6grencilere sunulmustur.

o Kiimelerde Denkligin Temel Felsefesi
o Sonsuz Kiimlerin Denklik A¢isindan Tartisilmast

e Dogal Sayilara Denk olabilecek Sonsuz Kiimelerin Belirlenmesi
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e V? Kiimesinin N Kiimesine Denkligi ve Bu Denkligin Genellestirilebilirligi

o Acik araliklarin birbirlerine denkliginin gosterilmesi

o Acik Araliklarin R, gercel Sayilar Kiimesine Denkliginin Tartisilmasi

o Schréder-Bernstein Teoreminin sonuglart ve uygulamalar

e Dogal Sayilara Denk Olamayacak Sonsuz Kiimelerin Varliginin Tartisilmasi, R reel
sayilar kiimesinin Dogal Saylar Kiimesine denk Olamamasinin Ispat:

e Fonksiyonlar Kiimesinin Denklik A¢isindan Reel Sayilar Kiimesinden Biiyiikliigiiniin
fspatz

e Bir kiimenin Kuvvet Kiimesine Denk Olamamas: ve Bu Ifadenin Sonuclarinin
Mantiksal Izah

e Sayilabilir ve Sayilamaz Kiime Kavramlar

Bireysel uygulama III ve IV c¢alismalari, ders silirecinin tamamlanmasinin
ardindan gerceklestirilmistir. Bu sayede Ogretmen adaylarinin, sonsuz kiimelerin
denkligine iligkin yaklagimlarinin daha kapsamli bir c¢ergevede ele alinabilmesi
amaglanmstir.

Bu baslik altinda sunulacak Bireysel Uygulama III c¢alismasi i¢in D olarak
isimlendirilen 6gretmen aday1 secilmis ve ondan asagida sunulan teoremi ispatlamasi
istenmistir.

R gergel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuz bir alt
kiimesi vardir.

Bu teorem, basta sayilabilirlik olmak tlizere yukarida sunulan basliklara iligkin
pek ¢ok kavrami igerdigi i¢in se¢ilmistir. Teoremin, yapilacak ¢alismaya uygunlugunun
belirlenebilmesi i¢in uzman goriisiinden faydalanilmistir.

Secilen bu teoremin formal bir sekilde ispatlanabilmesi i¢in sunulan kazanimlara iliskin
dogru bilgilerin segilmesi ve bunlar arasinda uygun baglantilarin kurulmasi
gerekmektedir.

Bu noktada D’den spesifik iki kiime arasindaki denklik iliskisine karar vermesi
degil, gerekli kosulu saglayan tiim kiimeler i¢in gecerli olabilecek genel bir iligkiyi
yorumlamasi ve kanitlamasi beklenmistir.

Bireysel calismalar i¢in uygun goriilen D, ders igerisindeki tartismalara gontilli
olarak katilan ve goriislerini agik sekilde ifade edebilen bir 6grencidir. Ayrica, sinif igi

tartigmalarda sergiledigi 6zgiin yaklasimlar ile arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Bu
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nedenle ispat siirecinde 6zglin bir bakis ag¢is1 sunabilecegi diisiiniilmektedir. Diger yandan
Mantik dersi siirecinde gerceklestirilen Genel Uygulama caligmalarinin tamamina
katilmig ve bu ¢aligmalarda sunulan sorular i¢in dogru yaklasimlar sergileyebilmistir. Bu
nedenle, bireysel calisma i¢in yeterli 6n bilgiye sahip oldugu diisiiniilmektedir. Ayrica,
yapilacak bireysel calismalar i¢in goniilli oldugunu agikca ifade etmistir. Tiim bu
sebepler ile bireysel uygulama ¢alismalari i¢in uygun bir aday olarak degerlendirilmistir.

Sekil 6

D’nin Olayina iliskin Kayit Ornegi

Mevcut ¢aligmada, D tarafindan gerceklestirilen ispat stireci farkli agilardan iki farkl
kamera ile kaydedilmistir. Siirecin yaziya dokiilmesinin ardindan analiz siirecine
baslanmistir. Analizler Kidron & Dreyfus (2014) tarafindan ortaya konan kanit imaji
kavraminin Bilissel Anlayis ve Duygusal His bilesenleri baglaminda gergeklestirilmistir.
Analizlerin amaci, matematiksel agidan ispatin dogrulugunun veya yanlishginin
belirlenmesi degildir. Bu noktada amag (énceki ¢calismalarda oldugu gibi) bilissel ve

duyussal eylemlerin yon vermesi ile sekillenen ispat siirecinin anlamlandirilabilmesidir.

Veri Toplama Araclarimin Gecgerlilik ve Giivenirlikleri

Arastirmada kullanilan Genel Uygulama ve Bireysel Uygulama formlarinda yer
alan sorularin hazirlanma siirecinde gecerliginin ve giivenilirliginin saglanabilmesi i¢in
matematik egitimi alaninda gérev yapan bir 6gretim iliyesinden uzman goriisti alinmistir.
Uzman goriislerinin alinmasinin ardindan goriigme formlarinda yer alan sorularla ilgili
gerekli ekleme-cikarmalar ve diger diizenlemeler yapilmis, boylece formlara son hali

verilmistir.
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Arastirmanin Gecerlilik ve Giivenirligi

Nitel arastirmada toplanan verilerin gecerliligi ve sonuglarin dogrulugu énemli bir
konu oldugu i¢in arastirmaci, birden ¢ok veri toplama yontemi kullanarak elde ettigi
bilgileri, farkl1 kaynaklardan teyit ederek kanitlama ¢abasi gostermelidir Bu amagla veri
toplama siirecinde ¢esitleme (triangulation) yontemi benimsenmistir. Bu yaklasim ile
caligma igerisinde birden fazla veri toplama yontem ve tekniginin bir arada kullanilmasi
saglanmaya calisilmistir. Bdylece yapilan ¢alismalar ile ilgili degiskenlerin olabildigince
tarafsiz bir sekilde gozlenebilmesi amaglanmistir. Nitel aragtirmalarda en yaygin olarak
kullanilan {i¢ tiir veri toplama yontemi goriisme, gdzlem ve yazili dokiiman incelemesidir
(Yildirim ve Simsek, 2013).

Bu aragtirmanin gegerliligini artirmak amaciyla, gériisme ve gozlem yontemlerine
ek olarak Ogretmen adaylari tarafindan cevaplanan olgeklerden yararlanilmistir. Bu
nedenle ¢alismada diger nitel yontemlerin (gériisme ve gozlem) kullanilmasinin yani sira
dokiiman incelemesi yontemi de ek bir bilgi kaynagi olarak kullanilmistir. Dokiiman
incelemesi, aragtirtlmasi hedeflenen olgu(lar) hakkinda bilgi i¢eren yazili materyallerin
analizini kapsar. Bu dogrultuda, 6gretmen adaylarmin genel ve bireysel caligmalar

kapsaminda vermis olduklari yazili cevaplar arastirma i¢in birer veri kaynagidir.

Analiz Siireci

Calismaya iligkin bulgular, haftalik olarak elde edilen veriler {izerinde yapilan
analizlerden elde edilmistir. Yapilan analizler ile verilerin altinda yatan kavramlar1 ve
bu kavramlar arasindaki iliskileri ortaya ¢ikarmak amaglanmistir.

Arastirma siirecinde 5 hafta boyunca MTO 2009 Mantik dersinde gdzlem
yapilmistir. Mantik dersi boyunca yapilan gézlemler iki farkli agidan kayit altina
alimmigtir. Daha sonra kayitlar tizerinden transkripsiyon islemi gerceklestirilmis ve
yazili dokiimanlar elde edilmistir. Ogretmen adaylarinin ders ici etkinliklerde
kendilerine yoneltilen sorulara yonelik verdikleri cevaplar, bu siirecte yaptiklari
hesaplamalar ve olusturduklari ¢izimler gozlem verilerinin analizinde ele alinmustir.
Mevcut ¢alismaya katilan 6gretmen adaylari, Cantor tarafindan ortaya esgiicliiliik
yaklagimina iligkin 6n yasantilara sahip degildirler. Diger bir ifade ile kendilerine
sunulan denklik iligkileri ile ilk bu ders kapsaminda karsilasmislardir. Dolayist ile
gbzlem verileri lizerinde yapilan analizler ile 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin

denkligine iliskin ilk yaklasimlarinin belirlenebilmesi amag¢lanmistir.
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Genel uygulama c¢alismalarinda 100 Ogretmen adaymna sonsuz kiimelerin
denkligine iliskin 4 farkli ispat formu (I-II-1II ve IV) uygulanmistir. Ogrencilerden
kendilerine verilen bu formlarda yer alan kiimelere iliskin ispatlar1 yeterli siire icerisinde
tamamlamalar1 istenmistir. Siirecin ilk haftasi 6grencilerin hazirbulunusluk diizeyi
gozetilerek herhangi bir form uygulanmamaistir. Genel uygulamalarin analizinde, her bir
formda yer alan sorular ayr1 ayr1 ele alinmistir. Bu cercevede ilk olarak, her bir soruya
iliskin genel kategoriler olusturulmustur. Daha sonra her bir kategori, icerdigi
yaklasimlarin ¢esitliligine gore alt kategorilere ayrilmistir. Boylece ¢esitli temalar elde
edilmistir. Her bir tema igerisinde yer alan 6grencilerin, sonsuz kiimelerin denkligini
gosterme konusunda kullandiklar1 yontemler ve bu stirecte karsilasilan kavram yanilgilar
anlamlandirilmaya ¢alisilmistir. Bu temalarin  giivenilirliginin degerlendirilmesinde
uzman goriisiinden yararlanilmistir.

Bireysel uygulamalarin analizlerine goriismelerin birebir yaziya dokiimii ile
baglanmustir. Ardindan elde edilen bu yazili belgeler iizerinde AiC, RBC ve Kanit Imaj1
teorik catilarinimn ilkelerine gore analizler gerceklestirilmistir. Ek olarak Kanit imajinin
duyussal boyutunun detaylandirilmasinda Selden ve Selden (2007) tarafindan ortaya
konan Duygusal Olmayan Bilissel Hisler’den yararlanilmistir. Bu kisimda sayilan teorik
cercevelerden asagida kisaca bahsedilmistir.

Tiim bu analizlerde amag, sunulan yaklasimlarin matematiksel agidan
dogrulugunun veya yanlishiginin belirlenmesi olmamistir. Bu noktada gozetilen temel
unsur, bireylerin yaklagimlarinin altinda yatan nedenlerin belirlenmesidir. Baska bir

ifade ile 6grencilerin diisiinme siire¢lerinin agiga ¢ikarilmasidir.

Veri Coziimleme Teknikleri

Arastirmanin verilerini ders i¢i gozlemlerden elde edilen kayitlar, Genel
Uygulama Formlar1 i¢in verilen yazili cevaplar, Bireysel Uygulamalar i¢in verilen yazili
cevaplar, Bireysel Uygulama kayitlar1 olusturmaktadir.

Ders ici gozlemler, Genel Uygulamalar ve Bireysel Uygulamalar, Tablo 1° de

sunulan sira ile gerceklestirilmistir.



Tablo 1

Arastirmamn Sirasiyla Veri Toplama Asamalan

Islem Sirasi Veri Toplama Asamalar:

1. Ders i¢i gozlem (ilk ders)

2. Genel Uygulama I

3. Ders i¢i gozlem (ikinci ders)
4. Bireysel Uygulama I

5. Genel Uygulama II

6. Ders ici gozlem (ligiincii ders)
7. Bireysel Uygulama II

8. Genel Uygulama III

0. Ders i¢i gozlem (dordiincii ders)
10. Ders ici gozlem (besinci ders)
11. Genel Uygulama IV

12. Bireysel Uygulama III

13. Bireysel Uygulama IV
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Ders i¢i gozlemler ve genel caligmalardan elde edilen sonuglar haftalik olarak

analiz edilmistir. Genel grup ¢aligmalarindan elde edilen yazili cevaplar {izerinde icerik

analizi uygulanarak belirli temalar olusturulmustur. Igerik analizi sdzel, yazili ve diger

materyallerin nesnel ve sistematik bir sekilde incelenmesine olanak taniyan bilimsel bir

yaklagimdir (Tavsancil ve Aslan, 2001). Simsek ve Yildirnm’ a (2006) gore igerik

analizinde temelde yapilan islem, birbirine benzeyen verileri belirli kavramlar ve temalar

cercevesinde bir araya getirmek ve bunlari okuyucunun anlayabilecegi bir bigimde

diizenleyerek okumaktir. Bu analizlerden elde edilen sonuglar gozlem kayitlar ile

karsilagtirilarak genel sonuglara ulasilmaya caligilmistir.



Sekil 7
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Calisma Modeli ve Calisma Siirecine Iliskin Ozet Diyagram

— Betimleyici yaklagim benimsendi.

CG ilk hafta
a i | Durum Calismas: metodu Genel Uygulama Caligmalan hazirbulunusiuk
kullamldi. (I-IV) * | gozetilerek
W ! | Agik uglu sorulardan olugan Uygt;fan;a
e | formlar kullanild. yapiimaai.
p— Veri toplama siirecinde nitel bir _ - o Bireysel Uygulama Caligmalan
m yaklasim benimsendi. | (3 dgretmen adayi ile foplamda 12
Verilerde Cegitleme saglandi. o defa)
U« | Gozlemler gergeklestirildi.
Galigma grubunu I1kdgretim (¥ hafia)
L | Matematik Ogretmenligi
| bolimiinde 2. sinifa devam eden- l }
| 100 6grenci olusturdu. Y
Aragtirmann verilerini asagidaki unsurlar olugturmaktadir.
» Ders i¢i gozlemlerden elde edilen kayitlar
r Genel Uygulama Formlar igin verilen vazilt cevaplar
» Bireysel Uvgulamalar igin verilen yazili Cevaplar
v » Bireysel Uygulama kayitiari
Calismaya katilan dgrenciler arastirma éncesinde
ispai femelli dersierden Genel Matemaiik, Maniik,
Sovut Matematik derslerini tamamlamislardir.
Sekil 8
Ornekleme Siirecine iliskin Ozet Diyagram
Cok Asamali
Ornekleme
) Veri Kaynaklar:
4> o Kolay Ulagilabilir Durum Orneklemesi : Rk - Gﬁzlem_lelr o
. . . o - Finkr
o [lkogretim Matematik Ogretmenligi 2. —-bd 4 : gerslle I;j Ihsf 1n lV;deI?nI](ayltéan
suuf Ogrencileri [ 100 kisi) el (Dhy LT Il Elail i)
Genel uveul sl d Elde edilen Yazili Cevaplar
* Genel uygulama c¢alismalan yapildi. = Arastirmaci Notlar:
- " Veri Kavnaklar:
o Olgiit Ornekleme ikinci = Gozlemler
: o o g d mci 2 S0 G
>| @ Grup Igerisinden Secilen 3 Katihme1 Asama * Bireysel Uygulamalara Iligkin
[4, B & D olarak isimiendirildi.] Video Kayitlar

eBireysel uygulama calismalar:
kapsaminda etkinlik temelli miilakatlar

yapildi.

‘ Giciitler

_| Genel uygulamalar igerisindeki basar1

Bireysel Uygulama Formlarindan
Elde edilen Yazili Cevaplar
Arastirmaci Notlari

1 Diisiincelerini ifade etmede giiglitk yasamamak
7] Arastirmaya katilmak igin goniillii olmak
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IV. BOLUM

BULGULAR VE YORUMLAR

Calismanin bu asamasinda, elde edilen bulgular ve bu bulgulara ait yorumlar
aragtirmanin alt problemleri baglaminda sunulacaktir. Birinci alt problem
kapsaminda Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin genel
yaklagimlar1 incelenmistir. Bu baglamda ders i¢i gézlemlerden ve genel uygulama
¢alismalarimdan elde edilen bulgular bir arada sunulacaktir. Diger yandan ikinci alt
problem kapsaminda bireysel uygulama c¢alismalar: gergeklestirilmistir. Bu
caligmalar kapsaminda etkinlik temelli miilakatlar yapilmis ve 6gretmen adaylarinin
sonsuz kiimelerin denkligini gosterme siirecinde olusturduklart kanit imajlar

incelenmistir.

I. Alt Probleme Yonelik Bulgular ve Yorumlar
Arastirmanin birinci alt problemi asagidaki gibi ifade edilmistir.

“llkégretim matematik ogretmeni adaylart sonsuz kiimelerin denkligini géstermede

kullandiklar: genel yaklasimlar nelerdir?

Calisma grubunu olusturan Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin
denkligine iliskin diisiinme bi¢imlerinin ve yaklasimlarinin genel bir cercevede
yansitilabilmesi amaci ile gozlemlerden ve genel uygulamalardan elde edilen
bulgular paylasilacaktir. Olusturulan her bir temaya iligkin agiklayict drnekler ve

bunlar1 destekleyici gozlem verileri bir arada sunulacaktir.
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Genel Uygulama I ve Analizi
1.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Bu soru ile 6grencilerin denklik kavraminin temel felsefesini ve Cantor yaklagimini
ne Ol¢iide anlamlandirdiklart anlasilmaya ¢alisilmistir. Bu soruya verilen cevaplar

izerinde igerik analizi uygulanmistir.

Genel Uygulama I formunun ilk sorusuna verilen yanitlar iizerinde yapilan igerik

ana izi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo agsagidadir.

Tablo 2

Genel Uygulama I - Birinci soruya verilen yanitlardan elde edilen temalar

Soru 1: Bir kiime 6z alt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayniz. Kisi Sayis1
Denk olabilecegini belirtenler 64
i. Sadece ‘'denk olabilir’’ cevabini yazanlar. 10
ii. Sadece bog kiime icin gecgerlidir, agiklamasini yapanlar. 4
iii. Sadece bir elemanli kiime igin gegerlidir, agiklamasini yapanlar. 16
iv. Sonsuz elemanli kiimeler igin gegerlidir, agiklamasini yapanlar. 11
v. Birebir-Orten esleme fikrinden yararlananlar. 23
a. Bijektif esleme fikrini 6rnek ile detaylandiramayanlar. 11
b. Bijektif esleme fikrini 6rnek ile detaylandirabilenler. 12
Soruya cevap vermeyenler 4
Denk olamayacagimi belirtenler 30
i. Sadece “'denk olamaz’’ cevabini yazanlar. 1
ii. Kiimenin eleman sayisi 6z alt kiime sayisina egit olamaz, agiklamasini yapanlar. 6
iii. Oz alt kiime daha az eleman icerir, agiklamasin1 yapanlar. 16
iv. Bir kiimeden 6z alt kiimesine bijektif fonksiyon tanimlanamayacagin1 belirtenler. 7
Toplam 98
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i. Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olabilecegini belirtenler:

Gozlem siirecinin ilk haftas1 dncesinde 6grenciler, Cantor tarafindan ortaya
konan Kardinalite Teorisine iliskin herhangi bir ders almamistir. Caligmaya katilan
ogrenciler onceki donemlerden edindikleri sembolik mantik, kiimeler, bagntilar,
fonksiyonlar ve ikili islemler gibi 6n bilgileri ile siirece dahil olmuslardir.

[k dersin baslangicinda &gretim gorevlisi denklik kavraminin tanimini dgrencilere
vermeden, onlarin kiimelerin denkligine iliskin goriislerini agiklamalarini istemis ve
“[ki kiime ne zaman denk olur?*’ sorusunu sinifa yoneltmistir.

Bu soruya farkli Ogrencilerin verdigi cevaplar maddeler halinde asagida

sunulmustur.

o Eleman sayilar esit olan kiimeler denktir.
s(A) = s(B) < A=B
o A’nin her elemanini B 'nin her elemanina esleyebilme kapasitesi varsa bu kiimeler
denktir.
e Posetler ile es sirall kiimeler birbirlerine denktir.
e Birbirinin alt kiimesi olan kiimeler denktir.
AcB ~ BAA = A ~B
e Elemanlar: birbirlerine esit olan kiimeler denktir.
o Goriintii kiimeleri ayni, deger kiimeleri farkli ise iki kiime denktir.

e A’dan B’ye tamimli birebir fonksiyon ayni zamanda 6rtense bu iki kiime denktir.

Gorildigi gibi 6grencilerin denklik kavramina yonelik farkli tanimlamalari
ve yaklagimlart mevcuttur. Denklik tanimina iligkin farkli anlayislar, uygulamanin
birinci sorusuna verilen yanitlar ilizerinde de etkili olmustur. Dolayis1 ile bir
kiimenin 6z alt kiimesine denk olabilecegini ifade eden 6grenciler farkli yaklagimlar
kullanmiglardir. Kullanilan yaklasimlar informal olandan daha formal olana dogru

asagida aciklanmistir.

Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olabilecegini belirten 6grencilerin bir
kism1 bu goriislerini detaylandirmamislardir. Baska bir ifade ile bu o6grenciler

fikirlerinin geri planinda yatan sebepleri acik¢a ifade etmemislerdir. Sadece
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kiimelerin denk oldugunu belirtmekle yetinmislerdir. Bu durumun nedeni
ogrencilerin geligigiizel cevap vermeleri ya da diisiindiiklerini agiklamaktan

cekinmeleri olabilir.

Baz1 6grenciler de sadece bos kiimenin 6z alt kiimesine denk olabilecegini
ifade etmislerdir. Bu 6grencilere gore bos kiime hari¢ hi¢bir kiime 6z alt kiimesine
denk degildir. Bu alt kategoride yer alan bazi cevaplar asagida ornek olarak

sunulmustur.

Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayimz

Ly o s ; > . .

A bomest aficot bed L(,.,m,a 1Se_ ol ol Um&s.wu-_ dantt e Lzl
B

A Limesi bol bime Se. A'oin i olt+ kintes e bog

Lemedrm

© bo\de # kimesi or olF YWmesine  esittir

Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayimz
O2al# kime — Kendisi ol sindaki al# kumelers

Bir kime czolf kimesine denk olabilir mi? deneetm:
/ 77,

A {\\ A= {4/ o — Denltik saa/anana:;/
\_//} dyo/f kumesi= ,[d!l

8/ N 8- g }

S LT H kumesine denlk
Dzalt kimesi = |

7 o is]
} — Denklik 5(»9/0170/ BOS (,m( bume 020

olobkilir

Bu ornekler incelendiginde, 6grencilerin denklik kavramini bijektif esleme
fikri ile iliskilendiremedikleri goriilmektedir. iki kiimenin denkligine elemanlari
saymaya dayali azlik-¢okluk iliskisini gozeterek yaklasmaktadirlar. Diger yandan
kiimeleri kisithh bir ¢ergevede algilayarak algiladiklar1 da soylenebilir. Ciinkii
soruya yanit bulma siirecinde sadece sonlu kiimeleri g6z Oniinde
bulundurmuslardir. Dolayisi ile yaklagimlarinin tek boyutlu ve yetersiz oldugu
sOylenebilir. Ek olarak bu 6grencilerin 6z alt kiime kavramu ile ilgili bir yanilgiya

sahip olduklar1 da sdylenebilir. Ciinkii bos kiimenin 6z alt kiimesi yoktur.

Bu kategoride agiklanan azlik-¢okluk vyaklasimina iliskin orneklere gozlem

sirecinde de karsilasilmistir.  Ornegin, N={1,2,3..}~Z" ={1,2,3,...} sorusu
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lizerine yapilan smif tartisma sonucunda, bu kiimelerin denk oldugu f: N—» Z* |
f(x)=x fonksiyonu ile gosterilmistir. Bu sonuca ulasilmasinin hemen ardindan

Ogretim elemani ile s6z alan bir 6grenci arasinda asagidaki diyalog gerceklesmistir.

Tablo 3
Simif i¢i Diyalog (1)

Dogal sayilar1 biz 1 sayisindan itibaren baslattik. Bunu 0

Ogretim Elemam

sayisindan itibaren baslatanlar da var. Mesela OSYM

miifredat1 boyle. Boyle olsa iki kiime denk olur mu?

Ogrenci

Kiimeler denk olmazdi.

Ogretim Elemam

Neden bdyle diislindiin?

Ogrenci

Eger 0°dan baglasaydi buna bir karsilik bulamazdik. A¢ikta

eleman kalirdi. Bijektif olmazdi.

Bu ornekte, soz alarak derse katilan 6grencinin de kiimelerin elemanlarini
saymaya dayali azlik ¢okluk fikri ile sonsuz kiimeleri karsilastirdigi ve Cantor’un

yaklagimini istenen diizeyde kullanamadig1 goriilmektedir.

Bir onceki alt kategoriye benzer olarak bazi Ogrenciler de sadece tek
elemanli bir kiimenin 6z alt kiimelerine denk olabilecegini ifade etmislerdir. Bu
ogrenciler, bir kiimenin eleman sayisini, 6z alt kiime sayisina asagidaki esitleyen

denklemi tanimlayarak sonuca ulagmaya c¢aligsmislardir.
2"-1=n ®n=1

Bu alt kategorideki bazi Ogrencilerin cevaplart Ornek olarak asagida

sunulmustur.
Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayimz
Q a) o \ e
2(.\ — N + /1
N = A \ <.\\\ \
B =) = Aeak ola‘\.o‘| \:/
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Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayiniz

€ gt eni } 2 Nl
olabilic 02 alf kime hir Comenin o~dis hacic ou lume  sagis!
[ L\ \ & = “11 04 - -~
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§ el s [ : dureinn d dont olurfar
b\( {‘!"?Qf éul‘-'\fy £ est+ olabilir (¢ \{‘J o J’ ‘/'-’ e Qlv =

fobk eloman/t b koeve alesal ;
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-

. 2 2 pa) - } ,;2’",.}‘0?//
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A gl lome soyis! £ 2
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{f - Q C’yo;g kyme Soqis) J‘, i = komenin eleman 2 (K|
\ & faiy
\_ 3 . e BT dentehir,
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Bu 6grenciler n=1 oldugunda bir kiimenin 6z alt kiime sayisinin, kiimenin
eleman sayisina esit oldugunu belirleyebilmislerdir. Ancak bu 6grencilerin, soruyu
yanlis terciime ederek bir sonuca ulagsmaya calistiklar1 sdylenebilir. Clinki
ogrenciler *’Bir kiimenin eleman sayisi, ne zaman oz alt kiime sayisina esittir?”’
sorusuna yanit vermektedirler. Bu durumun temel nedeni, 6grencilerin 6z alt kiime
sayist ile 6z alt kiimenin eleman sayis1 kavramlarini birbiri yerine kullanmalaridir.
Bu durum pek ¢ok birey tarafindan benzer sekilde tekrarlandigindan tesadiifi bir
hata olarak degerlendirilmemistir. Sunulan ifadenin algilanis bi¢imine iliskin bir

yanilgl s6z konusudur.

Bir diger kategoride yer alan 6grenciler, sadece sonsuz elemanli kiimelerin
0z alt kiimesine denk olabilecegini bijektif esleme kullanmadan ifade etmislerdir.
Bu ogrenciler ilk olarak asagidaki denklemi olusturmuglardir. Daha sonra, bunun

coziimiinden hareketle bir sonuca ulagma c¢abasina girigsmislerdir.
n-1=n & n=o0

Birebir-orten esleme fikrini kullanmayan bu &grenciler, n=c0 oldugunda
n-1=00 olacagini belirterek, sonsuz elemanli bir kiimenin 6z alt kiimesine denk
olabilecegi sonucuna ulagmiglardir. Bu kategoride yer alan cevaplardan biri 6rnek

olarak asagida sunulmustur.
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Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayiniz

= Vs
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Bu 0&grencilerin  yaklasimlarmin da bir yamlgt icerdigi sdylenebilir.
Matematiksel olarak n -/ = n denkleminin bir ¢éziimii yoktur. Oysaki dgrencilere
gore boyle bir denklemin ¢6ziimii vardir ve C.K = {oo} olarak ifade edilebilir. Bu
durumun temel sebebi 6grencilerin co simgesini cebirsel bir say1 olarak kullanmaya
caligmalaridir. Oysaki her iki tarafin limiti alindiginda esitligin saglantyor olmasi
bu limit degerinin denklemin ¢ézlimiine esit oldugu anlamina gelmez. Matematiksel
olarak sonsuz bir nesne degildir. Sonsuz, belli bir yonde daima biiylimeyi ya da
kiigiilmeyi anlatan bir sifattir (Nesin, 2010). Dolayisi ile adina co denen bir nesne
olmadig1 i¢in oo simgesinin cebirsel bir say1 olarak kullanilmasi da yanlis olacaktir.
Ozetle bu égrencilerin ulastiklar1 sonug dogru olsa da yaklagimlari Cantor teorisi

acisindan uygun kabul edilemez.

Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olabilecegini belirten baz1 6grenciler de
birebir-orten esleme fikrinden yararlanmiglardir. Bu fikirden yararlanan
ogrencilerin  bir kismi  goriislerini  destekleyebilecek uygun  Ornekler
iretebilmislerdir. Diger yandan bir kismu da bu goriislerini agiklayacak ornek
olusturamamistir. Bu 6grenciler sadece kiime ile 6z alt kiimesi arasinda uygun

esleme olusturulabilecegi ifade etmekle yetinmislerdir.

Bu kategorideki 6grencilerden birinin agiklamasi 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: Bir kiime &zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayiniz
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Goriildugi gibi 6grenci sonsuz bir kiime ile 6z alt kiimesi arasinda uygun esleme

yapilabilecegini belirtmis ancak bu gorilisiinii destekleyebilecek bir 6rnek
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sunamamistir. Bu boyle bir yaklagimla hareket eden 6grencilerin duruma sezgisel
olarak yaklastiklar1 sdylenebilir. Ciinkii izah edilebilir bir esleme 6rnegi sunmadan
boyle bir eslemenin yapilabileceginin belirtilmesi bir varsayimin Gtesine

gecemeyecektir.

Birebir-orten esleme fikrini benimseyen bazi 6grenciler de bu goriislerini
uygun Ornekler ile ifade edebilmislerdir. Bu 6grencilerin mevcut soruda Cantor
tarafindan ortaya konan denklik yaklagimimi uygun bir sekilde kullandiklari

sOylenebilir. Bu 6grencilerden birinin cevabi asagida 6rnek olarak sunulmustur.

"
Sorul: Bir kiime §zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayimz
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ii. Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olamayacagini belirtenler:

Soruya cevap veren Ogrencilerin bir kismi, herhangi bir kiimenin 6z alt
kiimesine denk olamayacagini ifade etmislerdir. Bu kategoride yer alan 6grenciler

diisiinme big¢imlerine gore hiyerarsik olarak asagida sunulmustur.

Bir kiimenin herhangi bir 6z alt kiimesine denk olamayacagini ifade eden
ogrencilerin bir kismi bu goriislerini detaylandirmamislardir. Sadece diislincelerinin
sonucunu ifade etmislerdir. Bu Ogrencilerin sunulan soruya gelisiglizel cevap

verdikleri ya da diislincelerini agiklamaktan kagindiklar1 sonucuna ulasilabilir.

Diger yandan baz1 6grenciler bir kiimenin eleman sayis1 6z alt kiime
sayisina esit olamaz sonucuna ulagsmislardir. Bu 6grencilerin, kendilerine verilen
soruyu yanlis yorumladiklar1 sdylenebilir. Ciinkii bu soruda bir kiimenin eleman
sayisinin, 0z alt kiimesinin eleman sayisina esit olup olamayacagi

sorgulanmaktadir.
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Soruyu yanlis yorumlayan bu bireyler cebirsel esitlikler olusturarak diisiincelerini
kanitlamaya caligmiglardir. Bu kategoride yer alan bireylerden ikisinin cevaplari

ornek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile a¢iklayiniz
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Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olamayacagini ifade eden 6grencilerden
bazilar1 sonlu kiimeler i¢in uygun Ornekler vererek bu sonucu tiim kiimelere
genellemislerdir. Bu kategoride yer alan bazi 6grencilerin vermis olduklar1 cevaplar

ornek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Ornekler ile agiklayimz
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Bu 6grencilerin, farkli diislinme bigimlerinin etkisi ile yanilgiya diistiikleri
sOylenebilir. Bu durumun birinci sebebi 6grencilerin kiime kavramini kisith bir
anlayisla ele almalar1 olabilir. Baska bir ifade ile 6grenciler, tiim kiimelerin sonlu
oldugunu varsayarak bodyle bir sonuca ulagmis olabilirler. Diger yandan
ogrencilerin genelleyici bir diisiinceden hareketle boyle bir sonuca ulagmis olmalari
da olasidir. Ciinkii sonlu kiimeler i¢in gecerli olabilecek bir kuralin sonsuz kiimeler
icin de gecerli olacagi varsayilmistir. Boyle diisiinen ogrencilerin gergek yasam
deneyimlerine dayanan biitiin, par¢adan daha biiyiiktiir diisiincesini genelledikleri
sOylenebilir. Dolayist ile bu 6grencilerin diistinme bigimlerinin sekillenmesinde

gergek diinyaya ait algilarin 6nemli bir rol oynadig1 sonucuna ulasilabilir.

Bir kiimenin 6z alt kiimesine denk olamayacagini belirten bazi1 6grenciler

birebir-Orten esleme fikrinden yararlanmislardir. Ancak bu 6grencilerin yorumuna
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gore bir kiimesi ile 6z alt kiimesi arasinda birebir-6rten esleme yapilamamaktadir.
Bu kategoride yer alan ogrencilerden birinin agiklamasi 6rnek olarak asagida

sunulmustur.

Sorul: Bir kiime 6zalt kiimesine denk olabilir mi? Omekler ile agiklaymz
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Bir onceki kategoriye benzer olarak bu 6grencilerin de gercek yasamdan
getirdikleri sezgi ile duruma yaklastiklar1 ve biitiinlin parcadan daha biiyiik olmasi
gerektigi diisiincesine sahip olduklar1 sdylenebilir. Bu 6grencilerin de sonlu
kiimelere iligkin algilarim1 sonsuz kiimelere genislettikleri sonucuna ulagilabilir.
Ancak bu durumu bir esleme yapilamayacag fikri ile iligskilendirmislerdir. Bagka
bir ifade ile denklik iliskisinin birebir-Orten esleme ile ifade edilmesi gerektiginin

farkindadirlar ancak bu yaklasimi uygun bir bi¢imde kullanamamuislardir.

Ogrencilerin bir kismi1 sunulan soruya yanit vermemislerdir. Bu dgrencilerin
soruyu anlamlandiramadiklari i¢in cevap vermedikleri ya da diisiincelerini ifade

etmekten ¢ekindikleri sdylenebilir.
2.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama I formunun ikinci ve {iglincli sorusuna verilen yanitlar
iizerinde yapilan igerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait

Ozet tablo asagida sunulmustur.

Her iki sorunun da ortak amaci sonsuz bir kiime ile bir 6z alt kiimesi
arasindaki iliskinin belirlenmesidir. Dolayist ile bu iki soruda 6grenciler benzer
yaklagimlar gelistirmislerdir. Okuma kolaylig1 agisindan bu veriler tek tabloda

sunulmustur.

Ikinci soruda sunulan kiime Z kiimesinden sonsuz sayida eleman ¢ikarilmasi
ile elde edilen bir 6z alt kiimesidir. Ogrenciden bu kiime ile Z kiimesini

karsilagtirmalar1 istenmistir. Soruda verilen {51,52,...} kiimesi, Z kiimesinden
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sonsuz eleman c¢ikarilmasi ile elde edilen bir 6z alt kiimesidir. Bu iki kiime

arasindaki denklik iligkisinin arastirilmasi ile 6grencilerin biri digerinin 6z alt

kiimesi olan iki kiime arasindaki iligkiyi nasil yorumlayacagi incelenebilecektir.
Boylece sonsuz eleman eksik olma durumunun ogrenciler tarafindan nasil
yorumlanacagr ve bunun denkligin temel felsefesi ile nasil iliskilendirilecegi

gozlenebilecektir.

Bu soruya verilen cevaplar {izerinde igerik analizi uygulanmis ve asagidaki

kategoriler olusturulmustur.

Tablo 4

Genel Uygulama I - ikinci ve Uciincii soruya verilen yamtlardan elde edilen

temalar

Soru2 : 7 tam sayiar kiimesi {51,52, ...} kiimesine denk midir? Gosteriniz Kisi Sayist

Soru 3: Z tam sayilar kiimesi 2 asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz. S2 S3
Denk olabilecegini belirtenler 75 75
i. Sadece “’denk olabilir’’ cevabini yazanlar. 8 5
ii. Her iki kiimenin sonsuzlugundan hareketle denk olduklarini belirtenler. 17 28
iii. Kiimelerin denk oldugunu belirtip bunu uygun bir esleme ile ifade edemeyenler. 25 10
iv. Kiimelerin denk oldugunu birebir orten esleme ile gosterebilenler. 25 23
Soruya cevap vermeyenler 7 7
Denk olamayacagni belirtenler 16 17
i. Sadece “'denk olamaz’’ cevabini yazanlar. 1 4
ii. Z kiimesinde daha fazla eleman oldugu icin denk olamayacagini belirtenler. 8 6
iti. Iki kiime arasinda birebir ve orten bir esleme tammlanamayacagini séyleyenler. 7 7

Toplam 98

i. Kiimelerin Denk Olduklarimi Belirtenler:

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden 6grencilerin farkli yaklagimlar kullandiklar
goriilmiistiir. Kullanilan yaklasimlar, informal olandan daha formal olana dogru

asagida aciklanmustir.
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Az sayidaki Ogrenci higbir agiklamada bulunmadan bu kiimelerin denk
olduklarini belirtmislerdir. Bu 06grenciler i¢in iki durum séz konusu olabilir.
Bazilan yeterince diisiinmeden soruya gelisigiizel cevap vermis olabilirler. Diger
yandan diisiincelerini uygun bir dil yardimi ile ifade edememis olabilirler. Bagka bir
neden de Ogrencilerin diislincelerini paylagmak istememeleri olabilir. Her ne
sebeple olursa olsun bu 6grenciler diisiincelerinin sonucunu ifade etmisler ve bu

sonucun nedenini ifade edememislerdir.

Diger yandan bazi ogrenciler iki kiimenin de sonsuz oldugunu belirterek
bunlarin denk olmasi gerektigini ifade etmislerdir. Bir esleme olmaksizin sonsuz
kiimelerin denk oldugunu sdyleyen bu Ogrencilerin diisiincesi asir1 genelleme
icermektedir. Bu 6grenciler bijektif esleme fikrini yeterince kullanmadan bu
sonuca ulagsmislardir. Bu kategoride yer alan bazi &grencilerin sunduklar

cevaplardan bir 6rnek asagida sunulmustur.

> %
Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53,...,n,...} kiimesine denk midir? Géosteriniz
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Bu alt kategorideki ogrencilerin sonsuz kiimeler ic¢in kullanilabilecek
denklik tanimini formal olarak olusturamadiklar1 ve s(A) = s(B) < A=B
tanimindan hareketle kiimelerin denkligini belirlemeye c¢alistiklar sdylenebilir.
Sonlu sayidaki eleman i¢in uygun olan bu tanimlamay1 sonsuz eleman icin gegerli
de kabul eden bu 6grencilerin sezgileri ile bir sonuca ulastiklar1 sdylenebilir. Cilinkii
ogrenciler sayillamayacak kadar ¢ok eleman igeren iki kiime arasinda elemanlari
saymaya dayali azlik-cokluk iligkisi kurarak bu sonuca ulagmislardir. Oysaki
elemanlar gercekten saymalari miimkiin olmadig1 i¢in denklik yargisina ulagsmalari

bir kabulden ibarettir. Bu nedenle yaklagimlar1 formal kabul edilemez.



62

Diger yandan ders i¢i gozlemlerde de benzer yanilgilar ile karsilasilmigtir.
Omegin, gerceklestirilen ilk derste N lA ={53,54,55,...} sorusuna, ilgili kiimeler
arasinda tanimlanan f : N—>A, f(x) = x+52 fonksiyonundan hareketle N ~A yaniti

verildikten sonra ogrencilerden biri s6z istemis ve Ogretim elemani arasinda

asagidaki diyalog gerceklesmistir.
Tablo 5

Sinif ici Diyalog (2)

Dogal sayilar kiimesinin 6z alt kiimesine denk oldugunu
Ogrenci gordiik. Peki, o zaman dogal sayilar kiimesi [0,1] kapali

araligia denk midir?

Ogretim Elemam | Sence denk midir?

Her ikisi de sonsuz oldugu i¢in aralarinda mutlaka birebir-

Ogrenci orten bir fonksiyon tanimlanabilmeli. Bence denktir.

Gortildiigii gibi 6grenci aslinda tiim sonsuz kiimelerin birbirlerine denk
olabilecegini diisiinmektedir. Dolayis1 ile bijektif esleme yaklasimini yeterince

kullanamamaktadir. Yukarida sunulan agiklamalar bu 6rnek i¢in de gegerlidir.

Soruya verilen yanitlarin analizinde, bazi 6grencilerin kiimelerin denk
oldugunu belirttigi ancak bunu edilebilir uygun bir esleme ile gosteremedikleri
goriilmiistiir. Bu alt kategorideki Ogrencilerin cevaplarindan bazilar1 asagida

sunulmustur.

Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53,... n,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53,...,n,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Sunulan o6rnekler incelendiginde, 6grencilerin izah edilebilir eslemeler
olusturamadig1 goriilebilir. Bu 0grenciler agisindan ilging olan nokta uygun bir
esleme iiretememis olsalar bile kiimelerin denk oldugu diisiincesinden
vazgecmemis olmalandir. Boyle bir eslemeyi kendileri iiretemeseler de,

iiretilebilecegini varsaymalari sezgisel diisiince baglaminda yorumlanabilir.

Bu kiimelerin denk oldugunu belirten 6grencilerin bir kismi da bu
diistincelerini birebir-orten bir esleme ile kanitlayabilmiglerdir. Bu 6grencilerin
biiylik kismi1 birebir-6rten kuralli bir fonksiyon olusturmak yerine izah edilebilir bir

esleme olusturarak sonuca ulasmislardir.

Asagida bu kategoride yer alan Ogrencilerden birinin kullandigi yaklagim

sunulmustur.

Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51;52,53,...,n,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz

A =§6152,53, 0,0 ¢

fi 2 —sA
0 _¢ o =2 Q
( Ul i b
? 51,52,58,54/55 wiyn, o 4

F bijek{:?f - YA

Bu Ogrencilerin birebir-orten esleme fikrini uygun bir sekilde kullanabildikleri

sonucuna ulagilabilir.
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ii. Kiimelerin Denk Olmadiklarin1 Belirtenler:

Ogrencilerin biiyiik bir ¢cogunlugu bu soruda kiimelerin denk olduklarimni
belirtmislerdir. Ancak bu kiimelerin denk olmadigini belirtenler de vardir. Bu
kategoride yer alan Ogrenciler de diisiinme big¢imlerine gore hiyerarsik olarak

asagida sunulmustur.

Soruya denk olamaz yanitin1 veren Ogrenciler igerisinden bir kisi hicbir
aciklamada bulunmadan sadece bu kiimelerin denk olmadigin1 sdylemekle
yetinmistir. Onceki benzer kategorilerde sdylendigi gibi bu dgrencinin gelisigiizel

cevap verdigi ya da diislincelerini ifade etmekte zorlandig1 sdylenebilir.

Diger yandan kiimelerin denk olmadigini belirten bazi 6grenciler Z, tam
sayilar kiimesinin {51,52,53, ...} kiimesinden daha c¢ok eleman igerdigini
belirtmislerdir. Bu 06grencilerin birebir Orten esleme fikrini olusturamadiklar
sOylenebilir. Diger bir ifade ile kiimeler arasindaki denkligi sonlu kiimeler i¢in
gegcerli olabilecek s(A) = s(B) & A=B tanimindan hareketle incelemeye
calistiklar1 soylenebilir. Bu tanimdan hareketle bir sonuca ulasmalari denklik
kavramini (sezgisel olarak) azlik-¢okluk fikri ile iligkilendirdiklerinin bir gostergesi
olabilir. Ayrica bu 6grencilerin sonlu kiimelere ait algilarini sonsuz kiimelere
genelledikleri sonucuna da ulasilabilir. Cilinkii 6grencilerin diisiinme big¢imlerinin

temelinde biitiin, par¢adan daha biiyiiktiir anlayiginin yer aldig1 soylenebilir.

Bu kategoride yer alan 6grencilere ait drnek agiklamalar asagida sunulmustur.

Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53....,n,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53,...,n,...} kiimesine denk midir? Gésteriniz
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Sonug olarak bu 6grencilerin kiimelerin denkligi ile ilgili bir kavram yanilgisina

sahip olduklar1 sonucuna ulasilabilir.

Iki kiimenin denk olmadigmi diisiinen 6grencilerden bazilar1 da bu durumu
bijektif esleme fikri ile aciklamaya calismislardir. Bu 6grencilere gore iki kiime
arasinda bijektif bir fonksiyon tanimlanamayacagi i¢in kiimeler denk degildir. Bu
ogrencilerin diistinme bigimleri de bir dnceki kategoride sunulan diisiinme bigimine
benzerdir. Diger yandan bu dgrencilerin sonsuz kiimelerin denkligini belirlemedeki
Olgiitlerinin Cantor tarafindan ortaya konan bijektif esleme yaklagimi oldugu
sOylenebilir. Ancak bu yaklasimi verilen duruma uygun bir sekilde kullanamamig

ve yanilgiya diismiislerdir.

Bu kategoride yer alan 6grencilerin vermis olduklar1 cevaplardan bazilar1 asagida

sunulmustur.

Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53,...,n,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Soru2: Z tam sayilar kiimesi {51,52,53....,n,...} kiimesine denk midir? Gésteriniz
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Gortldigi  gibi  Ogrenciler, uygun  bir  bijektif = fonksiyon
tanimlanamayacaklarini diistindiikleri icin kiimelerin denk olmadigi sonucuna
ulagmislardir. Baska bir ifade ile uygun fonksiyonu iiretemedikleri i¢in verilen
kiimelerin denk olamayacagina karar vermislerdir. Bu 6grencilerin yontem bilgisi
acisindan bir yanilgiya sahip olduklari sdylenebilir. Ciinkii sonsuz iki kiimenin
denk oldugunun gosterilebilmesi i¢in bir ve yalniz bir bijektif fonksiyon
tanimlanmasi yeterlidir. Diger yandan kiimelerin denk olmadiginin gosterilebilmesi
icin iki kiime arasindaki sonsuz fonksiyondan hichirinin bijektif olmadiginin
gosterilmesi gerekir. Ogrencilerin smirli sayida 6rnekten hareketle kiimelerin denk

olamayacagini ifade etmesi matematiksel yontem acisindan bir yanilgidir.

Bu soruda kiimelerin denk oldugunu yanitin1 veren ve kiimelerin denk
olmadigi yanmitini veren Ogrencilerin yani sira yanit vermeyen Ogrenciler de
olmustur. Bu 6grencilerin soruyu anlamlandiramadiklari i¢in cevap vermedikleri ya

da distiincelerini ifade etmekten ¢ekindikleri sdylenebilir.
3. Soruya verilen cevaplar ve analizi

Bu soru ile bir onceki soru arasinda benzerlik yoniinden bir iliski
kurulabilir. Ciinkii 2 asal sayilar kiimesi de tipki {51,52, ...} kiimesi gibi Z
kiimesinin sonsuz sayida elemana sahip bir 6z alt kiimedir. Diger yandan 2 asal
sayilar kiimesinin dagilimi diizgiin degildir. Dolayis1 ile 6grencilerin iki kiime
arasinda y=f(x) seklinde bir kural ile tanimlanabilecek, cebirsel bir fonksiyon
iretmeleri miimkiin olmayacaktir. Bu soru ile 6grencilerin cebirsel fonksiyon
tanimlayamadiklar1 durumlarda izah edilebilir bir eslemeyi nasil olusturabilecekleri

incelenmek istenmistir.

Bu soruya verilen cevaplar iizerine de icerik analizi uygulanmistir. Diger
yandan Genel Uygulama I formunun 3.sorusunda kullanilan yaklasimlar 2. Soruda
kullanilan yaklasimlara biiyiik oranda paralellik gostermektedir. Dolayist ile bu
soruda elde edilen alt kategoriler (bkz. Sayfa 59 Tablo 4) biiyiik oranda bir nceki

sorudan elde edilen alt kategorilere benzerdir.
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i. Kiimelerin Denk Olduklarini Belirtenler:

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden O&grencilerin farkli yaklagimlar
kullanmiglardir. Kullanilan yaklagimlar informalden formal olana dogru asagida

aciklanmustir.

Bu soruda da ilk grupta yer alan 6grenciler 6nceki sorularda oldugu gibi
hi¢cbir acgiklamada bulunmadan bu kiimelerin denk olduklarini belirtmislerdir.

Onceki sorular i¢in belirtilen gerekgeler bu dgrenciler i¢in de gecerlidir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi Ogrenciler bijektif esleme fikrini
yeterince kullanmadan bu sonuca ulagsmislardir. Bu 6grenciler her iki kiimenin de

sonsuz oldugunu belirterek denk olmalar1 gerektigini ifade etmislerdir.
Bu kategoride yer alan bir 6grencinin verdigi cevap 6rnek agsagida sunulmustur.

Soru3: Z lar/n) sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Gortildiigii gibi 6grenci iki kiimenin sonsuz olmalarint denk olmalari igin
yeterli olarak gormektedir. Bir Onceki soruda benzer kategori icin yapilan
aciklamalar bu durum igin de tekrarlanabilir. Ogrencilerin ger¢ek yasam
deneyimlerine dayanan sezgisel bir yaklasim sergiledikleri ve asir1 genelleyici bir

diistinme bi¢imi ile hareket ettikleri sonucuna ulasilabilir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi Ogrenciler iki kiime arasinda
birebir-orten bir esleme tanimlanmasi gerektigini ifade etseler de izah edilebilir bir
esleme  tamimlayamamislardir. Diger yandan uygun  bir esleme

tanimlayamamalarina ragmen bu diisiincelerinden vazgegmemislerdir.
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Soru3: Z tam sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gésteriniz
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Soru3: Z tam sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Ogrencilerin uygun bir esleme tanimlayamasalar da bu denklik iddiasindan
vazgecmemeleri kiimelerin denkliklerine iliskin gelistirdikleri sezgisel diisiince ile
aciklanabilir. Baska bir ifade ile 6grencilerin en basta kiimelerin denk oldugunu
sezgisel olarak varsaydiklar1 ve uygun bir esleme iiretememis olsalar bile bu

diistincelerinden vazgegmedikleri sylenebilir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi 6grenciler bu denkligi birebir-
orten eslemeler kullanarak gosterebilmislerdir. Bu 6grencilerin  tamami
kendilerinden beklendigi gibi kuralli bir fonksiyon olusturmak yerine izah edilebilir
bir esleme olusturarak denkligi gosterebilmislerdir. Kuralli bir fonksiyon
olusturulamamasinin temel nedeninin asal sayilarin diizensiz dagilimi oldugu

sOylenebilir.
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Soru3: Z tam sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Bu yaklasimi kullanan 6grencilerin Cantor tarafindan ortaya konan bijektif esleme

fikrini (bu soruda) uygun bir sekilde kullanabildikleri sonucuna ulasilabilir.
ii. Kiimelerin Denk Olmadiklarim Belirtenler:

Bu soruda da tipki bir dnceki soruda oldugu gibi dgrencilerin biiyiik bir
cogunlugu kiimelerin denk olduklarin1 belirtmislerdir. Ancak bu kiimelerin denk
olmadigini belirtenler de vardir. Bu kategoride yer alan 6grenciler de diisiinme

bigimlerine gore hiyerarsik olarak asagida sunulmustur.

Bu soruda da bazi ogrenciler Onceki sorularda oldugu gibi yeterli
aciklamada bulunmadan kiimelerin denk olamayacagini belirtmislerdir. Onceki

sorular i¢in belirtilen gerekgeler bu 6grenciler i¢in de gegerlidir.

Bu 0Ogrencilere ek olarak kiimelerin denk olamayacagini belirten bazi
ogrenciler bu durumun nedenini Z kiimesinin daha fazla eleman icermesi olarak
ifade etmislerdir. Baska bir ifade ile bu dgrencilere gore Z kiimesi, 2 asal sayilar
kiimesinin bir st kiimesi oldugu icin bu kiimeye denk olamamaktadir. Bu
ogrencilerin diisiinme bi¢imleri incelendiginde onceki sorularda sunulan gergek
yasam tecriibelerine dayali biitlin-parca iliskisi nedeni ile yanilgiya diistiikleri
sOylenebilir. Ciinkii bu 6grenciler sonsuz kiimenin denkliklerini birebir-6rten
esleme ile belirlemek yerine azlik-cokluk miktar yaklasimi ile belirlemeye
caligmaktadirlar. Sezgilere dayali olarak sekillenen bu diislinme big¢iminin

ogrencileri yanilgiya gotiirdiigii sonucuna ulasilabilir.

Bu kategoride yer alan bazi 6grencilerin verdikleri cevaplar 6rnek olarak asagida

sunulmustur.
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Soru3: Z tam sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Soru3: Z tam saylar kiimesi [P asal sayilar kiimesine denk midir? Gsteriniz
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Kiimelerin denk olamayacagini belirten bazi 6grenciler de 6nceki soruda
oldugu gibi birebir-orten esleme fikrini kullanmaya calismis ancak bu fikri uygun
bicimde kullanamayarak hatali sonuglara ulagmiglardir. Bu 6grencilere gore iki
kiimenin denkliginin belirlenebilmesi igin bijektif bir esleme tanimlanabilmelidir.
Bu agidan bakildiginda 6grencilerin, kiimelerin denkliginin belirlenmesine yonelik
dogru bir anlayis gelistirdikleri sdylenebilir. Ancak bu 6grenciler, uygun ornekler
veremedikleri i¢in kiimelerin denk olamayacagini ifade etmislerdir. Bu kategoride

yer alan 6grencilerin verdikleri cevaplardan biri 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Soru3: Z tam sayilar kiimesi IP asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz
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Ormnekten de goriildiigii gibi bu odgrencilere gore verilen Z kiimesi P
kiimesinden daha biiylik oldugu ic¢in bijektif bir esleme tanimlanamaz. Bu

ogrencilerin de iki noktada yanilgiya diistiikleri sdylenebilir. ilki yontem acisindan
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degerlendirilebilir. Bu 6grencilerin de ispat yontemi agisindan bir yanilgiya sahip

olduklar1 agiktir.

Cinkii  smurli  sayida Ornekten genellemeye ulasmislardir. Ayrica
ogrencilerin sonlu kiimelere ve giindelik yasam deneyimlerine dayali olarak
gelistirdikleri sezgilerine dayanarak hatali yorumlar yaptiklar1 igin yanilgiya

diistiikleri sdylenebilir.

Bu soruya da kiimelerin denk olduguna ya da denk olmadigina iliskin yanit
veren Ogrencilerin yani sira hi¢ yanit vermeyen oOgrenciler de olmustur. Bu
ogrencilerin soruyu anlamlandiramadiklar1 i¢in cevap vermedikleri ya da

diisiincelerini ifade etmekten c¢ekindikleri s6ylenebilir.
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Genel Uygulama II ve Analizi

Bu soru ile dgrencilerden onceki hafta derste ele alinan N?~N ispatini

genisletmeleri ve bilgilerini yeni duruma nasil transfer etmeleri beklenmistir. Bu

sorudan elde edilen cevaplar iizerine igerik analizi uygulanmis ve elde edilen

kategoriler asagida sunulmustur.

1.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama II formunun ilk sorusuna verilen yanitlar tizerinde yapilan

icerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo asagida

sunulmustur.
Tablo 6

Genel Uygulama II - Birinci soruya verilen yanitlardan elde edilen temalar

Soru: N, dogal sayilar kiimesi Z° kiimesine denk midir? Aciklaymiz. Kisi
Sayisi
Denk olabilecegini belirtenler 81
1. Sadece “’denk olabilir’’ agiklamasini yapanlar. 9
ii. Her iki kiimenin sonsuzlugundan hareketle denk olduklarini belirtenler. 14
iii. Z? kiimesinin, karesel sayilardan olustugunu diisiinerek denklige ulasanlar 4
v. NxN = ZxZ esitligini varsayarak 7Z> kiimesi yerine N? kiimesi ile denkligi 5
gosterenler.
vi. Iki kiimenin denk oldugunu diisiiniip bu denkligi uygun bicimde gdsteremeyenler. 41
vii. Kiimelerin denk oldugunu birebir 6rten esleme ile gosterebilenler. 8
Soruya cevap vermeyenler 7
Denk olamayacagini belirtenler 11
i. Z? kiimesinde daha fazla eleman oldugu igin denk olamayacagin belirtenler. 7
ii. Iki kiime arasinda birebir ve 6rten bir esleme tanimlanamayacagim sdyleyenler. 4
Toplam | 99
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i. Kiimelerin Denk Olduklarini Belirtenler:

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden ogrenciler, farkli yaklasimlar
kullanmiglardir. Kullanilan yaklagimlar informal olandan daha formal olana dogru

asagida aciklanmustir.

N, dogal sayilar kiimesinin Z? kiimesine denk oldugunu belirten dgrencilerin
bir kismi bu goriislerini detaylandirmamislardir. Sadece denklige iligskin goriislerini
kisaca ifade etmislerdir. Bu 6grencilerin sunulan soruya gelisigiizel cevap verdikleri

ya da ¢esitli sebeplerle diisiincelerini agiklamaktan kagindiklari sdylenebilir.

Bir onceki uygulamada oldugu gibi bu uygulamada da bazi &grencilerin,
kiimeleri karsilastirmak i¢in “’sonsuzluk’ kavramini temel referans noktasi olarak
ele aldiklar1 goriilmiistiir. Bu 6grencilere gore sunulan kiimeler sonsuz olduklari
icin birbirlerine denk olmalidir. Bu kategoride yer alan 6grencilerden birinin vermis
oldugu cevap Ornek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z* kiimesine denk midir? Agiklaymiz
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Sunulan kategoride yer alan &grencilerin, Cantor tarafindan ortaya konan
birebir-Orten esleme fikrini istenen diizeyde kullanamadiklar1 sdylenebilir. Bunun
yerine kiimelerin eleman sayisini saymaya temel alan yaklasimi benimsemislerdir.
Bu yaklagim ile denklige iliskin formal bir delil iiretmeseler de kiimelerin denk
oldugu sonucuna ulagsmislardir. Dolayis1 ile bu 0Ogrencilerin, mevcut duruma
sezgisel olarak yaklastiklar1 sonucuna ulagilabilir. Ciinkii bir delil olmaksizin
ulagtiklart bu sonu¢ bir varsayimdir. Bu varsayimsal diisiincenin nedeni de
kiimelerin eleman sayilarina iliskin bir genellemedir. Diger bir ifade ile bu

ogrencilere gore her sonsuz kiime denktir.
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Kavram yanilgilarinin  ispat siirecine etkileri farkli 6rnekler ile
gozlenebilmektedir. Ornegin, bu kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi
ogrencilerin de kartezyen c¢arpim kavrami ile ilgili kavram yanilgisina sahip
olduklar1 gdzlenmistir. Bu kategoride yer alan &grencilerin Z* kiimesini Z2 =
{1,49,16, ...} = {n2 | ne Z} kabul ettikleri ve N ile 7? kiimeleri arasinda f(x)=x2
kurali ile bir fonksiyon tanimlayarak denkligi ifade ettikleri gézlenmistir. Ancak

ogrencilerin yaklagimlar1 agik¢a yanilgi icerdiginden hatalidir.

Kavram yanilgilarina farkli érnekler vermek de miimkiindiir. Ornegin kiimelerin
denk oldugunu ifade eden bazi dgrenciler de N? kiimesini Z kiimesi ile 6zdes kabul

etmislerdir.

Bu yaklagimi kullanan 6grencilerden birinin kullanmis oldugu ispat yaklasimi

asagida sunulmustur.

Sorul: IN dopal sayilar kiimesi Z? kiimesine denk midir? Agiklaymiz
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Sunulan yanilgmmin temel sebebi N~Z denkligini N=Z seklinde
yorumlamalari olabilir. Bagka bir ifade ile 6grenciler yanlis terciime ile kavramlari
birbirleri yerine kullandiklar1 i¢in N~N? ispatindan hareketle N~Z> sonucuna
ulastiklarin1 ~ varsaymuglardir. N~ 72 sonucu dogru olsa da bir yanilg

barindirdigindan bu ispat yeterli kabul edilemez.

Diger yandan, N ile Z* kiimelerinin denk oldugunu gdstermek isteyen bazi
ogrenciler de birebir-orten (bijektif) esleme fikrinden yararlanmak istemislerdir. Bu
yaklagimi kullanan 6grencilerden bazilar1 uygun ispati olusturabilirken bazilar1 da

uygun bir ispat olusturamamiglardir.
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Bijektif esleme fikri ile uygun bir esleme olusturamayan Ogrencilerin
yaklagimlart ilgingtir. Ciinkii bu 6grenciler, iki kiime arasinda bijektif bir esleme
tanimlayamasalar da kiimelerin denk oldugunu ifade etmislerdir. Bijektif esleme
fikrini kullanan ancak uygun bir esleme liretemeyen bu Ogrencilerden bazilarinin

verdikleri cevaplar 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z? kiimesine denk midir? Agiklaymiz
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Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z? kiimesine denk midir? A¢iklayimz
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Bu o&grencilerin, mevcut duruma sezgisel bir cergeveden yaklastiklar:
sOylenebilir. Ciinkii 6ne siirdiikleri yaklagima gore iki kiimenin denk olmasi i¢in
aralarinda bijektif bir fonksiyon tanimlanmalidir. Ancak bu bireyler uygun bir
esleme tanimlamasalar da kiimelerin denk oldugunu ifade etmislerdir. Bu tarz
yaklagimlar birer varsayimdir ve formal acidan bir ispat olarak degerlendirilemez.
Ciinkii elde edilen hiikmii destekleyecek herhangi bir delil yoktur. Bu noktada,
ogrencileri hiikkme gotiiren onlarin (gegsitli) 6n kabulleri olabilir. Ornegin, her
sonsuz kiimenin denk oldugu diisiincesi iistii kapali da olsa bu noktada bireylerin
diistinme big¢imleri tizerinde etkili olmus olabilir. Benzer olarak, N~Z iligkisinin N~
Z? seklinde genellenmis olma olasiigi da sdz konusudur. Bu tarz &rnekler
cesitlendirilebilir. Ancak bu diistinme bi¢imlerinin ortak noktasi, bireyi diisiinme
siirecinin en basinda etkilemeleri ve onu daha en bastan bir sonuca

yonlendirmeleridir. Burada oldugu gibi bireylerin herhangi bir delil liretmeksizin
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gegerli kabul ettigi bu sonuglarin, onlarin durumu belirli kabuller ¢ercevesinde ve

kisith bir anlayisa indirgeyerek ele almalarindan kaynaklandigi s6ylenebilir.

Yapilan ders ici gézlem siireclerinde de benzere rastlanmistir. Ornegin, N
ile N2 kiimelerinin denkliginin tartisildig1 bir noktada dgrencilerden biri s6z alarak

asagidaki yaklagimi onermistir.

“ N ? kiimesinin birinci elemant ile N kiimesinin birinci elemaninin eslenebilir,
sonrasinda ikinci elemanlar eslenebilir ve boylece devam edilebilir. Dolayist ile bu

[

kiimeler denktir.

Gortildiigii gibi 6grenci, her iki kiimenin uygun bir sekilde siralanarak
eslenebilecegini ifade etmektedir. Ancak eslemenin izah edilebilirligi ile ilgili
herhangi bir agiklamasi yoktur. Mesela, N? kiimesinin ilk elemaninin hangi ikili
oldugu bu agiklamada belirsizdir. Ogrenci kiimelerin denkliginin gosterilebilmesi
icin bir esleme tanimlanmasi gerektigini ifade etmis ancak bu eslemeyi izah
etmeksizin kiimelerin denk oldugu sonucuna ulasmistir. Dolayist ile sundugu
yaklagim yetersizdir. Bir dnceki kategori i¢in sunulan agiklamalar bu 6rnek i¢in de

gecerlidir.

Diger yandan bijektif esleme fikrinin kullanilabilecegini belirten
ogrencilerden bir kismi da uygun eslemeleri iiretebilmislerdir. Bu ogrencilerin

vermis olduklar1 yanitlardan bazilar1 asagida 6rnek olarak sunulmustur.

Sorul: IN dogal sayilar kiimesi 72 kiimesine denk midir? Agiklayimiz
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Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z* kiimesine denk midir? Agiklaymiz
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Ornegin sunulan ilk érnekteki yaklasimi kullanan birey, Z* kiimesini diizenli
bir sekilde siralayarak kdsegensel eslemenin olabilecegini ifade etmistir. Ikinci
ornekteki yaklasimi kullanan birey de Z> kiimesini belirli bir noktadan baslayarak

dogal sayilara esleyecek bir yontem Onermistir.

Bu noktada 6grenciler tarafindan kullanilan izah edilebilir esleme yontemi
ile ders ici gdzlemlerde de karsilasilmistir. Ornegin N kiimesi ile N? kiimesinin

denk oldugunu ifade eden bir 6grenci N? kiimesini uygun bir sekilde siralayarak

dogal sayilara esleyebilmistir.
Sekil 9

N ~ N? oldugunu gostermek i¢in soz alan 6grencinin yaklasim
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So6z alarak tahtaya kalan bu 6grenci sirali ikililerin dogal sayilara yuvarlaklar
icerisinde belirtilen numara sirasi ile (késegen boyunca hizalama) eslenebilecegini
ifade etmistir. Bu bireylerin denkligin temel felsefesini ve bijektif esleme

yaklagimini etkin bir sekilde kullandiklar1 sonucuna ulasilabilir.
ii. Kiimelerin Denk Olmadigini Belirtenler:

Genel Uygulama (II) formunda yer alan birinci soruya cevap veren
ogrencilerin biiyiik bir kismi N kiimesinin Z> kiimesine denk oldugunu ifade
etmislerdir. Diger yandan, bu kiimelerin denk olmadigini belirten Ogrenciler de
olmustur. Bu kategori altinda sunulacak alan bireylerin Cantor tarafindan ortaya
konan birebir-orten esleme yaklagimini etkin bir sekilde kullanamadiklar

sOylenebilir.

Iki kiimenin denk olmadigini ifade eden dgrencilerin biiyiik cogunlugu Z>
kiimesinin N kiimesinden daha c¢ok ecleman igerdigini belirtmislerdir. Bu
ogrencilerin de (onceden rastlandigi gibi) kiimeler arasinda azlik-cokluk iliskisi
kurarak yanilgiya diistiikleri sdylenebilir. Ciinkii bu bireylerin yaklasimlari, daha
once de agiklandig1 gibi formal bir delile dayanmaz ve sezgisel kabulleri temel alir.
Dolayzisi ile ulasilan sonug bir varsayim olarak degerlendirilebilir. Bu agiklamalari
yapan Ogrencilerin Cantor tarafindan ortaya konan birebir-orten esleme fikrini
yeterince anlamlandiramadiklart sonucuna ulasilabilir.

Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z kiimesine denk midir? Agiklayimiz,
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Bu 6rnekte de goriildiigi gibi 6grenci NxN kiimesinin daha biiyiik boyutlu
oldugunu sdyleyerek iki kiime arasinda bir esleme yapilamayacagini ifade etmistir.
Yukaridaki kategori i¢in sunulan agiklama bu O6rnek durum i¢in de gecerlidir.
Ogrenci birebir-orten esleme fikrini kullanmay1 diisiinse de sahip oldugu yanilg

nedeni ile uygun sonuca ulasamamistir. Dolayisi ile bu alt kategorideki 6grencilerin
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ispatin baslangicinda uygun bir yontem seg¢melerine ragmen kavramsal ve

yontemsel agidan yetersiz kaldiklar1 ve yanlig bir sonuca ulastiklar1 sdylenebilir.

Diger yandan baz1 6grenciler de N kiimesi ile Z> kiimesi arasinda birebir-
orten bir esleme tanimlanamayacagini belirterek bu kiimelerin denk olamayacagi
sonucuna ulagmislardir. Bu alt kategoriye ait 6rnek cevaplardan biri asagida

sunulmustur.

Sorul: IN dogal sayilar kiimesi Z? kiimesine denk midir? Agiklayinz
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Bu 6grenciler dogrudan azlik-¢okluk iliskisi kurmamuslardir. iki kiimenin
denkliginin bijektif bir esleme ile gosterilmesi gerektiginin farkindadirlar. Ancak
uygun bir eslemeyi liretemedikleri i¢in yanilgiya diismiis ve kiimelerin denk
olmadigini ifade etmislerdir. Ancak yaklasimlari hatalidir. Ciinkii daha 6nce de
belirtildigi gibi iki kiimenin denk olmadigimi gostermek icin aralarinda higbir
bijektif esleme yapilamayacagini géstermek gerekir. Bu noktada sinirli denemeden
hareketle kiimelerin denk olmayacagini sdylemek yeterli olmayacaktir. Ders ici
gozlemler sirasinda da bu kategoridekine benzer yaklasimlar ile karsilagilmistir.
Ogretim eleman: smifa N ile NxN kiimesinin denk olup olamayacag sorusunu

yonelttiginde s6z alan 6grencilerden biri ile asagidaki diyalog gerceklesmistir.

Tablo 7
Sinif i¢i Diyalog (3)

Ogrenci fonksiyon gerek.

Ogretim Elemam | Yani denk oldugunu mu sdyliiyorsun?

Ogrenci Boyutlar farkl:.

Ogretim Elemam | Neyi kastettigini agiklar misin?

Ogrenci sayilar1 esit olamaz. Bunlar esleyemeyiz. Denk degildir.

Denk oldugunu goéstermek i¢in elemanlar eslemek gerek. Bir

Birini iki boyutlu digerini bir boyutlu olarak diisiiniirsek eleman
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Genel Uygulama II formunun ikinci sorusuna verilen yanitlar {izerinde

yapilan icerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo

asagida sunulmustur.

Tablo 8

Genel Uygulama II - ikinci soruya verilen yamitlardan elde edilen temalar

Soru: R gergel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir? Kisi Sayisi
Denk olabilecegini belirtenler 78
1. Sadece ‘’denk olabilir’” cevabini yazanlar. 3
i1. Her iki kiimenin sonsuzlugundan hareketle denk olduklarini belirtenler. 25
iii. Ag¢ik araliklarin denkligini genelleyenler. 10
iv. Perspektif ¢cizimlerinde yanilgiya diigenler. 26
v. Iki kiimenin denk oldugunu diisiiniip bu denkligi uygun bigimde 9
gosteremeyenler.
vi. Kiimelerin denk oldugunu birebir 6rten esleme ile gosterebilenler. 5
Soruya cevap vermeyenler 1
Denk olamayacagim belirtenler 20
1. Sadece “’denk degil’’ agiklamasini yapanlar. 4
ii. R kiimesinde daha fazla eleman oldugu i¢in denk olamayacagini belirtenler. 5
iii. R kiimesinin sinirli bir kiimeye denk olamayacagini ifade edenler. 6
iii. Iki kiime arasinda birebir ve oOrten bir esleme tanimlanamayacagini 6
sOyleyenler.

Toplam 99

Bu soru ile 6grencilerin sonlu bir kiimenin smirli bir kiimeye denk olup

olamayacagim belirlemeleri istenmistir. Boylece dgrencilerin iki kavram arasinda

nasil bir iligki kurduklari belirlenmeye calisilmistir. Bu sorudan elde edilen

cevaplar lizerine icerik analizi uygulanmig ve elde edilen kategoriler asagida

sunulmustur.
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i. Kiimelerin Denk Olduklarini Belirtenler:

Calismaya katilan Ogrencilerin biiylik c¢ogunlugu R, gergel sayilar
kiimesinin (0,1) araligmma denk oldugunu belirtmislerdir. Bu sonuca ulasan
ogrencilerin farkli yaklasimlar1 kullandiklar1 goriilmiistiir. Analiz siirecinde tespit

edilen bu yaklagimlar asagida sunulmustur.

Iki kiimenin denk oldugunu sdyleyen dgrencilerden 3 tanesi bu goriislerini
detaylandirmamislardir. Sadece kiimelerin denk oldugunu belirtmislerdir. Bu
bireylerin ¢esitli sebeplerle diisiincelerini agiklamaktan c¢ekindikleri ya da

gelisigiizel cevap verdikleri sdylenebilir.

Diger yandan onceki soruda oldugu gibi bu soruda da azimsanmayacak
sayidaki 6grenci iki her kiimenin sonsuz olmasini denklik i¢in tek basina yeterli bir
kosul olarak ifade etmislerdir. Bu kategoride yer alan 6grencilerden birinin cevabi

ornek olarak asagida sunulmustur.

Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?
Reol Sayilor kionest idn  soylari ko psac. (0,1) arou amda da  Sonsua +ane
J J 9 ) :

reel sayi vardic-

B A 4
0

Reol &3\9,(0( v,%m@é': (oD OTO\\g\ﬁC‘- dentic.

Daha 6nce de agiklandig1 gibi bu kategorideki dgrenciler Cantor tarafindan
ortaya konan birebir-orten esleme fikrini kullanamamaktadirlar. Bu o6grenciler
sonsuz kiimelerin denkligine sezgisel olarak yaklagmaktadirlar. iki kiimenin
denkligini delil olmaksizin ifade etmeleri bir kabul olarak nitelendirilebilir. Bir
ispat olarak nitelendirilemez. Ciinkii formal bir ispatta her bir sonug bir argliman ile
desteklenmelidir. Formal bir ispatta, hiikkmiin sadece dogrulugunun degil, neden
dogru oldugunun da izah edilebilmesi beklenir. Dolayis1 ile 6grencilerin ulastiklar

sonug dogru olsa da yaklagimlar1 (formal) bir ispat olarak kabul edilmez.
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Diger yandan, kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi 6grenciler daha

once 6grendikleri asagidaki teoremden yararlanmak istemislerdir.
“Gergel sayilar kiimesinin, alt kiimesi olarak agik araliklar birbirlerine denktir.®’

Ancak bu 6grencilerin yaklasimi da bir yanilgt icermektedir. Ciinkli bu 6grenciler
gergel sayilar kiimesini R= (-o0,00) seklinde ifade ederek bu kiimenin (0,1) araligina
denk olmasi gerektigini belirtmislerdir. Bu 6grencilerden birinin yapmis oldugu

aciklamalar 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?
ﬂ(i-}zn f'ﬁél« &b T el orbent  jay o(da/"m\/ 27 st Jar &
;,(;befu,, w el 7,).%’,‘:{7 tomresT ok her T4 M&jf‘m FONR? Gl bir  levre
O(Aa}m W IR ev (Ol) oldcetfr
Gonks yoethedimie - penkhpah (O 1) 2olpedp Sor tre dbmegan olepetore

[t qel AN : :
barsdie  gelecek JEV @s'ene  serueblesecektir. P SRR Mty vl

Bu 6grencilerin ulastiklar1 sonu¢ dogru olsa da yaklasimlari matematiksel

acidan yeterli kabul edilemez. Ciinkii sunulan iki kiime arasindaki eslemenin
. 1
niteligi ortaya konmamistir. Ornegin (0,1) araliginda yer alan > elemanin hangi

gercel say1 ile eslenebilecegi sorusuna yanit verilmemistir. Bagka bir ifade ile
bijektif oldugu kanitlanmis izah edilebilir bir esleme sunulmamistir. Bu
ogrencilerin, R gergel sayilar kiimesine +oo elemanlarini da ekleyerek elde ettikleri
genisletilmis gercel sayilar kiimesini sinirl bir kiime olarak ele aldiklar1 soncuna
ulagilabilir. Bu kiimeyi smurlt kabul ettikleri i¢in herhangi bir agik aralifa denk
olmas1 gerektigini varsaymis olabilirler. Ancak R = (-00,0) ve (0,1) kiimelerinin
denkligini anlamay1 saglayabilecek formal bir argliman ortaya koyamamuislardir.
Sadece bir teoremden hareketle olusturduklar1 sezgisel arglimanlar ile her iki

kiimenin denk olmas1 gerektigini ifade etmislerdir.

Diger yandan bazi O&grenciler de bir odak noktasindan gecen perspektif
cizimleri ile bu kiimelerin denkligini (geometrik olarak) gostermeye ¢alismislardir.
Bu yonteme gore R, gergel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan agik (veya kapali)

araliklarin birbirlerine denkligi bir odak noktasindan ¢izilen 1sinlar ile olusturulan
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geometrik bir yaklagim ile gosterilebilir. Bu alt kategoride yer alan dgrenciler (0,1)
araligimi smurli bir aralik olarak gosterdikleri gibi R, gercel sayilar kiimesini de
(0,1) araligindan daha biiyilkk ancak smirli bir aralik olarak gostermislerdir.
Denkligin, bu iki dogru parcasi arasindaki geometrik ¢izim ile gosterilebilecegini
belirtmislerdir. Ancak bu 6grencilerin, olusturduklart ¢izimlerde R, gergel sayilar
kiimesini smirli bir kiime olarak kabul ettikleri ve bu nedenle formal bir ispata

ulagamadiklar1 s0ylenebilir.

Bu kategoride yer alan Ogrencilerden birinin yaptigi Ornek olarak asagida

sunulmustur.

Benzer oOrnekler ile gozlemler sirasinda da karsilasilmistir. Derste, iki
kiimenin denkligi ilizerine yapilan tartisma esnasinda Ogrencilerden biri tahtaya

kalkarak (asagidaki) benzer ¢izimi olusturmustur.
Sekil 10

Ders icerisinde gozlenen perspektif (odak) cizimi yaklasinm
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Bu alt kategori baglaminda ulasilan sonuglar dogru olsa yeterli kabul

edilmemistir. Cikii R, gergel sayilar kiimesi sinirli bir kiime degildir. Dolayisi ile

sinirl araliklar ile temsil edilmesi de bir kavram yanilgis1 igermektedir.

Genel Uygulama II formunun birinci sorusunda oldugu gibi bu soruda da

baz1 d6grenciler, kiimeler arasinda uygun bir (bijektif) fonksiyon tanimlanabilecegini

belirterek bunlarin denk oldugunu ifade etmislerdir. Ancak birebir-Grten esleme

yaklasimini kullanmak isteyen bu Ogrencilerin tamami

ulasamamislardir.

formal bir ispata

Bu fikri benimseyen ancak formal ispata ulasamayan 6grencilerin yaklasimlar ii¢

alt kategoriye ayrilabilir.

e (0,1) araligr ve R, gergel sayilar kiimesi arasinda bir fonksiyon tanimlamaya

caligsalar da basarili olamayip bu ¢cabadan vazgecenler.

e  Uygun iki kiime arasinda olmayan eslemeler iiretenler.

e (0,1) arahig1 ve R, gergel sayilar kiimesi arasinda uygun bir fonksiyon

tanimlanabilecegini sdyledikleri halde bdyle bir ¢abaya girismeyenler.

Bu 6grencilerden birinin vermis oldugu cevap, 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) aralifina denk midir?

0
&»A——-.«m, e —)
/:0\ acolial dov Sosy 2 bir
J
ocolit  0ldua un do
2

S ok edilebilir hiJeetif
Vor dir.

1
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L ]
aro ('( Bls Yo0s) ONSU %
v
[eel SOJK vordic
J O \ O1)
{R—3 (Ol" \J(‘j{) \ YU )
Lic  fonksijon  Malloka
Qu yu2den R~ (01
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Ornekten de goriildiigii gibi dgrenci, iki kiime arasinda bijektif bir esleme

yapilabilecegini ifade etse de bu eslemeyi liretmek i¢in herhangi bir cabada
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bulunmamistir. Diger yandan izah edilebilir bir esleme ortaya koymadigi halde

kiimelerin denklini ifade etmistir.

Bir esleme iiretmeden kiimelerin denkligini ifade eden 6grencilerin, sezgisel
yaklagim ile kiimelerin denkligini varsaydiklar1 sdylenebilir. Ciinkii bu yaklasima
sahip bireyler bir hipotez {iretmis, sezgisel bir varsayim ile bunu dogru kabul
ederek hiikme ulagsmiglardir. Diger yandan yaklagimlarini destekleyecek herhangi
bir (formal) delil iiretememislerdir. Baska bir ifade ile hipotez ile hiikiim arasindaki
baglayict adimlar/deliller bu siirecte ortaya konmamistir. Dolayist ile bu tarz
yaklagimlar formal agidan bir ispat olarak degerlendirilemez. Formal bir ispatin iki
yonii vardir. Birincisi iddianin neden dogru oldugunu gosteren mantiksal bir
yaklagim, ikincisi de bu yaklagimi agiklayan uygun matematiksel bir dildir. Bu alt

kategori her iki bileseni de tam olarak icermemektedir.

Bu alt kategoride sunulanlara benzer yaklasimlar ile ders i¢i gézlemlerde de
karsilasilmistir. Ayni1 kiimelerin denkligi iizerine yapilan ders i¢i tartismada sz
alan bir 6grenci Ozgiin bir yaklasim ile (0,1) araligmin ve R, gergel sayilar
kiimesinin ¢ember seklinde gosterilmesi ile sonuca ulagilabilecegini belirtmistir. Bu
gorlislinii  detaylandirmasi i¢in tahtaya davet edildiginde asagidaki ¢izimi

olusturmustur.

Sekil 11

Ders icerisinde gozlenen ¢ember yaklasimi
3 | s
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Bu 6grencinin yaklagimina gore (0,1) araligimin biikiilmesi ile yarigap1 sonlu
olan bir ¢ember ve IR, gercel sayilar kiimesini olusturan sayr dogrusunun
(tamamumin) biikiilmesi ile yarigapt sonsuz olan es merkezli gember elde edilebilir.
Ayrica ortak merkezden gegen her dogru pargasi (0,1) araligindaki bir noktay1
gercel sayilardaki tek bir noktaya eslemektedir. Ogrencinin yaklasimi orijinal olsa
da sonsuz uzunlukta sayr dogrusunu sonlu kabul ederek c¢izimi olusturdugu

goriilmektedir. Dolayisi ile uygun bir yaklagim degildir.

Diger yandan, bu yaklasima ek olarak s6z alan baska bir 6grenci de
koordinat sisteminde grafiksel bir yaklasim kullanarak denkligi gdsterebilecegini

ifade etmis ve asagidaki ¢izimi olusturmustur.
Sekil 12

(0,1) ve R, gercel sayilar kiimesi arasinda (birebir olmayan) grafiksel yaklasim

Bu 6grencinin yaklagimi uygun olsa da formal ispat icin yeterli degildir.
Ciinki olusturulan grafik birebir degildir. Dolayisi ile 6grenci bijektif olmayan bir

esleme ile denkligi gdsterme ¢abasina girigmistir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden 6grencilerden bazilar1 da bu denkligi
uygun bir eslemeler olusturarak gosterebilmislerdir. Bu 6grencilerin tamami kuralli
bir fonksiyon olusturmak yerine izah edilebilir bir (grafiksel) esleme

olusturmuslardir.

Bu 6grencilerden birinin olusturdugu yaklasim 6rnek olarak agsagida sunulmustur.
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Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?
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Bu alt kategoride sunulanlara benzer yaklasimlar ile ders i¢i gézlemlerde de
karsilagilmistir. Ayn1 kiimelerin denkligi {izerine yapilan ders igi tartismada soz

alan bir Ogrenci asagidaki grafigi olusturarak kiimelerin denk oldugunu ifade
etmistir.

Sekil 13

(0,1) ve R, gergel sayilar kiimesi arasinda olusturulan (bijektif) yaklasim

Bu kategoride yer alan 6grencilerin Cantor tarafindan ortaya konan birebir

esleme fikrini bu soru i¢in uygun bir ¢ercevede kullandiklart sonucuna ulasilabilir.
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ii. Kiimelerin Denk Olmadigim Belirtenler:

Bu soruya yanit veren &grencilerin biiyiik bir kismi, kiimelerin birbirine
denk oldugunu belirtmislerdir. Diger yandan az sayidaki 6grenci kiimelerin denk
olmadig1r sonucuna ulagsmistir. Kiimelerin denk olamayacagini ifade eden

ogrencilerden 4 tanesi bu goriislerini detaylandirmamislardir.

Diger yandan 5 6grenci de R, gercel sayilar kiimesinin (0,1) kiimesinden
daha biiyiik bir kiime oldugunu ifade etmislerdir. Bu 6grencilere gore (0,1) kiimesi
R, gergel sayilar kiimesinin bir 6z alt kiimesi oldugundan bu kiimeye denk olamaz.
Bu yaklagim1 benimseyen 6grencilerin, gercek yasam deneyimlerine dayali par¢a-
biitiin iliskisine odaklanarak yanilgiya diistiikleri sdylenebilir. Cilinkii bu yaklagimi
benimseyen ogrenciler (sonlu kiimelerde oldugu gibi) biitiinliin parcadan daha
bliylik olmas1 gerektigini diistinmektedirler. Dolayisi ile bu 6grencilerin diisiinme
bigimlerine sonlu kiimeler iizerinde edindikleri deneyimlerinin ve ger¢cek yasama
dayanan sezgilerinin etkisi oldugu soOylenebilir. Bu kategoride yer alan

ogrencilerden birinin vermis oldugu cevap 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?

Yapilan ders i¢i gozlemlerde de benzer yanilgilar ile karsilasilmistir.
Ormegin, R gercel sayilar kiimesi ve (0,1) kiimelerinin denkligi iizerine yapilan

tartigmada bir 6grenci agagidaki agiklamay1 yapmistir:

“’Biz ispat yaparken her seferinde parcalarin sonsuzluguna iniyoruz. Aksini yapip
yukardan baksak... Mesela 0 ile 1 arasinda yer alan sayilar: 1 par¢a kabul edersek
reel sayilarda bunun gibi sonsuz tane vardwr. Yani, bu kiime sonsuz bir kiime ise
reel sayilar kiimesinde bu sonsuz kiimeden sonsuz tane vardir. O yiizden bu kiimeler

denk olamazlar.”



89

Bu 6grencinin, Tall (1980) tarafindan belirtilen sonsuzlugu 6lgme anlayigina

sahip oldugu sodylenebilir.
Sekil 14

Kardinaliteleri esit dogru parcalari

A B

Sonsuzlugu 6lgme yanilgisina gére A ve B noktalarini birlestiren dogru
parcasinin, C ve D noktalarini birlestiren dogru pargasindan daha kisa oldugu
referans alinir ve bu dogru parcalar1 lizerinde yer alan noktalarin sayisinin esit
olamayacagi sonucuna ulasilir. Diger yandan Cantor tarafindan ortaya konan
kardinalite yaklasimina gore her iki dogru parcasi tizerindeki nokta sayilar1 esittir.
Ciinkii [AB] tizerindeki her nokta, [CD] iizerindeki bir ve yalniz bir nokta ile

eslenir.

Kiimelerin denk olamayacagi sonucuna ulasan bazi Ogrenciler de
siirlilik/sinirsizlik kavramlarimi referans almiglardir. Bu Ogrenciler, kiimelerin
eleman sayilarin1 karsilastirirken (0,1) kiimesinin sinirli oldugunu belirterek R,
gercel sayilar kiimesine denk olamayacagini ifade etmislerdir. Bagka bir ifade ile bu
ogrencilere gore R, gercel sayilar kiimesi smirsiz bir kiime oldugundan (0,1)
aralifindan daha biiyilk olmalidir. Bu 6grencilerin, sinirli kiimeleri kisith bir
cergevede algilamaya iligkin yanilgiya sahip olduklar1 sdylenebilir. Ciinkii bu
ogrenciler, yetersiz anlayislari nedeni ile siirl kiimelerin sinirsiz kiimelerden daha
kiiclik olmas1 gerektigini varsaymislardir. Bu yanilginin sebebi, sinirli kavraminin
sonlu kavrami yerine kullaniliyor olmasi da olabilir. Bagka bir ifade ile 6grenciler
siirlt kiimeleri sonlu kabul ediyor olabilirler. Gergek yasama dayanan (informal)
deneyimler, smurli bir kiimenin sonlu olacagi algisini bireylerde olusturuyor
olabilir. Dolayis1 ile Ogrencilerin, bu algiyr sonsuz kiimelere dogrudan transfer

ederek bir yanilgiya diistiikleri sonucuna ulasilabilir.
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Kiimelerin denk olamayacagini sdyleyen bazi 6grenciler de R, gercel sayilar
kiimesi ile (0,1) aralig1 arasinda uygun bir bijektif fonksiyon tanimlanamayacagini

belirterek bu goriislerini savunmuslardir.

Bu alt kategoride yer alan 6grenciler, iki kiimenin denkliginin uygun bir
(bijektif) esleme ile gosterilmesi gerektigini acik¢a ifade etmislerdir. Ancak bu ispat

stirecinde hatali eslemeler iireterek yanilgiya diismiislerdir.

Bu yaklasimi benimseyen bireylerden birinin yaptigi aciklamalar 6rnek olarak

asagida sunulmustur.

Soru2: IR reel sayilar kiimesi (0,1) aralifina denk midir?
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Sunulan yaklasimi benimseyen 6grenci (0,1) araligindaki her elemanin (x=/
dogrusu boyunca) birden fazla gergel sayi ile eslenecegini ifade etmistir. Buradan
hareketle, kiimeler arasinda tanimlanabilecek hicbir eslemenin bijektif olamayacagi
sonucuna ulagmistir. Bu 6g8rencinin yaklagimi, ispat siirecinin dogasina uygun
degildir. Bunun nedeni, sonlu sayida basarisiz denemenin ardindan ortaya konan
kabuldiir. Diger bir ifade ile bu ve benzeri yaklasimlar1 benimseyen bireyler, ortaya
attiklar1 kabulden hareketle kiimeler arasinda uygun bir esleme olabilecegi

thtimalini g6z ard1 etmislerdir.
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Genel Uygulama III formunun ilk sorusuna verilen yanitlar {izerinde yapilan igerik

analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere iliskin 6zet tablo asagida

sunulmustur.

Tablo 9

Genel Uygulama IIT - Birinci soruya verilen yanitlardan elde edilen temalar

Soru : R, gercel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir? Kisi Sayisi
Denk olabilecegini belirtenler 55
i. Sadece ‘’denk olabilir’’ cevabini yazanlar. 3
i1. Her iki kiimenin sonsuzlugundan hareketle denk olduklarini belirtenler. 7
iii. Perspektif ¢izimlerinde yanilgiya diisenler. 10
iv. Grafik ¢iziminden hareketle sonuca ulasanlar. 20
v. Iki kiimenin denk oldugunu diisiiniip izah edilebilir bir bigimde 8
gosteremeyenler.
vi. R ~[0,1] denkligini gecerli 6nermeler ile agiklayabilenler. 7
Soruya cevap vermeyenler 8
Denk olamayacagim belirtenler 25
i. Sadece ‘'denk degil’’ agiklamasini yapanlar. 1
ii. R kiimesinin sinirl bir kiimeye denk olamayacagini séyleyenler. 5
iii. R ve (0,1) denktir, bu nedenle R ve [0,1] denk olamaz yorumunu 12
yapanlar.
iv. Iki kiime arasinda birebir ve orten bir esleme tanimlanamayacagini 7
sOyleyenler.

Toplam 88

Genel Uygulama III formu kapsaminda dgrencilere yoneltilen ilk soru, 6grencilerin

9

bir onceki uygulamada yanit bulmaya calistiklar R ~ (0,1) sorusuna (bicimsel
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acidan) oldukca benzemektedir. Genel Uygulama II kapsaminda &grencilere

o

yoneltilen R ~ (0,1) sorusuna, Mantik dersinin IV haftasinda islenen derste yanit

aranmigtir. Gergeklestirilen IV. ders kapsaminda R~ (0,1) denkligi, Ogretim

elemaninin rehberliginde ortaya konmustur. Diger yandan, Genel Uygulama III
formunda bireylere yoneltilen yeni soru, benzer iliskilerin [0,1] kiimesi baglaminda
ele alinmasini gerektirmektedir. Bu sorunun 6grencilere yoneltilmesindeki iki temel

amagc gozetilmistir.

i. Sonlu sayidaki elemanin sonsuz kiimelerin denkligine etkisinin, 6grenciler
tarafindan nasil yorumladiklarini belirleyebilmek.
ii. Ogrencilerin, &nceki haftalarda edindikleri bilgileri bu yeni durum

cergevesinde nasil ele aldiklarini belirleyebilmek.

Genel Uygulama III kapsaminda sunulan bu sorunun formal olarak ispati
Schroder-Bernstein teoremi ile yapilabilmektedir. Ancak ders siirecinde (mevcut
ana kadar) ilgili teorem Ogrencilere sunulmamistir. Dolayist ile bu soru ile
ogrencilerin belirtilen hususlara iliskin sezgisel ve informal yaklagimlarinin
belirlenmesi Oncelikle amagtir. Bu sorudan elde edilen cevaplar iizerine igerik

analizi uygulanmis ve elde edilen kategoriler asagida sunulmustur.
i. Kiimelerin Denk Olduklarim Belirtenler:

Calismaya katilan Ogrencilerin biyilk c¢ogunlugu R, gercel sayilar
kiimesinin [0,1] araligina denk oldugunu belirtmislerdir. Bu sonuca ulasan
ogrenciler farkli yaklagimlar1 kullanmiglardir. Bunlar yaklasimlar asagida

sunulmustur.

R, gergel sayilar kiimesinin [0,1] araligma denk oldugunu belirten
ogrencilerden 3 tanesi bu goriislerini detaylandirmamiglardir. Bu alt kategoride yer
alan bireylerin bu soru i¢in gelisigiizel cevap verdikleri ya da gesitli sebepler nedeni

ile diisiincelerini agiklamaktan ¢ekindikleri sdylenebilir.

Bu kiimelerin denk oldugunu belirten baz1 6grenciler de her iki kiimenin

sonsuz sayida elemana sahip olmasini temel referans noktasi olarak belirlemislerdir.
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Benzer kategori ile Genel Uygulama I-II formlarinin analizinde de karsilagilmistir.
Dolayisi ile dnceki agamalarda sunulan ayrintili agiklamalarin bu ¢alisma igin de
gecerli oldugu sodylenebilir. Bu diisiinme bi¢imine sahip bireylerin, bijektif esleme
fikrinin yeterince kullanamadiklar1 agiktir. Bunun yerine, elemanlar1 sayma fikrini
temel alan tanim cercevesinde denklik siirecine yaklastiklar1 sdylenebilir. Diger
yandan sonlu kiimelere ait diislinceleri ve sezgisel kabulleri de bu sonuca

ulasmalarina etki etmis olabilir.

Genel Uygulama III ¢aligmasi baglaminda dikkat ¢eken bir husus, yukarida
belirtilen iki kategoride (ézellikle ikincisinde) yer alan 6grencilerin sayisinin biiyiik
oranda azalma gostermis olmasidir. Uygulamanin ilk haftalarinda 6grencilerin
azimsanmayacak bir kismimin bijektif esleme fikrini kullanmaksizin, dogrudan
sonsuzlugu referans alarak sonuca ulagmaya c¢alistiklar1 goriilmiistiir. Diger yandan
Genel Uygulama III formunun analizlerinde bu yaklasimlari kullanan bireylerin
sayisinda biiyiik azalma oldugu gozlenmistir. Bu durum, bireylerin “’sonsuzlugu’
denklik i¢in yeterli bir dl¢iit olarak kabul etmekten vazgecmeye basladiklarinin bir

gostergesi olarak yorumlanabilir.

Diger yandan, kiimelerin denk oldugunu ifade eden 6grencilerden bazilari

da bir 6nceki hafta sorulan R~(0,1) sorusunda oldugu gibi perspektif ¢iziminden

yararlanmak istemislerdir. Bu Ogrencilerin genel olarak iki noktada yanilgiya

diistiikleri goriilmiistiir.

e Bazi ogrenciler olusturduklar1 bu ¢izimlerde R, gercel sayilar kiimesini
sinirlt bir aralik olarak gosterdiklerinden yanilgiya diismiislerdir.

e Bazi 6grenciler de R, gercel sayilar kiimesi ile [0,1] aralig1 arasinda yapilan
eslemede R, gercel sayilar kiimesinde agikta eleman kaldigini agikca

gérmelerine ragmen kiimelerin denk oldugunu ifade etmislerdir.

Bu alt kategoride yer alan Ogrencilerden birinin cevabi ornek olarak asagida

sunulmustur.
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[o1] R’

Sunulan ¢izimi olusturan birey kiimeleri esleyen odak dogrularini ¢izdiginde
R, gergel sayilar kiimesi lizerinde bosta eleman kaldigini agik¢a gérmesine ragmen
bu kiimelerin denk oldugunu ifade etmistir. Bu durum, bireyin denklik siirecine
belirli kabuller cergevesinde yaklasmasi ile agiklanabilir. Yani, birey (dnceki
vasantilarinin etkisi ile) kiimelerin denk oldugunu kabul ederek ¢izime baglamis
olabilir. Diger yandan, yapmis oldugu ¢izim sonucunda sezgisi ile ¢elisen bir sonug
elde ettiginde bunu gormezden gelerek kiimelerin denkligi sonucuna ulasmis
olabilir. Yani 6grenci, uygun bir ¢izim olusturamamasina ragmen kiimelerin bijektif
olarak eslenebilecegini varsaymistir. Bu diisiince herhangi bir delile

dayanmadigindan bir sezginin (ya da bir kabuliin) dtesine gegemez.

Kiimelerin denk oldugunu diisiinen baz1 6grenciler de bunlarin denkligini
uygun bir grafik ¢izimi ile gostermeye calismislardir. Bu alt kategoride yer alan

ogrencilerden bazilarimin cevaplar1 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0,1] arah@ina denk midir?
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Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?

9 Eyer dewht Bu ¢kilde bir fanksiyeN
S J ol Jémrolciu;ﬁg‘u Ndo, 4anine Lam&int repl Sy tar
) b e s ‘
dégg” Seesini |04 | orellél allindiginds
ZZ":"':/ X f’(::;ﬁ Ksiyon biCleis £ olul VL ol bin ne. deal ¢ e,
1 Q ‘ -4

Sunulan 6rnekler incelendiginde, ¢izilen grafiklerin kiimelerin denkligini

ifade etmedigi goriilebilir. Ciinkii R ~(0,1) i¢in olusturulan grafiklerin aksine bu

orneklerde u¢ noktalardan gecen dogrular birer asimptot degildir. Baska bir ifade ile

grafikler sinirlidir. Dolayist ile tiim gergel sayilar kiimesi eslenememektedir.

Agiklanan bu durum c¢izimi olusturan bireyler tarafindan agikca
goriilmiistiir. Buna ragmen R, gercel sayilar kiimesinin [0,1] araligina denk
oldugunu belirtmislerdir. Sunulan 6rnek ve buna benzer durumlar ¢ok sayida birey
tarafindan tekrarlandigindan anlik hata ile agiklanamaz Bu durumun temel nedeni
ogrencilerin (bir onceki kategoride aciklandigr gibi) R~(0,1) denkliginden
hareketle [R~[0,1] denkligini varsaymalar1 olabilir. Ogrenciler, onceki
deneyimlerinde bu denkligi zihinlerinde konumlandirdiklarindan yeni durum igin
de kiimelerin denk olmasi gerektigi diisiincesi ile hareket ediyor olabilirler.
Dolayist ile sezgileri ile gelisen noktalar1 gormezden gelerek denklik soncuna
ulagsmis olabilirler. Bir 6nceki alt kategoride yapilan agiklamalarin bu alt kategori
icin de gegerli oldugu sdylenebilir. Bu yontem ile ulasilan sonug tipki bir 6nceki alt
kategoride oldugu gibi dogrudur. Ancak sonuca ulagsmay1 saglayan yontem dogru

kabul edilemez.

Yukarida sunulan iki kategoride yer alan Ornekler ile ispat siirecinde 6n
sezgilerin ve 6n kabullerin 6dnemli roller oynayabilecegi sonucuna ulasilabilir. Bazi
durumlarda bu Onseziler bireyler acisindan birer 6n yargiya doniisebilmektedir. Bu
durumda bireyler sezilerini mevcut durum igerisinde yorumlayarak tekrardan
konumlandirmak  yerine mevcut durumu sezilerine uydurma yoluna
gidebilmektedirler. Boylece bazi sonuglarin gormezden gelinmesi veya deliller

icerisinden sadece ise yarar oldugu varsayilanlarin dogru kabul edilmesi gibi
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sonuglar ile karsilagilabilir. Bu baglamda ispat siirecinin bireyin deneyimlerinden,

biligsel hislerinden ve duyussal 6zelliklerinden etkilendigi sonucuna ulasilabilir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi Ogrenciler de bu iki kiime
arasinda kurall1 bir fonksiyon tanimlamayi1 Oonermislerdir. Ancak, bu yaklasimi
kullanmak isteyen Ogrencilerin higbiri formal ispata ulasamamislardir. Diger
yandan az sayidaki 6grenci bu yaklasimi ¢ercevesinde uygun gerekgeler sunarak

kiimelerin denk oldugunu ifade edebilmislerdir.
Bu fikri benimseyen 6grencilerin yaklasimlar1 dort alt kategoriye ayrilabilir.

¢ [0,1] ve R arasinda bir fonksiyon tanimlamaya caligsalar da basarili olamadigi
icin vazgegenler.

e Uygun iki kiime arasinda olmayan eslemeler liretenler.

¢ [0,1] ve R arasinda uygun bir fonksiyon tanimlanabilecegini soyledikleri halde
boyle bir cabaya girismeyenler.

e Kiimeler arasinda uygun bir fonksiyon tanimlanabilecegini gegerli dnermelere

dayandirabilenler.

Sonug olarak ilk ii¢ yaklasimi benimseyenler 6grenciler, kiimelerin neden
dogru oldugunu agiklayabilecekler herhangi bir (formal) delil sunmaksizin
kiimelerin denk oldugu sonucuna ulagsmislardir. Bu alt kategoride yer alan

bireylerden birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?
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Uygun bir fonksiyon ortaya koymadan kiimelerin denk oldugunu ifade eden
bu 6grencilerin, varsayimlar: ile duruma yaklastiklar: sdylenebilir. Diger bir ifade
ile ogrenciler, kiimelerin denk kabul etmis ve bu kabulden hareketle kiimeler

arasinda bir fonksiyon tanimlanabilecegi sonucuna ulagsmislardir.
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Bu bireylerin yaklagimlar1 formal olarak degerlendirilemez. Ciinkii ortaya
bir delil konmaksizin hiikkme ulagilmasi ispatin dogasina uygun degildir. Diger bir
ifade ile bir hiikiim ile sonuglanan her siire¢ bir ispat degildir. Formal bir ispat,
hipotez ile hiikiim arasinda baglayici (ara) deliller icermelidir. Yani ispat siireci ile
bir Onermenin sadece dogru oldugunun degil, neden dogru oldugunun da
aciklanmasi beklenir. Dolayist ile formal bir ispat, hem bilesenleri arasinda
mantiksal baglar icermeli hem de bu baglar ifade edecek uygun matematiksel dile
sahip olmalidir. Bu agidan bakildiginda sunulan yaklasimin hipotez ile hiikiim
arasindaki baglayicilart igermedigi ve dolayisi ile formal olarak nitelenemeyecegi
sOylenebilir. Herhangi bir 6nermenin delil sunulmaksizin dogrulugunun ifade
edilmesi durumunda, bir kabul niteligi aldig1 sdylenebilir. Dolayis1 ile bu tarz
ornekler, sezgisel diisiinmenin ispat siirecine etkisini ag¢iklamasi bakimindan

Onemlidir.

Yapilan ders i¢i tartismalarda da R~[0,1] denkligini kanitlamak isteyen
baz1 6grencilerin bu kiimeler arasinda uygun fonksiyonlar tanimlamaya galistiklar
goriilmiistiir. Bu amagla tahtaya kalkan pek ¢ok 6grenci R, gercel sayilar kiimesi ile
[0,1] aralig1 uygun fonksiyon grafikleri olusturmaya calismislardir. Ogrencilerin

olusturduklari ¢izimlerden bazilar1 agagida sunulmustur.
Sekil 15

[0,1] ve R, gercel sayilar: kiimesi arasinda bijektif olmayan yaklasim (1)

SN
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Ornegin yukaridaki ¢izimi olusturan 6grenci, R gergel sayilar ve [0,1] araligi
1
arasinda tanimladig eslemenin bijektif oldugunu diisiinmiistiir. Ancak x = > [0,1]

bir diisey asimptot oldugundan bunu hicbir gercel say: ile esleyemeyecegini fark

ederek bu yaklagimindan vazgec¢mistir.
Sekil 16

[0,1] ve R, gercel sayilar: kiimesi arasinda bijektif olmayan yaklasim (2)

S6z alan bagka bir Ogrenci de yukaridaki grafik yardimi ile denkligi
gosterdigini ifade etmistir. Bu Ogrenciye gore kiimeler arasinda uygun bir
eslemenin olusturulamamasinin temel nedeni u¢ noktalarin (0 ve 1) eslemeye dahil
edilememesidir. Dolayist ile o, [0,1] araliginda yer alan iki keyfi eleman1 eslemeden
¢ikarmis ve bunlarin yerine ug¢ noktalart gercel sayilar ile eslemistir. Diger yandan
eslemenin tamamlanmis olmasi i¢in sadece u¢ noktalarin eslemeye dahil edilmesi
de tek basma yeterli degildir. Ciinkii yeni durumda [0,1] kiimesine ait olan iki

eleman acikta kaldigindan bijektif esleme olusturulamamustir.
Sekil 17

[0,1] ve R, gercel sayilar: kiimesi arasinda bijektif olmayan yaklasim (3)
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Diger yandan kiimelerin denk oldugunu belirten farkli bir 06grenci
yukaridaki grafigi olusturmustur. Ancak bu 6grenci olusturdugu grafik ile 1€[0,1]
elemanim1 bir gercel say1 ile esleyebilmesine ragmen 0e€[0,1] elemani igin
esleyebilecek uygun bir gercel sayr bulamamistir. Dolayist ile bu eleman agikta

kaldigindan kiimelerin denk oldugunu gdsterememistir.

Genel Uygulama III formunun ilk sorusunda (Schroder-Bernstein teoremi
sunulmadigindan) formal ispata ulasabilen Ogrenci bulunmamistir. Ancak bazi
ogrenciler R~(0,1) denkligini kendilerine referans alarak kiimelerin denk
olabilecegini mantikli 6nermeler ile agiklayabilmislerdir. Bu bireyler, sonsuz iki
kiime denk iken sonlu sayida eleman eklemenin (veya ¢ikarmanin) denkligi
etkilemeyecegini sozel olarak ifade etmislerdir. Yani goriislerini destekleyebilecek
(formal) bir argliman sunabilmislerdir. Bu alt kategoride yer alan bireylerden

birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Bu soru altinda bahsedilen kategoriler icerisinde Cantor tarafindan ortaya konan

denklik kavramina en uygun yaklasimin bu kategori oldugu sdylenebilir.

ii. Kiimelerin Denk Olmadigimi Belirtenler:

Genel Uygulama III ¢alismasinin ilk sorusuna yanit veren 6grencilerin
biiyiikk bir kismi kiimelerin denk olduklarini belirtmislerdir. Diger yandan bazi
ogrenciler de kiimelerin denk olmadigini ifade belirtmislerdir. Bu 6grencilerin

yaklagimlart asagida 6zetlenmistir.
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Kiimelerin denk olmadigin1 belirten &grencilerden biri bu goriislini
detaylandirmamistir. Sadece kiimelerin denk olamayacagini belirterek soruya cevap
vermistir. Bu Ogrencilerin geligigiizel cevap verdigi ya da cesitli sebeplerle

diisiincelerini agiklamaktan ¢ekindigi sonucuna ulasilabilir.

Kiimelerin denk olamayacagin1 sdyleyen Ogrenciler arasinda sinirlilik
iligkisinden hareketle yanlis sonuca ulasanlar da olmustur. Bu 6grencilere gore [0,1]

araligr sinirh bir kiime oldugu i¢in R, gergel sayilar kiimesine denk olamaz.

Bu alt kategoride yer alan bireylerden ikisinin cevaplar1 ornek olarak asagida

sunulmustur.

Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0.1] ar: 1]1<r1na denk midir? X |
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Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0.1] arahgina denk midir?
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Sunulan 6rneklerden de goriilebilecegi gibi bu diistinme bicimine sahip
ogrencilerin  smirhilik/sinirsizlik ile ilgili kavram yanilgisina sahip oldugu
sOylenebilir. Bu 0&grencilerden bazilar1  sinirli  kiimelerin - sonlu  oldugunu
varsaymislardir. Yani sinirli kiimelerin sonsuz olabilecegi gercegini sezgisel olarak
reddetmektedirler. Diger yandan baz1 Ogrenciler smnirli  kiimelerin  sonsuz
olabilecegini kabul etseler de sinirsiz olanlardan daha az sayida eleman igerdigini
varsaymaktadirlar. Bu durum da ger¢ek yasam deneyimleri ile sekillenen kavram

imajlarinin bir sonucu olabilir.

Diger yandan ikinci 6rnekte sunulan 6grencinin ayn1 zamanda Tall (1980)
tarafindan belirtilen sonsuzlugu 6lgme yanilgisina sahip oldugu sodylenebilir. Bu

ogrenci (0,1) araligt araligini 1 birim kabul etmis ve gergel sayilarin sonsuzlugunun
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sonsuz tane 1 birim igerecek kadar biiylik oldugunu ifade etmistir. Sonug¢ olarak
siirli bir kiime olan (0,1) araligmin R, gercel sayilar kiimesinden daha kii¢iik bir

kiime oldugu hiikmiine ulagmustir.

Bu o6grencinin R, gercel sayilar iizerinde tanimli aligilmis metrik
fonksiyonundan elde ettigi uzunluk degerleri baglaminda sonsuz eleman igeren
kiimeleri (araliklart) karsilagtirdigi sonucuna ulasilabilir. Boyle bir yaklasima gore
boyca daha uzun aralik daha biiyiikk bir sonsuzluga sahip olmalidir. Oysaki bu
yaklasim kiimeleri kardinalitelerine goére karsilastirma fikri ile ¢elismektedir.
Kardinalite yaklagimina gore uzunluklari farkli olsa da tiim dogru pargalar1 arasinda
bijektif bir esleme yapilabilmektedir. Dolayisi ile R, gergel sayilar kiimesinin 6z alt
kiimesi olan her acik aralik (geometrik uzunluklarina bakilmaksizin) birbirine
denktir. Sonu¢ olarak bu yaklasimi benimseyen Ogrencilerin yanilgilarinin temel
nedeni Cantor tarafindan ortaya konan birebir-rten esleme fikrini istenen diizeyde

anlamlandirmadiklar1 ve kullanamadiklari sylenebilir.

Kiimelerin denk olamayacagini ifade eden bazi Ogrenciler de R~(0,1)
sonucunu referans alarak hatali bir ¢ikarimda bulunmuslardir. Bu 6grencilere gore
R, gercel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk oldugu igin [0,1] aralifina denk

olmamalidir. Bu kategoride yer alan bireylerden bazilarinin agiklamalar1 6rnek

olarak asagida sunulmustur.
Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?
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Sorul: IR reel sayilar kiimesi [0.1] aralifina denk midir?
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Benzer agiklamalar ile ders i¢i tartigmalarda da karsilagilmistir. Bu tartismalarin bir

bolimii asagida sunulmustur.

Tablo 10
Smif i¢i Diyalog (4)

Ogretim Elemam | Bu kiimelerin kimler denk olmadigini diisiiniiyor?

Kiimelerin denk olmadigini diigiinen bir ogrenciye soz hakki verir.

Ogretim Elemam | Neden denk olmadigim diisiiniiyorsun?

Ogrenci 0 ve 1 olmadiginda yapmistik zaten. O zaman denk oluyorlardi.

Ogretim Elemam | Yani?

Ogrenci 0 ve 1 eklendiginde ayni esleme olmuyor. Bunlar agikta kaliyor.

Yani denk degildirler.

Diyalogda goriisleri sunulan 6grencinin, (0,1) araligia 0 ve 1 elemanlarinin
eklenmesi ile bu denkligin bozulacagini disiindiigii goriilmektedir. Bu tarz
diistinme bigimine sahip Ogrencilerin de kavram yanilgisina sahip olduklari
sOylenebilir. Cilinkii sonsuz iki kiime denk iken sonlu sayida eleman eklemek veya
cikarmak bu denkligin niteligini etkilemeyecektir. Bu yanilginin farkli sebepleri

olabilir.

e Sonsuz kiimeler arasindaki denklige iliskin yaklagimlarin sonlu kiimelere ait
diisiince etkisinde sekillendigi sOylenebilir. Ciinkii 1ki sonlu kiime denk iken
eleman etkilemek veya ¢ikarmak bu denkligin niteligini etkileyecektir.
Ogrenciler bu iliskinin sonsuz kiimeler i¢in de gegerli oldugunu varsaymis

olabilirler.
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e Baska bir sebep de &grencilerin sezgisel yaklasimlari olabilir. Ogrenciler
gercek yasama dayali parga-biitiin deneyimlerinden hareketle kiimeler
arasinda hiyerarsik bir iligki olusturmus olabilirler. Bagka bir ifade ile (0,1)
kiimesi [0,1] kiimesinin bir parcasi oldugundan ondan daha kii¢iik olmalidir

seklinde diistiniiyor olabilirler.

Bu ve bu tarz genellemelerin temelinde 6grencilerin birebir-orten esleme
fikrini yeterince anlamlandiramamis olmas: yatmaktadir. Ogrenciler birebir-drten
esleme fikrini sonsuz kiimelere transfer edemedikleri i¢in 6nceki deneyimlerine

iligkin algilarinin 6tesine gecememis olabilirler.

Kiimelerin denk olmadigini ifade eden baz1 6grenciler de iki kiime arasinda
birebir-orten  eslemeler olusturulamayacagi  sonucuna ulasmislardir. Bu
ogrencilerden bazilart uygun eslemeleri olusturmaya calismis ancak uygun bir
esleme olusturamamislardir. Buradan hareketle kiimelerin denk olamayacagini
sOylemislerdir. Bazilar1 Ogrencilerde bdyle bir ¢abaya bile girismeden uygun
esleme tanimlanamayacagini belirtmislerdir. Bu alt kategoride yer alan bireylerden
bazilarinin cevaplar1 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Bu bireylerin bijektif esleme fikrinin kullanilmasi gerektiginin farkinda
olduklar1 sdylenebilir. Diger yandan bu fikri yeterli diizeyde kullanamamiglardir.
Giristikleri  kisith caba sonucu (sezgilerinin de etkisi ile) bir genellemeye
ulagsmislardir. Diger yandan bu yaklasim uygulanan ispat yontemi agisindan da bir

yanilgl igermektedir. Iki sonsuz kiimenin denk olmadigmin belirlenebilmesi igin
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aralarinda tanimlanabilecek hicbir fonksiyonun bijektif olmadiginin gosterilmesi
gerekir. Dolayisi ile sonlu sayida olumsuz Ornekten hareketle bir genelleme

yapilamaz.
2.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama III formunun ikinci sorusuna verilen yanitlar {izerinde
yapilan igerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere iliskin 6zet

tablo asagida sunulmustur.
Tablo 11

Genel Uygulama III - ikinci soruya verilen yamitlardan elde edilen temalar

Soru: N, dogal sayilar kiimesi R, gergel sayilar kiimesine denk midir? | Kisi Sayisi
Denk olabilecegini belirtenler 53
i. Sadece ‘'denk olabilir’’ cevabini yazanlar. 6
ii. Her iki kiimenin sonsuzlugundan hareketle denk olduklarini belirtenler. 9
iv. Iki kiimenin denk oldugunu diisiiniip izah edilebilir bir bigimde 29
gosteremeyenler.

e Kavram yanilgilar1 nedeni ile bu sonuca ulasanlar 9
Soruya cevap vermeyenler 22
Denk olamayacagim belirtenler 13
i. Sadece ‘'denk degil’’ agiklamasini yapanlar. 2
ii.  Bir gergel sayinin ardisiginin belirlenemedigini ifade ederek kiimeler 7
arasinda esleme yapilamayacagini belirtenler.

iii. Iki kiime arasinda bijektif esleme tanimlanamayacagini ifade edenler. 4
Toplam 88

Calismanin mevcut asamasina kadar daima denk olan kiimeler iizerinde
durulmus ve derse katilan Ogrencilere denk olmayan iki sonsuz kiime Ornegi
verilmemistir. Diger yandan bu soru da oOgrencilere denk olmayan iki kiime
sunulmustur. Boylece onlarin iki sonsuz kiimenin denk olmama durumunu ne

Olclide ayirt edebildikleri ve bunu nasil ifade ettikleri incelenmek istenmistir.
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Kiimeler arasinda daima denklik iliskisine odaklanildigi i¢cin bdyle bir soru
sorulmast uygun goriilmiistiir. Bu soru ile asir1 genelleyici diisiinme bigimine sahip

ogrencilerin yaklagimlarinin ortaya konabilmesi miimkiin olabilir.
i. Kiimelerin Denk Olduklarim Belirtenler:

Calismaya katilan Ogrencilerin bliyiik cogunlugu R, gergel sayilar
kiimesinin N, dogal sayilar kiimesine denk oldugunu belirtmislerdir. Bu sonuca

ulagan 6grenciler farkli yaklasimlar1 kullanmislardir. Bunlar yaklagimlar asagida

sunulmustur.

Iki kiimenin denk oldugunu belirten dgrencilerin bir kismi bu goriislerini
detaylandirmamislardir. Sadece kiimelerin denk olduklarin1 ifade ederek soruya
yanit vermislerdir. Bu alt kategoride yer alan bireylerin bu soru i¢in gelisigiizel
cevap verdikleri ya da cesitli sebepler ile diisiincelerini agiklamaktan c¢ekindikleri

sOylenebilir.

Diger yandan bazi 6grenciler de bir esleme olusturma cabasina girmeden
kiimelerin sonsuzluklarindan hareketle denk olduklarini ifade etmislerdir. Bu
yaklagima ait yorumlar 6nceki sorular igerisinde (bir¢ok defa) aciklandigindan bu
noktada tekrar edilmeyecektir. Ozet olarak bu alt kategorideki dgrencilerin birebir-
orten esleme fikrini kullanamadig1 sylenebilir. Bu tarz yanit veren dgrencilerin
asir1 genelleyici bir yaklagima sahip olduklar1 da sdylenebilir. Dolayisi ile sonsuz

kiimeler ile ilgili bir kavram yanilgilar1 oldugu sonucuna ulasilabilir.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden Ogrencilerin bazilart da N, dogal
sayllar kiimesi ile IR, gergel sayilar kiimesi arasinda bijektif bir esleme

olusturulmas gerektigini ifade etmislerdir. Bu alt kategoride yer alan 6grencilerin

yaklagimlar1 tice ayrilmaktadir.

e Ogrencilerin ¢ogu N, dogal sayilar kiimesi ile R, gercel sayilar kiimesi arasinda
bir bijektif bir fonksiyon tanimlamaya c¢alismis ancak basarili olamadiklar1 i¢in

bundan vazge¢cmislerdir.



106

e Baz1i  Ogrenciler  kiimeler arasinda  bijektif olmayan  eslemeler
tanimlayabilmislerdir.

e Bazi 6grenciler de N, dogal sayilar kiimesi ve R, gergel sayilar kiimesi arasinda
uygun bir fonksiyon tanimlanmasi1 gerektigini ifade etmelerine ragmen bdyle bir

cabaya hi¢ girismemislerdir.

Bu ¢ alt kategorideki yaklasima sahip bireyler (formal bir delil sunmaksizin)
kiimeler arasinda N~R denklik iligskisinin yer aldigimni ifade etmislerdir.
Ogrencilerin uygun eslemeler iiretemeden veya iiretme ¢abasina bile girismeden bu
kiimelerin ~ denkligini  ifade etmeleri sezgisel diisiinme kapsaminda

degerlendirilebilir.

Bu alt kategoride yer alan bireylerden bazilarinin cevaplar1 6rnek olarak asagida

sunulmustur.
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Yukarida yer alan 6rneklerden birinci yaklasimi benimseyen birey N, dogal

sayllar ve R, gercel sayilar kiimelerinin n. elemanlar1 arasinda bir esleme
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olusturdugunu varsaymistir. Ancak bu hatali bir eslemedir. Ciinkii R kiimesi
sayllamaz bir kiime oldugundan bu kiimenin n. elemandan bahsedilemez. Dolayis1
ile boyle bir esleme ile kiimelerin denkligi izah edilemez. Diger yandan bu
eslemenin izah edilebilir oldugu kabul edilse bile Orten olamayacagi da agiktir.

Ciinkil sayilamaz bir kiime olan R, gergel sayilar kiimesinin kardinalitesi sayilabilir

bir kiime olan N, dogal sayilar kiimesinin kardinalitesinden daha biiyiiktiir.

Diger yandan, ikinci drnekte yer alan yaklagimi benimseyen birey N, dogal
sayilar kiimesi ile R, gercel sayilar kiimesinin alt kiimeleri arasinda eslemeler
yapilabilecegini ifade etmistir. Ancak bu eslemelerin nasil yapilabilecegini ifade
etmemistir. Dolayisi ile bu bireyin herhangi bir esleme olusturmaksizin kiimelerin

denk oldugu sonucuna ulastigi sdylenebilir. Bu nedenle yaklagimi yetersizdir.

Uygun eslemeler liretemeyen 6grencilerin bir kismi da kavram yanilgilari
nedeni ile hatali sonuglara ulasmislardir. Ozellikle, N=(0,00)= R* yanilgisinin ¢ok
sayida 6grenci tarafindan siklikla tekrar edildigi goriilmiistir. Bu 6grencilerden

birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Soru2: IN dogal sayilar kiimesi IR reel kiimesine denk midir? Agiklayiniz
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Ornekten de goriildiigii gibi sunulan yaklasimi benimseyen &grenci,

flx)=Inx kural1 ile tanimladig1 fonksiyon sayesinde N, dogal sayilar kiimesi ile R,

gercel sayilar kiimesinin denkligini gosterdigini varsaymistir. Oysaki burada
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tanimlanan f : N—>R fonksiyonu kesiksiz bir egri boyunca ifade edilemez. Dolayisi
ile 0grencinin dogal sayilar kiimesinin N=(0,00) seklinde kabul ettigi soncuna
ulagilabilir. Diger yandan 6grencinin ulastigr sonu¢ dogru olsa da yaklasimi bir
yanilgiya dayanarak sekillendiginden yeterli kabul edilemez. Bu alt kategori,
kavram yanilgilarmin ispat siirecine olan etkisini ifade etmesi acisindan
onemsenmektedir. Benzer oOrnekler ile yeterli bir kavramsal temeli olmayan

bireylerin istenen ispatlar1 olusturmasinin miimkiin olmadig1 sonucuna ulasilabilir.

Yanilgi iceren farkli yaklasimlar ile ders i¢i gézlemlerde de karsilagilmistir.
Ornegin N, dogal sayilar kiimesi ve (0,1) kiimelerinin denkligi iizerine yapilan
tartismada bir 6grenci asagidaki eslemeyi olusturarak bu iki kiimenin denk olmasi

gerektigini belirtmistir.

{
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Bu 06grencinin (0,1) araligin1 kisith bir anlayisa indirgeyerek {%:neN}
n+

N|R & —
Wk « N
N

seklinde kabul ettigi sOylenebilir. Baska bir ifade ile (0,1) araliginda olan ancak

] formunda olmayan sayilarin var oldugunu g6z arti etmektedir. Dolayisi ile
n+

yaklagimi dogru kabul edilemez.

Sonug olarak bu alt kategorideki bireylerin hem kavramsal acidan hem de ispat

yontemleri agsindan istenen diizeyde olmadiklar1 sdylenebilir.
ii. Kiimelerin Denk Olmadiklarimi Belirtenler:

Calismaya katilan az sayidaki 6grenci R, gercel sayilar kiimesinin N, dogal
sayllar kiimesine denk olmadigini belirtmiglerdir. Bu sonuca ulasan o6grenciler

farklh yaklasimlar1 kullanmiglardir. Bunlar yaklasimlar agagida sunulmustur.

Iki kiimenin denk olmadigmi belirten 6grencilerden ikisi bu goriislerini
detaylandirmamislardir. Sadece kiimelerin denk olmadigini ifade ederek soruya

yanit vermislerdir. Bu alt kategoride yer alan bireylerin bu soru icin gelisigiizel
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cevap verdikleri ya da ¢esitli sebepler ile diislincelerini agiklamaktan ¢ekindikleri

sOylenebilir.

Kiimelerin denk olmadigimi belirten bazi Ogrenciler R, gergel sayilar
kiimesinin  ardistk  elemanlarimin  belirlenemeyecegini  dayanak  olarak
gostermislerdir. Bu 6grencilere gore R, gergel sayilar kiimesinin elemanlar1 belirli
bir kural ile belirlenemediginden N, dogal sayilar kiimesine uygun bir esleme

tanimlanamaz.

Bu alt kategoride yer alan bireylerden birinin acgiklamalar1 6rnek olarak asagida

sunulmustur.

Soru2: IN dogal sayilar kiimesi IR reel kiimesine denk midir? A¢iklayimz
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Ornekte de goriildiigii gibi, sunulan yaklasimi benimseyen birey irrasyonel
sayilar1 (Q < R) gerekce gostererek ardisik gergel sayilarm belirlenemeyecegini
ifade etmistir. Buradan hareketle kiimelerin birbirlerine bijektif olarak
eslenemeyecegi sonucuna ulagsmistir. Bu 0&grencilerin aciklamalar1  (kizsmen)
dogrudur. Bir xeR gercel sayisindan hemen sonra gelen ilk gergel sayi
belirlenemez. Dolayisi ile R, gergel sayilar kiimesinden elemanlarin tek tek
belirlenerek dogal sayilara eslenmesi miimkiin degildir. Diger yandan sadece bu
durum kiimelerin denk olmadigini sdylemek icin de yeterli degildir. Ciinkii sadece

ardisik elemanlar1 belirlemeye dayanan bu yaklagim bireyi hatali bir genellemeye

gotiirebilir. Ornegin Q rasyonel sayilar kiimesini ve bir% € Q sayisii diistinelim.
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Bu sayidan sonra gelen ilk rasyonel sayr da belirlenemez. Dolayist ile (bu
vaklasima gore) Q, rasyonel sayilar kiimesi ile N, dogal sayilar kiimesi de denk
olamaz. Oysaki Q, rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir oldugundan Q ~ N oldugu

agiktir.

Bu kategorideki ogrenciler IR, gergel sayilar kiimesi ile N kiimesi arasinda
bir esleme yapilamamasinin nedenini kardinalite kavrami ile eslestirmediler.
Sadece elemanlarin belirlenemiyor olmasindan hareketle agiklamalarda bulundular.
Oysaki iki kiime arasinda cebirsel bir fonksiyon tanimlanamamasi bu kiimelerin

denk olmadigini belirtmek icin tek basina yeterli degildir. Ornegin A = { a, b, ¢ }
kiimesi ve B = {¥.#, &} kiimesi arasinda da kuralli cebirsel bir fonksiyon

tanimlanamaz. Ancak asagidaki fonksiyon bijektif oldugu i¢in bu kiimelerin denk

oldugu kolayca goriilebilir.
f:A-B, f={(a,9),(b,M),(c, &)}

Dolayzist ile bu tarz yaklasimlar: benimseyen dgrencilerin bijektif esleme kavraminm
uygun bir sekilde kullanamadiklar1 ve dolayisi ile formal ispata ulasamadiklari

sOylenebilir.

Diger yandan bazi 6grenciler de iki kiime arasinda tanimlanabilecek bir
eslemenin bijektif olamayacagini belirterek N, dogal sayilar kiimesi ve R, gercel
sayilar kiimesinin denk olamayacagi sonucuna ulagmislardir. Bu alt kategoride yer
alan bireylerden birinin cevaplar1 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Bu alt kategoride yer alan bireylerin cevaplart (6rnekten de anlasilabilecegi gibi)
formal matematiksel bir kanit icermemektedir. Bu bireyler, sezgisel bir yaklagim ile
N, dogal sayillar ve R, ger¢el sayilar kiimelerinin denk olamayacagini
varsaymislardir. Bu goriislerine formal matematiksel bir delil sunamamislardir.
Dolayist ile bu alt kategorideki o&grencilerin formal agidan bir ispat
olusturabildikleri sdylenemez. Bu 6grenciler sinirli ¢abalari sonucu elde ettikleri

deneyimlerine dayanarak bir kabulde bulunmuslardir.

Diger yandan ders ici gdzlemlerde de sezgisel yaklasima dayali bazi agiklamalar ile
karsilasiimistir.  Ornegin, N dogal sayilar kiimesi ve (0,1) kiimelerinin denk olup
olmadiklar1 {izerine yapilan smf ic¢i tartismada s6z alan bir Ogrencinin

aciklamalarinin bir boliimii asagida sunulmustur.

Tablo 12
Smif i¢i Diyalog (5)

Ogretim Elemam | N ve (0,1) kiimeleri birbirlerine denk midir?

Kiimelerin denk olmadigini diisiinen 6grencilerden birine soz hakki verir.

Ogrenci Bence bu kiimeler denk degildir.

Ogretim Elemam | Neden bdyle diisiindiin?

Dogal sayilar kiimesinden 1 sayist ile (0,1) araligindaki a
Ogrenci sayis1 eslensin ve 2 sayisiyla da b eslensin. 1 ile 2 arasinda
bagka bir dogal say1 yoktur. Ancak a ile b arasinda bagka

sayilar var. Bu esleme birebir-6rten olamaz.

Diyalogdan da goriildiigli gibi agiklama yapan Ogrenci, herhangi iki dogal
sayl arasinda bagka bir dogal sayr olmamasindan hareketle (sezgisel olarak)

eslemede acikta eleman kalacagini ifade etmistir.

Bu soruda N, dogal sayilar kiimesi ve R, gergel sayilar kiimelerinin denk
olamayacagin1 formal matematiksel bir yaklagim ile kanitlayabilen 6grenci
olmamistir. Ogrencilerin geneli kiimelerin denkligine (veya denk olmayisina)

sezgisel olarak yaklasarak delil {iretmeye ¢alismislardir.
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Diger yandan bu soruya cevap vermeyen Ogrencilerin sayis1 22 olarak
belirlenmistir. Bu sayr diger tiim uygulamalarda sorulart cevapsiz birakan
ogrencilerin toplam ¢ok yakindir. Bu durum &grencilerin  verilen soruyu
yorumlamakta giicliik c¢ektiklerinin bir gostergesi olabilir. Pek c¢ok o6grenci, iki
kiime arasindaki denklik iligkisini istenen diizeyde anlamlandiramadig1 i¢in soruyu
yanitsiz birakmis olabilir. Bu da sunulan denklik iliskisinin igerdigi giicligi
epistemolojik acidan eden dnemli bir gdsterge olabilir. Ogrencilerin bu soruya yanit

vermemelerinin bir diger sebebi de diislincelerini agiklamaktan ¢ekinmeleri olabilir.
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Genel Uygulama IV ve Analizi
1.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama IV formunun ilk sorusuna verilen yanitlar iizerinde yapilan
icerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo agsagida
sunulmustur.

Tablo 13

Genel Uygulama IV - Birinci soruya verilen yanitlardan elde edilen temalar

Soru: R reel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan ve bostan farkly her hangi bir ac¢ik aralig | Kisi
kapsayan her kiime R, reel sayilar kiimesine denktir. Ispatlayniz. Sayisi
Soruya Yanit Vermeyenler 4
Kullanilan Ispat Yontemleri
i. Teoremi ¢’ R’nin alt kiimesi olan acik araliklar birbirine denktir.”’ seklinde yorumlayanlar. 11
c. Ornek verenler. 5
d. Formal yaklasanlar. 6
ii. Teoremi ** R bostan farkli her agik araliga denktir.”” seklinde yorumlayanlar. 59
a. Ornek verenler. 39
b. Formal yaklasanlar. 20
iii. Schroder-Bernstein Teoremi’nden yararlananlar. 26
a. Sectigi bu teoremi uygun bir sekilde kullanamadig: i¢in ispata ulagamayanlar. 19
b. Bu teoremi kullanarak formal ispati olusturabilenler. 7
Toplam 100

Bu soruda 6grencilerden herhangi iki kiimenin denkligine karar vermeleri
beklenmemektedir. Diger bir ifade ile teoremin sonucu olan hiikiim dogrudan
verilmistir. Dolayisi ile bu hiikmiin uygun argiimanlar ile [Schroder-Bernstein

teoremini kullanarak] kanitlanmasi beklenmektedir.

Bu sorudan elde edilen cevaplar iizerine igerik analizi uygulanmis ve elde edilen

kategoriler asagida sunulmustur.
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Ogrencilerin Ispat Yaklasimlar:

Teoremi ispatlamaya calisan Ogrencilerin farklilagtiklart en 6nemli nokta
teoremi nasil yorumladiklar1 olmustur. Farkli yorumlar Ogrencileri farklh

yaklagimlara gotiirmiistiir.

Ogrencilerin  bir kismi  kendilerine sunulan teoremi asagidaki sekilde

yorumlamiglardir.
"R gercel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan her agik aralik birbirlerine denktir.”’

Dolayist1 ile bu 6grencilerin ispat yaklagimlarina bu yorum yon vermistir.

Bu 0Ogrencilerin  sectikleri kiimeler yorumlar1 geregi agik araliklardan
olusmaktadir. Dolayis1 ile onlar, teoreme uygun olabilecek X = (0,1) U (2}
seklindeki bir kiimenin varhgm dikkate almamglardir. Ogrencilerin verilen
teoremi bu sekilde yorumlamalarinin sebebi teoremi kisitli bir anlayis ¢ergevesinde
algilamalar1 olabilir. Bireyler dnceki deneyimlerine dayanarak daha fazla asina
olduklar1 iligkileri 6n plana ¢ikarmis ve daha az karsilastiklarnnt X = (0,1) U {2}
seklindeki kiimeleri geri planda birakmis olabilirler. Bu durum ispat siirecinde 6n

yasantilarin, alisilarin ve deneyimlerin de etkili oldugunun bir gostergesi olabilir.

Bu 06grencilerin ispat yaklasimlar1 igerdikleri yonteme gore iki baslik altinda

siniflanabilir:

i. Baz1 ogrenciler R, gercel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan herhangi iki aralik
alarak bunlarin birbirlerine denk oldugunu gostermislerdir. Yani genel bir iligki i¢in

tek ornek iizerinden genelleme yapmislardir.

Bu alt kategoride yer alan bireylerden birinin agiklamalar1 6rnek olarak asagida

sunulmustur.
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Goriildiigii gibi boyle bir yaklasimi benimseyen Ogrenciler istedikleri
herhangi iki agik araligi secerek bunlarin denk oldugunu uygun bir yontem ile
gosterdiler ve sonuca ulastiklarini varsaydilar. Bu 6grencilerin teoremi ele alig
bi¢imlerinin yetersiz oldugu vurgulanmisti. Buna ek olarak da bir yanilgi igerisinde
olduklar1 sdylenebilir. Bunun nedeni uygulanan metodun, genel ifade ile ilgili bir
sonuca Ozel bir 6rnekten hareketle ulasilmaya calisiimasidir. Ozel durum igin
gecerli olanin genel durum icin de daima gegerli olacagmin varsayilmasi, bir
yanilgidir.

Dolayist ile her acik araligin birbirine denk oldugunun gosterilebilmesi i¢in
“(1,3)~2,10) " iliskisinin ispata esdeger tutulmasi dogru olmayacaktir. Ciinkii bu
denklik sadece genel 6nermenin dogrulugunu gosteren tekil bir 6rnektir. Baska bir

ifade ile bir delildir ancak kanit degildir.

ii. Baz1 6grenciler de R’nin alt kiimesi olan herhangi iki araligi cebirsel olarak
(degiskenler cinsinden) tanimlayarak bu iki araligin denk oldugunu gosterdiler.

Bu 06grencilerin bir iistteki gruba gore daha formal bir diislince bi¢imi ile hareket
ettikleri soylenebilir. Ciinkii spesifik iki kiime arasindaki iligki yerine daha genel
bir iliskiyi arastirmislardir. Yontemsel olarak benzer bir yanilgi i¢erisinde olduklari

sOylenemez. Ancak ulastiklar1 sonug ispatin amacina hizmet etmemektedir.
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Bu alt kategoride yer alan bireylerden birinin cevabit Ornek olarak asagida

sunulmustur.
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Goriildigt gibi boyle bir yaklasimi benimseyen Ogrenciler istedikleri
herhangi iki ag¢ik aralik tanimlayarak bunlarin denk oldugunu uygun bir yontem ile

gosterdiler ve sonuca ulastiklarini varsaydilar.
Ogrencilerin bir kismi da kendilerine sunulan teoremi asagidaki gibi yorumladilar.
R gercel sayilar kiimesi bostan farkly her agik araliga denktir.””

Bu 6grenciler de verilen teoremi gergel sayilar kiimesinin, bir 6z alt kiimesi
olan her agik araliga denk olmasi seklinde yorumlamislardir. Ispat yaklasimlarini da
bu cergevede sekillendirmislerdir. Bir 6ncekine benzer olarak bu kategoride de
bireylerin daha fazla asina olduklar1 durumlar1 kendilerine referans alarak bir
yorumda bulunduklar1 sdylenebilir. Bir 6nceki ispat yaklagimina benzer olarak bu
kategori de on-deneyimlerin ispat siirecine etkisini orneklemek agisindan 6nemli

goriilmektedir.
Bu 6grenciler de ispat1 ele alis yontemlerine gore iki baglik altinda siniflanabilir:

i. Baz1 ogrenciler R gercel sayilar kiimesinin, 6z alt kiimesi olan herhangi agik

araliga denk oldugunu gosterebilmek icin keyfi bir acik aralik sectiler. Daha sonra
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bu araligin R, gercel sayilar kiimesine denk oldugunu uygun bir esleme ile

gosterdiler.
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Omekte de goriildiigii gibi yaklasimi sunulan grenci, kendisine sunulan
teoremi kanitlamak i¢in keyfi bir agik aralik olan (0,1) araligin1 secerek bunun R,
gercel sayilar kiimesine denkligini gostermistir.

Bu tarz yaklasimlari benimseyen Ogrencilerin teoremi yorumlamadaki
yetersizliklerine ek olarak yontemsel yamlgilarindan da bahsedilebilir. Ozel durum
icin gegerli olanin genel durum i¢in de daima gegerli olacagini varsayarak yanilgiya
diismiislerdir. Sunduklar bir ispat degil 6rnektir. Bu 6rnek teoremin dogruluguna

iliskin bir delil olarak degerlendirilebilir ancak bir kanit olarak degerlendirilemez.

ii. Teoremi benzer sekilde yorumlayan bazi 6grenciler de yaklagimlarinda keyfi
araliklart kullanmak yerine cebirsel degiskenler kullanarak araliklar tanimladilar.
Boylece spesifik araliklar tizerden hareket etmek yerine her aralik igin gegerli
olabilecek genel temsillerden bir sonuca ulasmaya c¢alistilar.

Bu 6grencilerin spesifik durumlar yerine genel durumlar {izerinde diislincelerini
ispatlamaya ¢aligmalar1 daha formal bir yaklagim olarak degerlendirilebilir. Ancak
olusturulan ispat dogrudan teoremin kendisini ifade etmemektedir.

Bu alt kategoride yer alan cevaplardan biri 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Ornekte de goriildiigii gibi 6grenci kendisine sunulan ispat1 gergeklestirmek
icin (a,b) agik araligini tanimlamis ve bu araligin R kiimesine denk oldugunu

tanimladig1 bijektif fonksiyon yardimi ile gostermistir.

Ogrencilerin bir kism1 da kendilerine sunulan teoremi dogru yorumladilar ve
Schréder-Bernstein teoremini kullanarak ispata ulagsmaya calistilar. Ancak bu
teoremin kullanilmasi gerektigini fark eden 6grencilerin tamami formal ispata
ulasamamuslardir. Ogrencilerden biiyiik bir cogunlugu teoremi uygun bir sekilde
kullanamadiklar: i¢in siireci tamamlayamadilar. Diger yandan az sayidaki 6grenci

formal ispata ulasabilmistir.

Bu durum ispat siirecinde dogru kavramlar1 segmek kadar onlarin yeterli
diizeyde kullanilmasinin da 6nemli oldugunu gostermektedir. Bir ispat siirecinde 6n
bilgiler arasindan dogru kavramlarin seg¢ilmesi yeterli degildir. Bu kavramlar
arasinda mantiksal iligkilerin kurulmasi ve secilen kavramlarin islevsel boyutta da
etkin bir sekilde kullanilmasi gerekmektedir. Bu kategoride yer alan Ogrenciler
yukarida belirtildigi gibi ispata ulasabilme diizeylerine gore iki baslik altinda

siniflanabilir;

i. Ik grupta yer alan dgrenciler ispata bu teoremi le ulasilabilecegini ifade ettiler.

Ancak teoremi uygun bir sekilde kullanarak ispata ulasamadilar.
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Bazi 6grenciler teoremi kullanarak ispata ulasmaya c¢aligsa da basarili olamadilar.
Bu 6grencilerin yaklagimlari {i¢ gruba ayrilabilir.

1. Bazi ogrenciler bu teorem ile sonuca ulasilabilecegini ifade ettiler.
Ancak herhangi bir ¢aba sergilemediler.

il. Bazilar1 da Schroder-Bernstein teoremini kullanarak 6rnek durumlar
olusturmaya calistilar ancak bu Ornekleri formal ispat siirecine
uyarlayamadilar.

Sonug olarak bu kategorideki 6grenciler formal bir ispat olusturamadilar. Bu alt

kategoride yer alan bireylerden birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Goriildiigi gibi sunulan ornekte yer alan yaklagimi benimseyen 6grenci
Schroder-Bernstein teoreminin tanimini uygun bir sekilde kullanarak bir agik
aralig1 kapsayan bir kiime Ornegi belirlemis ve bu kiimenin R, gercel sayilar
kiimesine denkliginin nasil gosterilebilecegini ifade etmistir. Diger yandan bu da

sadece teoreme uygun bir 6rnektir. Formal ispat olarak degerlendirilemez.

ii. Bu teoremin kullanilmas1 gerektigini belirleyen az sayidaki 6grenci de formal
ispata ulasabilmislerdir. Bu alt kategoride yer alan bireylerden birinin cevab1 6rnek

olarak asagida sunulmustur.
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2.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama IV formunun ikinci sorusuna verilen yanitlar iizerinde yapilan
icerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo asagida

sunulmustur.

Tablo 14

Genel Uygulama IV - ikinci soruya verilen yamtlardan elde edilen temalar

Soru: Sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin birlesimi sayiabilir | Kisi

sonsuzdur, gosteriniz. Sayisi

Soruya Yanit Vermeyenler 31

Kullanilan Ispat Yontemleri

1. Uygun ornekler vererek teoremin dogru oldugunu gosterenler. 32

ii. N ile N?kiimelerinin denkliginden yararlananlar. 6

iil. Hilbert Oteli Analojisini olusturanlar.

a. lIspat1 olusturamayanlar

b. Ispati olusturabilenler

iv. Cebirsel yaklasim ile sonlu durum i¢in dogrulugu gosterenler.

o | 3| R

v. Formal cebirsel bigimde ispat1 olusturanlar.

Toplam | 100
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Bir 6nceki soruya benzer sekilde bu soruda da dgrencilerden spesifik iki kiimenin
denk olup olmadiginin belirlenmesi istenmemektedir. Teorem igerisinde sunulan

genel iliskinin uygun bir yaklagim ile kanitlanmasi istenmistir.
Ogrencilerin Ispat Yaklasimlari

Sunulan teoremi ispatlamak isteyen Ogrenciler farkli yaklasimlar

kullanmiglardir. Kullanilan bu yaklagimlar asagida sunulmustur.

Ogrencilerin bir kismi teoremin dogrulugunu gdsteren uygun oOrnekler
sunmuslardir. Ancak verdikleri bu o6rneklerin dogrulugundan hareketle teoremi
ispatladiklarin1 varsaymiglardir. Bu alt kategoride yer alan &grencilerin vermis

olduklar1 cevaplardan biri 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Gortildigu gibi yukaridaki yaklasimi benimseyen 0grenci, teoremi formal
(cebirsel yol) bicimde ile ispatlamak yerine uygun bir 6rnek durum olusturmay1
tercih etmistir. Diger bir ifade ile teoremi ispatlamak i¢in formal cebirsel bir yap1
olusturamamistir. Bunun yerine, teoremde sunulan iliskilerin bu 6rnek durum ig¢in

gecerli oldugunu gostererek ispat1 tamamladigini ifade etmistir. Baska bir ifade ile
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ornek icin gecerli olan bu iliskinin tim durumlar i¢in gegerli olmas1 gerektigini
belirtmistir. Yaptig1 yapilan bu islem bir kanit olarak degerlendirilemez. Bu bir
argiimantasyon olarak degerlendirilebilir. Ciinkii 6grenci durumun dogru oldugunu
gosterebilecek bir delil sunmanin 6tesine gecememistir. Diger yandan sinirli sayida
ornek durumdan edilen bu sonucun tiim durumlar ic¢in gegerli oldugunun
varsayllmast ispat yaklasimlart agisindan bir yanilgt olarak degerlendirilebilir.
Ciinkii sonlu sayida ornek durumdan elde edilen durumlarin tiim evrene
genellenmesi dogru olmayacaktir. Bu yaklagim ile 6nermede sunulan duruma
uygun olmayan orneklerin olabilecegi gergegi kanitsiz birakilir. Bagka bir deyis ile
gz ardi edilir. Dolayisi bdyle bir yaklasim bir cebirsel agidan ispat olarak

degerlendirilemez.

Ornek verme yaklagimii kullanan égrencilerin bir kismi daha spesifik bir
ornek verdikleri i¢in ayr1 bir kategoride degerlendirilmislerdir. Bu &grenciler
teoremi ispatlamak icin N ile N? kiimelerinin denkliginden yararlanmislardir. Bu

alt kategorideki 6grencilerden birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Ornekten de goriildiigii gibi bu yaklasimi kullanan dgrenciler, N? kiimesini
sirali ikililer yardimi ile satirlar halinde yazdilar. Boylece bu kiimenin sayilabilir
sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimeden olustugunu gosterdiler. Ardindan da bu
kiimenin dogal sayilara denk oldugunu uygun bir siralama gostererek N?

kiimesinin, dogal sayilar kiimesine denkligini ifade ettiler.

Ogrencilerin yaklagimlar1 incelendiginde teoremin dogrulugunu gésteren bir
ornek sunduklar1 sdylenebilir. Bu noktada formal agidan ispatin tamamlandig1 da
sOylenemez. Ciinkii bir onceki alt kategoride oldugu gibi bu alt kategoride de
ogrenciler tek Ornekten genellemeye ulagsmislardir. Ancak secilen Ornek ve
olusturulan yap1 bakimindan teoremde sunulan iligkiler ile bir paralellik s6z
konusudur. Dolayis1 ile bu 6grencilerin daha formal bir diislinme bi¢imine sahip

olduklar1 sdylenebilir. Bu nedenle ayri1 baslik altinda ele alinmislardir.

Ogrencilerden bazilar1 teoremi ispatlamak igin Hilbert Oteli analojisinden
yararlandilar. Bu analojide kiimeler otel ve otobiis gibi giindelik yasam kavramlari
ile modellenmektedir. Bu analojiyi olusturan 6grencilerden bazilari istenen durumu
modelleyebilmis ve sonuca ulagabilmistir. Diger yandan aym1 modeli kullanmay1
diisiinen 6grencilerden bazilari istenen sonuca ulasgamamislardir. Durumu uygun bir

sekilde modelleyemeyen Ogrencilerden birinin aciklamasi 6rnek olarak asagida

sunulmustur.
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Bu 6rnekte otobiis ve otel sayilabilir sonsuz kiimeleri temsil etmektedirler.
Otel dolu iken sonsuz miisterinin denk gelmesi ile olusan durumda sayilabilir
sonsuz iki kiimenin birlesimi modellenmektedir. Diger yandan teoremde sayilabilir
sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin birlesiminden bahsedilmektedir. Dolayisi ile
ogrencinin yaklagimi yetersizdir. Bu yetersizligin sebeplerinden biri dgrencilerin
teoremi yanlis yorumlamamalar1 olabilir. Ogrenciler sonsuz kiime icin gegerli
oldugunu ifade edilen bu iliskiyi kisith bir algilayis ile sayilabilir sonsuz iki
kiimeye indirgeyerek yorumlamis olabilirler. Bu yetersizligin sebeplerinden bir
digeri de dgrencilerin genelleyici diisinme bigimleri olabilir. Ogrenciler sayilabilir
sonsuz iki kiimenin birlesiminin sayilabilir oldugunu kullandiklar1 metaforlar ile
ifade edebilmislerdir. Bu noktanin devaminda sayilabilir sonsuz iki kiime i¢in elde
ettikleri bu sonucu sonsuz tane kiime i¢in gegerli kabul etmis olabilirler.
Ispatlanmadan dogrulugu kabul edilen her 6nerme sadece bir varsayim olarak
nitelendirilebilir. Dolayis1 ile dgrencilerin ulastiklart sonu¢ dogru olsa da ispati
tamamladiklar1 sOylenemez. Bu kategori igerisinde bahsedilen genelleyici
yaklagimin tlimevarimsal diisiince ile iliskili oldugu sdylenebilir. Bu iki kavram

arasindaki iligki bir sonraki kategori igerisinde agiklanacaktir.

Hilbert Oteli analojisi ile durumu modellemek isteyen dgrencilerin biiyiik
cogunlugu sonlu sayida kiime i¢in gecerli olabilecek 6rnekler verdiler. Bazilar1 da
bu analoji ile sonlu sayida eleman igeren kiimeleri kullanarak yanilgiya diistiiler.
Diger yandan bazi Ogrenciler bu yaklasim ile uygun modeller tretebildiler. Bu

noktada asagida sunulan 6grencinin yaklagimi incelenebilir.
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Goriildiigii gibi 6grenci otobiisle otele yeni gelen kisilerin asal sayilarin
kuvvetlerine yerlestirilebilecegini, dnceden otelde olan kisilerin de asal olmayan
diger sayilara yerlestirilebilecegini ifade etmistir. Boylece sayilabilir sonsuz tane
otobiisle yeni gelen kisiler ve onceki miisteriler otele yerlestirilmis olacaktir. Bu
Ogrencinin yaklasiminin 2, asal sayilar kiimesi i¢in gegerli olan asagidaki teorem

ciftine dayandig1 soylenebilir.
VpePicinp =p™ @ k=mve Vp;, po€ Pve Va,b € Nicin p1 # p2 ise pi* #p2°

Boyle bir yaklasim ile sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin
birlesiminin sayilabilir sonsuz oldugu uygun bir bi¢cimde modellenmis olur.
Ogrencilerin teoremdeki iliskilere uygun iist diizey diisiinebildikleri sdylenebilir.
Diger yandan daha once de agiklandigi gibi formal ispatin iki temel bileseninden
s0z edilebilir. Bunlardan ilki sunulan 6nermelerin neden dogru oldugunu ifade eden
mantiksal baglardir. Mantiksal baglar, segilen On bilgiler arasinda olusturulan
anlaml iliskiler olarak nitelendirilebilir. Ispatin ikinci bileseni ise tiim mantiksal
baglarin aktarildig1 dildir. Bagka bir ifade ile formal bir ispat uygun matematiksel
dili de igerisinde barindirmalidir. Bu analojiyi olusturan bireylerden istenen sonuca
ulagabilenlerin, model yardimi ile uygun baglar olusturabildikleri sdylenebilir.
Ancak kullandiklar1 matematiksel dil yetersizdir. Bu yaklasim diisiince ve
cikarimlarin sozel temsiller ile aktarimina dayanmaktadir. Bu nedenle formal bir

ispatin bilesenleri agisindan yetersizlikler oldugu sdylenebilir.

Teoremi kanitlamak isteyen bazi Ggrenciler de cebirsel bir yaklagim
benimsemiglerdir. Bu 6grencilerin yaklasgimlarinin temelini degigkenler ile
tanmimladiklar1 sayilabilir kiimeler olusturmaktadir. Ogrenciler uygun degiskenler
secerek sayilabilir kiimeler tanimlamiglar ve bu kiimelerin birlesiminin de
sayilabilir oldugunu gostermek istemislerdir. Ancak bu yaklagimi kullanan
ogrencilerin bir kismi formal ispata ulasabilirken bir kismi da formal ispata

ulagamamuiglardir.

Formal ispata ulasamayan Ogrencilerin yasadiklari temel gii¢lik sonlu
sayida sayilabilir kiime i¢in teoremin gecerli oldugunu gdstermeleridir. Bu

ogrenciler sonlu sayida (neredeyse tamamu iki tane) sayilabilir kiimeyi tanimlayarak
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birlesimlerinin sayilabilir oldugunu gosterdiler. Bu alt kategoride yer alan

ogrencilerden birinin yaklagimi 6rnek olarak asagida sunulmustur.
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Ornekten de goriildiigii gibi 6grencinin cebirsel yaklasimi da dogrudur.

¢

Diger yandan sunulan teoremi Sayilabilir sonsuz iki kiimenin birlegimi

3

saylabilirdir. *° seklinde yorumlamis olabilir. Ciinkii sadece iki tane sayilabilir

sonsuz kiimenin birlesiminin sayilabilir oldugunu gostermistir.

Ogrenci ile genelleyici bir diisiince ile hareket ediyor olabilir. Sayilabilir
sonsuz iki kiimenin birlesimi sayilabilir oldugu i¢in sayilabilir sonsuz tanesinin de
sayilabilir oldugu genellemesine ulagsmis olabilir. Ogrenci bdyle bir diisiinme
bi¢cimi ile hareket ediyor ise tlimevarimsal diisiinmektedir. Sonucu a¢isindan dogru
olan bu yaklasim ispat siireci agisindan uygun degildir. Tiimevarim yaklagimi ile
diistintildiiglinde bir 6nermenin ilk adimi i¢in dogru oldugunun gosterilmesi sadece
onermenin dogrulugunu anlamayr saglar. Bu adim Onermenin ispatina karsilik
gelmez. Baska bir ifade ile ilk adimin dogrulugunun gosterilmesi tiim adimlarin [n.
adimin] dogrulugunun gosterilmesine karsilik gelmez. Bu 6rnekte 6grenci iki kiime
icin 6nermenin dogru oldugunu gostererek ilk adim1 gegmistir. Diger yandan bunun
her zaman gecerli oldugunu heniiz gdstermemistir. Ispatin amaci teoremin
dogrulugunun sistematik bir sekilde gosterilmesi ve agiklanmasidir. Bu yaklasimin
sunulan teoreme uygulanabilmesi i¢in sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz

kiimenin sayilabilir oldugunun uygun bir bi¢imde gosterilmis olmasi gerekir.
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Diger yandan cebirsel yaklagimi kullanan bazi 6grenciler de formal ispata

ulasabilmislerdir. Bir 6rnek asagida sunulmustur.
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Bu ogrenciler (genel olarak) uygun cebirsel gosterimler ile sayilabilir
kiimeler tanimladilar. Ardindan bu kiimelerin birlesimi olan kiimeyi uygun bir
yontem ile olusturdular. Son olarak bu birlesim kiimesinin N, dogal sayilar
kiimesine denk oldugunu gosterdiler. Boylece sayilabilir sonsuz tane sayilabilir
sonsuz kiimenin birlesiminin sayilabilir sonsuz oldugunu gostermis oldular. Bu
ogrencilerin yaklasgimmin hem Cantor tarafindan ortaya konan denklik felsefesi
acisindan hem de formal bir ispatin bilesenleri acisindan dogru oldugu sonucuna

ulasilabilir.

Diger yandan bu soruya cevap vermeyen Ogrencilerin sayisi 31 olarak
belirlenmistir. Bu say1 tiim uygulamalarda cevapsiz birakilan soru sayisindan daha
fazladir. Bu durumun sebeplerinden biri teoremin (sézel ifadesinin) ¢ok sayida
degisken ve bunlar arasindaki iligkiyi igceriyor olmasi olabilir. Baska bir ifade ile
onerme Ogrenciler tarafindan anlasilamamis olabilir. Benzer olarak teoremi dil
acisindan anlayabilen Ogrencilerin de yorumlamakta gii¢lik yasamis olduklari
sOylenebilir. Pek ¢ok 6grenci kiimeler ve sayilabilirlik iliskisini istenen diizeyde

anlamlandiramadig1 i¢in soruyu yamtsiz birakmis olabilirler. Ogrencilerin bu
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soruya yanit vermemelerinin bir diger sebebi de yanlis yapma korkusu ile

diistincelerini a¢iklamaktan ¢ekinmeleri olabilir.
3.Soruya verilen cevaplar ve analizi

Genel Uygulama IV formunun ii¢lincii sorusuna verilen yanitlar tizerinde yapilan
icerik analizi sonucu elde edilen kategoriler ve alt kategorilere ait 6zet tablo agsagida

sunulmustur.

Tablo 15

Genel Uygulama IV - Ugiincii soruya verilen yamitlardan elde edilen temalar

Soru: @ rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir midir? Ispatlayiniz. Kisi
Sayisi
Sayilabilir Olabilecegini Belirtenler 86
i. Sayilabilir bir kiimedir deyip birakanlar 15
ii. R=Q U Q esitligini yanls yorumlayanlar 14
iii. Rasyonel sayilar kiimesi ile ilgili bilgi eksigi/yanlis1 olanlar 16

. 4 5
iv.2 sayilar1 i¢in p+¢ toplamindan hareket edenler

v. Elemanlar Listelemeye calisip basarisiz olanlar.

a. Gelisigiizel siralama yapanlar 6
b. Tablo(satir) yaklagimini kullananlar 3
c. Koordinat sisteminden yararlananlar. 10

vi. Elemanlar1 siralamaya calisip basarili olanlar

a. Tablo(satir) yaklasimini kullananlar 3

b. Koordinat sisteminden yararlananlar 14
Cevap Vermeyenler 13
Sayilabilir Olmadigimi Belirtenler 1

Toplam 100
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Bu soru ile 0Ogrencilerin sayilabilirlik kavramina iligkin yaklasimlari
belirlenmesi amaglanmistir Uygulama oncesinde 6grencilere Q, rasyonel sayilar
kiimesinin sayilabilirligine iliskin herhangi bir bilgi sunulmamistir. Dolayis1 ile bu
soruda onlardan kendi c¢abalari ile bir sonuca ulasmalar1 beklenmektedir. Boylece
ogrencilerin hem Q rasyonel sayilar kiimesine hem de sayilabilirlik kavramina

iliskin yaklagimlarinin belirlenmesi amaglanmustir.

Bu sorudan elde edilen cevaplar iizerine igerik analizi uygulanmis ve elde edilen

kategoriler asagida sunulmustur.
i. Sayilabilir oldugunu belirtenler

Calismaya katilan Ogrencilerin neredeyse tamami @Q, rasyonel sayilar
kiimesinin sayilabilir olmasi1 gerektigini ifade etmislerdir. Bu sonuca ulasan

ogrenciler farkli yaklagimlari kullanmiglardir. Bunlar asagida sunulmustur.

Kiimelerin denk oldugunu ifade eden bazi1 6grenciler, bu goriislerini
detaylandirmamislardir. Bu kategoride yer alan dgrenciler genel olarak @Q, rasyonel
sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu belirtmekle yetinmislerdir. Diisiinme
siireclerinin geneline ait bir agiklama s6z konusu olmamiglardir. Sadece bu
diisiinme siirecinin sonucu paylagsmiglardir. Bu Ogrencilerin gelisigiizel cevap
verdikleri ya da cesitli sebepler ile diisiincelerini aciklamaktan c¢ekindikleri

sonucuna ulagilabilir.

Baz1 oOgrenciler de @, rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugu
sonucuna R =Q U Q esitligini yanlis yorumlayarak ulasmislardir. Bu 6grencilere
gore R, gercel sayilar kiimesi ve Q, irrasyonel sayilar kiimesi sayilamaz oldugu i¢in

Q sayilabilir bir kiime olmalidir.

\an = Qlu L\mzss«r:jg{ilm‘x@?.

838&(0«0?.
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Burada ifade edilen sonu¢ dogru olsa da bu yaklagim eksik noktalar

icermektedir. Birincisi Q, irrasyonel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugu belirtilmis
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ancak neden sayilamaz oldugu ifade edilmemistir. Formal bir ispat i¢in bu
onermenin kanitlanmas1 gerekmektedir. Bu kiimenin bir ispatt olmaksizin
sayllamaz oldugunun belirtilmesi sadece bir kabul ifade eder. Diger yandan I,
irrasyonel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugu ispatlanmis olsa bile R = Q U Q
esitligi Q, rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir olmasini gerektirmez. Ciinkii
sayllamaz bir kiime olan R, gergel sayilar kiimesi, iki sayilamaz kiimenin birlesimi
de olabilir. Q kiimesinin sayilabilir oldugu gésterilebilirse R = Q U Q esitligi
geregi Q, irrasyonel sayilar kiimesinin sayillamaz oldugu sonucuna ulasmay1
saglayabilir. Ancak sunulan bu yaklasim ile Q, rasyonel sayilar kiimesinin
sayilabilir oldugu sonucuna ulasilamaz. Dolayisi ile bu 6grencilerin hem ispat

yaklagimlarinin hem de kavramsal temellerinin yetersiz oldugu sdylenebilir.

Bu soruya yonelik incelemelerde kavram yanilgilarinin pek c¢ok noktada
Ogrencilerin ispat siireclerini etkiledigi gozlenmistir. Azimsanmayacak sayidaki
ogrencinin Q, rasyonel sayilar kiimesi ile ilgili kavram yanilgisina sahip oldugu
tespit edilmistir. Verilerin analizinde karsilasilan 6grencilerin rasyonel sayilar

kiimesi ile ilgili baslica yanilgilar1 agagida sunulmustur.

e Rasyonel sayilar daima pozitiftir.

e Rasyonel sayilar 1 ,x € Z—{0} seklinde taniml1 bir kiimedir.
X

e Bir rasyonel sayida pay ve payda aralarinda asal olmak zorunda degildir.

e Q rasyonel sayilar kiimesi Zx Z-{0} kiimesine esittir.

Ispat1 sectikleri bir ydntem ile gerceklestirmeye calisan bu ogrenciler sahip
olduklar1 kavram yanilgilar1 nedeni ile formal a¢idan dogru bir ispat liretemediler.
Baz1 ogrenciler Q, rasyonel sayilar ve N, dogal sayilar kiimelerinin denk
olabilecegi sonucuna ulagsalar da yaklagimlar1 bir yanilg:i ile sekillendiginden
formal kabul edilmedi. Bu alt kategoride yer alan Ogrencilerden birinin cevabi

ornek olarak asagida sunulmustur.
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Kesirlerin oran kiimesi olan Rasyonel Sayilar,
Q= {% |a,beZ,b+#0,(a,b=1)} seklinde tanimlanan bir kiimedir. Yukaridaki

ornekte 6grencinin rasyonel sayilart daima pozitif kabul ettigi ve pay ile paydanin
aralarinda asal olmasi gerektigini goz ardi etti§i soOylenebilir. Dolayisi ile
ogrencinin kavramsal temel yoniinden eksikleri oldugu aciktir. Bu nedenle ulastigi

sonu¢ dogru olsa da ispat1 gecerli kabul edilmemistir.

Kavramsal temel, ispat siirecinden ayri diisiiniilemez. Ispat siirecinin
temelini olusturan kavramlar ile ilgili yanilgilar bireylerin formal agidan dogru bir
ispata ulagsmasini engelleyebilir. Dolayisi ile kavramsal temel, formal bir ispatin 6n
sartlarindan birini olusturur. Ogrencilerin istenen formal ispata ulasabilmeleri icin
ilgili kavramlara hakim olmalar1 ve bunlar1 islemsel diizeyde etkin bir sekilde
kullanabilmeleri gerekmektedir. Bu agidan ispat siirecinin ¢cok boyutlu bir siireg
oldugu ve 6grencilerin dnceki 6grenmelerinden dogrudan etkilendigi soylenebilir.
Ogrencilerin ispat becerilerinin gelistirilmesi igin yeterli kavramsal temellerinin
olusturulmas1 gerektigi sdylenebilir. Calisma icerisinde sorularin analizinde ortaya
cikan bu alt kategoriler, bahsedilen giigliiklerin fark edilmesi bakimindan

Onemlidir.
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Q, rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu kanitlamak isteyen bazi
ogrenciler de bu kiimenin elamanlarini izah edilebilir bir sekilde siralamaya veya
listelemeye ¢alistilar. Bu noktada bazi 6grenciler tablo veya satir yaklagimlarini

kullanmayn tercih ettiler.

Q, rasyonel sayilar kiimesinin elemanlarini siralayarak N, dogal sayilar
kiimesine  eslemeyi  amaglayan  Ogrencilerin  ¢ogu  bu  amaglarimi
gergeklestiremediler.  Ciinkii rasyonel sayilar kiimesini siralayabilecek bir
algoritma bulamadilar. Bunun temel sebebi N, dogal sayilar kiimesinin veya Z, tam
sayilar kiimesinin aksine Q, rasyonel sayilar kiimesinin elemanlariin aligilmis bir
sira ile (tek tek) yazilamamasidir. Elemanlar1 siralamakta giliclik c¢eken
ogrencilerden bazilar1 Q, rasyonel sayilar kiimesinden sectikleri bazi elemanlari
gelisigiizel siralayarak N, dogal sayilar kiimesine esleme yaptilar ve buradan

hareketle sayilabilirlik sonucuna ulastilar.

Bu alt kategoride yer alan Ogrencilerden birinin cevab1 6rnek olarak asagida

sunulmustur.
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Ornekten de goriildiigii gibi sunulan yaklasimi benimseyen birey, Q
rasyonel sayilar kiimesinin elamanlarini uygun bir sekilde siralayamamis ve sectigi

keyfi elemanlar ile rastgele bir esleme olusturmustur. Bu eslemenin bir kurali ya da
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izah edilebilirligi s6z konusu degildir. Dolayis1 ile ispat ic¢in yeterli oldugu
sOylenemez. Bu acidan bakildiginda bdyle bir yaklasim ile kiimelerin denkliginin
varsayillmasi sezginin ya da kabuliin 6tesinde degerlendirilemez. Ciinkii iki sonsuz
kiimenin denk olduguna karar verilebilmesi i¢in bunlar arasinda izah edilebilir

bijektif bir eslemenin tanimlanabilmesi gerekmektedir.

Diger yandan az sayida Ogrenci rasyonel sayilar kiimesinin elemanlarini
satir yaklasimi kullanarak izah edilebilir sekilde siralayabilmislerdir. Bir diizen
icerisinde ifade ettikleri bu elemanlar1 dogal sayilar ile uygun bi¢cimde esleyerek

sayilabilirlik sonucuna ulagmisglardir.

Bu alt kategorideki 6grencilerden birinin cevabi 6rnek olarak asagida sunulmustur.

Gortildiigii gibi 6grenci Q, rasyonel kiimesinin elemanlarini satirlar boyunca
yazmis ve kosegen boyunca ilerleyerek dogal sayilara esleyebilmistir. Boyle bir
yaklagim ile kiimenin elemanlarin1 ifade edebilen ve sayilabilirlik sonucuna

ulasabilen 6grencilerin sayisi 3 olarak belirlenmistir.

Rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir (dogal sayilara denk) oldugunu

kanitlamak isteyen bazi1 6grenciler de bu kiimenin elemanlarin1 pay ve paydalarinin
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toplam1 cinsinden siralamaya caligtilar. Bu yaklasimi benimseyen 6grenciler p,qeZ

(p>0 ve ¢>0) i¢in P €Q elemanlarin1 p+q toplaminin aldig1 farkli degerlere gore

belirlemek istediler. Ornegin bu yaklasima gore p+q=2 icin sadece p=q=1

olabileceginden 1 rasyonel sayis1 yazilabilmektedir.

Bu 6grenciler toplamin alabilecegi farkli degerleri goz oniine alarak sadece

Q" kiimesinin elemanlarini olusturabildiler. Bu asamada Ogrencilerin iki farkli
yaklasim sergiledigi goriilmiistiir.
Baz1 6grenciler N, dogal sayilar kiimesinin sadece Q ™ kiimesine denk

oldugunu belirtmekle yetinmislerdir.

ii. Bazi ogrenciler de N~Q oldugundan N~Q olmasi gerektigi

(ispatlamadan) varsaymiglardir.
Dolayzisi ile her iki yaklasimi benimseyen 6grenciler de formal ispata ulagamadilar.

Bu alt kategorideki 6grencilerden birinin cevabi asagida sunulmustur.
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Rasyonel sayilar kiimesinin elemanlarini bir algoritma ile belirlemek isteyen

ogrencilerin bir kismi1 da koordinat sisteminden yararlanmay1 diisiinmiislerdir. Bu
a
yaklagimi kullanmak isteyen bireyler, kartezyen sistemdeki (a,b) noktalari ile 5

seklinde ifade edilebilen rasyonel sayilar arasinda bir analoji olusturmuslardir. Bu
ogrencilerin bir kism1 formal ispata ulasabilirken bir kism1 da ¢esitli sebepler ile

ispata ulasamamuislardir.

e Ispata ulasamayan bazi 6grenciler kartezyen sistemden rastgele noktalar
secerek rasyonel sayilar ile esleme olusturmuslardir. Bu 06grencilerin
gelisigiizel bir esleme olusturdugu ve bu nedenle yaklasimlarinin kabul
edilemeyecegi sOylenebilir.

e Bir kural formal ispata ulagsmaya calisan bazi Ogrenciler de kartezyen
a

sistemde yer alan her (a,b) siral1 ikilisi ile bir EE Q rasyonel sayis1 arasinda

esleme yapmaya calismislardir. Bu Ogrencilerin  yanilgiya distigi

soylenebilir. ~ Ciinki Q= {% la,beZ,b+0,(a,b=1)}  seklinde

a
diisiiniildiigiinde sadece belirli sartlar1 saglayan (a,b) noktalar ile bir b €Q

rasyonel sayis1 arasinda esleme yapilabilecegi anlagilabilir. Bu noktada
ogrencilerin Q=ZxZ seklinde disiindikleri i¢in ispata ulasamadiklari

sOylenebilir.
Koordinat sisteminden hareketle ispati olusturamayan 6grencilerin yani sira bu
yaklagim ile ispat1 olusturabilenler de vardir.

Bu o6grenciler @={%|a,beZ,b¢O, (a,b=1)}kiimesini ifade ederken

uygun sirali ikililerin kiimesini bir Oriintii ile belirlemislerdir. Daha sonra bu
Oriintliniin elemanlar1 ile dogal sayilar esleyerek Q rasyonel sayilar kiimesinin

sayilabilir bir kiime oldugu sonucuna ulagmislardir.

Bu alt kategoride yer alan Ogrencilerden birinin cevabi ornek olarak asagida

sunulmustur.
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Gorildigi gibi yukaridaki yaklagimi kullanan 6grenci kartezyen sistemde
Q= {% |a,beZ,b+#0,(a,b=1)} kuralina uyan (a,b) noktalarin1 segerek bu

elemanlar1 genisleyen bir sira ile dogal sayilara eslemektedir. Sonug olarak Q,

rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu ifade etmistir.

Yaklagimlar incelendiginde az sayidaki 6grencinin, denkligin temel felsefesinden

hareketle izah edilebilir eslemeler ile formal ispata ulagtig1 sonucuna ulasilabilir.

Bu soru ile ilgili bir diger dikkat cekilmesi gereken nokta Ggrencilerin
neredeyse tamaminin Q rasyonel sayilar kiimesini sayilabilir kabul etmesidir.
Sadece 1 6grenci bu kiimenin sayilamaz oldugunu ifade etmistir. Diger bir ifade ile
ogrencilerin biiyiik ¢ogunlugu sezgisel de olsa kiimenin sayilabilir oldugunu

belirleyebilmistir. Bu sezginin nedeni rasyonel sayilarin tam sayilar kullanilarak
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olusturulmasi olabilir. Ogrenciler sayilabilir bir kiime olan tam sayilardan hareketle
olusturulan bu kiimenin de (Z~N oldugu gibi) dogal sayilara denk olmasi

gerektigini varsaymis olabilirler.

II. Alt Probleme Yonelik Bulgular ve Yorumlar
Arastirmanin ikinci alt problemi asagidaki gibi ifade edilmistir.

“llkogretim matematik ogretmeni adaylari sonsuz kiimelerin denkligini ispatlarken

olusturduklar: kanit imajlarinin biligsel ve duyussal ozellikleri nelerdir?’’

Bu boliimde 6gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini gosterme siirecinde
olusturduklart ispat imajlart incelenecektir.
Bu imajlarin incelenebilmesi i¢in genel gruptan secilen 3 6gretmen adayimin
(A,B ve D olarak isimlendirildi) her biri ile dorder defa olmak iizere toplamda 12
etkinlik temelli miilakat gerceklestirildi. Her bir miilakat iki farkli kamera ile kayit
altina alind1 ve katilimcilardan “’yiiksek sesli’’ diistinmeleri istendi.
Etkinlik temelli miilakatlarin tamamlanmasinin ardindan transkripsiyon islemi
gerceklestirildi. Elde edilen yazili metinler de kullanilarak ilgili ¢erceveler 1s1ginda
teorik analizler yapildi.
Bu boliim kapsaminda gerceklestirilen teorik analizler arasindan 3 ¢alismaya iligskin
bulgular sunulacaktir. Bu ¢aligmalarin se¢iminde asagidaki ilkeler gozetilmistir.
e Her bir katilimciya iligkin bir ¢aligma sunulacaktir.
e (Calismalar gergeklestirildigi sira ile sunulacaktir. Ornegin sunulacak ilk
caligma, kronolojik olarak digerlerinden daha 6nce gerceklestirilmistir.
e Sunulacak calismalarin, sonsuzluk 6grenme alanina iliskin farkli konulara
iliskin anlayiglar1 yansitmasi istenmektedir. Dolayis1 ile sunulacak

caligmalar, farkli kapsamlara iligkin olacaktir.

Tiim bu analizlerde amag, yaklagimlarin dogrulugunun veya yanligliginin
belirlenmesi olmamistir. Bu noktada goézetilen temel unsur yaklagimlarin altinda
yatan nedenlerin belirlenmesidir. Baska bir ifade ile O6grencilerin diisiinme

stireglerinin agiga ¢ikarilmasidir.
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A’nin Ispat Siireci

A, kendisine sunulan soruyu ilk okudugunda bir siire diisiindli ve hicbir
islem yapmadi. ilk diisiinme deneyimlerini disartya aktarmak istediginde zorluk
cektigi ve tereddiit igerisinde oldugu gozlendi. Bir siire gectikten sonra, yanita
ulagabilmek izlemesi gereken yol {izerine diisiinmeye basladi. Bu noktada ©* Eger
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bijektif fonksiyon tamimlayabiliyorsak denk olur. aciklamasinda bulundu ve
gozlerini soru iizerinde gezdirmeye devam etti. Siirecin heniiz basinda, soru
icerisinde yer alan iliskileri fark ederek bijektif fonksiyon kavramina yonelmesi
Selden ve Selden tarafindan ortaya konan duygusal olmayan bilissel hislerden asina
olma hissi baglaminda degerlendirilebilir. Clinkii bu anda A, soru igerisinde yer

alan kavramlar1 ve iliskileri taniyabildigi icin bijektif fonksiyon kavramindan

yararlanmay1 dnermistir.

Bu agiklamanin ardindan yine kendisinden emin olmayan bir ifade ile asagidaki

aciklamay1 yapmistir.

“Bence denk olabilir. Her sonsuz kiime arasinda bir fonksiyon izah edebiliriz diye

diigiiniiyorum.”’

Bu noktada goriisiinii destekleyen herhangi bir 6rnek veya delil sunmadi.
Sadece bu agiklamayr yapmakla yetindi. Dolayis1 ile mevcut agiklama soruya
iligkin ilk sezgisini ortaya koydugu sOylenebilir. Buna gore A’nin ilk sezgisi her

sonsuz kiimenin denk olabilecegine yoneliktir.

Bir siire daha diisiindiikten sonra yine tereddiitlii bir ses tonu ile rasyonel ve
irrasyonel say1 kiimeleri tizerine diisiiniilebilecegini ifade etti. Bu noktada 6n
bilgilerini gozden gecirdigi ve sezgisini destekleyecek Ornekler bulma cabasina
giristigi sdylenebilir. Bu goézden gecirme siirecinde zihninde yer alan cesitli
alternatifler arasindan goriisiinii destekleyebilecegini varsaydigi bir kiime ciftini
sectigi ve bu dogrultuda bir yaklasim sekillendirmeye karar verdigi soylenebilir. Bu
ornek c¢ifti ile A, kendisine yoneltilen genel sorunun igerdigi iliskileri
inceleyebilmek i¢in spesifik iki kiimeyi iceren 6zel bir durum tanimlamistir. Bu

sayede onun ilgilendigi soru ile ilgili zihninde yer alan 6n bilgileri igerisinden,
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sunulan duruma uygun oldugunu varsaydigi Ornek c¢iftini secerek diisiinme

stirecinde bir dayanak olusturmaya calistig1 sdylenebilir.

Bu anda A’nin sezgisini dogrulamak i¢in zihninde yer alan yapilar igerisinden
rasyonel sayilar (Q) ve irrasyonel sayilar (Q) kiimelerini segmesi tanima (R-)
epistemik eylemi baglaminda degerlendirilebilir. Bu eylem ile A’nin, irrasyonel
sayilar ve rasyonel sayilar kiimelerini denklik kavrami agisindan, aralarinda bijektif

esleme yapilabilecek sonsuz elemanli kiimeler seklinde tanidig1 sdylenebilir.
Bu agamada, A ile arastirmact arasinda asagidaki kisa diyalog gergeklesmistir.

Tablo 16

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (1)

Arastirmaci

Sence irrasyonel sayilar mi1 daha ¢oktur? Yoksa rasyonel olanlar mi?

Ya da bunlar birbirlerine esit midir?

Ikisi de sonsuzdur. Ama birbiri arasinda bir fonksiyon izah edebilir
miyiz orasini... Rasyonel sayilar1 diger kiimelerin birlesimi seklinde
yazabiliyoruz. Ama irrasyonel sayilar icerisinde karekokten

¢ikamayanlar var, pi sayis1 var, € sayist var... (duraksar) % seklinde

yazilamazlar.

Diyalogun ardindan A, dniinde bulunan kagida agagidaki ifadeyi not almistir.

[ gt

Sunulan diyalog incelendiginde A’nin sezgisini dogrulamak amaciyla
sectigi kiimeleri daha kapsamli bir sekilde ele aldigi ve bunlarin 6zelliklerini
gozden gecirdigi sdylenebilir. Baska bir ifade ile 6nceki adimda yapilarin igerdigi
alt bilesenleri belirlemeye calismaktadir. Bu anda rasyonel sayilar ve irrasyonel
sayilar kiimesi ile ilgili Ozellikleri se¢mesi, ilgili kavramlara iligkin tanima

epistemik eylemi (R-) baglaminda degerlendirilebilir. Diger yandan diyalogdan da
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anlasildigr gibi A, her iki kiimeyi kendi iclerinde ayr1 ayri degerlendirmektedir.
Bunlar arasinda ispata yonelik bir iligski heniiz olusturmamistir. Dolayisi ile sunulan
aciklamalarinin ardindan kiimelerin denkligine iliskin herhangi bir saptama da
ortaya koymamistir. Bu adimda, sectigi kiimeleri gézden gecirerek ispat siireci

acisindan kendisine bir baslangi¢ noktasi olusturmaya c¢alistigi sdylenebilir.

Mevcut ana kadar yaptigi aciklamalar incelendiginde A’nin biligsel ve
duyussal boyutlar1 ile bir imaj olusumunun baslangi¢ sathasinda yer aldig1 yorumu
yapilabilir. Cilinkii o, mevcut ana kadar kendisine sunulan soruya iligskin sezgisel bir
yapt olusturmus ve bu sezgisini agiklamaya c¢abasina girigmistir. Bu asamada
kavramlar arasinda yeterli diizeyde baglanti kuramadigindan goriislerini ifade

etmede zorlanmakta, hatta bazi noktalarda tereddiitte diismektedir.

Diger yandan, sectigi kiimeler lizerinde bir siire daha diisiindiikten sonra

asagidaki agiklamay1 yaparak goriislerini agiklamaya devam etmistir.

Simdi bu % seklinde yazilamayan sayiarin bir siralamasi yok. Yani rastgele

(duraksar)... Bir diizen igerisinde degiller. Fakat rasyonel sayilar, bir diizen

icerisinde ilerliyorlar.

Sunulan agiklama ile A’nin ispat siireci igerisinde mevcut ana kadar ayri
ayr1 aldi1 Q rasyonel sayilar kiimesi ve Q irrasyonel sayilar kiimesi arasindaki ilk
baglantiy1 olusturdugu sdylenebilir. O, iki kiime arasindaki bu baglantiy1 kiimelerin
ortak oOzelliklerine odaklanarak degil, bunlar arasindaki bir farkliligi temel alarak
olusturmustur. Bu baglanti, onun ifadesi ile ’diizen’’ kavrami ile agiklanan bir
farklilik 1iligkisidir. Burada ifade edilen “’diizen’® kavrami, Onceki asamada
gerceklestirilen diisiinme eyleminin bir sonucudur. A, bir 6nceki adimda Q ve Q
kiimelerinin 6zelliklerini ayr1 ayr1 belirlemis ve bu asamada segtigi alt bilesenlerden
uygun olanlart mantiksal c¢ercevede bir araya getirerek ‘’diizen’’ kavramina
ulastirmistir. Dolayist ile onun bu anda, bir 6nceki adimda tanidigi bilgileri iki
kiime arasinda bir ayrim olusturacak sekilde amagli olarak bir araya getirmesi,
kullanma (B-) epistemik eylemi baglaminda degerlendirilebilir. Boylece A’nin

sectigi iki kiime arasindaki iliskiyi ispat siireci a¢isindan anlamlandirmaya bagladigi



141

sOylenebilir. Diger yandan bu noktada ulasilan ’diizen’’ kavrami bir bilgi olusumu
(C-) olarak degerlendirilmemistir. Cilinkii bu anda A i¢in yeni bir bilgi olusumu s6z
konusu degildir. A, bu eylem ile kiimelere iliskin sahip oldugu 6n bilgilerini,
kiimeler arasinda bir ayrim olusturacak sekilde bir araya getirmistir. Bagka bir ifade
ile A, rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar kiimesi ile ilgili daha 6nceden sahip
olmadig1 yeni bir bilgiye ulasmamistir. Burada ifade edilen “’diizen’’ kavrami onun
kisisel anlayisina paraleldir. Ayrica bu noktadaki tanima (R-) ve kullanma (B-)
eylemleri ile kurulan iligkiler, gelismeye baglayan imajin mantiksal baglar
icerdiginin bir gostergesi olarak yorumlanabilir. Ancak A, mevcut ana kadar,
sectigi  yapilart1  denklik  kavrami  c¢ergevesinde  heniiz tam  olarak

iliskilendirememistir.

Bu noktada A’dan derinlemesine bilgi almak isteyen arastirmaci ona
“diizen’’ kavrami ile neyi kastettigini sormustur. Bu soruya karsilik A, asagidaki

aciklamay1 yapmistir.

Irrasyonel sayilara baktigimiz zaman kiisuratlar: sonsuza kadar gittigi icin bir
diizen yok. Bir elemandan sonra hangi eleman gelir bilemiyoruz. Bu anlamda

rasyonel olanlar diizenlidir.

Bu aciklama ile A’nin irrasyonel sayilari, ondalik kisimlarinda devirli blok
icermedikleri i¢in diizensiz sayilar olarak nitelendirdigi sonucuna ulasilabilir. Bu
goriistinli agiklarken irrasyonel say1 kavraminin formal tanimindan yararlanmistir.
Bunun tersi olarak rasyonel sayilar1 da devirli say1 olarak nitelendirmistir. Dolay1st
ile bir rasyonel sayidan sonra gelen rasyonel saymin belirlenebilecegini kabul
etmektedir. Sunulan bu agiklama ile A’nin goriislinii detaylandirabilmek i¢in
irrasyonel sayr kavraminin formal tanimini sectigi (R-) ve bunu kullandig1 (B-)

sonucuna ulagilabilir.

Diger yandan bu noktada A’nin 6nceki adimda tanimladig1 diizen kavramini
kullanarak (B-) rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar kiimelerini 1 iki ayr1 kategori
icerisinde sinifladigr goriilebilir. Bu siniflamayr kiimelerin denkligini inceleme
siirecinde kullanmak amaciyla kendi anlayisi ¢ercevesinde olusturmustur. Soruya

yanit bulmak amaci ile inceledigi kiimeleri rastgele belirlemek yerine, onlar iki
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farkl1 kategoride siniflayan bu Ol¢iit 1518inda segmistir. Ancak mevcut anda bu

siniflamanin igerdigi kiimeler ve iligkiler a¢isindan tam olarak detaylandiramadigi

sOylenebilir. Cilinkii herhangi bir kiimenin hangi gerekce ile hangi kategoride

siniflanabilecegi acike¢a belirtilmemistir.

A tarafindan sunulan yukaridaki agiklamalarin ardindan arastirmaci, onun

bu andaki diisiince bi¢imini ve olusturdugu smiflamaya iliskin algisin1 daha iyi

anlayabilmek icin kendisine bazi sorular sormaya karar vermistir. Bu noktada

asagidaki diyalog gerceklesmistir.

Tablo 17

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (2)

Arastirmaci | Peki, bu siniflamaya gore rasyonel olanlar neden diizenlidir?
Diizen ile kastettigim sey bunlar1 bir siraya koyabilmek. Her iki rasyonel
A say1 arasinda bir rasyonel say1 daha yazabiliyoruz. Ama irrasyonel olanlari
aldigimizda mesela pi sayisini diisiindiiglimiizde bir sonu yok.
Arastirmaci1 | Peki, Pi sayisini, bir nokta olarak gostermek istesek gosteremez miyiz?
(Cemberden yola cikarak gosterebiliriz ama kiisurat1 sonsuza kadar gittigi
A icin bundan sonra gelecek sayiy1 belirleyemeyiz.
Arastirmac1 | Kiisurati sonsuza kadar devam eden sayilar1 hepsi i¢in boyle midir?

Son soru iizerine A, diisiinmeye baslamis ve bir siire konugsmamistir. Bu

siirecte Oniindeki kAgit iizerinde bazi islemler yaptifi gozlemlenmistir. Islem

siirecinin sonuna geldiginde arastirmaciya kagit lizerinde olusturdugu asagidaki

ornek durumu gdstermis ve altinda sunulan agiklamay1 yapmaistir.

L esae

) : R

A N G i s T (o
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Kiisurati sonsuza kadar devam eden bir say1 devirli ise burada oldugu gibi bundan

sonraki eleman belirlenebilir. Ancak bu sayt pi sayisi gibi devirsiz ise (irrasyonel
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olanlar kastediyor) kendisinden sonra gelen ilk sayi belirlenemez. Yani rasyonel

sayilar ve alt kiimeleri diizenlidir. Ancak irrasyonel sayilar diizenli degildir.

A, bu goriisiinii kendisinden emin bir sekilde ifade etmis ve olusturdugu
ornegi arastirmaciya bir delil olarak gdstermistir. Diisiincelerini kendisinden emin
bir sekilde ifade etmesi Selden ve Selden (2007) tarafindan ortaya konan duygusal
olmayan biligsel hislerden haklilik hissi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii bu
noktada olusturdugu 6rnegin goriisiinii destekledigini gormekte ve ispat acisindan

dogru yolda ilerledigine inanmaktadir.

Bu noktada A’nin 6nceki adimda sectigi (R-) devirli say1r kavramini bir
sonuca ulasmak amaciyla olusturdugu 6rnek durum igerisinde tekrar kullandigi (B-)
sonucuna ulasilabilir. Bu kullanma islemi ile A rasyonel sayilart neden diizenli
kabul ettigini, agiklayabilmistir. Yani bu asamada bir dogrulama s6z konusudur.
Ayrica bu dogrulama ile A’nin bir 6nceki adimda olusturdugu siniflamayi icerdigi
iligkiler acgisindan detaylandirabildigi sOylenebilir. Baska bir ifade ile bir 6nceki
adimda Q ve Q kiimeleri arasindaki ayrimi ifade etmek amaci tanimladig1 *’ diizen’’
kavramini1 farkli kiimeler arasindaki ortak iliskiyi kapsayacak sekilde genislettigi
sOylenebilir. O, artik kiimeleri elemanlarina gore diizenli olanlar ve diizenli
olmayanlar seklinde iki kategoride net olarak siiflayabilmektedir. Dolayis1 ile
mevcut genisleme ile her iki kategoriden secilecek ornekler kullanilarak denklik
iligkilerinin test edilebilecegi sdylenebilir. Bu diizenleme ile spesifik iki kiime olan
rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar kiimeleri iizerinde tamimlanan °’diizen’’
kavrami, pek c¢ok kiimeyi siniflayabilecek sekilde genisletilmistir. Boylece diizen
kavrami secilen kiimelerin belirlenmesi agisindan bir 6l¢iit niteligini tam olarak
kazanmistir. Sonug olarak bu noktada ispat siirecinin 6l¢iitiine iligskin bir olusturma
(C-) eyleminin gerceklestigi sOylenebilir. Ciinkii A, mevcut anda kiimelerin

siiflanabilmesine iligkin dnceden sahip olmadig1 yeni bir yapiya sahiptir.

Bu asamada imajimin bir 6lgiit igerdigi ve dolayisiyla onceki asamalara gore
daha karmasik bilesenleri igerisinde barindirdigi yorumu da yapilabilir. Yasanan
gelisme ile bir onceki asamada diistindiiklerini disartya aktarmada giigliik ¢ceken
A’nin smiflamaya iligkin diisiincelerini daha agik bigimde, formal matematiksel dili

de kullanarak ifade edebilir hale geldigi gozlenmistir. Bu durum da ispat imajinin
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basitten karmasiga dogru ilerleyen dinamik olma karakteristigi baglaminda

yorumlanabilir.

Bu anda A, kisa bir siire daha sectigi kiimeler iizerinde gozlerini
gezdirdikten sonra Q ve Q kiimeleri ile devam ederse hangi kiimenin daha biiyiik
oldugunu belirleyemeyecegini ifade etmistir. Ardindan en basta sectigi Ornekleri
degistirmek istedigini arastirmaciya belirtmistir. Bu noktada arastirmaci tarafindan
kendisine bir kisitlama getirilmemis ve 1srarct olunmamistir. Diisiincesinde 6zgiir
oldugu ve istedigi ornekler lizerinde diisiinebilecegi belirtilmistir. Bu onay {izerine
A, Q rasyonel sayilar kiimesi yerine N dogal sayilar kiimesi lizerine diisiinmek
istedigini sdylemistir. Bu noktada, Q ve N kiimeleri A tarafindan ortaya konan
siniflamaya gore aym kategoride yer alan (diizenl/i) kiimelerdir. Dolayist ile Q
rasyonel sayilar kiimesini siniflama agisindan kendisine esdeger bir kiime ile
degistirmistir. Bagka bir ifade ile bu noktada A’nin 6rneklerini degistirdigi ancak

kullandig1 6rnekler acisindan genel yaklagimini degistirmedigi soncuna ulasilabilir.

Bu anda onun, ispatin devaminda tikanabilecegini belirterek ileri asamalari
on gdrmesi ispat imajinin varlik karakteristigi ile iligkilendirilebilir. Cilinkii bu ana
kadar olusturdugu diisiinceler onun zihninde bir biitiin halindedir. Dolayisi ile bu
noktadan devam etmesi durumunda olusabilecek sonucu kendisi agisindan
yordayabilmigtir. Yaptigr zihinsel deneme-yanilmalar ile istedigi sonuca

ulagsamayacagini1 dngorerek drnegini degistirmeye karar vermistir.

A’nin Q, rasyonel sayilar kiimesinden vazgecerek N, dogal sayilar kiimesini
kullanmaya karar vermesi iizerine arastirmaci ile arasinda asagidaki diyalog

gergeklesmistir.
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Tablo 18

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (3)

Arastirmaci | Peki, bunlardan hangisi daha ¢oktur ya da esit midir?

Ikisi de sonsuzdur. Irrasyonel sayilari kactan baslatmamiz gerektigini
bilmiyoruz. Bunlar devretmeyen sayilar. Igerisinde kokten ¢ikmayan sayilar,
e sayis1, pi gibi pek cok eleman var. Kuralli bir fonksiyon yazamasak da izah
edilebilir bir esleme ile bunlarin denk oldugunu gostermeyi deneyebiliriz.
A [rrasyonel sayilardan rastgele bir tanesini alirsak mesela 7,357... gibi
devretmeyen bir say1, bundan sonra gelecek olan sayiy1 tahmin edemiyoruz.
Yani, irrasyonel sayilar1 siralayamiyorum. Herhangi bir irrasyonel sayimin

nasil bagladigin1 bilsem bile nasil bittigini bilemiyorum. Dolayist ile bir

irrasyonel sayidan sonra hangisi gelir karar veremiyorum.

Bu noktada A’nin irrasyonel sayilar ile ilgili 6nceki agiklamalarina benzer
bir agiklamada bulundugu goriilmektedir. Ona gore bir irrasyonel sayidan sonra
gelen irrasyonel say1 belirlenememektedir. Dolayisi ile bu kiimeyi kullanarak bir

fonksiyon olusturmada gii¢liik yasamaktadir.

A, diyalogun sonunda bir siire daha sessiz kalmistir. Ardindan kiimelere iligskin

sectigi kavramlar arasinda baglantilar kurmus ve asagidaki aciklamay1 yapmustir.

O zaman dogal sayilar kiimesinde tam kare olan ve olmayan ifadeleri farki
irrasyonel sayilara eslesek... Boylece bir par¢all fonksiyon tamimlayabilirim. Tam
kare olanlar ile olmayanlar: baska bir tarafa esleyecegim... Mesela tam kare
olmayanlar icin f(x)=+x gibi dogal sayilardan irrasyonel sayilara taniml olsa...
Tam kare olanlar i¢in de mesela x+n desek... Boylece x tam kare olsa da olmasa da

bir irrasyonel say elde edebilirim.

Bu yaklagim ile A, yeni bir zihinsel ¢abaya giristigi ve sectigi kiimeler
arasinda uygun bir fonksiyon tanimlamaya ¢aligtig1 sdylenebilir. Bu anda, olgiitiine
uygun olarak sectigi iki kiime arasinda denklige dayali ilk iliskiyi olusturmaya

caligmaktadir. Bu esleme ile sezgisel olarak kiimelerin denk oldugunu
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gosterebilecegine inanmaktadir. Bu inanci o andaki kendisinden emin

hareketlerinde fark edilmistir.

A, bu fonksiyonu tanimlayabilmek icin dogal sayilar kiimesini tam kare
olanlar ve olmayanlar seklinde iki parcaya ayirmistir. Dogal sayilar kiimesini bu
sekilde parcalamasinin temel sebebinin irrasyonel sayilar kiimesini bu andaki
algilayls bi¢imi oldugu soylenebilir. Onun agiklamalari incelendiginde mevcut
diistinme bicimi igerisinde irrasyonel sayilari iki farkli kategori icerisinde ele aldig1

anlagilmaktadir. Bunlar asagidaki gibi ifade edilebilir.

e Koklii say1 olarak ifade edilebilen irrasyonel sayilar

o Koklii say1 seklinde ifade edilemeyen irrasyonel sayilar

Dolayis1 ile mevcut anda zihninde yer alan bu kategorilere uygun bir esleme
tasarlamaya calistigt sOylenebilir.  Sahip oldugu bu smiflama onun ispat
yaklagimint sekillendirmektedir. Dolayisi ile zihninde yer alan imajin, onun bu
andaki 0Ozgiin disilincelerini yansittigi sdylenebilir. Baska bir ifade ile A’nin
yaklagimi, onun kisisel anlayisi dogrultusunda sekillenmeye devam etmektedir.
Ayrica o, tam bu anda konusmay1 birakarak diisiindiiklerini bir kagida yazmay1
tercth etmistir. Ciinkii mevcut anda kisisel anlayisina bagli olarak sekillenen
disiincelerinin  gegici  olabileceginden ve kaybolabileceginden korktugu

sOylenebilir. Bu asamada kagida yazilanlar asagida sunulmustur.
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A, sunulan eslemeyi tanimlarken irrasyonel say1 kavramina ek olarak pargali
fonksiyon kavramini da secgerek (R-) kullanmay1 (B-) 6nermistir. Boylece mantiksal
iliski agim1 genislettigi sOylenebilir. Bu noktada imajinin yeni iliskileri igerisine
alacak  bi¢cimde genislemesi dinamik olma karakteristigi baglaminda

degerlendirilebilir. Ayrica A’nin tasarladigi 6rnegi bir 6zgiiven ile duraksamadan
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ifade etmesi dogru iz iistiine olma hissi baglaminda degerlendirilebilir. Bu durum
onun imajmin bilissel unsurlarina eslik eden duyussal faktorlerin de var oldugunun

bir gostergesi olarak yorumlanabilir.

A’nin  yazma islemesini tamamlamasinin ardindan arastirmaci, bu
fonksiyonun uygun bir esleme olup olmadigini ona sormustur. Bu soruya yanit

olarak A, fonksiyonun birebir oldugunu asagidaki agiklamasi ile ifade etmistir.

“’Birebirlikte her eleman bir ve yalniz bir eleman ile esleniyordu. Yani bu fonksiyon

birebirdir.”’

Bunun hemen devaminda fonksiyonun ortenligini incelemeye baglamistir.
Bu o6zelligin saglanmasi igin fonksiyonun goriintii kiimesinde agikta eleman
kalmamas1 gerektigini sézel olarak ifade etmistir. Ancak bu noktada bir anda
duraksayarak kisa bir siire konugmamustir. Gozlerini tamimladigi fonksiyon
iizerinde gezdirmekle yetinmistir. Bu sessizligin ardindan arastirmaci ile arasinda

asagidaki diyalog gerceklesmistir.

Tablo 19

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (4)

A (Tereddiitlii bir sekilde) Ancak boyle olunca irrasyonel sayilar kiimesinde

acikta eleman kaliyor gibi goriiniiyor.

Arastirmaci | Hangi irrasyonel sayilar agikta kaliyor?

Tiim irrasyonel sayilar eslenemeyebilir. (duraksar) Ornegin bu eslemede

A e sayis1 ve katlart acikta kaliyor gibi goziikiiyor. Yani bu orten degil diye

diisiiniiyorum.

Bu asamada A, uygun 6rnekler yardimi ile mantiksal bir ¢erceve olusturarak
f fonksiyonunun 6rten olmadigini agiklayabilmistir. Dolayis1 ile sundugu eslemenin
uygun olmadig sonucuna kendi ¢abalari ile ulasmistir. Aciklamasinin ardindan,
ortenlik ile ilgili tereddiitlii tavrinin kayboldugu onun davranislarinda gozlenmistir.
Bu durumda fonksiyonun orten olmadig: ile ilgili sezgisel kesinlik hissine sahip

oldugu c¢ikarimi yapilabilir. Diger yandan bu asamada fonksiyonun uygun bir
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esleme olup olmadigini belirleyebilmek igin birebirlik ve ortenlik kavramlarini

tekrar segerek kullandigi (R- & B-) sonucuna da ulasilabilir.

Ortenlik ile ilgili bu aciklamalarinin ardindan, arastirmaci A’ya asagidaki soruyu

yoneltmistir.

Peki, sence bu fonksiyonun bijektif olmamasi, iki kiimenin denk olmadigini

soylemek igin yeterli mi?

Soru iizerinde kisa bir siire diisiinen A, iki kiime baska fonksiyonlarin
tanimlanabilecegini ifade etmistir. Diger bir ifade ile sadece bu fonksiyon yardimi
ile denklik hakkinda karar veremeyecegini belirtmistir. Sonu¢ olarak sundugu bu

ornek A’y1 kiimelerin denkligi hakkinda formal bir sonuca ulagtiramamastir.

Bu noktada arastirmaci, A’nin yaklagimimin bu siiregte nasil bir degisim
gosterdigini  belirleyebilmek i¢cin ona baslangictaki sezgisi hakkinda ne
diisiindiigiinii tekrar sormustur. Baslangictan itibaren ortaya koydugu tiim diisiinme
stireclerini ve verdigi esleme Ornegini bir arada degerlendiren (ve bir siire sessiz

kalan) A, asagidaki agiklamada bulunmustur.

Her kiimenin denk oldugunu gosteremiyoruz. Ama denk olmadigini da
gosteremiyoruz. Bu ornek beni sezgisel olarak denk olmayabilecegine gotiirdii.

Ctinkii agikta eleman kalvyor gibi, bilemiyoruz.

Agiklama incelendiginde ile A’nin sezgisinin degismeye basladigi
anlagilabilir. O, net deliller sunarak agiklayamasa da kiimelerin denk
olamayabilecegini diislinmeye baslamistir. Bu noktada 6n bilgilerini ve deneyimini
gbzden gecirerek bunlar arasinda yeni iligkiler olusturdugu sdylenebilir. Bu durum
imaji mantiksal baglar igerme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ayrica
A’nin deneyimleri etkisi ile onceki sezgisinin yanlisligina karar vermesi imajin
varlik karakteristigi ile a¢iklanabilir. Ciinkii bu anda A’nin zihnindeki imaj tek ve
bir biitlindiir. Dolayis1 ile ispat siirecinin onceki agsamalarina donerek yaklagimini
gbzden gecirebilmistir. Bu noktada A’nin agiklamalarina devam etmekte giigliik
cektigini gozlemleyen arastirmaci ona sorular sorarak diisiincelerini detaylandirmak

istemistir. Bu noktada agagidaki diyalog gerceklesmistir.
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Tablo 20

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (5)

Arastirmaci | Verdigin 6rnek seni nasil bir sonuca ulagtirdi?
A Ortak hicbir elemanlar1 yok. (Tereddiitlii bir sekilde) Ortak elemanlari
olmadig1 i¢in denk olamayabilir...
Arastirmaci | Bu her kiime i¢in gegerli mi?
A (Duraksar.) Elemanlarimi belirleyebildigimiz kiimeler i¢in degil.
Arastirmaci | Ne diisiindiigiinii biraz daha agiklar misin?
(Kararsiz bir ses tonu ile) Rasyonel sayilar kiimesini ele aldigimiz zaman
A icerisinde tam sayilar kiimesi var ve tam sayilar da dogal sayilar kiimesini
kapsiyor. Sonra reel sayilar da bu kiimeleri icerisine aliyor. Ama dogal
sayilar ile irrasyonel olanlar1 diisliniince... Aralarinda bir baglant1 yok,
bunlar ayrik kiimeler.
Arastirmaci | Yani birbirinin alt kiimesi olanlar arasinda bir iliski oldugunu mu
diisiiniiyorsun?
Belki bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Sonucta birbirlerinin alt kiimesi
A seklinde gidiyorlar.

(Bu agiklamadan sonra bir siire diistiniir ve kararsiz bir sekilde devam eder.)
Mesela reel sayilar ile dogal sayilar arasinda bir fonksiyon tanimlanabiliyor

mu? Bunu diisiiniiyorum su an.

Diyalog incelendiginde A’nin, kiimelerin denkligini inceleme siirecinde

olusturdugu olgiitli lizerinde tekrar diisiinmeye basladigi anlasilmaktadir. O, ispatin

ilk agamalarinda bir 6l¢iit olarak kiimelerin ardisik elemanlarin belirlenebilmesini

(yani kendi ifadesi ile kiimelerin “’diizenli’’ olup olmamasini) gbz oniine almigtir.

Dolayist ile sonsuz kiimeleri bu 6l¢iite gore siniflayabilmis ve uygun bir drnek ¢ifti

olarak Q ve N kiimelerini se¢mistir. Diger yandan mevcut durumda, diisiinme

seklinde bir degisim goézlenmektedir. Bu anda A’nin, 6n bilgilerini ve bu siirecteki

deneyimlerini gézden gegirerek baslangicta ortaya koydugu Sl¢iitiinii genisletmeye

calistig1 sOylenebilir. Mevcut anda ardisik elemanlarin belirlenebilmesine ek olarak,
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alt kiime iligkisinin de bir dl¢lit olup olamayacagini sorgulamaktadir. Bu hipotezi

test etmek i¢in N ve R kiimelerini segerek diisiinmeye baglamistir.

Diger yandan sunulan diyalog incelendiginde A’nin pek ¢ok noktada
duraksadig1 ve bazen tereddiitte diistiigli gdzlenmistir. Bu durumun nedeni, igerdigi
baglantilar acgisindan imajin mevcut anda onun kisisel anlayisina bagli olmasi
olabilir. Baska bir ifade ile bu 6zel anda A’ya 6zgii olan diisiinceler formal olarak
yeterince detaylandirilamadigi icin onun kisisel anlayisindan ayrilamamaktadir.
Sonu¢ olarak A, bu andaki diislincelerini aktarirken dis cevre ile etkili iletisim

kuramamaktadir.

Yukarida sunulan diyalogun devaminda A, varsayimini dogrulayabilmek
icin N dogal sayilar kiimesi ile R, gercel sayilar kiimesi arasinda bir esleme
olusturma ¢abasma girismistir. Bu noktada ilk olarak asagidaki agiklamayi

yapmistir.

Reel sayilart (R) sifirdan saga ve sola dogru siralayabiliriz. Ama sifirdan sonra

gelecek olan ilk reel sayiy1 bilemeyiz. Irrasyonellere benziyor.

Bu aciklamanin devaminda bir siire diislindiikten sonra asagidaki Oneriyi

sunmustur.

Kiimeleri ifade ederken sézel olarak ilk gelen elemanlar, ikinci elemanlar
diyebiliyoruz. Bunlarin ne olduklarint bilmesek de orada olduklarini biliyoruz.

Bunlari bir sekilde esleyebiliriz diye diistiniiyorum.

A’nin bu tarz bir yaklasim ile ardisik elemanlar1 belirleyebilme ile ilgili
giicliiglinii agsmaya calistig1 soylenebilir. Ciinkii bu yaklasima gore gercel sayilar
kiimesinin  elemanlarini  belirleyemese de kiimelerin  denkligini ortaya
koyabilecegini ifade etmistir. Bu Onerisini gergeklestirebilmek igin sdzel olarak N
ve R kiimeleri arasinda asagidaki kural ile bir esleme tanimlanabilecegini

belirtmistir.

x. dogal say1 — x. gercel sayi
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Bu noktada A’nin 6nceki 6grenme deneyimlerinden elde ettigi bir ¢ikarimi
mevcut ispat siirecine transfer ettigi sdylenebilir. Bahsedilen ¢ikarim, bir 6nceki
hafta Mantik dersi igerisinde ele alinan N ~ 2 = {2,3,5,...} denkliginin ispatindan
elde edilmis bir genellemedir. Buna gore asal sayilar (2) bir kurala gore
siralanmadiklarindan N ile 2 arasinda kuralli, cebirsel bir fonksiyon olusturmak

mimkiin degildir. Bu noktada dgretim elemaninin yonetimi ile derste yapilan sinif
ici tartismalar sonucunda iki kiime arasinda cebirsel olmasa da asagidaki gibi
bijektif bir fonksiyon tanimlanabilecegi ve kiimelerin denkliginin izah edilebilecegi

sonucuna ulagilmstir.
f: N 2 2, f(x) = x. asal say: fonksiyonu bijektiftir = 2~ N

Ispat siirecinin bu noktasinda A’nin, 2 asal sayilar kiimesi ile R, gercel

sayilar kiimesi arasinda elemanlarin belirlenmesi acisindan bir benzerlik iligki
kurarak uygun bir yaklasim tasarlamaya ¢alistig1 sdylenebilir. Ona gore asal sayilar
kiimesinin ardisik elemanlarinin kuralli bir sekilde belirlenememesi ile gergel
sayilar kiimesinde bir elemandan sonra gelen elemanin belirlenememesi arasinda

bir benzerlik s6z konusudur. Dolayisi ile yukarida agiklanan N~ 2 ispatindan elde

9

ettigi bu ¢ikarimi N~ R sorusuna uyarlayarak ¢oziime ulagtigimni diisiinmiistiir. Bu

noktadaki diisiincelerini agagidaki gibi ifade etmistir.

Sonugta ikisinde de sonsuza gittigi i¢in ikisinin elemanlarini birbirine esleyebiliriz.
Bu sey gibi... Araliklarin eslenmesi gibi. Mesela (1,3) araligi (2,10) araligindan
daha kiiciik gibi goziikiiyor. Ama yine de sonsuz egleme yapabiliyoruz. Bunu da
aymi sekilde diisiinebiliriz. Dogal sayilar daha kiigiik gibi, ¢iinkii araliklar: genis,
tek tek gidiyor belirli sayilar var. Reel sayilarda belirli sayilar yok ama o da
sonsuza gidiyor. Dolayisi ile 1 sayisint ilk reel sayrya, 2 sayisin ikinci reel sayiya

olacak sekilde bunlar: esleyebiliriz.

Yukarida agiklanan siire¢  ve sunulan ac¢iklamalar bir arada
degerlendirildiginde A’nin, bu noktada sundugu goriisiinii bi¢cimlendirirken ve
diistincelerini aciklarken asagida siralanan kavramlar1 sectigi ve ¢esitli amaglar ile

kullandig1 (R- & B-) sonucuna ulasilabilir.
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e Gergel sayilar (R) kiimesi
e Dogal sayilar (N) kiimesi
e Asal sayilar (2 ) kiimesi

e Bijektif fonksiyon kavrami

e Izah edilebilir esleme kavrami

Diger yandan mevcut anda A’nin on bilgileri ve deneyimleri ile yeni
iliskiler kurarak mantiksal iliski agini geniglettigi de sOylenebilir. Bu durum kanit
imajinin mantiksal baglar icerme ve dinamik olma karakteristikleri ile agiklanabilir.
Ciinkli imaj daha basit bir formdan, daha gelismis bir forma dogru her defasinda
yeni ve farkli kavramlari/iliskileri igerecek sekilde genislemektedir. Ayrica onun bir
delil olarak sundugu bu eslemeyi, onceki derslerde yer alan deneyimlerinden
hareketle olusturmast da imajimn kisisel anlayis karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Clinkii A’nin 6nceki deneyimlerinin ve bunlarin sonuglarinin,
onun ispat anlayisina yon verdigi goriilmektedir. Baska bir ifade ile A’nin ispat

slireci ve imaj1, onun kendi anlayis1 baglaminda sekillenmeye devam etmektedir.
Bu asamada A, gerceklestirdigi siirece iliskin asagidaki aciklamalarda bulunmustur.

Bir esleme yaptim gibi duruyor. Ciinkii ilk eleman ve ikinci eleman dedigimiz igin
bunlar ayni degil ve birebirlik oluyor. Sonsuza kadar gittigi icin ortenlik de oluyor.

Bijektiflik saglantyor.

Diger yandan bu agiklamalarin ardindan A, bir siire susmus ve yapmis
oldugu islemleri incelemeye baslamistir. Bu noktada arastirmacit A’nin diisiinceli
tavirlar igerisinde oldugunu gozlemlemistir. O, agiklamalarma gére uygun bir delil
sunmasina ragmen ispat1 tamamladigini belirtmemistir. Arastirmaci, bunun sebebini

belirlemek istediginde asagidaki diyalog gerceklesmistir.
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Tablo 21

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (6)

Arastirmaci

Su anda ne diisiindiigiinii ve hissettigini a¢iklar misin?

Diisiliniiyorum da irrasyonel sayilar demis olsaydik, onun elemanlarini da

bulabilir miydik? Ornegin bininci eleman deseydik bulabilir miydik?

A (Bu soruya yanit arar ve bir stire diistintir.)
[rrasyonel sayilarm, reel sayilarin i¢inde oldugunu biliyoruz. Ancak nasil
siralandigini bilmiyoruz. Siralayamadigimizdan bunun da elemanlarin
belirleyemezdik.
Arastirmaci | Sana gore, elemanlar1 siralayabilmemiz ispat agisindan nasil bir fark yaratiyor?
Dogal sayilarin, tam sayilarin elemanlarini sayabiliyoruz, sdyleyebiliyoruz. Bu
A kiimelerin nerde basladigini ve nasil devam edecegini biliyorum.
Arastirmaci | Bagka hangi kiimeler boyle?
Dogal sayilar1 ve tam sayilar1 agikta birakmayacak sekilde sayabiliyoruz.
Rasyonel sayilarda, 0 var buradan baslayabiliyoruz. Bunun hemen sonrasinda, %
A seklinde bir say1 var. Bu sayimin var oldugunu biliyoruz. (bir siire diisiiniir)

Rasyonel sayilar kiisurati devirli ve diizenli sekilde devam ediyor. Bu anlamda
dogal sayilara ve tam sayilara benziyor. Irrasyonel sayilar ise diizensiz ve

basamaklar1 sonsuza kadar gidiyor.

Yukarida sunulan diyalog incelendiginde A’nin, N ve R kiimeleri arasinda

uygun bir ispat yaklagimi ortaya koydugunu sézel olarak ifade etmesine karsin tiim

kiimeler i¢in gecerli olabilecek genel bir yargiya ulasmadigi goriilmektedir. Bu

noktada sundugu ornekten hareketle genel bir yargiya ulasmamasinin temel nedeni

sezgisel kesinlik hissinin ortaya ¢ikmamis olmasidir. Cilinkii mevcut anda A’nin, N

ve R kiimeleri arasinda uygun bir esleme olusturdugunu belirtmesine karsin ispat

stirecine dair bir tamamlanmiglik hissine ulasamadigi sdylenebilir. Bu noktada,




154

olusturdugu eslemenin onu sezgisel agidan ikna edemedigi sonucuna ulasilabilir.
Bagka bir ifade ile A, olusturdugu esleme ile tiim kiimelere ait genel bir sonuca
ulagtigin1 diistinmedigi i¢in ispat silireci agisindan nihai bir noktaya ulastigini
belirtmemistir. Aksine, tiim ¢abalarina ragmen istedigi sonuca ulasamadig1 i¢in Q
irrasyonel sayilar kiimesini goz Oniine alarak yaklasimini yeni gézden gecirmeye
basladig1 sdylenebilir. Diger bir ifade A, olusturdugu yaklasimin dogrulugundan
emin olmadigt icin farkli kiimeler secerek ile bunu dogrulama c¢abasina
girigmektedir. Bu noktada A’nin olusturdugu yaklasimi agisindan bir bilme hissine
ulasmaya calistig1 sonucuna ulasilabilir. Bu noktada, A’nin bilme hissine sahip
olamamasinin temel nedeni, eslemenin igerdigi mantiksal baglar1 kullanarak
denklik kavraminin 6ziinde yatan iliskilere dair yeterli bir anlayis gelistirememis
olmasidir. Onun, bu anda olusturdugu iliskilere dair bilme hissine sahip olamamasi,
stirecin biitiiniine iliskin bir genel yargiya ulasmay1 saglayabilecek haklilik hissine
ulagmasini engellemistir. Tiim bu nedenler ile imajin duyussal boyutunu olusturan
sezgisel kesinlik hissi bu asamada ortaya ¢cikmamaistir. Sonug olarak A, olusturdugu
eslemeden hareketle soruya yanit olarak “’her sonsuz kiime denktir’’ seklinde bir

genellemeye ulasamamuistir.

Diger yandan A’nin, mevcut anda igerisinde bulundugu durumu
anlamlandirabilmek i¢in sectigi yapilar1 ve kurdugu iliskileri incelemeye basladig:
sOylenebilir. Bu gbzden gecirme siireci igerisinde (sasirtict bir sekilde), onceki
asamalarda kullanmaya calistig1 ancak kendisini formal bir sonuca ulastirmayan
“diizen’’ kavramina tekrar yoneldigi gozlenmistir. Bu durumun birbirinden

bagimsiz olmayan iki temel sebebinden bahsedilebilir.

e Siirecin baslangicinda sekillenen “’diizen’’ kavraminin, denklik iligkileri
baglaminda tam olarak anlamlandirilamamasi
e Denklik kavrammin 06ziinde yatan iliskilerin “’diizen’’ kavrami ile

aciklanabilecegi diislincesi

Dolayist ile bu noktada A’nin, kiimelerin diizenli olmasi ile ilgili
siniflamasina tekrar odaklanarak bu kavrami denklik siireci agisindan net bir sekilde
anlamlandirmaya calisti§1 ¢ikarimi yapilabilir. Baska bir ifade ile onun, kiimeleri

siiflayabilmek i¢in tanimladigi bu kavram araciligi ile denklik siirecinin 6zilinde
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yatan iligkilere yonelik bir i¢ gorii gelistirmeye c¢alistig1 sdylenebilir. Diger yandan
bir 6nceki adimda sundugu esleme fikri ile bu i¢ goriiye ulasamadigi ve dolayisi ile
siirecin anlami agisindan bir belirsizlik hissine maruz kaldigi yorumu da yapilabilir.
Yasadigr bu belirsizligin, onu tekrardan aymi kavram {izerine diisiinmeye
yonlendirdigi soylenebilir. Dolayis1 ile mevcut anda A, ispati tamamladigini
belirtmenin aksine, kendisi agisindan siireci anlamlandirma c¢abasina girigmistir.
Sonu¢ olarak bu noktada kendisini, ikna etmek icin tekrardan ardisik elemanlarin

belirlenebilmesinin anlami iizerine diisiinmeye bagladig1 sdylenebilir.

Bu durum ispat siirecinde yer alan duyussal faktorlerin, ispat siirecine kattig1
anlam1 vurgulamasi agisindan 6nemlidir. Kidron ve Dreyfus (2014)° da belirtildigi
gibi duyussal faktorler ispat stirecinde biligsel faktorlerin birer tamamlayicisi olarak
yer almaktadirlar. Duyussal iknanin olmadigr salt biligsel siire¢ ile formal ispata
tam olarak ulasilmasi beklenemez. Dolayisi ile imaj icerisinde yer alan duyugsal

boyut, ispat siirecine yon vermesi agisindan énemlidir.

Ustte sunulan diyalogun ardindan arastirmaci, A’dan diisiindiiklerini
yazarak ifade etmesini istemistir. Bu noktada zaman ac¢isindan herhangi bir
simnirlama getirmemis ve diisiince silirecinde esneklik saglamaya g¢alismistir. Bu

stirecte A’nin yazarak ifade ettigi diislinceleri agagida sunulmustur.
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A, yukaridaki resimden de goriildiigi gibi N, Z, 2 ve Q kiimelerini ardisik

elemanlar1 belirlenebilen (siralanabilen-sayilabilen) kiimeler olarak siiflamis ve

2
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R, Q kiimelerini de ardisik elemanlar1 belirlenemeyen (siwralanamayan-
sayilamayan) kimeler smiflamistir. Bu siniflama onun baslangigta olusturdugu

29

“diizen’” kavramina paraleldir. Bu noktada kullanilan terim ve tanimlamalar
disaridan bir miidahale olmaksizin A’nin kendi kisisel anlayisi ile sekillenen
diisiincesinin triinleridir. Dolayis1 ile buradaki sayma ve siralama ifadeleri, bu

kavramlarin formal matematiksel tanimlari ile 6zdes degerlendirilmemelidir.

Bu asamada, A yazdiklar1 izerinde diisiinerek > Bunun anlami ne olmali?
sorusunu kendisine yoneltti. Bu durum onun ¢oziime icten gelen giiglii bir
motivasyon ile ulagsmaya c¢alistiginin bir gostergesi olarak yorumlanabilir. Bu soru
aragtirmaci tarafindan A’ya aynen yoneltilmis ve ondan diisiincelerini agiklamasi
istenmistir. Bu noktada da ona yeteri kadar zaman taninmis ve diisiincelerini
aciklamasi i¢in bir baski yapilmamistir. A, bir siire sessiz kaldiktan sonra

kendisinden emin olmayan tavirlar igerisinde asagidaki aciklamay1 yapmistir.

Acaba bu siralayabildigimiz kiimeler... (duraksar) Bunlar kendi igerisinde denk

olsa. Siralayamadiklarimiz da kendi igerisinde denk olsa. Béyle bir siniflama yap
labilir mi?

Arka arkaya ¢ok sayida soruya yanit aranan bu siiregte arastirmaci, A’nin
diisiinme bicimine dogrudan bir miidahalede bulunmak istemedigi i¢in onun
sorularina yonlendirici cevaplar sunmamistir. Bu noktada onun sordugu yukaridaki

soruya asagidaki cevab1 vermekle yetinmistir.
Bu soruyu ben sana yoneltmis olayim ve sen bana a¢iklamaya ¢alis.

Bunun iizerine tekrardan diisiinmeye baslayan A, formda kendisine sorulan sorudan
uzaklastigini diisiinerek soruyu tekrardan kisik sesle okumustur. Ardindan bu ana
kadar yaptig1 islemler ilizerinde goz gezdirdikten sonra kendisine kisik bir sesle

asagidaki agiklamay1 yapmuistir.
Bu soruya yanit vermek i¢in denk olmayan iki kiime bulsam yetiyor.

Mevcut anda o, tam olarak farkinda olmasa da, bu agiklama onun sezgisini apagik

bir sekilde ortaya koymaktadir. Artik o kiimelerin daima denk olabilecegi
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diisiincesinden vazgecmis ve denk olmayan iki kiime aramaya baslamistir. Bu
kiimeleri belirleme siirecinde temel referans noktast en basta olusturdugu
simiflamadir. Dolayisi ile bu smiflama, mevcut durumda onun kiimelerin denk

olmadigina iliskin sezgisini yansitmaktadir.

Bu asamada A’nin ¢ok sayida islem yaptig1 ve bunlarin biiyiik bir boltimiinti
tereddiit ile sildigi arastirmaci tarafindan gozlemlenmistir. Ancak bir siire sonra
islemlerine beklenmedik bir sekilde son vermis ve arastirmaciya su soruyu

yoneltmistir.
Sonsuzluga, sonsuz eleman ekleyip ¢ikarmak denkligi bozar mi?

Bu soru ile A’nin neyi ifade etmek istedigini tam olarak anlamlandiramayan
arastirmaci ondan diisiincelerini daha net aciklamasini istemistir. Bu anda ikili
arasinda asagidaki diyalog gerceklesmistir.

Tablo 22

Arastirmaci ve A arasinda gerceklesen diyalog (7)

Arastirmaci

Bu soruyu neden sordugunu biraz daha net aciklar misin?

Baslangicta diisiindiigiim f(x)=vx fonksiyonu iizerinde tekrar diisiiniiyordum.

A Mesela bu fonksiyon i¢in reel sayilar kiimesini aldim. V2 ile v/3 sayilarint
diisiiniirsek, o arada sonsuz tane eleman var. Ama bu sonsuz elemani belirleyip
esleyemiyoruz. Yani sonsuzluktan bir sonsuzluk eksilmis oluyor.

Arastirmaci | Bu sayilari neye esleyemiyoruz?
A Dogal sayilar kiimesindeki herhangi bir elemana... Elemanlar1 tek tek

belirleyip siralayamiyoruz, sayamadigimiz igin agikta eleman kalryor. Ornegin
2 sayis1 V2 ile eslenir, 3 sayis1 V3 ile eslenir. Tanim kiimesindeki biitiin
elemanlar1 eslememize ragmen deger kiimesinde agikta eleman kaliyor. Orten

olmas1 miimkiin degil.

A, denk olmayan bir kiime c¢ifti ararken ¢esitli ornekler iizerinde farkl

fonksiyonlar tanimlayarak ardisik islemler gerceklestirmistir. Bu igslemleri sirasinda

baslangigta olusturdugu f(x)=vx kuralli fonksiyon iizerinde tekrar diisiindiigiinde
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daha onceden fark etmedigi bir sey fark ederek aniden duraksamistir. Diisiinme
stirecinin bu noktasinda, farkli iki gercel say1 arasinda sonsuz gergel say1 olmasina
ragmen, farkli iki dogal say1 arasinda daima sonlu sayida dogal say1 oldugunu fark
etmistir. Bagka bir ifade ile R, gercel sayilar kiimesinin 6z alt kiimesi olan her bir
araligin sonsuz elemanli olmasina odaklanarak sectigi kiimeler arasinda yeni bir
ayrim olusturmustur. Mevcut anda odaklandig1 bu ayrimi, f(x)=vx fonksiyonu ile
bir arada diisiinerek kiimeler arasindaki denklik iliskisine karar verebildigi
sOylenebilir. Yani A, zihninde yer alan iki yapiyr bir araya getirerek bu anda

kendisi agisindan net bir sonuca ulagabilmistir.

Bu anda varlik karakteristigi sayesinde A’nin zihninde halihazirda var olan
yapilarin uygun bir kombinasyon ile bir araya gelmesinin, Van der Waerden (1954)
‘deki anlami ile bir Einfall (Kidron ve Dreyfus (2014) tarafindan ilham olarak
cevrilmistir) olusumuna yol agtig1 sdylenebilir. A, bu Einfall (ilham) sayesinde R
ve N kiimelerine sonsuzluklart agisindan bir ayrim getirebilmistir. Bu ayrim,
kendisinin de belirttigi gibi R’nin iki elemani arasinda yine sonsuz eleman

olmasidir.

Bu noktada arastirmact A’dan bu diisiincesini yazmasini ve aciklamasini
istemistir. A bir yandan asagidaki ifadeleri yazarken diger yandan resmin altinda

sunulan ac¢iklamalar1 yapmustir.
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Dogal sayilardan reel sayilara bir fonksiyon tanmimlayalim. f(x)’i Vx seklinde
tammlasak. Bu durumda 1, 1’e gider. 2, \2've gider. Devam eder... Reel sayilar
kiimesinde (1, N2) arahig, (N2 ,N3) araligi gibi araliklar acikta kalyor. Bu arada

sonsuz deger var. Dogal sayilarin hepsini kullaniyoruz. (kendisinden emin bir
sekilde konusmaya devam eder) Ama yine de reel sayilarda agikta eleman kalryor.
Fonksiyonun kuralini degistirsem de bunlari birbirlerine esleyemem. Bu yiizden
reel sayilarda daha ¢ok eleman oldugunu diistiniiyorum. Zaten bu sonuca ulasmak

istiyordum.

Aciklama incelendiginde A’nin, bu asamada Onceki yapilardan farkli olarak
acik araliklar ile ilgili bilgilerini sectigi (R-) ve bunlar1 fonksiyonun bijektif
olamayacagini izah etmek icin kullandig1 (B-) sdylenebilir. Bu eylemler sayesinde
biitiin dogal sayilar1 kullansa da gergel sayilar kiimesinde daima agikta eleman
kalacagin1i net bir sekilde belirterek bu kiimelerin denk olamayacagini ifade
etmistir. Bu noktada bir delil olarak olusturdugu ornek ile diisiincelerini
desteklemektedir. O, bu anda soruda kendisine sorulan iliski agina ydnelik
kavramsal bir anlayis gelistirebilmistir. Dolayis1 ile bu andaki gozlemleri onun i¢in,
Rota (1997)‘daki anlami ile bir aydinlanmaya neden olmustur. Yasadigi
aydinlanma ile A, denklik iliskisi acisindan segtigi iki kiime arasindaki durumu
kavrayabilmis  ve  verdigi  cevabin  temelinde  yatan  baglantilar
anlamlandirabilmistir. Tiim bu sebepler ile mevcut anda denk olmayan iki sonsuz
kiime bulduguna emindir. Bu nedenle, bir i¢ gorii olustugunu gdézlemledigimiz bu
anda A’nin, Onceki asamalarda olusturdugu tanima ve kullanma eylemlerinin
sonuclarini bir araya getirerek her sonsuz kiimenin denk olmak zorunda olmadigina

iliskin yeni bir bilgi olusturdugu (C-) sdylenebilir.

Bu noktada A’nin diislindiiklerini duraksamadan ve 6zgilivenle ifade ettigi
gorilmiistiir. Bu asamadaki islemleri duraksamadan gerceklestirmesi dogru iz
tistiinde olma hissi ile agiklanabilir. Ayrica onun ulagsmak istedigi sonuca eristigini
acikca ifade etmesi bilme hissine ve haklilik hissine sahip oldugunun bir gostergesi
olarak yorumlanabilir. Dolayis1 ile bu noktada duygusal olmayan bilissel hislerin
cok boyutlu olarak yer aldig1 ve imajin sezgisel ikna karakteristigini tamamladig

sOylenebilir.
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Mevcut anda A, iliski agin1 ekledigi yeni baglantilar ile genisletmistir. Bu
durum, imajin mantiksal baglar igerme karakteristigi baglaminda yorumlanabilir.
Bu baglarin her adimda bir 6nceki adimi kapsayacak sekilde basitten karmasiga
(daha az gelismisten daha ¢ok gelismise dogru) ilerlemesi de imajin dinamik olma
karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Bu c¢ergevede A’nin imajinin
mantiksal baglar i¢erdigi ve dinamik oldugu sonucuna ulasilabilir. Bu noktada A,
arastirmaci tarafindan kendisine yoneltilen ’flk defa mi béyle bir ispat yaptin?
Daha once bu kiimelere iligkin herhangi bir ispat yapmis miydin? °° sorularina
cevap olarak ispatt daha dnce gormedigi ve boyle bir ispati ilk defa bu ¢aligma
icerisinde gergeklestirdigi yanitlarim1  vermistir. Bu aciklamalar da A’nin
yaklagiminin onun kisisel anlayisina paralel olarak sekillendiginin bir gostergesi
olarak degerlendirilebilir. Tiim bu siiregte sectigi kavramlar ve baglantilar, verdigi
ornekler, ulastig1 sonuglar A’nin bireysel ¢abasinin bir {iriiniidiir. Dolayis1 ile bu
ispat siireci onun kisisel anlayisindan bagimsiz degildir. Diger yandan imaj,
ilerleyen asamalarda onun kisisel anlayisinin bir pargasi olmaktan uzaklasmis ve dis
cevre ile iletisim kurabilir hale gelmistir. Bu da A’nin diislindiiklerini formal
matematiksel dil cercevesinde daha net olarak agiklayabilmesine bir olanak

saglamistir.
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B’nin Ispat Siireci

B, kendisine sunulan teoremi yiiksek sesle okuduktan sonra diislinmeye
basladi. Bir siire i¢in herhangi bir agiklamada bulunmadi ve higbir islem yapmadi.

Bunun devaminda asagidaki agiklamayi yaparak goriislerini agiklamaya basladi.

Bir agik aralik olacak ve ben bunu reel sayilara denklestirmeye ¢calisacagim. Bu tek

tarafli a¢ik aralik olabilir ya da iki tarafli agik aralik olabilir.

[Ik agiklama ile B’nin teoremi anlamlandirma siirecine basladig1
sOylenebilir. O, bu anlamlandirma ile ispatin1 bigimlendirebilecegi bir yaklagimin
temelini olusturmaya calismaktadir. Bu dogrultuda, acik kiimeler ile R, gercel

sayilar kiimesi arasinda bir denklik olugturmasi gerektigini agikca ifade etmistir.

Diger yandan B’nin, bu ilk aciklamasi ile a¢ik aralik kavramina iliskin 6n
bilgilerini goézden gecirdigi de soOylenebilir. Bu gozden ge¢irme Tanima (R-)
epistemik eylemi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii B, mevcut diisiinme siireci
icerisinde acik aralik kavramina iliskin zihninde yer alan bilgilerden uygun olanlari
secerek ifade etmistir. O, mevcut andaki agiklamasi ile acik araliklarin tek tarafl
acik bir kiime ya da iki tarafli agik bir kiime olabilecegini belirtmistir. Bu

aciklamanin ardindan kendisine [-1,0) , [0,1) gibi agik aralik 6rneklerini vermistir.

(-2,07 ©4]

Mevcut noktada bir siire daha diisiindiikten sonra asagidaki agiklamayi yaparak

diisiincelerini agiklamaya devam etmistir.

Mesela su anda (-3,-2) araligim diistindiim. Bunu gergel sayilara bijektif sekilde

esleyerek kiimelerin denk oldugunu gésterebilirim.

Sunulan bu aciklama incelendiginde B’nin iki kiime arasindaki denklik
iligkisini gosterebilmek i¢in bir esleme (fonksiyon) olusturmayr Onerdigi
goriilebilir. Bu noktada onun, zihninde yer alan kavramlardan bijektif fonksiyon
kavramini segtigi sdylenebilir. Clinkii o, bijektif fonksiyon kavramini bunu denkligi

gostermenin bir araci olarak tanimaktadir (R-).
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Diger yandan bu agiklama ile B’nin, teoremin neden dogru oldugunu
anlamlandirabilecegi 6rnek bir durum olusturma ¢abasina giristigi de sdylenebilir.
Ciinkii mevcut anda teoremde yer alan soyut-kavramsal iliskiler onun i¢in yeterince

anlaml degildir. Dolayisi ile o, bu iliskileri anlamlandirabilmek amaciyla 6rnek bir
durum olusturmaya karar vermistir.

Bu noktada 6niinde bulunan kagit tizerine baz1 iglemler yaptig1 ve bir grafik ¢izdigi

gozlenmistir. Bu adimda ¢izilen grafik asagida sunulmustur.

-
L
V_)
’i =
-
~— =
L?_: S
0N
—>

\ \
e K
RO 4

e

Gortilebilecegi gibi B, (-3,-2)

araliginin R, gergel sayilar kiimesine
denkligini bu kiimeler arasinda tanimlanabilecek bir fonksiyon ile gostermeye

calismistir. Bu eslemeyi olustururken x = -3 ve x = -2 dogrularindan birer asimptot

olarak yararlanmistir. Dolayis1 ile bu noktada asimptot kavraminmi kullandigi (B-)
sonucuna ulagilabilir.

Olusturdugu bu ¢izimin ardindan asagidaki agiklamay1 yapmustir.

Fonksiyonun goriintii kiimesini reel sayilar kiimesi ve tamim kiimesini de (-3,-2)

araligi olarak belirledim. Acikta eleman kalmadig icin fonksiyonun birebir ve
orten oldugunu séyleyebilivim. Yani bu kiimeler denktir.

B’nin bu noktadaki Ornegini olustururken, birebirlik ve Ortenlik

kavramlarmi sectigi (R-) ve bu kavramlart kullandigi (B-) sdylenebilir. O,
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olusturdugu bu eslemenin birebir olma ve orten olma kosullarini sagladigini x-

eksenine paralel dogrular olusturarak agiklayabilmistir.

e Bu dogrularin, fonksiyonu bir ve yalnmiz bir noktada kestigini belirterek
fonksiyonun birebir oldugu sonucuna ulagmustir.
e Bu dogrularin, y- ekseninde yer alan her noktay1 kestigini belirterek

fonksiyonun o6rten oldugu sonucuna ulagmaistir.

Bu sonuglardan hareketle fonksiyonun bijektif oldugunu sdyleyebilmis
ardindan asagidaki agiklamalar1 yapmustir.

Bu fonksiyonun kuralini olusturmasam da sadece grafikten bijektif oldugunu
soyleyebilirim. Ayrica bunun bijektif oldugunu bildigim igin (-2,-3) kiimesi ile R,
gergel sayilar kiimesinin denk oldugunu séyleyebilirim.

Bu noktada B’nin, fonksiyonun bijektif olmasindan hareketle kiimelerin
denkligini ifade etmesi, imajin mantiksal baglar igerme karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Ciinkii o, olusturdugu gorsel eslemenin bijektif olmasindan
hareketle sectigi kiimelerin denk oldugu sonucuna ulasabilmistir. Dolayist ile
B’nin bijektif fonksiyon kavramini iki kiimenin denkligini ifade etmek amaci ile

kullandig1 (B-) sonucuna da ulasilabilir.

Bu noktada arastirmaci, B’nin diislinme siirecini daha 1yi anlayabilmek icin
bazi sorular sormaya karar vermistir. Mevcut anda ikili arasinda gergeklesen
diyalogun bir boliimii asagida sunulmustur.

Tablo 23

Arastirmaci ve B arasinda gerc¢eklesen diyalog (1)

Arastirmaci | Sence bu esleme teoremin dogru oldugunu sdyleyebilmek icin yeterli mi?

B (Bir siire diistiniir ve yaptigi islemleri kontrol eder.)

Bu sadece bir 6rnekti. Bunu genellestirebiliriz.

Arastirmaci | Bu genellestirmeyi nasil yapabilirsin?

B

Araliklart diislindiigimde... (Diisiinceli bir tavir ile) Her aralikta bu
sekilde bir fonksiyon yazabiliriz. Her ac¢ik araligi mesela (a,b) gibi bir

aralik seklinde diisiinebiliriz.
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Diyalog incelendiginde B’nin olusturdugu 6rnek durumu bir ispat olarak
kabul etmedigi sonucuna ulasilabilir. Bagka bir ifade ile o, spesifik kiimeleri
kullanarak olusturdugu 6zel bir durumu tiim kiimeler i¢in genellestirmemektedir.
Bu noktada tiim kiimeler icin gegerli olabilecek genel bir yaklasimi degiskenler

iceren cebirsel bir yontem ile olusturmay1 6nermistir.

S6z konusu genellestirme islemine, yeni bir koordinat sistemi ve benzer bir grafik

olusturarak baglamistir.

Bu eksen iizerinde, sectigi keyfi bir (a,b) a¢ik aralifinin u¢ noktalarinmi (x=a
. +b . . .
ve x=b) ve bu araliktaki x = aT €(a,b) noktasini isaretledikten sonra yukaridaki

gibi bir fonksiyon grafigi olusturmustur. Bu ¢izimin ardindan asagidaki aciklamay1

yapmistir.

Bu genel bir yaklasim olacag i¢in sadece grafik olusturmam yetmez. Bu

fonksiyonun kuralint da belirlemem gerek.

Yukaridaki agiklamadan B’nin, genel yaklasimini daha formal bir ¢ergevede
olusturmay1 tercih ettigi anlasilabilir. Buna gore o, sadece olusturdugu grafigin
sagladig1 gorsel (visual) iknay: yeterli bulmamaktadir. Dolayist ile grafik temsilden

hareketle kuralli-cebirsel bir fonksiyon olusturma ¢abasina girismistir.
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Bu noktada bir siire diislinmiis ve kagit ilizerine bazi islemler yaptigi
gozlenmistir. Dilisiinme siirecinin sonuna geldiginde asagidaki agiklamay1 yaparak

devam etmistir.

Bu fonksiyonu x- eksenini kestigi noktaya gére parcali bir sekilde ifade etmeyi
deneyebilirim. Ciinkii grafige baktigimda fonksiyonun x = azﬁe(a,b) noktasindan
once ve sonra farkly isaretli degerler aldigint goriiyorum. Ayrica fonksiyonun bu

noktada x- eksenini kestigi i¢in 0 degerini aldigini da séyleyebilirim.

Sunulan agiklama incelendiginde B’nin, 6n bilgileri arasindan pargali
fonksiyon kavramimi segtigi (R-) ve bunu (a,b) araligi ile R, gercel sayilar
kiimesinin denkligini géstermek amaciyla kullanmaya (B-) karar verdigi sonucuna
ulagilabilir. Bu noktada onun, parcali fonksiyon kavrami ile olusturdugu grafik

arasinda mantiksal bir iliski kurarak bu karar1 aldigi sdylenebilir. Bu iliskinin

. a+b .
referans noktasinin grafik iizerinde yer alan x = = €(a,b) noktast oldugu

.. . i a+b , .
sOylenebilir. Ciinkii B, x = Te(a,b) noktasindan once ve sonra fonksiyonun

degerlerinin aldig: isaretleri inceleyerek alarak parcali bir fonksiyon olusturmaya

karar vermistir. Bagka bir ifade ile o, fonksiyonun aldig1 degerlerden hareketle
+b
fonksiyonun tanim kiimesini x = aT €(a,b) noktasina gore pargalamayi tercih

etmistir.
Bu noktadaki agiklamalarina asagidaki gibi devam etmistir.

Burada, grafige baktigimda fonksiyon x=a ve x=b noktalarint asla kesmiyor. Yani
bunlar asimptot olmali. Dolayist ile (x-a) ve (x-b) fonksiyonun paydasini 0 yapan

degerler olmali.

Gortildigu gibi B, fonksiyonu tanimlayabilmek i¢in tanim kiimesini uygun
bir sekilde parcaladiktan sonra diisey asimptot kavramindan yararlanmaya karar
vermistir. Dolayisi ile bu grafik lizerinde gergeklestirdigi diistinme siireci ile parcali
fonksiyon kavrami ile (diisey) asimptot kavrami arasinda mantiksal bir iligki

kurdugu soylenebilir.
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Bu noktada parcali fonksiyonu tanimlarken asagidaki agiklamalar1 yapmustir.

+b
Grafige baktigimda x degerleri, aT’den biiyiik ise fonksiyonun goriintiisii negatif

+b
olmali. Ayrica x degerleri, aT’den biiyiik ise x=b asimptot olmali. Dolayist ile bu

parg¢a i¢in kurali s6yle yazabilirim.

(Bu yorumdan sonra asagidaki ifadeyi yazdi.)

(oY
L s
XY actlo Py =
e

+b
Fonksiyonun sol tarafinda yani x degerleri , aT’den kiiciik oldugunda da

goriintiisti pozitif olmali. Bu sefer de x=a asimptottur. Bu par¢camin kuralim da

soyle yazabilirim.
b
(Bu yorumdan sonra, x = % olma durumunu da g6z Oniine alarak, asagidaki
ifadeyi yazdi.)
ai\n
a o K
e -,QL\A\ = e
O — &

Bu agiklamalarin ardindan, parcali fonksiyonu tanimladigin1 asagidaki gibi agikca

ifade etti.

Bu fonksiyon su anda igimize yarar. Ciinkii genel bir ifadeye ulasmak istemistim.
Burada a ve b yerine herhangi iki sayi yazarsam bu onermenin gegerli oldugunu

gosterebilirim.

Boylece B’nin agik araliklar ile R, gercel kiimesinin denk olduguna iligkin
gorlislinii destekleyen formal bir yapiy1 ortaya koydugu sdylenebilir.
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Bu noktada onun goriisiinii (duraksamadan) agikca ifade etmesi Selden ve
Selden (2007) tarafindan ortaya konan duygusal olmayan biligsel hislerden bilme
hissi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii bu anda B yaptig1 islemler ile
tanimladig1 fonksiyonun, ispatin amacina hizmet ettiginden ve dogru oldugundan

emindir.

B, bu eslemeyi olustururken pargali fonksiyon, asimptot, tanim kiimesi ve
goriintii kiimesi gibi pek ¢ok kavrami se¢mis (R-) ve bu kavramlari amacini
gerceklestirmek i¢in kullanmistir (B-) . Onun kavramlar arasinda kurdugu bu
iligkiler, imajin  mantiksal baglar icerme  karakteristigi = baglaminda
degerlendirilebilir. Ayrica B’nin, her adimda kurdugu yeni baglantilar sayesinde
kavramsal iligki agin1 genisletmeye devam ettigi sonucuna ulagilabilir. Tiim bu
iligkiler sayesinde baglangicta sadece gorsel bir temsil ile ifade edebildigi denklik
iligkisini cebirsel bir fonksiyon olusturarak daha formal bir bicimde
gosterebilmistir.  Bu durum da kanit imajinin dinamik olma karakteristigi
baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii B’nin ispata yonelik imaji, gelismemis bir
formdan daha gelismis bir forma dogru 6nceki adimlari igerecek sekilde gelismeye

devam etmektedir.

Bu siiregte B’nin gerceklestirdigi islemleri bir arada sunan sekil asagida

sunulmustur.
- o
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B’nin ispatint1 tamamladigin1 belirtmesinin ardindan arastirmaci ile arasinda

asagidaki kisa diyalog gerceklesmistir.
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Tablo 24

Arastirmaci ve B arasinda gerceklesen diyalog (2)

Arastirmaci | Sence su anda ispati tamamladin mi1?

(Gozlerini teorem iizerinde gezdirir.) Su ana kadar acik
araliklarin gergel sayilara denk oldugunu gosterdim. (Kisa bir

B stire sessiz kalir.) Teoremde herhangi bir acik aralig1 kapsayan

denmisti. Yani... Ispatim heniiz tamamlanmadi.

Diyalog incelendiginde B’nin, ispati heniiz tamamlamadigini1 agik¢a ifade ettigi
goriilebilir. Bagka bir ifade ile o, olast durumlardan sadece biri i¢in (a¢ik aralik)
teoremin  dogrulugunu gosterdigini  belirtmistir. Bu diyalogun ardindan

aciklamalarina asagidaki gibi devam etmistir.

Teoremde agik araliklart kapsayan bir kiime denmis. Bu kiime yanminda baska
kiimeler de icerebilir. Mesela fazladan bir eleman icerebilir. (Oniinde bulunan
kagida bir seyler yazmaya baslar.) Ornegin [1,2) diyelim ya da [1,3) olsun. Bunu
su sekilde ifade edebiliriz.

K\\%\, = i\:fé\} )

Bu da nihayetinde aymi kiimeye esittir. Baska bir 6rnek diigiiniirsem mesela bu da
[3,5) araligi olsun. Bu kiime de [3,4] 4,5) kiimesine esittir. Dolayist ile agik
aralig1 kapsayan bir kiime kapali bir aralik da igerebilir. Bu kiime ayni zamanda
[3,4)U4,5) A4} seklinde de yazilabilir. Bunlarin hepsi acik araligt iceren birer

kiimedir.
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Sunulan bu aciklama ile B, a¢ik aralik iceren kiime tanimina uygun farkli kiimeleri

belirlemeye c¢alismistir. Kiimeler arasinda mantiksal iliskiler kurarak (a¢ik¢a
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belirtmese de) bir siniflamaya ulastigi soylenebilir. Bu smiflamaya gore agik bir
kiimeyi kapsayan herhangi bir kiime icin farkli durumlar s6z konusu
olabilmektedir. Onun agiklamalarindan anlasilan bu durumlar daha ac¢ik bir sekilde

asagida sunulmustur.

e Bir agik aralig1 kapsayan kiime sadece acik araliklardan olusabilir.
e Bir agik araligi kapsayan kiime icerdigi acik araliga ek olarak, sonlu veya

sonsuz sayida eleman iceren baska kiimeleri veya araliklar1 da icerebilir.

B, bu noktada kiime kavramina iligkin 6n bilgilerini gozden gecirerek agik
aralik, kapali aralik, kiimenin eleman1 gibi ¢esitli 6n bilgilerini se¢mis (R-) ve
teoremin ispatina iliskin farklt durumlarin olabilecegi sonucuna ulasmistir. Bu
noktada B’nin kiimelere yonelik olusturdugu bu siniflama, bir olusturma (C-)
eylemi olarak degerlendirilmemistir. Ciinkii B, mevcut eylem ile daha onceden
sahip olmadig1 yeni bir yap1 elde etmemistir. O, bu eylem sayesinde teoremi
ispatlamak i¢in farkli durumlar1 g6z Oniine almasi gerektigi sonucuna ulasmistir.
Dolayisi ile bahsedilen bu siniflamanin, bir kullanma (B-) epistemik eyleminin bir
iirinii oldugu soylenebilir. Boylece B, igerisinde bulundugu durumda teoremin

icerdigi iliskileri daha iyi anlayabilir hale geldigi sOylenebilir.

Diger yandan onun sectigi Orneklerden hareketle olusturdugu bu ayrim,
kisisel anlayiginin bir {iriiniidiir. Baska bir ifade ile B’nin mevcut anda teoremde yer
alan agik aralik iceren kiime tanmima iligkin ortaya koydugu bu ayrim kendi
anlayisinin ve ¢abasinin bir {riiniidiir. Bu nedenle imajin kisisel anlayis

karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir.

B, yukarida sunulan agiklamalarinin ardindan diisiinceli tavirlar sergilemeye
baslamistir. Bu noktada arastirmacidan diislincelerini aciklamasini istediginde

asagidaki yanit1 almigtir.

En son yazdigim bu* kiimenin gergel sayilara denk olup olamayacagin

diisiiniiyorum.

* [3,5) =[3,4)u4,5)u{4}
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Bu soruya yanit bulmak amaci ile bir siire diisiinen ve bir 6nceki adimda

olusturdugu 6rnegi inceleyen B, asagidaki aciklama ile diislincelerini agiklamistir.

Biz zaten (3,5) acik araliginin reel sayilara denk oldugunu zaten biliyoruz. Simdi
ben bu kiimeye bir eleman daha eklesem bile bu denkligin bozulmayacagini

diistintiyorum.

Bu agiklama incelendiginde B’nin, (3,5) ~ R iken (3,5) kiimesine bir
eleman eklenmesi ile elde edilen [3,5) kiimesinin de R, gergel sayilar kiimesine
denk oldugunu ifade ettigi goriilmektedir. Bu agiklama iki basglik altinda
degerlendirilebilir. Ilk olarak B’nin, (3,5) ~ R oldugunu acikca ifade etmesi, imajin
varlik karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ciink{i onun 6nceki agamalarda
olusturdugu yapilar hélihazirda zihninde yer almaktadir. Dolayisi ile her (a,b)
araligi i¢in gegerli olan (a,b)~R sonucunu bu noktada (3,5)~R seklinde 6zel bir
cergevede ele aldigi sdylenebilir. Baska bir ifade ile B, ispat siirecine yonelik tek
ve biitlin bir imaja sahip oldugu i¢in 6nceki adimlarda ulastig1 bir sonucu mevcut

duruma transfer edebilmistir.

Ikinci olarak onun [3,5)~R sonucuna formal bir delik gdstermeden
ulagmasi sezgisel bir yaklasim olarak degerlendirilebilir. Ciinkii ulasgtigi bu sonucun

bir varsayima dayandigi sdylenebilir.
Bu noktada B ile arastirmaci arasinda asagidaki kisa diyalog gerceklesmistir.

Tablo 25

Arastirmaci ve B arasinda gerceklesen diyalog (3)

Arastirmaci | Verdigin bu cevap, istedigin sonuca ulastigini belirtmen i¢in yeterli mi?

(Bu noktada bir siire sustu ve basiyla onaylamadigina iliskin isaret yapti. Bir siire daha

diistindii. Kagit iizerinde bazi islemler yapti. Sonrasinda agiklamasina devam etti.)

(Tereddiitle)y Bu kiimelerin denkligini dogrudan gdsteremesem bile
B dolayl1 olarak alt kiimeleri yardimi ile gosterebilecegimi diisiiniiyorum.
Bunun i¢in 6grendigim bir teoremden yararlanmaliyim. Bu teoremde

birbirinin alt kiimesine denk olan kiimeler denk oluyordu.




171

Sunulan diyalogdan goriildiigii gibi B’nin ortaya koymus oldugu sezgisel
yaklagim onu matematiksel olarak ikna etmemistir. Onun bu yaklasimi yeterli kabul
etmemesinin temel nedeni, bu yaklasim ile bir sezgisel kesinlik hissine
ulagamamasidir. Cilinkli varsayima dayanan bu yaklasim ile B, disiincelerini
destekleyebilecek formal bir delile ulasamamistir. Bu nedenle imajin duyussal
boyutunu olusturan sezgisel ikna hissi ortaya ¢ikmamistir. Sonug olarak B, daha

formal bir delil iiretebilecegi alternatif bir yontemin arayisina girismistir.

B’nin bu arayis siirecinde [3,5) ve R kiimelerinin kendilerini kullanarak
formal bir yaklasim bi¢imlendiremedigi ve dolayis1 ile bu kiimelerin alt
kiimelerinden yararlanmaya karar verdigi s0ylenebilir. Dolayisi ile bu noktada, alt
kiimelerden hareketle ispatt olusturmasini saglayacak yapilardan Schroder-

Bernstein Teoremi ile mantiksal bir baglanti1 kurdugu sonucuna ulasilabilir.

Bu teorem asagida sunulmustur.

AcA=A ~B
A~B
B.cB=B ~A

Yukarida sunulan diyalogun ardindan B, segtigi bu teoremi kullanarak [3,5)
ve R kiimelerinin denkligini formal bir sekilde ortaya koyma ¢abasina girismistir.
Bunun i¢in her iki kiimeden uygun alt kiimeleri asagidaki yaklasimla belirlemeye

caligmustir.

Bu teoreme gore oncelikle [3,5) kiimesinden bir alt kiime almaliyim. Burada pek
¢ok alt kiime alabilirim. Mesela benim i¢in en kolay (3,5) araligini diistinebilirim.

Bunun, gergel sayilara denk oldugunu basit bir grafik yardimi ile gésterebilirim.

(Bu dogrultuda B’nin ¢izdigi grafik asagida sunulmustur.)
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(Cizimin ardindan agiklamalarina asagidaki gibi devam etti.)

Simdi de Reel sayilarin bir alt kiimesini almaliyim. Burada da pek ¢ok alt kiime
miimkiin. Mesela en kolay [3,5) kiimesinin kendisini secebilivim. Zaten bu kiime

tizerinde tamimli f(x)=x birim fonksiyonu ile kendisine denkligini gostermis olurum.

B’nin bu noktadaki yaklasimi bir biitiin olarak yukarida sunulmustur.

X
}C 0 K%%\NL“\

,Cf(.%\i X

B, a¢iklamalarin ve islemlerin ardindan [3,5) araliginin R, gergel sayilar
kiimesine denk oldugunu agikca ifade etmistir. Ayrica, bu noktada kendisinden
emin bir tavir igerisinde oldugu arastirmaci tarafindan gézlenmistir. Bu noktada

B’nin bir bilme hissine sahip oldugu yorumu yapilabilir.

Diger yandan o, bu asamada ortaya koydugu yaklasim ile Schroder-
Bernstein Teoremi, alt kiime kavrami ve birim fonksiyon gibi yeni kavramlari
secerek (R-) bunlar1 goriisiinii desteklemek amaci ile kullanmistir (B-). Bu sayede
bir oOnceki asamada ortaya koydugu sezgisini formal bir delil {ireterek

dogrulayabilmistir.

Bu noktada kavramlar arasinda kurulan bu baglantilar, imajin mantiksal
baglar icerme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ayrica ispat siirecinin,
yeni kavramlart ve iligkileri icerecek sekilde genislemesi dinamik olma
karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii bu noktada imaj, segilen

onceki yapilar igerecek sekilde gelismeye devam etmektedir.
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Bu asamada arastirmaci, B’nin diisiinme bi¢imini daha iyi anlayabilmek i¢in

ona baz1 sorular yoneltmeye karar vermistir. ikili arasinda gegen diyalogun bir

kismi agagida sunulmustur.

Tablo 26

Arastirmaci ve B arasinda gerceklesen diyalog (4)

Arastirmaci | Peki, kiimelerin denkligine iliskin bu yaklasimin seni ikna etti mi?
B (Duraksamadan) Evet, bu yaptigimdan ikna oldum. Bunlar denk kiimeler.
Arastirmaci | Peki, artik ispati tamamladigini sdyleyebilir miyiz?
(Gozlerini, onceki asamada olusturdugu ornek durum ve teorem iizerinde gezdirdi.
B Bir 6ncekine benziyor. Bu da bir 6rnekti. Her kiime i¢in dogru oldugunu

gosterebilmek icin degiskenlerden yararlanmaliyim.

Diyalog incelendiginde, B’nin yaptigi islemler ile ulastigi [3,5) ~ R
denkliginden emin oldugu sonucuna ulasilabilir. Bu noktada, islemlerin kendisini
ikna ettigini agikca ifade etmistir. Onun bu noktada ikna olmasinin temel nedeni,
elde ettigi sonucu formal delillere dayandirmasidir. Baska bir ifade ile B, bu
delillerden hareketle bir Onceki adimda ortaya koydugu sezgisel goriisiinii
dogrulayabilmistir. Dolayisi ile onun bu noktada bir haklilik hissine ulastig1 yorumu
yapilabilir. Ciinkii B, bu anda yaptig1 islemlerin ve elde ettigi sonucun dogru

oldugunu gérmektedir.

Diger yandan B, bu noktada ispatin tamamlandigimni ifade etmemistir. O,
yaptig1 islemler ile sadece (tipki bir onceki asamada oldugu gibi) 6rnek bir durum
olusturdugunu agikea ifade etmistir. Genel bir sonuca ulagmak i¢in tiim durumlarda

gecerli olabilecek cebirsel bir yaklasimi kullanmasi gerektigini belirtmistir.

B, bu yaklasimi 6nermesinin ardindan asagidaki agiklamay1 yaparak goriislerini

aciklamaya devam etmistir.

Bir agik araligi kapsayan kiime baska kiimeleri de icerebilir. Bunu zaten daha

onceden de séylemistim. Mesela (a,b) araligimi kapsayan bir kiime yaninda eleman
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veya ag¢ik aralik veya kapali aralik icerebilir. Bunu bilemeyiz. Dolayist ile tiim bu

durumlari nasil ifade edebilecegimi bilmiyorum.

Bu aciklama ile B, onceki asamalarda olusturdugu siniflamaya gore farkli
durumlar olusabilecegini ve bu durumlar1 bir arada diisiinemedigini agik¢a ifade
etmistir. Bu noktada, olast durumlardan her birini ayr1 ayr1 incelemeyi
diistinmiistiir. Ancak bu yontem ile ¢ok sayida ayrik durumu incelemesi gerektigini
belirterek bundan vazge¢mistir. Cebirsel anlayisini bicimlendirmeye c¢alistigi bu
noktada bir siire islem yapmadan diisiinmiis, teorem ile verdigi onceki ornekleri
incelemeye devam etmistir. Bir siire sonra kendisinden daha emin bir sekilde
goriislerini agiklamaya baslamistir. Bu siiregte kdgida bazi notlar aldig1 arastirmaci

tarafindan gozlenmistir.

Herhangi bir agik aralik iceren kiime diigiinecegim. (Bir an duraksar) Mesela bu
kiimeye A kiimesi dedigimizi diigiinelim. A kiimesinin, (a,b) gibi bir a¢ik aralik
icerecegini biliyorum. Ama burada (a,b) kiimesinin yaninda farkli kiimelerin de
olabilecegini soylemigtim. Yani pek ¢ok durum var. (Bir siire sessiz kalir) Bunlarin
hepsinin ortak ozelligi (a,b) araligini icermeleri. Ben (a,b) kiimesinin yaninda ne
oldugunu bilmiyorum. Ama olabilecegi seyleri biliyorum. (Bir siire daha sessiz
kalir) Tamam, mesela ben (a,b) kiimesinin yaninda olabilecek diger kiimeyi K

olarak isimlendireyim. Bu durumda A kiimesini soyle yazabilirim.

(Bu noktada yazdigi ifade agagida sunulmustur.)

Bu noktada B’nin Rota ‘daki (1997) anlami ile bir Aydinlanma
(Enlightenment) yasadig1 sOylenebilir.  Ciinkii mevcut ana kadar o, teoremi
ispatlayabilmek i¢in olasi durumlar belirleyebilmis ancak bunlari ayrik durumlar

olarak ele alabilmistir. Diger yandan mevcut anda gerceklesen bu aydinlanma ile
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teoremde yer alan herhangi bir acgik aralik iceren kiime kavramimin formal
ifadesine ulasabilmistir. Bu tanimlama sayesinde, 6nceden olusturdugu durumlari
ve bunlarin birbiri ile olan iliskilerini bir arada diislinebilmistir. Bu sayede tiim

olast durumlar1 kapsayan genel (cebirsel) bir yapi ile ifade edebilmistir.

Bu siirecte B’nin, onceki asamalarda olusturdugu simiflamaya ait farkl
durumlari, teoremde sunulan iliskiler ¢ergcevesinde bir araya getirdigi ve boylece
yeni bir yap1 olusturabildigi (C-) sdylenebilir. Bu noktada bi¢cimlenen cebirsel yap1
sayesinde onun, belirledigi ayrik durumlari tek cati altinda ifade edebilir hale
geldigi soylenebilir. Baska bir ifade ile bu ana kadar ayr1 ayr1 ele alma ihtiyaci
hissettigi tiim durumlar1 olusturdugu bu yap1 sayesinde bir arada gosterebilecegi bir

seviyeye gelmistir.

Bu durum imajin mantiksal baglar icerme karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Ciinkii B, teoremde yer alan kavramlar ve sectigi diger yapilar
arasinda mantiksal baglantilar kurarak bu cebirsel yapiy1 olusturabilmistir. Diger
yandan bu durum imajin dinamik oldugunun bir gdstergesi olarak da
yorumlanabilir. Ciinkii B, olusan bu yap1 sayesinde mevcut ana tek c¢ati altinda bir
araya toplayamadig: iliskileri bir araya getirebilmistir. Dolayis1 ile B’nin sahip
oldugu imajin mevcut anda, dnceki durumlara gore daha kompleks bir yapiya sahip

oldugu sonucuna ulasilabilir.

B’nin A kiimesini tanimlamasinin ardindan arastirmaci arasinda asagidaki kisa

diyalog ger¢eklesmistir.

Tablo 27

Arastirmaci ve B arasinda gerceklesen diyalog (5)

Arastirmaci | Peki, bu A kiimesi reel sayilara denk midir?

B (Giiliimser ve kendisinden emin olarak...) Bence denktir.

Arastirmaci | Neden boyle diisiindiin?

B Daha 6nce kullandigim yontemi kullanirsam gdsterebilirim.
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Goriildiigii gibi B yapacagi islemler ile dogru sonuca ulasabilecegini agikca
ifade etmektedir. Dolayisi ile bu noktada dogru iz iistiine olma hissine sahip oldugu
sOylenebilir. Ayrica bu noktada kullanabilecegi yontem ile dogru sonuca
ulagabilecegini agik¢a ifade etmesi imajin varlik karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Cilinkii B, bu anda ispata iliskin tek ve biitiin bir imaja sahiptir.
Dolayisi ile onerdigi yaklasim ile siirecin sonunda istedigi sonuca ulasabilecegini

ongorebilmektedir.
Bu diyalogun devaminda B, asagidaki agiklamalar1 yaparak devam etmistir.

Mesela once A kiimesinin bir alt kiimesini alabilivim. Bu alt kiime (a,b) a¢ik aralig
olsun. Bunun gergel sayilara denk oldugunu biliyorum. Ciinkii daha once

gosterdim.

Bu noktada sadece asagidaki grafigi cizmekle yetinmis ve fonksiyonun kuralini

tekrardan olusturmamustir.

(Bu grafigin altina asagidaki ifadeleri yazmugstir.)

ol = (aw) NI
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Yazma islemini tamamlamasimin ardindan asagidaki aciklamayr yaparak
diisiincelerini agiklamaya devam etmistir.

Ilk adimi tamamladim. Burada, A kiimesinden aldigim (a,b) alt kiimesinin, gercel

sayilara denk oldugunu grafikle gésterdim. Sira geldi, R kiimesinden bir alt kiime
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almaya. Ama daha énce de séyledigim gibi burada K kiimesini bilmiyorum. Sonlu
olabilir, tek tarafi acik olabilir, iki tarafi acik olabilir, kapali aralik olabilir. Pek

cok durum soz konusu...

Sunulan agiklama incelendiginde B’nin, teoremin ikinci adimini
gergeklestirmek icin gercel sayilar kiimesinden uygun bir alt kiime belirleme
stirecinde K kiimesi i¢in olusabilecek farkli durumlart ayr1 ayr1 degerlendirdigi ve

bu nedenle bir yaklasim olusturmada giicliik yasadig1 sonucuna ulasilabilir.

Bu noktada arastirmaci, B’nin kiimelere ait diislinme bi¢imini daha iyi

anlayabilmek i¢in ona asagidaki soruyu yoneltmistir.

K kiimesinin, bahsettigin bu durumlardan hangisi oldugu ispatini nasil

etkileyecek?

Sunulan soru iizerine kisa bir siire diistinen B, yaptig1 islemler ile kiimeler
arasinda bir baglanti kurmaya calistigin1 belirtmistir. Diger yandan, bu baglantiy
olusturabildigi silirece K kiimesinin nasil tanimlandiginin bir énemi olmadigin

acgikca ifade etmistir.

Bu kisa diyalogun ardindan B, Schréder-Bernstein teoremini kullanarak
olusturmaya c¢alistig1 ispatin ikinci adiminda K kiimesine iliskin durumu

anlamlandirmak icin asagidaki 6rnek durumu olusturmaya karar vermistir.

Mesela burada K kiimesi sonlu bir kiime olsun ve K={ki,kz,...,k,} elemanlarindan
olugsun. Bu durumda A kiimesi bu kiime ile (a,b) araliginin birlesiminden olusacak.

Oyleyse A kiimesini séyle ifade edebiliriz.

(Bu noktada 6niinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri yazar.)
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Bu gosterimi olusturduktan sonra R, gergel sayilar kiimesinden bir alt kiime
secmesi gerektigini belirtmistir. Bu noktada pek ¢ok alt kiime se¢ebilecegini ancak
en kolay Ac R kiimesini kullanarak istedigi sonuca ulasabilecegini ifade etmis ve
bu kiimenin kendisine denkligini birim fonksiyon yardimi ile asagidaki gibi

gostermistir.

e\ =y AN Q

Bu 6rnek durumu olusturduktan sonra bir anda duraksamis ve ani bir hareketle K

kiimesini isaret ederek asagidaki agiklamay1 yapmustir.

Tamam! Su anda anladim. Simdi ben, K’y1 sonlu bir kiime olarak se¢tim ve burada
denkligi gosterdim. Eger K bundan farkli, mesela sonsuz bir kiime olsaydi... Ben bu
sefer de R kiimesinden bu sonsuz kiimeyi alt kiime olarak seger ve islemimi
gercgeklestirirdim. Dolayist ile K kiimesinin sonlu veya sonsuz olmasi, yani nasil

tammlandigr bu sonucu etkilemez.

Bu noktada B’nin K={kjko,....kn}cA kiimesi i¢in olusturdugu ozel
durumdan elde ettigi sonugtan hareketle Van der Waerden (1954) ‘deki anlam ile
bir Einfall’a ulastig1 soylenebilir. Bu Einfall (ilham) ile zihninde halihazirda var
olan yapilar1 mantiksal bir gerceve ile bir araya getirebildigi ve dolayist ile bir i¢
gorliye ulastigr soylenebilir. Boylece, K kiimesine ait farkli durumlarin teoremin
ispatina dogrudan bir etkisi olmadigina iliskin bir yap1 olusturabilmistir (C-). Yeni
ortaya c¢ikan bu yapi ile B, herhangi bir agik kiimeyi igeren kiimenin (yaninda hangi
kiimeyi igerirse igersin), gercel sayilar kiimesine denk oldugu sonucuna
ulagabilmistir. Baska bir ifade ile K kiimesinin nasil tanimlandiginin ispat siirecini
dogrudan etkilemeyecegini anlayabilmistir. Ciinkii bu kiime nasil tanimlanirsa
tanimlansin Schroder-Bernstein Teoremine gore R, gercel sayilar kiimesinden bir

alt kiime olarak A kiimesinin kendisini segebilecegini fark etmistir.

B’nin bu noktadaki agiklamasi ile bilme hissine sahip oldugu sonucuna

ulagilabilir. Ciinkii bu anda yaptig1 aciklamalardaki ses tonu ve viicut hareketleri
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ile kendisinden emin bir tavir sergilemektedir. Diger yandan bu andaki ifadeleri ile
istedigi sonuca ulasabildigini agik¢a ifade etmistir. Dolayisi ile mevcut anda ispata
iliskin  bir tamamlanmishk duygusuna sahip oldugu sdylenebilir. Bu
tamamlanmishik duygusu imajin duyussal boyutunun kesin bir sekilde ortaya
ciktiginin bir gostergesi olarak degerlendirilebilir. Baska bir ifade ile ispat
siirecinde isletilen biligsel boyuta eslik eden duyussal boyut ile sayesinde, siirecin

dogruluguna ait sezgisel iknanin saglanabildigi sonucuna ulagilabilir.

Yukarida sunulan agiklamalarin ardindan B, tiim K kiimeleri i¢in gegerli oldugunu
ifade ettigi asagidaki kosulu yazarak ispatin ikinci asamasini tamamladigini ve

ulagmak istedigi sonuca ulasabildigini agikca ifade etmistir.
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Tim bu siirecin sonunda B, R’nin herhangi bir acik araligi kapsayan her alt
kiimesinin R, gergel sayilar kiimesine denk oldugunu formal-matematiksel olarak

ispatlayabilmistir.
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D’nin Ispat Siireci

D, ispat siirecine kendisine sunulan teoremi kisik bir sesle okuyarak basladi.
Bu anda, yliziinde kararsiz bir ifade oldugu arastirmaci tarafindan gézlendi. Kisa bir
slire sonra, teoremi ayni ses tonu ile ancak daha yavas bir tonda okudugu goriildii.
Ardindan, basini elleri arasina alarak sessiz bir sekilde beklemeye basladi. Bu
noktada bir siire sessizce bekledikten sonra asagidaki aciklamalar1 yaparak

goriislerini agiklamaya basladi.

Gergel sayilar kiimesi var. Biz bunun herhangi bir sonsuz alt kiimesini aliyoruz.

Bunun da sayilabilir sonsuz bir alt kiimesi oldugunu soyliiyor.

Sunulan agiklama incelendiginde, D’nin ilk diisiinme siireci ile teoremde yer
alan iligkileri belirlemeye ¢alistig1 sdylenebilir. Ancak bu agiklamasindan sonra da
diisiinceli tavirlar icerisinde olmaya devam ettigi gozlenmistir. Tiim bu tavirlar,
D’nin  mevcut anda teoremin igerdigi  soyut iliskileri  yeterince

anlamlandiramadiginin bir gostergesi olarak yorumlanabilir.

O, mevcut anda kisa bir siire duraksadiktan sonra asagidaki acgiklamay: yaparak

gorilislerini aciklamaya devam etmistir.

Sayilabilirlik diyor... Yani dogal sayilar kiimesine denk olacak sonsuz kiimelerden

bahsediyoruz.

Sunulan agiklama incelendiginde D’nin, zihninde yer alan kavramlari
gozden gecirdigi ve denklik kavramin1i mevcut durumla iligkili gorerek sectigi
sOylenebilir. Bagka bir ifade ile onun, sayilabilir sonsuz kiime kavramini dogal
sayilara denk olabilen sonsuz kiime olarak tanidig1 (R-) yorumu yapilabilir. Ayrica
D’nin, kavramlar arasinda olusturdugu bu baglanti, sekillenmeye baslayan imajin
mantiksal baglar icerdiginin ilk gostergesi olarak yorumlanabilir. Ciinkii o, bu
baglant1 sayesinde sayilabilirlik kavraminin geri planinda yatan iligkileri dikkate

alabilmistir.

Diger yandan D, yukarida sunulan a¢iklamanin hemen devaminda asagidaki

aciklamay1 yaparak diisiinme siirecine devam etmistir.
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O zaman... Teoreme gore gergel sayilarin her sonsuz alt kiimesinin dogal sayilara

denk bir alt kiimesi oldugunu soyleyebilirim.

Bu noktada D’nin, teoremi ilk okudugundan daha farkli bir ¢ercevede ele
almaya bagladig1 soylenebilir. Ciinkii o, mevcut ana kadar gerceklestirdigi diistinme
siireci sayesinde sayilabilirlik kavramini bir denklik iligkisi olarak ele alabilmistir.
Boylece kendisine sunulan bu teoremi, bir denklik iligkisi baglaminda
yorumlayabilmigstir. Dolayis1 ile bir dnceki adimda sectigi denklik kavramini,
teoremde yer alan iliskileri daha anlamli hale getirebilmek amaci ile kullandig1 (B-)

sonucuna ulasilabilir.

Bu asamada D’nin, bir an i¢in duraksadigi gozlenmistir. O, mevcut anda
kendisine sunulan teoremi bir kez daha okumus ve ardindan asagidaki agiklamay1

yaparak devam etmistir.

Teoreme gore simdi... Alt kiimelerin, sayilamaz kiime olmast istenmiyor. Ciinkii o
zaman dogal sayilara denk olmaz. Bunun yerine dogal sayilara denk alt kiimeler

oldugunu géstermem gerekiyor. Bunun tizerinde diigiinmeliyim.

Sunulan agiklama incelendiginde D’nin, 6n bilgileri arasindan sayilamaz
kiime kavramimi sectigi sOylenebilir. Mevcut anda o, sayilamaz kiimeleri dogal
sayilara denk olmayan kiimeler seklinde tanimis (R-) ve bunu agik¢a ifade etmistir.
Bu sayede teoremin igerdigi iliskileri sayilamaz kiime kavrami agisindan
yorumlayabilmistir. Bdylece D’nin, sectigi bu kavramlar (sayilabilirlik-
sayilamazlik) arasindaki ayrimdan hareketle, ispat i¢in uygun olan ve olmayan iki

farkli yaklasimi ayirt edebildigi sonucuna ulasilabilir.

D’nin, sayilabilirlik ve sayillamazlik kavramlar1 arasinda kurdugu bu iliski,
imajin mantiksal baglar igerme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii
0, sectigi bu kavramlar1 karsilastirarak teoremde sunulan iligkileri yorumlamis ve
bu sayede kiimelerin sahip olmas1 gereken Ozellikleri belirleyebilmistir. Diger bir

ifade ile bu kavramlari birbirinden ayrik (izole) bir ¢cerceve ele almamaistir.

Diger yandan D’nin, bu noktada ispati i¢in uygun bir yol sectigini diistinmesi

Selden ve Selden (2007) tarafindan ortaya konan duygusal olmayan bilissel
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hislerden dogru iz iistiinde olma hissi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii o,
mevcut andaki yaklasiminin kendisini bir sonuca gotlireceginden emindir. Bu
durum, duyussal eylemlerin de ispat siirecinde yer aldiginin bir gostergesi olarak

yorumlanabilir.

Mevcut ana kadar sunulan siiregte, D’nin teoremi farkli agilardan
yorumladigi ve icerdigi iliskileri anlamaya calistig1 sdylenebilir. Ancak o, tiim bu
yaptig1 acgiklamalarin ardindan bir an i¢in duraksamis ve diisiinme siirecine ara

vermistir. Bu noktada (kisik bir ses ile) asagidaki soruyu kendisine yoneltmistir.
Su an diistindiigiimde her sonsuz kiime i¢in bu gercekten de boyle midir?

Bu sorudan hareketle, D’nin teoremi yorumlamasina ragmen teoremin
icerdigi soyut iligkileri tam olarak anlamlandiramadigi sonucuna ulasilabilir.
Dolayis1 ile mevcut anda bir ispat silirecine baslamak yerine teoremi dogrulamaya

karar verdigi sOylenebilir.
Bu noktada yaptig1 agiklamalar asagida sunulmustur.

Gergel sayilar kiimesinin, alt kiimelerini diisiiniirsem... Bunlar ya sayilabilirdir ya
da sayilamazdir... Mesela bir alt kiime olarak rasyonel sayilart diigiinebilirim. (Bu
anda bir seyler yazmaya baslar.) Rasyonel sayilar, gergel sayilarin alt kiimesidir ve
sayilabilirdir... (Bir an i¢in duraksar ve teoreme bakar.) Simdi rasyonel sayilardan
da alt kiime almalyim. Mesela tam sayilart (Z) alabilivim. Tam sayiar da dogal

sayilara denk oldugu igin sayilabilir.

.
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Sunulan agiklama incelendiginde D’nin, bir onceki adimda oldugu gibi
sayilabilir-sayillamaz kiimeler arasindaki ayrimi goz Oniine aldigi gorilebilir.
Mevcut anda o, bu ayrimdan hareketle teoremdeki iligkileri anlamasini

saglayabilecek uygun ornekler verme g¢abasina girigsmistir. Bu noktada onun R,
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gercel sayilar kiimesini R = Q wQ seklinde iki ayrik kiimenin birlesimi seklinde
tanidig1 (R-) ve bu iliskiyi 6rnek bir durum olusturmak amaciyla kullanmaya (B-)
karar verdigi sOylenebilir. Bu dogrultuda Q, rasyonel sayilar kiimesinin sayilabilir
bir kiime oldugunu g6z 6niline almis ve bu kiimenin sayilabilir bir alt kiimesi olarak
tam sayilar (Z) kiimesini se¢mistir. Bdylece, teoremin sayilabilir kiimeler i¢in

dogru oldugunu anlayabilecegi bir 6rnegi bicimlendirebilmistir.

Diger yandan, bu noktada olusturdugu 6rnegin sayilabilir kiimeler agisindan
bir ispat olmadigini agik¢a ifade etmistir. Dolayisi ile meveut adimda olusturdugu
bu 6zel durumun, tiim sayilabilir kiimeler i¢in gegerli olabilecek genel bir iliskiyi

temsil etmediginin farkindadir.

Sayilabilir kiimeler icin olusturdugu bu Ornegin ardindan, sayilamaz
kiimeler i¢in de teoremin dogrulugunu gostermeye karar vermistir. Bu noktada IR,
gercel sayilar kiimesinin sayilamaz bir kiimesi olarak Q, irrasyonel sayilar kiimesini

secmig ve ardindan asagidaki aciklamay1 yapmuistir.

Irrasyonel sayilar da gercel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi... Eger teorem
dogruysa bu kiimenin de sayiabilir sonsuz bir alt kiimesi olmali. Ciinkii her kiime

icin boyle oldugu séylenmis.

Bu noktada, 6niinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri yazmigstir.

(Alttaki resimde yer alan Q' sembolii irrasyonel sayilar kiimesini ifade etmektedir.)
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Bu agiklama ile D’nin tiimdengelimsel bir yaklasim sergiledigi sdylenebilir.
Ciinkii o, her sonsuz alt kiime i¢in genel bir yargiy1 kapsayan bu teoremin spesifik
bir kiime olan irrasyonel sayilar kiimesi i¢in de gegerli olmas1 gerektigini agikca
ifade etmistir. Diger yandan bu agiklamasinin hemen devaminda diisiincelerini

asagidaki gibi ifade etmeye devam etmistir.
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Irrasyonel sayilart diisiiniirsem... Pi sayist (n), e sayisi, N2 ve \3 gibi sayilar var.
Simdi ben bu kiimenin sayilabilir bir alt kiimesini tanimlayacagim... Mesela... (Bir
stire distiniir.) Hem irrasyonel olup hem de negatif olanlari alsam... Ama olmaz...

Clinkii negatif irrasyonel sayilari da sayamayiz.

Bu ac¢iklama incelendiginde, D’nin irrasyonel kiimesine iliskin zihninde yer
alan bilgilerini gbézden gecirdigi ve bu sayede ile sayilabilir bir alt kiime
tanimlamaya ¢alistigi soylenebilir. Dolayis1 ile mevcut anda irrasyonel sayilar
kiimesi ve sayilabilir kiilme kavramlar1 arasinda mantiksal bir iligki olusturmaya

calistig1 sOylenebilir.

Bu noktada arastirmaci, D’nin diisiinme bi¢imini daha iyi anlayabilmek i¢in
ona birka¢ soru yoneltmeye karar vermistir. ikili arasinda gerceklesen diyalog
asagida sunulmustur.

Tablo 28

Arastirmaci ve D arasinda gerceklesen diyalog (1)

Arastirmaci | Su anda neye ulasmaya calistyorsun?

D Sayillamaz bir kiime se¢tim. Bunun sayilabilir bir alt kiimesi olmali.

Bunu bulmaya c¢alistyorum.

Arastirmaci | Peki, bunu nasil yapabilirsin?

D Mesela ben bu irrasyonel sayilarin tamamini degil ama bir kismini

secebilirim diye diigtinliyorum.

Diyalogda goriildiigii gibi D, uygun bir yaklagim ile varmak istedigi noktaya
ulasabilecegini diisiinmektedir. Dolayist ile Selden ve Selden (2007) tarafindan
ortaya konan duygusal olmayan bilissel hislerden dogru iz iistiinde olma hissine
sahip oldugu sdylenebilir. Ciinkii o, mevcut andaki yaklagiminin kendisini bir

sonuca gotiireceginden emindir.

Sunulan diyalogun ardindan D, kisa bir siire daha diisiindiikten sonra asagidaki

aciklamay1 yaparak devam etmistir.
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Simdi ben... Irrasyonel sayilarin bir alt kiimesini A olarak isimlendirebilirim. Bu

kiimenin 2, /3, \5 gibi kékten cikamayan sayilardan yani elemanlardan
olustugunu diigiinsem... Sonugta bunlar da irrasyonel sayilar... (Bir silire sessiz

kalir.) Hatta séyle yazabilirim.
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Bu noktada D’nin, irrasyonel sayilar kiimesine iliskin bilgilerini gdzden
gecirdigi ve kok igerisinden ¢ikmayan dogal sayilari irrasyonel olarak tanidigi (R-)
sonucuna ulasilabilir. Bu tanima eylemi sayesinde AcQ kiimesini olusturabilmistir.
Ayrica, bu kiimeyi tanimlamasinin ardindan, elemanlarin1 dogal sayilara asagidaki
gibi esleyerek A kiimesinin sayilabilir sonsuz bir kiime oldugu sonucuna
ulasabilmistir.
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Bu noktada D’nin denklik kavramini, A kiimesinin sayilabilir oldugunu
gostermek amaciyla kullandig1 (B-) ve boylece teoremin sayilamaz kiimeler i¢in de
dogrulugunu anlayabilecegi bir 6rnegi olusturabildigi sonucuna ulasilabilir. A~ N
iligkisini olusturmasinin hemen ardindan oniinde bulunan kagida (kendinden emin

bir ifade ile) asagidaki sonucu yazmistir.
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D’nin bu 06rnegi bi¢imlendirme siirecinde zihnindeki yapilar arasindan
sayilabilir kiime, sayillamaz kiime, denklik gibi kavramlari sectigi ve bunlar
arasinda baglantilar kurdugu sdylenebilir. Tiim bu iliskiler ispat imajinin mantiksal

baglar icerme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Bu durum, ayni
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zamanda imajin dinamik bir sekilde gelisme gosterdiginin de bir gostergesi olarak
da degerlendirilebilir. Clinkii baslangigta okudugu teoremi anlamakta dahi giigliik
ceken D, gerceklestirdigi diistinme siireci sayesinde teoremin sayilabilir ve
sayllamaz kiimeler acisindan dogru oldugunu gorebilecegi farkli Ornekler

olusturabilmistir.

Diger yandan bu noktada D’nin tavirlarinda kendinden emin bir durus
sergiledigi gozlenmistir. Ciinkii o, bu yaklasim ile bir Onceki adimda ortaya
koydugu ongoriistinii dogrulayabilmis ve sayillamaz kiimeye ait sayilabilir sonsuz
bir alt kiime tanimlayabilmistir. Dolayis1 ile mevcut anda bir haklilik hissine sahip

oldugu sdylenebilir.
Bu noktada asagidaki agiklamalar1 yaparak devam etmistir.

Boylece, irrasyonel sayilar kiimesinin de A kiimesi gibi sayilabilir sonsuz bir alt
kiimeye sahip oldugunu buldum. (Bir an i¢in duraksar ve olusturdugu ilk 6rnegi
isaret ederek agiklamalarina devam eder.) Ancak bu da bir 6rnek ve hala daha ispat

degil. Ciinkii teoremde her sonsuz kiime i¢in denmis.

Sunulan bu agiklamadan goriildiigli gibi D (bir onceki adimda oldugu gibi)
spesifik kiimeleri kullanarak olusturdugu 6zel durumun, teoremin dogrulugunu
kanitlamak icin yeterli olmadiginin farkindadir. O, mevcut ana kadar yaptigi
islemler ile teoremin neden dogru oldugunu anlayabilecegi 6rnek durumlar
olusturabilmeyi bagsarmistir. Baska bir ifade ile kendisine sunulan teoremi
dogrulayabilmistir. Boylece, teoremin igerdigi soyut iligkileri kendisi i¢in daha
anlamli hale getirdigi sOylenebilir. Diger yandan bu noktaya kadar genel bir
yaklagim sergiledigi ve teoremi ispatlamaya calistig1 sdylenemez. Ciinkii R, gergel
sayilar kiimesinin tiim alt kiimelerini goz Oniinde bulundurabilecegi genel bir
yaklasim sergilememistir. Ancak, bu noktadan itibaren daha genel bir yaklasim
benimsemis ve teoremi kanitlama g¢abasina girismistir. Bu dogrultuda yaptigr ilk

aciklama asagida sunulmustur.

Gergel sayilar kiimesinin alt kiimeleri ya sayilabilirdir, ya da sayilamazdir. Yani iki

durum var. Ben, ikisi i¢in de birer ornek verdim. Ama ispat i¢in daha genel
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konusmak gerekiyor. Diyelim ki gercgel sayilar kiimesinin, A gibi sonsuz bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda... (Bir siire bekler.) Mesela, séyle yazabilirim.
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Bu yaklasim ile D, herhangi bir Ac R sonsuz kiimesinin
sayilabilirlik/sayillamazlik durumunu matematiksel bir ¢cergevede ifade edebilmistir.
Ardindan bu kiime belirledigi i¢in olast durumlar1 incelemeye baglamistir. Bu

noktada asagidaki aciklamay1 yapmustir.

Simdi ben, teoremi bu ayrima gore ispatlamaya c¢alisirsam dogru bir sonuca

ulasabilecegimi diigtiniiyorum.

D’nin bu noktadaki aciklamasi da hislerden dogru iz iistiinde olma hissi
baglaminda  degerlendirilebilir.  Ciinkii o, bu yaklasim ile ispatini
sekillendirebilecegi uygun bir yolu sectigini diisiinmektedir. Bu noktada teoremi iki
baslik altinda incelemeye karar vermistir. Bu bashklar asagidaki gibi ifade

edilebilir.

e ACR, sayilabilir sonsuz bir kiime olabilir.

e AcR, sayillamaz sonsuz bir kiime olabilir.

D, sunulan agiklamanin ardindan kisa bir siire daha diisiinmiis ve bu noktada

asagidaki agiklamalar1 yaparak diisiincelerini ifade etmeye devam etmistir.

Mesela once A’nin sayilabilir sonsuz oldugunu diistinsem. Bunun alt kiimelerini
diigiindiigiimde... (Duraksar.) O zaman bunlarin hepsinin sayiabilir oldugunu
soyleyebilirim.  Ciinkii sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesinin de sayilabilir
oldugunu biliyorum. Dolayist ile A sayilabilir bir kiime ve B bunun bir alt kiimesi

ise soyle yazabilirim.



paleblr v YECA =Y, doimn ssyhbl

Bu noktada D’nin teoremde sunulan iligkileri ACIR sayilabilir kiimesi i¢in
inceledigi ve tim BcA alt kiimeleri i¢in gegerli olabilecek genel bir sonuca
ulasabildigi sdylenebilir. Bu sonug tiim sayilabilir alt kiimeler agisindan her zaman
gecerli olan bir yargiyt igerisinde barindirmaktadir. Dolayisi ile i¢in ispat siireci

acisindan formal bir delil niteligi tasidig1 sdylenebilir.

Diger yandan, D’nin bu yargiya ulagma siirecinde, asagidaki teoremi 6n bilgileri

arasindan sectigi (R-) ve bunu kullandig1 (B-) sdylenebilir.
> Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi de sayilabilirdir.”’

D’nin yaklasimi incelendiginde, sectigi yapilar arasinda mantiksal baglar
kurdugu ve boylece sayilabilir kiimeler i¢in teoremin dogrulugunu kanitlayabildigi
sOylenebilir. Bu anda olusturulan iliski agi, imajin mantiksal baglar icerdiginin bir
gostergesi olarak yorumlanabilir. Diger yandan bu noktada secilen yapilar ve bunlar
arasinda kurulan iligkiler siirecin Onceki adimlarda gerceklestirilen akil yiiriitme
stireglerine paraleldir. Bu durum da imajin dinamik olma karakteristigi baglaminda
ele almabilir. Clinkii D’nin bu noktadaki imaji, Onceki asamalardan bagimsiz
degildir. Aksine, imaj 6nceki asamalarin tirlinlerini i¢erecek sekilde genislemeye ve
gelismeye devam etmistir. Dolayis1 ile imajin, bir siireci igerdigi ve bu nedenle

dinamik oldugu sonucuna ulasilabilir.

D, yukarida sunulan diisiinme siirecini tamamlamasinin ardindan Oniinde
bulunan kagida asagidaki sonucu yazmis ve bu sonucu (1) olarak

numaralandirmistir.
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Bu noktada arastirmaci ile arasinda asagidaki diyalog gerceklemistir.

Tablo 29

Arastirmaci ve D arasinda gerceklesen diyalog (2)

Arastirmaci | Boylece ispat tamamlandi mi1?

D (Kendinden emin bir sekilde.) Hayir, bu belirledigim yontemin
sadece bir boliimiiydii. Ben su anda sadece sayilabilir olanlar

icin teoremi ispatladim.

Arastirmaci | Peki, simdi nasil devam etmeyi planliyorsun?

En basta kiimeleri sayilabilir ve sayillamaz olarak gruplamistim.
D Sayilabilir kiimeler i¢in bir sonuca ulasgtim. Ama sayilamaz

kiimeler i¢in de gdstermem gerek.

Diyalog incelendiginde D’nin, sayilabilir kiimeleri gz Oniine alarak
tamamladig1 bu siirecin dogrulugundan emin oldugu sonucuna ulasilabilir. Dolayisi
ile bu noktada bir bilme hissine sahip oldugu sdylenebilir. Diger yandan o, bu
yaklagimi ¢ergevesinde sadece sayilabilir kiimeleri goz Oniine aldigimi belirterek
ispat1 heniiz tamamlamadigini agik¢a ifade etmistir. Bu durum ispat imajinin varlik
karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Bu karakteristik sayesinde D’nin
mevcut ana kadar bigimlendirdigi ispat siirecini bir biitiin olarak ele alabildigi
sOylenebilir. Bu biitiinliikk sayesinde onceki asamalarda belirledigi siniflamay1
(sayuabilirlik-sayilamazlik) gbéz Oniline alabilmis ve bu sayede ispatin eksik

yonlerini gérerek heniiz tamamlanmadigini agik¢a ifade etmistir.

D, sunulan agiklamalarin ardindan sayilamaz kiimeler icin de dogru
oldugunu kanitlamak amaci ile ikinci asamaya gec¢is yapmistir. Bu dogrultuda

yaptig1 ilk aciklama agagida sunulmustur.

Bu sefer de A’y1 sayilamaz sonsuz bir kiime olarak kabul edelim. Teoremde gergel
sayilarin her alt kiimesinin sayilabilir sonsuz bir alt kiimesinin oldugu soyleniyor.
Buna gore diistindiigiimde... (Duraksar.) O zaman bu A kiimesinin de en az bir tane

bile olsa sayilabilir sonsuz bir alt kiimesi olmali.
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(Bir siire diisiiniir ve agiklama yapmaz.) Mesela bu sefer alt kiimeyi onceki ile

karigsmamast i¢in D olarak isimlendireyim. O zaman s6yle yazabilirim.

(Asagidaki ifadeleri kagida yazar.)
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Simdi bunun dogrulugunu ispatlamam gerek...

Sunulan agiklamalar incelendiginde, D’nin kendisine sunulan teoremi
sayilamaz kiimeler baglaminda tekrar yorumladigi sdylenebilir. O, bu yorumlardan
hareketle her sayillamaz kiime i¢in gegerli olabilecek (yukaridaki) matematiksel
ifadeyi olusturabilmistir. Bu sayede, ispatin ikinci asamasinda uygulayabilecegi
yaklagima iliskin genel bir gerceve ortaya koydugu sdylenebilir. Diger yandan bu
aciklama ile D’nin, dogru iz iistiinde olma hissine sahip oldugu soylenebilir. Clinkii
o, sergiledigi bu yaklagim ile istedigi sonuca ulasabilecegini ve bdylece ispati

tamamlayabilecegini diistinmektedir.

Bu noktada arastirmaci D’nin diisiinme bi¢imini daha iyi anlayabilmek i¢in
ona birkag soru yoneltmeye karar vermistir. Bu noktada ikili arasinda gergeklesen

diyalog asagida sunulmustur.

Tablo 30

Arastirmaci ve D arasinda gerceklesen diyalog (3)

Arastirmaci | Bu ispata nasil ulasabilirsin?

D Az Once sayilamaz kiimeler {izerinde diisiinmiistiim ve irrasyonel sayilar

kiimesini kullanarak 6rnek vermistim.

Arastirmaci | Peki, simdi nasil devam etmeyi planliyorsun?

(Uzun bir siire diisiiniir.) Bu biraz zor bir sey...
Rasyonel sayilar, tam sayilar ve dogal sayilar sayilabilir kiimeler...
D [rrasyonel sayilar ise sayillamaz. (Bir siire daha diisiiniir.)

Aslinda, acik ve kapali araliklar da sayilamaz kiimeler. Mesela bir kapali

aralik lizerinde diisiinebilirim.
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Bu diyalogun ardindan D, oniinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri

yazmustir. Boylece sectigi [a,b]cR kapal1 aralig1 lizerinde diisiinmeye baslamistir.

Sunulan diyalog incelendiginde D’nin sayilabilir ve sayillamaz kiime
kavramlarma iligkin 6n bilgilerini gdzden gecirdigi ve agik/kapali araliklart birer
sayllamaz kiime olarak tanidigi (R-) sonucuna ulasilabilir. Bagka bir ifade ile o,
sayllamaz kiimelere iligkin 6n bilgilerini gdzden gecirmis ve bunlar arasindan
acik/kapali araliklart mevcut durum ile iligskilendirerek se¢mistir. Dolayist ile bu
eylem, imajin mantiksal baglar iceme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir.
Diger yandan D, mevcut ana kadar sayilamaz kiimelere iliskin yaklagimin
irrasyonel sayilar kiimesi (Q) ile sinirl tutmustur. Ancak bu asamada onun, daha
genel bir ¢erceveye ulasabilmek i¢in yaklasimini genisletmeye calistigi ve bu

nedenle sectigi araliklar tizerinde diisiinmeye basladig1 soylenebilir.
Bu noktada asagidaki agiklamay1 yaparak devam etmistir.

Simdi bunun iizerinde diigiinecegim. Bu araligin da teoreme gore sayilabilir sonsuz

bir alt kiimesi olmali. Mesela bu kiimeye K kiimesi dersem sunu yazabilirim.

(Asagidaki ifadeleri yazar.)
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Simdi bu araligin elemanlarini diisiinerek dogal sayilara denk bir kiime

olusturmaya ¢alisacagim. Ama sadece a ve b’nin bu aralikta olugunu biliyorum.

Sunulan agiklama incelendiginde D’nin, [a,b] sayillamaz kiimesinden
hareketle K sayilabilir sonsuz kiimesini olusturmaya karar verdigi sdylenebilir. Bu

amacla [a,b] aralifinda yer alan elemanlar iizerinde diisiinmesi gerektigini
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belirtmistir. Diger yandan bu noktada acR ve belR harig¢ [a,b] araliginda yer alan
diger elemanlar1 belirleyemedigini agik¢a ifade etmistir. Dolayis1 ile bu noktada
D’nin, K sayilabilir sonsuz kiimesini olusturmaya yonelik bir giicliik yasadigi

sonucuna ulasilabilir.

Mevcut noktada bir siire duraksadiktan sonra agiklamalarina asagidaki gibi devam

etmistir.

Bu aralikta sonsuz sayida eleman var. Ancak ben bunlardan en kolay a ve b
elemanlarint segebilirim. (Asagidaki ifadeyi yazar.) Boylece sayilabilir ama sonlu

bir kiime olusturdum. Ancak benim sonsuz bir kiimeye ihtiyacim var ...

(Asagidaki ifadeleri kagida yazar.)
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Bu noktada D’nin, acR ve beR elemanlarin1 segerek [a,b] araligimin iki
elemanli bir alt kiimesini olusturdugu goriilebilir. Ancak o, teoremde sunulan
iliskileri goz 6niinde bulundurarak bu kiimenin ispat acisindan yeterli olmadigini
acikca ifade etmistir. Bu yetersizligin sebebini olusturdugu kiimenin sayilabilir
sonlu olmasi ile aciklamistir. Dolayist ile sayilabilir sonsuz bir kiime olusturmasi

gerektigini belirterek diisiinme siirecine asagidaki gibi devam etmistir.

Bu araliktaki tam sayilart se¢meye ¢aligsam... (Bazi islemler yapar.) Ama burada
tam sayi olup olmadigint bile bilmiyorum. (Bir siire diisiiniir.) Disaridan eleman da

ekleyemem... Bu araliktaki elemanlardan se¢meliyim.

Bu noktada, D’nin [a,b] aralifindaki bazi elemanlar1 segmeye ¢alistig1 ancak
bunun i¢in uygun bir yontemi belirleyemedigi sonucuna ulasilabilir. Bu noktada o,
[a,b] araligindan bazi tam sayilar1 se¢gmeyi 6nermis ancak inceledigi birka¢ 6rnegin
sonunda bu yaklagimdan da vazge¢cmistir. Bu asamada, bir diisiinme siirecine
girdigi ve Oniinde bulunan kagitta yer alan islemleri inceledigi gozlenmistir. Bu

noktada asagidaki agiklamay1 yapmaistir.
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Bu araliktan bazi elemanlari se¢mem gerektigini biliyorum. Daha sonra bunlart
dogal sayilara esleyecegim. Ama aralikta yer alan elemanlart belirleyemedigim

icin segcemiyorum.

Sunulan agiklamadan gorildiigii gibi D, bu araliktaki elemanlarin bir
kismin1 kullanarak sayilabilir sonsuz kiime olusturmayir amaglamaktadir. Ancak
sunulan araliktaki elemanlar1 segemedigi igin bir giicliik yasamaktadir. Bu
aciklamanin ardindan kisa bir siire sessiz kalmis ve bu siiregte bazi islemler
gerceklestirdigi gozlenmistir. Bunun devaminda oniinde bulunan kagida bir dogru

pargasi ¢izerek uc noktalarini asagidaki gibi isimlendirmistir.
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Sunulan ¢izimi olusturmasinin ardindan asagidaki agiklamalar1 yaparak goriislerini

aciklamaya devam etmistir.

Simdi farklh bir sey diistindiim. Mesela [a,b] araligi dedigimizde... Aslinda bunu
sayt dogrusunda bir par¢a gibi diistinebiliriz. Ben bu sekli ¢izdim ve u¢larini da
isimlendirdim. (Bir an duraksar.) Simdi u¢ noktalara baktigimda, bunlardan

hareketle orta noktay: belirleyebilirim.

(Orta noktay1 dogru pargasi lizerinde igaretler.)
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Bu noktada D’nin, [a,b] aralifina iliskin durumu anlamlandirabilmek
amaciyla farkli temsiller arasinda iliski kurudugu soylenebilir. Bunlar temsiller

asagidaki gibi ifade edilebilir.

e[a,b] araligin1 cebirsel olarak anlamlandirmay1 saglayan sembolik (statik)
temsil
e[a,b] araligini geometrik olarak anlamlandirmay1 saglayan geometrik

(dinamik) temsil

Bu iliskilendirme siirecinde D, ilk olarak kapali aralik kavramina iliskin
bilgilerini gozden gecirmis ve ardindan sectigi [a,b] araliginin sayr dogrusu
tizerinde (kesiksiz olarak) gosterilebilecegini ifade etmistir. Boylece [a,b] cebirsel
temsilinden hareketle bir dogru parcast modeli (gorsel temsil) olusturmustur. Daha
sonra, gozlerini bu gorsel temsil lizerinde gezdirerek teoremde sunulan iliskileri
[yorumlamaya ¢aligmistir. Bu noktada a€R ve beR ug noktalarina odaklandiginda,

gorsel modelin orta noktasini belirleyebilecegini fark etmistir. Ardindan dogru
+b
parcasinin orta noktasini (yaklasik olarak) isaretleyerek bunu aTe]R olarak ifade

edebilmistir. Boylece gorsel temsilden hareketle sembolik temsile gecis yapabildigi
sOylenebilir.

Temsiller arasinda mevcut anda kurulan bu iligki, imajin mantiksal baglar
icerme karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Ciinkii D, mevcut diisiinme
stireci ile temsilleri birbirinden yalitilmis (ayrik) bir ¢ercevede ele almamaktadir.
Aksine o, bu temsiller arasinda iligki kurarak bunlar arasinda gegis yapabilmistir.
Dolayist ile D’nin, gorsel ve sembolik temsilleri ortak bir amag i¢in kullandigi
sOylenebilir. Bu sayede [a,b] araligindan eleman se¢me siirecinde yasadig: giicliigii

asabilecegi bir yaklagim ortaya koyabilmistir.

Bu yaklasim sayesinde [a,b] araligmmin alt kiimesi olan ii¢ elemanl

sayilabilir bir kiimeyi asagidaki gibi olusturabilmistir.
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Bu kiimeyi olusturduktan sonra bir énceki adimda olusturdugu iki elemanh

kiimeyi isaret etmis ve ardindan asagidaki agiklamalar1 gergeklestirmistir.

Ben su anda a ve b elemanlarimi kullanarak bunlarin orta noktasini buldum.
Boylece ii¢ elemanli yeni bir kiime olusturdum. Ama bu da bir oncekine benziyor.

Ciinkii sonlu bir kiime oldu.

Gortildiigii gibi D, teoremde sunulan iliskileri gz oniinde bulundurarak bu
yeni kiimenin de ispat agisindan yeterli olmadigini agik¢a ifade etmistir. Diger
yandan bu noktada olusturdugu model ilizerinde diisiiniirken (bir sey fark ederek)

asagidaki agiklamay1 yapmuigstir.

Simdi bu sey... Az once ben, a ve b elemanlarini kullanarak bunlarin orta noktasini

buldum. (Duraksar ve dogru pargasina bakar.) Bir daha orta nokta bulsam... (a ve
+b
aT elemanlarinin  orta noktasint gosterir.) Buradan bir eleman daha

olusturabilirim.

(Sekil {izerine yeni noktalar1 ekler.)
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Yukarida sunulan diisiinme siireci incelendiginde D’nin, gorsel temsilden
hareketle bir 6nceki agsamaya benzer bir diisiinme siireci yurittiigli goriilebilir. Bu
sayede [a,b] araligindan yeni elemanlar segebilecegini fark etmistir. Bu noktada
onun, bir 6nceki adim ile baglanti kurdugu sonucuna ulasilabilir. Diger yandan
D’nin, temsiller arasinda kurdugu bu iligkiler sayesinde igerisinde bulundugu
durumun 6ziinde yatan iligkilere doniik bir i¢ gorii saglayabildigi soylenebilir. Bu
sayede [a,b] araliginda yer alan elemanlardan bazilarim (yukaridaki gibi)
belirleyebilmistir. Bu elemanlar1 model {izerinde isaretledikten sonra asagida

sunulan bes elemanli sayilabilir kiimeyi olugturmustur.

i Q-‘rg% : 3041:\9} 35:4 - “tb};%/{nét!f‘?"'

D, bu kiimeyi olusturduktan sonra kisa bir siire duraksamis ve ardindan
dogru parcast modelini isaret ederek (kendisinden emin bir sekilde) asagidaki

aciklamalar1 yapmustir.

Ashinda [a,b] araligindaki elemanlar, ¢izdigim bu sayt dogrusu boyunca dizilmis
haldeler. Ben baslangicta a ve b elemanlar: hari¢ araliktaki diger elemanlari
belirlemekte giicliik ¢ekiyordum. Ama sonradan siirekli orta noktalari belirlemeye
calisarak sonsuz tane eleman elde edebilecegimi fark ettim. Orta noktalar: yazarak

olusturdugum bu kiime (K kiimesi) sayilabilir ve sonsuz bir kiime olur.

(Bu noktada 6niinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri yazar.)

e R ) — -
j o L' L' } ) fﬂ‘(jl/ z»}&

D, bu agiklamas: ile yeni orta noktalar bulmaya devam ederek olusturacagi
K kiimesinin sonsuz elemanli ve sayilabilir bir alt kiime olacagini belirtmistir.

Boylece [a,b] aralifinin sayilabilir sonsuz bir alt kiimesini tanimlayabilmistir. Bu
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noktada D’nin iki farkli kullanma (B-) eylemi gerceklestirdigi sOylenebilir. Bu

eylemler ve sonuclari asagida ifade edilmistir:

e [a,b] araliginin sonsuz bir kiime olmasina iligkin bilgisini kullanarak (B-) orta
nokta bulma isleminin asla bitmeyecegi sonucuna ulagmistir. Bu sayede K
kiimesinin sonsuz bir kiime oldugu sonucuna ulasabilmistir.

o (Acik¢ca bir esleme yapmasa da) K, kiimesinin sayilabilir oldugunu ifade

etmek i¢in denklik kavramini kullanmistir (B-).

D’nin bu andaki diisiinme siireci incelendiginde, ispat imajinin dinamik
olduguna iligkin bir yorum yapilabilir. Ciinkii bu siiregte o, [a,b] araliginin orta
noktasini belirlemek i¢in kullandig1 yaklasimi genellestirebilmistir. Baska bir ifade
ile [a,b] araligindan sectigi alt araliklarin orta noktalarini belirleyebilecegini ifade
etmis ve bu sayede sayilabilir sonsuz K kiimesini tanimlayabilmistir. Dolayist ile
bu noktada sunulan yaklagimin, onceki diistinme aktivitelerinin sonuglarin1 da
icerecek sekilde bicimlendigi sdylenebilir. Bu durum, D’nin ispata yonelik imajinin
bir siireci icerdiginin gdstergesi olarak degerlendirilebilir. Sonug olarak (daha dnce

belirtildigi gibi) imajin dinamik oldugu yorumu yapilabilir.

Diger yandan D’nin, K kiimesini tanimlamasinin ardindan duraksadigi ve
(mevcut ana kadar) yaptig1 islemleri (geriye dogru) gbozden gecirmeye basladigi
gozlenmistir. Bdylece parcalar halinde olusturdugu bu siireci bir biitiin olarak
inceleme firsati buldugu soylenebilir. Bu noktada kalem ile baz1 noktalar1 isaret
ettigi gozlemlenmistir. Diislinme siirecine bir siire devam ettikten sonra

arastirmaciya donerek asagidaki aciklamay1 yapmistir.

Su anda bir seyi fark ettim. Eger ben... (Duraksar.) Kapali aralik yerine (a,b) agik
araligini se¢mis olsaydim... Sadece a ve b elemanlarini alamazdim. Yine sayilabilir

bir alt kiime olustururdum.

D tarafindan sunulan bu agiklama, ispat imajinin varlik karakteristiginin bir
gostergesi olarak degerlendirilebilir. Ciinkii D, (sunulan agiklamadan da
anlagsilabilecegi gibi) ispat yaklasimini zihninde bir biitiin olarak ele alabilmektedir.
Bu sayede, siirecin onceki adimlara donerek yaklagimini gézden gegirebilmistir.

Sonug olarak, (a,b) acik araligi ile aynmi siirece baglamis olmasi durumunda K-
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{a,b}c (a,b) sayilabilir kiimesini elde edebilecegini belirtmistir. Bu agiklamalar
dikkate alindiginda D’nin ispata iliskin tek ve biitiin bir imaja sahip oldugu
sOylenebilir. Bu durum da (daha énce belirtildigi gibi) varlik karakteristiginin bir

gostergesi olarak yorumlanabilir.

Diger yandan D, sunulan bu aciklamalarin sonunda oniinde bulunan kagida

asagidaki ifadeleri yazmastir.

o

aB) ign fesh, Jash y2oxa (= (ab) ve bo bine de-
mgz/ééérd

D, yukarida sunulan agiklamadan kisa bir siire sonra [a,b] ve (a,b) kiimeleri igin

ulastig1 sonuclar arasinda iligki kurarak asagidaki agiklamay1 yapmustir.

(Emin bir sekilde) O zaman fark etmiyor. Ister agik aralik olsun ya da fark etmez

kapalr aralik olsun. Her iki durumda da sayilabilir bir alt kiimesini bulabiliyoruz.
(Bu noktada 6niinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri yazar.)
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D’nin mevcut anda yaptigr islemlerin sonuglarini bir araya getirerek genel
bir sonuca ulasmasi imajin mantiksal baglar icerme karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Cilinkii mevcut anda o, iki durum igin belirttigi ayr1 sonuglar
birlestirerek tiim araliklar icin genel bir sonu¢ haline getirebilmistir. Bu noktada
ulagilan sonu¢ bir olusturma (C-) eylemi olarak degerlendirilebilir. Ciinkii D,
mevcut islemlerin ardindan ulastig1 sonuglar1 bir araya getirerek daha dnce sahip

olmadig yeni bir bilgiye ulasabilmistir. Bu bilgi asagidaki gibi ifade edilebilir.

* Gergel sayilarin alt kiimesi olan her araligin saylabilir sonsuz bir alt kiimesi

vardir.
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Bu anda gergeklesen bir araya gelme eylemi ile D’nin Rota ’daki anlamli ile
bir aydinlanma (Enlightenment) yasadig1 sdylenebilir. Bu noktada D’nin, igerisinde
bulundugu durumun igerdigi iliskilere yonelik bir kavrayis saglayabildigi yorumu
yapilabilir. Bu sayede o, (araliklara iligkin) yasadigi belirsizligi ortadan
kaldirabilmistir. Boylece, acik/kapali araliklari g6z Onilinde bulundurarak

teoremdeki iligkilere yonelik bir genel bir ¢ikarima ulasabilmistir.

Diger yandan onun, bu noktada ulastig1 sonucu kendisinden emin bir ifade
ile sunmasi1 imajin duyugsal bileseni baglaminda degerlendirilebilir. Bagka bir ifade

ile bu noktada D’nin bir bilme hissine sahip oldugu sonucuna ulasilabilir.

Yukarida sunulan aciklamalarin tamamlanmasinin ardindan arastirmaci
D’ye, ispatin tamamlanip tamamlanmadigin1 sormustur. O, bu noktada kisa bir siire
icin disiinmiis ve yaptigr islemleri incelemistir. Ardindan bu soruya asagidaki

aciklamalar1 yaparak cevap vermistir.

Teoremde gercgel sayilar kiimesinin sonsuz alt kiimesi denmis. Burada pek ¢ok
durum var... Ben birkac tanesini inceledim. Ama... (Duraksar.) Her sonsuz kiime
icin bir sey heniiz soylemedim. (Burada (1) sonucunu isaret ederek) Az once
sayilabilir kiimeler icin genel bir sonuca ulagmistim. Bu ¢alismaya da sayilamaz

kiimeleri anlayabilmek i¢in baslamistim. A¢ik¢ast anladim da... Ama bu da 6zel bir

sey.

Sunulan agiklamalar incelendiginde D’nin, agik/kapali kiimeler baglaminda
olusturdugu yaklasimi da 6zel bir durum olarak niteledigi ve genel bir sonuca
ulagmak i¢in yeterli kabul etmedigi sonucuna ulasilabilir. Bu durumun nedeni
D’nin sayillamaz kiimelere iligkin anlayig1 olabilir. Bu noktada D’nin sayilamaz
kiimeleri acik/kapali araliklar1 da iceren daha genis bir kiime olarak tanidigi (R-)
yorumu yapilabilir. Dolayisi ile agik/kapali araliklar ile olusturdugu bu yaklagimin

tiim sayilamaz kiimeler i¢in genellenemeyecegini diisiindiigii soylenebilir.

D, sunulan aciklamanin devaminda tiim sayillamaz alt kiimeleri temsil
edebilecek daha genel bir yaklasim olusturma cabasina girismistir. Bu noktada

asagidaki agiklama ile goriislerini ifade etmeye devam etmistir.
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Her sayilamaz kiime icin... (Bu noktada verdigi ornekler ilizerinde diisiinmeye
baslar.) Irrasyonel olanlar: diisiindiigiimde... Bunun icerisinden bazi elemanlar
secerek sayilabilir oldugunu gosterdim. (Dogru parcast modelini isaret ederek)
Hatta herhangi araliktan belirledigim bir kurala gore elemanlart segtim. Bunlarin
da dogal sayilara denk olabilecegini gésterdim. (Bir siire daha diisiinmeye devam
eder.) Yaptigim tiim islemlerin ortak noktasi bu... Yani ben gercgel sayilar
kiimesinden hangi (sonsuz) alt kiimeyi secersem seceyim bunun bazi elemanlarini

secerek dogal sayilara denklegstirebilirim.

Sunulan agiklama incelendiginde D’nin, varlik karakteristigi sayesinde
mevcut ana kadar olusturdugu farkli yaklasimlar1 gdzden gecirdigi sdylenebilir. O,
bu anda zihninde yer alan durumlar1 araya getirebilmis ve bunlar arasinda baglar
kurabilmigstir. Bu sayede gergeklestirdigi siireglerin timil i¢in gegerli olabilecek
genel bir sonuca ortaya koyabilmistir. Bu sonuca gére DcR sayilamaz kiimesinin,
sayilabilir bir alt kiimesini belirleyebilmek i¢in bu kiimeden bazi elemanlar
segmesi gerekmektedir. Ayrica, D’nin Onceki diisiinme stiregleri arasinda
baglantilar kurarak bir sonuca ulasmasi, imajin hem dinamik olma hem de
mantiksal baglar igerme karakteristikleri baglaminda degerlendirilebilir. Ornekler
arasindaki ortak noktalarin belirlenmesi mantiksal baglarin bir gostergesi olarak
yorumlanabilir. Bu noktada, incelenen orneklerden hareketle genel bir sonuca

ulasilmasi da dinamik olma karakteristiginin bir gostergesi olarak yorumlanabilir.

Diger yandan D, mevcut anda tiim sayillamaz kiimelerden eleman se¢mesini
saglayabilecek genel bir kural belirleyememistir. Dolayis1 ile bu asamada bir
sonuca ulastigi ancak bu sonucu islevsel hale getirebilecek bir yOntemi

belirleyemedigi yorumu yapilabilir.

Bu anda (ozellikle araliklara iliskin) yaptig1 islemler {izerinde diisiinmeye
devam etmistir. Arastirmaci tarafindan miidahale olmaksizin diisiinme siirecine
devam etmistir. Ozellikle [a,b] kapal1 aralig1 igin olusturdugu gérsel model iizerinde
yogunlastig1 bir noktada bir an i¢in duraksamis ve ardindan asagidaki agiklamalari

yaparak diisiincelerini ifade etmistir.
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Su an bir sey diigiindiim. Mesela herhangi bir D sayilamaz kiimesi olsun. Bir aralik
olmak zorunda degil, sadece sayilamaz bir kiime. (Kendisinden emin bir sekilde) Az
once aralik icin uyguladigim yaklasimi burada da kullanabilirim. Sonugta amacim
bu kiimeden bazi elemanlart se¢cmek. D kiimesinin alt kiimesinin elemanlarini da
sayt dogrusunda swralanmis olarak diisiinebilirim. (Asagidaki sayr dogrusunu
cizer.) Bu sayilamaz bir kiime oldugu i¢in sagda ve solda pek ¢ok elemani daha var.

Ben birkac tanesini isaretledim.

Bu asamada sunulan agiklamalar incelendiginde, D’nin 6nceki adimda
benimsedigi yaklagimi kullanarak tiim durumlar i¢in gegerli, genel bir yontemi
bicimlendirmeye calistig1 sonucuna ulasilabilir. Bu genellestirmeyi saglamak igin
keyfi bir DcR sayillamaz kiimesinin elemanlarinin sayr dogrusu boyunca
siralanabilecegi bilgisinden yararlanmistir. Daha sonra olusturdugu gorsel temsil

iizerinde baz1 elemanlar (gelisigiizel) secerek isaretlemistir.
Bu modeli olusturmasinin asagidaki aciklamalar1 yaparak devam etmistir.

Simdi ben bu kiimeden eleman se¢mek istiyorum. Bunun igin ilk elemant (ap)
seceyim. Artik, bu elemandan itibaren siirekli ayni yonde ilerleyerek istedigim
elemanlart secebilirim. Mesela bunlari (a> ve as) segebilirim. Boylece yeni bir
kiime olusturabilirim. D, kiimesi sayilamaz oldugu igin bu sekilde olusturdugum K

kiimesi de sayilamaz bir kiimenin alt kiimesi olan sayilabilir bir kiime olur.

Bu aciklamalar ile D, her sayilamaz kiimeden eleman secebilecegi genel bir
yaklasim olusturabilmistir. Bu yaklasimin temelini gercel sayilar kiimesi {lizerinde
tanimli adi siralama bagintisi olusturmaktadir. Dolayist ile bu noktada 6n bilgileri
arasindan siralama kavramini sectigi (R-) sdylenebilir. Bu noktada D, gergel sayilar
kiimesi tizerinde tanimli (IR, <) posetinden hareketle DR kiimesinin elemanlarinin
(gorsel temsil kullanarak) kiigiikten biiylige siralanabilecegini ifade etmistir. Ayrica

ayn1 bagintinin tam siralama 6zelligi sayesinde bir elemandan baglayarak daha
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bliylik (veya daha kiiciik) elemanlar segebilecegi sonucuna ulasmistir. Dolayisi ile
mevcut anda siralama kavramini kullanarak (B-) genel bir yaklasima ulasabildigi
sOylenebilir. Diger yandan D, bu yontemi kullanarak olusturacagi K={a; | ieN}cD

kiimesinin sayilabilir sonsuz bir kiime oldugunu acgik¢a belirtmistir.

Bu agamanin 6ncesine kadar gergeklesen ispat siireci incelendiginde D’nin
tiim sayilamaz kiimeler lizerinde diisiinebilecegi genel bir yaklasim olusturmakta
giiclik ¢ektigi gozlenmistir. Dolayis1 ile D, sectigi 6zel kiimeler icin gegerli
olabilecek 0zel yaklasimlar belirlemeyi tercih etmistir. Diger yandan bu adimda
gerceklesen diisiinme siirecinde (gorsel model iizerinde diisiiniirken) gercel sayilar
iizerinde tanimli siralama kavramina ulasabilmistir. Bdylece tiim kiimelerin
elemanlarinin say1 dogrusu iizerinde ifade edilebilecegini fark etmistir. Dolayisi ile
siralama kavrami, D’ye tiim kiimeler lizerinde uygulayabilecegi genel bir ¢ergeve
sunmustur. Baska bir ifade ile D, kiimelerden eleman segmek igin siralama (kzi¢iik-

biiyiik) iliskilerini kullanmaya karar vermistir.

Onun 0n bilgileri arasindan siralama kavramini secgerek tiim kiimeler igin
genel bir kural ortaya koymasi, Van der Waerden tarafindan ifade edilen ilham
(Einfall) ile agiklanabilir. Bu anda, D’nin zihninde halihazirda yer alan yapilarin
(kavramlar-ornekler-modeller vb.) uygun bir kombinasyon ile bir araya geldigi
sOylenebilir. Bu sayede D’nin, igerisinde bulundugu duruma iliskin bir kavrayisa
ulagtig1 yorumu yapilabilir. Bu kavrayisin 6ziinii gercel sayilar kiimesi lizerinde
tanimli adi siralama kavrami olusturmaktadir. Clinkii D, bu anda (siralama
kavramini kullanarak) tim sayillamaz kiimeleri géz Oniine alabilecegi genel bir

yaklagimin temelini atabilmistir.

Bu noktada gorsel temsil, siralama kavrami ve sayilamaz kiimeler arasinda
kurulan iligkiler imajin mantiksal baglar igerme karakteristigi baglaminda
degerlendirilebilir. Diger yandan D’nin onceki adimda olusturdugu gorsel modeli
gdz Oniine alarak genel bir yaklasim olusturmaya caligmast imajin varlik

karakteristigi ve dinamik olma karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir.

D, sunulan aciklamalarin devaminda oniinde bulunan kagida asagidaki ifadeleri

yazmistir.
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Bu noktada D’nin, tiim sayilamaz kiimeler icin gecerli olabilecek genel bir
sonuca (siralama bagintisi ile) ulagtigl sonucuna varilabilir. Diger yandan, yaptigi
tiim bu islemlerin ardindan (kendisinden emin bir sekilde) 6niinde bulunan kagida
tiim sayilamaz kiimeler i¢in gecerli olabilecek genel bir ifadeyi yazmis ve bunu (2)

olarak numaralandirmstir.
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D’nin siralama kavramindan hareketle sekillendirdigi bu yontem sayesinde
(sayilamaz kiimeler agisindan) teoremin dogrulugunu aciklayabilecegi formal bir
yap1 olusturdugu sdylenebilir. Bu yap1 sayesinde sayillamaz kiimeler i¢in gecerli
olabilecek genel bir sonuca ulasabilmistir. Bu sonug, bir soyutlama olarak
degerlendirilebilir. Ciinkii D, bu siirecte sectigi ve organize ettigi yapilardan
hareketle dnceden sahip olmadigi yeni bir bilgiye ulasabilmistir. Dolayis1 ile bu
noktada gerceklesen soyutlama eylemi sayesinde D’nin sayilamaz kiimelere iliskin

yeni bir yap1 olusturdugu (C-) sdylenebilir. Bu bilgi, (2) olarak ifade edilmistir.

D, yukanda sunulan (2) sonucunu yazmasinin hemen ardindan
(duraksamadan) daha 6nce ulastigi (1) sonucu ile iliski kurmus ve ortak bir sonuca
ulagsmistir. Bu sonucu Oniinde bulunan kagida yazarak (asagidaki gibi) ifade

etmistir.
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Boylece baslangigta olusturdugu sayilabilir ve sayilamaz kiime ayrimi
cergevesinde teoreme iligkin genel bir sonuca ulasabildigi sdylenebilir. Onun, ayri
iki sonugtan hareketle ortak bir sonuca ulasmasi imajin mantiksal baglar igerme
karakteristigi baglaminda degerlendirilebilir. Siirecin Onceki asamalar1 Onceki
asamalar1 ile kurdugu bu baglanti varlik karakteristiginin bir gostergesi olarak

yorumlanabilir.
Siirecin sonunda D, aragtirmaciya donerek asagidaki agiklamay1 yapmuistir.
“’Keske her ispati boyle yapabilsem.”

Bu aciklama, D’nin gerceklestigi siiregten ve ulagtigt sonuctan emin
oldugunun bir gostergesi olarak yorumlanabilir. Bagka bir ifade ile ispatin biligsel
boyutuna eslik eden duyussal bilesenler sayesinde, D’nin siirece iligskin bir
tamamlanmislik hissine ulastig1 sdylenebilir. Bu his sayesinde ispatin sona erdigini
acik bir sekilde ifade etmistir. Diger yandan bu noktada onun bir haklilik hissine
sahip oldugu da sdylenebilir. Ciinkii o, formal bir ispata ulasarak siirece iliskin

diisiincelerini dogrulayabilmistir.
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V. BOLUM

SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu kapsaminda bir onceki boliimde sunulan bulgulara iligkin tartisma ve
sonuclara yer verilecektir. Ulasilan sonuglar, ilgili alt problemler baglaminda
sunulacaktir. Ayrica bu sonuglar, matematik egitimi literatiiriinde yer alan diger
caligmalar ile kiyaslanacak ve bu baglamda tartismalar gergeklestirilecektir. Diger
yandan, boliimiin son kisminda gelecek c¢alismalar i¢in ¢esitli Onerilere de yer

verilecektir.

Sonug¢ ve Tartisma

I. Alt Probleme Yonelik Sonu¢ ve Tartisma

Aragtirmanin birinci alt problemi asagidaki gibi ifade edilmistir.

“likégretim matematik égretmeni adaylar: sonsuz kiimelerin denkligini géstermede

kullandiklar: genel yaklasimlar nelerdir?”’
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Bu béliimde 6grencilerin sonsuz kiimelerin denkligini belirleme yaklagimlarina
iliskin sonuglara yer verilecektir. Bu dogrultuda onlarin kullandiklar1 yontemlerden ve

sahip olduklar1 yanilgilardan bahsedilecektir.

Ogretmen adaylarinin genel yaklasimlarinin belirlenebilmesi icin iki temel veri
kaynagindan yararlanilmistir.
¢ Genel Uygulama (I-1V) calismalari

e Mantik dersine iliskin video kayitlari

Daha o6nce de belirtildigi gibi calismaya katilan 6gretmen adaylari, Cantor
tarafindan ortaya esgii¢liiliikk yaklasimina iliskin 6n yasantilara sahip degildirler. Diger
bir ifade ile kendilerine sunulan denklik iligkileri ile ilk defa Mantik dersi kapsaminda
karsilasmiglardir.  Dolayis1 ile yapilan gozlemler ve video kayitlari sayesinde
Ogretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ilk yaklasimlarinin

belirlenebilmesi amaglanmustir.

Diger yandan 6gretmen adaylariin sonsuz kiimelerin denkligine iligkin genel
yaklasimlarinin belirlenebilmesi i¢in ders i¢i gozlemlere ek olarak Genel Uygulama
Calismalari’na da yer verilmistir. Bu calismalara ¢alisma grubunu olusturan tiim
O0gretmen adaylarinin katilmasi amaglanmistir. Bu ¢alismalar (I-IV) kapsaminda
O0gretmen adaylarina sonsuz kiimelerin denkligine iliskin ispat sorular1 yoneltilmistir.
Onlarin anlayiglarini ortaya ¢ikarmak amaci ile kullanilan bu sorular uzman goriisii
alinarak hazirlanmistir. Ilk hafta, 6grencilerin hazirbulunusluklari géz oniinde

bulundurularak herhangi bir uygulama yapilmamastir.

Genel uygulama formlarinda yer alan sorular, amaclarma gore iki temel baglik

altinda siniflanabilir.

i. Ogrencilerin dnceki derslerde 6grendikleri bilgiler ile sonuglandirabilecekleri
ispat sorulari

ii. Ogrencilerin ispat icin yeterli 6n bilgiye sahip olmadiklar1 sorular

Genel uygulama ¢aligmalarinda 6grencilere yoneltilen sorularm biiylik bir kismi
ogrencilerin (onceki derslerden edindikleri) on bilgilerini kullanarak ispatlayabilecegi
sorulardir. Ornegin Genel Uygulama I calismasinda yer alan asagidaki soru bu

niteliktedir.
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L tam sayilar kiimesi {51,52,...} kiimesine denk midir? Gosteriniz.”’

Bu sorunun bir 6nceki derste 6grenilen denkligin temel felsefesi 1s181inda formal

bi¢cimde ispatlanabilecegi sOylenebilir.
Bu tarz sorularin 6grencilere yoneltilmesindeki temel amaglar asagida belirtilmistir.

> Ogrencilerin sonsuz kiimelerin denkligi ile iliskili gorerek sectikleri on bilgilerini
belirlemek

> Ogrencilerin, segtikleri on bilgileri arasinda kurduklar1 baglantilar1 belirlemek

> Ogrencilerin sectikleri dnceki bilgilerini yeni durumlara nasil transfer ettiklerini

belirlemek

Diger yandan genel uygulama calismalarinda yer alan sorularin bir kismi da
Ogrencilerin yetersiz on bilgileri nedeni ile formal bicimde ispatlayamayacaklari
sorulardan olugsmaktadir. Ornegin Genel Uygulama III ¢alismasinda yer alan asagidaki

soru bu niteliktedir.
R gercel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?”’

Schroder-Bernstein teoremi kullanilarak ispatlanabilen bu sorunun, Ogrenciler
tarafindan formal bigimde ispatlanmasi beklenmemistir. Bu tarz sorularin 6grencilere
yoneltilmesindeki temel amag, onlarin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin informal

yaklagimlarini belirleyebilmektir.

Yapilan icerik analizi ve gozlemlerden hareketle Ogrencilerin sonsuz kiimelerin
denkligine iliskin genel yaklasimlar1 ve bu siirecte yasadiklar1 giigliikler basliklar

halinde gruplanmistir. Elde edilen basliklara iligkin bilgiler asagida sunulmustur.

Sezgisel Yaklasim

Gozlem kayitlar1t ve genel uygulama formlari analiz edildiginde, 6gretmen
adaylarinin verilen iki sonsuz kiimenin karsilastirilmasina yonelik (siklikla) sezgisel
yapilar olusturdugu ve denklik siirecine bu c¢ercevede yaklastiklart sonucuna
ulagilmistir. Bagka bir ifade ile 6grencilerin, varsayimlar ya da kabuller iireterek iki
kiimenin denkligine iliskin ispat siirecini sekillendirdikleri goriilmiistiir. Ornegin N,

dogal sayilar kiimesi ve Z, tam sayilar kiimesinin denk oldugunu gostermek isteyen bir
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Ogrencinin, herhangi bir delil (veya kural) ortaya koymaksizin kiimeler arasinda
bijektif bir fonksiyon tanimlanabilecegini ifade etmesi bu yaklasima ornek olarak
degerlendirilebilir. Cilinkii herhangi bir formal yap1 ortaya koyulmaksizin, sadece
kiimelerin sonsuzlugundan hareketle uygun bir fonksiyonun tanimlanabilecegi
varsayilmistir. Bu tarz bir diislince bireylerin “’her sonsuz kiime denktir’’ ya da daha

0zel olarak “’sonsuz varsa tektir’’ seklindeki diisiincelerinden kaynaklantyor olabilir.

Bu tarz yaklagimlarin temelinde sezgisel diisiinmenin yer aldig1 sdylenebilir. Bu
noktada sezgisel diisiinme ile kastedilen, bireylerin formal matematiksel deliller yerine
informal yaklasimlar1 (varsayim veya kabul gibi) kullanarak bir ispat siirecini

bi¢imlendirmeleridir.
Sezgisel Yaklasimin Nedenleri

Yapilan icerik analizinden elde edilen bulgular g6z 6niinde bulundurularak

Ogrencilerin sezgisel yaklagimlarin temel kaynaklar1 asagidaki gibi belirlenmistir.

e Sonsuzlugun informal bir yapida ele alinmasi ve formallestirilememesi
e Onceki deneyimler ve bunlarin sonuglar1 [Par¢a-Biitiin etkisi]

e Sonlu kiimeler ile iliskili 6n yasantilarin olumsuz etkisi

Bu bagliklara iligkin ulasilan sonuglar asagida sunulmustur.

Sonsuzlugun formal bir kavram olarak icsellestirilmesinde yasanan giicliikler

Ogretmen adaylarinin sonsuzlugu anlamlandirmada ve smiflamada yasadiklari
giicliklerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu kavramin gelisimine ydnelik bazi

aciklamalar asagida sunulmustur.

Sonsuz kiimelerin denkligine iligskin sezgisel diislinmenin temelinde, bireylerin
giindelik yasam deneyimlerinin 6nemli bir rolii oldugu sdylenebilir. Gergek yasam
deneyimlerimiz, sonlu kavramina adapte olmustur. Yani bireyler sonlu kavramini
anlayabilir ve bunu igsellestirebilirler. Bu noktada sonsuzlugun informal taniminin,
bireyler tarafindan “sonlu olmayan’’ seklinde insa edildigi sdylenebilir. Yani, Tall
(1991) tarafindan da belirtildigi gibi, bireylerin sonsuzluk kavramina iliskin ilk

anlayiglarinin = “’sonlu’’ kavramindan hareketle gelistigi yorumu yapilabilir. Bu
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nedenle sonlu yasantilar ile olusan algimizin, sonsuzlugu tek ve biitiin bir gergeklik
olarak algilamamiza izin vermeyecegi sOylenebilir. Diger yandan, gercek yasam
deneyimleri sayesinde, bireylerin sonsuzlugu bir potansiyel olarak algilamalarinin
miimkiin oldugu da soylenebilir. Ornegin iki paralel ayna arasina gecen bir kisinin
gorintiilerini diislinelim. Aynalara bakildiginda her defasinda daha uzakta ve yeni bir
goriintli bulmak miimkiin olacaktir. Bu goriintiiler asla bitmeyecegi i¢cin mevcut model
kisinin zihninde potansiyel bir sonsuzluga isaret edebilir. Diger yandan tim
yansimalarin tek seferde ve bir biitiin olarak goriilmesi miimkiin degildir. Dolayis1 ile

(bu model ile) bireylerin ger¢ek sonsuzlugun deneyimlenmesi miimkiin olmayacaktir.

Yukaridaki aciklamalardan hareketle, (ger¢ek) sonsuzlugun giindelik yasamda
dogrudan deneyimlenmesi miimkiin olmayan bir kavram oldugu sonucuna ulasilabilir.
Bireyler, sonsuzlugu potansiyel diizeyde algilayabildikleri i¢in “sonsuzluk varsa
tektir’’ anlayigina sahip olabilirler. Dolayisi ile (bu ¢alismada da goriildiigii gibi)
kendilerine sunulan sonsuz kiimelerin daima denk olacagina iliskin genelleyici bir

yargiya sahip olabilirler.

Bu noktada, sonsuzluga iliskin informal algimizin, kiimeleri sonsuzluklarina
gore smiflamamiza izin vermedigi soOylenebilir. Dolayis1 ile (bu ¢alismada da
goriildiigii gibi) bireyler N, dogal sayilar kiimesi ve R, gergel sayilar kiimesi gibi farkli

sonsuzluga sahip kiimelerin denk olduklarini (sezgisel olarak) varsayabilirler.

Diger yandan, kiimelerin farkli sonsuzluklara sahip olabilecegi ilk defa Rus
kokenli Alman matematik¢i Georg Cantor (1846 -1918) tarafindan ortaya konmustur.
Cantor, gercek sonsuzlugu temel alan kardinal sayilar teorisini inga etmistir. Dolayisi
ile yukaridaki diislinme bi¢imine sahip bireylerin kardinalite yaklasimim
anlamlandirmakta, icsellestirmekte ve kullanmakta giicliikk ¢ektikleri sonucuna

ulasilabilir.

Ogrencilerin sonsuz kiimeleri anlamlandirmaya iliskin yasadiklar1 giicliiklere
matematik egitimi literatiiriinde yer alan diger ¢alismalarda da deginilmistir. Tirosh
(1985), ogrencilerin sonsuzluga iliskin yaklasimlarinin sezgisel oldugunu ifade
etmistir. Fischbein, Tirosh, ve Melamed (1981) ise 6grencilerin sonsuzlugu bitmeyen
bir siire¢ olarak algiladiklar1 sonucuna ulasilmistir. Benzer olarak, Isleyen (2013) de
ogrencilerin sonsuzlugu potansiyel bir siire¢ olarak ele almaya egilimli olduklarimni

belirtmistir. Monaghan (1986) ‘a gore siire¢ odakli bu yaklagim bireyleri tek sonsuzluk
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algisina yoneltmektedir. Dolaylis1 ile Singer ve Voica (2003)’nin da belirttigi gibi
farkli  sonsuzlarin olabilecegi diisiincesinin  bireyler tarafindan yeterince

anlagilamadigi sonucuna ulasilabilir.

Parc¢a-Biitiin iliskisinin genellenmesi

Sezgisel olarak nitelenen diger bir yaklasimin da  “’Parc¢a biitiinden daha

’

kiiciiktiir.”” anlayig1 cergevesinde sekillendigi goriilmiistiir. Bu yaklagima sahip
Ogrencilerin gergcek yasam tecriibelerinden hareketle sonsuz kiimeler i¢in boyle bir
varsayima ulastiklari sdylenebilir. Ciinkii gercek yasam algimiza gore, bir biitlin
kendisini olusturan pargalarin toplamina esittir ve bu parcalarin her birinden daha
biiyiiktiir. Bu sonucun (herhangi bir argiiman sunulmaksizin) sonsuz kiimeler i¢in de

gecerli oldugunun kabul edilmesi, sezgisel diisiinme baglaminda degerlendirilebilir.
Sekil 18

Keyfi bir C noktasindan boliinmiis [AB] dogru parcasi

A C B

Ornegin yukaridaki [AB] dogru pargasi kendilerine sunuldugunda, dgrencilerin biiyiik
bir kisminin [AB] iizerinde yer alan noktalarin sayisinin [AC] ve [CB] {izerinde yer
alan noktalarin sayisindan daha fazla oldugunu diisiindiikleri goriilmiistiir. Bu
Ogrencilerin kardinalite kavramini anlamada ve kullanmakta giicliik cektikleri
sOylenebilir. Ciinkii tim bu dogru parcalarinin ( [AB], [AC], [CB] ) kardinaliteleri
#(R)=c kardinal sayisina esittir. Diger bir ifade ile, herhangi bir dogru pargasi iizerinde
yer alan noktalarin olusturdugu kiimenin kardinalitesi bu dogru parcasi lizerinde yer

alan nokta sayisina bagli degildir. Dolayisi ile bu kiimelerin denk oldugu sdylenebilir.

Bu denklik geometrik olarak asagidaki gibi modellenebilir.
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Sekil 19

# ([AC]) = # ([AB]) kardinal esitligi icin geometrik bir gosterim

o Voo

Goriildugii gibi [AC] lizerinde yer alan her nokta ile [AB] {izerinde yer alan her

nokta arasinda (iki noktadan gegen dogrular ile) bijektif bir esleme olusturulabilir.

Gergek yasam deneyimleri ile sekillenen parca-biitiin iliskisini kullanarak
sonsuz kiimeleri kiyaslayan bu 6grencilerin de sezgisel diisiinme bigimine sahip
olduklar1 sdylenebilir. Ciinkii bu 6grenciler, elemanlar1 sayillamayacak ¢oklukta olan
kiimelerin eleman sayilar1 arasinda miktara dayali (nicel) bir iligki kurulabilecegini
varsaymislardir. Diger bir ifade ile bu Ogrencilerin, kiimelerin eleman sayilarini
karsilastirabilmek i¢in aralik boylarini referans aldiklar1 ve bu sayede [AB] dogru
parcasi iizerinde yer alan noktalarin sayisinin [AC] dogru pargasi lizerinde yer alan
nokta sayisindan daha fazla oldugunu diislindiikleri sdylenebilir. Diger yandan
ogrencilerin de kardinal sonsuzluk yaklasimini yeterince anlamlandiramadiklar

sonucuna ulasilabilir.

Parca ve biitiin arasinda olusturulan bu sezgisel iligkiye literatiirde yer alan diger
caligmalarda da rastlanmigtir. Tall (1980), 6grencilerin dogru parcasi tizerinde yer alan
noktalarin sayisini uzunluklart ile iligkilendirerek karsilastirdiklarini belirlemis ve
bunu “’Sonsuzlugu Olgme’’ yaklasimi olarak ifade etmistir. Ona gére 6grencilerin bu
orantisal yaklasimi, sezgisel diisiinmelerinin bir lirlintidiir. Monaghan (2001) ‘a gore
bu yaklasim daha ileri yastaki bireyler tarafindan da kullanilabilmektedir. Diger
yandan Fischbein ve arkadaslar1 (1979) benzer durumlarin gercek yasamda dayali

29

“’Parc¢a, biitiine esit olamaz.”’ tecrlibesinin bir sonucu olarak ortaya c¢iktigini
belirtmislerdir. Benzer bir calisma gergeklestiren Tirosh ve Tsamir (1996) ise ¢alisma

sonucunda kullanilan temsil bigimlerinin 6grencilerin sonsuzluk algisini etkiledigi
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sonucuna ulagmiglardir. Bu ¢alismada 6grencilerin, farkli uzunluktaki dogru pargalari
tizerinde yer alan noktalarin sayisini belirlerken sadece uzunluklar1 dikkate alarak
sonuca ulagsmaya caligtiklart gézlenmistir. Bu durum, Mamolo (2009) tarafindan sonlu

Olgme uzayina ait ilkelerin sonsuz kiimelere transfer edilmesi ile agiklanmistir.
Sonlu kiimelere iliskin anlayislarin etkisi

Yapilan analizlerde sezgisel yaklagimin bir diger nedeninin de 6grencilerin sonlu
kiimelere iliskin anlayiglar1 oldugu gozlenmistir. Pek ¢ok 6grenci sonsuz kiimeleri

kiyaslarken sonlu kiimelere iligskin anlayiglarin1 kullanmaya ¢aligmustir.

Genel uygulamalarin analizlerinde, Ogrencilerin sonlu kiimeler i¢in gegerli olan

asagidaki tanimi referans alarak sonsuz kiimeleri karsilagtiklart siklikla goriilmiistiir.
A~B & s(A)=s(B)

Bu tanim eleman sayilar1 sonlu olan kiimeler i¢in uygun bir kiyaslama yontemi
sunmaktadir. Yani, eleman sayis1 herhangi bir sayma sayisina esit olan iki kiimenin
denk oldugu bu tanimdan hareketle kolaylikla gosterilebilir. Diger yandan bu tanim,
elemanlar1 sayillamayacak ¢oklukta olan kiimelerin karsilagtirilmasi i¢in uygun bir
cerceve sunmaz. Ornegin Z, tamsayilar kiimesi ve N, dogal sayilar kiimesinin eleman

sayilarinin bu tanim ile karsilastirilmas: uygun bir yaklasim olmayacaktir.

Mevcut c¢aligmalara katilan 6gretmen adaylarmin sonsuz elemanlt kiimeleri
kiyaslarken bu tanimi1 kendilerine referans aldiklar1 sik¢a goriilmiistiir. Bu dogrultuda
sonsuz kiimeler arasinda azlik-¢okluk iliskileri kurarak kiimelerin denkligini ifade
etmeye c¢alistiklar1 gbzlenmistir. Diger yandan pek ¢ok 6grencinin “’o0’” simgesini,
sonsuz kiimelerin eleman sayisini ifade eden alisilmis bir say1 olarak kullandiklari
gozlenmistir. Bu durum 6grencilerin sonlu kiimelere iliskin anlayislarinin bir sonucu
olarak nitelendirilebilir. Ogrenciler sonlu kiimelerin eleman sayilarini ifade etmedeki
yaklasimlarini, sonsuz kiimelere genisleterek bu kiimelerin eleman sayilarimi ifade

etmeye c¢alisiyor olabilirler.

Ornegin baz1 6grencilerin N, dogal sayilar kiimesi ve R, gercel sayilar kiimesini

karsilagtirirken asagidaki esitligi olusturarak N ~ R sonucuna ulastiklart goriilmiistiir.

s(N)=s(R) =
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Bu 6grencilerin, sonsuz kiimelerin denkligini gésterebilmek i¢in giriste sunulan
(sonlu kiimelere uygun) denklik tanimini referans aldiklar1 ve bu tanimi kullanabilmek
icin sonsuz kiimelerin eleman sayilarint (ftipki sonlu kiimelerde oldugu gibi) ifade
etmeye c¢alistiklar1 sdylenebilir. Bu noktada “’o0’’ simgesini sonsuz kiimelerin eleman

sayisini ifade eden bir nesne olarak ele aldiklar1 sonucuna ulasilabilir.

Yapilan analizlerde bazi 6grencilerin de sonlu kiimeler i¢in gecerli olabilecek 6z

alt kiime iliskisinden hareketle sonsuz kiimelerin denklik iligkilerini belirlemeye

calistiklar1 gdzlenmistir. Ornegin ZiZ —{0} seklinde bir soru yoneltildiginde, bazi
Ogrencilerin sonlu kiimelere iligkin anlayislarini géz oniline alarak kiimelerin denk
olamayacagini ifade ettikleri goriilmiistiir. Bu diistinme bi¢imine sahip 6grencilerin,
sonlu kiimeler icin gecerli olan “'Bir kiime 6z alt denk olamaz.’’ seklindeki
diisiincelerinden hareketle bdyle bir sonuca ulagsmis olduklar1 sdylenebilir. Sonlu
kiimeler igin gecerli olan bu Onermenin sonsuz kiimeler igin gegerli olmasi
beklenemez. Dolayist ile bu Ogrencilerin yaklasiminin da sezgisel diigiinme
baglaminda degerlendirilebilecegi sdylenebilir. Ciinkii 6grenciler, sayllamaz ¢oklukta
elemana sahip kiimelerin eleman sayilarii azlik-cokluk iliskileri kurularak
karsilastirmakta ve bir kiimenin digerinden daha az sayida elemana sahip oldugunu

(formal bir delil sunmaksizin) kabul etmektedirler.

Diger yandan sonsuz kiimelerin denkliginin belirlenmesinde Cantor tarafindan
kullanilan bijektif esleme yaklasimindan yararlanilir. Bu yaklasgin asagida

sunulmustur.
A~B & f = [f| f: A> B, bijektif } # @

Bu yaklasima gore sonsuz bir kiimeden sonlu sayida eleman ¢ikarmak (veya bu
kiimeye sonlu sayida eklemek) kiimenin kardinalitesini degistirmeyecektir. Dolayisi ile
bahsedilen Z ve Z-{0} kiimelerinin kardinaliteleri No (alef sifir) degerine esit
oldugundan bu kiimelerin denk oldugu agiktir.

Dolayist ile bu baslik altinda sunulan diisiinme bigimlerine (ve benzerlerine) sahip

Ogrencilerin Cantor tarafindan ortaya konan birebir-6rten esleme mantigini ve

kardinalite kavramini yeterince anlamlandiramadig1 sonucuna ulasilabilir.
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Benzer genellemelere literatiirde yer alan diger calismalarda da rastlanmustir.
Singer ve Voica’ya (2003) gore Ogrenciler, sonsuz kiimeleri karsilastirirken sonlu
kiimelere ait ilkeler ile hareket etmekte ve sezgisel yaklasimlar sergilemektedirler.
Tall (1980), o6grencilerin sonlu kiimeler iizerinde gergeklestirdigi gozlemlerin
sonuglarii sonsuz kiimelere genellestirme c¢abasi icerisinde olduklarini belirtmistir.
Narli ve Narl1 (2012) ‘da 6grencilerin sonlu kiimelerde oldugu gibi bigcimsel 6zelliklere

odaklanarak sonsuz kiimeleri karsilagtirmaya calistiklar1 sonucuna ulagmistir.

Sezgisel Yaklagimun Ispat Siirecin Etkisi

Kiimelerin denkligine iliskin sezgisel yaklasim benimseyen 6grenciler formal bir
ispat slirecini yliriitememisglerdir. Bunun nedeni, sunulan yaklasimlarin formal deliller
icermemesidir. Diger bir ifade ile bireyler, ispat siirecinde mantiksal arglimanlara yer
vermek  yerine  varsayim ve  kabullerini  temel alan  yaklasimlar
bicimlendirebilmislerdir.

Daha 6nce de aciklandigi gibi, ispat siireci hipotez ile hiikiim arasindaki iligkinin
neden dogru oldugunu agiklayabilmelidir. Bu da hipotez ile hiikiim arasindaki ara
deliller araciligr ile saglanabilir. Eger hipotez ile hiikiim arasindaki baglantiy1
olusturan bu deliller, 6nermenin neden dogru oldugunu anlamaya olanak sagliyor ise
ispat formal olarak nitelendirilebilir. Diger yandan bu deliller yeterli mantiksal
baglardan yoksun bir sekilde varsayimlar-kabuller ¢ercevesinde sekilleniyor ise ispat
formal olarak degerlendirilemez. Bu noktada bahsedilen varsayim ve kabullerin

bireylerin kisisel anlayislar1 baglaminda (sezgisel olarak) sekillendigi sdylenebilir.

Sezgisel olarak nitelendirilen bu yaklagimlara 6zellikle siirecin baglangicinda
daha ¢ok rastlanmistir. Ancak uygulama siirecinin son asamalarinda (ozellikle 1V.
uygulamada) bu tarz yaklasimlart benimseyen 6grenci sayisinda onemli azalma
oldugu goézlenmistir. Bu bulgudan hareketle, 6grencilerin yasantilar1 sonucunda
sezgisel yaklasimlarindan vazgegmeye basladiklar1 ver denklik iligkilerini daha formal

bir ¢cer¢evede ele almaya bagladiklar1 sonucuna ulagilabilir.

Bu noktada Ogrencilerin sezgisel yaklasimlarindan vazge¢gmesinin uzun bir

zaman aldig1 da sdylenebilir. Bu durumun nedeni Cantor tarafindan ortaya konan kiime
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teorisinin ilkelerinin 6grenciler tarafindan benimsenmesinin uzun zaman almasi ile

agiklanabilir.

Tiim bu sonuglardan hareketle 6grencilerin Cantor tarafindan modern kiime
teorisi ¢ergcevesinde ortaya konan esgiicliiliik fikrini istenen diizeyde kullanamadiklari
sonucuna ulagilabilir. Pek ¢ok birey matematiksel durumlar1 kuralli fonksiyonlar ya
da bijektif eslemeler ile kanitlamak yerine sezgisel yaklasimlar ile dogrulayamaya
calismistir. Dolayis1 ile Ogrencilerin sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili ispat
stireclerinde genel olarak sezgisel yaklagimlari tercih ettikleri ve tam formal seviyeye

gecmede zorluklar yasandigi sdylenebilir.
Sekil 20

Sezgisel Yaklasim ve Nedenlerine liskin Ozet Diyagram

Ispat siirecinde mantiksal argiimanlara yer TN
verilmeyen ve kabulleri temel alan
bl +— Sezgisel Yaklasim
N
L t i
o /Lx\ Sonlﬁl(ii_m\elere
Sonsuzlugun Parca Biitiin e Co
.. . a0 lliskin Deneyimlerin
Formallestirilememesi lliskisi Etkisi
~_ N S N S
- Sonsuzlugun bir potansiyel olarak —>Sonsuz kimelerin eleman = Sonlu kiimelere iligkin deneyimlerin, sonsuz kiimelere
gorilmesi. sayisinin esleme fikri olmaksizin genellenmesi
[nicel Slgiim verileri ile] kiyaslanmasi
->Gergek sonsuzlugun ve dolayis! ile = Denkliin A ~ B & s(4) = s(B)
kardinalitenin anlagilamamasi. - Gercek yagama dayall parca tanimi ile irdelenmesi
bttn iliskilerinin sonsuz kimelere
- "Sonsuz varsa tektir.” ve "Her sonsuz genellenmesi —>Sonlu kiimelere iliskin sonuglarin ve gikarimlarin

kime denktir” bicimindeki dustinceler. sonsuz kimelere genellenmesi
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Kavram Yamlgilar ve Ispat Siirecine Etkileri

Sezgisel yaklasim Onemli bir etmen olsa da oOgrencilerin formal ispata
ulasamamasinin tek nedeni onlarin sezgisel yaklagimlar: degildir. Yapilan analizlerde,
kavramlara iliskin yanilgilarin da 6grencilerin formal ispata ulagmalarin1 engelleyen
faktorler arasinda yer aldigi goriilmiistiir. Kavramsal temel, ispat siirecinden ayri
diisiiniilemez. Ciinkii istenen bir ispata ulasilabilmesi i¢cin dogru kavramlarin se¢ilmesi
ve bu kavramlar arasinda dogru iliskilerin kurulmas: beklenmektedir. Ispat siirecinin
temelini olusturan bu kavramlara iliskin yanilgilar, bireylerin formal agidan dogru bir

ispata ulagmasini engelleyebilir.

Siireg igerisinde pek ¢ok noktada Odgrencilerin kavram yanilgilari nedeni ile

formal ispata ulasamadiklar1 gdzlenmistir.

Genel uygulama ¢alismalar1 ve gézlemler bir arada degerlendirildiginde
ogrencilerin ¢esitli konulara iliskin fonksiyon, birebirlik ve ortenlik gibi pek ¢ok
temel kavrama iligkin yanilgilara sahip olduklari sonucuna ulasilmistir Ayrica
Ogrencilerin alt kiime, iist kiime ve kuvvet kiimesi gibi ¢esitli kavrami birbiri yerine

kullandig1 ve bu nedenle formal ispata ulasamadiklar1 goriilmustiir.
Bu kategoriyi agiklayacak bazi 6rnekler agagida sunulmugtur.

Ornegin bir &grenci tanimladign f fonksiyonun birebirligini asagidaki kosulu
saglayarak kontrol etmis ve tanimladigi fonksiyonun birebir oldugu sonucuna

ulasabilmistir.

x5 =x = f()=f(x)

Oysaki bir f fonksiyonun birebirligi “’tanim kiimesindeki farkli elemanlar
gorlntiilerinin farkli olmasi’ ile agiklanir. Yani birebirlik icin asagidaki kosul

gecerlidir.

FO) = £(5) = x =1,

Bu noktada 6grencinin, fonksiyon olma sartin1 yanlis yorumladig: ve birebirlik sarti

olarak degerlendirdigi ve bu nedenle formal ispata ulasamadig1 gézlenmistir.
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Smirlilik/siirsizlik ile ilgili karsilasilan yanilgilar da bu kategori baglaminda 6rnek
olarak gosterilebilir. Singer ve Voica (2003) tarafindan yiiriitiilen ¢alismada da

karsilasilan bu yanilgilardan bazilart asagida sunulmustur.

» Sonsuz kiime sinirsizdir.

» Smirl kiime sonludur.

» Sinirlt kiimelerin eleman sayisi sinirsiz kiimelerden daha azdir.
» Sonlu kiimeler ve sinirli kiimeler denktir.

» Smirh bir kiime ile sinirsiz bir kiime denk olamaz.

Ornegin Sl bir kiime sinirsiz bir kiimeye denk olamaz.”” yanilgisina sahip olan
bir birey R, gergel sayilar kiimesinin (0,1) araligina denk olamayacagini diistinmiis
ve ispatin1 bu dogrultuda gerceklestirmeye calismistir. Ogrencilerin bu noktadaki
yanilgilarinin temelini, kavramlari birbiri yerine kullanmalar1 olusturuyor olabilir.
Yani 68renciler, sinirli kiimeleri sonlu kiimeler ve sinirsiz kiimeleri de sonsuz
kiimeler olarak ele aldiklar i¢in bu sonuca ulasmis olabilirler. Bu ve benzeri

orneklere yapilan ¢alismada siklikla rastlanmistir.

Kavramsal temelin, formal bir ispatin On sartlarindan birini olusturdugu
soylenebilir. Ogrencilerin istenen formal ispata ulasabilmeleri icin ilgili kavramlara
hakim olmalar1 ve bunlar1 islemsel diizeyde etkin bir sekilde kullanabilmeleri
gerekmektedir. Bu agidan ispat siirecinin ¢ok boyutlu bir siire¢ oldugu ve 6grencilerin
onceki ogrenmelerinden dogrudan etkilendigi sdylenebilir. Ogrencilerin ispat
becerilerinin gelistirilmesi i¢in yeterli kavramsal temellerinin olusturulmasi gerektigi

sonucuna ulasilabilir.

Ispat Siirecine iliskin Yetersizlikler

Ogretmen adaylarinin formal ispata ulasamamalarinin diger bir nedeni de ispata
ve ispat yontemlerine iliskin bilgi eksiklikleri olarak tespit edilmistir. Bu noktada

bahsedilen bilgi eksikligi iki temel boyutta ele alinabilir.

i. Ispatin bigimine (diline) iliskin yetersizlikler

ii. Ispat yontemine iliskin yetersizlikler
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Matematik egitimi literatiiriinde ispat ve tanimina iliskin pek ¢ok farkli agiklamanin
yer aldig1 goriilebilir. Matematikgiler, kendi bakis acilarina gore farkl ispat tanimlart
ve ispat siiregleri belirlemislerdir. Bu calisma herhangi bir matematik¢inin ispata

iliskin goriis, yaklasim ve siniflamalarinit dogrudan temel almamaktadir.

Mevcut ¢alisma kapsaminda siklikla vurgulanan “formal ispat *° becerisine
iliskin anlayisin detaylandirilabilmesi i¢in literatiirde yer alan bazi matematikgilerin
goriiglerini sunan Tablo 31 incelenebilir.

Tablo 31

Baz1 matematikcilerin ispata bakis agilan

Shipley | Ispati, hipotezlerin formiile edildigi, kontrol edildigi karmasik ve sistematik bir

(1999) | problem ¢6zme aktivitesi olarak tanimlamaktadir.

Lee | Ispat siirecini siireci ii¢ eylem ile agiklamaktadir. Bunlar: ispat icin tahminde

(2002) | bulunma, ispatin organize edilmesi, diger insanlara ispatin agiklanmasidir.

Tall | Matematiksel bir ispatin iki temel amact oldugunu belirtmistir. Bunlardan ilki

(1998)

hipotezin mantikli adimlarla bir sonuca ulastigin1 gostermektir. Digeri ise

varsayimlardan neden ve nasil gidildigini anlamaktir.

Bell

Ispat1 bir siire¢ olarak ele almis ve asagidaki ii¢ temel eylem ile bu siirecin

(1976) | gerceklestigini ifade etmistir.

i. Dogrulama (6nermenin dogrulugunu gdsterme)

ii. Aciklama (6nermenin neden dogru oldugunu gosterme)

Tablo 31 incelendiginde, goriigslerin sunulan matematikcilerin ispata yonelik
tanimlarinin iki temel noktada uzlastigi goriilebilir. Ilki matematiksel ispatin,
matematiksel bir mantig1 (akil yiiriitme siirecini) icermesidir. Yani ispat, hipotezden
hareketle hitkkme ulagma siirecinde ara adimlarda mantiksal iligkilerin kuruldugu bir
stiregtir. Bu yol ile bireyler verilen bir iddianin sadece dogru oldugunu degil ayni1
zamanda neden dogru oldugunu da anlayabilirler. Diger yandan ispat siireci, akil

yiirlitme eylemine ek olarak matematiksel bir dili de igermektedir. Yani bireyler

iii. Sistematik hale getirme (Matematiksel yapilar1 bir sistem olarak sunma)
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diisiinme siireclerinin tirtinlerini agiklayabilecek uygun (ikna edici) bir dil kullanarak
goriiglerini bagkalarina aktarabilmelidirler. Bu yeterlik, ispatin bicimsel (dil)

boyutunu olusturmaktadir.

Calismaya katilan 6grencilerin sunduklart yaklagimlar analiz edildiginde pek
cok Ogrencinin, matematiksel dili yetersiz kullanmadan kaynakli sorunlar yasadigi
gozlenmistir. Diger bir ifade ile 6grencilerin formal ispata ulasamama sebeplerinden
biri, matematiksel dili yetersiz kullanmalaridir. Bu 6grenciler, muhakemelerini ifade
edebilecek sistematik bir dil olugturamadiklari i¢in ispat siirecini hatali tamamlamis ya

da eksik birakmislardir.

Diger yandan bazi Ogrencilerin de ispat yoOntemlerine iligkin yetersiz
bilgilerinden dolay1 formal ispata ulasamadiklar1 gézlenmistir. Bu noktada en sik
karsilagilan yaklagimin 6rnek verme yaklasimi oldugu gézlenmistir. Pek ¢cok dgrenci,
kendilerine sunulan bir durumun daima gecerli gosterebilmek i¢in (sonlu sayida) 6zel
ornekler olusturmakla yetinmistir. Bu 6grenciler, olusturduklart 6zel drnekleri gegerli
birer ispat olarak degerlendirmislerdir. Ornegin bir 6grenci iki sayilabilir kiimenin
birlegiminin daima sayilabilir oldugunu gosterebilmek icin Z, tam sayilar kiimesi ve
N, dogal sayilar kiimesi gibi iki sayilabilir kiime se¢gmis ve ZUN kiimesinin de
sayilabilir oldugunu ifade ederek ispati tamamladigini belirtmistir. Oysaki bu 6grenci
ifadenin dogru olduguna iligskin spesifik bir 6rnek sunmasina ragmen genel bir ispat
sunmamistir. Dolayist ile bu 6grencinin, ispat yontemine iliskin ilgili hatali bir
diistinme bi¢imine sahip oldugu sonucuna ulagilabilir. Bu ve benzeri durumlara genel

uygulamalar ve gozlemler igerisinde sikca rastlaniimigtir.

Bu ispat yaklasimina yonelik yetersizliklerin nedenlerinden biri 6grencilerin
asir1 genelleyici diisiinme bigimleri olabilir. Asir1 genelleme, 6zel bir durum i¢in dogru
olan kural, prensip veya kavramin diger tiim durumlarda da dogru oldugunun
diistiniilmesi olarak tanimlanabilir. Bu yaklasimi benimseyen Ogrenciler, 6zel
ornekleri icin gecerli olan bir 6nermenin genel olarak (daima) gegerli oldugunu

(tiimevarimsal olarak) diistinerek ispata ulastiklarini ifade etmis olabilirler.

Bir diger neden ise 6grencilerin “aksine ornek verme’’ ispat yaklasimini yanlig
yorumlamalar olabilir. Aksine 6rnek verme yaklasiminda, dogru oldugu iddia edilen
bir dnermenin yanligh@inin gosterilebilmesi ic¢in aksi bir drnek vermek yeterlidir.

Ornegin * 'Iki tek sayinin carpimi ¢ifitir.”” dnermesinin yanls oldugunu ispatlamak igin
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herhangi iki tek say1 (mesela 3 ve 5) secilerek carpimin ¢ift say1 olmadigi gosterilebilir.
Diger yandan ¢alismaya katilan 6grenciler herhangi bir 6nermeyi yanliglamak igin
gecerli olan bu yaklagimin, ispat i¢in de gegerli olabilecegini varsaymis olabilirler.
Yani 6grenciler, dogrulamak i¢in de bir (veya daha ¢ok) 6rnegin yeterli olabilecegini
diisiinmiis olabilirler. Bu tarz bir yaklasim, matematiksel ac¢idan formal olarak
nitelendirilmez. Ornegin *’Iki tek sayimn carpimi tektir.”” Snermesini diisiinelim. Bu
onermenin her zaman dogru oldugunu gostermek i¢in herhangi tek iki sayinin (3 ve 5
tekrar alinabilir) carpimimin tek oldugunun gosterilmesi yeterli degildir. Ciinkii
onermenin 0zel 6rnekler i¢in gegerli olmasi, kosulu saglayan her durum igin gegerli
oldugu anlamima gelmeyecektir. Dolayisi ile spesifik durumlar {izerinde saglanan
dogrulama islemleri, genel bir ispat olarak nitelendirilemez. Diger yandan, bireylerin
formal ispata ulasabilmeleri icin tiim durumlarin g6z onilinde bulundurulabilecegi

genel (cebirsel) bir yaklagimlar1 benimsenmeleri beklenebilir.

Bu sonuglar, 06gretmen adaylarinin sonsuz kiimelerin denkligini gdsterme
siirecine kavramsal, igslemsel ve ydntemsel agidan yetersizlikler yasadiklarinin

gostergeleri olarak yorumlanabilir.

Bireylerin ispat siirecin etkili bir sekilde yiiriitmekte gilicliik ¢ektigine iliskin
sonuglara literatiirde de sik¢a rastlanmaktadir. Ornegin Moore (1994) 6grencilerin
ispat yapma siirecinde yasadiklar1 gii¢liikleri arastirmigtir. Buna gore 6grencilerin
kavramlar1 kullanamadiklar1 igin ispata ulasamadiklarini belirlemistir. Ayrica
bireylerin uygun bir ispat yapisi olusturamadiklarini belirtmis ve onlarin ispat
yontemlerini dogru uygulayamadiklar1 sonucuna da ulagmistir. Benzer olarak Schabel
(2001) de yapmis oldugu doktora tez ¢alismasinda {iniversite dgrencilerinin de ispat
yapma siirecinde giicliikler yasadigini belirlemistir. Elementer Sayilar Kurami (Sayilar
Teorisi) dersi kapsaminda 4 katilimci ile yapilan ¢alismalarda gerceklestirilen etkinlik
temelli klinik miilakatlar sonucunda asagidaki alanlarda yetersizlikler oldugu

belirlenmistir.

e Ogrencilerin genelleme ve aksi drnek verme becerilerinin kullanimi
e Ogrencilerin (6zgiin) ispat yapabilme

e Ogrencilerin ispatlarini agiklayabilme
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I1. Alt Probleme Yonelik Sonuc¢ ve Tartisma

Bu baslik altinda bireysel ¢alismalarin her birine iliskin degerlendirme sonuglar1
paylasilacaktir. Calisma siirecinde 3 farkli 6gretmen aday: ile (A,B ve D olarak
isimlendirildi) toplamda 12 etkinlik temelli miilakat gerceklestirilmistir. Bu
miilakatlardan tigline iligkin ayrintili analizler bir 6nceki boliimde sunulmustur.

Dolayist ile bu boliimde siireclere iliskin genel degerlendirilmelerde bulunulacaktir.

Calismaya katilan her ii¢ 6gretmen adayinin da formal ispata ulasabildikleri
gozlenmistir. Ayrica her ii¢ 6gretmen adayinin da Kidron ve Dreyfus (2014) tarafindan
ortaya konan tanim 1s18inda ispat imajlarina sahip olduklari1 s6ylenebilir. Bu boliimde
imajlarin bilesenlerine iliskin spesifik 6rneklere deginilmeyecektir. Bunun yerine daha

genel bir bakis acis1 ile imajlara iliskin sonuglar sunulacaktir.

A’nin Ispat imajinin Degerlendirilmesi

Bu siliregte A olarak isimlendirilen bir Ogretmen adayinin ispatlama
etkinligindeki biligsel stiregleri, bu siireclerle etkilesim halinde olan hisleri ve bilgiyi
olusturma siirecine odaklanilmistir. Bu baglamda A’nin sonsuz kiimelerin denkligine
yonelik bir soruya verdigi cevaba iliskin ispatlama siirecindeki ispat imaj1, duygusal
olmayan biligsel hisleri ve epistemik eylemlerin baglaminda analiz edilmistir. [Bu
ispat imajina iliskin genel bir ¢erg¢eve sunmak amact ile siirece iliskin akiy semasi ve

ilgili gostergeler ayrintili bir bigimde sunulacaktir.]

A’nin ispat imajin iki bileseni yoniinden incelenmistir. Bu bilesenlerden ilki 4
ozellik igeren bilissel anlayistir. Bu 6zelliklerle ilgili gozlemlerimize gore A’ nin ispat
imajinin kisisel anlayisa sahip oldugu soylenebilir. Siirecin basinda diisiindiiklerini
tam olarak ifade edememesi ve anlama gergeklestikce siirecin devaminda
diisiincelerini paylasabilir hale gelmesi buna 6rnek olarak gosterilebilir. Her adimda
sectigi bilgi yapilar1 arasinda mantikli iligkiler kurmasi da hem sezgisel hem formal
olarak ispat imajinin mantiksal baglar igerdiinin bir gostergesi olarak
degerlendirilebilir. Bunun yani sira A’nin ispat imaj1 sezgisel olarak baglayan ama
olusturdugu yapilar ve mantiksal baglarla ilerleyen bir slire¢ olarak dinamik bir

karaktere de sahiptir.
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Zihninde var olan ¢6zlimiin 6gelerine yonelik olarak A’nin zihninde yer alan bu
Ogeleri uygun bir kombinasyon ile bir araya gelmesi sonucu yasadigini
gbzlemledigimiz i¢ gorii ani ile ispat1 olusturabilmistir. Bu durum A’nin ispat imajinin
tek bir biitiin olma 6zelligine sahip oldugunun gostergesi olarak degerlendirilebilir.

Ayrica onceki ve sonraki adimlari ile ilgili ¢ikarimlar1 da varlik karakteristiginin
birer 6rnegi olarak degerlendirilebilir. Yani varlik karakteristigi bakimindan A’nin
ispatin bir biitiinlik olusturmasi ve bu biitiinliiglin bir olusuma/iiriine sebebiyet

vermesi s0z konusudur.

Ispat imajinin duyussal ikna hissi bakimindan, A’nmn hem viicut ifadelerinden
hem de ses tonundan sezgisel kesinlik hissi gézlemlenmistir. Yani duyussal ikna
hissinin olustugu sdylenebilir. Ayni1 zamanda imajin sezgisel ikna hissinin
olusumunun derinlemesine analizi i¢gin A’nin duygusal olmayan bilissel hisleri de
incelenmistir. Bu noktada duyussal kesinlik hissine yol agtig1 diigiiniilen veya onunla
iligkili olabilecek hislere odaklanilmistir. Buna gore A ispatlama siirecinde bilme hissi,
hakhilik hissi, asina olma hissi ve dogru iz tistiinde olma hissi gibi biligsel hisleri
deneyimledigi gozlenmistir. Ayrica bu deneyimlerinin ispati olusturmasinda 6énemli
bir role sahip oldugu sonucuna ulasilmistir. Ornegin dogru iz iistiinde olma hissi ile

stire¢ icerisinde dogru bir sekilde ilerleyebilmistir.

Epistemik eylemler bakimindan A ispat i¢in gerekli bilgileri tanimis, bu bilgileri
aralarinda baglantilar kurarak kullanmistir. Siire¢ boyunca oOnceki adimlardaki
epistemik eylemlerin sonuclarint kullanarak yeni bilgi yapilarina ulasmistir. Aym
zamanda bu bilgi yapilarin1 kullanarak daha Onceden sahip olmadigi yeni bilgi

yapilarini inga ederek ulagmak istedigi sonuca varabildigi yorumu yapilabilir.

Ozetle bu siiregte, baslangicta sezgisel bir yaklasimin igerdigi mantiksal baglari
her adimda genisleterek basitten karmasiga dogru dinamik bir bi¢cimde ilerledigi ve
nihayetinde yeni bir bilgi olusumu ile sonuclandig1 gézlenmistir. Tiim bu siireg
boyunca ortaya konan yaklasimin kisiye 6zgli bilesenleri igerisinde barindiracak
sekilde ve bir biitlinliik igerisinde big¢imlendigi de sOylenebilir. Ayrica bu siirece
biligsel faktorlerin yani sira birer tamamlayict olarak duyussal faktdrlerin de dahil
oldugu sdylenebilir. Sonug olarak A tiim bu bilesenlere dayali bir imaj1 olusturabildigi
ispat silirecinde gerekli noktalarda uygun (epistemik) eylemleri gerceklestirerek

ulagmak istedigi sonuca ulasabilmistir.
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Sekil 21

nin ispat siirecini 6zetleyen akis semas

Sekil : A’nin Olayi

Q kiimesinin 6zelliklerinibelirledi.

Bu yapilardan -
Tamidigi (R-) Yapilar uygun olanlan
* Dewirli blok igerir kullanarak (B-)
* = seklinde yazilabilen sayilar kimeler arasincaki
b e Higkiyt kurdu. =
» Sonsuzbirkoniedic: L, Boylece CDuzen MR
Bu noktada —
sectigi(R-)
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kumeler ile devam etmesi durumunda
sonucaulasamayacagini belirtti,
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Tanidii (R-) & Kullandi (8-) Yapilar
* Karasel saylar
* Dogjalsayilor
* irrasyonel Say:
= Pargal fonksiyon
« Bifektifesleme Bu fonksiyon ile formal bir sonuca
ulasamad. Ancak sezgisi degismeye
baslach.

Tanichiis (R-) & Kullandug (B-) Yapilar  Meveutyaklagimi ile formal bir sonuca ulasamadigi igin
algutand genigletme gabasina giristi.

?
R ~ N scrusunayantaramaya bagtar.

* Altkime kavrami

denkliginin ispatindan hareketle
asafidaki eglemeyi olusturdu.
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* Gergel saylar kimes)

* Dogal saylar kiimesi
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Her Sonsu:
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Sekil 22

A’nin Kamit imajinin Mantiksal Baglar Icerdigine iliskin Genel Gostergeler

Bazi
sonuglara
ulagsmak
1¢in
kavramlari
segti.

Pek cok
noktada
karsilasilan
(en yaygn)
karakter.

Sectigi
yapilari
Genel birbirini ile
Olarak baglantili
olarak ele

ald1.

Kavramlan
birbirinden
yalitilmis
olarak ele
almadi.

Sekil 23

A’nin Kamit imajinin Dinamik Olduguna iliskin Genel Gostergeler ve Spesifik

[spat imaij1
gelismemis (basit)
bir form ile
basladi.

Daha kompleks Genel
bir forma dogru
geligim gosterdi. Olarak

Her bir asama,
onceki asamalari

icerecek sekilde
ilerledi.

imajin kendisi
bir stireci temsil
icerecek sekilde

Bir Ornek

Ozel Ornek

Kiimelere iliskin Bir
Olgiit Olusmasi

A, siirecin basinda ne yapacagina karar veremedi. Bir
silre dilstindii. Bazi kavramlar: secti ve bunlar
arasinda iligkiler kurdu. Bu noktada Q , rasyonel
sayilar kilmesi ve Q, irrasyonel sayilar kiimesi
tizerinde diisiiniirken “’diizen” kavramina ulagsti.
Daha sonra bu kavrami genellestirerek kiimeleri
simniflayabilecegi genel bir olciit olusturdu. Bu
noktadan sonra kiimeleri rasigele se¢mek yerine bir
olciit 1si%inda secmeye basladi.
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Sekil 24

A’nin Kamit Imajinin Kisisel Anlayis Cercevesinde Sekillendigine iliskin Genel

Ispal kendi
yaklaginm
ile

sekillendi.

Disaridan
hcrk}:;n gl GEllel
miidahale Olarak

olmadi.

Bu ispati
daha énce
gdrmedigini
ifade etli.

Gostergeler ve Spesifik Bir Ornek

Ozel Bir Ornek

A, kendi anlayisina paralel
olarak olusturdugu
“’diizen " kavramindan
hareketle kiimeleri
asagidaki gibi sinifladi.

Bir yol

secti ve
uyguladi.

Sekil 25

A’min Kamit imajinin Varlk (Biitiinliik) Karakteristigine Sahip Olduguna iliskin

Genel Gostergeler ve Spesifik Bir Ornek

Genel Olarak

1 Tek bir imaja sahip.

Bu imaj, tiim durumu
— bir biitiin olarak
icermekte.

A, yaptiklarim
zihninde tasiyabildi.

Bu sayede 6nceki
asamalara donerek
| diistincelerini gézden
gegirebildi ve sonraki
\asamalarl ('jngércbildi.j

f_.gpa!m
Onceki
Asamalarina
Geri
Dénebilmesi

Stirecin sonuna dogru A,

sectigi kiimeler ve kurdugu

onceki iliskileri gézden
gecirmeye bagladi.

Bu anda zihninde
hélihazirda var olan yapilarin
uygun bir kombinasyon ile
bir araya gelmesi ile
aydmlanmaya ulast.
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B’nin Ispat imajinin Degerlendirilmesi

Bu siiregte B olarak isimlendirilen bir &gretmen adaymnin ispatlama
etkinligindeki biligsel stiregleri, bu siireclerle etkilesim halinde olan hisleri ve bilgiyi
olusturma stlirecine odaklanilmistir. Bu baglamda B’nin kendisine sunulan bir
teoremin ispatini olugturma siirecindeki ispat imaji, duygusal olmayan biligsel hisleri

ve epistemik eylemlerin baglaminda analiz edilmistir.

B’nin ispat imajin1 iki bileseni yoniinden incelenmistir. Bu bilesenlerden ilki 4
ozellik iceren biligsel anlayistir. Bu 6zelliklerle ilgili gozlemlerimize gére B’ nin ispat
imajinin kisisel anlayisa sahip oldugu soylenebilir. Ciinkii tiim siire¢ onun zihinsel
cabasinin bir {irlinii olarak sekillenmistir. Verdigi 6rnekler, sectigi yapilar ve kurdugu
iligkilere dogrudan bir miidahale olmamustir. Diisiinme siirecinde rahat olabilmesi i¢in
zaman ve islem bakimindan herhangi bir siirlama getirilmemistir. Diger yandan
B’nin siire¢ icerisinde sectigi bilgi yapilar1 arasinda hem sezgisel hem formal olarak
iligkiler kurmasi1 da ispat imajinin mantiksal baglar icerdiginin bir gostergesi olarak
degerlendirilebilir. Ciinkii o, siire¢ igerisinde pek ¢ok noktada sectigi kavramlar ve
verdigi ornekler arasinda kurdugu iligkiler ile ispat siirecini tamamlayabilmistir.
Bunun yani sira B’nin ispat imaji her bir adimda Onceki siiregleri igerisinde
barindiracak sekilde, daha gelismemis bir formdan daha gelismis bir forma dogru
sekillenmistir. Mantiksal baglar ¢ergevesinde ilerleyen bu siireg, imajin dinamik bir

karaktere sahip oldugunun gostergesi olarak yorumlanabilir.

B ispat siirecinde iki temel i¢ gorii an1 yasayarak formal ispata ulagabilmistir.
Her bir i¢ gorii an1, onun zihninde halihazirda yer alan yapilar: uygun bir bigimde bir
araya getirebilmesi ile gerceklesebilmistir. Dolayisi ile bu anlar ispat imajinin tek bir
biitlin olma o6zelligine sahip oldugunun gostergesi olan varlik karakteristiginin
gostergeleri olarak degerlendirilebilir. Diger yandan B’nin 6nceki ve sonraki adimlari
ile 1lgili ¢ikarimlar1 da varlik karakteristiginin birer 6rnegi olarak degerlendirilebilir.
Yani varlik karakteristigi ile ispatin bir biitiinliik olusturdugu ve bu biitlinliglin bir

olusuma/iiriine sebebiyet vermesi sz konusudur.

Ispat siirecinde dogrulamanin gergeklestigi pek ¢ok noktada, B’nin hem viicut
ifadelerinden hem de ses tonundan sezgisel ikna hissinin ortaya ¢iktig1 gézlenmistir.

Ozellikle siirecin son adiminda, ortaya cikan kesinlik hissi ile B’nin bir
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tamamlanmishik duygusuna sahip oldugu kendi ifadelerinden anlasilmistir. Sonug
olarak siirecin genelinde biligsel faktorlerin birer tamamlayicist olarak duyussal
bilesenlerin de ortaya ¢iktig1 sonucuna ulagilabilir Diger yandan duyussal boyutun
derinlemesine analizi i¢in B’nin duygusal olmayan bilissel hisleri de incelenmistir. Bu
noktada duyussal kesinlik hissine yol actig1 diistiniilen veya onunla iliskili olabilecek
hislere odaklanilmistir. Buna gore B’nin ispatlama siirecinde farkli noktalarda bilme
hissi, haklilik hissi ve dogru iz iistiinde olma hissi gibi bilissel hisleri deneyimledigi
gbzlenmistir. Ayrica bu deneyimlerinin ispati olusturmasinda énemli bir role sahip
oldugu sonucuna ulasilmistir. Ornegin haklilik hissine sahip oldugu noktalarda
sundugu yaklasimlarin dogru oldugunu gorebilmis ve bu sayede ispat siirecinde dogru

bir sekilde ilerleyebilmistir.

Epistemik eylemler bakimindan pek ¢ok noktada B’nin ispat i¢in gerekli bilgileri
tanidig1, bu bilgileri aralarinda baglantilar kurarak bunlari kullandig1 sdylenebilir. B,
stirec igerisinde sectigi ve iliskilendirdigi dnceki bilgi yapilarini kullanarak iki bilgi
yapisina ulasabilmistir. Ayn1 zamanda bu bilgi yapilarini kullanarak teoremi formal

bir yol ile ispatlayabilmistir.

D’nin Ispat iImajinin Degerlendirilmesi

Bu siiregte D olarak isimlendirilen bir Ogretmen adaymin ispatlama
etkinligindeki bilissel siirecleri, bu siireclerle etkilesim halinde olan hisleri ve bilgiyi
olusturma siirecine odaklanilmistir. Bu baglamda D’nin kendisine sunulan asagidaki

teoremi ispatlama siireci biligsel ve duyussal bilesenleri bakimindan incelenmistir.

R, gercel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuz bir

alt kiimesi vardr.

Biligsel stireglerin incelenmesinde RBC soyutlama teorisi kapsaminda sunulan
epistemik eylemler baglaminda analizler gerceklestirilmistir. Diger yandan imajin
duyussal boyutunun derinlemesine analizini saglayabilmek i¢in Selden ve Selden

(2007) tarafindan ortaya konan duygusal olmayan bilissel hislerden yararlanilmistir.

Imajin bilesenleri baglaminda ulasilan sonuglar asagidaki gibi dzetlenebilir.
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D’nin imajimin kisisel bir anlayisa sahip oldugu sdylenebilir. Bu karakteristigin

varligina iliskin genel gostergeler asagidaki gibi sunulabilir.

v/ D’nin ispat siireci onun kendi yaklasimi ¢ergevesinde sekillenmistir. Sectigi
kavramlar, olusturdugu modeller ve kurdugu iliskiler onun kendi diisiinme siirecinin
iriinlerdir.

v' D, ispat siirecini gergeklestirirken digaridan (arastirmaci ddhil) herhangi bir
miidahaleye dogrudan maruz kalmamistir. Kendi kararlarimi vermis ve bunlari
uygulamistir.

v’ Ispatin sonunda arastirmaciya, bu ispati daha dnce gormedigini agik¢a ifade etmistir.

D’nin imajinin varlik karakteristigine sahip oldugu sdylenebilir. Bu alt bilesene

iliskin genel gostergeler agagidaki gibi sunulabilir.

v' D, ispata iligkin tek ve biitiin bir imaja sahiptir.
v" Bu siiregte gergeklestirdigi islemleri bir biitiin olarak zihninde bulundurmaktadir. Bu
sayede (gerek gordiikce) siirecin 6nceki noktalari ile baglantilar kurabilmistir. ihtiyac

duydukga onceki diigiincelerini/yaklagimini gézden gegirebilmistir.

D’nin imajinin mantiksal baglar icerme karakteristigine sahip oldugu

sOylenebilir. Bu alt bilesene iliskin genel gostergeler asagidaki gibi sunulabilir.

v" D, siire¢ boyunca 6n bilgileri arasindan pek ¢ok kavrami ve iliskiyi se¢mistir.
v" Diger yandan bu yapilari birbirinden ayrik/yalitilmig bir gercevede ele almamustir.
v’ Pek ¢ok defa sectigi yapilar arasinda (bir amaci gergeklesmek iizere) baglantilar

kurmustur.

D’nin imajmin dinamik olma karakteristigine sahip oldugu da sdylenebilir. Bu

alt bilesene iliskin genel gostergeler asagidaki gibi sunulabilir.

v D’nin ispat siireci gelismemis bir formdan daha gelismis bir forma dogru
sekillenmistir.

v’ Baslangigta okudugunu anlamakta bile giiclik ¢ekerken ilerleyen asamalarda
karmasik iliskiler olusturabildigi gézlenmistir.

v' Ispat siirecinde her bir asama, 6nceki asamalarin bir sonucu olarak gelisim

gostermistir.
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v Yani imajin bir siireci igerisine alacak sekilde gelistigi soylenebilir.

Bu gostergeler gbz oniinde bulundurularak imajin biligsel anlayis karakteristiginin

ortaya ¢iktig1 sonucuna ulagilabilir.

D ispat siirecinde iki temel i¢ gorii an1 yasayarak formal ispata ulagabilmistir. Bu
i¢ gorii anlarma iki olusturma (C-) eylemi eslik etmistir. Bu 6zel anlarda, D’nin
zihninde yer alan yapilarin uygun bir bicimde bir araya geldigi ve bir olusuma

sebebiyet verdigi yorumu yapilabilir.

Diger yandan ispat siirecinde dogrulamanin gergeklestigi pek ¢cok noktada, D’ nin
sezgisel ikna hissine sahip oldugu gozlenmistir. Biligsel eylemlere eslik eden duyussal
hislerin de D’nin ispat siirecinde dnemli etkileri oldugu soylenebilir. O, her bir adimda
gerceklestirdigi eylemlerden emin olarak (veya olmayarak) bir sonraki adim i¢in
kendisine yon cizmistir. Ozellikle siirecin son adiminda, ortaya ¢ikan kesinlik hissi ile
bir tamamlanmislik duygusuna ulastig1 (yaptigi agiklamalardan) anlasilmistir. Diger
yandan siire¢ igerisinde duyussal boyutun derinlemesine analizi i¢in duygusal olmayan
biligsel hislere iliskin gdstergeler arastirilmistir. Bu noktada duyussal kesinlik hissine
yol agtig1 diisiliniilen veya onunla iligkili olabilecek hislere odaklanilmistir. Buna gére
D’nin ispat siirecinde farkli noktalarda bilme hissi, haklilik hissi ve dogru iz iistiinde

olma hissi gibi bilissel hisleri deneyimledigi gozlenmistir.

Bu gostergeler dikkate alinarak D’nin imajinin duyussal bilesenlerinin ortaya
¢iktig1 sonucu yapilabilir. Dolayist ile Kidron ve Dreyfus (2014) tarafindan ortaya
konan tanim ¢ercevesinde D’nin bir imaja sahip oldugu ve bu imaj1 da kullanarak

formal ispata ulasabildigi sonucuna ulasilabilir.
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Oneriler

Bu boliimde yapilan ¢aligmalardan hareketle ulasilan sonuglara iligkin 6nerilerde
bulunulacaktir. Bu oOneriler ile 6gretimsel diizenlemelere katki saglanmasi ve yeni

yapilacak ¢alismalara fikir sunulmasi amaglanmastir.

» Bu calisma 5 haftalik bir gézlem siirecini igerecek sekilde planlanmigtir. Daha
uzun siireli gézlemler ile bireylerin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin genel

yaklagimlarindaki degisimin genis ¢ercevede ortaya konmasi dnerilebilir.

> Bu calisma Ilkdgretim Matematik Ogretmenligi boliimiinde okuyan ikinci sinif
ogrencilerinin katilimlar1 ile gergeklestirilmistir. Farkli boliimlerde ve/veya
smif diizeyinde 6grenim goéren O6grenciler ile ¢alismalar yiiriitiilebilir. Bu
sayede farkli diizeylerdeki bireylerin sonsuz kiimelerin denkligine iliskin genel

yaklasimlarindaki benzerlikler/farkliliklar belirlenebilir.

» Bucalisma baglaminda, ispat imajinin incelenebilmesi i¢in sonsuzluk 6grenme
alam1 ve bu kapsamda yer alan esgicliilik teorisine iliskin ispatlar
kullanilmistir. Farkli 6grenme alanlar iizerinde yapilacak caligmalar ile ispat
imajimin bilesenleri ve dogas1 hakkinda fikir sahibi olunabilir. Ayrica imaja
sahip olan ve olmayan bireylerin ispat siiregleri hakkinda genel ¢erceveler

ortaya konabilir.

> Ogretmen adaylarinin denklige iliskin genel yaklasimlari incelendiginde
sonsuzlugun siklikla bir potansiyel olarak ele alindig1 goriilmiistiir. Diger bir
ifade ile 6gretmen adaylar1 sonsuzlugu tek ve biitiin bir nesne olarak ele almada
giclik yasamaktadirlar. Bu durum sonsuzluga iliskin giindelik yasam
deneyimlerinin bir sonucu olarak degerlendirilmistir. Ogretmen adaylarinin
kardinal sayr kavramini anlayabilmeleri i¢in ger¢ek sonsuzluga iliskin

anlayislarinin detaylandirilmasi 6nerilebilir.

> Ogretmen adaylarmin siirecin basinda sezgisel yaklasimi siklikla tercih
ettikleri goriilmiistiir. Ozellikle *’ Tiim sonsuz kiimeler denktir.”” veya ‘’Sonsuz

varsa tektir.”’ gibi sozel ifadeler ile aktarilan bu diislincelerin 1srarct bir yap1
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sergiledigi gozlenmistir. Bireylerin giindelik yasam deneyimleri ile sekillenen
bu sezgisel diisiinme bi¢imlerinin, formal sonsuzluk kavrama ile bir tutarsizlik
yarattig1 sOylenebilir. Bu tutarsizliklar (ornegin biitiin par¢aya denk olamaz)
Ogrencilerin sezgisel yaklasimlarini gidermede bir ara¢ olarak kullanilabilir.
Ornegin uzunluklar1 farkli dogru pargalari iizerinde yer alan noktalarm
sayisinin olabileceginin (geometrik olarak) modellenmesi ile Ogretmen
adaylarinin par¢a-biitiin arasindaki varsayimlarinin ortadan kaldirilmast
miimkiin olabilir. Bu nedenle sezgisel yaklasimlarin, formal sonsuzlukla

celisen yonlerinin 6greticiler tarafindan bilinmesi bir gerekliktir.

Aragtirma  siirecinin  baslangicindan son asamasmma kadar sezgisel
yaklagimlarin siklikla tekrar ettigi goriilmiistiir. Ancak ozellikle son
uygulamalarda sezgisel yapilarini kullanan bireylerin sayisinda gozle goriiliir
bir azalma oldugu belirlenmistir. Bu sonugtan hareketle, sezgisel yaklagimlar
azaltabilmek i¢in sonsuzluk ile ilgili iyi yapilandirilmis formal yasantilar

sunulmasi Onerilebilir.

Yapilan ¢alismalarda sezgisel yaklasimlarin sikliginin azaldig1 gozlense de son
caligmalarda bile bu yaklasimlarini temel alan bireylere rastlanmistir. Bu
durumdan hareketle sezgisel yapilarin 1srarc1 (direngli) oldugu sonucuna
ulagilabilir. Ogreticilerin, sezgisel yaklasimin bu 1srarci yapism gz Oniine
almalar1 Onerilebilir. Yani ogrencilerin diisiinme bicimlerinde istenen
degisimin saglanabilmesi icin onlara yeterli zaman verilmeli, kisa siireli

hedefler ile 1srarct olunmamalidir.

Yapilan bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin “’o0’” isaretini bir nesne olarak
kullandiklar1 gézlenmistir. Yani, 6gretmen adaylar1 bu isareti sonsuz elemanli
bir kiimenin eleman sayisin1 gosteren isaret olarak kullanabilmektedirler. Bu
isaretin erken yaglardan itibaren hatali kullanimi, bireylerde yanilgilara yol
acabilmektedir. Dolayis1 ile bu isareti kullanmay1 gerektiren durumlarda
gerekli 6zen gosterilmelidir. Bu isaretin sayisal bir belirte¢ olmadigi, “‘eleman
sayist daima artan’’ bir kiimeyi ifade ettigi agiklanmalidir. Bu isarete iligkin
hatal1 anlayislar 0Ozellikle limit konusuna iligkin yanilgilara sebep

olabilmektedir. Bu durum g6z 6niine alinmalidir.
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» Sonsuzluk kavrami programda pek ¢ok noktada (dogru, diizlem, devirli ondalik
a¢ilim vb.) vurgulanmasina ragmen 6zel bir konu igerisinde dogrudan ele
alinmamaktadir. Dolayis1 ile 6grencilerin sonsuzluga iliskin anlayislarinin
denetlenebilecegi formal bir ¢erceve sunulmamistir. Bu tarz bir ¢ergevenin
(soyut diigiinmenin gelisimi ile birlikte) ortaokul miifredatindan baglanilarak
sunulmasi onerilebilir. Bu sayede bireylerin sonsuzluga iliskin anlayislarinin
sadece gercek yasama dayali informal deneyimleri c¢ercevesinde

sekillenmesinin Oniine gegilebilir.

» Bu calisma kapsaminda D olarak kisaltilan 6gretmen adayi, ispat siirecini
gorsel ve cebirsel temsiller arasinda kurdugu iliski sayesinde
tamamlayabilmistir. Temsiller arsindaki iliskilendirmenin giicline diger pek
¢ok noktada daha rastlanmigtir. Dolayisi ile ¢oklu temsil modelinin, kullanimi1
Onerilmektedir. Bu modelin, hem ispat siirecinin gelisimine katki
saglayabilecegi hem de 6zel konularin (sonsuzluk gibi) bireylerde anlamli
diizeyde olusumuna katki saglayabilecegi sdylenebilir. Dolayist ile eger

miimkiin ise farkli temsiller arasinda iliskiler kurulmasi saglanmalidir.

» Kidron ve Dreyfus (2014) tarafindan, imajin varligindan ya da yoklugundan
bahsetmek i¢in kriterler sunulmustur. Ancak ispat imajinin bir diizeyinin olup-
olmadig1 yoniinde bir bulgu sunulmamistir. Yapilacak caligmalar ile imajin
(eger varsa) dereceleri veya diizeyleri tanimlanabilir. Ayrica yapilabilecek
klinik miilakatlar ile imajmin degisime ne kadar direncli oldugu da

belirlenebilir.

» Bu calismada pek ¢ok noktada bireylerin sahip olduklar1 kavram yanilgilari
nedeni ile ispatlar yiirlitemedikleri gézlenmistir. Bireylerin ispat becerilerinin
istenilen diizeyde gelisimi i¢in Cantor’un Kiime Teorisi ile ilgili kavramlar
basitten karmasiga dogru, kavramlar arasi iliskilendirmeye uygun ve dolays1
ile transfer etmeye yardimci sekilde oOgretilmelidir. Ornegin sonsuzluk
kavramina ge¢gmeden once baginti, kiime ve fonksiyon gibi temel kavramlar

bireylerde net olarak olusturulmalidir.
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» Bireylerin ispatin anlamina ve big¢imine yonelik zorluklar yasadiklari da
gozlenmigstir. Pek c¢ok birey diislincesini ifade edecek uygun bir dil
olusturamamistir. Ayrica bazi bireylerin ispat yontemlerine iliskin yanlig
anlayislara sahip olduklar1 da gozlenmistir. Dolayis1 ile ders igerisinde ispat
siireclerine daha fazla yer verilmesi Onerilebilir. Bu sayede 6gretmen
adaylarinin ispat siirecinin bigimine ve icerigine iliskin belirli yeterlikleri

kazanmas1 saglanabilir.

» Soyut Matematik dersi, adindan da anlasildig: gibi giindelik hayat modellerinin
olusturulmasi zor olan ve soyut kavramlari iceren bir derstir. Bu nedenle
kavramlar aras1 iligkilendirme 6n plana ¢ikarilmali ve 6n kosul 6grenmelerin

yeni 6grenmelere temel olusturmasi dnerilebilir.
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EKLER
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EK-1

Genel Uygulama Formu —|

Adi : Soyadi : Grubu :

Soru 1 : Bir kiime 0z alt kiimesine denk olabilir mi? Agiklayiniz.

Soru 2 : Z tam sayilar kiimesi {51,52,...,n,...} kimesine denk midir? Gosteriniz.

Soru 3 : Z tam sayilar kiimesi P asal sayilar kiimesine denk midir? Gosteriniz.
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EK-2

Genel Uygulama Formu — I

Adi : Soyadi : Grubu :

Soru 1 : N dogal sayilar kiimesi , Z? kiimesine denk midir? Aciklayiniz.

Soru 2 : R, gercel sayilar kiimesi (0,1) araligina denk midir?
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EK-3

Genel Uygulama Formu — Il

Adi : Soyadi : Grubu :

Soru 1: R, gercel sayilar kiimesi [0,1] araligina denk midir?

Soru 2 : N dogal sayilar kiimesi R gercel sayilar kiimesine denk midir? Agiklayiniz.
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EK-4

Genel Uygulama Formu — IV

Adi : Soyadi : Grubu :

Soru 1: IR reel sayilar kiimesinin alt kiimesi olan ve bostan farkli herhangi bir agik araligi kapsayan her
kiime IR reel sayilar kiimesine denktir? ispatlayiniz.

Soru 2: Sayilabilir sonsuz tane sayilabilir sonsuz kiimenin birlesimi sayilabilir sonsuzdur, Gosteriniz

Soru 3: Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir midir? ispatlayiniz
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EK-5

Bireysel Uygulama Formu -1

Adi : Soyadi : Grubu :

Soru: Her sonsuz kiime birbirine denk midir? Eger boyle olmadigini distinliyorsaniz birbirlerine
denk olmadigini dislindigiiniiz iki sonsuz kiime 6rnegi veriniz.



247

EK-6

Bireysel Uygulama Formu —1I

Adi : Soyadi : Grubu :

Asagidaki teoremi ispatlayiniz.

Teorem: R, gercel sayilar kiimesi bostan farkli herhangi bir acik araligi kapsayan her alt
kiimesine denktir.
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EK-7

Bireysel Uygulama Formu —1lI

Adi : Soyadi : Grubu :

Teorem: R’nin alt kiimesi olan her sonsuz kiimenin sayilabilir sonsuz bir alt kiimesi vardir. ispatlayin.
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EK-8

Bireysel Uygulama Formu — 1V

Adi : Soyadi : Grubu:

Soru: Q rasyonel sayilar kimesi sayilabilir midir? Cevabinizi ispatlayiniz
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