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INCE FILM DENKLEMI ICIN CAUCHY PROBLEMININ SAYISAL
cOzZUMU

Tezi Hazirlayan: Feyyaz MARANGOZ

OZET

Cesitli fiziksel uygulamalarda ortaya ¢ikan ince film denklemi, kati bir yiizey
tizerinde ince viskoz sivi filmlerin yilizey-gerilim odakli evrimini tanimlar. Uygulama
alanlart boya ve diger yiizey kaplamalarinin akis davranisini, kimyasal ve niikleer reaktor
tasarimini, tarimla ilgili kimyasal madde uygulamalarini, ayrica kornea iizerindeki ve
akcigerlerdeki ince filmleri iceren bir ¢ok biyoakiskan uygulamalarini igerir. Matematiksel
olarak, dordiincii mertebeden dejenere olan bir diflizyon denklemidir. Bu tiir denklemlerin
analizi nonlineerlik ve yiiksek mertebe nedeniyle iki kat daha karmasiktir.

Tezin ilk boliimiinde gereken alt yap1 ve gerekli bilgi verildikten sonra, smirli bir
bolgenin kenarlar1 boyunca sifir temas acisina sahip viskoz bir sivinin akisin1 modelleyen
dordiincii mertebeden dejenere olan difiizyon denkleminin soniimleme davranisi
arastirilmistir.

Son bolimde ise, dordiincii mertebeden dejenere olan difiizyon denkleminin
¢Oziimiinlin asimptotik davranigi incelenmistir. Problemin klasik ¢dzlimiiniin olmayist
nedeniyle zayif ¢6ziim kavrami dahil edilmistir. Denklemin ¢6zlimii i¢in esas probleme
gore bazi avantajlara sahip olan 6zel bir yardimci problem Onerilmistir. Bu yardimci
problem kullanilarak, sayisal ¢oziimiin belli anlamda gercek ¢oziime yakinsadigi

ispatlanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Cauchy, Ince Film Denklemi, Problem



NUMERICAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR THIN FILM
EQUATION

Thesis Prepared by: Feyyaz MARANGOZ

ABSTRACT

The thin-film equation arising in numerous physical applications describes the
surface-tension-driven evolution of thin viscous liquid films on a solid surface. The
application areas include flow behavior of paints and other surface coatings, chemical, and
nuclear reactor design, agrochemical applications, as well as several biofluid applications
including thin films on the cornea and in the lungs. Mathematically, it is a fourth-order
degenerate diffusion equation. The analysis of such equations is doubly complex due to the
nonlinearity and the high order.

After the required background and the necessary information are given in the first
chapter of the thesis, the extinction behavior of a fourth order degenerate diffusion
equation in a bounded domain that models the flow of a viscous fluid over the edges at
which zero contact angle conditions has been studied.

In the last chapter, we analyze the asymptotic behavior of the solution to the fourth
order degenerate diffusion equation. Since the problem has no classical solution, a weak
solution has been introduced. For the solution of the equation, a special auxiliary problem
having some advantages over the main problem has been proposed. Using the auxiliary

problem, the convergence of the numerical solution to the exact solution is proven.

Key Words: Cauchy, Thin Film Equation, Problem
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1. GIRIS

Islanma konusu hem temel hem de uygulama bakis acisindan muazzam ilgi ¢ekmektedir.
Petrol ¢ikarma, yaglama, sivi kaplama, bask1 ve pliskiirtmeli (sprey) yangin sondiirme gibi
pek cok endiistriyel prosesde Onemli rol oynamaktadir. Son yillarda, kendi kendini
temizleme, nanoakiskanlik ve elektro-islanma gibi potansiyel uygulamalarindan 6&tiirii
stiper-hidrofobik yiizeylerin ¢alisilmasinda artan bir ilgi vardir. Islanabilirlik ¢aligsmalari

genellikle birincil veri olarak bir kati ve sivinin etkilesimindeki 1slanma derecesini
gbsteren temas acilarinin Olgiilmesini igerir. Kiigik temas acilart ( <<90° ) yiiksek

1slanabilirlige karsilik gelirken, biiyiik temas agilar1 (>>90°) diisiik 1slanabilirlige karsilik
gelir.
Bu boliimde 1slanma ve temas agist olgularmin arkasindaki temel bilgileri

sunulacaktir.

1.1 Molekiiller Aras1 Kuvvetlerin Tesirleri

Bir s1v1 i¢inde molekiiller arasinda kohezyon kuvvetleri vardir ve bu ¢ekim kuvvetleri
molekiilleri bir arada tutar. Bu kohezyon kuvvetleri ile bir sivi belli bir hacime sahip
oldugu halde gazlarda bu c¢ekim kuvvetleri ¢ok zaman ihlal edilebilir. Molekiiller arasi
kuvvetlerin tesirlerinden birisi de adhezyondur. Adhezyon, bir cismin diger bir cisim
tizerine yapigmasidir. Pudra ve toz hemen hemen her sey {izerine yapisir. Su, cama yapisir
(adhezyon yapar), yag, suya ve boya duvarlara yapisir. Bunlar molekiiller arasi kuvvetlerin
tesirlerini gosteren c¢ok agik Orneklerden birkagidir. Madenler iizerine siiriilen yagin
yaglama ozelligi de diger faydali bir 6rnektir. Gazlarin katilara adhezyon yapmalarina
gazlarin adsorpsiyonu (massedilme) adi verilir. Ornegin, bir mangal komiirii yiizeyi pek
cok gaz molekiillerini kendisine geker.

Bir sivinin 0Ozelliklerini molekiilleri arasi kuvvetleri hesaba katmadan izah
edilemez. Bu kuvvetlerin varligi neticesinde sivinin gaz haline ge¢mesi Onlenir.
Buharlasma olayinda bazi molekiiller komsu molekiillerin ¢ekimlerinden kagarlar. Bu
islem bir is yapilmasin1 gerektirir. Stvi molekiilleri arasindaki bu ¢ekim kuvvetleri sivi
yiizeylerinin gergin bir zar gibi davranmasina ve osmoz olayma sebep olurlar. Bu
kuvvetlerin yasayan organizmalardaki ¢ok karisik tesirlerinin biyofizik adi verilen yeni bir

ilimde sayisi1z 6rnekleri vardir.



Sivilarda bu molekiiller arasi kuvvetlerin sebep olduklar1 {i¢ 6zel tesir vardir: 1)

Viskozluk, 2) Yiizey gerilimi, 3) Kilcallik.

1.1.1 Viskozluk

Giinliik tecriibelerimizde bazi sivilarin digerlerinden daha cabuk ve kolaylikla aktigini
biliriz. Bal, gliserin, katran ve agir yaglar gibi bazi sivilar miikemmel olmaktan c¢ok
uzaktirlar ve bunlara viskoz sivilar ad1 verilir. Bu sivilar viskozluk denilen 6zellige sahiptir
ve bu da sivinin i¢ siirtlinmesinin bir neticesidir. Bir sivinin hareketi, komsu tabakalarin
birbirleri lizerinde kaymasi gibi diisiiniilebilir ve temasta olan sivinin tabakalari1 arasindaki

i¢ siirtinmeye viskozluk ad1 verilir.

1.1.2 Yiizey Gerilimi ve Yiizey Enerjisi

Su sinegi gibi bazi boceklerin bir su yiizeyi tizerinde yiriidiikleri (kaydiklar1), bir
musluktan damlayan su damlalarinin bir miiddet asili kalarak bir armut bi¢imini aldiktan
sonra diistiikleri, dagilan civa damlalarinin bir araya toplanmasi c¢ok iyi bilinen
gerceklerdir. Celikten kuru bir igne veya bir jilet bicag1 dikkatli davranilirsa bir su yiizeyi
izerinde ylizdiiriilebilir. Biitlin bu gbzlemlerle bir siv1 yilizeyinin, bu siviy1 6rten gergin ve
esnek bir zar (veya film) gibi tesir ettigi anlasilir. Bir sivi ylizeyinde, bu yiizeyin
biiziilmesine (¢ekilmesine) ¢alisan tesire yilizey gerilimi ad1 verilir.

Bir sivi ylizeyinin neden gergin ve esnek bir zar gibi davrandig sivi ylizeyindeki
molekiillere tesir eden kohezyon kuvvetleri ile izah edilebilir. S1v1 yilizeyindeki molekiiller
lizerine tesir eden bu kuvvetlerle bu molekiiller sivinin igerisine dogru hareket etmeye
calisacaklardir. Bunun neticesi sivi ylizeyi biiziilmek (¢ekilmek) isteyecek ve miimkiin
olan en kiiciik ylizeyi alacaktir. Buna gore 1) siv1 yiizeyi, bu siviyr orten bir zar gibi tesir
eder. 2) Verilen bir s1vi hacmi i¢in bu yiizeyin yiiz 6l¢limii minimum olur.

Kiire, verilen bir hacim i¢in minimum bir ylizeye sahip geometrik bir sekil oldugu
icin sivilarin kiiresel bir bi¢cim almasi beklenir. Yalniz yercekimi gibi kuvvetlerin
karsilanmasina dikkat edilmesi gerekir. Plateau (1801-1883) bir yag damlasini, ayni
yogunluktaki bir alkol ve su karisimi icine koydu. Yag damlasmin agirligr karigimin
kaldirma kuvveti ile dengelendigi i¢in yer ¢ekiminin damla iizerindeki tesiri karsilandi ve
damlanin tam bir kiire seklini aldig1 gozlendi. Gozlemler masa iizerindeki kiigiik bir civa
damlasimin, havada diisen bir yagmur (su) damlasinin ve bir sabun kabarciginin (sabun
balonu) kiiresel oldugunu gosterdi. Bir musluktan damlayan armut bi¢imli su damlalari,

ancak yer ¢ekimi ile deforme olmus bir yagmur damlasidir. Sagma taneleri, erimis ince bir



kursun akimin1 uzun bir kule (firin) den akitarak yapilir. Yiizey gerilimi kuvvetleri
sebebiyle, bu akim kiigiik kiiresel damlalara ayrilir.

Bir s1v1 yiizeyi esnek ve gergin bir zar gibi tesir ettigi icin kabaca gerilmis bir
kaucuk zara benzetilebilir. Siv1 yiizeyinin bir ¢izgi boyunca kesildigini diisiinelim. Bu
¢izginin iki tarafinda yiizeyin ¢ekilmesini (biiziilme) temin eden AB ye dik esit ve zit iki
kuvvet tesir eder. Bir sivinin o yiizey gerilimi veya ylizey gerilimi katsayisi bu yiizeyi
kesen bir c¢izginin birim uzunlugu basina tesir eden ve bu ¢izgiye dik olan ¢ekim
kuvvetidir. Bu tarife gore ylizey gerilimi katsayist gercek bir kuvvet olmayip bir kuvvetin
bir uzunluga boliimiidiir. Bunun icin yiizey gerilimi katsayisiin boyutu MT ™2 olur ve
santimetre basina din veya metre basina newton ile Olgiiliir. Uzunlugu x olan bir sinir
cizgisi i¢in ylizey gerilimi kuvvetinin degeri F = o x olacaktir. Yiizey gerilimi verilen bir
sicaklikta belli bir s1v1 i¢in bir sabittir.

Bir siv1 yiizeyi kendiliginden biiziildiigii (¢ekildigi) i¢in sivinin serbest ylizeyinin
genisletilmesinde bir is yapilmas1 gerekir. Bir sivinin yiizey gerilimi, bu sivinin yiizeyini
izotermik sartlar altinda 1 cm? arttirmak igin yapilan ise esittir. Bu potansiyel enerjiye
serbest ylizey enerjisi ad1 da verilir.

Mekanikte ¢ok iyi bilinen bir prensibe gore bir cismin potansiyel enerjisi minimum
oldugu vakit bu cisim kararli denge halindedir. Bu prensibe gore verilen bir sivi hacminin,
yiizey gerilimi kuvvetlerinin tesiri ile minimum bir yiizey almasi gerekir. Bu da bir kiire

bi¢imindendir.

1.1.3 Kilcalhik

Kilcal borular ad1 verilen ¢ok kiiciik capli borularda suyun yiikselmesi i¢in ¢ok taninan bir
olaydir. Bitki 6zsuyu (usare) nun agacglardaki yiikselmesi kismen kilcallik tesiri iledir. Su
kayalardaki yarik ve ¢atlaklardan yukariya dogru tirmanir ve ¢ok zaman donarak kayalarin
parcalanmasina sebep olur. Toprak siirlilmezse, su topraktaki gozeneklerden yukari
tirmanir ve buharlagarak topragin kurumasina sebep olur.

Kilcal borularda sivilarin yiikselmesi veya algalmasi olayma kilcallik adi verilir.
Miirekkebin kurutulmasinda kullanilan kurutma kagidi, miirekkep iizerine bastirilinca, sivi
kagidin gézeneklerinden derhal yiikselir, yani miirekkep emilir. Kilcallik tesiri, bir yandan
stvi ve katt molekiilleri arasindaki ¢ekimden (adhezyon kuvvetleri) diger yandan yiizey
geriliminden ileri gelir. Adhezyon kuvvetleri kohezyon kuvvetlerinden biiyiik veya kiiclik

olabilir.



Yiizey geriliminin tesiri ile sivi molekiilleri minimum yatay bir ylizey almaya
zorlanacaktir. Kat1 ¢eperinin ¢ekimi ile de bu molekiiller diisey bir zar halinde ¢epere
tirmanirlar. Neticede bu iki tesirle sivi yiizeyi belli bir 8 acis1 ile yiikselmis olur. Bu 6
agisina, yani katinin sivi i¢indeki yiizeyi ile sivinin kati ile birlestigi yerde bu sivi ylizeyine
cizilen teget arasindaki agiya temas veya degme acisi adi verilir. Bu a¢1 daima siv1 iginde
gosterilir. Verilen iki ylizey arasindaki temas acisi, bu yiizeylerin tazeligi ve temizligi ile

fazlaca degisir. Bir yiizeyi 1slatan sivilarda temas agis1 ¢ok kii¢lik olup 0° alinabilir. Cam
temiz degilse bu ag1 8 olabilir. Halbuki civa bir cam kilcal boru iginde yaklasik olarak

150" lik bir temas agis1 ile konveks bir menisk teskil eder. Temiz bir cam yiizeyi iizerine
diisen su damlalar1 yayilir ve cami 1slatir. Halbuki civa pargalar kiiclik yuvarlak halinde

toparlanir ve cami 1slatmaz.

1.2 Temas Acisi-Young Denklemi

Diiz ve yatay kat1 yiizey lizerinde serbest duran bir s1vi damlasini goz oniine alalim (Sekil
1). Temas agis1 sivi-kati arayiizli ve sivi-buhar arayiiziiniin kesisimi ile olusan ac¢1 olarak
tanimlanir (Geometrik olarak damlacik profilindeki sivi-buhar arayiizii lizerindeki temas
noktasindan teget dogrusu cizilerek elde edilir). Kati, stvi ve buhar fazlarinin ayn1 anda
mevcut oldugu arayiiz “li¢ fazli temas dogrusu” olarak isimlendirilir. Sekil 1, siv1 yiizey
tizerinde yayildiginda kiiclik (dar) bir temas agis1 goriiliirken sivi ylizey tizerinde boncuk

gibi durdugunda biiyiik (genis) bir temas agis1 gozlemlendigini gostermektedir.

8 < 90°

Ysi

Sekil 1: Diizgiin homojen kat1 ylizey tizerindeki sivi damlalarin olusturdugu temas
acilarmin gosterimi

Daha spesifik soylersek, doksan dereceden kiiciik bir temas agis1 yiizeyin 1slanmasinin
beklendigini ve akigkanin yiizey iizerinde genis bir alanda yayilacagini belirtirken, doksan
dereceden biiyiik bir temas acis1 genellikle yiizeyin 1slanmasinin beklenmedigini ve bundan
dolayr akigkanin ylizeyle temasini en aza indirecegini ve kompakt bir sivi damlacigt

olusturacagini belirtir. Ornegin, temas agis1 sifir oldugunda damlacik diiz bir su



birikintisine doniisiirken komple bir 1slanma meydana gelir. Siiper-hidrofobik yiizeylerde
su temas agilari cogunlukla 150 dereceden biiyliktiir. Sivi damla ve yiizey arasinda
neredeyse temas yoktur ve “lotus etkisi” ortaya ¢ikabilir. Dahasi, temas agilar1 kati
tizerindeki sivi-buhar arayiiziiyle smirli degildir ve kat1 {izerindeki sivi-sivi arayiiziine de
uygulanabilir.

Ideal olarak, s1vi damlacigin bigimi sivinin yiizey gerilimi tarafindan belirlenir. Saf
bir s1vida, kiitle i¢indeki her molekiil komsu s1vi molekiilleri tarafindan esit sekilde ¢ekilir
ve net kuvvet sifir olur. Ancak, ylizeye degen molekiiller dengede net bir kuvvet
saglayacak tiim yonler komsu molekiillere sahip degildir. Bunun yerine komsu molekiiller
tarafindan iceri dogru ¢ekilirler (Sekil 2) ve bu bir i¢ basing yaratir. Sonug olarak, sivi en

diisiik ylizey serbest enerjisini silirdiirmek icin goniillii olarak ytlizey alanini kiictiltiir.

Sekil 2: Yiizey gerilimi yiizeydeki sivi molekiillerinin dengede olmayan kuvvetleri
tarafindan olusturulur

Giinliik yasamdan biliyoruz ki kii¢lik damlaciklar ve kabarciklar kiireseldir ve bu
sabit hacimde en kiiciik ylizey alanin1 verir. Yiizeyi daraltan molekiilleraras1 kuvvete yiizey
gerilimi denir ve sivi damlaciklarin bigiminden sorumludur. Pratikte, yer¢ekimi gibi dig
kuvvetler damlacigin formunu bozarlar ve bunun sonucunda temas agis1 yiizey gerilimi ve
dis kuvvetlerin (genellikle yercekimi) kombinasyonu ile belirlenir. Teorik olarak, temas
agisinin belirli bir ¢gevrede verilen bir kati-siv1 sistem igin karakteristik olmasi beklenir.

1805 yilinda Thomas Young tarafindan ilk kez betimlendigi gibi [21], ideal bir kat1
yiizey lizerindeki bir sivi damlasinin temas agisi, ii¢ arayiizey geriliminin (Sekil 1) eylemi
altindaki damlanin mekanik dengesi ile tanimlanur:

Y €0sOy =y~ 7y
Burada y,, 7, . 7, swrasiyla sivi-buhar, kati-buhar ve sivi-kat1 arayiiz gerilimlerini ve 6,

temas acgisin1 simgelemektedir. Bu esitlki genellikle Young denklemi ve 6, Young temas

agis1 olarak bilinir.



1.3 Temas Acis1 Gecikmesi
Spesifik bir kati-siv1 sisteme uygulanan Young denkleminden, ii¢ termodinamik parametre

Vs Vs V€ 7, tek ve benzersiz bir temas agis1 6, verir. Fakat pratikte kat1 izerindeki bir

damlacigin pek ¢ok metastabil (yar1 kararll)) durumlar1 vardir ve gozlenen temas agilari
genellikle 0, ‘ye esit degildir. Islanma olgusu sadece durgun bir durumdan olmaktan
fazlasidir. S1vi katinin temiz yiizeyine niifuz etmek ve sonunda onu 1slatmak i¢in hareket
eder. Islanma davranisini karakterize etmek i¢in duragan tek bir temas acisinin olglimii
artik yeterli degildir. Eger li¢-fazli temas hatt1 gercek bir hareket halinde ise, olusan temas
acis1 “dinamik” temas agis1 olarak isimlendirilir. Ozel olarak, genisleyen ve daralan sivi

tarafindan olusturulan temas agilar1 (Sekil 3) sirastyla genisleyen temas agist 6, ve daralan

temas agis1 €, olarak adlandirilir.

— -—
- -
— -

Sekil 3: Genisleyen ve daralan temas agilarinin gésterimi

Bu agilar bir araligin i¢indedir ve genisleyen acilar maksimum bir degere
yaklasirken daralan agilar minimum bir degere yaklasir. Dinamik temas agilart ¢esitli hiz
oranlarinda oOlgiilebilir. Diisiik hizlarda, uygun sekilde Ol¢iilmiis duragan temas acisina
yakin veya esit olmalidir. Genisleyen ac1 ve daralan a¢i1 arasindaki farka gecikme (H)
denir:

H=6,6-6

Temas agis1 gecikmesinin Onemi genis sekilde incelenmistir ve genel ¢ikarim
gecikmenin yiizey piiriizliliigi ve/ya heterojenliginden kaynaklandigidir. Homojen
olmayan yiizeylerde temas hattinin hareketini engelleyen bdlgeler mevcuttur. Ornegin, su
itici bolgeler suyun 6n cephesi ilerlerken onun hareketini engeller ve gozlenen temas
acisinda bir artisa neden olur. Ayni bolgeler su gerilediginde suyun 6n cephesinin daraltic
hareketini geri getirecektir ve bdylece gbzlenen temas acisinda bir azalmaya sebep olur.
Yiizey piiriizliliigliniin gecikmeyi saglamada rol oynadigi durumlarda, yiizeydeki egimin
gercek mikroskobik varyasyonlari temas acisinin hareketini sinirlayan ve makroskobik

temas agilarin1 degistiren engeller (bariyerler) yaratir. S6z konusu temas agis1 verisini



Young denklemi ile yorumlamaya calismak yaniltici olabilir ¢iinkii bu denklem ylizey
topografyasini dikkate almaz.

Temas agis1 olgularinin karmagikligindan 6tiirti deneysel olarak gozlemlenen temas
acis1 Young temas agist 6, 'ye esit olabilir de olmayabilir de. Ancak, ideal kat1 yiizeylerde
temas acis1 gecikmesi yoktur ve deneysel olarak gézlenen temas agis1 Young temas agisi

6, ’ye esittir. Diizgiin ama kimyasal olarak heterojen yiizeylerde deneysel olarak gozlenen
temas agist 6, ’ye esit olmayabilir. Yine de, deneysel genisleyen temas agis1 €, 'nin, 6,
’yin 1y1 bir yaklasimi olmasi beklenebilirken, deneysel daralan temas agis1 6. sivi emilimi

veya kati1 sismesi nedeniyle genellikle daha az tekrar-iiretilebilirlige sahiptir. Piiriizlii kati

yiizeylerde 6, ve 0, arasinda genellikle bir iliski yoktur. Piiriizlii ylizeylerdeki tiim temas

acilart Young denklemi bakimindan biiylik 6l¢iide anlamsizdir. Piiriizli ve heterojen
yiizeyler iizerindeki termodinamik denge temas agilar1 sirasiyla Wenzel ve Cassie-Baxter
acilar1 olarak isimlendirilir ve Young temas acilarina esdeger degildirler.

Temas agis1 iizerinde belirgin bir etkiye sahip olmayan yiizey piiriizliliigi igin kati
yiizeyin ne kadar piiriizsiiz olmasi gerektigi ile ilgili genel kurallar heniiz yoktur. Bundan
dolay1 kati ylizeyin miimkiin oldugu kadar piirlizsiz ve kullanilan sivilara 6zel
hazirlanmas1 Onerilmektedir. Piiriizsiiz homojen kati ylizeylerin hazirlanmasi igin 1s1
presleme, ¢oziicii dokiim, kendi kendine toplanan tek-katmanlar, daldirma ile kaplama,
buhar biriktirme ve ylizey parlatma gibi pek cok teknik gelistirilmistir. Temas agis1 6l¢limi
icin 1960 da W.A Zisman tarafindan dizayn edilmis olan ilk gonyometre Sekil 4 de

gosterilmistir.

Sekil 4: Rame-hart temas agisi1 teleskop gonyometresi



1.4 ince Film Denkleminin Smirh Bolgede Asimptotik Davranis

n > 0 pozitif bir say1 olsun. Bilindigi lizere

ou O ou
= " — 1.1
(u 8xj (1.D

gozenekli ortam denkleminin uygun smir kosullart x==%1 de u =0 cergevesinde

5_8)6

soniimleme davranisinin agiklanmasindaki rollerini gésterebilmek i¢in

1

t—>w iken u~t "f(x), (n>0) (1.2)

Ve

1

t—>t; iken u=(r, 1) f(x), -1<n<0 (1.3)

cinsinden ¢ozlimler kullanilmaktadir, ([2], [7], [14]). Benzer bir sorun olan,

3
M OO (1.4)
ot ox ox

ince film denklemini n < 2 i¢in, akiskanin alt tabakanin kenarlarindan akmasima izin
vermeyen

x==%1 iken u:a—u=0 (1.5)
ox
sifir temas agis1 kosullart ile birlikte (uo (x) > 0 sonlu kiitleyi gostermek tizere)
t=0 iken wu=u,(x) (1.6)

baslangic kosulu ¢ercevesinde ele alacagiz.

(1.4) de, u(x,t), sonlu yatay bir alt tabaka (|x| < 1) iizerinde bulunan akiskan filmin

tipik kalinligim1  gostermektedir.(1.5) de verilen sartlar, n<2 kisitlamasini
gerektirmektedir (bunun Onemini ilerleyen kisimlarda acgiklayacagiz). (1.4) formundaki
dordiincii mertebeden diflizyon denklemleri, 6zellikle yiizey gerilimi altinda yayilan viskoz
bir stvinin damlaciklar1 gibi bir takim fiziksel olaylarin incelenmesinde ortaya ¢ikmaktadir
(etki eden kuvvet yer ¢ekimi oldugunda ikinci mertebeden denklem (1.1) uygulanir). Bu
durumu burada daha ayrintili agiklamayacagiz, ayrintili bilgi i¢in [3] e bakabilirsiniz. (1,4)
denklemi yakin zamanda yapilmis bir ¢ok calismanin konusu olmustur, ([4], [6], [8]),
ancak, bildigimiz kadariyla, (1.5) sinir sartlar1 hakkinda bir bilgi verilmemistir; yar1 sonsuz
bolgelerde bu tiir sinir-sartlart hakkinda daha kapsamli bir tartisma, [9] de yapilmistir. p
ile basinci ifade edersek, (1.4) denklemi

2
8u_8(u,,8_pj ou

5_5 Oox



seklinde de yazilabilir. Bu asamada, yerel davramisi x — 1" iken tamimlamak yararl

olacaktir; esdeger tanimlar. x — (—1)" iken verilebilir. (1.4) den

1 3 3
A fde=ur ¥ _ 0 (1.7)
dt?, ox* — ox’ o
elde ederiz. Burada
ou
Jt)=u"—
(¢) o]

denklemini, x| <1 seridi boyunca x =1 kenarindan bolgeyi terk eden malzemenin akisi

olarak tanimlanmaktadir. [5] deki bulgular kullanarak ve yeniden diizenleyerek, asagidaki

sonuca ulasabiliriz:

@ % <n<2igin, x > 1 iken,

1 1
+1V J(; n+l 1+4n+(1+20n-8n2 b
{Aﬁ_&ilﬂ‘”ﬂ KN e

1

pz{w+n“”@@ﬂmw«m_ﬂﬁwqw, .

(2n- 1)

elde ederiz. J >0dir ve K, ¢Oziimiin bir pargasi olarak belirlenmelidir. Yerel davranisin
serbestlik derecesinin iki olmasia gerek duyuldugunu belirgin hale getirmek amaciyla u
ya diizeltme terimleri eklenmistir (J ve K nin (1.8) deki durumu).

Ayrica belirtelim ki,

1
1) el
xﬁli’uz M(l_x)S
3(2n-1)2-n)
denklemi, n < 2 i¢in olas1 bir denge olusturmakta, ancak yerel genislemede, J (¢) ye ek

olarak, iki serbestlik derecesi daha bulunmaktadir (K(#) teriminin yani sira, n <2

oldugunda,

L(t)(l_x)J—Z‘“‘”’ s

miktar1 eklenebilir), bu sekilde problem yeterince agik ifade edilememektedir. Ustelik,

n <2 i¢in J <0 olmasi akigkanin drenajindan ziyade enjeksiyonuna karsilik gelmektedir.



Bu olasiligi burada daha fazla ele almak yerine, —J pozitif bir enjeksiyon oraninin
alimmasinin, n < 2 i¢in, dogru sekilde belirtilmis ve fiziksek olarak anlam ifade eden bir

problemin elde edilmesini saglayacagi diistiniilmektedir.

(1D n=1/2 igin, x —> 1" iken,

u=(3J()/ 47 (1-x) (k)gz (1/(1-x))- log% (1/(1- x))loglog(1/(1-x))/ 3]

1

+ K(t)(l — x)2 log 3 (1 /(1 — x)),

p~—2(3J(t)log(/(1-x))/4)" . (1.9)
elde edilir.

() n<1/2 i¢in, x > 1 iken yerel davranig

u= B(t)(l — x)2 — J(t) (1 _ x)372n’

2B"(t)3-2n)1-n)1-2n)

p~-2B(t) (1.10)
gercekler. Burada B ve J, problemin ¢oziimiiniin pargasi olarak belirlenmistir. n < 2 igin
J >0 sartina gereksinim duyan (1.8) ve (1.9) un aksine, (1.10) yerel ifadesi J isaretine hi¢
bir kisitlama getirmemektedir. Bu soruna ileride tekrar deginilecektir. Her durumda, bu
sekilde p <0 smrlara yeterince yakin olmakta (p ——ooile, 1/2<n<2igin x —>1"
olmak {izere ), p >O0u nun maksimum degerinde ve bu degere teget durumdadir. Bu
nedenle u(x,t) profili, her bir ¢ i¢in en az iki doniim noktas igermektedir.

Bolim 1.4 i asagidaki sekilde ozetleyecegimiz alt kisimlarla detaylandiracagiz.
Bolim 1.4.1 de, (1.2) formuna 6z benzer ¢oziimler kullanilarak, O <n <2 i¢in sonsuz
soniimlenme siiresi davranisi tanimlanmistir. Bunu takiben, Boliim 1.4.2 de, ¢6ziimlerin
kararli bir hale evrildigi n>2 diizeni ele alinmistir; bu asamadan sonra, n=2 de
asimptotik davranista goriilen ani gecisi agiklamak i¢in limit n — 2 nin bir analizi
yapilmistir. Sonsuz soniimlenme zamani rejimi O <n <2 yi sonlu sdniimlenme zamani
n <0 durumundan ayiran, diger kritik durum »n =0, Bolim 1.4.4 de ¢oziimlenmistir ve
n =0 daki gecis, n —O0 i¢in limit davranisinin analizi {izerinden incelenmistir. Boliim
145 de (1.2) c¢oziimlerinin soniimlenme davranisinin agikladigt n<0 durumu
incelenmektedir; Ayrica, n — —oolimiti, davranisin zamana bagliligi hakkinda daha fazla
fikir vermesi i¢in analiz edilmektedir. Yeterince kiiclik n i¢in, ¢ozlimler bir baglangic
ortaya koyabilir, maddesel olmayan kiitlede artis meydana gelebilir ve negatif olabilir; bu

durum Bo6liim 1.4.6 da tartisiimistir.
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1.4.1 Sonsuz Zaman Soniimlenmesi: O <n <2

0<n<?2 araliginda, (1.3) de verilen, f(x) in baslangi¢c verisinden bagimsiz oldugu,

asimptotik davranisin ¢oziimiiniin asagidaki sekilde oldugunu 6nermekteyiz:

d( ,df 1

faaall =—f, 1.

dx[f deJ nf (1-11)

x==1de f=£:0 (1.12)
dx

dir. Burada, ¢oziim,

x| <1 de pozitif olmaktadir. Bu varsayimi desteklemek igin 1.7.

kisimda ek sayisal formiilasyonda belirtilen sayisal yaklagim kullanilmis, tipik olarak
ortaya ¢ikan sonuglar Sekil 5 de verilmistir. Daha ileri 6rnekler, [9] da yer almaktadir.

(1.3)’den elimizde,
1
t—>o, logu(O,t)z——logt+logf(O) (1.13)
n

bulunmakta ve Sekil 5 bu tiir bir davranigin sayisal kanitin1 ortaya koymaktadir. Ayrica

1
Sekil 6 da ayrilabilir form (1.3) e yakinsamasi, cesitli ¢+ degerleri icin x e karst r"u ve

1
t"p yi yerlestirerek gosterilmistir; f(x) in profilinin yeniden ol¢eklendirilmis kapali

¢Oziimleri Sekil 6 (a) da verilmistir.

1.4.2 Kararh ve Yari-Kararh Davrans

I. n > 2durumu:

n degeri 2 ye dogru arttiginda, bazilar1 ifadenin agiliminda kapali olan, [5] de agiklanan
sebeplerden dolayi, sifir temas agis1 sartlart (4) n>2 i¢in uygulanamaz. Onun yerine,

uygun ¢oziimler kiitleyi korurlar, bu durumda sartlar

x=*1, u=u"—=0 (1.14)

x =%1 de en akici1 halde olan ¢oziimlerde (1.5)’in yerini almaktadir

11



I ak
s

log(t) ~

(b)
Sekil 5: n =1 i¢in sayisal ¢ozlimler. (a) u(x,t)¢oziimii, # maksimum degerinin zaman ile
azalmasi. (b) (12) nin sayisal dogrulamasi; kalin ¢izgi logu(0,7) i¢in sayisal sonuglari
vermektedir ve kesikli dogrunun egimi -1 dir.

1.-"1". (=51
P

OB 0.8 <04 032 a EE-T- oe  o.n

(b)

Sekil 6: (a) u ve (b) p nin n=1 i¢in ayrilabilir ¢oziimleri i¢in ayrilabilir ¢dziime
yakinsakligini ifade eden grafik. Oklar artan ¢ yi gdstermektedir.

Sartlar (1.14), esasinda her hangi bir n degerine uygulanabilir ve

t—>o0, u~>M,1-x) (1.15)

oldugunda,
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M, = j‘uo(x)dx

toplam kiitleyi ifade eder. Eger n > 3ise, arayiizeyler, 6rnegin u sifira diistiigli zaman xin
aldigi deger degismez, [15], bu rejime iliskin tartismalara burada daha fazla yer

vermeyecegiz.

II. n— 2" olmasi hali:
Belirtildigi gibi, sinir degerleri en diizenli ¢oziim i¢in, n <2 (sOniimlenme) i¢in genis
zaman davranist n>2 (kararli halden) farklidir. Bu ani gegis hakkinda fikir sahibi

olabilmek i¢in limit n — 2~ alindiginda, beklendigi gibi, r —> o ve n— 2, kilit bir rol
oynayan yavas sekilde sonen yari-kararli ¢6zliim, birbirlerine ¢evrilememektedir.
t=0(1) i¢in n=2—¢ yazariz, bas terim ¢ozimil u ~ Uo(x,t) ,n=21le £ >0 (1.4)-

(1.5) iin dogrulamasi olmaktadir, bu durumda (1.15) den

t — o0, Uo(x,r)z%Mo(l—ﬁ) (1.16)

Evrilmenin ikinci faz1 T = & = O(l) zaman ¢izelgesinde meydana gelir.

ou o ,,0u
E—=——\Uu R
oT ox ox’

bas terimi x = *1den 1raksanir,

T=0(1)x=0(), 60, u~ATN-x*), p~24,(T) (1.17)
burada, belirli bir islev i¢in, A,(¢) heniiz belirlenememistir. x =1e yakin bag terim sinir
katman ¢oziimii hemen, J(T;&)~ &/,(T) ile (1.8)’den okunabilir. Boylece v =u/(1- x)
nin bagterime su sekilde verilerek,

T =0 In(1-x)=0(1/5) , £ >0, v, = (37,(T)) exp(sn(l—x)/3) (1.18)
burada sinir tabakasinin uzunluk 6lcegi lissel olarak ¢de kiigiiktiir; diger sinir katmani,

x =—1 e yakin olan, aym1 formu alir. (1.17) ve (1.18) ile eslestirilmesi asagidaki ifadeyi

ortaya cikarir.

(1) = (BJ,(T)): /2 (1.19)
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A, ve J, i¢in ikinci bir iliski bir sonraki derecede ¢oziilebilirlik kosulu olarak ¢ikarilabilir

veya daha basit sekilde, kiitle sonucunun korunmasiyla elde edilebilir (1.7), ve su sekilde

yazilabilir.
d 1
— [udx=-J_(£)-J () (1.20)
dr?,

burada,

(1.17) dan, bas terim genis zaman davranist x de simetriktir ve (1.20) su ifadeye agilir.

4 dA,
—Z0 _ 9y 1.21
3 dT 0 (1.21)

(1.21) ile (1.19) 1 birlestirdigimizde ve (1.16) ile eslestirdigimizde su ifadeyi elde ederiz,

1 3
3M om; |2 oM, om; |2
A, = 0/(1+ SOTJ = O/(1+ SOTJ ’

4 8

ve bu sekilde

n—2, f(x)z;](l—x)z (1.22)
(2(2-n))2
1 3 3
T, A ~1/(2T): J,~2%/3T>
elde edilir ve
Bu ifade, gerektirdigi gibi, baslangi¢ verilerine bagimli degildir. Sekil 7, (1.17) nin sayisal
dogrulamasin1 gostermektedir, burada, Sekil 7 (b) de simir katmanlarmin belirgin sekilde

gorliniir oldugu goriilmektedir; ancak, yukarida yer alan analizlerin p ig¢in tam asimptotik
yapilar1 vermedigini, x =1—&X in ek 6lgeklendirmesinin
T=0(), X =0(1), £¢—>0, p=24,-J,/4AX

ile gerektigini belirtmek isteriz.
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(a) (b)

Sekil 7: (a) u ve (b) p nin n=1.99i¢in ayrilabilir ¢oziimleri i¢in ayrilabilir ¢oziime
yakinsakligin1 gosteren grafik. Ugiincii ve dordiincii defa gosterilenler  ~16 ve ¢ ~190
dir ve n nin ikiye yavas evrilmesini ortaya koymaktadir.

Bu sekilde, n ikiye dogru artarak bu durum devam eder, n ikiye asagidan

yaklastik¢a, ¢6ziim daha uzun siirer ve (1.16) dan farklilasarak evrilmeye baglar.

1.4.3 Lineer ve Zayif Nonlineer Durumlar
I. Lineer durum:
n =0 i¢in, baslangi¢ verilerini denklestirmek amaciyla kisa ve 6z yazmak i¢in kendimizi

kisitlayarak, (3)-(4), degiskenlerine ayirmayla kolaylikla ¢oziilebilir:

u(x,1)= i e A (cosh(4, )cos(4,x)—cos(4,, )cosh(4, x)) (1.23)

m=0

Burada;

j-uo (x)cos(A, x)cosh(4, )—cos(4, )cosh(A, x))dx
A =

cosh?(4,, {1 —~ s1n(2ﬂ,m)j +cos’(4,, {1 —~ s1nh(2ﬂm)j
2% 24

m

ve A, , tanhA+tanA =0 1n pozitif kokleridir. Sonsuz zaman sdéniimlenmesi, yeniden

gerceklesir, fakat ayrilabilir genis zaman ¢oziimii, ¢ ile birlikte, cebirsel olarak

degil, katlanarak azalir,
t—>o u(x,1) ~ e A, (cosh(A, )cos(2,x)— cos(4, )cosh(4,x))

(1.24)
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formiiliinde A, = 2.365. Analitik ¢oziim (1.23), sayisal ¢6ziimiin dogrulugunu onaylamak

icin faydali1 bir yol sunmaktadir, [9].

II. n — Oolmasi hali:
“Nispeten lineer olmayan” limit n — 0 1 ¢6zlimlemede, n = Oigin elde edilen sonuglardan

faydalanilabilir. r=0(1) i¢in, n— 0 iken bas terim ¢ozliimii (1.23) de verilmektedir,

fakat daha uzun zaman 6l¢ekli 7 =nt = O(1) i¢in,

n—0", u=(a,(x,T)+na,(xT)+.)e"" (1.25)
acilima,
84
—a“O — _ei¢ d_¢a0
Ox dT

vermektedir; boylece

AP

e
ar °

bu da
¢=—In(l+2T)  a, = AT)f,(x).
anlamina gelmektedir. Burada,
f,(x) = cosh(4, )cos(A,x)—cos(4, )cosh(/l x).

Buna ek olarak, a, asagidakini karsilamaktadir:

4 3
4 g z_(MgT)%_i(m% %j |

oT ox ox*

Bunun ¢oziilebilirlik sart1 agagidadir:

¢ oa 0 0’a
1+ 2 Th, —+a,—|Ina O lldx =0 1.26
[(( 0 )a‘) oT Oﬁx(  ox’ Bd (1.26)
(1.26) dan
(14 27)2 2 Alna+ 22AInA=0
dT

sonucu ¢ikar. Burada, a sabiti su sekilde tanimlanir:

1 dzf 2 1 1
Ana= j[ deOJ dx—Jg [ £ 0 fodx |/ [ £ (1.27)
-1 -1 -1
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t=0() in icine eslestirip (1.24) i kullanarak

A(T) = aexp(In(A, /a)/(1+ AT))

elde ederiz. (1.11)-(1.12) deki f(x)

1/n

n—>0" f(x)= a(n/ié) fo(x) (1.28)

kosulunu karsilamaktadir. Bu da, gerektigi lizere, ((1.24) iin A, a bagh oldugu n=0

durumunun aksine) baglangi¢ verilerinden bagimsizdir.

n — 0~ i¢in uygun analiz, 7 = —nr yi gerektirir. (1.24) teki hesaplama, & nin yeniden

(1.27) ye gore tanimlandigi

p=—t(l-AT), a, = AT)f,(x) ,AT)=aexp(in(4, /a)/(1-2T)) (1.29)
verir. T —(1/2})  oldugundan, (1.29) de agikga goriilen diizgiinsiizlik, séniimlenme
siiresindeki bir bozunmadan kaynaklanmaktadir. (1.29), n — 0~ oldugundan

wx(t,—1)"" f(x) . ) =al-na)"" £, (x) (1.30)

ile denktir. n — 0~ oldugundan

t, = A (1-nn(A, /a))/(-n) (1.31)
(1.31), A, vesilesiyle ¢, nin baslangic verilerine bagimliligin1 barindirirken, (1.30) daki
f(x) (gerekli oldugu tlizere) yine u,(x) ten bagimsizdir. Herhangi bir A, sabiti igin,
sinir deger problemi (3)-(4),
u—>Au, t—>A"t
yeniden Ol¢eklendirmesi dahilinde degismezdir. (1.31) in A, ya bagimliligi, basterime gore

bu nitelige uygundur.

1.4.4 Sonlu zaman soniimlenmesi: n <0

I. Keyfinegatif n i¢in:
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Tim n <0 durumlar i¢in, f(x) in degil, soniimlenme zamani ¢, nin baslangi¢ verilerine
bagimli oldugu, 7 > i¢in u = 0olan sonlu séniimlenim zaman davranisi (1.2) bulunmustur.

Elimizde

df . df)_ 1

ve (1.12) vardir. (1.2) den ¢ — ¢, oldugundan,

log, (0,7)~ —llog(tc —1)+log £(0) (1.33)
n

n=-11i¢in sayisal sonuglarin grafigi Sekil 8 de gosterilmektedir. Ayrilabilir ¢éziime

yakinsama grafikleri Sekil 9 ve 10 da verilmistir.

BN e

15
5.2 -5.1 -4.7 -4

logit, -ty™*°

(b)

Sekil 8: n=-1i¢in sayisal ¢oziimler. (a) u(x,t) ¢Oziimi, en yiikksek deger zaman
icerisinde azalir, (b) n =—1 i¢in (32) nin sayisal dogrulamasi; Diiz ¢izgi sayilar sonuglari
verir ve kesikli ¢izginin egimi 1 dir. Séniimlenme zamani ¢, ~9,64%107

n =—1 i¢in (1.32) nin kesin ilk integrali
g= J. f (x')dx'
0
yazilarak bulunabilir. Buradan,
af d’°f
dx  dx
Ikincisini kullanarak ( f(x), her n¢ift oldugundan),

x=0,
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dg dzg
= ==2=0
dx dx

bulunur. n = —1i¢in ilk integral asagidadir:

3
18 e -s2)

dx® 2

burada g,asagidaki sekilde verilen bir sabittir

d*f
gé =-2 A (0)

1/n=e
(e p

I
i}

Sekil 9: u ve p nin n=-1 i¢in yakinsamasini gdsteren grafikler. Oklar artan ¢ nin
yoniinii gostermektedir

II. n— —codurumu:
Limit n — —oo Kisim 4.2 de tartisilmistir. Biiylik bir negatif » nin tiimler limitindeki

davranigdan bahsetmek gerekir. n=—1/v 0<v <<lyazilir, en yiiksek deger x = x,da ve
en yiiksek uo(x)zl olacak sekilde oOlceklenir. Sadelestirmek amaciyla 0 < x < x, icin
Uy (x) > 0ve x, < x <0igin u,(x) < 0oldugu varsayilr.

Ussel olarak kisa zaman olgekleri ¢, ~u, de (bu ifade asagida u,(¢) yi

tanimlamaktadir), O <u, <1 olacak sekilde her u, degeri igin,

u = uy(x), S(t) < x <s,0).
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uzul(l—x2
uzu1(1+x2

Burada s,(r) ve S,(t), u,(s,)=1u,(S,)=u,(r)olarak verilmektedir. (1.34) deki ikinci ve

J-s, ), s, <x<l. (1.34)
)/1+s0 2 —1<x<S,(t).

ticlincii ifadeler, (1.4) iin yar1 sabit ¢oziimlerine tekabiil eder. Birinci ve ikinci arasindaki
s, daki gecis,
x=s(t;v)+vz, u=u,(t)1+4vIn(1/v)—vU)

dlgeklemeli i¢ katman aracihigiyla, s(r;0)= s,(z) ve bas terim olarak,

v, 2%
e * =z+ulU,/luy(s,)
7 —>—o0, U~ —uy(sy)z/u, (1.35)
7 —>+0, U, =2z/(1-s,)
Burada (1.34) le eslestirilmistir (u#'g(s,) < 0 ve birinci sinir kosulu olarak z— -oo, ikinci
siir kosulu olarak n— +oo oldugundan, (1.35) dogru sekilde belirtilmis olmaktadir). Ayni
formun i¢ katmani, S,(¢)’ye yakin mevcuttur.
u; bire ulagtiginda, hem s, hem de S,, x,‘a denk gelir ve bir sonraki evrimin formu
tanimlanabilir. Asagida, wu,(z;v)’nin wu(x,t)’nin en yiksek degeri oldugu ve

x=q(t,v)’de bulundugu tanimlanmaktadir.

q(t:0)= g, (t)u,, (£:0) = u° (t) yazarak dis ¢oziimler elde edilir.

<
Q
<
<}
[E—
|
=
~—
©
S~

(l—qo)z, q, <x<l.

uzuz(l+x)2/(l+q0)2, -l<x<g,.

I¢ katman 6lgeklemeleri asagidadir:
x=qt;v)+vz u:um(t;v)(l—vU) . (1.36)

ve

e & — _a(qo )z + b(qo )Uo + C(CIO )’

z—>—o, U, :2(—z)/(1+q0)2.
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oU,

z=0, U, = p
Z

=0. (1.37)

7 —> 4o, U0z2z/(1—q0)2.
sonuclarini verir. Burada

oy du
V3l/ll(1: v)/v m
dt

L d
z—a(qo)’ VBM}n/ ﬁzb(%)

a(— q, ) >0 ile (1.37) siur deger probleminin simetri 6zelliklerinden,

a(_ Q()) = a(CIo )’ b(_ 90 ) = _b(QO )’ C(_ 90 ) = _C(Q())

Belirli g, i¢in, (1.37)’deki alt1 sinir kosulu bulunmaktadir. Bu sebeple, a, b ve
c¢’nin yani sira Ugu, ve g, (1.38) araciligiyla basterime sonradan determine

edilmistir. Elimizde, 7, nin s6niimlenim zamani oldugu

u,, =t ~1)

(1.39)

vardir. u, in niceligi O(1) dendir ve (1.39) bu evrimin son asamasimin gerceklesecegi

zaman Olgeklerini ifade eder. Bunlar, 7 (v) 'ye iissel olarak yakindir. Séniimlenme
zamani, yukarida tanimlanan iki formiilasyon arasindaki gec¢isi tanimlayan zaman
Olcegi ile basterime determine edilmistir. Aslinda, ger¢eklesmesi en uzun zaman
olgegidir. Ilgili dlgeklemeler asagidadir:

t=v'T, x=x,+vX, u=1-vU
Bir¢ok ayrint1 gézardi edilmektedir fakat basterim dengesi sinir ve baslangi¢ kosullarinin
eslestirme ile elde edildigi asagidaki formiille verilir:

ouU 0 o*U
aTO = —a—X(eUO 8X3OJ (140)

(1.40) 1n yanit1, sonlu zaman patlamasina maruz kalir. Bdylece, T —>T_ ve X =0()
oldugundan U, = —In(T, —T) dir. Baz1 T, ler yalmzca (1.40) 1 ¢ozerek belirlenebilir.

v—>0, t ~v'T

c c
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Son olarak, n——-oo oldugundan f(x) in asimptotik formu, dis ¢6zliim olarak

cikarim yapilabilir.

n——o, (1-]{f, 0<[qd<L (1.41)
ve bir i¢ problem

x=vX f=1+&(l/v)-vF

Burada
e’ % =
dx’ ’
X =0, %=O (1.42)
X —> 400, F,=-2X

Bu, (1.37)-(1.38) nin soniimlenim davranisina tekabiil etmektedir. Burada, g ->0ve U,
z nin bir simetrik fonksiyonu olmaktadir. (1.37), a(0) = exp(—F,(0)) oldugundan (1.42) e

denktir.

Yukarida so6z edilen asimptotik davranisa dair bazi fikirler n=-3 {in sayisal

simiilasyonunu gosteren Sekil 6 da yer almaktadir. Daha negatif n igin sayisal ¢oziimler

elde etmek, u — 0 olduke¢a yaymnirlik u" hizla diistiigiinden ve x = +1 yakinindaki zaman
Ol¢ekleri ¢ok hizlandigindan kolay degildir. Bu durumda, drenajin dinamiklerinin uygun
bir sekilde bulunabilmesi i¢in ¢ok kisa bir zaman adimi gereklidir. A¢ik yerine kapali bir

zaman adimlama yonteminin uygulanmasi, bu sorunun asilmasinda faydali olabilir.

(tc-t)lmu —_—————— (tc_t)l/nﬁf

s
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Sekil 10: u ve p nin n=-3i¢in yakinsamasini gdsteren grafikler. Oklar artan ¢ ve

t. ~7.33x10° in yoniinii gostermektedir.

1.4.5 n < 1/2 icin Baslangi¢ Kiitle Artisi

Sekil (9) da gosterildigi gibi, yeteri kadar kisa bir siire igin n <1/2 iken, kiitlede
maddesel olmayan bir artis meydana gelebilir, bunu takiben kiitle kayb1 meydana gelir
(yukarida verilen soniimlenme sonuglarina bagli olarak, J(¢) >0 1 yeteri kadar biiyiik bir

t kadar siirdiigii sonucu ¢ikar). Cok sayida n igin kiitlenin ¢ ye

M(t)= ju(x,t)dx (1.43)

-1
kars1 sayisal grafigi Sekil 7 de verilmistir. Goriildiigii lizere, ¢ozlimiin yerel olarak negatif
olmasidan dolay1, kiitlede artis n<1/2 i¢in de meydana gelebilir; asagida bu durum
genisletilecektir. Sayisal ¢6zim igin, —1<n < 3/2 ¢dziimiin sonlu bir siire i¢in negatif
olmasimi saglayacak sekilde, u" yerine |u|" in diflizivitesini temsil eden bir ayrigtirma

kullandik. Toplam kiitle i¢in analitik ifade n = Oiken elde edilebilir; (1.23) den hareketle,

M()=3 2 o2 (cosh(, Jsin(2,, )~ cos(4, )sinh(4, )
m=0 ““p

sayisal sonuglar ile olduk¢a uyumlu sonuglar veren bir ifadeyi elde ederiz , [9].

Burada daha fazla ayrintiya girmek gereksiz olacaktir ancak, pozitif katsayilar A ve a
i¢in uo(x)zA(l—x)“,x—ﬂ_ iken yerel davranisin kisa siireli analizleri sonucu ortaya

cikan bazi hesaplamalara dikkat ¢ekmek gerekebilir (sayisal ¢oziim a =3 e karsilik
gelmektedir). Bu analiz, takip eden rejimlerin kisa siireler i¢in sayisal sema ile segilen,

(1.5)-(1.6) denklemlerine bagli olarak su denklemin c¢oziimii ile ortaya ¢iktigini

ou 0 . O°u
— = —— Ul ——
ot Oox ox®

(i) 3/2<n<2. a>2igin, sonlu bir siire i¢in drenaj meydana gelmezken bekleme

gostermektedir:

stiresi davranig1 goriiliir; a > 2 igin ise, derhal drenaj baslar. Her durumda ¢6ziim pozitif

olmay1 siirdiirtir.
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o.21

D.905

D895

(mBmin ] o.oo2 o.oo3 OO0 O.005

Sekil 10: Kisa zaman araliklari i¢in baslangi¢ kiitle artisin1 gosteren sayisal sonuglar.
Baslangi¢ kosullari i¢in baslangic kiitlesi 0,89841 (1.56).
(i) 1/2<n<3/2. a>3/n igin bekleme siiresi davranist goriiliir. 2 < a < 3/n, igin

u sinira yakinken asagidaki iliski ile negatif olur:

1

a0 )
i )J

1" ~—
e (3(2n—1)(2—n

u negatif hale geldigi i¢in J > O sabiti artik kiitle artisina karsilik gelmektedir (1.43), bu

durum Sekil 7 ile tutarhidir. a <2 igin pozitiflik siirdiiriiliir (en azindan baglangicta) ve
M (1) drenaj sonucu diiser.

(iii) 0<n<1/2. Bekleme siiresi rejimi a >3/n olarak kalir; 3/(n+1)>a>3/n
icin ¢6ziim yerel olarak negatif olur ve M (¢) artar iken, 2 > a > 3/(n+1) i¢in pozitiflik
kaybedilmeden kiitle artist meydana gelir (bu, yerel davranis (9) un J veya B nin
belirtilerinde belirleyici olmayisi ile tutarlidir). a <2 igin ¢ézliim pozitif olmayi siirdiiriir
ve kiitle kayb1 meydana gelir.

(iv) —1<n<0. a<3/(n+1)ise, ¢oziim yerel olarak negatif olur ve kiitle artar,

2 <a <3 ise, pozitif olmay: siirdiiriir ve kiitle artar ve a <2 ise, pozitif kalirken kiitle

kayb1 meydana gelir.
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(v) n<—1. Cozim pozitif kalir, a >?2 ise baslangicta kiitle artar, a <2 ise
baslangicta kiitle azalir.

Fiziksel olarak, u nun negatifligi de kiitle artis1 da (yalnizca drenaja izin
verilen kosullarda) anlamli degildir ve sayisal sema ile secilen ¢oziimiin maddesel
acidan kabul edilebilir olmayabilecegi mevcut durum, bunlardan biridir; bu, yliksek
dereceden dejenere denklikler ile yasanan zorluklar ile iliskilendirilen (1.7) nin teklik dis1

ozelliklerinin gostergesidir. n < 3/2 (mevcut igerikte bahsedilen durumlarin ortaya ¢iktigi

aralik) i¢in arayiizey olusabilir ve bu arayiizey sinirdan iceriye dogru hareket edebilir, [5]
ve saga sinir verilerine dair maddesel agidan anlamli, uygun bir hiikiim asagidaki sekli alir

(sifir temas agisi igin):

2
Eger J()20, x=1. u=2“=0, n<12, $%>0, x=1 (1.44)
Ox Ox
_Ou n@‘_%u_

u—a—u 8x3_0 , x:s(t)<1

(1.45)

Dolayisiyla, J veya u negatif hale geleceginde, sinirdan bir arayiizey ¢ekilir, bunu
takiben u =0ile s(r) < x <1 de tutulur; (43), s(¢)e ve (1.45), arayilizey x = s(¢) de sifir
akiya karsilik gelir.

Yukarida agiklanan soniimlenme davranisi buna uygun hareket eder, dolayisiyla,
(1.44) iin (1.45) in yerine gectigi nokta olan x =1 e sonlu bir siire i¢inde donmek icin s(z)
artmahidir (benzer sekilde, sayisal olarak secilen ¢oziim her noktada pozitif olmaldir,
azalan kiitle ile birlikte, soniimlenmeye yeteri kadar yakin olmalidir). Baslangi¢ verilerine
bagli olarak, sontimlenmeden 6nce s(z) nin x = 1den uzaklasmasi prensipte miimkiindiir.

Dikkat edilmesi gereken bir diger nokta ise, (1.5) deki kosullar gegerli iken n =0
lineerdir, eger (1.45) uygulanacaksa (u veya J nin negatif olmalarin1 engellemek i¢in)
n =0 i¢in dahi problem lineer degildir ¢linkii, x = s(¢) deney Oncesi bilinmeyen hareketli
bir smirdir. Boliim 1.4.4 iin analizi ancak birinci durum i¢in uygundur; A, sabitinin
baslangic verileri ile artik dogrudan agiklanamayacak olusu disinda, Boliim 1.4.4 de

aciklanan sontimlenme davranisi (1.44)-(1.45) teki kosullar i¢in uygulanabilir degildir.

1.4.6 Tartisma
Boliim 1.4 de, (1.4) icin fiziksel ag¢idan anlamli en basit problemlerden biri olan baslangi¢

sinir deger problemlerini inceledik, asimptotik davranigin 6zellikle basit bir hal oldugunu
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gosterdik, rastgele secilmis baslangic verilerini ayrilabilir ¢oziimlerden elde ettik. n in
cesitli sinir kosullari i¢in elde ettigimiz sonuglar, asimptotik davranisin ayrilabilir tabiatini

dogrulamanin yani sira, f(x) icin bas terimleri i¢eren ifadeler saglamaktadir.

Yukaridaki analizin birkag dogal genellemesi mevcuttur. Oncelikle, 6/, disariya

dogru olan normalin tiirevini ifade ettigi ve Q — R"™ ‘in sinirli bir alan oldugu ¢ok boyutlu

problem,
W oV (u"VAu)
ot
u= ou =0
on

olduk¢a benzer bir davranig gosterir; n < 2i¢in, uzun siireli davranisin tekrar ayrilabilir
olmasi beklenir ve akict 0€2 icin alanin ucuna yakin en iligkili davranis yerel olarak tek
boyutludur (6rn. (1.8)-(1.10) un bas terimleri ile verilmistir). n > 2ig¢in kiitle yine korunur.
Ikinci olarak, tamsay1 m > 2 igin daha yiiksek dereceden difiizyon denklemleri (ve bunlara

karsilik gelen daha ¢ok boyutlu problemler)

6” " a aZerlu
—=(1) —|u" 1.46
ot =) 6x£ Ox ! j (1.40)
de ilgi konusudur; bu durumda (1.5) in uygun genellemesi asagidaki sekli alir:
k
TU_0, x=%l,  k=0l..m (1.47)
Ox

Oyleyse, (1.8)-(1.10) u m>2 icin genelleyecek sonuglar asagidaki gibidir; bas terimi

sadece u ile ifade ettik ve su sekilde sunduk

1=yt

ax2m+l

x=1

(1) m/(m+1)<n<(m+1)/migin

1) r( el zmjj(t)
nr (1—xp | (1.48)

x—>1, u=s > 1
r[ mr +1j
n+1

() n=m/(m+1) igin
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m+1

@m+ @) Yo L
((m+l)(m+1)!(m—1)!j (1=x)"log ———(1/(1-x)) (149

Q

x—>1, u

(M n <m/(m+1) igin

x—>1 , u= B(t)1-x)""
(1.50)
n> (m+1)/ m i¢in (1.47) deki kosullar uygulanamaz ve ilgili ¢dzlimlerde kiitle korunur.
(1.46) nin (1.4) e indirgendigi m =0 i¢in, (1.49) ve (1.50) gecerli degildir ve davranis
farklidir; (1.48) ifadesi n > —1 i¢in gegerli iken, n <—1 i¢in x ==%1 de u =0 1 karsilayan
bir ¢6ziim yoktur, [14]. ikinci ve daha yiiksek dereceden durumlardaki zitliklara dzellikle
negatif n ic¢in dikkat edilmistir ve (1.50), m>1 iken tim n < m/ (m + 1) icin gecerlidir. Bir
diger onemli konu ise, problemlerin derecesi arttik¢a olast hiikiimlerin gesitliliginin de
artmasidir (Ornegin, m = 0igin x = +1de u =0 olan kosullarda, hem (1.5) hem de (1.14)
esit derecede anlamli m =1 e genellemeler saglamaktadir.) Bu tiir teklik dist sorunlardan
kacinmak icin analizlerimizi sinirlarda en yliksek akicilik veren ¢oziimlere yogunlastirdik;
n < 2 i¢in bu ¢oziimler sifir temas agisina karsilik gelirken, n > 2 icin bu ¢oziimlerde kiitle
korunur.

m =1 igin olas1 diger hiikiimlerde, n <2, (1.5) i

u=0, a—u=¢/1, x==*1 (1.51)
Ox

sonlu temas acis1 kosullar1 ile degistirmeyi igerir. Eger A > 0O ise, akigkanin bir kismi akar
ve baslangi¢c kosullar1 yeteri kadar genis oldugu takdirde u = 0 olan bir bolgenin, sinirdan
cekilen temas ¢izgisinin her iki sinirt ile de baglant1 gelistirmeyecegi sekilde (bu varsayim,

siir kosullart (1.51) de belirtildigi gibi iken kapalidir), uzun siireli davranis su sekilde

ifade edilir:
t— o0, uzg(l—f)

Iki tarafta farkli temas acilar1 varsa, daha biiyiik agili ara yiizey mutlaka uctan uzaklasarak,

Ornegin,
u:O,a—u:—A, x=1, (1.51)
ox
ou o’u
=0,—=-1,u"—=0, = slt 1.52
. ox - ox® o s() ( )
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—l<x<s() (s(®)<1) i¢in, A > A, ve u=0 ile uygulanir, ve sonrasinda n <2 i¢in
asimptotik davranisa dair dogal varsayim, 7, ve 7, gibi sabitler i¢in su ifade ile sonlu

sureli sonimlenmedir:

1

1 1
ws(t,=1)en fn).  n=0-x)e, —t)en, s=l-n(t,—t)en, 11
2 <n<3ig¢in, (1.53) kosullar1 olasidir ancak sinirdan kiitle kayb1 meydana gelmez ve

(1.52) deki temas agis1 kosullar1 uygulanamaz; M, in x, > —1 i saglayacak sekilde kiigiik

1
oldugu kosullarda x, =1-(6M,/A )2 iken uzun siireli davranis, (1.15) iin yerine,
u~ A_(l—x)(x—xo)/(l—xo), Xy <x<Lu—>0, -1<x<x,, t—>»©

seklini alabilir. Umuyoruz ki bu 06zet niteligindeki yorumlar, bu tiir problemlerde

karsilagilabilecek, genis araliktaki olas1 davraniglar1 gostermek icin yeterlidir.
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2. INCE FIiLM DENKLEMLERININ SUREKSIiZ FONKSIYONLAR SINIFINDA

SAYISAL COZUMLERI

2.1 Asimptotik Coziimiin Diferansiyellenebilme Ozellikleri

R*(x,t) ile (x,1) noktalarinin Euclid uzaymm gosterelim ve G =1x[0,T) < R*>simurl bir

bolge olsun. Burada I =[—a,a] dir ve T ise bilinen bir sabittir. G de

ou 0 o'u
—_— = uy— 5
ot ox\ ox’

u(x,0) = u,(x),

O u(xa,r)

=0, k=0,
X

2.1

(2.2)

(2.3)

problemini gdz Oniine alalim. Kolaylik i¢in @ =1 olsun. Burada u,(x) >0 baslangictaki

kiitleyi, sinir kosullar1 ise x = +a noktalarinda akisin olmadigini gosterir.

[10] da elde edilen asimptotik ¢6zlimiin incelenmesi sonucu asagidaki bulgular elde

edilmistir:

172 5+4/13
u:(8J3(t)(l—x)3j +KO(1=x) *

yani u(x,t) fonksiyonu siirekli ve

limu(x,t)=0

x>l

dir. u(x,t) fonksiyonunun tiirevi

8J (1) 2
3 (l—x) 14413
Z—u: 3 _5+*/BK(t)(1—x) *
R 1+/13
_ =4J(0)(1-x) _5+‘/EK(t)(1—x) )

/8J3(t) (dexy
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R 1+/13
—4J (1)(1-x) _5+‘/EK(I)(1—X) !
\/8J(I)(1 X" 4

" 54 \/_ 1+/13

=J6J)"2(1-x0)" -T2 K()(1-x) ¢ (2.5)

0
olmaktadir. (2.5) ifadesinden gorildiigii gibi x — 1" oldugunda 8_u ifadesi stirekli ve
X

siirli olmaktadir. (2.5) ifadesinden bir kez daha tiirev alirsak

+r
o’u 1\/— 2 an 5+\/E 1+\/1— ]
—=—6J() " (1-x)" "+ X K)(1-x
o 2 (1)~ (1-x) 1 2 H(1-x) *
J6Iw) | 9+313 S
K®n(1-x) * (2.6)
2\/1 x 3
olur. Buradan goriilecegi iizere
- O0u
P

dir, yani x -1 oldugunda ikinci tiirev mevcut degildir. Ugiincii tiirev ise

3 3+x/ﬁl
%z%./6J(t)(1—x)_3/2—[9+3\/EJ><[ 3+\/_JK( Yl-x) + =

8

—7+/13
LANOJO 3y s 2.7)
4. /0-x)>° 8
3

olarak hesaplanilir. (2.7) ifadesinden gorildigi gibi Z—L; tirevi de x -1 oldugunda
X

mevcut degildir. Simdi agagidaki ifadeyi hesaplayalim

12 5+4/13
ua—u=|:(w(l— )j +K@®(1-x) * :lx

ox

1+/13
{_\@J(t)”(l—x)” 5+J_K(Z)(1_ x)
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f 3 [ 1+/13
— 8J(1) (l—x)E,/6J(t)\/l—x—— 8J(I) )2 ;/EK(t)(l x) 4

NE) V3
5+\/73 5+4/13 1+4/13
J6I O K@ (1-x) 2 (1-x) ¢ — 2V ”_K O1-x) ¢ (1-x) *
:_4J(I)(1_x)2J{_%[SJQ/EJ_\/E}(
7+«/73 3+\/TS
JTOKO1-x + -2F j_K O(1-x) > 2.8)

2

: 0 .
(2.8) den gorildiigi gibi uZ—u ifadesi x > 1~ oldugunda siirekli ve simirhidir. ua—L; yi
X X

hesaplarsak
PE 8J(t) O 5+13 JOJ (1) 9+3\/_ SR
#:{(T(l—x) j +K@)(1-x) 4 2\/_ 2 K@)(1-x) *+ |=

1n 34413
[sgm(l )j 2\/31(z>+[8J<z>( x)j 9+3J_ K@(-x) * +
1-x

54413 5413 —-3+/13
K()(1-x) * 23% £ K1) * #Km(l—x) :

3+/13 1+4/13
27(1)(1—x) + {://_;(92/—} :IW/J(t (1-x) * 9+3‘/_K2(r)(1—x) 2 (2.9)

2
elde ederiz. Elde edilen sonugtan goriildiigii lizere ua—bzt ifadesi de x > 1" oldugunda
X

3

stirekli ve sinirhidir. Son olarak ua—b; ifadesini hesaplarsak
X

\ 1 5113 -7+/13
ML (—8”’)(1—@3) +K@)(1-x) * x{l—w(” —gK(t)(l—x) )

ox’ 3 4 J(1-x)°* 8
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8J(1) s 6J(1) |2 3(8J() ; 3 e
{316( ) (1_x_)3} 8( 3 4~ )j K(1)(1-x) +
% 5+13 -1+/13 ~1+413
1((?(?3) k@od-x * —%K%r)(l—x) : =—§K2(t)(1—x) P+

! ~7+J13 . 5+413
_3(8J@ s 1 6J® e
8( (1 )] (1-x) + 4((1_x)3j (1-x) K@)+ J(1)

3 —1+\/E
=J(t)—§K2(t)(1—x) 2 (2.10)

. : .. Ou. : _
buluruz. (2.10) ifadesinden de goriildiigl gibi ua—bf ifadesi x -1~ oldugunda mevcuttur.
%

Bu sonug¢lara dayanarak, problemin klasik ¢6ziimiiniin mevcut olmadigini varsayabiliriz.
Ileride yapacagimiz isler icin bazi degerlendirmeleri inceleyelim.

(2.1) denklemi u(x,7) =0 oldugunda dejenere oldugu igin, bu denklemi [4] de
oldugu gibi Q, de

A o'u*
=—— +é& 2.11
or ax((” 5o } 1D

seklinde diizenleyelim. Burada & yeteri kadar kiiciik pozitif bir parametredir. Bu durumda
u,(x) fonksiyonuna da H'(Q) normunda C** smifindan olan ug (x) fonksiyonlar ile

yaklagmamiz gerekir

u(x,0) = ug (x). (2.12)

Bu kosullar cercevesinde u°(x,7) fonksiyonu i¢in 0<o <7 durumu i¢in asagidaki
degerlendirmeleri bulabiliriz.

u fonksiyonu yerine u”(x,t) alarak devam edersek

J- _(au(x,t+r)j2 _(&t(x,t)jz dx =
1 Ox ox -

Ox Ox Oox ox

J- [ Ou(x,t+7) N au(x,t):l{ﬁu(x,ﬂr 7) 3 8u(x,t)} dr =
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J~ OCu(x,t+7) 0%u(x,1)
- +
1 ox* ox?
ou(x,t)
ox

}[u(x,HT)—u(x,t)]dx

yazabiliriz. Sinirda =0 oldugundan z ya béliip, 7 — 0 iken limit alirsak, herhangi

0<t, <t, <o igin

n a( )@2( ) _ 1 (duxnY
J‘ZI u(x,t uxt EL[ uajcctjd

Ul

2 ¢

alinz. (2.11) ifadesini

ile carpip, Q,(0<7T <o) lizerinden integrallersek ve

yukaridaki esitligi kullanirsak

%L[%J dx +J- J.(l/t +8)( EJ dxdt _EL(%J dx (2.13)

elde ederiz. Buradan

Ljoeeen) 2dx<lj a0, (2.14)
291 Ox 27 ox '

olur. Simdi (2.11) ifadesinin Q, {izerinden integralini alirsak

L(%] +.[ I(u +8)( gjzd dt_—j [Mjo)] dx (2.15)

buluruz. Dolayistyla

I ou(x,T) 2dx<j o’ (x,0) 2dx (2.16)
1 ox R ox '
ve

j U (x,Tdx < Ilug (x,0)dx (2.17)

elde ederiz.

Onemle belirtebiliriz ki, herhangi bir £ —0 oldugunda y(£) — 0 olan y(&) igin
f,uég,x dx < (1+ 7(8))Lu§,x dx (2.18)

dir.
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(2.14), (2.16) ve Poincare esitsizliginden 7 da

<A olur. (2.16), (2.18) ve

Sobolev esitsizligini dikkate alarak 7, da

1/2

H—u,(x,,1) < K|x2 —xl|

aliriz. Burada K sayisi, £ ve o dan bagimsiz sabittir.

2.2 Yardimci Problem

(2.1) denklemini x e gére —a dan x e kadar integrallersek

82u(x ) —u(-a,t )M (2.19)
ox’ '

—j (& Ndg = u(x,)=——5—

elde ederiz.

u(x,t)

Ou(x,t) 8( qu(x,t)J ou(x,t) 0%u(x,t)
= u(x,t) -

o 5 ox* ox ox*

(( t)(?u(xt)j 1{ [au(xz)”
8 ox\  Ox

esitligini dikkate alarak, (2.19) ifadesini —a dan x e kadar bir kez daha integrallersek

L[ [l nagis =utnn A5 —u-an D
ox
{1(%(&0)2_1(6u<—a’fzﬂ .20
2\ ox 2 ox
aliniz. Bu kez
w(e) aZu()zc,t) _0 (u D) au(x,t)j_(ﬁu(x, z)j
ox ox ox ox
esitligini dikkate alarak, (2.19) ifadesini integrallersek
0 au(x 1) B ou(—a,t) 3 ou(&,t) ’
j j j u(ENAGEE = u(x,) == —u(=a,)—_ == == j( o Jd§(2.21)

elde ederiz. (2.21) esitligini bir kez daha integrallersek

I LI wendaazasds -—” “(x, f)——u (—a,1) = I jx[a”(g t)j dédé  (2.22)

aliriz. Cauchy formiiliinii kullanarak (2.22) yi daha kolay sekilde yazabiliriz.

I e utnndn = 2 =2 [ (x- [a”(”’”j an @23

3'6 on
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olarak yazabiliriz.

ou(x,t)

X

Yukarida ispatladigimiz ifadelere gore u(x,t) ve stirekli oldugundan (2.4)

ve (2.1) denklemleri denktirler. Gerg¢ekten de (2.23) denklemini dort kez x e gore

diferansiyellersek

10ty

ou(x,t) B
310t9«  oOx ox

u(n,t)ydn =u(x,t)

E X a(x_ﬂ) au(n,t) : _lg X B ’
2L; ox [ on jdn_ZatJ.a(x ) u(n,t)dn

=u(x,1)

() 3+ utn.0) y
ox 2% 0On

buluruz. ikinci integrallemeden sonra

8u(x,t)j_ 3 (au(x,t)jz

O px 0
— - ,Hdn =— N
- [ Ce=myutn.ndn ax(“(") » =

=u(x,t)

82u(x t) (6u(x,t)j2
2 Oox

aliniz. Ugiincii integralleme neticesinde

62u(x r) 52%( —a,r)

< fau(n,t)dn——[( 0 ~u(-a,n THELD

(&t(x t)j (ﬁu(—a,t)jz_ B
2 ox ox 2 ox | B

dux,t) 10 (Gu(x,t)jz —u(t) *u(x,1)
’ ox’

ox’ _Ea ox

Ou(x,t) 0%u(x,t)
ox ox®

+u(x,t)

oldugu goriiliir.

2.3 Sayisal Algoritmalar

(2.23) denkleminin (2.2), (2.3) kosullar c¢ercevesinde ¢oziimiiniin bulunmasina yardimci
problem diyecegiz.

(2.23) denkleminin asagidaki avantajlar1 vardir:
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1. (2.23) denklemi u(x,t) fonksiyonunun sadece birinci tiirevini i¢cermektedir. Fakat s6z

konusu fonksiyonun mevcut olmayan ikinci ve iiglincii tiirevlerini icermemektedir. Ayrica

O’u(x,t : L
(2.10) dan gorildigi tizere u(x,t) Lgt(f ) fonksiyonu da mevcut degildir.
X
. . : ot g o Ou(x,1)
2. (2.23) diferansiyel denkleminden goriildiigii tizere, burada wu(x,?) P
X

fonksiyonlar siireksiz de olabilir.
3. (2.23), (2.2) probleminin sayisal ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in ¢ ye gore yliksek
mertebeden sonlu farklar semalar1 da yazmak miimkiindiir.
Bu boélimde (2.23), (2.2) probleminin sayisal ¢ozliimiinii bulmak i¢in bir yontem
gelistirecegiz. [O,T) yari araliginda
w,, ={t, =kh, k=0,12,., h, >0}

olusturalim.
h
E, =a +v—, v=0,1,..10n
10

[— a, a] aralig1 iizerinde birincisi

@y, :{xi =—a+ih ,i=12,..n; h :&}

X
n
ve ikincisi ise

h
w, :{gv =—a+vh§, v =0,1,2,..., pn; h§ =_x>0}

p

S
bi¢ciminde olan iki farkli ag kuralim. Buradaki p dogal sayisi [xi,xl.+1], (i :O,l,...,n—l)
parcasindaki diigiim noktalarinin sayisin1  gostermektedir. w,, S, oldugu acikca

gorilmektedir.

G bolgesini Q,, =, xo, ag ile Ortelim. Acik¢a gorildugi uzere

Q,, <Q,, =, xo, olmaktadir. (2.23) denklemini sonlu farklara ayriklastirabilmek

h B

2
i¢in I_x (x =& u(&,Hdé ve j_x (x— §)(MJ d¢& integrallerine gesitli yollarla kuadratiir

g

formiilleri kurmaliyiz. Ornegin, dikdortgenler yontemini kullanarak

[[G-&rucndz=nY (x, )0, .24

alirnz. Benzer sekilde
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ou(&,1) _ S 3 Uv,k_Uv—l,k ’
[« é)( o jdé—h;;(xi—fv) {h—} (2.25)

yazabiliriz.

(2.24), (2.25) kuadratiir formiillerini dikkate alarak (2.23) denklemi i¢in asagidaki
sonlu farklar semalarini yazalim.

2.4.1 Asikar Sema

Q, , agmin herhangi bir (x,,7,) noktasinda

} (2.26)

1 U 2 & Uv _Uv—l
|: Z(x _5) ( Ui )j|:%Ui,k _%h52(xi_§v)|:%
t v=1

(i=12,.,n; k=0,12,..)
Not 2.1 (2.23) denklemi i¢in asagidaki sonlu fark karsiliklar1 da yazilabilir:

i) ileriye dogru asikar sema

& 1 v+l,k Uu,k ’
6h tz X =Sy )’ (U ~U,0)= 5 lk 2 guz_;(x &y )(h—XJ , (2.27)
~1)

/\

ii) merkezi asikar sema

L 1,k Uu—lk ’
Z( )0, ~U,0= Luz, —%hz 5)(%) (2.28)

t v=I1 v=l1
(l = 0,1,...,n—1).

Bu semalardan hangisinin kararli olduguna sonraki boliimde cevap arayacagiz.

2.4.2. Kapah Semalar

a) ileriye dogru kapali sema

3 UUH_UU i
oh Uz;(x —£)YWU,-U,)=— U _Eh UZ; i—gu)(h—J , (2.29)

(i=0,1,..,n-1)
b) geriye dogru kapali sema
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6h, o

(i=0,L,..,n)

¢) merkezi kapali sema

h A A 2
§Z(xl—.§)(U U)——U —%hz g{U Y, J (2.30)

A A 2
h 3 U u,,-U
¢ v+l v-1
X, — U -U, ——U ——h. ) (x; - —m— |, 2.31
6ht;<, £ ) > Z si)( o, J (2.31)
(i=0l,..,n-1).
Burada U, , U,,, ve (}iﬂ , u(x,t) fonksiyonunun €, , afmnin sirastyla herhangi (x;.t,),
(x.,,t,) ve (x,,,t, +7) noktalarindaki yaklasik degerlerini gostermektedir.

Bu semalar1 incelemek i¢in (2.26) denklemini ele alarak aragtirmaya baslayacagiz.

Bu amagla (2.26) denklemini

h pi-1 3 pi U U 2
—Cx. —ENNU. - - — ——yr_=
o (x, —&)’(U, - U, )+6h, Uzl(x &)U, -U,) U 2h U§=1 -<, )( 0 J

seklinde tekrar yazalim. x; # &, ifadesini hatirlatarak, Al.j = x; —&,; notasyonunu igerelim.

Bu notasyon yardimiyla (2.26) denklemini

Ai(ﬁi—U) §A3(U U) htU;2—9htiAg(%J2
v=l »

olarak yazabiliriz. Buradan

=N 3, 1 Oh, & ’
U. =U, —A—ZA“)(UU—UU) W A “a 2 ( lj (2.32)
(i=0,]1,...,n)

elde ederiz. Bu durumda baslangic ve sinir kosullar

U, =u,(x,), (i=0]l,...,n)

U1 _Uo

=0=—r L (2.33)

olur. Benzer sekilde, (2.27) ve (2.28) denklemleri i¢in sonlu farklar semalar1 sirasiyla

g 3, 1 on & (U, -U,Y
U, = U——ZA( ) FUf o A(h—j,

ujl (4 il i U=l

(i=0,L,..,n—1)

ve
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(i=01,...,n—1)
olarak yazilabilir.

Simdi (2.29) sonlu fark denklemini kullanarak bir algoritma yazalim.

A 2
—ZA(’)(U v, ) hZB(’)[ Uf’]
Sonuncu denklemi

AL Ol

T T j=1

N N , A A N2
— ll}Z _ hB-(i) Ui+l — Ui —h lilB(‘i—l) Uj+1 — Uj
2T T il h

olarak yazabiliriz.

Pj(i_l) = iAj(‘i_l)([jj _Uj)’

j=1

A A 2
. = (UL, =U.
ih _ N pa-n| L
0f"=25 [#J
=

notasyonlar1 dahilinde

Ui+l _l}‘

2
h h i h -1 (-1
[ 000

hpog g0y = Lgo _pgo
r i i r i i 2 t !

elde ederiz.

hP(l 1)+hQ(l 1 _ F(l 1)
A~ A~ 2
U U. ~
(i) (i) i — (i-1)
A7 U - 2U +hB {Tj = —F,
F(t 1 _ F(l 1 _ Ai(i)Ui’

A A N2
hBi(i)(Umh_ Ui ] — %Ijiz _ﬁ Ai(i)lji _ ij(tfl)
T

olmak tzere
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Ui+1_Ui_ 1 [lﬁz_ﬁA(i)[j _ﬁ(z‘—l)]
T\mBY 2T T

1

ifadesinden

T =0 1 1.5, h Oy G-
Ui+1—Ui+h\/Ei(,-)[§Ui _;147 U -F""]

olur. Benzer sekilde, (2.30) ve (2.31) denklemleri i¢in sonlu farklar semalar1 yazilabilir.
Not 2.2 Bu algoritmanin ¢alismasi i¢in 6nce x, noktasinda Euler semasini ¢alistirip U 0
elde edilir. Sonra ise 7, = (k+1)z, (k=0,1,2,...) katindaki degerler elde edilen algoritma
ile gerceklestirilir. Denklemdeki katsayilar ve serbest terimler ise ¢, katinda hesaplanir.

Simdi, (2.5) ¢oziimiine (2.25) sonlu farklar semasinin yakinsakligi ve kararlilig
sorusunu arastiracagiz.

&y, » My (2.25) sonlu farklar denkleminde igerilen integrallerin kiipsel

formiilleriyle yaklasim hatalar1 olsun.

ow(x,1) ve Oulx,1) tiirevlerine sonlu fark

Diger taraftan, J,, , w,, sirasiyla

ot ox
yaklagimlarinin hatalar1 olsun.
Burada
w0 = [ (x=m)’ulr.ndny
ve
& = WX, 1)~ hZ(xi -n )3 U,,
j=1
2 .
X Ou(ry,1) l Ujn—U,
o= G- ——=|dn-h) (x, —n. | ———+w,,],
771,k J:a( 77)( 577 ] n ;( i 771 ): h J.k ]
ow(x.t) W,—W,
51‘ k= - >
’ ot T
o, = ou(x,t) U, -U,
’ ox h
ou(x,t)

olmaktadir. u(x,t) ve siirekli fonksiyonlar olduklarindan @,, — 0 dir, yani

ox

o = ou(x,t,) U, U, _odu(x.t) ou(x; ,t,) . ou(x,t)
i’k ox h ox ox

j -0, (2.32)

*
‘xi < (xi 4 xi+h )
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olmaktadir. Burada #z(f) herhangi bir [-a,a] araliginda herhangi bir f(x)

fonksiyonunun siirekli modiilii olmaktadir , yani

7(f)=sup | @)= f ()]

[t=x|<h
dir. @(x,1) ile (x—n)’u(x,t)=@(x,t) fonksiyonunu gosterelim. @(x,7) ve @'(x,1)
fonksiyonlarin siirekli olduklar1 kolayca gosterilebilir. Bu durumda, ¢,, i¢in belli bir
z€[—a,a] i¢in
&, =ah@'(z,1) (2.33)
dir.

au(x,t)j2

w(x,n)=(x- 77)( ™

olsun. y(x,) fonksiyonu 7, igin siirekli oldugundan

; i U. -U,
ix = Ll//(??,t)dﬂ - hZ(Xi /r )%
j=1
- hZ(xi -, )a)j’k =ahy'(z,1)— hZ(xi -7, )a)j’k (2.34)
Jj=1 j=1

_ 1 owix,t) 1 W-W,

S,
3L o 31 1

1 2 3 X; 1 2 3 d
=—U>(x,t,)—~ Ndn—| U =2y,
5 ( i*%k ) 2 I_ul//(n ) n |:2 7 j:]l//] :|

1 3y 3.3 3
=E(Uz(xi’tk)_U_Jz')_|:5.|.al//(77’t)d77_Eh;l//j:|=maxu'ﬂ-(u)_577i,k

(xi’tk)

alirz. Buradan da goriilecegi lizere (2.25) sonlu farklar semasi kararlidir.
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SONUC
Tezde elde edilen sonuglar1 asagidaki sekilde siralayabiliriz:

1. Dordiincii mertebeden dejenere olabilen nonlineer difiizyon denkleminin sayisal
¢Ozlimiiniin bulunmasi i¢in esas problem iizerinde bazi avantajlara sahip olan ve ele alinan
problemin fiziksel 6zelliklerini dogru yansitabilen ve ger¢ek ¢6ziimiin bulunmasina yardim

eden 6zel bir yardimei problem Onerilmistir.

2. Ince film denklemlerinin ¢6ziimii igin siireksiz fonksiyonlar simifinda yiiksek hassasiyete

sahip sayisal semalar olusturulmustur.

3. Yardimci problem kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziimiin belli anlamda gergek

¢coziime yakinsadigi ispatlanmustir.
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