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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

N

Q
R

Aciklama

: Dogal sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: A kiimesinin eleman sayisi

: G grubunun Fitting alt grubu

: G grubunun Frattini alt grubu

: G grubunun merkezi

: G grubunun n-inci komiitator grubu

: G grubunun tiirev uzunlugu

: G i¢indeki indeksi p asalinin kuvveti olan minimal normal alt grup

: G/EP(G) grubunu elemanter abelyen p-grubu yapan minimal alt grup
: G grubunun p-Sylow alt gruplarinin kiimesi

: n X n boyutunda tersi var olan kompleks matrislerin olusturdugu grup
: A matrisinin izi

: G grubunun indirgenemez karakterlerinin kiimesi

: N yi ¢ekirdegine almayan G nin indirgenemez karakterlerinin kiimesi
: G grubunun lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin kiimesi

: G grubunun monolitik karakterlerinin kiimesi

: G grubunun reel degerli indirgenemez karakterlerinin kiimesi

: G grubunun lineer karakterlerinin kiimesi

: G grubunun indirgenemez karakter derecelerinin kiimesi

: x karakterinin H alt grubuna kigitlanmigi

: x karakterinin kompleks eslenigi

: x karakterinin cekirdegi

: Bir ¢ karakterinin G grubuna yiikseltilmesiyle olusan karakter

: A karakterinin G i¢indeki inertia grubu

: x karakterinin bir G grubu iizerinde aldig1 degerlerden olusan cisim

: Ispat bitti

iv
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DOKTORA TEZI
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Istanbul Universitesi
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K. Taketa’'mn M-gruplarimin ¢oziilebilir oldugunu gosterdigi  [35] ¢alismasinda,
M-gruplarinin tiirev uzunlugunun indirgenemez karakter dereceleri kiimesinin eleman
sayisindan kiiciik veya esit oldugu goriilmektedir. Bunun {iizerine herhangi bir sonlu
¢oziilebilir G grubunun tiirev uzunlugu d/(G) ve bu grubun indirgenemez karakter dereceleri
kiimesi cd(G) olmak iizere, dI(G) < |cd(G)| esitsizliginin gegerli oldugu sanis1 ilk olarak I.
M. Isaacs and G. Seitz tarafindan ifade edilmistir. Bu problem hala acik olmasina ragmen,
baz1 6zelliklere sahip sonlu ¢oziilebilir gruplar i¢in bu esitsizligin gegerli oldugunu gosteren
calismalar literatiirde yer almaktadir. Bu tez calismasinda da birtakim ozelliklere sahip
monolitik veya reel degerli indirgenemez karakterleri olan sonlu ¢oziilebilir gruplarin Taketa
esitsizligini sagladig1 gosterilmistir. Ayrica ) sonlu ¢oziilebilir G grubunun bir indirgenemez
karakteri olmak iizere ) ¥ karakterinin indirgenemez 6gelerinin ¢ekirdekleri ile G grubunun
yapist arasinda birtakim iligkiler bulunarak, bazi durumlarda Taketa esitsizliginin gecerli
olduguna yo6nelik sonuclar elde edilmistir.

Aralik 2018, 66 sayfa.

Anahtar kelimeler: Coziilebilir gruplar, tiirev uzunlugu, karakter dereceleri, monolitik ve
reel karakterler, karakterlerin ¢carpimlari, Taketa esitsizligi.



SUMMARY
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K. Taketa has proved that all M-groups are solvable in [35]. The proof of this fact shows that
if G is an M-group, then the derived length of G is at most the cardinality of the set of all
irreducible character degrees of G. Then, it has been conjectured by I. M. Isaacs and G. Seitz
that the inequality d/(G) < |cd(G)| holds for arbitrary finite solvable group G, where dI(G)
is the derived length of G and c¢d(G) is the set of all irreducible complex character degrees
of G. Although this conjecture is still open, in the literature there are several results which
prove that some classes of solvable groups satisfy this inequality. In this thesis, we prove
that the Taketa inequality holds for a finite solvable group G if monolithic or real irreducible
characters of G have some special properties. We also present relations between the structure
of a finite solvable group G and the kernels of irreducible constituents of the character yx
where Y is an irreducible character of G and thus we obtain some results for the Taketa
inequality.

December 2018, 66 pages.

Keywords: Solvable groups, derived length, character degrees, monolithic and real
characters, products of characters, Taketa inequality.
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1. GIRIS

Karakter teorisi sonlu gruplarla ilgili baz1 teoremlerin ispatlarinda 6nemli bir yere sahiptir.
G bir sonlu grup olmak iizere Irr(G), G grubunun tiim indirgenemez karakterlerinin kiimesi
ve c¢d(G) de bu grubun tiim indirgenemez karakter derecelerinin kiimesi olsun. Ornegin,
Ito teoremi G grubunun bir normal abelyen p-Sylow alt grubunun olmasi i¢in gerek ve
yeter kosulun p asalinin c¢d(G) kiimesindeki hi¢bir dereceyi bolmemesi gerektigini soyler.
Ayrica Thompson teoremi ile c¢d(G)\{1} kiimesindeki her derece p asali ile béliinityorsa G

grubunun bir normal p-komplementi oldugu goriiliir.

G bir sonlu ¢oziilebilir grup olmak iizere dI(G), G grubunun tiirev uzunlugunu gostersin.
Herhangi bir sonlu ¢oziilebilir G grubunun tiirev uzunlugunun, bu grubun indirgenemez
karakter dereceleri kiimesinin eleman sayisiyla iistten sinirlandirilip sinirlandirilamayacagi,
yani dI(G) < |cd(G)| esitsizliginin gegerli olup olamayacagi karakter teorisinin agik
problemlerinden biridir ve bu problem literatiirde Isaacs-Seitz sanis1 veya Taketa problemi
olarak bilinir. Taketa problemi yaklasik 50 yildir arastirmacilarin iizerinde caligtigi
ama giiniimiize kadar ¢oziilememis olan bir problemdir. K. Taketa adli matematik¢inin
adiyla anilan bu esitsizlik aslinda Taketa tarafindan ortaya konulan bir problem degildir.
Taketa, 1930 yilinda [35] calismasinda M-gruplarinin ¢oziilebilir oldugunu ispatlamistir.
Ispat incelendiginde M-gruplarimn tiirev uzunlugunun indirgenemez karakter dereceleri
kiimesinin eleman sayisindan kiigiik veya esit oldugu goriilmektedir. Daha sonra dI(G) <
|cd(G)| esitsizliginin tiim sonlu ¢oziilebilir G gruplari igin gecerli olup olamayacagi sorusu I.
M. Isaacs ve G. Seitz adli matematikgciler tarafindan ortaya atilmistir ve bu saniy1 destekleyen

ilk calismalar Isaacs tarafindan yapilmistir.

Isaacs, 1975 yilinda sonlu ¢oziilebilir G gruplart i¢in dI(G) < 3|cd(G)|— 2 oldugunu ve eZer
G abelyen olmayan ve tek mertebeli bir grup ise dI(G) < 2|cd(G)|—2 oldugunu gostermistir
([22]). Mertebesi tek olan gruplar icin elde edilen bu sonucu 1976 yilinda T. R. Berger
genellestirmis ve mertebesi tek olan gruplarin Taketa esitsizligini sagladigin1 géstermisgtir

([5]). Ayrica D. Gluck, 1985 yilinda [16] ¢alismasinda Isaacs’in sonucunu genellestirerek,



sonlu ¢oziilebilir G gruplar igin dI(G) < 2|cd(G)| oldugunu ispatlamigtir. T. M. Keller
2003’te [25] ¢aligmasinda sonlu ¢oziilebilir G grubu i¢in

di(G) < |cd(G)| + 2410g,(|cd(G)|) + 364

esitsizligini ve 2012’de ise K. Kildetof, G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve |cd(G)| > 3
oldugunda dI(G) < 2|cd(G)| — 3 esitsizligini elde etmistir ([26]). Bu son iki sonuca dikkat
edilirse Kildetoft’un sonucu |cd(G)| < 587 oldugunda en iyi iist sinir olurken, Keller’inki ise

lcd(G)| > 588 iken en iyi sonug oldugu goriiliir.

Bazi arastirmacilar yukarida bahsedildigi gibi sonlu ¢oziilebilir bir grubun tiirev uzunlugunu,
indirgenemez karakter derecelerinin eleman sayisinin bir lineer fonksiyonu ile {istten
sinirlandirmaya ¢aligirken, bazilart ise ¢d(G) kiimesinin eleman sayist veya G grubunun
yapist iizerinden bir inceleme yapmislardir. Ornegin, Isaacs 1970 yilinda |cd(G)| < 3
olmasi durumunda G grubunun c¢oziilebilir oldugunu ve Taketa esitsizligini sagladigini
gostermistir ([21]). 1973’te S. Garrison [15] referanshh doktora tezinde, G bir sonlu
¢oziilebilir grup ve |cd(G)| = 4 oldugunda Taketa esitsizliginin saglandigin1 gosterirken,
2001’de M. L. Lewis [30] ¢alismasinda, G sonlu ¢oziilebilir bir grup ve |cd(G)| =5 iken
dl(G) < |cd(G)| esitsizliginin saglandigini gostermistir. |cd(G)| > 6 durumunda ise Taketa
esitsizliginin saglanip saglanmadigir hala ispatlanamamis bir problem olarak karsimiza
cikmaktadir. 2013’te K. Aziziheris ve Lewis [4] referansli ¢alismalarinda, sonlu bir G
grubunun indirgenemez karakter dereceleri tek sayr ise G grubunun ¢oziilebilir oldugunu
ve dI(G) < |cd(G)]| esitsizliginin saglandigin1 kanitlarken, yine ayn1 calismada cd(G)\{1}
kiimesindeki her derece 2 ile béliindiigiinde, G grubunun Taketa esitsizligini saglayan

coziilebilir bir grup oldugunu ispatlamiglardr.

Bir sonlu c¢oziilebilir grubun karakter derece cizgesi iizerinden de incelemeler yapilarak
Taketa problemiyle ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. 1998’de Lewis [28] calismasinda
karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan ¢oziilebilir gruplarin ve 2015°te [27] calismasinda
ise cap1 3 olan karakter derece cizgesine sahip sonlu ¢oziilebilir gruplarin Taketa esitsizligini
sagladi@in1 gostermigtir. [31] referansh galismadan sonlu ¢oziilebilir bir grubun karakter

derece cizgesi baglantili ise bu cizgenin cap1 en fazla 3 olabileceginden, cap1 1 veya



2 olan karakter derece cizgesine sahip ¢Oziilebilir gruplarin Taketa esitsizligini saglayip

saglamadig1 ise agik bir problem olarak literatiirde bulunmaktadir.

Sonlu ¢oziilebilir gruplarin tiirev uzunlugu ve indirgenemez karakter dereceleri iizerine olan

bu tez ¢aligmasi, temel olarak 5 boliim ve Kaynaklar kismindan olugsmaktadir.

Birinci boliim olan Girig boliimiinde, Taketa probleminin ¢ikis noktasi anlatildiktan sonra

literatiirde yer alan bazi ¢calismalara yer verilmistir.

Ikinci boliim olan Genel Kisimlar bsliimiinde grup teorisinde ve karakter teorisinde yer alan
bazi temel tanim ve teoremler 6zetlenmistir. Bir sonlu grubun reel degerli indirgenemez
karakterleri ve monolitik karakterleri tanmitilarak, bu karakterlere ait bazi teoremler
referanslariyla birlikte anlatilmistir. Ayrica K. Taketa’nin M-gruplarimin ¢oziilebilir
oldugunu gosteren teoreminin ispati verilmistir. Daha sonra bulgular kisminda siklikla

kullanilacak olan literatiirdeki bazi teoremler {izerinde durulmustur.

Uciincii kistm olan Malzeme ve Yontem boliimiinde bu tez galismasinda elde edilen

sonuglarin ispatlarinda kullanilan matematiksel ispat tekniklerinden bahsedilmistir.

Tezin dordiincii boliimii olan Bulgular boliimiinti iki kisma ayirabiliriz. Birinci kisimda
bir sonlu coziilebilir G grubunun bazi oOzelliklere sahip reel degerli indirgenemez
karakterlerinden veya monolitik karakterlerinden yararlanarak elde ettigimiz teoremler
ve onlarin sonuclar1 yer almaktadir. ), G grubunun bir indirgenemez karakteri olsun. Y
karakteri, G grubu iizerinde reel degerler aliyorsa bu karaktere reel degerli denir ve G
grubunun tiim indirgenemez karakterleri reel degerli ise G bir reel grup olarak adlandirilir.
Ayrica G/ker()) grubunun biricik minimal normal alt grubu varsa ) karakterine monolitik
karakter denir.

Bu tez caligmasinda sonlu gruplar ile ilgilenildiginden grup denildiginde sonlu bir grup
oldugu anlagilacaktir. Bulgularin birinci boliimiinde elde edilen teoremlere ve bazi sonuglara
Cimnarc1 ve Erkog [11] referansli calismada da yer verilmistir. Bu boliimdeki teorem ve

sonuglar asagidaki gibidir:



Teorem 1.1. ([11]). G grubunun 2-Sylow alt grubu normal ise G c¢oziilebilirdir ve
dl(G) < |cd(G)| esitsizligini saglar.

Teorem 1.2. ([11]). Kabul edelim ki G grubu agagidakilerden birini saglasin.
(a) G grubunun tiim monolitik karakter dereceleri tek say1 olsun.
(b) G grubunun her lineer olmayan monolitik y karakteri i¢in x (1) ¢ift say1 olsun.

O halde G grubu ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi gergeklenir.

Teorem 1.3. ([11]). G asagidakilerden birini saglayan bir grup olsun.

(a) G grubunun tiim reel degerli indirgenemez karakter dereceleri tek say1 olsun.

(b) G grubunun her lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakter derecesi ¢ift say1
olsun.

O halde G grubu ¢oziilebilirdir ve di(G) < |cd(G)| esitsizligi saglanir.

Teorem 1.4. ([11]). G bir coziilebilir grup olsun. Eger G grubunun lineer olmayan, reel

degerli ve tek dereceli indirgenemez karakterleri sadik ise G grubu, Taketa esitsizligini saglar.

Teorem 1.5. ([11]). G bir grup olsun. G grubunun lineer olmayan monolitik karakter

dereceleri birbirinden farkli ise G ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi gerceklenir.

Bu teoremin bir sonucu su sekildedir:

Sonu¢ 1.6. ([11]). G bir c¢oziilebilir grup olsun. G grubunun her lineer olmayan ¥
indirgenemez karakteri icin |Irry(G)| < 2 ise dI(G) < |cd(G)]| esitsizligi saglanir. Burada
Irry(G), G grubunun derecesi x(1) sayisina esit olan tiim indirgenemez karakterlerinin

kiimesidir.

Teorem 1.7. ([11]). G bir ¢oziilebilir reel grup olsun. Eger G grubunun ¢ift dereceli monolitik

karakter dereceleri birbirinden farkli ise G grubu Taketa esitsizligini gergekler.

"Komiitator grubu siiper¢oziilebilir olan gruplar Taketa esitsizligini saglar m1?" sorusundan
yola c¢ikarak bazi 0zel sartlar altinda bu soruya olumlu cevap buldugumuz teoremler su

sekildedir:



Teorem 1.8. ([11]). G bir grup olsun. G’ siiper¢oziilebilir ve G grubunun her reel degerli
tek dereceli monolitik ) karakteri icin G/ker()) ¢ekirdegi elemanter abelyen 2-grubu olan

Frobenius grubu olmasin. O halde G grubu ¢oziilebilirdir ve Taketa esitsizligini saglar.

Sonu¢ 1.9. ([11]). G bir grup ve 02/(G) = G olsun. Eger G’ siiper¢oziilebilir ise G
¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| olur.

Teorem 1.10. G bir grup ve G’ siiper¢oziilebilir olsun. Eger G grubunun tek dereceli lineer
olmayan indirgenemez karakterleri reel degerli ise G ¢oziilebilirdir ve Taketa esitsizligini

saglar.

Sonug 1.11. ([11]). G bir reel grup ve G’ siiper¢oziilebilir olsun. O halde G ¢oziilebilirdir ve
dl(G) < |cd(G)| olur.

X, G grubunun bir indirgenemez karakteri olmak iizere ) ¥ karakterinin indirgenemez
ogeleri ile G grubunun yapisiyla ilgili bazi sonuglar E. Adan-Bante’nin [1] referansh
calismasinda mevcuttur. Bulgularin ikinci kismi olarak degerlendirdigimiz boliimde, xx
karakterinin indirgenemez 0gelerinin ¢ekirdekleri ile G grubunun yapisi arasinda birtakim
iligkiler bulunarak, baz1 durumlarda Taketa esitsizliginin gecerli olduguna yonelik asagidaki

sonug¢lar elde edilmistir:

Hipotez 1: (P), sonlu ¢oziilebilir gruplarin bazi indirgenemez karakterlerinin sahip oldugu
bir 6zellik olsun. Irr(p)(G), bir sonlu ¢dzilebilir G grubunun (P) &zelligine sahip lineer
olmayan indirgenemez karakterlerinin kiimesi olsun ve asagidakiler gerceklensin:

(i) Eger Irr(p) (G) kiimesi bos kiime ise G grubu Taketa esitsizligini gergekler.

(ii) Her N <G igin Irr(py(G/N) C Irr(p)(G) olsun.

Teorem 1.12. Hipotez 1 ile verilenleri kabul edelim. Her x € Irr(p) (G) igin xx karakterinin
esas karakter disindaki tiim indirgenemez &gelerinin g¢ekirdekleri ig¢inde bir maksimal

cekirdek abelyen oluyorsa G grubu Taketa esitsizligini saglar.

Teorem 1.13. G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup ve x € Irry, 1(G) olsun. Eger ker(y),

G grubunun lineer olmayan monolitik karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda bir maksimal



cekirdek ise y ¥ karakterinin indirgenemez 0gelerinin ¢ekirdeklerinin hepsi ayni olamaz.

Teorem 1.14. G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup ve ), G grubunun lineer olmayan tek
dereceli bir monolitik karakteri olsun. ker() bir 2-grubu ve G grubunun lineer olmayan
monolitik karakter cekirdekleri arasinda maksimal ¢ekirdek ise G grubunun 2-Sylow alt

grubu normaldir. Ayrica G bir reel grup degildir.

Teorem 1.15. G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup olsun. G grubunun her ¢ift dereceli
n
X monolitik karakteri i¢cin ¥ = 1g + ¥ m;o; yazihginda ker(ay) = ... = ker(a,) ise G

1=

grubunun 2-Sylow alt grubu normaldir. Ayrica G bir reel grup olamaz.

Teorem 1.16. G bir ¢oziilebilir grup olsun. G grubunun bir lineer olmayan indirgenemez
x karakteri i¢in )y karakterinin esas karakter disindaki tiim indirgenemez Ogelerinin

cekirdekleri birbirine esitse y tek dereceli reel degerli karakter degildir.

Teorem 1.17. G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve x € Irrg 1(G) olsun. ker()), G grubunun
lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda bir maksimal
cekirdek ise xx karakterinin esas karakter digindaki tiim indirgenemez Ogelerinin

cekirdeklerinin hepsi ayni olamaz.

Sonu¢ 1.18. G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve Irrg 1(G) # 0 olsun. Bu durumda en az
bir x € Irrg 1 (G) igin x¥ karakterinin esas karakter disindaki indirgenemez Ggelerinin

cekirdeklerinin hepsi ayn1 degildir.

Tez caligmasinin son kismi olan Tartisma ve Sonuc¢’ta, Bulgular kisminin bir genel
degerlendirmesi yapilmistir. Isaacs-Seitz sanisinin dogru olabilecegine yonelik buldugumuz

teoremler Ozetle verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. GRUP TEORISI

Bu boliimde sonlu gruplarla ilgili bilinen bazi temel tanim ve teoremlere yer verecegiz ve 1.
M. Isaacs’in [19] ve [20] calismalarini referans olarak alacagiz. G bostan farkli bir kiime ve
o, G lizerinde tanimlanmis bir asosyatif ikili islem olsun. "G kiimesinin her x eleman1 icin
xoe =eox =x ve ayrica her x € G icin xoy = yox = e olacak bicimde y € G vardir"
kosullarin1 saglayan bir e € G varsa G kiimesine o iglemine gore bir grup denir. o ikili
islemi komiitatif ise G grubuna bir komiitatif grup veya abelyen grup denir. Bir g € G i¢in
G = (g) = {g" |n € N} olarak ifade edilebilen G grubuna bir devresel grup adi verilir ve
acikca goriildiigii gibi bu grup abelyendir. G grubunun bos kiimeden farkl bir H alt kiimesi,
G grubundaki isleme gore grup olma ozelliklerini sagliyorsa H grubuna G grubunun bir alt
grubudur denir ve H < G yazilir. Grup teorisinde onemli bir yere sahip olan Lagrange teoremi
ise H < G i¢in H alt grubunun mertebesinin G grubunun mertebesini boldiigiinii ifade eder.
% sayisina H grubunun G i¢indeki indeksi denir ve |G : H| ile gosterilir. Lagrange teoremin

tersi ise bazi1 gruplar icin dogru degildir. Ornegin, mertebesi 12 olan A4 alterne grubunun

mertebesi 6 olan bir alt grubu yoktur.

G bir grup ve p bir asal say1 olsun. a € N olmak iizere p® | |G| ve p**! { |G| ise G
grubunun p“ mertebeli en az bir alt grubu vardir ve bu alt gruba G grubunun bir p-Sylow
alt grubu denir. G grubunun tiim p-Sylow alt gruplarinin kiimesi ise Syl/,(G) ile gosterilir.
G grubunun mertebesi bir p asalinin kuvveti bigiminde ise bu gruba bir p-grup denir. Bir
abelyen p-grubunun elemanlarinin hepsinin mertebesi p ise bu gruba elemanter abelyen

p-grubu adi verilir.

H < G olmak iizere her g € G icin gHg™!

= H® = H esitligi saglaniyorsa H grubuna G
grubunun bir normal alt grubudur denir ve H <G ile ifade edilir. {15} ve G, G grubunun
trivial normal alt gruplardir. Trivial normal alt gruplar1 disinda normal alt grubu bulunmayan

G grubuna bir basit grup denir. Bir H alt grubunun G i¢indeki normalizatorii olan Ng(H),



HE& = H esitligini saglayan G grubunun tiim g elemanlarindan olugan bir alt gruptur. H, G

grubunun bir normal alt grubu ise acik¢a goriildiigii gibi Ng(H) = G olur.

G ve H iki grup olmak tizere ¢ : G — H tasvirine, her x,y € G i¢in @ (xy) = @(x)@(y) esitligi

saglaniyorsa bir grup homomorfisi denir. G grubunun

ker(p) ={g € G|o(g) =1}

normal alt grubuna ¢ homomorfisinin ¢ekirdegi denir. ¢ homomorfisine, bire-bir ve Orten
tasvir ise izomorfi denir ve G grubundan kendisi {izerine tanimlanmis ¢ izomorfisine ise
otomorfi ad1 verilir. ¢ : G — H tasviri bir 6rten homomorfi ise H = G/ker(¢) oldugu grup
teorisinde birinci izomorfi teoremi olarak bilinir. G grubunun tiim otomorfileri tarafindan
sabit birakilan C alt grubuna bir karakteristik alt grup denir. Ayrica N <G ve C, N grubunun
bir karakteristik alt grubu ise C < G olur. G grubunun bir S p-Sylow alt grubu normal ise bu

alt grup karakteristiktir.

G bir grup ve H < G olsun. G grubunun H < K < G kosulunu saglayan her K alt grubu icin
K = H veya K = G oluyorsa H grubuna kapsama bagintisina goére G grubunun bir maksimal
alt grubu denir. G grubunun tiim maksimal alt gruplarinin kesisimine Frattini alt grup denir
ve ¢(G) ile gosterilir. G grubunun bir H alt grubunun G igindeki merkezleyeni Cg(H) ile

gosterilir. G grubunun merkezi ise

Z(G) =Cs(G) ={y € G|her x € G i¢in xy = yx}

olur.

K ve L, G grubunun K NL = 1 kosulunu saglayan iki normal alt grubu olsun. Her x € G
icin x = kl olacak bicimde tek tiirlii belirli k € K ve / € L varsa G grubuna bir direkt
carpim grubu denir ve G = K x L olarak ifade edilir. N <G olsun. G grubunun G/N = H
ve NN H =1 olacak bicimde bir H alt grubu varsa G grubuna bir yar1 direkt carpim grubu
denir ve G = N x H yazilir. Buradaki H grubuna N grubunun bir komplementi denir. P, G
grubunun bir p-Sylow alt grubu olmak iizere G grubunun G = N x P olacak bicimde bir N

normal alt grubu varsa bu alt gruba da G grubunun normal p-komplementi denir. G grubunun



normal p-komplemente sahip olmasi icin yeterli bir kosul asagidaki gibidir:

Teorem 2.1.1. ([20, Sonug 5.14]). G bir sonlu grup, P € Syl,(G) ve p ise G grubunun
mertebesini bolen en kiigiik asal say1 olsun. Eger P devresel ise G bir grubunun bir normal

p-komplementi vardir.

Bir yar1 direkt carpim grubu olan Frobenius gruplarnin tanimmm verelim. G bir grup
ve H < G olsun. Her g € G— H i¢in HSNH =1 ve Ng(H) = H olsun. Bu durumda
N=G- |J (H—-{1})%, G grubunun bir normal alt grubudur ve bu gruba Frobenius
gekirdegigggl verilir. G = N x H yan direkt ¢carpim grubuna ise bir Frobenius grubu denir.

H ise G grubunun bir Frobenius tiimleyenidir. Bilinen en kiiciik mertebeli Frobenius grup

Ornegi S3 simetrik grubudur.

Bir G grubu,
1=60<G1L£...26G, =G

ve her 0 < i < n i¢in Gi;1/G; abelyen olacak bicimde Gy, Gy, ...,G, normal alt gruplarina
sahipse bu G grubuna ¢6ziilebilir denir. Eger her 0 < i < ni¢in G4 /G; bolim grubu devresel
olacak bicimde G; normal alt grup serisi varsa G grubu siiper¢oziilebilir adin1 alir. Dikkat

edilmelidir ki siiper¢oziilebilir gruplar ayni zamanda ¢oziilebilirdirler.

G bir grup olsun. G/N boliim grubunu abelyen yapan N normal alt gruplari arasinda en
kiiciik mertebeli olan normal alt grup, G grubunun karakteristik alt grubudur. Bu alt gruba
G grubunun komiitator alt grubu denir ve G’ ile gosterilir. GY=6G,6Y=Gven>0 icin
G = (G(”’l))’ olmak iizere G grubunun

G=G9>c) > .

normal abelyen serisini elde ederiz ve bu seriye G grubunun tiirev serisi denir. G grubunun
coziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G™ =1 olacak sekilde n tam sayisinin var
olmasidir. G = 1 esitligini saglayan en kiiciik pozitif m tam sayisina G grubunun tiirev
uzunlugu denir ve d1(G) = m ile gosterilir. K ve L bir ¢oziilebilir G grubunun iki normal alt
grubu ve K < L olsun. G grubunun, K < M < L olacak bi¢imde hi¢ M < G yoksa G grubunun
L/K bag ¢arpami elemanter abelyen p-gruptur ([19, Sonug 8.7]).
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Bir G grubunun

I=Ng <N <...<N,, =G

ve her 1 <i<migin N;/N;_; <Z(G/N;_1) kosullarin1 saglayan N; normal alt gruplar1 varsa
bu G grubuna bir nilpotent grup denir. Ornek verecek olursak, p-gruplari ve abelyen gruplar

nilpotenttirler. En kiiciik abelyen olmayan nilpotent grup drnegi ise

1

Os =<xylxt=1,2=y" y xy=x">

kuaterniyonlar grubudur. Ayrica nilpotent gruplarin alt gruplari, boliim gruplart1 ve direkt
carpimlarindan olusan gruplar da nilpotenttir. G grubunun nilpotent normal alt gruplarinin
en bilyiigiine Fitting alt grubu denir ve bu grup F(G) ile gosterilir. Bir grubun nilpotent
olup olmadigina karar verebilmek i¢in kullanigh olan asagidaki teoremi vererek bu boliimii

bitirelim.

Teorem 2.1.2. ([19, Teorem 8.19]). G bir sonlu grup olsun. O halde asagidakiler birbirine
es degerdir:

(a) G nilpotenttir.

(b) Her H < G i¢in Ng(H) > H.

(¢) G grubunun her maksimal alt grubu normaldir.

(d) G grubunun her Sylow alt grubu normaldir.

(e) pi, G grubunun mertebesi bolen asallar olmak iizere G, p;-gruplarin bir direkt ¢carpimina

izomorftur.
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2.2. KARAKTER TEORISI

Bu boliimde karakter teorisinde énemli bir yeri olan I. M. Isaacs’in [18] referansh kitabinda
ve E. Adan-Bante’nin [1] referansh calismasinda yer alan sonlu gruplarin karakterleriyle
ilgili baz1 6nemli tanmimlara ve teoremlere yer verecegiz. Oncelikle bir sonlu grubun
temsillerinden ve karakterlerinden bahsederek baglayalim. C, kompleks sayilar kiimesini
gostermek iizere bilesenleri C kiimesinden alinan n X n boyutunda ve tersi var olan
matrislerin olugturdugu gruba genel lineer grup denir ve bu grup GL(n,C) ile gosterilir. Bir
A € GL(n,C) matrisinin izi ise esas kdgegende yer alan bilesenlerin toplami olarak tanimlanir

ve tr(A) ile gosterilir.

G bir sonlu grup ve n bir pozitif tam say1 olsun. Bir y : G — GL(n,C) grup homomorfisine
G grubunun bir C-temsili veya C-gosterilisi denir. Buradaki n pozitif tam sayisina bu
temsilin derecesi denir. Her g € G i¢in x(g) = tr(y(g)) ile tamimlanan ) fonksiyonuna,
y temsili tarafindan belirlenen G grubunun bir karakteri denir. x(1) = 1 olmasi durumunda
x karakterine lineer karakter denir. Sonlu bir G grubunun lineer karakterlerinin sayis1 G/G’
boliim grubunun mertebesi kadardir. Ornegin, her g € G igin (det))(g) = det(y(g)) olarak

tanimlanan det) : G — C tasviri de G grubunun bir lineer karakterini belirler.

G grubunun bir y karakterinin ¢ekirdegi olan

ker(x) ={g € Glx(g)=x(1)}

alt grubu, ayn1 zamanda G grubunun y karakterini belirleyen y temsilinin de ¢ekirdegidir.

ker(y) = 1 ise x karakterine sadik karakter denir.

Karakterler, G tizerinde birer sinif fonsiyonudurlar, yani G grubunun eslenik eleman siniflari
tizerinde aldiklar1 degerler aynidir. & ve B, G grubunun iki karakteri olmak iizere bu iki

karakterin i¢ carpimi
1

o, Bl =76

Y a(g)B(g)

geG
biciminde tanmimlanir. G grubunun bir ) karakterinin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul [x,x] = 1 olmasidir. G grubunun indirgenemez karakterlerinin kiimesi Irr(G)

ile gosterilir. Irr(G) kiimesinin elemanlar1 G tizerindeki sinif fonksiyonlarinin bir tabanidir
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dolayisiyla 8, G grubunun herhangi bir karakteri olmak iizere bu 0 karakterinin G grubunun
indirgenemez karakterlerinin bir lineer toplami bi¢iminde yaziligi tek tiirlii belirlidir. Ayrica
Irr(G) kiimesinin eleman sayisi, G grubunun eslenik eleman siniflarinin sayisina esittir. G
grubunun indirgenemez karakterlerinin eslenik eleman siniflar1 tizerinde aldiklar1 degerleri
gosteren kare seklindeki tabloya G grubunun karakter tablosu denir. Ornegin, S3 simetrik

grubunun karakter tablosu asagidaki gibidir:

4 | [(12)] | [(123)]
X1 1 1 1
wn |1 -1 1
x| 2 0 -1

Tablo 2.1: S3 grubunun karakter tablosu.

G bir grup ve H < G olsun. G grubunun bir y karakterin H alt grubuna kisitlanig1 olan yx,
H grubunun bir karakteridir. Tersine H alt grubundan alinan bir A karakterinin yardimiyla G

grubunun bir A€ karakteri asagidaki gibi tanimlanir. Her g € G icin

1 o _
29(g)=—Y A (xgx")
|H| xeG
ve burada
o Aly), yeH
A=

0, yeG—H

olarak tanimlidir. A9 karakterinin derecesi A°(1) = |G : H|A(1) olur. Asagida verilen

Lemma karakter teorisinde Frobenius karsitlig1 olarak bilinir.

Lemma 2.2.1. ([18, Lemma 5.2]). G bir grup ve H < G olsun. ¢, H grubunun u ise G

grubunun bir karakteri olmak iizere [¢C, u] = [, uy] esitligi saglanur.

Bir grubun indirgenemez karakterleri o grubun yapist hakkinda birtakim bilgiler verir.
Ornegin, indirgenemez karakterleri bilinen bir grubun komiitator grubu, merkezi ve diger

normal alt gruplar1 belirlenebilir. Bu sayede, o grubun basit, ¢coziilebilir veya nilpotent olup



13

olmadigina karar verebiliriz. G grubunun mertebesini

Gl= Y 201
xX€Irr(G)
esitligi yardimiyla bulabiliriz. ¢d(G), G grubunun indirgenemez karakter derecelerinin
kiimesi olmak iizere ¢d(G) = {1} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grubunun abelyen
olmasidir. O halde bir grubun karakter tablosuna bakarak abelyen olup olmadigina rahatlikla

karar verebiliriz.

Simdi bulgular kisminda yer alan teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bazi Onemli
teoremlere yer verelim. Bir ) indirgenemez karakterini herhangi bir alt gruba
kisitladigimizda o alt grubun da bir karakteri oldugu bilinirken, kisitladigimiz N grubu G
grubunun bir normal alt grubu ise yu karakteri Clifford teoremi ile asagidaki bicimde ifade

edilebilir:

Teorem 2.2.2. (Clifford Teoremi, [18, Teorem 6.2]). H < G ve ), G grubunun bir
indirgenemez karakteri olsun. 0, g karakterinin bir indirgenemez 6gesi ve 8 = 0;,6,,...,6;

karakterleri ise 0 karakterinin G icindeki birbirinden farkli eslenikleri olmak iizere

t
X =e) 6
i=1

olur. Burada e = [yy, 0] ile verilir.

N <G ve 0 € Irr(N) olsun. Eger G grubunun bir y indirgenemez karakteri i¢in yy = 6
esitligi saglaniyorsa 6 karakteri, G grubuna genisler denir. Ayrica G grubu, Irr(N) kiimesi
tizerine eglenik alma ile etki eder. Bu etki goz Oniine alindiginda 6 karakterinin G i¢indeki
stabilizatorii ise

16(8) = {g € G| 6% = 6}

olarak tanimlanir. Bu gruba 6 karakterinin G icindeki inertia grubu diyecegiz. Acikca
goriildigi gibi N < I5(0) < G kapsamasi gecerlidir. G = I5(0) esitligini saglayan 6
karakterine G-invaryant adi verilir. Gallagher teoremi, G grubuna genisleyebilen bir 0

indirgenemez karakteri icin 8¢ karakterinin indirgenemez 6geleri ile ilgili bilgi verir.
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Teorem 2.2.3. (Gallagher Teoremi, [18, Sonug¢ 6.17]). N <G ve x € Irr(G) olmak iizere
xn = 0 € Irr(N) olsun. O halde her 8 € Irr(G/N) i¢in By € Irr(G) olur. Ayrica By

karakterleri 0 karakterinin tiim indirgenemez 6geleridir.

N, G grubunun bir normal alt grubu ve 6 € Irr(N) olsun. Irr(G | 6) kiimesi ile N
grubuna kisitladigimizda 6 karakterini bir indirgenemez 68e olarak kabul eden G grubunun
indirgenemez karakterlerinin kiimesini gosterelim. y € Irr(G), 0 karakterinin G grubuna bir

genislemesi olmak iizere

Irr(G|8) ={Bx|B € Irr(G/N)}

olur. Ayrica
Irr(G/N) — Irr(G|0)

B — B

1yi taniml1 6rten ve bire-bir eslesme oldugunu Gallagher teoremi ile sdyleyebiliriz.

Karakter dereceleri ile grup yapisi arasinda onemli bir iligki vardir. Ito ve Thompson

teoremleri bu anlamda karakter teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.2.4. ([18, Teorem 6.9]). G bir grup olsun. Her ) € Irr(G) i¢in x(1) bir p asalinin

kuvveti ise G grubunun bir normal abelyen p-komplementi vardir.

Teorem 2.2.5. (Ito Teoremi, ([18, Teorem 6.15]). A, G grubunun bir normal ve abelyen alt
grubu olsun. O halde her x € Irr(G) i¢in x(1)||G : Al.

Bu teoremlerin ardindan, ¢oziilebilir bir G grubunun normal abelyen p-Sylow alt grubunun
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun c¢d(G) kiimesindeki derecelerin p asal sayist ile aralarinda

asal olmasi gerektigi sonucu goriiliir ([18, Sonug 12.34]).

Teorem 2.2.6. (Thompson Teoremi [18, Sonu¢ 12.2]). p bir asal say1 olmak iizere her

x € Irr1(G) i¢in p|x(1) ise G grubunun bir normal p-komplementi vardir.

Teorem 2.2.7. ([18, Sonug 11.29]). N, G grubunun bir normal alt grubu ve x € Irr(G) olsun.
0 € Irr(N) igin [y, 0] # 0 ise x(1)/0(1) sayst |G : N| indeksini boler.
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Teorem 2.2.8. ([18, Lemma 12.3]). G bir ¢oziilebilir grup olsun. Eger G’, G grubunun biricik
minimal normal alt grubu ise G grubunun lineer olmayan karakter dereceleri bir f sayisina
esit olur ve asagidaki durumlardan bir tanesi saglanir:

(a) G bir p-grubudur, Z(G) devreseldir ve G/Z(G) mertebesi f2 olan bir elemanter abelyen
gruptur.

(b) G bir Frobenius grubudur. G grubunun Frobenius komplementi, mertebesi f olan bir
abelyen gruptur. G grubunun Frobenius cekirdegi ise G’ grubudur ve bu grup elemanter

abelyen p-grubudur.

G bir grup ve x, G grubunun bir karakteri olsun. Her ¢ € G icin ¥(g) = x(g7!) ile
tanimlanan )} fonksiyonu G grubunun bir karakteridir. G grubunun bu ¥ karakterine ¥
karakterinin kompleks eslenik karakteri denir. ¥ karakterinin indirgenemez olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul y karakterinin indirgenemez olmasidir. Karakterlerin ¢carpimi yine bir karakter
oldugundan ¥ karakteri, G grubunun indirgenemez karakterlerinin bir lineer kombinasyonu
olarak yazilabilir. Simdi x (1) > 1 olsun. I¢ ¢arpimin 6zelliklerinden [ 7, 16] =[x, x] = 1
oldugu ve x(1) > 1 oldugu géz 6niine alindiginda xx karakterinin 15 diginda en az bir
indirgenemez 68esi vardir. Bu durumda )} karakterinin birbirinden farkli indirgenemez
ogeleri lg, 0, 00,..., 0 ise

n
X7 =1c+ ) mio,
=1

1
n > 0 ve m; > 0 olacak bicimde bir yazilig vardir. Adan-Bante [1] calismasinda yer alan
Lemma 4.4 ve Lemma 5.1, tezin bulgular kisminda kullanilmaktadir. Bu lemmalar asagida

ispatlartyla birlikte verilmistir.

Lemma 2.2.9. ([1, Lemma 4.4]). G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve x € Irr(G) olsun.
I'={a;|i=1,...,n(x)} kiimesi x} karakterinin esas karakterden farkli indirgenemez
ogelerinin kiimesi ve N <G olsun. O halde yy € Irr(N) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

heri € I igin N & ker(o;) olmasidur.
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Ispat. i¢c carpimin 6zellikleri kullanilarak

v, xn) = [XnZn» IN]
= KlG+ i miai) 71N]
i=1 N

= [1N+ émi(%’)m 1N]

= [Iy,In]+ il mi[(0G)n, 1n]

= 14+ i‘ﬁ mi[(ai)Na IN]

esitligi elde edilir. Buradan [yx, xn] = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
n
Y mil(0)n,1n] =0
i=1

olmasidir. Diger taraftan her i € I icin m; > 0 oldugundan [y, x| = 1 esitliginin saglanmasi
icin gerek ve yeter kosul [(@;)n, Iy] = 0 olmasidir ki bu esitligin saglanmasi i¢in ise gerek
ve yeter kosul N £ ker(c;) olmasidir. Sonug olarak yy € Irr(N) olmast i¢in gerek ve yeter

kosul her i € I i¢in N & ker(o;) olmasidur. O

Lemma 2.2.10. ([1, Lemma 5.1]). G bir sonlu grup ve x € Irr(G) sadik olsun.
I={0; €Irr(G)|i=1,...,n}, xx karakterinin esas karakter digindaki indirgenemez
0gelerinin kiimesi ise .
Z(G) = ﬂker(oc,-)
i=1

olur.

ispat. Isaacs [18] Lemma 2.21 kullanilirsa
n n
ker(xx) = ker(lg)N ( N ker(a,)) = () ker(o)
i=1 i=1

oldugu goriiliir. Ayrica (x%)(g) = x(1)? olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul g € Z() olmasidir
ve buradan ker(xx) = Z(x) elde edilir. }y, G grubunun sadik indirgenemez karakteri
oldugundan Isaacs [18] Lemma 2.27(f) yardimiyla ker(xx) = Z(G) bulunur. O
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2.3. REEL DEGERLI KARAKTERLER VE MONOLITIK KARAKTERLER

Bu boliimde, sonlu bir G grubunun reel degerli karakterleri ve monolitik karakterleriyle ilgili

bilinen baz1 teoremlere yer verilecektir.

Sonlu bir G grubunun indirgenemez karakterleri reel degerli ise G grubuna bir reel grup
denir. Trivial olmayan bir reel grubun mertebesi ¢ifttir. Reel bir grubunun her boliim grubu da
bir reel gruptur. Irrg(G) ile G grubunun reel degerli indirgenemez karakterlerinin kiimesini
gosterecegiz. G grubunun bir x elemanm1 G grubundaki tersi ile eslenik ise bu x elemanina
bir reel eleman denir. G grubunun reel elemanlarindan olusan eglenik eleman sinifina
ise bir reel simif denir. Bir grubun reel degerli karakterlerinin o grubun yapisi iizerinde
belirleyici bir 6zelligi vardir. Ornegin, 1 karakterinin, G grubunun biricik reel degerli
indirgenemez karakteri olmasi igin gerek ve yeter kosul |G| tek olmasidir. Ote yandan G
grubunun mertebesinin tek say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {15} sinifinin G grubunun
biricik reel eslenik eleman sinifi olmasidir. G grubunun bir ) indirgenemez karakterinin
belirledigi det y karakterinin Hom(G,C) i¢indeki mertebesi o(y) ile gosterilir. Bu durumda
|G : ker(dety)| = o(x) oldugundan o(¥ ), G grubunun mertebesini boler. y € Irrg(G) olmasi

durumunda ise o( ), 2 asalin1 boler.

Bir G grubunun biricik minimal normal alt grubu varsa bu gruba monolit denir. y € Irr(G)
olmak iizere G/ker()) grubunun biricik minimal normal alt grubu varsa y indirgenemez
karakterine monolitik karakter denir. Ornegin, tiim basit gruplar monolittir. Bir p-grubunun
monolit olmasi icin gerek ve yeter kosul o grubun merkezinin devresel olmasidir. Ayrica
bir p-grubunun tiim indirgenemez karakterleri monolitik karakterdirler. Bir G grubunun tiim
monolitik karakterlerinin kiimesi Irr,,(G) ile gosterilir. Monolitik karakterler G grubunun

normal alt gruplarim belirlememizi saglar, yani G grubunun her N normal alt grubu i¢in

N = ﬂ ker(x)

xElrrm(G)
N<ker(yx)

yaziligt vardir. Ayrica

Irr(G/N) =Irr(G/N) N Irry,(G)

oldugu da kolayca goriiliir. G grubunun tiim monolitik karakter cekirdeklerinin kesigimi
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1 karakteridir ve tiim lineer olmayan monolitik karakterlerin ¢ekirdeklerinin kesigimi
ise Z(G) tarafindan kapsanir. Bu sebeplerden dolayr G grubunun monolitik karakterleri,
Irr(G) kiimesinin 6nemli bir parcasini olusturmaktadir. Benzer sekilde, cd,,(G) notasyonu
ile G grubunun monolitik karakter dereceleri kiimesini gosterirsek, bu kiime bir cok
ornekte cd(G) ile kiyaslandiginda daha kiigiik bir kiime olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
Ornegin, pi,...,p, birbirinden farkli tek asallar, G; mertebesi 2p; olan dihedral grup
olmak iizere G = G| X ... X G, grubunu ele aldigimizda |cd(G)| =n+1 ve |cdu(G)| =
2 oldugunu goriiriiz. G bir sonlu grup olmak iizere |cd,,(G)| = 1 olmasi igin gerek ve
yeter kosul G grubunun abelyen olmasidir. Ayrica Berkovich [9] ile |cd,,(G)| < 3 ise G
grubunun ¢oziilebilir oldugu bilinmektedir. Yine monolitik karakterler iizerine olan [6]
referansh caligmada aragtirmacilar, cd,, (G)\{1} kiimesindeki dereceler birbirinden farkl: ise
G grubunun ¢oziilebilir oldugunu ve hatta ikinci komiitator grubu olan G” grubunun nilpotent
oldugunu ispatlamiglardir. Goriildiigi gibi cd,,(G) kiimesi G grubunun yapisiyla ilgili bazi

bilgiler vermektedir.

Karakter Teorisi boliimiinde yer verilen Ito-Michler ve Thompson teoremlerinin reel
karakterler i¢in olan versiyonlarm1 bu kisimda anlatacagiz. Ayrica Teorem 2.3.7 ile bu
tinlii teoremlerin G grubunun monolitik karakterleri i¢in de gegerli oldugunu verecegiz.
Oncelikle merbesi ¢ift olan ¢oziilebilir bir grubun, trivial olmayan rasyonel degerli tek

dereceli indirgenemez karakterinin varligiyla ilgili teoremi vererek baslayalim.

Teorem 2.3.1. ([34, Lemma 3.1]). G mertebesi cift olan bir sonlu ¢oziilebilir grup olsun. Bu
durumda G grubunun trivial olmayan rasyonel degerli tek dereceli bir indirgenemez karakteri

vardir.

Ispat. Teoremin ispatim |G| iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. 1 < N <G olsun. G/N
grubunun mertebesi ¢ift olsa timevarim geregi G/N grubunun trivial olmayan rasyonel
degerli tek dereceli bir indirgenemez karakteri var olur. Bu karakter G grubunun da karakteri
oldugundan istenilen elde edilir. Bu durumda G grubunun her N normal alt grubu i¢in G/N
grubunun mertebesinin tek oldugunu varsayabiliriz. Ozel olarak N grubunu, G grubunun
bir minimal normal alt grubu olarak secelim. G mertebesi ¢ift olan bir ¢oziilebilir grup
oldugundan, N elemanter abelyen 2-grubudur. Dolayisiyla Irr(N) = Irrg(N) olur. 1 #
0 € Irr(N) ve T = Ig(0) inertia grubu olsun. |7 : N| tek ve 6, T grubu i¢inde degismez
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oldugundan Isaacs [18] Teorem 6.30 kullanilirsa 8 karakterinin 7 inertia grubuna biricik
rasyonel 0 geniglemesi vardir ve Oy = 6 esitligi saglanir. O halde 0 rasyonel degerli
indirgenemez karakterin tekligi ve Clifford teoremi kullanilirsa (é)G € Irr(G) bulunur.

Ayrica 0 rasyonel degerli ve
(6)°(1)=1G/T|6(1)=|G:T|
tek oldugundan, (é)G rasyonel degerli tek dereceli indirgenemez karakterdir. ]

G bir sonlu grup ve g € G olsun. n bir pozitif tam say1 olmak iizere ¥,(g) = |{k € G | kK" = g}|
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonsiyon, acik¢a goriildiigi gibi G grubunun aym eslenik
eleman sinifina ait olan elemanlar lizerinde ayni1 degeri alir, yani ¢¥,, G iizerinde bir sinif

fonksiyonudur. Dolayisiyla

=Y valX)x  (a(x) eNU{0})
x€lrr(G)

seklinde G grubunun indirgenemez ) karakterlerinin bir lineer toplami olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.3.2. ([10, Teorem 1.1]). G bir sonlu grup olsun. G grubunun tiim reel degerli
indirgenemez karakterleri lineer ise O mertebesi tek olan bir grup ve P € Syl>(G) olmak

tizere G = O x P direkt ¢carpim grubudur.

Ispat. Ispati |G| tizerinden tiimevarim ile yapacagiz. G grubunun mertebesini ¢ift olarak

kabul edebiliriz. ¥, G iizerinde bir simif fonksiyonu oldugundan

%hig)= ) wx()
x€lrr(G)
yazilig1 vardir. V() sayisim inceleyecek olursak Isaacs [18] sayfa 58 den yx reel degilse
va(x) =0, x reel ama reel bir temsilden elde edilemiyorsa v>() = —1 ve son olarak y bir
reel temsilden elde ediliyorsa v, () = 1 oldugu goriiliir. Teoremin hipotezinden G grubunun
tiim reel degerli indirgenemez karakterleri lineer oldugundan lineer olmayan her y karakteri

icin v2(x) = 0 olur. Ayn1 zamanda lineer karakterleri G grubunun birer temsili oldugundan

V={A €Irr(G)|A(1) = 1 ve A reel degerli}
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olmak iizere %(g) = Y A(g) olarak yazilabilir.
AeV

T, G grubunun mertebesi tek olan elemanlarinin dogurdugu alt grubu olsun. A lineer ve reel

oldugundan o(A) = |G : ker(A)| < 2, yani
T < ﬂ{ker(?t) A eV}

ve sonug olarak 7' grubu, reel degerli lineer indirgenemez A karakterlerinin ¢ekirdekleri

tarafindan kapsandigindan her g € T i¢in
ta(g) = [VIA(1) = [V|

olur. Ozel olarak ¢ = 1 almirsa ¢, G grubunun involiisyonlarinin sayis1 olmak iizere

(1) = |V| =t+1 esitligi bulunur.
b mertebesi tek olan bir eleman ve u = b? olmak iizere u, T grubunun bir elemanidir.
S={bt|t?=1vet € Cs(h)}

olarak tamimladigimizda (b7)?> = b?7> = u oldugundan S < {h € G|h?> = u} =: S>(u)
kapsamasi gecerlidir. Simdi S = S, (u) oldugunu gosterelim. x € S (u) olsun. x = x,x3 = X%,
olacak bicimde mertebesi tek olan x, ve mertebesi 2 asalinin bir kuvveti olan x; elemaninin

2 = x2x3 bulunur ve b?

tek tirlii var oldugunu biliyoruz. Bu durumda u = b?> = x
elemaninin mertebesi tek oldugundan x(z) =b* ve x% = 1 olmalidir. xo ve b her ikisi de
tek mertebeli oldugundan xo = b oldugunu bildigimizden x = bxy, x, € Cg(b) ve x5 =1
olur, yani x € S olur. O halde S = S,(u) esitligini yazabiliriz. Ayrica u € T oldugundan
IS2(u)| = |S| =|V|=t+1 elde edilir. Sonu¢ olarak, G grubunun her involiisyonu b ile

komiitatiftir, yani 7 grubunun tiim elemanlariyla da komiitatif olur.

P € Syl,(G) ve z ise Z(P) i¢inde bulunan bir involiisyon olsun. G = TP ve bir 6nceki
paragraftan z involiisyonu 7 ile komiitatif oldugundan z € Z(G) olur. Ag¢ikga goriildiigii gibi

G/(z) grubunun her reel degerli indirgenemez karakteri de lineer oldugundan, tiimevarim
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geregi

G/(z) =P/(z) xH/(z)

olacak bicimde mertebesi tek olan H /(z) < G/(z) vardir. Béylelikle P<G, H IG ve G = PH
bulunur. Diger taraftan |H/(z)| tek ve z merkezde bulunan bir involiisyon oldugundan
H = (z) x O olacak bi¢imde karakteristik bir O alt grubu vardir. Dolayisiyla O <G ve

buradan G = P x O elde edilerek istenilen gosterilir. ]

Not 2.3.3. Bir G grubuna, e8er tiim reel degerli indirgenemez karakterleri lineer ise

Chillag-Mann tipindedir diyecegiz.

Teorem 2.3.4. ([33, Teorem A]). G bir sonlu grup olsun. G grubunun her reel degerli lineer
olmayan indirgenemez ) karakterinin derecesinin ¢ift say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

G grubunun bir normal 2-komplementinin olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki K, G grubunun bir normal 2-komplementi olsun. Bu durumda G
grubunun her reel degerli lineer olmayan indirgenemez karakterinin c¢ift dereceli oldugunu
gosterelim. 2 { x (1) olacak bicimde bir x € Irrr 1 (G) ve oldugunu varsayalim. Teorem 2.2.7
yardimiyla yx = 0 € Irr(K) elde edilir. O halde 6, K grubunun reel degerli tek dereceli
indirgenemez karakteri olur. Diger taraftan |K| tek oldugundan bu grubun biricik reel degerli
indirgenemez karakteri vardir, yani yx = lx olur bu ise ) karakterinin lineer olmamasi
ile celisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir ve G grubunun her reel degerli lineer olmayan

indirgenemez ) karakterinin derecesi cifttir.

Simdi G grubunun reel degerli lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin ¢ift dereceli
oldugunu kabul edip, bir normal 2-komplementi oldugunu gosterelim. P € Syl,(G) ve
A €Irr(P/¢(P)) olsun. P/¢(P) elemanter abelyen 2-grubu oldugundan A bir reel degerli

indirgenemez karakterdir. A ¢ karakteri de reel degerli oldugundan,

AC=A+A+ Y ay(x+7)
XEE
yazilist vardir. Burada A; A9 karakterinin ¢ift dereceli indirgenemez Ggelerinin toplamu,
A; AC Kkarakterinin tek dereceli reel degerli indirgenemez oOgelerinin toplami ve =
ise A karakterinin reel olmayan tek dereceli indirgenemez Ogelerinin kiimesidir.

AG(1)=|G:P|A(1) =|G: P| oldugundan A%(1) tektir ve dolayisiyla dyle x € Irrg(G)
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vardir ki 21 x(1) ve [xp,A] # 0 olur. Teoremin hipotezinden ) (1) = 1 ve buradan yp = A
elde edilir. x reel degerli ve lineer oldugundan o(y) = |G : ker(y)| < 2 oldugu goriiliir. O
halde M = E%(G), G/E*(G) grubunu elemanter abelyen 2-grubu yapan minimal normal alt

grup olmak iizere M < ker() ve buradan
MNP <ker(x) NP =ker(xp) = ker(A)

elde edilir. Yapilan iglemler herhangi bir A € Irr(P/¢(P)) igin tekrarlandiginda
MNP < ¢(P) bulunur. Ayrica ¢(P), P/d(P) grubunu elemanter abelyen yapan minimal
normal alt grup oldugundan ¢ (P) < M N P kapsamasi gecerlidir, yani M NP = ¢ (P) oldugu
goriiliir. Isaacs [18] Problem 6.20 yardimiyla

1=0%P)=0*(G)NP

sonucuna ulagilir. Buradan O?(G), G grubunun bir normal 2-komplementidir ve istenilen

elde edilmis olur. 0

Bu tezde coziilebilir gruplarla calistigimiz icin [13] Teorem A ile verilen Onermeyi G

grubunun bir ¢oziilebilir grup olmasi durumu i¢in vermemiz yeterli olacaktir.

Teorem 2.3.5. ([13, Teorem A]). G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve P € Syl>(G) olmak iizere
G grubunun tiim reel degerli indirgenemez karakter derecelerinin tek olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul P <G ve P grubunun Chillag-Mann tipinde olmasidir.

Ispat. Oncelikle G grubunun Chillag-Mann tipinde bir normal p-Sylow alt grubunun
oldugunu varsayalim ve bu Sylow alt grubuna P diyelim. y € Irrg(G) i¢in 21 x(1) oldugunu
ispatlayalim. 6, yp karakterinin bir indirgenemez 0gesi olsun. [13] Lemma 4.1 ile xp
karakterinin tiim indirgenemez dgeleri reel degerli oldugundan 6 € Irrg (P) olur. Ote yandan
P grubu Chillag-Mann tipinde oldugundan 0 reel degerli karakteri lineerdir. Buradan Toerem
2.2.7 kullanilirsa

2 =20lG: 7

ve buradan y (1) tek oldugu elde edilip istenilen gosterilir.

Simdi kabul edelim ki Irrg(G) kiimesi igindeki her karakterin derecesi tek olsun ve |G|
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tizerinden tiimevarim ile P < G oldugunu gosterelim. N, G grubunun trivial olmayan bir
normal alt grubu olsun. Irrr(G/N) C Irrg(G) oldugundan, G/N teoremin hipotezini saglar
ve tiimevarim gere8i PN/N < G/N Chillag-Mann tipindedir. 6 € Irrg(PN) olsun. [13]
Lemma 4.1 yardimyla bir y € Irrg(G | 6) vardir. x(1) tek oldugundan, Frobenius karsithgi
ve Clifford teoremi kullanilirsa 6(1) | x (1), yani 0 reel degerli karakterinin derecesinin de
tek oldugu goriiliir. Bu ise Irrg(PN) kiimesindeki karakterlerin derecelerinin tek oldugunu
sOyler. Diger taraftan eger PN < G olsa PN tiimevarim hipotezini sagladigindan P < PN ve
P bir karakteristik alt grup oldugundan P < G elde edilir. Dolayisiyla her 1 < N <G i¢in
G = PN yazabilir ve tiimevarim geregi P # 1 ve P 4 G olarak alabiliriz.

M; ve M,, G grubunun birbirinden farkli iki minimal normal alt grubu olsa hipotezden
G/M; x G/M, grubunun 2-Sylow alt grubu normal olacagindan G grubunun da 2-Sylow
alt grubu normal olur. O halde G grubunun biricik M minimal normal alt grubu vardir
ve G ¢oziilebilir oldugundan M elemanter abelyen g-grubudur. Dikkat edilirse 2{ |M| olsa
G = MP = P ¢eligkisine varilir. O halde g # 2 ve G = M x P yazilis1 var olur.

M <G oldugundan Cp(M) <G ve M biricik minimal normal alt grubu oldugundan Cp(M) = 1
bulunur. Bu durumda P, M minimal normal alt grup iizerine trivial olmayan etki eder.
1 # x € P involiisyonunu segelim. Farz edelim ki x, Irr(M) kiimesinin tiim elemanlarini sabit
biraksin. Isaacs [18] Teorem 6.32 ile x, M grubunun tiim eslenik elemanlarini da sabit birakur.
Ayrica (|M|,0(x)) = 1 oldugundan Isaacs [20] Teorem 4.34, M = Cp({x)) x [M,x] oldugunu
gosterir. x, M grubunun tiim elemanlarmni sabitlediginden M < Cy((x)) ve boylelikle
[M,x] =1, yani x € Cp(M) = 1 ¢eliskisi bulunur. O zaman x elemani M grubunun bazi
indirgenemez karakterlerini sabitlemez sonucuna varilir. Dolayistyla bir A € Irr(M)\{1} ve
x € Pigin 1 #v =A"'A%, yani v* = V olur. Simdi T = I5(Vv), v karakterinin G icindeki
inertia grubu olsun. (|7 : M|,|M|) = 1 ve v, T-invaryant oldugundan Isaacs [18] Sonug
6.28 ile verilen kosullar saglanir, yani v karakterinin 7" grubuna bir kanonik genislemesi
olan m biriciktir ve o(v) = o(n) esitligini gergekler. Diger yandan " karakteri de v
karakterinin 7" grubuna olan bir kanonik genislemesidir ve 1 karakteri bu kosulu saglayan

biricik genisleme oldugundan 7" = 1) esitligi saglanir. Clifford teoreminden n¢ = x olacak
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bicimde x € Irr(G) vardir ve
xG
nT P

VN

AN

1
seklinde bir diyagram elde ederiz. Dikkat edilirse 1 karakterinin G grubuna yiikseltmekle
elde edilen karakter, bir eslenigi olan * karakterini yiikseltmek aymidir, yani n¢ = (n*)¢

esitligi vardir. O halde

olur ki bu ise x € Irrg(G) oldugunu bulmamizi saglar. Ote yandan kabuliimiizden y (1) tek

oldugundan

n¢(1)=1G:TIn(1) = x(1)

ve buradan |G : T| tektir. Buise G = T olmasi ile miimkiin olur ki v karakterinin G-invaryant
oldugu sonucunu elde ederiz. Boylece Vv = v* = v ve kolayca goriildigii gibi v € Irrg(M)

saglanir. Halbuki mertebesi tek olan M grubunun reel degerli biricik indirgenemez karakteri

17 oldugundan 13 = v # 1) celiskisi elde edilir ki bu ¢eligki ile ispat tamamlanur. [
Not 23.6. G(p) = [ ker(x) ve G(p')= () ker(y) olarak tanimlansin.
x<lrr(G) x<lrr(G)
plx(1) pix(1)

Berkovich ve Zhmud [8] referanshi calismada sirasiyla Teorem 14.27(c) ile Not 25.2
kullanilirsa G(p) grubunun bir normal p-Sylow alt grubunun oldugu ve G(p’) grubunun

da normal p-komplemente sahip bir ¢oziilebilir grup oldugu goriiliir.

G(p) ve G(p') gruplarinin 6zelliklerini asagidaki teoremi ispatlarken kullanacagiz.

Teorem 2.3.7. ([8, Onerme 30.18]). G bir sonlu grup ve p, G grubunun mertebesini bolen
bir asal say1 olsun.

(a) Eger G grubunun her lineer olmayan monolotik ) karakteri i¢cin p| x (1) ise G grubunun
bir normal p-komplementi vardir ve bu grup coziilebilirdir.

(b) G grubunun her )y monolitik karakteri i¢in p 1 x(1) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G

grubunun bir abelyen normal p-Sylow alt grubunun olmasidir.
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Ispat. G grubu, (a) ve (b) hipotezlerini saglayan minimal mertebeli aksi 6rnek olsun.
Teoremin kosullar1 G grubunun bolim gruplart icin de gegerli oldugundan, G grubunun
biricik minimal normal alt grubu vardir. Aksi halde N; ve N,, G grubunun birbirinden
farkli minimal normal alt gruplari olsa @ : G — G/N;| x G/N, kanonik homomorfisini
diisiiniirsek G, bu direkt carpim grubunun bir alt grubuna izomorf olur. Dolayisiyla G
grubu teoremi gercekler. Bu biricik minimal normal alt gruba N diyelim. N grubunu
cekirdeginde icermeyen indirgenemez karakterler sadik olmak zorundadir. Dolayisiyla bu

sadik indirgenemez karakterler monolitiktir, yani
Y =1rr(G) —Irr(G/N) C Irrm(G)

kapsamasi gegerlidir. O halde her } € Y igin p|x(1) ve teoremin kabuliinden N < G(p/)
oldugundan Not 2.3.6 kullanilirsa N grubunun ¢oziilebilir oldugu elde edilir. Tiimevarim
geregi G/N ¢oziilebilir oldugundan, G de ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla N elemanter abelyen
p-grubudur. Kabul edelim ki P € Syl,(G) olmak tizere N < ¢(P) olsun. Tiimevarim
geregi G/N grubunun bir normal p-komplementi vardir ve [8] referansh kaynakta Lemma
14.1(a) yardimiyla N < ¢(G) oldugundan G grubunun da bir normal p-komplementi vardir.
Dolayisiyla N £ ¢ (P) olarak kabul edebiliriz, yani bir A € Lin(P) i¢in N % ker(A ) olur. Diger
yandan p { 29(1) oldugundan, p { x(1) olacak bi¢cimde A karakterinin bir y indirgenemez
ogesi vardir. N < ker () olsa

N <ker(y)NP=ker(yp) < ker(L)

celiskisi elde edileceginden, N £ ker()) kabul edebiliriz. Bununla birlikte N biricik minimal
normal alt grup oldugundan ) karakteri sadiktir, yani monolitiktir. Bu ise G grubunun
monolitik karakter derecelerinin p ile boliinmesi ile celisir. Son celiski ile (a) sikki

ispatlanmis olur.

Simdi (b) sikkinin ispatin1 yapalim. G grubunun her )y monolitik karakteri icin p{ (1) olsun.
Oncelikle G grubunun bir normal p-Sylow alt grubunun oldugunu gostermekle baslayalim.
Yine Y =Irr(G)—Irr(G/N) C Irr,(G) olmak iizere teoremin hipotezinden, G grubunun her

monolitik karakter derecesi p ile boliinmediginden, dereceleri p ile boliintinen indirgenemez
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karakterler N grubunu cekirdeginde icerir, yani N < G(p) saglamr. Not 2.3.6 yardimiyla
G(p) grubunun bir normal p-Sylow alt grubu oldugundan, N grubunun da bir normal
p-Sylow alt grubu vardir. Timevarim geregi G/N de bir normal p-Sylow alt gruba sahip
oldugundan, N bir p’-grubu olur. P € Syl,(G) olmak iizere tiimevarim geregi PN /N <G /N
oldugundan PN <G elde edilir. Simdi L/N, G/N grubunun minimal normal p-alt grubu
olsun. N biricik minimal normal alt grup ve LN P € Syl,(L) oldugundan LN P {4 L.
Buradan Ito teoreminden p|A(1) olacak bigimde A € Irr((L) vardir. )y, AC karakterinin
bir indirgenemez 6gesi olmak iizere A(1), x (1) derecesini boldiigiinden p|x(1), yani x
karakterinin monolitik olmadig elde edilir. Bununla birlikte A € Irr()z) oldugu goz oniine
alinirsa N < ker (1) < ker(A) < Lkapsamas1 goriiliir ve L/N bir abelyen p-grup oldugundan
A ise lineer olmalidir ki bu ise A karakterinin sec¢imi ile celisir. Bu son ¢eligki ile P <G

oldugu goriiliir.

Geriye ise P grubunun abelyen oldugunu gostermek kalir. Bunun i¢in P grubunun abelyen
olmadigim kabul edip bir Onceki paragrafta yapilanlar tekrar edilirse N grubunun bir
p-grubu ve N < P kapsamasinin gecerli oldugu elde edilir. Tiimevarimdan P/N abelyendir.
A € Irry(P) olmak iizere p|A(1) ve N % ker(A) olur. AC karakterinin bir x indirgenemez
ogesini alirsak Clifford teoreminden A (1)|x (1) ve dolayisiyla p|x (1) olur, yani ¥ monolitik
degildir. Buradan N < ker(y) ile birlikte N < PNker(x) < ker(A) ve bu kapsama ile
A(1) =1 geliskisi elde edilir. Boylelikle P grubunun abelyen ve normal oldugunu gostermis

oluruz.

Tersine G grubunun bir abelyen normal p-Sylow alt grubu var olsun. Isaacs [18] Sonug 12.34
ile p asali G grubunun indirgenemez karakter derecelerini bolmez ve dolayisityla monolitik

karakter dereceleri de bolmez ve (b) sikkini ispati tamamlanmis olur. ]
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2.4. TAKETA ESITSIZLiGi

Bu boliimde, Taketa probleminin ¢ikis noktast olan M-gruplan ile ilgili bazi bilgiler

verdikten sonra bu problemle ilgili literatiirde yer alan bazi teoremleri anlatacagiz.

%, G grubunun bir karakteri olsun. ¥ = A% olacak bi¢cimde H < G ve A € Lin(H) varsa x
karakterine bir monomial karakter denir. Ayrica her indirgenemez ) karakteri monomial olan
G grubuna bir M-grubu denir. Ornegin, nilpotent ve siiper¢oziilebilir gruplar M-grubudur.
S4 simetrik grubu ise siiper¢oziilebilir olmayan bir M-grubu 6rnegidir. Diger yandan bir
M-grubunun her boliim grubu da M-grubu olurken, alt gruplart i¢in ayni durum gecerli
olmak zorunda degildir. Ancak Dornhoff [14] makalesinde M-gruplarinin normal Hall alt
gruplarinin da M-grubu oldugunu gostermis ve bu durumun tiim normal alt gruplar i¢in
de gecerli oldugunu iddia etmistir. Daha sonra, bir M-grubunun normal alt gruplarinin
M-grubu olmasi gerekmedigini birbirinden bagimsiz olarak Dade [12] ve Wall [36] referansh
calismasinda ispatlamigdir. Ayrica Huppert [17] Teorem 18.10 ile ¢oziilebilir bir grubun, bir

M-grubunun i¢ine yatirilabilecegini, yani bir M-grubunun alt grubu oldugunu gorebiliriz.

Simdi verecegimiz teorem ve sonrasindaki sonu¢ K. Taketa’ya aittir.

Teorem 2.4.1. ([18, Teorem 5.12]). G bir M-grup ve 1 = f1 < fH < ... < fr ise G
grubunun birbirinden farkli indirgenemez karakter dereceleri olsun. Bu durumda, y € Irr(G)

ve x(1) = f; i¢in G < ker(y) olur. Burada G, G grubunun i-inci komiitat6r grubudur.

Ispat. Eger i = 1 ise x lineer oldugundan G\ < ker(y) olur ve istenilen elde edilir.
O halde i > 1 kabul edelim ve ispatin devamini i iizerinden tiimevarim ile yapalim.
x €1rr(G) ve x(1) = fi olsun ve y ise y(1) < x(1) kosulunu saglayan G grubunun bir
indirgenemez karakteri olsun. Dolayisiyla y(1) = f; ve j < i olur ve tiimevarim geregi
G~ < GU) < ker(y) olmalidir. G bir M-grup oldugundan tammi geregi y = 6 olacak
bigimde K < G ve 0 € Lin(K) vardir. [(1)%, 16] = [1k,1¢] = 1 ve buradan (1x)%, G
grubunun indirgenemez karakteri olmadig1 goriiliir. (1x )% karakterinin her bir indirgenemez
Yy 6g8esi icin

w(1) < (1x)9(1) =[G : K] = 69(1) = (1)
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oldugundan G- < ker(y) olur. O halde Isaacs [18] Lemma 5.11 yardimiyla

GV < ker((1x)%) = () (ker(1x))* = (K <K

xeG xeG

bulunur. Dolayisiyla G < K’ < ker(8) ve GY) <1 G oldugundan

G < () (ker(6))" = ker(6°) = ker()

x€G
ile ispat tamamlanr. O]

Sonuc¢ 2.4.2. ([18, Sonuc 5.13]). G bir M-grup olsun. O halde G grubu ¢oziilebilirdir.

Yukaridaki teoremin ispati incelendiginde G bir M-grubu iken k = |cd(G)|, x € Irr(G) ve
x(1) = fi olmak iizere G® < G < ker(y) oldugu gériiliir. Dolayisiyla

W< (N ker(x)=1
x€lrr(G)
bulunur. Sonug olarak G bir M-grup iken G grubunun tiirev uzunlugunun en fazla birbirinden
farkli indirgenemez karakter derecelerinin sayist olan k olabilecegi agik¢a goriilmektedir.
Isaacs ve Seitz ise bu durumun herhangi bir ¢oziilebilir G grubu i¢in de dogru olabilecegini
iddia etmiglerdir. M grubu olmayan bir ¢oziilebilir grup 6rnegi SL(2,3) grubudur. Ciinkii
SL(2,3) grubunun 3 tane derecesi 2 olan indirgenemez karakteri vardir ama SL(2, 3) i¢indeki

indeksi 2 olan bir alt grubu yoktur.

N <G ve x € Irr(G) olsun. ¢© = x ve @y € Irr(N) olacak bigcimde N < H < G kapsamasini
saglayan H alt grubu ve ¢ € Irr(H ) karakteri varsa j karakterine N grubuna gore goreceli bir
M -karakter denir. Bu kosullar G grubunun her indirgenemez j karakteri i¢cin gercekleniyorsa
G grubuna N grubuna gore goreceli M-grup denir. Her M-grup aym zamanda {15} grubuna
gore goreceli M-gruptur. Ayrica G, N grubuna gore goreceli M-grup ve G/N bir M-grup
iken G grubunun M-grup olmasi gerekmez. Bu duruma O6rnek olarak yine G = SL(2,3)
ve N = Z(G) alirsak G/N = A4 bir M-grup ama yukarida da bahsedildigi gibi SL(2,3) bir
M-grup degildir. Asagidaki teoremle goreceli bir M-grubunun ayni zamanda M-grup olmasi

icin yeterli bir kosulu verelim.
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Teorem 2.4.3. ([18, Teorem 6.23]). G bir ¢oziilebilir grup, N <G ve N grubunun tiim
Sylow alt gruplar1 abelyen olsun. Eger G grubu N grubuna gore goreceli M-grup ise G bir
M-grubudur.

Bu boliimiin devaminda bazi ozelliklere sahip ¢oziilebilir gruplarin Taketa esitsizligini
sagladig1 ve bu esitsizligi saglamayan minimal mertebeli bir ¢oziilebilir grup varsa bu aksi
ornegin hangi yapisal ozelliklere sahip olmas1 gerektigi incelenmistir. Bu bilgiler, bulgular

kisminda yer verilen sonuclarin ispatlarinda dnemli birer ara¢ olacaktir.

Teorem 2.4.4. ([37, Teorem 2.2]). G bir grup olsun. Eger G grubunun bir normal

2-komplementi varsa G ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi gerceklenir.

Ispat. N <AG ve N, G grubunun bir normal 2-komplementi olsun. |N| tek ve G/N bir
2-grubudur. O halde N ve G/N ¢oziilebilir oldugundan G de ¢oziilebilirdir. Mertebesi tek
olan gruplar Berger [5] ile Taketa esitsizligini sagladigindan |G| ¢ift olarak kabul edebiliriz.
N/N' abelyen ve G/N bir 2-grubu oldugundan Teorem 2.4.3 ile G/N’ bir M-grubu olur,
yani dI(G/N') < |cd(G/N")| saglanir. Diger taraftan N, G grubunun bir normal Hall alt
grubu oldugundan cd (N) kiimesindeki elemanlar cd(G) kiimesinin elemanlarinin 2/-kismidir
ve Teorem 2.2.5 ile ¢d(G/N’) kiimesinin her elemani |G : N| indeksini boler. Bu ise

lcd(G/N")|+|cd(N)| — 1 < |cd(G)| esitsizligini verir. O halde
dl(G) <dI(G/N)+dI(N") <dI(G/N")+dI(N) —1 < |cd(G/N")|+|cd(N)| — 1 < |cd(G)|

ile ispat tamamlanr. ]

Onerme 2.4.5. ([37, Onerme 2.7]). (H), ¢oziilebilir bir grubun boliim gruplarina gecebilen
bir hipotez ve A ise (H) hipotezini saglayan tiim ¢o6ziilebilir gruplarin bir kiimesi olsun.
Kabul edelim ki A kiimesinde Taketa esitsizligini saglamayan bir minimal mertebeli G grubu
var olsun. O halde asagidakiler saglanir:

(a) G grubunun biricik minimal normal alt grubu vardir.

(b) M, G grubunun minimal normal alt grubu olmak iizere cd(G/M) = cd(G) esitligi
gerceklenir.

(c) p bir asal say1 olmak iizere F(G) bir p-grubudur.
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Ispat. Kabul edelim ki M ve M, G grubunun birbirinden farkli minimal normal alt gruplar
olsun. Bu durumda M "M, = 1 oldugundan G grubu, G/M; x G/M, direkt carpim grubunun
bir alt grubuna izomorftur. Diger taraftan G/M; ve G/M, gruplart Taketa esitsizligini

sagladigindan,
dl(G) < max{dl(G/M,),dl(G/M))} < max{|cd(G/M))|,|cd(G/M))|} < |cd(G)|

olur ve teoremin hipotezini saglayan G grubunun biricik M minimal normal alt grubu
oldugu elde edilir. G ¢oziilebilir oldugundan bir p asal sayist icin M elemanter abelyen
p-grubudur ve dolayisiyla F(G) bir p-grubu olur. Boylelikle (a) ve (c) siklarinin ispati
tamamlanir. ¢d(G/M) C ¢d(G) oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki c¢d(G/M) C cd(G)
olsun. dI(G/M) < |cd(G/M)| ve M abelyen oldugundan,

dl(G) < dI(G/M) +dI(M) < |cd(G/M)|+1 < |cd(G)| — 141 = |cd(G)|

ile (b) sikk1 ispatlanmis olur. 0

Lemma 2.4.6. ([4, Lemma 2.1]). G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger cd(G) kiimesinin

elemanlar1 p asalinin bir kuvveti ise G bir M-grubudur ve dI(G) < |cd(G)| olur.

Ispat. Teorem 2.2.4 kullanilirsa G grubunun bir normal abelyen p-komplementi oldugu
goriilir. N, G grubunun bir normal abelyen p-komplementi olsun. N ve G/N ¢oziilebilir
oldugundan G grubu da ¢oziilebilirdir. G/N bir p-grubu oldugundan nilpotenttir ve Isaacs
[18] Teorem 6.22 kullanilirsa G grubunun N grubuna gore goreceli bir M-grup oldugu elde
edilir. Ote yandan N abelyen ve G, N grubuna gore goreceli bir M-grup oldugundan Teorem

2.4.3 e gore G bir M-grubudur ve boylelikle G, Taketa esitsizligini saglar. ]

Teorem 2.4.7. ([4, Teorem 1]). G bir grup olmak {izere eger G grubunun lineer olmayan

indirgenemez karakter dereceleri ¢ift say1 ise G ¢oziilebilirdir ve Taketa esitsizligini saglar.

Ispat. Her x € Irr(G) icin 2|x(1) oldugundan Teorem 2.2.6 kullanilirsa G grubunun
bir normal 2-komplementi oldugu goriilir. Bu komplemente H diyelim. G/H, bir
2-grubu oldugundan ¢oziilebilirdir ve H mertebesi tek oldugundan odd order teoreminden

¢oziilebilirdir ve dolayisiyla G grubu da ¢oziilebilirdir. 8 € Irr(H) ve [y, 0] # 0 olsun.
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Teorem 2.2.7 ile % ‘ |G : H| ve H, G grubunun bir normal 2-komplementi oldugundan
cd(H) ={ay |a € cd(G)}

elde edilir. Diger taraftan H/H' < G/H' ve H/H' abelyen oldugundan Teorem 2.2.5 ile

cd(G/H'") kiimesindeki dereceler 2 asalinin bir kuvveti bigcimindedir. Dolayisiyla
led(H) —{1}| < |[{a € cd(G)|a #2",m € N}| < |cd(G)| — |cd(G/H')|

olup, buradan

lcd(H)| +|ed(G/H")| < |cd(G)| +1

bulunur. Lemma 2.4.6 yardimiyla dI(G/H') < |cd(G/H')| olur ve boylelikle
dl(G)+1<dI(H)+dl(G/H") < |cd(H)|+ |cd(G/H)| < |cd(G)| + 1

ve buradan dI(G) < |cd(G)| esitsizliginin saglandig1 goriiliir. O

Teorem 2.4.8. ([4, Teorem 2]). G grubunun indirgenemez karakter dereceleri tek say1 ise G

¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi saglanir.

Ispat. G grubunun indirgenemez karakter dereceleri tek ise Teorem 2.2.5 yardimiyla
P € Syl;(G) abelyen ve P <G olur. P ve G/P ¢oziilebilir oldugundan G c¢oziilebilirdir.
Simdi n, G grubunun birbirinden farkli indirgenemez karakter derecelerinin sayis1 olsun.
Eger P = 1 ise |G| tektir ve Berger [5] ¢alismasindan dI(G) < |cd(G)| olur. O halde P > 1
kabul edebiliriz ve tekrar Berger [5] ¢alismasindan d/(G/P) < |cd(G/P)| < n elde edilir.
Diger taraftan ¢ : G — G/P kanonik homomorfisini diistiniirsek, d/(G/P) = m olmak tizere
Gm) < P olur ve buradan ise m < n oldugundan G < P bulunur.

Simdi N = Oy(G) olsun ve ispati |G| iizerinden tiimevarim ile yapalim. Kabul edelim
ki N > 1 olsun. O halde G/N grubunun karakter derecelerinin sayisi n veya daha kiigiik
oldugundan dI(G/N) < |cd(G/N)| < n ve tiimevarim hipotezi geregi G") < N kapsamas1
gecerlidir. Buradan ise G < NN P = 1 ve dolayisiyla dI(G) < n = |cd(G)| esitsizligi
bulunur. Simdi N = 1 kabul edebiliriz. O halde P, G grubunun Fitting alt grubudur.
x(1) = max(cd(G)) olmak iizere, Isaacs [18] Teorem 12.19 ve Sonu¢ 12.20 yardimiyla

ker() nilpotent ve ker()) < P oldugu goriiliir. Buradan G/P grubunun en fazla n — 1 tane
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birbirinden farkli indirgenemez karakter derecesi vardir ve
dl(G) <dI(G/P)+dI(P) <|cd(G/P)|+1 < |cd(G)| — 141 = |cd(G)|

esitsizligi ile istenen elde edilir. [

Berger, [5] calismasinda mertebesi tek olan tiim gruplarin Taketa esitsizligini sagladigin
gostermistir. Teorem 2.4.8 ile Aziziheris ve Lewis indirgenemez karakter dereceleri tek olan
gruplarin Taketa esitsizligini sagladigimi gostererek, Berger’in [5] calismasinin bir genel

halini elde etmislerdir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Sonlu ¢o6ziilebilir gruplar icin acgik bir problem olan Taketa problemi ile ilgili giiniimiize
kadar bir ¢cok ¢alisma yapilmis ve tezimizin giris kisminda da belirlitildigi gibi arastirmacilar
cesitli ispat teknikleriyle problemin ¢oziimiine yonelik katki saglamiglardir. Bu ¢alismada
da ¢oziilebilir bir grubun bazi Ozelliklere sahip reel degerli indirgenemez karakterleri
veya monolitik karakterlerinden yararlanarak Isaacs-Seitz sanisi, yani Taketa problemi
izerine baz1 bulgular elde edilmistir. Bu monolitik ve reel karakterlerin varlig1 ve birtakim
ozellikleriyle ilgili teoremler referanslariyla birlikte verilmis olup, bulgular boliimiindeki

ispatlarimizda bu teoremler yeri geldiginde kullanilmigtir.

Bulgular elde edilirken kullanilan tekniklerden birisi olmayana ergi metodudur,
yani teoremin yanlis oldugunu varsayarak elde edilen celigkiyle teoremin dogrulugu
ispatlanmistir. Bu metod kullanilirken teoremin hipotezini saglayan ancak Taketa esitsizligini
saglamayan en kii¢iik mertebeli bir G grubunun varligi kabul edilmistir. Sonra G grubunun

yapisi incelenerek c¢eliski elde etmek suretiyle teoremin dogrulugu ispat edilmistir.

Kullanilan ispat yontemlerinden bir digeri ise tiimevarim yontemidir. Bulgular kisminda
yer verilen bazi teoremlerin ispatlari, sonlu G grubunun mertebesi iizerinden tiimevarim ile
yapilmistir, yani mertebesi G grubunun mertebesinden kiiciik olan ve teoremin hipotezini

saglayan gruplar i¢in teorem dogru kabul edilip, G grubu i¢in de dogrulugu gosterilmistir.

Elde edilen sonuclar icin kaynaklar kisminda yer verilen kitaplardan ve makalelerden

faydalanilirken, tezin yazimi icin ise LaTeX programi kullanilmistir.
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4. BULGULAR

4.1. REEL KARAKTERLER, MONOLITIK KARAKTERLER VE TAKETA
ESITSIZLIGI
Giris boliimiinde bahsedildigi gibi Taketa problemi yaklagik 50 yildir bazi 6zel durumlar
hari¢ ¢oziimiine ulagilamamig bir problemdir. Bu bolimde bazi 6zelliklere sahip sonlu
coziilebilir gruplarin Taketa esitsizligini sagladigini gdsteren teoremleri verecegiz. Her sonlu
coziilebilir grup, monolitik karakterlere ve reel degerli indirgenemez karakterlere sahiptir. Bu
karakterlerin varlig1 bu boliimde yer verilen teoremlerin ispatlarinda siklikla kullanilacaktir.
Bu boliimde G bir sonlu grubu, 1171 (G) ve Irr,, 1 (G) ise sirastyla G grubunun lineer olmayan
indirgenemez karakterlerinin kiimesini ve lineer olmayan monolitik karakterlerinin kiimesini

gosterecektir.

Teorem 4.1.1. ([11]). G grubunun 2-Sylow alt grubu normal ise G c¢ozilebilirdir ve
dl(G) < |cd(G)| esitsizligini saglar.

Ispat. P € Syl,(G) olsun. G/P boliim grubu ve P grubu ¢oziilebilir oldugundan, G grubu
da ¢oziilebilirdir. Simdi bu grubun Taketa esitsizligini sagladigin1 gosterelim. Eger P = 1
ise G grubunun mertebesi tek olur ve Berger [5] ile G grubu Taketa esitsizligini saglar.
O halde P # 1 olarak kabul edebiliriz. P/P’, G/P' grubunun normal ve abelyen alt grubu
oldugundan Teorem 2.2.5 ile G/P’ grubunun her indirgenemez karakterinin derecesi |G : P|
sayisini boler ve buradan cd(G/P’) kiimesindeki karakter derecelerinin tek say1 oldugu elde
edilir. Ayrica Teorem 2.4.8 kullamlirsa d/(G/P') < |cd(G/P")| oldugu gériiliir. Ote yandan P
bir 2-grubu oldugundan, her ) € Irr(G) tek dereceli karakteri i¢in )p karakteri, P grubunun

lineer karakterlerinin bir toplamidir. Dolayisiyla y € Irr(G/P’) olur. Sonug olarak
Irr(G/P") = {x € Irr(G) | x(1) tek dereceli}

oldugu goriiliir. P € Syl;(G), G grubunun bir normal alt grubu oldugundan, Teorem 2.2.7 ile

cd(P) = {x(1),|x(1) € cd(G)}
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olur ve buradan

lcd(P)|—1 < |{x(1) € cd(G) | x(1)¢ift dereceli}|

esitsizligi bulunur. Bu durumda

lcd(P)|+|ed(G/P)| =1 < [{x(1) € cd(G) | x(1)ift}[ + {2 (1) € cd(G) [ x(1) tek}|

= |cd(G)|

oldugu goriiliir. dI(P) < |cd(P)| ve dI(G/P") < |cd(G/P")| oldugundan
dl(G) <dI(P)+dI(G/P)—1< |cd(P)|+|cd(G/P)| — 1 < |cd(G)|
bulunur ve istenilen gosterilmis olur. [

Teorem 2.4.8 ile tiim indirgenemez karakter dereceleri tek sayi olan gruplarin Taketa
esitsizligini sagladig1 goriilmektedir. G grubunun tiim karakter derecelerinin tek olmasi igin
gerek ve yeter kosul 2-Sylow alt grubun normal ve abelyen olmasidir ([18, Sonug¢ 12.34]).
Halbuki Teorem 4.1.1, G grubunun Taketa esitsizligini saglamasi i¢in 2-Sylow alt grubunun
abelyen olmasina gerek olmadigini, normal olmasinin yeterli oldugunu gosterir. Bununla

Teorem 2.4.8 hipotezinin bir genel hali de elde edilmis olur.

Teorem 4.1.2. ([11]). Kabul edelim ki G grubu asagidakilerden birini saglasin.
(a) G grubunun tiim monolitik karakter dereceleri tek say1 olsun.

(b) G grubunun her x € Irr,, 1(G) igin (1) ¢ift say1 olsun.

O halde G grubu ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi gergeklenir.

Ispat. G grubunun her monolitik karakter derecesinin tek oldugunu kabul edelim. Teorem
2.3.7(b) ile G grubunun 2-Sylow alt grubunun normal oldugu bulunur ve Teorem 4.1.1
kullanilirsa G grubunun ¢oziilebilir oldugu ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi elde edilir. O halde
simdi G grubunun her lineer olmayan monolitik karakter derecesinin ¢ift oldugunu, yani (b)
sikkini gerceklendigini varsayalim. G grubunun lineer olmayan monolitik karakter dereceleri
2 ile boliindiigiinden Teorem 2.3.7(a) kullanilirsa G grubunun bir normal 2-komplementinin
oldugu goriiliir. Dolayisiyla Teorem 2.4.4 ile G, Taketa esitsizligini saglayan bir ¢oziilebilir

gruptur. [
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Teorem 4.1.3. ([11]). G, asagidakilerden birini saglayan bir grup olsun.

(a) G grubunun tiim reel degerli indirgenemez karakter dereceleri tek say1 olsun.

(b) G grubunun her lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakter derecesi ¢ift say1
olsun.

O halde G grubu ¢oziilebilirdir ve di(G) < |cd(G)| esitsizligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki G grubu (a) sikkim saglasin ve P € Syl,(G) olsun. G grubunun reel
degerli indirgenemez karakterleri dereceleri tek say1 oldugundan Teorem 2.3.5 gerceklenir
ve P <G oldugu goriiliir. Dolayisiyla Teorem 4.1.1 ile G ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)|
olur. Simdi varsayalim ki G grubunun lineer olmayan reel degerli karakter dereceleri cift
olsun, yani teoremin (b) sikki saglansin. Bu durumda Teorem 2.3.4 ile G grubunun bir
normal 2-komplementi vardir. Teorem 2.4.4 kullanilirsa G grubunun ¢oziilebilir oldugu ve

dl(G) < |cd(G)] esitsizligi elde edilir. O

Aziziheris ve Lewis [4] referansh ¢alismalarinda, Teorem 1 ile lineer olmayan indirgenemez
karakter dereceleri cift olan G grubunun Taketa esitsizligini sagladigini, Teorem 2 ile ise tim
indirgenemez karakter dereceleri tek say1 olan G grubunun Taketa esitsizligini sagladigini
gostermislerdir. Teorem 4.1.2 (ya da Teorem 4.1.3) ile [4] referansli calismada verilen

Teorem 1 ve Teorem 2 genellestirilmisgtir.

Bir sonlu grubun reel degerli indirgenemez karakterleri iizerine yapilan calismalarin
bazilarinda, bu reel degerli indirgenemez karakterlerin sayisina gore o grubun bazi 6zellikleri
verilmistir. Bu 6zelliklerden yararlanarak, bir grubun reel degerli indirgenemez karakterleri

ve Taketa esitsizligiyle ilgili elde ettigimiz bir sonug¢ asagidaki gibidir:

Sonu¢ 4.1.4. G bir grup ve |[Irrg(G)| < 3 olsun. Bu durumda G ¢oziilebilirdir ve
dl(G) < |cd(G)]| esitsizligi saglanir.

Ispat. |Irrg(G)| = 1 olsun. Bu durumda G grubunun bir tane reel degerli indirgenemez
karakteri oldugundan |G| tektir ve dolayisiyla odd-order teoreminden G ¢oziilebilirdir.
Berger [5] ile dI(G) < |cd(G)| olur. Boylece bir tane reel degerli indirgenemez
karaktere sahip olan gruplarin Taketa esitsizligini sagladig:r goriiliir. Simdi kabul edelim
ki |Irrr(G)| =2 olsun. O halde Iwasaki [24] referensh calismadan P € Syl,(G) olmak

tizere P < G bulunur. Dolayisiyla G grubu ¢oziilebilirdir ve 2-Sylow alt grubu normal
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oldugundan Teorem 4.1.1 ile G grubu Taketa esitsizligini saglar. Son olarak |Irrg(G)| =3
olsun. [32] referansli ¢alismadan G grubu ¢oziilebilirdir ve 2-Sylow alt grubu ya normaldir
ya da devreseldir. G grubunun 2-Sylow alt grubun normal olmasi durumda Teorem 4.1.1 ile
dl(G) < |cd(G)| bulunur. G grubunun 2-Sylow alt grubunun devresel olmasi durumunda ise
Teorem 2.1.1 ile G grubunun bir normal 2-komplementi oldugu goriiliir ve dolayisiyla G

grubu, Teorem 2.4.4 ile dI(G) < |cd(G)]| esitsizligini saglar. O

G bir coziilebilir grup ve ), G grubunun lineer olmayan tek dereceli reel degerli sadik
indirgenemez karakteri olsun. Kabul edelim ki N <G ve |N| tek olsun. Dolayisiyla 1y,
N grubunun biricik reel degerli indirgenemez karakteridir. ) karakterinin tek dereceli
reel degerli indirgenemez karakter oldugu ve Clifford teoremi goz Oniine alindiginda yy
karakterinin indirgenemez 68eleri reel degerli olacagindan yy = y(1)1y bulunur. Boylece
x karakterinin sadik oldugu da goz Oniine alindiginda N = 1 elde edilir. Sonug¢ olarak
coziilebilir bir G grubunun lineer olmayan tek dereceli reel degerli sadik indirgenemez
karakteri varsa O,(G) = 1 olur. Dolayisiyla G grubunun bir minimal normal alt grubu

elemanter abelyen 2-grubudur.

Teorem 4.1.5. ([11]). G bir ¢oziilebilir grup olsun. Eger G grubunun lineer olmayan reel

degerli ve tek dereceli indirgenemez karakterleri sadik ise G grubu Taketa esitsizligini saglar.

Ispat. G minimal mertebeli aksi 6rnek olsun. Mertebesi tek olan gruplar Berger [5] ile Taketa
esitsizligini sagladigindan, G grubunun mertebesinin ¢ift sayr oldugunu kabul edebiliriz.
G grubunun tek dereceli reel degerli lineer olmayan indirgenemez karakterleri sadik
oldugundan, G grubunun has boliim gruplar1 bu 6zellikte bir indirgenemez karaktere sahip
degildir. Dolayisiyla Teorem 4.1.3 ile G grubunun has boliim gruplart Taketa esitsizligini
saglar. Buradan Onerme 2.4.5(a) ile G grubunun biricik M minimal normal alt grubu vardir. G
coziilebilir oldugundan bir p asali icin M elemanter abelyen p-grubudur ve bunun bir sonucu
olarak F(G) bir p-grubudur. Isaacs [18], Teorem 12.19 ve Lemma 12.20 ile ¢d(G/F(G))
kiimesi ¢d(G) kiimesinde bulunan en biiyiik indirgenemez karakter dereceni igermez, yani
lcd(G/F(G))| < |cd(G)| olur. Kabul edelim ki F(G) abelyen olsun. O halde tiimevarim
geregi dI(G/F(G)) < |cd(G/F(G))| oldugundan

dI(G) < dI(G/F(G)) +dI(F(G)) < |cd(G/F(G))| +1 < |cd(G)|
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celigkisi elde edilir. Bu yiizden F(G) abelyen olmayan bir gruptur, yani 1 < M < F'(G)
kapsamasi gecerlidir. Diger taraftan M biricik minimal normal alt grup oldugundan, G
grubunun sadik indirgenemez x karakteri vardir. ¥p(g) karakterinin M & ker(6) olacak
bicimde 6 € Irr(F(G)) 6gesi vardir. Ciinkii () karakterinin her indirgenemez 6 6gesi igin
M < ker(8) olsa M < ker (X)) olur ve M = 1 geliskisine varilir. M < F'(G) oldugundan
6(1) > 1 olmalidir ve 0, xr () karakterinin bir indirgenemez 6gesi oldugundan 6(1), x(1)
derecesini boler. Diger taraftan F(G) bir p-grubu ve 6 € Irr(F(G)) oldugundan p|x(1) elde

edilir. Sonug olarak p asali G grubunun her sadik indirgenemez karakter derecesini boler.

Simdi kabul edelim ki G grubunun reel degerli indirgenemez karakterleri lineer olsun. O
halde Teorem 4.1.3(a) kullanilirsa G grubunun Taketa esitsizligini sagladig1 elde edilir.
Buradan G grubunun en az bir tane lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakterinin var
oldugu sonucuna ulagilir. Eger G grubunun lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakter
dereceleri ¢ift ise Teorem 4.1.3(b) ile dI(G) < |cd(G)| esitsizligi saglanir. Dolayisiyla G
grubunun en azindan bir tane lineer olmayan tek dereceli reel degerli indirgenemez x
karakteri vardir. Teoremin hipotezinden ker()) = 1 ve ilk paragrafta yapilanlar kullanilirsa
plx(1) oldugu goriiliir. x (1) tek sayr oldugundan M elemanter abelyen p-grubunun
mertebesi de tektir ve buradan 17, M grubunun biricik reel degerli indirgenemez karakteridir.
Ayrica x reel degerli tek dereceli indirgenemez karakter oldugundan Teorem 2.2.2 (Clifford
teoremi) ile xp = x (1)1 esitligi elde edilir. Buradan 1 = ker(xy) = M celigkisi bulunur. O
halde G grubu, Taketa esitsizligini saglar. [

S4 grubunun karakter tablosunu inceleyelim:

1] | [(2)] | [(12)(34)] | [(123)] | [(1234)]
21 1 1 1 1
nl 1| -1 1 1 1
X3 2 2 —1 0
x| 3] 1 1 0 —1
% 3| -1 —1 0 1

Tablo 4.1: S4 grubunun karakter tablosu.
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Daha 6nce de bahsettigimiz gibi S4 simetrik grubu bir M-grubudur ve dolayisiyla Taketa
esitsizligini saglar. Bu grubun karakter tablosu incelendiginde x4 ve x5 dereceleri 3 olan reel
degerli sadik indirgenemez karakterlerdir ve dolayisiyla S4, Teorem 4.1.5 ile verilen teoremin

hipotezini saglayan bir ¢oziilebilir grup ornegidir.

Teorem 4.1.6. ([11]). G bir grup olsun. G grubunun lineer olmayan monolitik karakter

dereceleri birbirinden farkli ise G ¢oziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Oncelikle G grubunun lineer olmayan monolitik karakter dereceleri birbirinden
farkli ise [6] Teorem 2.1 yardimiyla G grubunun c¢oziilebilir oldugunu soyleyebiliriz.
Kabul edelim ki G, Taketa esitsizligini saglamayan minimal mertebeli aksi Ornek
olsun. N <G igin Irr,(G/N) = Irr(G/N) N Irry(G) oldugundan G/N grubunun da
monolitik karakter dereceleri birbirinden farklidir. Dolayisiyla tiimevarim hipotezi geregi
dl(G/N) < |cd(G/N)| olur. Teoremin hipotezi boliim gruplar i¢in de gecerli oldugundan
Onerme 2.4.5(a) ile G grubunun biricik M minimal normal alt grubu vardir ve dolayisiyla
G grubunun bir sadik indirgenemez karakteri de vardir. G grubunun sadik indirgenemez

karakterleri monolitiktir. Ayrica

Gl=IG:G'|+ Y x(1)+ Y 207 (4.1)
x€lrri(G) x€lrri(G)
M<ker(y) Mker(y)

olur. M, G grubunun biricik minimal normal alt grubu oldugundan M < G’ kapsamasi

gecerlidir. Dolayisiyla

IG/M|=1G:G|+ Y x(1)? (4.2)
x<lrri(G)
M<ker(x)

esitligi vardir. Dikkat edilirse ) karakterinin, G grubunun sadik indirgenemez karakteri
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M £ ker(x) olmasidir. Diger taraftan G minimal aksi
ornek oldugundan Onerme 2.4.5(b) ile cd(G/M) = cd(G) olur, yani G grubunun her sadik
indirgenemez ) karakterine karsilik, x(1) = 6, (1) kosulunu saglayan sadik olmayan bir
0, € Irr(G) karakteri vardir. Ayrica teoremin hipotezinden G grubunun sadik indirgenemez

karakter dereceleri birbirinden farkli oldugundan ve M < ker(6,) oldugundan
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x(1P= ), x(1’< ) 6()
(©) (@)

x€lrri(G) sadik x€lrr x€Elrr
M<ker(y) M£ker(y)
4.3)
< Y w(1)?<IG:M|-|G:G,
velrr(G)
M<ker(y)

esitsizligini yazabiliriz.

(4.1) ile (4.2) esitlikleri taraf tarafa cikarilip ve (4.3) esitsizligi kullanilirsa,

Gl—1G:M|= Y. x(1)><|G:M|—|G:G|
x€lrri(G)
Mker(x)

bulunur ve bu esitsizlik diizenlenirse
(M| -2)|G'| < —|M| < -2

celigkisi elde edilir. Bu ise G grubunun monolitik karakter dereceleri birbirinden farkl ise

dl(G) < |cd(G)| oldugunu gosterir. O

Yukaridaki teoremin ispatinda da goriildiigii gibi G grubunun boliim gruplari icin de gecerli
olan bir 6nerme icin Taketa esitsizligini saglamayan minimal mertebeli G grubunun biricik
minimal normal alt grubu vardir ve dolayisiyla (4.1) ile (4.2) esitliklerini yazabiliriz. Ote
yandan G grubunun en az bir sadik indirgenemez karakteri vardir ve bu sadik indirgenemez
karakterlerin dereceleri birbirinden farkli ise (4.3) esitsizligini de ifade edebiliriz. Bu (4.1),

(4.2) ve (4.3) denklemlerini asagidaki sonu¢ ve devamindaki teoremde kullanacagiz.

Sonu¢ 4.1.7. ([11]). G bir ¢oziilebilir grup olsun. G grubunun her lineer olmayan ¥
indirgenemez karakteri icin |Irry(G)| < 2 ise dI(G) < |cd(G)]| esitsizligi saglanir. Burada
Irry(G), G grubunun derecesi x(1) sayisina esit olan tiim indirgenemez karakterlerinin

kiimesidir.

Ispat. Kabul edelim ki G grubu teoremin hipotezini saglayan minimal mertebeli karsit ornek

olsun. 1 < N, G grubunun normal alt grubu olmak iizere G/N boliim grubunun her lineer
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olmayan y indirgenemez karakteri igin de |/rr,(G/N)| < 2 oldugundan teoremin hipotezi,
G grubunun béliim gruplar icin de gecerli olur. Dolayisiyla Onerme 2.4.5(a) kullamlirsa G
grubunun biricik M minimal normal alt grubu vardir ve G grubu, bir sadik indirgenemez Y
karakterine sahiptir. Diger taraftan yine Onerme 2.4.5(b) ile cd(G/M) = c¢d(G) oldugundan
bu x sadik karakterine karsilik, G grubunun sadik olmayan ve Y (1) = 6,(1) esitligini
saglayan bir 6, indirgenemez karakteri var olur. |Irry(G)| < 2 oldugundan G grubunun
x(1) derecesine sahip indirgenemez karakterleri x ve 6, olur. 6, sadik olmadigindan, G
grubunun sadik indirgenemez karakter dereceleri birbirinden farklidir sonucuna varilir ve M
biricik minimal normal alt grup oldugundan M < G’ olur. O halde (4.1), (4.2) esitlikleri ve
(4.3) esitsizligi kullanilirsa
(IM]-2)|G'| < —|M| < =2

celigkisi bulunur ve bu ise teoremin hipotezini saglayan G grubu i¢in dI(G) < |cd(G)|

oldugunu gosterir. ]

Teorem 4.1.8. ([11]). G bir c¢oziilebilir reel grup olsun. Eger G grubunun c¢ift dereceli

monolitik karakter dereceleri birbirinden farkli ise G grubu Taketa esitsizligini saglar.

Ispat. G minimal mertebeli aksi ornek olsun. G bir reel grup oldugundan, |G| ift olarak
kabul edebiliriz. Teoremin hipotezinin G grubunun boliim gruplari icin de gecerli oldugu
kolaylikla goriiliir. Onerme 2.4.5(a) ile G grubunun elemanter abelyen p-grubu olan biricik
M minimal normal alt grubu ve dolayisiyla G grubunun bir reel degerli ) sadik indirgenemez
karakteri vardir. F(G), Fitting alt grup olmak iizere cd(G/F (G)) kiimesi ¢d(G) kiimesindeki
maksimal olan dereceyi icermez, yani |cd(G/F(G))| < |cd(G)| olur. Kabul edelim ki F(G)
abelyen olsun. Tiimevarim geregi dI(G/F(G)) < |cd(G/F(G))| oldugundan

dl(G) <dl(G/F(G)) +dI(F(G)) < |cd(G/F(G))|+1 < |cd(G)|

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla 1 < M < F’(G) kapsamasi vardir. Bu durumda G grubunun
X sadik indirgenemez karakteri i¢in Xr () karakterinin M & ker(A) olacak bigimde bir
A €1Irri(F(G)) indirgenemez ogesi var olur. F(G) bir p-grubu oldugundan p, A(1)
derecesini ve dolayisiyla x (1) derecesini boler, yani G grubunun her sadik indirgenemez
karakter derecesi p asali ile boluiniir. Kabul edelim ki x (1) tek olsun. Bu durumda p # 2

oldugundan 1p;, M grubunun biricik reel degerli indirgenemez karakteridir. ¥ bir reel
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degerli tek dereceli indirgenemez karakter oldugu ve Teorem 2.2.2 g6z Oniine alindiginda
v = x(1)1yy, yani M < ker(y) = 1 ¢eliskisi elde edilir. Bu celiski ile G grubunun sadik
indirgenemez karakter derecelerinin 2 ile boliindiigii goriiliir. G grubunu sadik indirgenemez
karakterleri monolitik oldugundan, teoremin hipotezi geregi G grubunun sadik indirgenemez
karakter derecelerinin de birbirinden farkli oldugu goriiliir. O halde (4.1), (4.2) esitlikleri ve
(4.3) esitsizligi kullanilirsa

(IM]~2)[G'| < ~ M| < 2

celigkisi bulunur. Boylece dI(G) < |cd(G)| esitsizligi saglanir. O

Asagidaki teoremi ispatlamaya baglamadan Once siipercoziilebilir bir G grubunun
mertebesini bolen en biiyiik asal say1r p ise G grubunun p-Sylow alt grubunun normal

oldugunu ve G’ grubunun nilpotent oldugunu hatirlayalim.

Teorem 4.1.9. ([11]). G bir grup olsun. G’ siipergdziilebilir ve G grubunun her reel degerli
tek dereceli monolitik y karakteri igin G/ker()) cekirdegi elemanter abelyen 2-grubu olan

Frobenius grubu olmasin. O halde G ¢oziilebilirdir ve Taketa esitsizligini saglar.

Ispat. Acikca goriildiigii gibi G/G' ve G’ ¢oziilebilir oldugunda G de ¢oziilebilirdir.
Simdi teoremin yanlis oldugunu varsayalim ve celiskiye ulagsmaya calisalim. G, teoremin
hipotezini saglayan minimal mertebeli karsit 6rnek olsun. A¢ikca goriildiigii gibi bu hipotez,
G grubunun boliim gruplarina da taginir ve tiimevarim geregi bu boliim gruplari Taketa
esitsizligini saglar. O halde Onerme 2.4.5(a) ile G grubunun elemanter abelyen olan
biricik M minimal normal p-alt grubu vardir. G grubunun lineer olmayan reel degerli
indirgenemez karakter dereceleri ¢ift say1 ise Teorem 4.1.3 ile G grubu Taketa esitsizligini
saglar. Boylelikle G grubunun lineer olmayan, reel degerli ve tek dereceli indirgenemez
karakterinin var oldugunu varsayabiliriz ve ) ise G grubunun bu Ozellikteki indirgenemez
karakterlerinin i¢inde bir maksimal ¢ekirdekli olan1 olsun. ker()) = 1 oldugunu varsayalim.
Teorem 4.1.5 ispatinin ilk paragrafinda yapilanlara benzer diisiince ile p asali (1) derecesini
boler ve dolaysiyla x(1) tek oldugundan |M| tek oldugu elde edilir. Teorem 2.2.2
kullanilirsa s = x (1)1, yani M = 1 ¢eliskisine ulagilir. Dolayisiyla ker()) # 1 olmalidir.
G = G/ker(x) ve G grubunun Fitting alt grubunu ise F = F(G/ker(x)) olarak gosterelim.

%, G grubunun tek dereceli reel degerli sadik indirgenemez karakteri oldugundan F bir
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2-grubudur. Diger taraftan A € Irr(F), xz karakterinin bir indirgenemez 6gesi ise (1) tek
say1 ve |F| cift oldugundan A (1) = 1 olmak zorundadir. y karakterinin G grubunun bir sadik
karakteri oldugu da goz Oniine alinirsa F =1, yani F grubunun bir abelyen 2-grubu oldugu

sonucu elde edilir.

G’ siiper¢oziilebilir oldugundan G grubu da siiper¢oziilebilirdir ve G mertebesini bolen en
biiyiik ¢ asalina karsilik gelen g-Sylow alt grubu Q ise Q < G olur. Diger taraftan Q bir
karakteristik alt grup ve G <G oldugundan Q <G elde edilir. F bir 2-grubu oldugundan
q = 2 olmak zorunda kalir ve boylece G < F < G kapsamasinin gecerli oldugu goriiliir.
Buradan F, G grubunun maksimal nilpotent normal alt grubu oldugu da g6z 6niine alinirsa
G/F abelyen ve mertebesinin tek oldugu kolaylikla goriiliir. Boylelikle G = F x O olacak
bicimde G grubunun O bir 2-komplementi vardir. Ayrica j, bir lineer olmayan indirgenemez

karakter ve F abelyen oldugundan O # 1 olmalidir.

K, G/K grubunu abelyen yapmayan maksimal normal alt grup olsun. Kabul edelim ki K # 1
olsun. F, G grubunun normal abelyen bir alt grubu oldugundan Teorem 2.2.5 ile G grubunun
indirgenemez karakter dereceleri tek sayidir. Ayrica ker() ), G grubunun lineer olmayan reel
degerli tek dereceli karakterler iginde bir maksimal ¢ekirdek oldugundan G /K grubunun reel
degerli indirgenemez karakterleri lineerdir. O halde Teorem 2.3.2 kullanilirsa P/K € Syl,(G)

ve H /K mertebesi tek olan bir alt grup olmak iizere
G/K=P/KxH/K

yazilis1 elde edilir. Diger taraftan G ¢oziilebilir oldugundan G/K, Teorem 2.2.8 ile verilen
kosullar1 saglar. Kabul edelim ki G/K bir p-grubu olsun. cd(G/K) C c¢d(G) ve G grubunun

indirgenemez karakter dereceleri tek oldugundan p # 2, yani
G <F<K<G

olur. Buradan G/K abelyendir ve bu ise K grubunun segimi ile gelisir. Diger taraftan G/K
grubu P/K ile H/K grubunun bir direkt carpimi oldugundan Z(G/K) > 1 olmalidir, yani
G/K grubu bir Frobenius grubu da olamaz. Dolayistyla K = 1, yani G, G grubunun biricik

minimal normal alt grubudur ve G grubu Teorem 2.2.8 ile verilen teoremin kosullarini saglar.



44

Acikga goriildiigii gibi, O # 1 oldugundan G = F x O bir Frobenius grubudur. Bu gosterir ki
reel degerli tek dereceli indirgenemez karakter olan ), ayni zamanda monolitik karakterdir
ve G ise ¢ekirdegi elemanter abelyen 2-grubu olan bir Frobenius grubudur. Bu son celiski ile

ispat tamamlanir. ]

Yukaridaki teoremin ispatina dikkat edilirse, aksi Orne8imizin sahip oldugu tek dereceli
lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakteri lizerinden ispat ilerlemistir. Burada

kullanilan teknikleri asagidaki sonuca da uyarlayacagiz.

Sonu¢ 4.1.10. ([11]). G bir grup ve 0% (G) = G olsun. Eger G’ siiper¢dziilebilir ise G
coziilebilirdir ve dI(G) < |cd(G)| olur.

Ispat. G’ ¢oziilebilir ve G/G' ¢oziilebilir oldugundan G grubu da ¢oziilebilirdir. Agikga
goriildiigii gibi teoremin hipotezi G grubunun boliim gruplar: icin de gecerlidir, yani eger
G teoremin hipotezini saglayan minimal mertebeli aksi ornek ise G grubunun boliim
gruplar1 tiimevarim geregi Taketa esitsizligini saglar. Onerme 2.4.5(a) ile G grubunun
biricik minimal normal alt grubu vardir. Diger taraftan Teorem 4.1.3 ile G grubunun bir
lineer olmayan tek dereceli reel degerli indirgenemez karakterinin var oldugunu kabul
edebiliriz. } karakterini, G grubunun lineer olmayan tek dereceli reel degerli indirgenemez
karakterler i¢inden bir maksimal ¢ekirdekli olani olarak alalim. G = G/ker(y) ve G
grubunun Fitting alt grubu F = F(G/ker())) olmak iizere Teorem 4.1.9 ispatinda kullanilan
benzer diisiinceler ile F grubunun abelyen oldugu ve G = F x O esitligi bulunur. Teoremin
hipotezi geregi o* (G) = G oldugundan G = F yazlir. Bu ise y indirgenemez karakterinin
lineer oldugu celiskisini verir. O halde teoremin hipotezini saglayan gruplar i¢in Taketa

esitsizligi gecerlidir. [

N <G olmak iizere Irr(G|N), N grubunu g¢ekirdeginde bulundurmayan G grubunun tiim
indirgenemez karakterlerinin kiimesini gostersin. Eger N = G’ olarak alirsak Irr(G | G'),
G grubunun tiim lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin kiimesi olur ve buradan

lcd(G|G)| = |cd(G)| — 1 oldugu goriiliir.

Teorem 4.1.11. G bir grup ve G’ siiper¢oziilebilir olsun. Eger G grubunun tek dereceli lineer
olmayan indirgenemez karakterleri reel de8erli ise G ¢oziilebilirdir ve Taketa esitsizligini

saglar.
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Ispat. G /G’ ve G’ ¢bziilebilir oldugundan G de ¢oziilebilirdir. Kabul edelim ki G teoremin
hipotezini saglayip Taketa esitsizli§ini saglamayan minimal mertebeli aksi 6rnek olsun. G
grubunun boliim gruplarinin komiitator gruplar1 da siipercoziilebilir ve tek dereceli lineer
olmayan indirgenemez karakterleri de reel degerli oldugundan tiimevarim geregi bu boliim
gruplar1 Taketa esitsizligini saglar. Onerme 2.4.5(a) kullanilirsa G grubunun biricik M
minimal normal alt grubu vardir. G ¢6ziilebilir oldugundan bir p asali icin M bir elemanter
abelyen p-grubudur ve Fitting alt grubu olan F(G) de bir p-grubu olur. Kabul edelim ki
p =2 olsun. G’ siiper¢dziilebilir oldugundan bu grubun mertebesini bolen en biiyiik ¢ asali
i¢in Q € Syl,(G') ise Q <G, yani Q, G’ grubunun karakteristik alt grubudur ve dolayisiyla
0 <G olur. F(G) maksimal nilpotent normal alt grubunun bir 2-grubu oldugunu goz 6niine
alirsak g = 2 ve dolayisiyla G’ < F(G) < G kapsamasi gegerlidir. G’ nilpotent oldugundan
Isaacs [23] Sonug 3.3 ile dI(G’) < |cd(G|G)| oldugunu gériiriiz. Buradan

dl(G) <dl(G/G)+dI(G') < 1+]cd(G|G)| < 1+|cd(G)| -1 = |cd(G)]

olup, istenilen gosterilmis olur. Dolayisiyla p # 2 kabul edebiliriz. Ayrica G” nilpotent
oldugundan, G’ < F(G) bulunur. Kabul edelim ki G grubunun tiim indirgenemez karakter
dereceleri cift say1 olsun. O halde Teorem 2.2.6 ile G grubunun bir normal 2-komplementi
var olup, Teorem 2.4.4 ile G grubu Taketa esitsizligini saglar. Boylelikle G grubunun lineer
olmayan ve derecesi tek say1 olan bir ¥ indirgenemez karakterinin var oldugunu kabul
edebiliriz ve teoremin hipotezi geregi bu karakter reel degerlidir. [xgr, 6] # 0 olacak bigimde
0 € Irr(G") alalim. x bir reel degerli tek dereceli indirgenemez karakter oldugundan, bu
karakteri mertebesi tek olan bir normal alt gruba kisitladigimizda, indirgenemez 6gelerinin
de reel degerli olmasi gerekir. Dolayisiyla 6 indirgenemez karakteri de reel degerlidir. Ancak
|G"| tek ve 1g» bu grubun biricik reel degerli indirgenemez karakteri oldugundan 6 = 15»
olup, Clifford teoreminden yg» = ¥ (1)15 yazilisi vardir. Bu ise G grubunun her tek dereceli
lineer olmayan indirgenemez y karakteri i¢in G” < ker()) oldugunu gosterir. Ayrica G
grubunun tiim lineer karakter cekirdeklerinin de G” grubunu igerdigi goz Oniine alinirsa
lcd(G|G")| < |ed(G)| — 2 ve G” nilpotent oldugundan dI(G") < |cd(G|G")| olur ([23, Sonug
3.3]). Buradan

dl(G) <dl(G/G")+dI(G") <2+]cd(G|G")| <2+]|cd(G)| -2 = |cd(G)|
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ile istenilen gosterilmis olur. [

Sonug 4.1.12. ([11]). G bir reel grup ve G’ siipergoziilebilir olsun. O halde G ¢oziilebilirdir
ve dI(G) < |cd(G)| olur.

Ispat. G' ve G/G' coziilebilir gruplar oldugundan G grubu da ¢oziilebilirdir. Agikca
goriildiigi gibi, G grubunun lineer olmayan tek dereceli indirgenemez karakterleri reel

degerli oldugundan Teorem 4.1.11 ile G grubu Taketa esitsizligini saglar. U

4.2. KARAKTER CARPIMLARININ INDIRGENEMEZ OGELERi VE TUREV
UZUNLUGU

G bir sonlu grup, x € Irr;(G) olsun. ¥ karakterinin birbirinden farkli indirgenemez 6geleri

lg,00,0,...,0,, olmak iizere

n
XX = lo+ Y, mios,
i=1
n > 0 ve m; > 0 olacak bi¢cimde bir yazilis vardir. Bu boliimiin devaminda y ) karakterinin

indirgenemez 0gelerine ayriligini siklikla kullanacagiz.

Hipotez 1: (P), sonlu ¢oziilebilir gruplarin bazi indirgenemez karakterlerinin sahip oldugu
bir 6zellik olsun. /rr(p)(G), bir sonlu ¢dzilebilir G grubunun (P) &zellifine sahip lineer
olmayan indirgenemez karakterlerinin kiimesi olsun ve asagidakiler gerceklensin:

(i) Eger Irr(p)(G) kiimesi bos kiime ise G grubu Taketa esitsizligini gercekler.

(ii) Her N <G igin Irr(py(G/N) C Irrp)(G) olsun.

G bir ¢oziilebilir grup olsun. Irr(p)(G) kiimesini G grubunun lineer olmayan tek dereceli
monolitik karakterleri kiimesi olarak alalim. Eger Irr(p)(G) = 0 ise Teorem 4.1.2(b) ile G,
Taketa esitsizligini saglar ve her N QG igin Irr(p(G/N) C Irr(p)(G) olur. Benzer sekilde
(P) ozelligini, G grubunun gift dereceli monolitik karakterleri olarak alirsak Ir7(p)(G)
kiimesi Hipotez 1 i saglar. Aymi diisiinceler reel degerli indirgenemez karakterler icin de
gecerlidir. Ornegin, (P) 6zelligini reel degerli tek dereceli indirgenemez karakter olma veya
reel degerli cift dereceli indirgenemez karakter olma 6zelligi olarak alip, Teorem 4.1.3(a) ve

(b) kullanirsak Irrp) (G) kiimesinin Hipotez 1 ile verilenleri gergekledigini goriiriiriiz.
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Teorem 4.2.1. Hipotez 1 gegerli olsun. Her € Irr(p) (G) i¢in x ¥ karakterinin esas karakter
disindaki tiim indirgenemez 6g8elerinin ¢ekirdekleri icinde bir maksimal ¢ekirdek abelyen

oluyorsa G grubu Taketa esitsizligini saglar.

Ispat. Ispati |G| iizerinden tiimevarimla yapacagiz. Hipotez 1 ile Irrp)(G) # 0 kabul
edebiliriz. Simdi x € Irr(p)(G) olsun. {ay,...,a,}, xX karakterinin esas karakter digindaki
tim indirgenemez Ogelerinin kiimesi ve K, bu indirgenemez ogelerin ¢ekirdekleri icinde
bir maksimal abelyen cekirdek olsun. E/K, G grubunun bir bag carpani ise K bir
maksimal ¢ekirdek oldugundan her i = 1,...,n i¢in E £ ker(e;) olur. Lemma 2.2.9 ile
X € Irr(E) oldugu goriiliir. Ayrica dikkat edilirse E /K ¢oziilebilir bir grubun bag garpani
oldugundan elemanter abelyen p-grubudur ve buradan dI(E) = 2 oldugu kolaylikla goriiliir.
K, E grubunun bir normal ve abelyen alt grubu oldugundan Teorem 2.2.5 kullanilirsa
xe(1) = x(1) derecesi, p asalinin bir pozitif tam say1 kuvveti olur. Eger G grubunun tiim
indirgenemez karakter dereceleri p asalinin bir kuvveti biciminde ise Lemma 2.4.6 ile G
grubunun Taketa esitsizligini sagladig: elde edilir. Buradan Lewis [28] Teorem A yardimiyla
g # p ve pq|9¥(1) olacak bi¢imde bir ¢ asal sayist ve ¥ € Irr(G) vardir. Simdi x ve y sayilarini

sirastyla asagidaki gibi tanimlayalim:
x=max{A(1)|A € Irr(G)ve A(1) = p*,a e N— {0} }

y=max {0(1) |9 € Irr(G) ve pq|¥(1) }.

Kabul edelim ki E < ker(A) ve A(1) = x olacak bicimde bir A € Irr(G) var olsun. O
halde Teorem 2.2.3 ile Ay € Irr(G) olur ve buradan Ay karakterinin derecesi p asalinin
bir kuvvetidir ve A x(1) > x = A(1) olur. Bu ise A karakterinin secimi ile ¢elisir. Benzer
sekilde, eger G grubunun bir ¥ indirgenemez karakteri icin E < ker(1) ve (1) = y kosullart
gerceklenirse ¥y € Irr(G) ve 9y (1) > y celiskisi elde edilir. Dolayisiyla A(1) = x ve
B¥(1) = y kosulunu saglayan her A, © € Irr(G) i¢in E £ ker(A) ve E % ker(®) olur. O halde
|cd(G/E)| < |cd(G)| —2 bulunur. Diger taraftan eger G/E grubunun bu (P) dzelligine sahip
indirgenemez karakteri yoksa Hipotez 1(i) geregi G/E, Taketa esitsizligini saglar. Bununla

birlikte 7rr(p)(G/E) # 0 ise teoremin hipotezi boliim gruplari i¢in de gegerli oldugundan
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timevarim gere8i dI(G/E) < |cd(G/E)| olur. Bu durumda
dI(G) < dI(G/E) +dl(E) < |cd(G/E)|+2 < |cd(G)| - 2+2 = |cd(G)|

olur ki bu ise teoremin hipotezini gercekleyen coziilebilir gruplarin dI(G) < |cd(G)|

esitsizligini sagladigin1 gosterir. U

Teorem 4.2.2. G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup ve y € Irry, 1(G) olsun. Eger ker(y),
G grubunun lineer olmayan monolitik karakterlerinin c¢ekirdekleri arasinda bir maksimal
cekirdek ise y ¥ karakterinin esas karakter digindaki indirgenemez 68elerinin ¢ekirdeklerinin

hepsi ayn1 olamaz.

Ispat. y7 karakterinin birbirinden farkli indirgenemez &geleri 1,0, @, ..., &, (n>1)
olsun. ker(ay) = ... = ker(a,) oldugunu kabul edelim. ), G := G/ker(x) grubunun bir

sadik karakteri olacagindan, Lemma 2.2.10 ile

ﬁker(a,-) =Z(G) = ker(oy) = ker(op) = ... = ker(a,)
i=1

olur. Burada i = 1,2,...,n olmak iizere ker(c;), ker(oy)/ker(y) grubunu gostermektedir.
ker(x), G grubunun lineer olmayan monolitik karakterlerinin ¢ekirdekleri arasinda bir
maksimal ¢ekirdek oldugundan her N I G igin Irry, 1 (G/N) = {15} olur, yani G/N abelyen
olur. Bu durumda G, G grubunun biricik minimal normal alt grubudur. Teorem 2.2.8 ile G
grubu ya bir p-grubudur ya da bir Frobenius grubudur. Kabul edelim ki G bir p-grubu olsun.

Z(G) > 1 olacagindan,

Q

'<Z(G) =ker(ay) = ... = ker(a,,) <G

kapsamasi gegerlidir. Her i € {1,...,n} i¢in @; karakterleri G/Z(G) grubunun sadik lineer
karakterleri oldugundan, G/Z(G) devresel olmalidir. Bu ise Teorem 2.2.8(a) ile yani G/Z(G)
grubunun (y(1))? mertebeli bir elemanter abelyen grup olmasi ile gelisir. O halde G bir

Frobenius grubu olmalidir. Bu durumda ise
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olacagindan her i € {1,...,n} icin ker(a;) = ker(x) esitligi saglanir. Dolayisiyla o;

indirgenemez karakterleri de monolitiktir ve ¢;(1) = x(1) olmalidir (Teorem 2.2.8). Bu

durumda da
n
2(1)?=1+Y mix(1)
i=1
celigkisi elde edilir ve teoremin ispati tamamlanir. U

Teorem 4.2.3. G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup ve ¥, G grubunun lineer olmayan tek
dereceli bir monolitik karakteri olsun. ker( ) bir 2-grubu ve ayni zamanda G grubunun lineer
olmayan monolitik karakter ¢ekirdekleri arasinda bir maksimal cekirdek ise G grubunun

2-Sylow alt grubu normaldir. Dolayisiyla G bir reel grup degildir.

Ispat. G := G/ker(y) olsun. ker()) bir maksimal ¢ekirdek oldugundan her N <G icin G/N
grubu abelyendir. Dolayisiyla G , G grubunun biricik minimal normal alt grubudur. Teorem
2.2.8 ile G bir p-grubudur veya bir Frobenius grubudur. 2 1 x(1) oldugundan G bir 2-grubu
degildir. O halde 2 # p € P olmak iizere G bir p-grubu ise ker(x) € Syl»(G) olacagindan G
grubunun 2-Sylow alt grubu normal olur. Diger taraftan G bir Frobenius grubu ise Teorem
2.2.8 kullanilirsa G grubunun Frobenius tiimleyeni tek mertebeli bir grup ve Frobenius
cekirdegi ise elemanter abelyen 2-grubu olur. ker()) bir 2-grubu oldugundan, G grubunun
2-Sylow alt grubunun normal oldugu sonucu elde edilir. Ayrica P € Syl;(G) olmak iizere G
bir reel grup olsa G/P de bir reel grup olacagindan, G = P olur ve bu ise G grubunun lineer
olmayan tek dereceli bir monolitik karakteri olmasi ile ¢elisir Dolayisiyla G bir reel grup

olamaz. OJ

Teorem 4.2.4. G bir abelyen olmayan ¢o6ziilebilir grup olsun. G grubunun her ¢ift dereceli
n
X monolitik karakteri i¢in ¥ = 1 + ¥ m;o; yazihsinda ker(ay) = ... = ker(a,) ise G

1=

grubunun 2-Sylow alt grubu normaldir. Ayrica G bir reel grup olamaz.

Ispat. Ispati |G| iizerinden tiimevarim ile yapalm. P € Syl,(G) olsun. Kabul edelim ki
M; ve M,, G grubunun birbirinden farkli minimal normal alt gruplar1 olsun. Tiimevarim
geregi G/M, ve G/M; gruplarinin 2-Sylow alt gruplart normaldir. M; "M, = 1 oldugundan
G, G/M| x G/M, grubunun igine yatirilabilir ve dolayisiyla G grubunun da 2-Sylow alt
grubu normal olur. O halde G grubunun biricik M minimal normal alt grubu vardir. Eger
M elemanter abelyen 2-grubu ise tiimevarim geregi P/M < G/M ve dolayisiyla P I G
olur. Boylelikle 2 { |M| olarak kabul edebiliriz. Tiimevarimla PM /M < G/M oldugundan
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N := PM <G olur. Ito teoreminden, N grubunun lineer olmayan karakter derecelerinin ¢ift
say1 oldugunu biliyoruz. Her A € Irry ,,(N) igin M < ker(A) olsa [8] Not 30.1 ile M < Z(N)
olacagindan N = P x M ve dolayisiyla P < G elde edilir. O halde M £ ker(4) olacak
bicimde bir A € Irr,, 1 (N) vardir. M £ ker(AC) oldugundan M ¥ ker()) olacak bicimde A
karakterinin bir ) indirgenemez 6gesi vardir. M biricik minimal normal alt grup oldugundan
x sadiktir. 0 # [A9, x] = [A, xv] ve Teorem 2.2.2 ile A(1)|x(1) olur. Sonug olarak x ¢ift
dereceli monolitik sadik bir karakterdir. y ¥ = 1+ il m;a; olmak iizere Lemma 2.2.10 ve
i=

teoremin hipotezinden

1 =Z(G)=ker(oy) = ... =ker(o,)

bulunur. Dolayisiyla Lemma 2.2.9 ile yys € Irr(M) celiskisi elde edilir. Bu ¢eliskiyle, P <G
oldugu goriilmiis olur.
Teorem 4.2.2 ile G grubunun en az bir tane lineer olmayan tek dereceli monolitik karakteri

vardir. Bu durumda G/P # 1 oldugundan, G bir reel grup olamaz. [

SL(2,3) bir ¢oziilebilir monolitik gruptur. Bu grubun merkezi, grubunun biricik minimal
normal alt grubudur. SL(2,3) grubunun derecesi 2 olan reel degerli y indirgenemez
karakteri sadik oldugundan monolitiktir. y¥ karakteri, SL(2,3) grubunun derecesi 3 olan
indirgenemez karakteri ile 15 karakterinin toplami olarak yazilir. Dolayisiyla ¢oziilebilir
bir grubun monolitik veya ¢ift dereceli reel degerli bir ) indirgenemez karakteri icin y )
karakterinin esas karakter disindaki tiim indirgenemez 68elerinin ¢ekirdekleri birbirine esit
olabilecegi goriilmiis olur. Diger taraftan derecesi tek olan lineer olmayan reel degerli
indirgenemez karakterler icin bu durumun miimkiin olamayacagi ise asagidaki teorem

yardimiyla elde edilebilir.

Teorem 4.2.5. G bir ¢oziilebilir grup olsun. G grubunun bir lineer olmayan indirgenemez
x karakteri i¢in y) karakterinin esas karakter disindaki tiim indirgenemez Ogelerinin

cekirdekleri birbirine esitse y tek dereceli reel degerli indirgenemez karakter degildir.

Ispat. Kabul edelim ki G grubunun bir lineer olmayan tek dereceli reel degerli indirgenemez
x karakteri icin y) karakterinin esas karakter disindaki tiim indirgenemez Ogelerinin
cekirdekleri birbirine esit olsun. G := G/ker()) ve F, G grubunun Fitting alt grubu

olsun. M, G grubunun bir minimal normal alt grubu olmak iizere M elemanter abelyen
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p-grubudur. Simdi p = 2 oldugunu gosterelim. Varsayalim ki p # 2 olsun. ¥, G grubunun
tek dereceli reel degerli indirgenemez karakteri ve 137, M grubunun biricik reel degerli
indirgenemez karakteri oldugundan Teorem 2.2.2 geregi xj; = x(1)13; yazilist vardir. Bu
ise M = 1 celigkisini verir, yani p = 2 oldugu goriiliir. Diger taraftan benzer diisiince ile
%> G grubunun tek dereceli reel degerli sadik indirgenemez karakteri oldugundan F abelyen
2-grubu olmahdir. {o,..., 0}, xx karakterinin esas karakter digindaki tiim indirgenemez

Ogelerinin kiimesi olsun. Lemma 2.2.10 kullanilirsa

ﬁ ker(o;) = Z(G) = ker(ot) = ker(ap) = ... = ker(a,)
i=1

olur. Burada i = 1,2, ...,n olmak iizere ker(c), ker(o)/ker(y) grubunu temsil etmektedir.
Simdi E/Z(G), G grubunun E < F kosulunu saglayan bir bas carpani olsun. Her
i=1,2,...,n igin E £ ker(;) saglandigindan Lemma 2.2.9 ile yz € Irr(E) elde edilir.
Boylelikle E abelyen 2-grubu oldugundan x (1) = 1 celiskisi bulunur ve ispat tamamlanr. []

Teorem 4.2.6. G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve y € Irrg 1(G) olsun. ker(y), G grubunun
lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakterlerinin cekirdekleri arasinda bir maksimal
cekirdek ise xJx karakterinin esas karakter disindaki tiim indirgenemez Ogelerinin

cekirdeklerinin hepsi ayn1 olamaz.

Ispat. {ai,...,a,}, X% karakterinin esas karakter disindaki indirgenemez 6gelerinin kiimesi
olmak iizere

ker(oy) = ker(op) = ... = ker(o,)

oldugunu varsayalim. Teorem 4.2.5 ile x (1) ¢ift say1 olmahdir. x, G := G/ker()) grubunun

bir sadik karakteri oldugundan

Z(G) = ker(ay) = ... = ker(a,)

olur. Burada i € {1,...,n} icin ker(o;), ker(a;)/ker() grubunu gostermektedir. M, G

grubunun bir minimal normal alt grubu olsun. Z(G) = 1 olsa Lemma 2.2.9 ile x3; € Irr(M)

celigkisi elde edilir. O halde her i € {1,...,n} igin ker(0;) = Z(G) > 1 olmalidir. ¥ bir reel
karakter ve

X(l)z =1+ Zn:m,-oci(l)
i=1
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bir ¢ift say1 oldugundan, en az bir j € {1,...,n} icin «; karakteri reel degerli karakter
olmalidir. ker(), lineer olmayan reel degerli indirgenemez karakterler i¢inde bir maksimal
cekirdek ve W > 1 oldugundan o; karakterinin lineer olmasi gerekir. Dolayisiyla y %
karakterinin tiim indirgenemez 6geleri lineerdir. Bu durumda G/Z(G) sadik lineer karaktere
sahip oldugundan devreseldir ve dolayisiyla G abelyendir. Bu ise (1) > 1 olmast ile celisir.
[]

Sonu¢ 4.2.7. G bir sonlu ¢oziilebilir grup ve Irrg 1(G) # 0 olsun. Bu durumda en az
bir x € Irrg 1 (G) igin ¥ karakterinin esas karakter disindaki indirgenemez 6gelerinin

cekirdeklerinin hepsi ayn1 degildir.

Ispat. Irrg 1(G) # 0 oldugundan, G grubunun lineer olmayan reel degerli indirgenemez
karakterlerinin arasinda bir maksimal ¢ekirdege sahip olan y indirgenemez karakteri i¢in
x X karakterinin esas karakter disindaki indirgenemez dgelerinin cekirdeklerinin hepsinin

ayni olmadig1 sonucunu Teorem 4.2.6 ile elde ederiz. [



53

5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasindaki bulgular1 iki kistmda degerlendirebiliriz. Birinci kisimda, bir grubun
baz1 6zelliklere sahip olan monolitik karakterleri veya reel degerli indirgenemez karakterleri
ile Taketa esitsizligi arasinda iligkiler elde edilirken, ikinci kisimda ise bir sonlu G grubunun
indirgenemez ) karakteri i¢in ¥ karakterinin indirgenemez 6gelerinin ¢ekirdekleri ile G

grubunun yapisi arasindaki iliski incelenmistir. Ozetle asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.1.1 ile 2-Sylow alt grubu normal olan gruplarin Taketa esitsizligini sagladigi
gosterilmistir. Bu teorem ve Teorem 2.4.4 ten faydalanarak cdr(G) kiimesindeki her derece
tek say1 veya cdr(G)\{1} kiimesindeki elemanlarin hepsi ¢ift say1 ise dI(G) < |cd(G)|
oldugu elde edilmistir (Teorem 4.1.3). Ayrica benzer durumlarin monolitik karakter
dereceleri kiimesi olan cd,,(G) tzerinde de gecerli oldugu Teorem 4.1.2 ile verilmistir.
Bu teoremlerle, [4] referansli calismada Teorem 1 ve Teorem 2 ile verilenlerin bir
genellestirilmesi bulunmustur, yani verilen bir G grubunun tiim indirgenemez karakterleri
derecelerinin tek say1 veya cift say1 olmasinin incelenmesi yerine reel degerli indirgenemez
karakter derecelerinin veya monolitik karakter derecelerinin incelenmesinin yeterli oldugu
sonucuna varilmistir. G grubunun reel degerli indirgenemez karakterlerinin sayisi1 tizerinden

yaptigimiz incelemede,

Irrg(G)| < 3 esitsizligini saglayan gruplar igin Taketa esitsizliginin
dogrulugu Sonu¢ 4.1.4 ile gozlenmistir. Diger taraftan reel degerli lineer olmayan tek
dereceli karakterleri sadik olan ¢oziilebilir gruplar icin de Taketa probleminin saglandigi
ispatlanmigtir (Teorem 4.1.5). Lineer olmayan monolitik karakter dereceleri birbirinden
farkli olan gruplarin Teorem 4.1.6 kullanilarak dI(G) < |cd(G)| esitsizligini saglayan
coziilebilir gruplar oldugu goriiliirken, grubun reel ve ¢oziilebilir olmasi1 durumunda ise ¢ift
dereceli monolitik karakter derecelerinin birbirinden farkli olmasi bu esitsizligin saglanmasi

icin yeterli olmustur (Teorem 4.1.8).

Komiitator grubu nilpotent olan gruplarin Taketa esitsizligini sagladigi bilinmektedir.

"Komiitator grubu siipercoziilebilir olan gruplar Taketa esitsizligini saglar m1?" sorusundan
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yola ¢ikarak, Teorem 4.1.9 ile bazi1 6zel sartlar altinda G’ siiper¢oziilebilir olan gruplarin
bu esitsizligi sagladigi ispatlanmistir. Bu teoremin bir sonucu olarak G’ siiper¢oziilebilir
ve 0% (G) = G olmasi durumunda G i¢in Taketa esitsizliginin gerceklendigi bulunmustur
(Sonug¢ 4.1.10). Diger taraftan yine komiitator grubu siipercoziilebilir ve tek dereceli
lineer olmayan indirgenemez karakterlerinin hepsi reel degerli olan gruplarin Taketa
esitsizligini sagladig1 Teorem 4.1.11 ile verilmistir. Sonu¢ 4.1.12 ile G bir reel grup ve
G’ siipergoziilebilir ise dI(G) < |cd(G)| esitsizliginin saglandigi sonucu elde edilmistir. Bu
sonuglara ragmen komiitator grubu siipercoziilebilir olan tiim gruplarin Taketa esitsizligini

saglayip saglamadigi ise acik bir problem olarak kalmistir.

Bulgularin ikinci kismui olarak degerlendirdigimiz bolimde oncelikle Hipotez 1 ile (P),
sonlu c¢ozilebilir gruplarin bazi indirgenemez karakterlerinin sahip oldugu bir 6zellik
olarak tamimlanip, sonlu bir G grubunun bu 6zellige sahip lineer olmayan indirgenemez
karakterlerinin kiimesi Irr(P)(G) ile gosterildi. Ayrica bu hipotezde, G grubunun bu
(P) ozelligine sahip lineer olmayan indirgenemez karakteri yoksa G grubunun Taketa
esitsizligini sagladig1 ve bu (P) 6zelliginin G grubunun boliim gruplarinin bazi indirgenemez
karakterlerine de gecebilen bir 6zellik oldugu ifade edimistir. Daha sonra Hipotez 1 ile
verilenler kabul edilirse, bir (P) 6zelligine sahip G grubunun her indirgenemez x karakteri
icin, ¥ karakterinin esas karakter digindaki tiim indirgenemez 6gelerinin cekirdekleri
icinde bir maksimal ¢ekirdek abelyen oluyorsa G grubunun Taketa esitsizligini sagladigi

gosterilmistir (Teorem 4.2.1).

G bir abelyen olmayan ¢oziilebilir grup ve x € Irr,, 1(G) olmak iizere G grubunun yapisiyla
ilgili elde edilen bazi teoremler asagidaki gibidir:

(i) Eger ker(x), G grubunun lineer olmayan monolitik karakter gekirdekleri arasinda bir
maksimal cekirdek ise yx karakterinin indirgenemez 0gelerinin ¢ekirdeklerinin hepsi ayni
olamaz (Teorem 4.2.2).

(i) 21 x(1), ker(x) bir 2-grubu ve G grubunun lineer olmayan monolitik karakter
cekirdekleri arasinda bir maksimal c¢ekirdek ise G grubunun 2-Sylow alt grubu normaldir.
Dolayisiyla G bir reel grup degildir (Teorem 4.2.3).

(iii) G grubunun her cift dereceli ¥ monolitik karakteri icin ¥ karakterinin esas karakter
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disindaki indirgenemez dgelerinin ¢ekirdekleri birbirine esitse G grubunun 2-Sylow alt grubu

normaldir. Ayrica G bir reel grup olamaz (Teorem 4.2.4).

Teorem 4.2.5 ile G bir ¢oziilebilir grup olmak iizere G grubunun bir lineer olmayan
indirgenemez y karakteri i¢in ) karakterinin esas karakter digindaki tiim indirgenemez
Ogelerinin cekirdekleri birbirine esit oldugunda, )y indirgenemez karakterinin tek dereceli
reel degerli olamayaca81 gosterilmistir. Ayrica ¢oziilebilir bir G grubunun en azindan bir
lineer olmayan reel degerli indirgenemez x karakteri i¢in ) karakterinin esas karakter
disindaki tiim indirgenemez 6gelerinin cekirdeklerinin birbirine esit olamayacagi sonucu

Teorem 4.2.6 kullanilarak elde edilmistir.
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