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Aybiike BIDIL

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

Son yillarda kesirli analiz, hem saf matematikte hem de uygulamali bilimlerde dikkat
cekmis ve diferansiyel denklemlerin modellenmesinde giiclii bir ara¢ haline gelmistir.
Klasik Riemann-Liouville ve Caputo tanimlarina alternatif olarak gelistirilen yeni
kesirli tiirev ve integral operatorleri, bellek ve belirsizlik gibi karmasik siireglerin daha
dogru modellenmesini saglamaktadir. 2016°da Atangana ve Baleanu tarafindan
tanimlanan Atangana—Baleanu kesirli integral ve tiirevleri, Mittag—Leffler tipli
cekirdekleri sayesinde tekil olmayan yapilariyla 6ne ¢ikmakta ve pek c¢ok fiziksel ile
miihendislik problemine daha gergek¢i ¢oziimler sunmaktadir. Atangana ve Baleanu
kesirli integralinin sagladigi bu avantajlar, esitsizlik teorisiyle birlestiginde hem teorik
matematikte yeni bakis agilari hem de uygulamali problemlere etkin ydntemler
kazandirmaktadir. 2023 yilinda Kermausuor ve Nwaeze Atangana—Baleanu kesirli
integralinin genellestirilmis bir versiyonu olan Kk — Atangana—Baleanu Kesirli

integralini tanitmiglardir.

Bu tez ¢aligmasinda, literatiire yeni kazandirilan k — Atangana—Baleanu kesirli
integral operatdrii esas alinarak, konveks fonksiyon i¢eren Bullen tipli esitsizlikler elde

edilmistir.

2025, 39 sayfa
Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard, Bullen, Atangana-Baleanu kesirli integral,

k — Atangana-Baleanu kesirli integral, konvekslik



ABSTRACT

Master Thesis

Integral Inequalities Involving k-Atangana-Baleanu Fractional Integral Operators

Aybiike BIDIL

Agr1 Ibrahim Cecen University
Institute of Graduate Studies

Department of Mathematics

Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

In recent years, fractional analysis has attracted significant attention in both pure
mathematics and applied sciences, emerging as a powerful tool in the modeling of
differential equations. As an alternative to the classical Riemann-Liouville and Caputo
definitions, newly developed fractional derivative and integral operators allow for a
more accurate representation of complex processes such as memory and uncertainty.
Introduced in 2016 by Atangana and Baleanu, the Atangana—Baleanu fractional
integral and derivative are distinguished by their Mittag—Leffler type kernels, which
provide a nonsingular structure and enable more realistic models for numerous
physical and engineering problems. The advantages offered by the Atangana—Baleanu
fractional integral, when combined with inequality theory, vyield significant
contributions by offering new perspectives in theoretical mathematics and effective
methods for solving applied problems. In 2023, Kermausuor and Nwaeze introduced

a generalized version of the Atangana—Baleanu fractional integral.

In this thesis, based on the newly introduced Atangana—Baleanu fractional integral

operator, Bullen-type inequalities involving convex functions have been established.
2025, 39 pages

Keywords: Hermite-Hadamard, Bullen, Atangana-Baleanu fractional integral, k —

Atangana-Baleanu fractional integral, convexity
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1.GIRIS

Matematik tarihinde uzun bir gegmise sahip olan esitsizlik kavramu, ilk 6rneklerine
Antik Yunan'dan baslayarak Misir ve Babil uygarliklarinda kadar uzanan bir¢ok
kiiltiire] mirasta rastlanmaktadir. Baslangigta geometrik gdzlemlere dayali olarak
ortaya ¢ikan bu kavram, zamanla daha soyut bir form kazanmis ve farkli matematik
alanlariyla biitiinleserek ¢ok yonlii bir teoriye doniismiistiir. Ozellikle analiz, cebir,
geometri ve optimizasyon gibi dallarda, esitsizlikler sistem davraniglarinin
incelenmesi ve matematiksel modellerin yapilandirilmasinda énemli bir arag haline

gelmistir.

Esitsizlikler yalnizca teorik matematikle sinirli kalmayip, gergek diinyadaki
problemleri ¢ozmekte de biiylik rol oynamaktadir. Karar verme siiregleri, sinirl
kaynaklarin planlanmasi, risk analizleri ve sistem dinamiklerinin modellenmesi gibi
pek ¢ok alanda esitsizlikler degiskenler arasindaki iliskileri ifade etmeye yardimci
olur. Bu kapsamda finansal planlama, ekonomi, miithendislik, istatistik ve fizik gibi
alanlarda da siklikla bagvurulan temel yap1 taglarindan biridir. Bu yoniiyle esitsizlikler,

disiplinler aras1 ¢aligmalarda da kendine saglam bir yer edinmistir.

Esitsizlik kuraminin gelisim siireci boyunca bir¢ok matematik¢i bu alana degerli
katkilar sunmustur. Bunlar arasinda Chebyshev, Holder, Minkowski, Hadamard,
Gronwall, Cauchy-Schwarz, Jensen, Young, Griiss, Stolz, Simpson, Opial, Hilbert ve
Ostrowski gibi isimler yer almaktadir. Gelistirdikleri esitsizlikler, 6zellikle
fonksiyonlar arasi iligkilerin sinirlandirilmasinda ve ¢6ziim davraniglarinin
ongoriilmesinde temel araglar haline gelmistir. Bu baglamda, 20. yiizyilin baglarindan
itibaren esitsizliklerin sistematik olarak ele alindig {i¢ temel eser dikkat cekmektedir.
Bunlar 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya’nin yayimladigi klasik nitelikteki
Inequalities, 1961°de Beckenbach ve Bellman tarafindan kaleme alinan es isimli eser
ve 1970 yilinda Mitrinovi¢ tarafindan yazilan kapsamli derlemedir (Hardy et al. 1934;
Beckenbach and Bellman 1961; Mitrinovi¢ 1970). Bu kaynaklar, esitsizliklerin teorik

cercevesini genisgletmis ve uygulama alanlarini ¢esitlendirmistir.



Esitsizlik teorisiyle dogrudan iliskili olan bir diger temel kavram ise konveksliktir.
Konvekslik diisiincesi antik caglardan beri ¢esitli bigimlerde kullanilmis olsa da,
sistematik matematiksel tanimimi ilk kez Archimedes’in yaptigi geometrik
caligmalarla almaya baslamistir. Ancak konveks kiimelerle ilgili kavramsal
aciklamalarin matematiksel olarak temellendirilmesi ve genel geometrik yapi iginde
degerlendirilmesi 19. ylizyilda Cauchy’nin yaptigi calismalarla netlik kazanmustir.
Cauchy, kapal1 konveks egriler lizerine gelistirdigi yontemlerle konveksligin esitsizlik

teorisindeki yerini gli¢lendirmistir.

Konveks fonksiyonlarin esitsizliklerle dogrudan baglantist ise 20. ylizyilin basinda
Jensen tarafindan yayimlanan iki ¢alismayla daha belirgin hale gelmistir (Jensen, J. L.
W. V., 1906). Jensen’in sundugu esitsizlik, konveks fonksiyonlarin matematiksel
taniminda ve analizinde temel bir 6l¢iit olarak kabul edilmis ve Stolz’un daha 6nce
elde ettigi baz1 sonuglarla birlestirilerek bu fonksiyon sinifi i¢in daha kapsamli bir
cerceve olusturulmustur. Konveks fonksiyonlar, zaman iginde optimizasyondan analiz
teorisine kadar bircok alanda derinlemesine incelenmis, bu incelemelerin ¢ogu

esitsizlik teorisi kapsaminda degerlendirilmistir.

Bu alandaki 6nemli katkilardan biri de Pecari¢ tarafindan 1987 yilinda yayimlanan
“Convex Functions Inequalities” adli calismadir (Pecari¢, 1987) . Bu eser, konveks
fonksiyonlarin esitsizlikler baglaminda ne sekilde ele alinabilecegini ve bu siifin
farkli tiirleriyle nasil genellestirilebilecegini sistematik bi¢gimde ortaya koymustur.
Glinlimiizde halen bu dogrultudaki arastirmalar siirmekte, konvekslik yapisi ile

esitsizliklerin iliskisi yeni problem tiirlerine uygulanarak genisletilmektedir.

Dogada ve miihendislik sistemlerinde karsimiza ¢ikan bir¢ok siire¢, sadece mevcut
durumlara degil, ayn1 zamanda gegmisteki olaylara da bagli olarak gelismektedir. Bu
tiir gecmis etkileri hesaba katmak i¢in klasik tiirev ve integral tanimlar1 ¢cogu zaman
yetersiz kalir. Bu noktada, gegmisin izlerini tasiyan ve sistem bellegini iceren kesirli

tiirev ve integral yaklagimlar1 6n plana ¢ikmaktadir.

Kesirli kalkiiliisiin temelleri 17. yiizyilla kadar uzansa da, bu alandaki somut
matematiksel gelismeler ancak 19. yilizy1l sonlarinda ivme kazanmistir. Konu birgok

matematik¢inin dikkatini ¢ekmis, ¢esitli kesirli tlirev ve integral tanimlari



vermislerdir. Riemann—Liouville ve Caputo tanimlari, kesirli tiirevin en bilinen
bi¢imleri arasinda yer almistir (Baleanu et al. 2017, Dugowson 1994, Hilfer 2008,
Miller and Ross 1993, Samko et al. 1993). Her iki tanim da, integral operatorlerinin
genellestirilmis hali olup birgok fiziksel siirecin modellenmesinde kullanilagelmistir.
Ancak bu yaklasimlar bazi uygulamalarda, 6zellikle baglangic kosullar1 ve ¢ekirdek
fonksiyonlarinin 6zellikleri a¢isindan sinirliliklar tasimaktadir. Bu sinirlamalari asmak
adina son yillarda yeni tanimlar 6nerilmistir. Bu tanimlardan biri olan Atangana—
Baleanu kesirli tiirevleri, 6zellikle ¢ekirdek fonksiyonunun tekil olmamasiyla 6ne
¢ikar (Atangana and Baleanu 2016; Abdeljawad and Baleanu 2017). 2016 yilinda
onerilen bu yaklasim, Mittag-Leffler fonksiyonu temelli ¢ekirdek yapisiyla daha
kararli ve fiziksel olarak anlamli modeller kurmaya imkéan tanir. Ayrica bellek
etkilerini daha dogru sekilde yansitabildigi i¢in bir¢ok uygulama alaninda dikkat

¢ekici sonuglar vermektedir. 2023 yilinda Kermausuor ve Nwaeze, Atangana-Baleanu
kesirli integrallerin sundugu bu avantajlarin daha da genisletilebilmesi amaciyla k-

parametreli genellestirilmis versiyon, yani k- Atangana-Baleanu integralleri

gelistirilmistir (Kermausuor and Nwaeze 2023).

Atangana-Baleanu kesirli integralleri yardimiyla literatiirde mevcut esitsizliklerle ilgili
birgok makale ve tez calismasina rastlanmaktadir. Yapilan ispatlarla elde edilen
esitsizliklerin, K — Atangana-Baleanu kesirli integralleri yardimiyla daha genel halleri

bulunabilecegi bizi bu konuyu ¢alismaya sevk etmistir.

Hazirlanan bu tezde ilk olarak hem piir matematik, hem de konveslik kavramiyla ilgili
temel tanim, teoremlere yer verilmis, Hermite-Hadamard, Bullen esitsizlikleri
hakkinda bilgi sunulmus ve hesaplamalarda bize yardimci olan esitsizliklere
deginilmistir. Daha sonra Atangana-Baleanu, k— Atangana-Baleanu kesirli
integralleri hakkinda genel bilgiler verilmis ve ardindan konveks fonksiyonlar i¢in
k- Atangana-Baleanu kesirli integrallerinden yararlanarak Bullen tipli esitsizlikler

elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismamiz kapsaminda gerekli olan tanim, teorem ve dnemli bazi temel

ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Tamm 2.1.1. £ bir lineer uzay 4 < £ ve w,r € 4 olmak {izere

B={zeliz=cw+(l-¢)r, 0<c<ljcA
ise 4 kiimesine konveks kiime denir (Kreyszig 1978).
Tamm 2.1.2. |, R ’de bir aralik ve J:1 — R bir fonksiyon olmak {lizere w,r € | ve
¢ €[0,1] igin
3((1=¢)wer) < (1=6)3(w)+¢3(r)

sart1 saglanirsa 3 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger W#1r ve ¢ e (O,l)

igin
S((l—g)w+ gr) < (1—g)3(w)+g3(r)

sart1 saglantyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Pecaric et al.
1992).

Onerme 2.1.1. Konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur.

i.  Konveks iki fonksiyonun toplami konvekstir ve eger fonksiyonlardan biri kesin
konveks ise toplami kesin konvekstir
ii.  Konveks bir fonksiyonun skalerle ¢arpimi konvekstir.
lii.  Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise araligin kisitlanmis bir alt araliginda da

konvekstir



iv.  J:1—> R konveks (kesin konveks) fonksiyon, N :9R — R azalmayan (artan)

konveks bir fonksiyon ise (N ° S) bileske fonksiyonu konveks (kesin konveks)

fonksiyondur (Pecaric et al. 1992).

Tamm 2.1.4. 3 fonksiyonu A < R kiimesinde tanimli bir fonksiyon olsun. VX € A
icin |S(X)| <M olacak sekilde bir ¥ >0 sayis1varsa I fonksiyonuna A kiimesinde

smirli fonksiyon denir (Musayev et al. 2007; Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.5. X< R, J3: X > R fonksiyonu ve r € X noktasi verilmis olsun. Eger,
Ve>0 ve VkeX igin |K—}"| <0= |S(K)—S(r)| <& olacak sekilde ¢ ve r
sayisina bagl bir § =d(e,7) >0 sayist varsa, I fonksiyonu X kiimesine gore r e X

noktasinda siireklidir denir (Musayev et al. 2007).

Tamm 2.1.6. 3:X >R olsun. Her vr,weX ifti igin |I(r)-I(w) <K|w-r]

olacak sekilde bir K >0 sabiti varsa, 3 fonksiyonuna Lipschitz kosulunu saglayan

fonksiyon denir. K sayisina 3 ’nin bir Lipschitz sabiti denir (Bayraktar 2010).

~

Teorem 2.1.1. I fonksiyonu [r,w] araligmda konveks olsun. O halde 3

fonksiyonu,

i [r, W] kapali araliginda Lipschitz kosulunu saglar,

ii. (r,w) arahgnda siireklidir (Tiel 1984).

Tanmm 2.1.7. 3 (I’,W) — R bir fonksiyon olsun. ¢,x € (r, w) olmak lizere

lim———=
SoK g

3(¢)=3(x)

sonlu limiti varsa, 3 ’ye x noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu limit degerine 3
d3(x)

K

~

fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi adi verilir. 3'(x) (veya DJ(x) yada




) ile gosterilir. Bu durumda, 3 fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir (veya tiirevli)
ise
.3
JI'(x)=lim

¢—>X C—K

yazilir. Ayrica ¢ =k + 7 denilirse, ¢ & k < 7 — 0 olacagindan

3 (i) = lim ~UH) =/ ()
= h—0 h

yazilir (Musayev et al. 2007).
Teorem 2.1.2. |, R ’de agik bir aralik ve J:1— R tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. 3 fonksiyonunun | araliginda konveks olmasi igin gerek ve yeter sart 3'nin |

araliginda artan olmasidir (Tiel 1984 ; Musayev et al. 2007).

Teorem 2.1.3. |, R ’de acgik bir aralik ve J:1— R ikinci mertebeden tiirevlenebilen

bir fonksiyon olsun. 3 fonksiyonunun | araliginda konveks olmasi igin gerek ve

yeter sart 3"(x)>0 olmasidir (Tiel 1984 ; Musayev et al. 2007).
Tamm 2.1.8. (£, [r, W] Uzayl) p=>1i¢in [r,w] araliginda tanimli

I, <[

kosulunu saglayan tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayma Lebesque uzayi

P p
S(g)‘ dg} <o

veya p. dereceden integrallenebilir fonksiyonlarin uzayr denir ve £, [r,w] ile

gosterilir (Soykan 2016).

p=1 durumunda £,[r,w] uzay:



normunu saglayan fonksiyonlarin uzayidir.

Tanmim 2.1.9. (I’, W) araliginda bir boyutlu Sobolev uzay1
H* (r,w) :(a; o mutlak strekli ve o’ € £ (r,w) )

saglayan fonksiyon uzayidir (Djida et al. 2016).

Tanmim 2.1.10. 0> 0ig¢in
R R
)= jo o e ’do

ile tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu denir (Kannappan 2009).

Bu integral 0 >0 i¢in yakisaktir. 0 € Z° i¢in oI'(8)=I"(8+1) Ozelligi yardimiyla
negatif X degerleri igin —0 <o <—0+1 ise 0 <0+ o <1 oldugundan

F(a+8)
o(o+1)(0+2).(0+0-1)

F(O') =
esitligi ile tanimlanabilir.
Tamm 2.1.11. Q >0, U >0 igin

B(Q,0)= Egg_l (1—9‘)671 d¢

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu denir. Bu integral Q>0 ve O >0

i¢in yakinsaktir (Kannappan 2009).

Beta ve Gama fonksiyonu arasindaki iligki

B(Q,U)=[ ¢ (1-¢)" " dg



seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.13. (Tek Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu): £ >0 olmak iizere

E’,(z)=ir(;TK+1), zeC

k=1
seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).

Tanim 2.1.14. |z| <1, p,e € C ve y e C/Z; olmak iizere hipergeometrik fonksiyon

2

- i(w(),( (2), %

7),

x=0

serisi ile tanimlanir. Burada x =N i¢in (go)K :go((p+1)(go+2)...(qo+n—l) olmak

uzere Pochhammer semboliidiir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin Euler integral gosterimi

F(vere) = F(S%V()y_g)ﬁ ¢ (1-¢) " (1-25) "de (Re(y)>Re(p)>0)

seklinde tanimlanir (Kilbas et al. 2006).
2.2. Bazi Onemli Esitsizlikler

Bu bolimde tezde yararlanilan, literatiirde yer alan bazi 6nemli esitsizliklere yer

verilmistir.

Teorem 2.2.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi) |, R de bir aralik, r,wel ve r<w

olmak tizere 3:1— R konveks bir fonksiyon ise



esitsizligi saglanir (Dragomir and Pearce 2000).

Hermite-Hadamard esitsizligi konveks bir fonksiyon olan 3 konveks fonksiyonunun
ortalama degerini tahmin etme imkani sunmaktadir. S6z konusu esitsizligin geometrik
Oonemi, temel analitik yOntemlerin uygulanmasi araciligiyla genisletilmesine,
genellestirilmesine ve gelistirilmesine imkan tamimistir. Bullen 3 konveks
fonksiyonunun ortalama degerinin {ist sinirin1 genisleterek asagida verilen esitsizligi

sunmustur ( Bullen 1978).

Teorem 2.2.2. (Bullen Esitsizligi) |, R de bir aralik, r,we | ve r <w olmak iizere

3:1 >R konveks bir fonksiyon ise

esitsizligi saglanir (Bullen 1978).

Teorem 2.2.3. (Ucgen Esitsizligi) Herhangi r,w reel sayilari i¢in
|r+w| <|r|+|w]

[wl=Ir] < o=

== +r

ve genellestirilirse

Wy + W, o W | < W+ W



esitsizlikleri saglanir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.4. (integraller i¢in Uggen Esitsizligi) 3, [r,w] araliginda siirekli reel

degerli fonksiyon olmak iizere;

I(x)|dx  (r<w)

w
‘|
r

J'rWS(x)dx

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.5. (integraller i¢cin Holder Esitsizligi) ,(>1, %Jr% =1ve

e
Z
)

ve |N|(, [r,w] araliginda tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

s(x)\‘dx)‘

> =

3(x)f o)

r

I(X)N(x)fdx s(_[rw

i

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Sonug 2.2.1. (Power-Mean Esitsizligi) 2 >1 ve 3, N, |J| ve |t~€|7L [r,w] araliginda

taniml1 ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

SN ax

130N (< IFW‘S(X)‘dx)li( [

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.6. (Young Esitsizligi) r,w>0 ve X >1 olmak iizere %+%:1 ise bu

takdirde

10



rk W(
rw< —+—
Aol

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Lemma 2.2.1. N:[e@,®,]—(0,0) bir fonksiyon olsun. Eger Ke(O,l] ve |t~¢|7L

konveks fonksiyon

i. O<x£1i%
2

N((l—g)a)1 +ga)2)
2

<324"{ (-0 st s 8(@s(§ 26 123 (saps(on) |
ii. %<K31Be

N((l—g)a)l +ga)2)

S[(l‘g)ix(“’ﬂwiwwz){zi_ZJgfx (1-g)$<x<w1)x<w2>)ﬂ

esitsizlikleri gegerlidir (Zhang and Chen 2023).
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3.MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde k — Atangana-Baleanu kesirli integralleri tanitilmig ve literatiirde bu

operator yardimiyla elde edilen bazi esitsizliklere yer verilmistir.

3.1. k — Atangana-Baleanu Kesirli integral Operatérler icin Esitsizlikler

Tanmm 3.1.1. a<x<b ve Ne L’l[a,b] olsun. 6=0 ve [8] , 0 ’nin tam degeri olmak

tizere 0. mertebeden Riemann Liouville kesirli tiirev operatorii

(RL@iN)(x):ﬁg; [(x-0  N(@dt  (n=[o]+L x>a)

olup, Riemann Liouville kesirli tiirev operatoriine karsilik gelen 0. mertebeden kesirli

integral operator

1

(RL f+N)(X):—

) (x—t)"'R(t)dt x>a

O Sy X

seklindedir (Podlubny 1999).

Tanmm 3.1.2. N e £,[a,b] ve a<x<b olsun. Bu durumda >0 ve [6], & 'nin tam

degeri olmak iizere N =[0]+1 i¢in sirastyla 0. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

seklindedir (Podlubny 1999).

Uzun yillar Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlari, diferansiyel

denklemlerin kesirli versiyonlarinin ¢dziimiinde yaygin sekilde kullanilmistir. Ancak

12



bu klasik operatorler, oOzellikle fiziksel siireclerin modellenmesinde bazi temel
problemlere yol agmaktadir. Bunlar arasinda en dikkat ¢cekenler, baslangic kosullarinin
fiziksel olarak anlamlandirilamamasi, ¢ekirdek fonksiyonlarinin singiiler yapilarda

olmasi ve sistem bellegini sabit bir sekilde tanimlamasi gibi sinirlamalardir.

Bu tiir kisitlamalar1 asma amaciyla, 2015 yilinda M. Caputo ve M. Fabrizio tarafindan
yeni bir kesirli tiirev tanimi gelistirilmistir (Caputo and Fabrizio 2015). Caputo—
Fabrizio (CF) tiirevi, ¢ekirdek fonksiyonu olarak klasik kuvvet fonksiyonlari yerine

iistel fonksiyon kullanan bir tanimdir. Ozellikle,

(cfﬂfx)(t):%Z;I:N'(V)EXP{—(X%;V)}W, (0<0<1)

—~

seklinde tanimlanan bu operator, singiiler olmamasi ve baslangi¢ kosullariyla uyumlu
olmas1 bakimindan klasik tanimlara gére onemli avantajlar sunmustur. Ancak Caputo
Fabrizio kesirli tiirev tanimi, 6zellikle uzun siireli hafiza etkisini modellemede yeterli

esnekligi sunamadigi i¢in, bazi uygulamalarda yetersiz kalmistir.

2016 yilinda Atangana ve Baleanu tarafindan gelistirilen yeni bir operatér olan
Atangana—Baleanu (AB) kesirli tiirev ve integral tanimlari, Caputo Fabrizio taniminin
sundugu avantajlart korurken, hafiza etkisini daha dogru modelleyebilmek adina
Mittag-Leffler fonksiyonunu ¢ekirdek olarak kullanmistir. Bu yeni tanimin temel
avantaji, sistemlerin uzun bellek davraniglarin1i daha gercekei sekilde ifade
edebilmesidir. Ayn1 zamanda Atangana—Baleanu (AB) kesirli tlirev tanimi, ¢ekirdegi
non-singiiler yapida oldugu i¢in hesaplama agisindan daha stabil ¢oziimler

uretmektedir.

Tamm 3.1.3. w>r, NeH'(r,w) , d€[0,1] olmak iizere Caputo ve Riemann

anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tlirevleri

-2 o [ A0,

13



olarak tanimlanir. Burada %/ (0)>0, M (0)=%(1)=1 seklindedir (Atangana and

Baleanu 2016).

Tanmm 3.1.4. w>r NeHl(r,W) , 0€[0,1] olmak iizere sirasiyla sol ve sag
Atangana-Baleanu kesirli integralleri

A,B;@x(x):%N(XHWW(V)(X-VVldV

1-0 0 w o-1
ABIR(X)= ——N B - d
RO =G Sl SV

seklinde tanimlamir. % (8) normalizasyon fonksiyonu olup % (9)>0 ,

M (0) =M (1) =1 seklindedir (Atangana and Baleanu 2016; Abdeljawad and Baleanu

2017).

Tanmm 3.1.5. w>r, NeH'(r,w) , ,x>0 olmak iizere sirasiyla sol ve sag

Atangana-Baleanu kesirli integralleri

’(A?Za&(X)=%N(X)+m jjx(v)(x_v)%ldv

1-0

PEIIN(X) = WN(X)JFWUN(V)(V_ X)ifl dv

seklinde tammlanir.  %/(0) normalizasyon  fonksiyonu olup  %/(0)>0

M (0) =2 (1) =1 seklindedir (Kermausuor and Nwaeze 2023).
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2023 yilinda Kermausuor ve Nwaeze, k- Atangana-Baleanu kesirli integral
operatorleri  yardimiyla konveks fonksiyonlar igin (Kermausuor and Nwaeze

2023).6zdeslikler ve Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmislerdir.

Teorem 3.1.1. w,w,€R Ve o, <o, olmak iizere, N:[@,®,] >R konveks bir

fonksiyon, x>0 ve 0(0,1) ise

R w, + o, < M(a)rk(a) KABO s o, 4 KABgO o,
( 2 j 2{(a)2a)1)i+(18)FK(8)}[ h(on)rage)]
N(o)+N(,)
2

esitsizligi gecerlidir (Kermausuor and Nwaeze 2023).

Lemma3.1.1. ¥: [a)l, a)z] —> R, [a)l, a)z] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

o, <o, ve N' e L[m,0,] ise

LN (@,)+ "IN (a)l)]

- Mf[(l—g)i —gg }N’(ga)l +(1—§)a)2)d€

esitligi gecerlidir. Burada 0,x>0 ve M(@) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).

Lemma3.1.2. N:[@,®,]| > R, [@,®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

o, <o, ve N e L|m,0,] ise

15



M(a)N(a)l)+N(a)2)

3 (0, — ) GF @By ), 2~
(8)N( j 1-0
:M{j}gixf(gwﬁ(l—g)wz)dg

‘ﬁ(l—g)i N'(gwﬁ(l—G)wz)dJ

esitligi gegerlidir. Burada 0,x>0 ve X (0) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).

Teorem 3.1.2. N:[@,®,] > R, [@,, w,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

o <o, N'eli[o,0,] ve W] = sup [N'(x) <o ise

xe[ay,m, ]

T, (9) M(0)
< ZK(C‘)z _a)l)ngl”N'”oo l—i
S @)

esitsizligi gegerlidir. Burada 0,x>0 ve X (0) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).

Teorem 3.1.3. N:[@w, @,] > R, [@,, w,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

w, <o, ve N' e L, [m,w,] olsun. [N’

konveks fonksiyon ise

16



{“"2“"1)"”Pa)rk(a)}x(w&)f(;(%)-["Aszzwwm"ff&(a)l)]

(0 f,gc)oig(?))i () [1_ 1, JUN'(@)‘ +N'(@,))]

2K

esitsizligi gegerlidir. Burada 06,x>0 ve X (0) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).

Teorem 3.1.4. N:[@,®,] > R, [@,, w,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

o, <w,, N'el|o, o] ve ||N'||w =

sup [N'(x)|< oo ise
xe[ay,m, ]

2 2

0

| (w-a) oto,), 1-
; (a)b{ j 1-0

N(o)+N(,)

25 (o) 2 ) M(0)

K
g+l '
K (@ o)< N,
- 0

2~ (0+x)M(0)T,(0)

esitsizligi gegerlidir. Burada 0,x>0 ve X (0) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).

Teorem 3.1.5. N:[@w, w,] > R, [@,, w,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

w, <o, ve N' e L[, w,] olsun. [N’

konveks fonksiyon ise
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%JN(””*WW’”}

“’1”"2} 10 (@) 8 (o)

(0)

« x(w, o)< DN'(@)H‘N'(C"Z)U

2" (0+Kx)M ()T, (9)

esitsizligi gegerlidir. Burada 0,x>0 ve X (0) normallestirme fonksiyonudur

(Kermausuor and Nwaeze 2023).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde k — Atangana—Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla konveks

fonksiyonlar igin Bullen tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 4.1. N:[@,®,] > R, [0, ®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

PP, €[01], o <o, ve N'e L[, w,] ise

6(0’2 ~0)r {pzN(a)l) +(2-p, —pz)N(%j +p1N(a)2)}

2~M(0)T, ()
_{wlgf]ﬁl&(wl) n KQZB];%DZN(@Z)}L (;4_(2)) (N(a)l) + N(a)z))

__(2-a) o U:[pl _giJN'(g%qyg)%jdg

2g”>w(a)rx
4:((1-;)? -pzjw(g@ﬁ(l_g)%jdg}

esitligi gegerlidir. Burada 0,k >0 ve %/ (0) normallestirme fonksiyonudur.

. 1 é , +
ispat. ¢ = | (pl —4"}( (g%ﬂl—d%jdg

ve ¢, = Jol[(l—g)ff —pZJN’(ga)l +(1—g)%)dg olmak tiizere ¢, ve ¢, toplanip

kismi integrasyon uygulanirsa

(a)2 — @)~

2M(2)T, (0)

|+ 258l [+ S D s ) 5(0)

2 2

{pzx(wl)'F(z_pl_pz)N(Wl;w2j+p1N(a)2):|
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@, — @, 2 @, — @,
20 1 2 o, + o
_ K & 1 2 1_ d
K(a)z—a))jog ( H g)a)zj °
N 2p, N( 1)+ ( ,02) N(a)l+w2j
(0, - ) (0, - ) 2
20 1 o, + o
— 1-¢) N 1- 1 Z 1 d
K(wz—wl)jo( 5) (gwﬁ( g)pz( > D 5

—~
|
S))
~

bulunur. Integrallere degisken degisimi yapildiktan sonra 7\14 0 (N(a)l) +N(a, ))

degeri ¢ikarilarak sonug elde edilir.

Teorem 4.1. N:[w,®,] >R, [@, ®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

PP, €[01], @ <o, Nel|o,o] ve N

L= sup [N'(X)|< oo ise
xelay, o]

_{aﬂ]iN(wl)Jr "QZBJZWZN(a)Z)}L (%1/[_ )(N(a)l)JrN(a)z))

2 2

g
(@ - @) "IN,

2,
2" M(2)T, ()
esitsizligi gegerlidir. Burada 6, >0 ve M (&) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. Mutlak deger 6zelliginden ve N’ ( X) fonksiyonunun sinirliligindan
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‘zii;oz(;;iiz(a)[%N(“’”(Z"’l"’2)&(%)“’“(%)}

Lm0 [ st )

2 2

(@, — )

B g+1
25 M(0)T

0

<a>“° e

0

H[la-¢)-p,

0

2
< (a)2 _a’l)’“+l ||N'||oo { !

2
- Za .[O pl_g,(
28 M(0)r,(0)

[ay

dg

N'(g%ﬂl—d%j

K

N’(ga)l +(1- g)Mj

2
ng

‘

1 2
dﬁjo‘(l—g)'f - P,

N’

0
(a)2 ~ a)l );+2

2 ()T, (0)

00

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.1. k¥ =1 durumunda

(@, - @)
2°M (0)T(0)

{pzx(a)l)+(2 -p —pz)N(%}AN(%)}

_{%;;\f](ix(a)lyr f]jl;wz&(a)z)}+ (;{_(2)) (N(a)l)JrN(a)z))

0+2

< (@,—a) "N,
~ 2""M(0)r (o)

elde edilir.

Teorem 4.2. N:[w,®,] >R, [o, ®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

PP, €[01], @ <o, ve X' e L [w,w,] olsun. [N'| konveks fonksiyon ise
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(602 _ a)l )%‘Fl

] 25+1M(a)rx () [‘N'(wl)‘((wl * '<)K(w1 +26) %J
N'(“’z)‘(‘ (@ K)K(;l T2n) %J

222

esitsizligi gegerlidir. Burada 6, x >0 ve M (&) normallestirme fonksiyonudur.

+

+

Ispat. Lemma 4.1°den ve [N’

konveks fonksiyon oldugundan

2
‘ (“)2 - a’l)"

23 (0)T, ()

@)+ 2N 5% ()|

2

2 2

Lo ) [ D) v

S =

dg

¥ (5% (1))

g+1 8
@, — @, )~ 2
gEl 2 l) [J- pL—c"
2 M (9)T ()

0

+H|1-c) -,

N'[§w1+(1—§)—w1;w2j

:

22



0
—+1

(0, — )

2<" M (5)T. (9)

{ipes

1 0
+jo (1_§)K — P

<

0
K

N,(a)l+a)2j
2

{g‘&'(a)l)‘ + (1—g)

f(1-¢) N'(wzﬂdg

(252 )

esitsizligi elde edilir. Gerekli integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanur.

PL—6

Sonug¢ 4.2. k¥ =1 durumunda

Lwl)a){pzx(wl) +(2-p, —pz)N(@J +P1N(“’2)}

2°M(0)T (0

_{wl;(f]ai&(a)l)Jr fjﬁlza)z&(a)z)}+ (7::/{_(2)) (N(a)l)+b¢(a)2))

(@) [N'(wl)\((wl+1)l(wl+2)_%J

< 2°"M(0)I(0)
, 1 1
N (“’2)‘(‘(wl+1)(wl +2) +p?j

(2

+

+

elde edilir.

Teorem 4.3. N:[w, ®,] > R, [@, ®,] ilizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

P p, €[0.1], @ <@, ve N e £,[ @, @,] olsun. |N[" konveks fonksiyon

i O<7L<1 ise
2
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(oo o)+ (2 pm N[ A5 1 ()|

2%()T. (0) :
_{a{fjaix(a)l)+ K:\&Bjai;wzx(a)z)}+ (;\L/[_(S)) (N(a)l)+ N(a)z))

F 1
< (0)2 _a)l);+l 2% 1 + '
~ 27 ()T, (0)

B KA _kp,
kk+wok+rx 1+7%

1 o 1
x| 1+=

N N,(a)1+a)2)( KR szj
2 KR+Ok+Kk 1+%

. 1))
N (o)) - - =K

L+2 F(2+a+1j
K R
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(- o)~ {pzx(@)ﬂz_pl _pz)x(%}plx(%)}

2:M(9)T, (0)

(o) 8o [+ S D () (o)

2 2

0
(@, - )" N'( o+l KA . o,
2 Kkk+oi+x 1+K

2T (o)
+|N'(@,)] Rpy _r(a:(jr[“?llj

[ o+ o, KA _Ap,
j{x( 2 j(zc?&+a7l+zc 1+7&]
S G 05
N'(a)l)‘ -2y .

1+% (2+a+1j

ek @J |

l+7L
1 1

2 2xj

+

esitsizlikleri gegerlidir. Burada 0 >0 ve M(@) normallestirme fonksiyonudur.
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ispat. Lemma 4.1, Lemma 2.2.1 ve |N'|* konveksliginden
i. O<K<1i%
2

é+l P
‘ a(wz_wl) I:(pl—G"]N’(g%ﬂl—d%jdg
(0)

‘2K*1m(a)r

K

0

+ :((1_g),<_pzjx'(gwﬁ(l_g)%jdg‘
(o) o
_zZ*W(a)rK(a)L(pl y ]

SACERE

QJrl l—1
<(a)2_‘01)K A2* { !

0

d
2 3

x'(gM+<1—g>wz]

d
2 9

N’(ga)l +(1- g)—a)l @ j

0

pl_gl(

x[g; Nr(wl‘;wz)

4 2%l>w(a)rk ()

H(L-c )N (@)

N’(w1+w2j
2

\N’(wz)\f dg

ii. 1<7L<1 ise
2
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o) o
‘ (o~ ) f:(pl—ﬁ]x’(g—wﬁwz+(1—g)a)2jdg

2" M(d)T () 2

1

+ o((l—g)i —szN'(gwl +(1_g)¥)dg‘

(0)2_0)1)%1 ! 2 | @+,
[|p—cr [N s 22+ (1-5),

< d¢
] 0 2
25 M(0)T(2)

dg

oo

Nr(gwﬁ(l_g)@j

P
(("2_0)1);+1 { ! ,

=7, Ip1_§;
25 M(0)r,.(0)

0
: + @
X[gk N!(a)l 2)
2
1 1 1
+[27L —Z)g”i (1—g)27ﬁ(

(L) N (@)

N,(a)l+a)2)
2

\N'(wz)\f de

1 ve 1i esitsizliklerinde gerekli integral islemler yapildiktan sonra ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3. ¥ =1 durumunda

i. O<7L<1 ise
2
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. + . K xp
NUECREC N |
XU ( 2 j{ x+w17‘+1+1+7J

i) 2 f<8+1>r(1+;)}

gt
e
{Fm{pf((;xj
sl s
of 2
)

22t
2 me(ae ) (eae 2]

x

|N’<wz>|f

3
2R
1

(1+6+
2+0+

1

r
- 2%
1

r
(2o

)

r(3+1j
2 2%

TR S
2
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(w ~o)

M(2)T(2)
{

() (2= p )N 25 ()|

C()+C()

WS M(2)
S {

x
K+w%+l 1+X

r(o
@)
1+K 2+8+

L U

oy, x()]ﬂ*ﬁNN<>+N<>>
+1)T

{[ )[ g 9 iEiZ
(252 - 2)

1
+N (@ { 1Kf7i (a(iraglijxj}
-

{5 ]

1+k
{5 1
(2 3 jﬁr(uzxﬁ(—pz + 2Fl(—a,1+27£,2+7l,1
X

1

1

)

3 1
4é+nJ

elde edilir.
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Teorem 4.4. N:[w,0,] >R, [0, ®,] lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

PP, €[01], @ <o, ve N'e £ [w,w,] olsun. |N'|* konveks fonksiyon ise

Lzt 2508000 [ () )

2 2

9. 1
@, — @, )~ , K o+x 1))
= ( . ["“F{E"f’ 0 _n 2
2 M (9)T,.(2) P

K

esitsizligi gecerlidir. Burada A >1, %+%:1 ve 0>0, M(d) normallestirme

fonksiyonudur.

Ispat. Lemma 4.1°den ve Holder esitsizliginden
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2
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2

J

)
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esitsizliginde gerekli integral islemler yapildiktan sonra ispat tamamlanur.

Sonug¢ 4.4. x =1 durumunda
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P

Teorem 4.5. N:[w, ®,] >R, [o, ®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

P p, €[0.1], @, < @, ve N € £,[@;, ,] olsun. X" konveks fonksiyon ise
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esitsizligi gegerlidir. Burada X >1 ve >0, M (0) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. Lemma 4.1°den ve Power Mean esitsizliginden

O
4:((1_;)5 _pzjw(g@ﬁ(l_g)@)dg‘
i N
e )
2 dgf
s[5
[ffo-sr ol
(st -eop(22)

esitsizliginde gerekli integral iglemler yapildiktan sonra ispat tamamlanur.

dg

d
5 S

N'(ga)l r (1—g)—601 * wzj

0
S (a)2 _ a)l );4—1
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Pr

1

+(1g)|N’(a)2)|degT
Jo

0

(1 g)” — P
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(1 g)" ~ P2

Sonug¢ 4.5. k¥ =1 durumunda
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. 1
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elde edilir.

Teorem 4.6. N:[w, ®,] >R, [w, ®,] iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

P p, €[0.1], @, < @, ve N € £,[@;, ] olsun. [N konveks fonksiyon ise
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esitsizligi gecerlidir. Burada X >1 , %+%:1 ve >0, M(d) normallestirme

fonksiyonudur.

Ispat. Lemma 4.1°den ve Young esitsizliginden
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esitsizliginde gerekli integral islemler yapildiktan sonra ispat tamamlanur.

Sonuc 4.6. x =1 durumunda
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez c¢alismasinda, literatiire yeni kazandirilan k — Atangana—Baleanu Kkesirli
integral operatdrii esas alinarak, konveks fonksiyon igeren Bullen tipli esitsizlikler i¢in
yeni st sinirlar elde edilmistir. Tanimlanan yeni operatér, klasik Atangana—Baleanu
kesirli integralinin genellestirilmis bir versiyonu olup, hem integral operatoriiniin
esnekligi artirllmig hem de kesirli analizde daha genel yapilarin incelenmesine olanak

saglanmistir.

Elde edilen sonuglar, kesirli kalkiiliis alanindaki esitsizlik teorisinin genisletilmesi
acisindan 6nemli bir basamak teskil etmektedir. Bu cer¢evede, konuya ilgi duyan
aragtirmacilarin  tamimladigimiz  6zdeslikten hareketle yeni tiirde esitsizlikler

tiretmeleri ve bu esitsizliklerin alternatif sinir degerlerine ulagmalar1 miimkiindiir.

Bulgular ayrica gostermektedir ki K =1 6zel durumu ele alindiginda, tanimlanan
operatér dogrudan klasik Atangana—Baleanu kesirli integral operatoriine
indirgenmektedir. Bu durum, onerilen yapmin Atangana—Baleanu kesirli integral
operatoriinii kapsayan daha genel bir ¢erceve sundugunu agikca ortaya koymaktadir.
Bu yoniiyle ¢alismanin, kesirli analiz temelli esitsizlik teorisine katki saglayacak yeni

yontemsel yaklagimlar sundugu diistiniilmektedir.
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