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verildi. L'(x#,E) nin merkezinin L”(u,Z(E)) gosterildi ve Bochner
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1. GIRIS

20. ylizyilin baslarinda Lebesgue ve bazi matematikgiler, reel fonksiyonlarin genis
bir sinifi i¢in pozitif 6l¢iiye gore en uygun yolla integral hesabina izin veren modern
ve tam integral teorisini olusturdular. Bu teorinin gelismesinin pek ¢ok yonleri
arasinda, 1933’de pozitif Olcliye gore vektdr degerli fonksiyonlarin integrali i¢in

Lebesgue tipi teoriyi olusturan Bochner’in ¢alismasi vardi [1].

Vektor dlgiisiine gore skalar fonksiyonlarin integralinin ¢alisilmasi, Bartle, Dunford
ve Schwartz’in "Zayif kompakthk ve vektor 6l¢iileri" adindaki makalesinin basilma
tarihi olan 1955’e kadar bekledi [2]. Bu makalede, K kompakt topolojik uzay1
tizerindeki stirekli fonksiyonlar uzayinda tanimli ve X Banach uzayinda degerli

T:C(K)— X zayif kompakt operatorlerini galistilar. Bu ¢alisma i¢in kullandiklari

teknik, X Banach uzayinda degerli operatorlerle birlestirilmis bir Olciiye gore
integrali olan operatoriin hareketini gosterir. Bu yolla, o -cebiri ilizerinde taniml1 ve
Banach wuzayinda degerli o6lciiye gore skalar fonksiyonlarin integral teorisini

olusturdular.

Yetmislerin baslarinda Lewis, bizim de ozellikle 3. Boliimde yararlandigimiz
"Vektor Olciilerine gore integral" [3] ve "Vektor uzaylarinda integrallenebilirlik ve
toplanabilirlik iizerine" [4] basliklariyla basilan makaleleriyle Hausdorff lokal
konveks topolojik vektor uzaylarinda degerli vektor Olgiilerine gore skalar
fonksiyonlarin integrallenmesi i¢in bir teori gelistirdi. Vektor olciileri, Banach uzayi
degerli olarak kisitlandiginda bu teori, Bartle, Dunford ve Schwartz’in teorisine

denktir.

1976’da Kluvanek ve Knowles -calistifimiz konuyla yakindan ilgili olan- "Vektor
Olgiileri ve Kontrol Sistemleri" diye adlandirdiklart kitabr ¢ikardilar [5]. Bu kitapta,
Hausdorff lokal konveks topolojik vektoér uzayinda degerli vektor Olgiisiine gore

integrallenebilen reel fonksiyonlarin uzayini ¢alistilar.



Genel olarak bizim calismamiz, Banach uzay1 degerli vektor Olgiileri icin verilen
kavramlar1 ve teoremleri siralamayla Banach orgiilerine tasimak ve gelistirmek;
cesitli integral tanimlarinda 6l¢iiniin vektor-degerli, fonksiyonun reel-degerli veya
Olclinlin reel-degerli, fonksiyonun vektor-degerli olmalari durumlarinda teoremler
arasindaki iligkileri incelemek, yeni yontem ve kurallar ortaya koymak iizerine

kurulmustur.

Ikinci béliimde konu igin gereken alt yapryr kurduk. Riesz uzaymin merkezinin
onemini vurgulamak i¢in Klasik Radon-Nikodym Teoreminin ispatinda merkez
kavramim kullandik. Bdylece pratik bir ispat elde etmis olduk. Olgii Teorisi ile
Banach orgiileri ve tensor ¢carpimlar: teorilerinin kullanacagimiz temel kavramlarini

ve sonuglarini hatirlattik.

Ucgiincii boliimde ¢alismamizi ncelikle o-cebiri iizerinde tanimli X-degerli v vektor

oOl¢iileri lizerinde yogunlagtirdik. Sira sinirlt vektor 6l¢iilerinin toplulugunu (%, X')
ile gosterdik. X Dedekind tam Riesz uzay1 iken (%, X) in Dedekind tam Riesz
uzayl, X Dedekind tam Banach orgiisii iken $(X, X) in Dedekind tam Banach
orgiisii oldugunu ayrintilartyla inceledik. Sira smirli vektor Olciisiiniin ve diizenli
operatoriin sinirli olmasi gergeginden yola ¢ikarak v nin 7, temsil operatoriiniiniin

tanimini yapip, X Banach orgiisii iken $(Z,X) ve L,(D, X) uzaylarinin vektor ve

orgili yapilarinin denk oldugunu acgikladik (Burada D reel degerli basit fonksiyonlar

uzayinin supremum normuna gore tamlayanidir) [6].

Sonraki kisimda 6rgii yapisiyla v ye gore integrallenebilen reel fonksiyonlarin L'(v)
uzayini ele aldik. Bu yiizden, Banach orgiileri teorisinin araglarin1 kullandik. Burada
L'(v) nin bilinen temel sonuclarmi hatirlattik. L'(v) nin skalar 6lgiiler icin ele
alman L' uzayi ile benzer ve farkli olan &zelliklerini agikladik. L' uzayindan farkl
olarak, Curbera [7] ve Okada’nin [8] calismalarindan aldigimiz 6rneklerle L'(v) nin
yansimali olabildigini, zayif dizisel tam olmayabilecegini ve genelde AL-uzayi

olmadigim belirttik. Diger yandan tipki L' uzayr gibi L'(v) nin de sira siirekli



norma sahip Banach orgiisii oldugundan ve Baskin Yakinsaklik Teoremi gibi bazi

temel integral teoremlerini sagladigindan bahsettik [9, 3].

Biz ise li¢iincii boliimiin ikinci kesiminde goriilecegi gibi, v nin deger uzay1 Banach
orgiisii alindiginda L'(v) nin L' uzay1 ile benzer olan bazi 6zelliklerini verdik.
Burada v sayilabilir toplamsal pozitif vektor 6l¢iisii alindiginda;

e v ye gore integrallenebilen pozitif fonksiyonun integralinin de pozitif oldugunu
ve L'(v) den alinan fonksiyonun integrali i¢in modiil esitsizliginin saglandigni,

e Levi Teoremini,

e v ye gore integralin sira stirekli oldugunu ispatladik.

Bizi bu ¢alismaya sevk eden en onemli sorulardan biri suydu: L'(v) nin merkezi

nedir? Bu sorunun cevabina, v nin yarivaryasyonuna gore integrallenebilir olan bir

pozitif fonksiyonun v ye gore de integrallenebilir oldugunu ispatlayarak basladik. Bu
durumda L1(|v|) c L1(||v||) c L'(v) olur. Bu durum bize A, v i¢in Rybakov
kontrol 6lgiisii iken L'(v) nin L*(A1) iizerinde cf-modiilii olabilecegi fikrini verdi.
Lewis'in "Vektor olgiilerine gore integral" adindaki makalesinde yer alan Teorem 2.2
ve Teorem 2.6 y1 kullanarak, g € L”(1) ve f e L'(v) iken g.f noktasal ¢arpiminin
L'(v) iginde oldugunu ispatladik ve bu carpmayla tanimladigimiz déniisiimle
fikrimizi dogruladik. Bu ¢arpma yardimiyla L'(v) nin merkezi ile L*(1) arasinda

tanimladigimiz birebir doniisiimiin Ortenligini Alpay ve Turan'in 1993 te basilan
"Eslenik operatoriin sira Ozellikleri" isimli makalesinde [10] verdikleri ortenlik

kosulu yardimiyla ispatlayabildik. Sonug olarak bu doniisiimiin 6rgii ve cebir esyapi

doniisiimii oldugunu gostererek L'(v) nin merkezinin L*(A) oldugunu bulduk.
Ayrica L'(v)' dual uzaymin da swa siirekli norma sahip olmasi [9] ile
Z(L'(v)) > Z(L'(v)") eslenik operatdriiniin Riesz ve cebir esyapili [10] olmasindan

L'(v)' nin ideal merkezi de L*(1) dir.

Doérdiincii boliimde ise ilk Once, reel Olciiye gore integrallenebilen Riesz uzayi



degerli fonksiyonlar1 ele aldik. Bu fonksiyonlarin toplulugunun hhy noktasal
siralamayla Riesz uzay1 oldugunu belirttik. Ayrica, reel degerli integralin bilinen bazi
klasik ozelliklerini vektor degerli integral icin elde ettik. Burada vektor degerli
integralin pozitif oldugunu, modiil esitsizligini saglandigini ve sira siirekli oldugunu

ispatladik.

Sonrasinda u reel Olgiisiine gore Bochner integrallenebilen Banach orgii degerli
fonksiyonlarin L'(x,E) ve L”(u,E) uzaylarm ele aldik. Bu uzaylar dogal u-hhy
siralamasi ile Banach orgiisiidiir. L' ve L” uzaylarmin Dedekind tam olmasindan
yola c¢ikilarak, E Dedekind tam iken L'(u,E) ve L”(u,E) uzaylarinin da

Dedekind tam oldugu diistiniiliir. Bu yarginin yanls oldugunu bir 6rnekle agikladik.

Sinirli reel say1r dizilerinin [, uzaymin Dedekind tam oldugu bilindigi ic¢in, bu

ornekte Cartwright’in “Vektor-degerli fonksiyonlarin bazi uzaylarinin sira tamligi”

[11] baglikli makalesinin yol gostermesiyle L'(z,l,) uzaymin Dedekind tam

olmadigini ispatladik.

L'(u,E) ile Ll(,u)@)E uzaylar1 arasinda esmetrel esyapr doniislimiiniin var

oldugunu Diestel’in “Vektor Olgiileri” adli kitabindan biliyoruz [12]. E Banach

oOrgiisii iken bu uzaylarin ayn1 zamanda Riesz esyapili oldugunu gosterdik. Boylece,
L'(u,E) ile Ll(,u)@E arasinda siralama acisindan birinde bilinen bir 6zellik
digerinde de vardir. Ornek olarak, Ll(,u)@)E de Dedekind tam olmayabilecegini

ifade ettik. Baska bir &rnek olarak, L'(x) nin sira siirekli norma sahip oldugunu
bildigimizden Cartwright’in [11] de ispatladigi “E sira siirekli norma sahip ise,

L'(u, E) sira siirekli norma sahiptir” teoremini kolayca elde ettik.

Baska bir temel sorumuz da L'(x, E) nin merkezinin ne olabilecegi iizerineydi. Ilk
intibamiz bu merkezin L”(u,Z(E)) olabilecegi yoniindeydi. Burada L*(u,Z(E))

den Z(L'(u,E)) ye, iigiincii bdliimde carpma yardimiyla tanimladigimiz déniisiime

benzer olan bir donilisim tamimladigimizda karsilastigimiz sorun bu doniisiimiin



ortenligini elde edememizdi. Bu yiizden fikrimizi saglamayan oOrnek bulma

zorunlulugu hissettik. E yi 6zel olarak ¢, alarak bir yandan Z(L'(x,c,)) 1n
Dedekind tam, diger yandan L*(u,Z(c,)) in Dedekind tam olmadigim gordiik.
Boylece genelde Z(L'(u,E))# L”(u,Z(E)) oldugu sonucuna vardik. Bu durumda
L”(u,Z(E)) yi genisletmemiz gerektigini diisiindiik ve onu alt uzay kabul eden
L7 (u,Z(E)) uzaym tamimladik. Bu uzay alisilmis siralama ve 6rgii islemleriyle

birimli  f-cebiridir. Bdylece Onceki tanimladigimiz doniisiimiin tanim uzayini

L*(u,Z(E)) yerine L’ (u,Z(E)) aldigimizda bu doniisiim birebir cebir ve Riesz 6z

yap1 doniisiimii oldu. E sira siirekli norma sahip oldugunda bu doniisiimiin orten

oldugunu ispatlayabildik. Sonug olarak L'(x,E) nin ve dolayistyla onun duali
L'(#,E) nin merkezinin L7 (x,Z(E)) oldugunu bulduk. Son olarak adi gegen

doniisiimiin 6rtenliginden yararlanarak Olgii Teorisinin énemli teoremlerinden olan

Radon-Nikodym Tipi Teoremi, Bochner integrallenebilir fonksiyonlar i¢in ispatladik.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi kavramlar: tanitiyor ve

sonuglar1 6zetliyoruz.

2.1. Riesz Uzaylar ve f-Cebirleri

Burada gegenler hakkinda daha fazla bilgiye sahip olmak igin [13] ve [14] e
bakilabilir.

2.1. Tanim (Sirali Vektor Uzayn)

E reel vektor uzayi ve lizerindeki siralama bagintis1 < olmak iizere, x <y iken her
zeF veher AelR" igin x+z<y+z ve Ax< Ay oluyorsa, E ye swali vektor

uzayr denir.

2.2. Tanim (Riesz Uzay1)

E sirali vektor uzayr olmak iizere, her x,y € E i¢in x vy = sup {x,y} € E

(veya x Ay = inf{x,y} € E) oluyorsa, £ ye Riesz uzay: denir.

2.3. Tanim (bir elemanin pozitif kismi, negatif kismi, modiilii ve iki elemanin dikligi)

E Riesz uzaymm herhangi bir x elemanm igin; x "=xv 0, x =x A0,
| x| = x v (=x) esitlikleriyle verilen elemanlarina sirastyla, x in pozitif kismi ,
x in negatif kismi ve x in modiilii denir. x,yeE i¢in |x|A|y|=0 oluyorsa, x ve y

birbirlerine diktir denir ve bu durum x L y ile gosterilir.



2.4. Tanim (Sira Yakinsaklik)

E Riesz uzay1 olmak iizere, {x,} ¢ £ ve xeF i¢in |xq—x| <y, ¥ 0
({¥«} azalan ve infimumu 0 ) olacak sekilde {y,} < £ ag varsa, {x,} ag1 x
elemanina swra yakinsak denir.

2.5. Tanim (Arsimedyan Riesz Uzay1, Dedekind Tam Riesz Uzay1, Ideal, Band)

E Riesz uzay1 olmak lizere,

(a) Her xe E* i¢in n”'x 4 0 oluyorsa, E ye Arsimedyan Riesz uzayi,

(b) E nin istten siirli her altkiimesi supremuma sahipse, £ ye Dedekind tam Riesz
uzayr ,

(c) I altuzayiicin |x|<|y| ve yel iken xel oluyorsa, / ya E de (swra) ideal ,

(d) B ideal ve herbir {x,} = B; 0<x,Tx ({x,} artan ve supremumu 0) ag1 i¢in

xe B oluyorsa, B ye E de band denir.
¢ Bir Riesz uzay1 Dedekind tam ise, Arsimedyandir.
2.6. Tanim (Bir Kiimenin Urettigi Ideal ve Band)

E Riesz uzayinin bostan farkli D altkiimesini kapsayan en kiigiik ideale (ya da

banda) D nin iirettigi ideal (ya da band ) denir.

e F Riesz uzaymin D altkiimesinin tirettigi ideal ve band sirasiyla,
Ip={xeE:|x|< Z;/?,J xl.| olacak sekilde Ai,...,A,€IR" vexy,...,x,eE var}

Bp={xeE:0< x, T |x| olacak sekilde {x,} < D" var}

bi¢cimindedir. £ nin herhangi bir x elemaninin iirettigi ideal ve band sirastyla,



I.={yeE:|y|< Ax olacak sekilde 1€ /R var }

B.={yeE:|y|an|x|T|y|}

bi¢iminde elde edilir.

2.7. Tanim (Sira Birim, Zay1f Sira Birim)

E Riesz uzayi, 0 < e € E olmak lizere,

(a) I.=E oluyorsa; yani her xe £ i¢in |x| < Ae olacak sekilde AeIR" varsa, e ye
E nin sira birimi,

(b) B.=E oluyorsa; yani her xeE i¢in |x| A ne Tx oluyorsa, e ye E nin zayif

stra birimi denir.

e F Riesz uzayinin sira birimi, ayn1 zamanda zayif sira birimidir. £ nin her x >0
eleman, iirettigi idealin sira birimi; {irettigi bandin zayif sira birimidir. Arsimedyan
Riesz uzayinda e >0 elemaninin zayif sira birim olmasi i¢in, x L e iken x =0

olmasi gerekir ve yeter.

2.8. Tanim (Siral1 Aralik, Sira Sinirlt Kiime)

x ve y, E Rieszuzayinda x <y olacak sekilde iki eleman iken [x,y]={zeF:x <
z <y} kimesine swali aralik; E nin bir sirali aralii tarafindan kapsanan

altkimesine de sira sinirli kiime denir.

2.9. Tanim (Sira Smirli Operator, Pozitif Operator, Sira Siirekli Operator, Riesz

Homomorfizmast)

E ve F Riesz uzaylari, 7: E— F operator ( lineer doniisiim ) olmak {izere,
(a) E dekiher D sira siirli kiime i¢in F de 7°(D) sira sinirli kiime oluyorsa, 7" ye

swra sinirll operator ,



() E nin her x >0 elemani i¢in F de 7x > 0 oluyorsa, 7 ye pozitif operator ,

(¢) E de x,— 0 (sira yakinsak) iken F de Tx,— 0 (sira yakinsak) oluyorsa, T ye
sira siirekli operator ,

(d) Her x,yeFE igcin T(xvy)= Txv Ty oluyorsa, T ye Riesz homomorfizmasi

denir.

e [F Riesz uzayindan F Riesz uzaymma sira simirli operatorlerin  kiimesi

L,(E,F) ile gosterilir. 7,Se L,(E,F) i¢in

T<S < Her 0 <xeF igin Tx <Sx

ile tanimlanan siralama bagntisiyla L, (E,F) swali vektor uzayidir. Pozitif
operatorler sira sinirhidirlar. 7 Dedekind tam oldugunda, L,(E,F) Dedekind tam

Riesz uzayidir ve bu durumda her sira simirli operator, iki pozitif operatoriin farki

olarak yazilabilir [13].

2.10. Tanim (Merkez Operatorii, Ideal Koruyan Operatdr, Band Koruyan Operator,
Orthomorfizma)

E Riesz uzayi, 7: E— E operatdr olmak iizere,

(a) Her xeFE igin |Tx|< A|x| olacak bigimde bir AeIR" varsa, T ye merkez
operatorti,

(b) Her xeFE igin |Tx|< A.|x| olacak bigimde A,€iR" varsa, T ye ideal koruyan
operator,

(¢) Her x,y eF i¢in x L y iken 7x L y oluyorsa, 7' ye band koruyan operator,

(d) T sira sinirh operator ve band koruyan operator oluyorsa, 7'ye orthomorfizma

denir.

e Arsimedyan Riesz uzay1 iizerindeki her orthomorfizma sira siireklidir (Theorem

8.10 [13]).
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2.11. Tamim (Orgii Normu, Normlu Riesz Uzay1, Banach Orgiisii)

Riesz uzayi lizerinde tanimli, |x| <|y| iken ||x|| <||¥]| olmasin saglayan ||-|| normu
orgii normu olarak adlandirilir. Orgii normuyla Riesz uzay1 normlu Riesz uzayt; ek

olarak norm tamsa Banach orgiisii olarak tanimlanir.

e T :FE — E operatoriiniin ideal koruyan operator olmasi, her xeF£ igin
Tx €1, olmasi ile; band koruyan operatdr olmasi, her xe £ i¢in 7x € B, olmasi ile
denktir. Merkez operatorii, ideal koruyan operator; ideal koruyan operatdr, sira sinirli
ve band koruyan operatordiir. £ Riesz uzayr iizerinde tanimlanan merkez
operatorlerinin, ideal koruyan operatorlerin ve orthomorfizmalarin kiimeleri sirasiyla,
Z(E), Con(E) ve Orth(E) ile gosterilir. Z(E) < Con(E) < Orth(E) < Ly(E) dir.
E Dedekind tam ise, Z(E), Con(E) ve Orth(E) Dedekind tam Riesz uzaylaridir. Bu
durumda /e Ly(E) 6zdeslik operatdrii Orth(E) nin zayif sira birimi, Z(E') nin sira
birimi oldugundan, L;(E) i¢inde bu operatdriin iirettigi band Orth(E), iirettigi ideal
Z(E) dir ve ayrica Con(E) idealdir.

e F Arsimedyan Riesz uzayi ise, Orth(£) noktasal siralama altinda Arsimedyan

Riesz uzayidir. £ Banach orgiisii ise, Orth(E) = Z(E) dir (Theorem 144.3 [14]).

2.12. Tanum ( Riesz Cebiri, /- Cebiri )

(a) A Riesz uzay1 ve cebir olmak iizere, her x,y € A" i¢in xy € A" oluyorsa, A ya
Riesz cebiri denir.
(b) A Riesz cebiri olmak iizere, x L y iken her zeA i¢in xz Ly ve zx Ly

oluyorsa, A ya f-cebiri denir.

e f-cebirinde her x icin x2=@H?+@x)? 20 dr. Arsimedyan f-cebirinin e
birim elemam e = e? > 0 1 goriisiinde pozitiftir. Diger taraftan e Ax =0 iken x =

xAx =xenx =0Ax =0 oldugundan e zayif sira birimdir.
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e Her Arsimedyan f —cebiri degismelidir (Theorem 8.21 [13], Theorem 140.10
[14]).

e FE Arsimedyan Riesz uzay1 olmak tizere, Orth(E') bileske islemi altinda /

0zdeslik operatoriinii birim kabul eden Arsimedyan f—cebiridir (Theorem 8.24

[13]).

e A birimli Arsimedyan f-cebiri olmak iizere,

@ A> Orth(A) ; p.(x)=ux

U — ou

operatorii f-cebir izomorfizmasidir. £ Riesz uzayi i¢in Orth(E') = Orth(Orth(E))
olur (Theorem 8.27 [13]).

2.13. Tanim ( f-Modiilii )

Abirimi e olan f-cebiri, £ Riesz uzayi olmak iizere,

AxE—->E ; (a,x) > ax

doniisiimii i¢in

(a) E, A iizerinde bir modiil (sol modiil) ve her xe £ igin ex=x,
(b)Her ac A" ve xeE" i¢in axeE",

(c) E iginde x L y ise, her aeA igin ax Ly

ozellikleri saglaniyorsa, £ ye A lizerinde f-modiilii denir.

E, A iizerinde bir f~modiilii ise



12

p : A— Orth(E)

a—>pla)=r, : r,(x)=ax (VxekE)
biciminde tanimlanan p birimli cebir ve Riesz homomorfizmasidir [ 14]. Ek olarak,

(d) (a,)cA ve aeAd i¢in aaTa ise, her xeE" igin aa.xTa.x

Onermesi saglaniyorsa, E ye A tizerinde cf-modiilii denir. Bu 6zellik p nin sira

stirekli olmasin1 gerektirir.
Simdi sonrasinda ihtiya¢ duyacagimiz bir teorem verelim.
2.1. Teorem

A birimi e olan Dedekind tam f -cebiri, £ Dedekind tam Riesz uzay1 ve E A4
lizerinde c¢f -modiilii olsun. p : [, > Z(E) doniisiimiiniin Orten olmasi igin
0<y<x iken ax=y olacak bicimde ae/, nin var olmas1 gerekir ve yeter

(Burada /, e nin iirettigi idealdir) [15].
2.2. Reel Degerli Fonksiyonlarin z -Integrali

Bu kesim ile bundan sonraki iki kesimde anlatilanlar i¢in ayritili bilgiye [16] dan

ulasilabilir.

2.14. Tanim (Karakteristik Fonksiyon, Basit Fonksiyon ve Standart Temsili, Adim
Fonksiyon)

A < Q olmak iizere,

1 , ted

Q>R 1) =
X4 X4(0) {o ted
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fonksiyonuna A min karakteristik fonksiyonu denir. ¢:Q —> R sonlu degerli

oOlgtilebilir fonksiyonsa, ¢ ye basit fonksiyon denir. Farkli a,,...,a, degerleri i¢in
4 ={teQ:g(t)=a| (1<i<n)iken ¢=) " ay, yazamma ¢ nin standart temsili
denir. Buradaki kiimeler olgilebilir ve ayriktir. B, ler sonlu odlgili 6lgtlebilir

kiimeler iken ¢ = Z:;l b, xp yazimina sahip ¢ basit fonksiyonuna adim fonksiyon

denir.
¢ Basit fonksiyonun adim fonksiyon olmasi i¢in, sonlu 6l¢iilii bir kiimenin disinda

sifir olmasi gerekir ve yeter. Basit fonksiyonlarin ve adim fonksiyonlarin topluluklar

fonksiyon uzaylari, hatta fonksiyon cebirleridir.

° ¢= z; a,x, standart temsiliyle verilen adim fonksiyonun integrali

I¢dﬂ = ianu*(Ai)

bi¢ciminde tanimlanir ve temsilden bagimsizdir. Bu integral, lineer, monoton ve sira

sureklidir.

2.15. Tanim (Ust Fonksiyon)

f:Q—>R fonksiyonu igin ¢, T/ hhy ve lim I ¢,du <o olacak bigimde (4,)

adim fonksiyonlar dizisi ( f* nin tireten dizisi) varsa, f ye iist fonksiyon denir.

dizisidir. Ust fonksiyonlarm toplulugu vektdr uzay: degil; ancak orgiidiir.

e Ust fonksiyonun integrali
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Ifdﬂ=ﬁmf%dﬂ

biciminde tanimlanir ve iireten diziden bagimsizdir. Bu integral, lineer degil; ancak

monoton ve sira stireklidir.
2.16. Tanim (integrallenebilir Fonksiyon )

f:Q—R fonksiyonu i¢in f = f, — f, olacak bicimde f,, f, iist fonksiyonlar1 varsa,

f ye integrallenebilir fonksiyon denir.

e Integrallenebilir fonksiyonlarin toplulugu fonksiyon uzayidir.
e Integrallenebilir fonksiyonun integrali
Ifdﬂ=fﬁdﬂ—fﬁdu

biciminde veya

[fau=]rdu-[rdu

biciminde tanimlanir ve fonksiyonun fark yazimindan bagimsizdir. Bu integral,

lineer ve monotondur.
¢ Bu kesimdeki tanimlardan, herhangi bir fonksiyon i¢in

adim fonk. = {ist fonk. = integrallenebilir fonk. = dl¢iilebilir fonk.

gerektirmeleri saglanir.
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2.3. L”(u) Uzaylan

e (0<p<o olmak iizere,

f |p integrallenebilir olacak bigimdeki f o6l¢iilebilir
fonksiyonlarini g6z oniine alalim. Bu fonksiyonlarin toplulugu L”(x) ile tanimlanir.

f,geL”(u) igin
f~g < f=g u-hhy

biciminde tanimlanan baginti denklik bagintisidir ve bodylece L”(x) yi denklik

siiflarina ayirir. L” () Riesz uzayidir. 1< p <o iken

171, = ([ |#Fdu)

esitligi ile tamimlanan normla L”(x) Banach oOrgisidir. feL”(u) ve

(f,)cL?(w) igin limf,=f hhy iken lim|f,| =|f] ise, lim|f-7,

=0
p

saglanir.

2.17. Tanum (Esas Siirli Fonksiyon ve Esas Sinir1)

f:Q—> R olmak lizere, bir 4 sayisi i¢in | f | <A hhy oluyorsa, f ye esas smnirli

fonksiyon, A yada f nin esas sinir1 denir.

e Esas sinirh dlgiilebilir fonksiyonlarin koleksiyonu L”(u) ile tanimlanir. L”(u)

Riesz uzayidir.
”f”m = inf{4>0: 4, f nin esas sir1}

esitligi ile tanimlanan normla L*(x) Banach orgiisiidiir. Burada yine normun
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taniml1 olabilmesi ic¢in herhangi iki fonksiyon, hemen hemen her yerde esit

olduklarinda 6zdes olarak alinir.

e Adim fonksiyonlarinin koleksiyonu, her bir L”(x) uzayinin vektor altdrgiisiidiir.

1< p <o iken adim fonksiyonlarin koleksiyonu L”(x) i¢inde norm yogundur.

e Sonlu 6l¢li uzaymnda 1< p<g<o iken L?(u)c L”(u) olur (Theorem 31.14
[16]).

e (Q,Z, 1) o-sonlu dlgii uzayi olsun. 0 < p <oo iken

@ L7(w) > Z(L" (1)

u—>pu)=r, . r,(f)=uf (f el’(w)

biciminde tanimlanan ¢ birimli cebir ve Riesz esyapi doniisiimiidiir. Boylece

Z(L? ()= L” (1) saglanir (Example 8.32 [13], Theorem 142.11 [14]).

Bir Riesz uzayinin merkezinin ne oldugunun arastirilmasi ¢esitli uygulamalar i¢in
Oonemlidir. Asagida merkez kavramini kullanarak Klasik Radon-Nikodym
Teoreminin farkli bir ispatin1 verdik. Kolay anlasilabilirliginden dolay1 bu ispat ayni
zamanda, bir uzayin merkezinin nerelerde kullanildigina iyi bir 6rnek olur. Diger
ispat icin [14] deki Theorem 142.11 ve Example 145.3 e bakilabilir. Merkezin baska

bir kullanimin1 da, dérdiincii boliimiin sonundaki 4.3.6 Teoreminin ispatinda verdik.

2.2. Teorem ( Klasik Radon-Nikodym Teoremi )

(%, ) o-sonlu 6lgii uzayr ve F, L'(u) iizerinde tanimli siirekli lineer

fonksiyonel olsun. Her f e L'(u) icin
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F(f)=[ufdu
olacak bi¢cimde bir u € L™ () vardir.
Ispat

E=L'(u) olsun. E Banach orgiisii oldugundan E'=E~ dir ve L'-normu sira
sirekli oldugundan E~ =E saglanir. Her >0 i¢in J- fdu=0 iken =0
oldugundan E iizerinde F(f)= J f du bigiminde tanimlanan F fonksiyoneli kesin
pozitiftir (yani f >0 iken F(f)>0 dir). Bu durumda N, = { feE:[|fldu= o}

={0} oldugundan C,=N{=E olur( E=NL®NX =N ®{0}=N).

Simdi F nin E~ da zayif birim oldugunu gosterelim. [13] deki Theorem 3.5 den F
nin direttigi band {F}* dir. O halde {F}* = E; oldugunu géstermeliyiz. Bunun igin
de {F}* ={0} oldugunu gostermek yeterlidir. [13] deki Theorem 5.2 (Nakano)
yardimiyla 0< H € {F}’ iken E=C, c N,,  E oldugundan N, = E bulunur. Bu

durumda her f € E i¢in H(f)=0 oldugundan H =0 bulunur.

E~ Dedekind tam oldugundan [17] den F nin {irettigi idealdeki her G pozitif lineer
fonksiyoneli icin 0<.S <7 ve S(F)=G olacak bicimde S € Z(E™) vardir. [14] deki

Theorem 109.3 den dolayr Z(E)—> Z(E™) eslenik operatorii orten oldugundan

7~ =8 olacak bicimde 7 € Z(E) vardir. Bu durumda
G=SF)=n(F)=For ve 0<7<1

olacak bi¢imde 7 € Z(E) vardir. Z(L”(u))=L"(u) oldugundan E iizerinde her

7 operatorl, uelL”(yx) iken z(f)=u.f biciminde yazilir. Bdylece her f € E
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i¢in

G(f) = For(f) = F(a(f)) = Fu.f) = [u.f du

saglanir. G, E lzerinde herhangi bir pozitif lineer fonksiyonel olsun. £ nin {irettigi

band £~ oldugundan, 0<G, T G olacak bigimde F nin iirettigi idealde (G,) dizisi
vardir. Her f e E i¢in G,(f) :jun fdu olsun. G, T olmasi, 7, T ve dolayisiyla

u, T hhy olmasmi ve 0< 7, <1 olmasi 0<u, <1 olmasin gerektirdiginden L” ()

niin Dedekind tamlhigindan u, =supu, vardir. Integralin sira siirekliliginden her

f €E igin

G,(f) = [u,.fdu? [u,.fdu

ve boylece G(f) = Iuo. f du bulunur.

2.4. Isaretli Olciiler

o s, X —>[0,0] dlgiiler ve 4 >0 iken, 4 € X igin

(4 + 1) A) = w1 (AD+p, (A ve ()4 = A (A)

esitlikleriyle tanimlanan g + g, ve Ay, doniistimleri olgiidiir. 4 <0 iken Az, Olgii

olmadigindan dlgiilerin koleksiyonu vektor uzayi degildir.

sup{s4(B)+1,(A\B): B€X, Bc A}

Y

Ve

TN inf{,ul(B)+,uz(A\B):BeE, BgA}
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esitlikleriyle tanimlanan g v u, ve g A, donistimleri 6l¢iidir. Bu durumda
Olglilerin koleksiyonu oOrgiidiir. Ayrica (g v 26,)+ (i, A pt,) = 4+, esitligi

saglanir (Theorem 36.1 [16]). w, T olsun.

p:X—>[0,00] 5 p(e) =lim g, ()

olgtidiir ve 2, T u olur. Bu durumda dlgiilerin 6rgiisii Dedekind tamdir (Theorem

36.2 [16)).

2.18. Tanim (Isaretli Olgii)

(4,)cX aynk dizisi igin ,u(U::l A4, ) = :; u(4) esitligini  saglayan

X —> (—o,0] (veya u:X —[—w0,00) ) donlisimiine igaretli 6l¢ii denir.
e Her 06l¢ii, isaretli dlgiidiir.
p'(A) = sup{u(B):BeX, Bc A}

H(A) = sup{—,u(B):BeE,BgA}

|u|(4) = sup{zn: |u(4)|:neN, (4)c L ayrik dizi, 4= U Al}
i=1

i=1

bigiminde tanimlh z*, 1, ,u|:2 —[0,0] dontisiimleri olgldiir. " ve ¢ den en az
biri sonludur. gu=u"—u ve | ,u| =u" +u esitlikleri saglanir. iki 6l¢iiniin toplan

daima tanimli olmasina ragmen, iki isaretli Olcilinlin toplami tanimli olmayabilir.

Dolayisiyla isaretli oOlgiilerin koleksiyonu vektér uzayr degildir. Sonlu isaretli
oOlgiilerin (yani | y| (Q) <o iken) koleksiyonu Riesz uzayidir ve M (Z) ile gosterilir.
Buradaki orgii islemleri 6l¢ii i¢in verilen orgii islemleriyle aymidir. M () iizerinde

||,u|| = |,u| (Q) esitligiyle tanimlanan norm 6rgli normudur ve M (X) bu normla
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Banach orgiistidiir [16].

2.5. Tensor Carpimlan

Bu kesim, 4. Bolimde bazi o6zelliklerini kullanacagimiz igin tensér carpimlarina

ayrilmistir. Daha ayrintili bilgi edinmek i¢in [12], [18] ve [19] a basvurulabilir.

o X,Y,Z vektor uzaylart olmak iizere 7:XxY — Z bilineer doniisiimlerinin
toplulugunu (X xY,Z)" olarak gosterelim. (T +S)(x,y) = T(x,y)+S(x,y) ve
(aT)x,y) = aT(x,y) islemleriyle (XxY,Z)" vektér uzayidir. X xY iizerinde
tanimlanan bilineer fonksiyonellerin uzaymi (X xY)" ile, bu uzay iizerindeki lineer

fonksiyonellerin uzaymi da ((X xY)")" ile gosterelim.

exeX ve yeY icin (XxY)")" deki x®y elemanm fe(XxY)" iken

(x®y)(f) = f(xy)

biciminde tanimlayalim. Bu durumda

(5 +x,)®y = x,®y+x,0y
x®(y1+y2) = x®y1+x®y2

a(x®y) = (ax)®y = x®(ay)

esitlikleri saglanir.

x,eX ve ye¥Y igin x,#0 ve y,#0 ise, x,®y,#0 olur. Gergekten,
x'(x)#0 ve y'(y,)#0 olacak bigimde x"eX" ve y eV’ alinirsa,
f(x,y) = X(x)y" (») esitligiyle tanimlanan fe(XxY) icin
(X, @y )f) = f(x,¥,) # 0 olur.
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2.19. Tamim (iki Vektdr Uzaymin Tensor Carpimi)
(X xY)")" uzaymm
X®Y = sp({x®y:(x,y)e X xY})
biciminde tanimlanan altuzayina X ve Y nin tensor ¢arpimi denir.

¢ zc X®Y nin z= 2:1:1 x, ® y, temsili tek degildir.

e 1: XxY >X®Y ; h(x,y)=x®y

kanonik doniisiimiinii ele alalm. L(X®Y,Z) ve (XxY,Z)" vektdr uzaylan

esyapilidir. Gergekten,

Wi L(X®Y,Z)>(XxY,Z)Y ; w(l)=Toh
doniistimii lineerdir. Toh =0 ise, (x,y)e X xY iken
I'(x®y) = T(h(x,y)) = 0

olmasi ve T nin lineerliginden T =0; dolayisiyla y birebirdir. Her S e (X xY,Z)"

i¢in
T,: X®Y>Z ; TS{Zx[(@y,} = > S(x,)
i=1 i=1

bi¢iminde tanimlanan 7 lineer doniisliimii (x, y) € X xY iken

Tioh(x,y) = Ti(x®y) = S(x, )
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esitlikleri saglandigindan y ortendir. Boylece w esyapi doniisiimiidiir.
Ozel olarak (X ®Y)", (X xY)" ile dzdeslestirilebilir.

® (X, V) €XXY ve (f,,g,)e X xY" iginsirastyla X xY* ve XxY flzerinde

q)(xo,yn)(fig) = f(x)g(,)

Y ie(61) = f,()g,(y)

esitlikleriyle @ ve Y bilineer fonksiyonellerini tanimlayalim.

(f0:80)

(x0,%0)

(X"'xY") =(X"®Y") ve (XxY) =(X®Y)" oldugundan @ e(X'®Y")

(x0,%0)

ve ¥ e (X ®Y)" alabiliriz. Diger yandan x" e X" ve y" eY" i¢in

(fo-20)
(X xY')Y = (X" ®F'Y) = X' @Y

oldugundan x*® y" € X" ®Y" yazlabilir. Her (x,y)e X xY igin
(x"®y")o

(r.7) = (D(x,y)(x*,y*) — _x*(_x) y*(_x) = \P(x*’y*)(x,y)

oldugundan x"® )" e (X ®Y)" olur. Boylece X ®Y < (X®Y)" elde edilir
[18].

2.20. Tanum (Uygun Capraznorm ve Duali)

X ve Y Banach uzaylari olsun. X ®Y {izerinde
D [x®x, < [l

2) X'eX' ve y'eY' ise, X®) e(X®Y) ve

voy], < [l (uads

,, normu, |« normunun fonksiyonel normudur)
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ozelliklerini saglayan || normuna wuygun ¢apraznorm (reasonable crossnorm)

denir.
2.21. Tanum (En Biiyiik Uygun Capraznorm, Projektif Tensor Carpimi)

X ®Y tzerinde

el = i { Sl =350

bi¢iminde tanimlanan |||, normu bir uygun ¢apraznormdur. [+ , X ®Y Uzerinde

<

a

normu X®Y

baska bir uygun capraznorm iken oldugundan

® ®

tizerinde en biiyiik uygun ¢apraznorm olarak adlandirilir [12]. Bu norma gore X ®Y

nin X ®Y ile gosterilen tamlayanina X ve Y nin projektif tensor ¢arpimi denir.
2.22. Tanim (Projektif Koni)

E ve F Banach orgiileri olsun.

C, = {zxi@)yi: neN,x,»Zanl-ZO}

i=l1

bi¢ciminde projektif koni tanimlanir.

¢ C, konisinin tanimladig: siralamaya gore £ ®F projektif tensdr ¢arpiminin norm

tamlayan1 Banach orgiisiidiir (Theorem 3.8.6 [19]).
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3. VEKTOR OLCULERi VE REEL DEGERLIi v-INTEGRALLENEBILIR
FONKSIiYONLAR

Bu boliimde once vektdr Olgiilerinin uzayini inceliyoruz. Daha sonra, bir vektor
oOl¢iistine gore integrallenebilen reel degerli fonksiyonlarin uzayini ele alip, bu uzaymn
merkezini buluyoruz.

3.1. $(Z,X) Uzayn

Burada vektor oOlgiisiinlin siralamayla iligkisini arastirtyoruz. Schmidt [6] da bir
vektor dlgiistine bir sinirh lineer operatorii karsilik getirir. Bu durumu ayrintilariyla
veriyoruz. Vektor oOlciileriyle ilgili daha fazla bilgiye sahip olmak i¢in [12] ye
bakilabilir.

3.1. Tanim (Vektor Olgiisii, Sira Siirli Vektor Olgiisii)

(Q,X) Olgiilebilir uzay olmak iizere, X vektor uzayr iken v:X — X doniisimii,
ayrik A,BeX kiimeleri icin v(AUB) = v(A)+v(B) esitligini saghyorsa, v ye
vektor olciisii  denir. E Riesz uzayr iken v:¥— E vektor Olgiisii icin

sup {|V(A)| tAe Z} € E oluyorsa, v ye sira sinirli vektor olgiisii denir.

e F Dedekind tam Riesz uzayi olmak iizere, sira smnirli vektor Olgiilerinin

toplulugunu $(Z, £) ile gosterelim.
v,,v, € 9(Z,E) ve AeR olmak iizere, A€ X iken

(Vl +V2)(A) =V (A) +V2(A) ve (ﬁ“vl NA) = /1‘/1 (A)

esitlikleriyle verilen doniisiimler; A,Be X i¢in AnB = iken
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(Av, +v,)(AUB)

Av,(AUB)+v,(AUB)

AW (A)+v(B) + (v,(A) +v,(B))

(Av(A) +v,(A)) + (Av,(B) +v,(B))

(Av; +v))(A) + (Av, +v,)(B)
olmasini sagladigindan, 3(Z, E) vektor uzay: dir. $(Z, E) lizerinde
v, v, < HerAeX icin v,(A) < v,(A)

ile tanimlanan bagnti; herhangi li¢ v,,v,,v, € 9(Z,E) ve herhangi bir 4 >0 sayisi

icin, Ae X iken

@ v,(A) < v(A) = v, <
(b) v,<v, ve v,<v, = v(A) < 1,(A) ve v,(A) < v(A) = v, = v,
©) v,<v, ve v,<v, = v,(A) < v,(A) ve v,(A) < v,(A)

= (A < v;(A) = v, <,
@) v, < v, = v(A) < v,(A) = Av,(A)+v4(A) < Av,(A)+v,(A)

= Av,+v; < Av, +v,

gerektirmelerini sagladigindan, $(Z, E) swralt vektor uzayt dir.

w(A) = sup{v,(B)+Vv,(A\B): BeX, Bc A}

bi¢iminde w:X — £ doniisiimiinii tanimlayabiliriz. Ger¢ekten v, ve v, nin sira

siirliliklarindan B e X, B < A iken

v,(B) +v,(A\B)

IN

|vi(B)|+|v,(A\B) |

IN

sup{|v1 (A)| tAe Z} + sup{|v2(A)| tAe Z}
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olur ve FE nin Dedekind tamligindan w(A)e £ elde edilir; yani w anlamlidir.

A=A UA,, A\NnA,=0 olacak bicimdeki A,A, €X i¢gin

v,(B)+Vv,(A\B) = v\[(A,"nB)U(A, " B)]+V,[(A\B)U(A,\B)]

V(A NB)+v,(A\B) +v,(A,"B) +v,(A,\B)

IN

w(A)) +w(A,)

oldugundan w(A) < w(A,)+w(A,) ve

w(A)

\%

v,(B)+v,(A\B)
= V(A NB)U(A, N B)]+V,[(A\(A, " B)) U(A\(A, " B))]

= V(A NB)+v,(A\N(A,NB))+Vv,(A,"B)+Vv,(A,\(A, " B))

oldugundan w(A) > w(A,)+ w(A,) elde edilir; yani w vektor olgiisiidiir.

IA

+v,(B) £ v,(A\B) < sup {|v1(A)| tAe 2} + sup{|v2 (A)| tAe Z}

oldugundan,
[W(A)| = w(A)v (—w(A)) < sup{v,(A)|: AeZ}+sup{|v,(A): AeX}

olur ve £'nin Dedekind tamligindan sup {|w(A)| tAe 2} € E elde edilir; yani w sira
smirhdir.  v,(A) = v,(A) +Vv,(A\A) < w(A) ve v,(A) = v,(D)+Vv,(A\D)

< w(A) oldugundan w, {v,,v,} kiimesinin st siniridir. Bu kiimenin baska bir u st
smirt i¢in, v,(B)+v,(A\B) < u(B)+u(A\B) = u(A) olmasindan ve £ nin
Dedekind tamligindan w<u elde edilir; yani w=v, vv, olur. Boylece, 3(Z, E)

Riesz uzay: dir.
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v,)c8EZ,E) ag1ive ueI(Z,E) igin vaT < u olsun. Her AeX icin, E
Dedekind tam ve v,(A)T < u(A) oldugundan v, (A)T x, olacak bicimde x, € F

vardir. Bu durumda v(A)=x, biciminde tanimlanan v:X — £ doniisiimii i¢in

ANB=C iken

v(AUB) = x, , = s—limv_(AUB) = s—lim(v,(A)+Vv,(B))

= s—limv_(A)+s-limv, (B) = x, + x, = v(A)+v(B)

oldugundan, v vektor olglisiidir. v<u ve £E Dedekind tam oldugundan her

AeX icin |V(A)| < sup{|u(A)|:AeZ} olur. Bu durumda v nin sira simirh

oldugu anlasilir. Boylece, $(%, £') Dedekind tam Riesz uzay: dir.

o E Dedekind tam Banach orgiisii olmak iizere, |-, =H|~|(Q) H bi¢iminde

tanimlanan dontisiimle, $(Z,E) Dedekind tam Banach orgiisiidiir. Gergekten;

herhangi iki v,,v, e (Z, E)) ve herhangi bir 4 € R sayisi igin,

@ v, =M@ =0 = Her Acx igin 0 < |1|(4) < W |(Q) = 0
= |[n|=0=v,
®) v, = [lavl@] = [aml@] = [2l]wl@] = 4],
© [n+vl, = [m+vi@] < (vl +p) @]
=[ @+l @] < [m@] [ /@] = Wl + ],
@ W] < = [W@]=Wl@ < /@ = [kl

= v, =[w/@] <[lv.| @] =[],

oldugundan, $(Z, £') normlu Riesz uzay: dir.
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(v,) < 9(Z, E) Cauchy dizisi olsun. & >0 olmak lizere, her A€ X i¢in

v,(A)-v,(A)| <

v, —vm‘(A) <

v, =v,|( Q) = |, -v,[(Q)]

oldugundan n, <n,m iken

v, =V, | @] = |

vV, _Vm”g < &

v, (A)-v, A < |

olacak bi¢cimde »n,eN vardir; yani (v,(A)<c £  Cauchy dizisidir.

v(A) = limv,(A) bigiminde tanimlanan v:X — £ doniisiimii, ANB = iken

V(AUB) = limv, (AUB) = lim(v,(A)+v,(B))

= limv, (A)+1limv, (B) = v(A)+v(B)
oldugundan vektor dlgiistidiir.

|V(A)| = v(A)v—-v(A) = limv, (A)v-limv, (A)

= lim(v,(A)v—-v,(A)) = lim

v,(A)|

olmasit ve £ nin Dedekind tamligindan sup{|v(A)| tAe Z} € E, yani v sira sinirh

olur. n, <n iken |Vn(A)—V(A) || < £ Ve

v, =V[(Q) = (v, -) (@) + (¥, -v) ()

= sup{(v, —v)(A): AeZ} +sup{(v-v,)(A): AeZ}

oldugundan



29

v, V[ Q)]

Vn_v”s - ‘

IA

H sup{(v, —v)(A): AeX} H + H sup{(v-v,)N(A):AeZ} H

sup{[v,(A)—v(A)|: Ae T} + sup{|v(A)-v,(A)|: AeZ} < 2¢

saglanir; yani $(Z, £') Banach uzay: dir.
3.2. Tanim (Vektor Olgiisiiniin Varyasyonu ve Yarivaryasyonu)

X Banachuzayive X', X in dual uzay iken,

v|(4) = Sup{i [V(A)|: neN, (A)c T aynk dizi, A= U A,}
i=1

i=1

HVH(A) = sup{‘x*v‘(A): xXeX’, x*HSI}

14

14

biciminde tanimlanan |:Z —)[O,oo] fonksiyonlarindan ilkine v nin

>

, X'v Olgiisiiniin

varyasyonu, ikincisine v nin yariwvaryasyonu denir. Burada ‘x*v

varyasyonudur.

3.1. Teorem (Rybakov Teoremi)

v:X — X sayilabilir toplamsal vektor Olclisii olsun. v << ‘x*v‘ (yani AeX ve

‘x*v‘ (A)=0 iken v(A)=0) olacak bicimde x" € X" vardir [12].

e Rybakov Teoreminden ‘x;v‘ < vl << ‘xgv‘ olacak bigimde x;e€ X"; x*HSI

v nin kontrol odlciisiidiir. Boylece ||v|| -hhy ve A -hhy

. *
vardir; yani A =‘x0v

3

kavramlar birbirine denktir. ||v|| (Q) <o ise, v ye smirl vektor olgiisii denir. Her
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AeX igin ||v||(A) < |v| (A) olur.

o Sira sinirlt vektor 6l¢iisii sinirhidir. Gergekten, v sira sinirl vektor olgiisii alinirsa,

sup{|v(A)| tAe Z} € £ dir. Her A€ igin |V(A)| < sup{|v(A)| tAe Z} olmas1 ve

Orgii normunun tanimindan, |v(A) || < H sup{|v(A)|:AeZ} H oldugu; dolayisiyla

sup {||V(A)|| ‘A€ Z} nin varlig1 elde edilir. x" € X,

xH <1 iken, her A€ X i¢in

‘x*v(A)‘ < Hx” ||V(A)|| < ||V(A)|| < sup{”v(A)”:AeZ}
oldugundan sup {‘x*v(A)‘ tAe Z} vardir ve

‘x*v‘(Q) = sup{‘x*v(A)‘:AeZ} < sup{”v(A)”:AeZ}
bulunur. Boylece,

||v||(Q) = sup{‘x*v‘(Q):x* eX’,

x*H < 1} < sup{”v(A)” tAe 2}

oldugundan ||v|| (Q)< oo, yani v siirh vektor 6l¢iisii olur. Diger yandan, Banach

orgiileri arasindaki her pozitif operator siirekli oldugundan (Theorem 12.3 [13]) her

diizenli operator siirlidir.

e v vektor olgiisii ve D,, Q=R basit fonksiyonlarin vektdr uzayr olmak {izere,
T,:D,—>X ;T, (Zal. ;(A’_) = Zal.v(A.) bi¢iminde tanimlanan doniisiim her Ae X

icin v(A)=T, y, sartim saglayan tek lineer operatordiir. Ayrica, [12] deki

Proposition 1.11(a) dan

T

v

¢ < 1}

= sup{| @) |: $=Faz,.
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= sup{” Zaiv(f\ﬁ) H ¢= ZaiZAi’

Al<1) = M@

esitliginden dolay1, v nin siurli olmasi i¢in 7, nin smurl olmasi gerekir ve yeter. Bu
durumda 7,; D, in sup-norm tamlayani D iizerinde tanimli olan, yine 7, ile
gosterilen, her AeX 1i¢in Vv(A) =T, y, esitligini saglayan ve v nin temsil

operatorii olarak adlandirilan tek sinirli lineer operatore genisler.

e F Dedekind tam Banach orgiisii olmak tlizere, £,(D,E)

|7

=it = see{l rlcn) sl <)

biciminde tanimlanan ||||r r-normu ile Dedekind tam Banach orgiisiidiir (Theorem

15.2 [13]).

e Sinirl vektor Slglistiniin sira sinirli olmast igin, temsil operatdriiniin sira sinirh

olmasi gerekir ve yeter. Gergekten, v sira smirl vektor 6l¢iisii ise, A€ X iken her

¢ = Z“J(Ai €[—x., x,] basit fonksiyonu i¢in

L@ = [Zava)| < Yla|v@A)] < V@)

a;

bulunur. [— |V| (A),

14

(A)] kapali ve T, smirloldugundan her f e[-y,,x,] i¢in

T.(f )| < |v| (A) elde edilir. Boylece 7, sira sirhdir,

Tv‘ vardir ve her AeX

i¢in ‘Tv‘ Xa < |V|(A) olur. D birimi y, olan AM-uzay1 oldugundan

T

v

T,

= sup{|[TIN ] feloral} = |T]za)| < [M@]

bulunur. Diger yandan 7, sira sinirliise, her AeX igin
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) =

T

(xs) <17,

TVZA‘ < (ZQ)

oldugundan v sira sinirlidir ve |v|(Q) <

TV

(7o) oldugundan H |v|(Q) H < H

T,

elde edilir. Boylece |v| nin temsil operatorii T, = T,| dir, her AeX igin

M) =

T,

Zove W= |M@] = |

T,

=7

esitlikleri saglanir. Sonug

r

olarak,
vi9EE) - £,(D.E) ; y()=T,

doniigiimii esmetrel Riesz esyap1 donilisimiidiir. Ayrica, her v € 9(Z, E) igin

M@ < M = v,
saglanir (Theorem 4.1 [8]).
3.2. L'(v) Uzay

Lewis [3] de bir vektor Olclisiine gore skalar fonksiyonlarin integrali i¢in integral

teorisini gelistirdi. X Banach uzayinda degerli v sayilabilir toplamsal vektor dlgiisii
verildiginde v ye gore integrallenebilen reel fonksiyonlarn L'(v) uzaymdan

bahsedebiliriz.

Lewis [3] de reel degerli dlciilebilir fonksiyonunun v ye gore integrallenebilmesini

sOyle tanimlamustir:
3.3. Tanim ( reel degerli v-integrallenebilir fonksiyon )

f : Q>R Oolgiilebilir fonksiyon, v:X— X simirh vektor 6l¢iisii olmak lizere,
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1) f genellestirilmis integrallenebilir; yani her x* € X~ i¢in x’v -integrallenebilir

2) AeX ve x"eX" iken x'(x) =JA fdx'v olacak bicimde xe X vardir (x

elemani L fdv ile gosterilir) ozellikleri saglaniyorsa, f ye v -integrallenebilir

denir.

f genellestirilmis integrallenebilir fonksiyon ise IA fdv, X" lzerinde

(devj(x*) = Ifdx*v
A A
ile tamimli lineer formdur. f v-integrallenebilir ise IA fdv, X den X igine

dogal doniisiim altinda kendisinin goriintiistidiir.

Yine v ye gore integrallenebilme ile ilgili olarak Lewis [3] de su ozellikleri

vermistir:

1) integral lineerdir,

2) Her Z; a;.x, basit fonksiyonu integrallenebilirdir ve her AeX i¢in

J-(Zn:ai.;(Ai]dv = iai.v(AmAi)

A
olur,

3) f sinirli ve v-integrallebilir ise, her A€ X igin

[ fav

< |v]ay. su£| fFw)
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olur.

v -integrallenebilir fonksiyonlarin koleksiyonu L'(v) ile gosterilir. L'(v) deki bir f
fonksiyonu, AeX iken ¢, (A)=],fdv esitligiyle ||v|| ye veya bir kontrol
Olgiistine gore mutlak stirekli olan X i¢inde degerli bir ¢, vektdr Slgusinii

tamimlar. ¢,(A) nin yarivaryasyonu

|4, (a)| = sup{j fld]xv] s eBX‘}

ile verilir.
Takip eden teoremlerde kullanilacak olan bir teoremle devam edelim.
3.2. Teorem (Theorem 2.6 [3])

X Banach uzay1 ve f : Q—> R genellestirilmis integrallenebilir fonksiyon olsun.

Asagidakiler denktir:
1) f v-integrallenebilir

Lfdv” - 0.

e f,.geL'(v) ve 1eR olsun. x" e X" iken f,g x'v-integrallenebilir ve x'v

sonlu isaretli 6l¢ii oldugundan Af + g, x'v -integrallenebilir. Diger yandan A€ X

iken

x*(_[fdvj = jfdx*v ve x*(jgdv] = Igdx*v

olmasindan ve x" 1n lineerligi ile skalar integralin toplamsalligindan
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x*(ﬁ.j fdv+j gdv}

Ax' U fdv] +x u ga’v]

;tj fdx*v+jgdx*v = j(/lf+g)dx*v
A A A

elde edilir. Bu durumda Af+g v -integrallenebilirdir ve

j(/if +g)dv = /1J.fdv + Igdv olur. Béylece L'(v) vektor uzay: dir.

f,g eL'(v) olmak iizere,
f~g < f=g |v|-hhy (||V||{t eQ: f(n#gM)}= O)

bigiminde tanmimlanan baginti denklik bagintisidir ve bdylece L'(v) yi denklik

x*ug}

siniflarina ayirir.

CL'v)->R | f

L= sup{_[ |f|d‘x*v‘: xeX’,
Q

doniisiimiiyle L'(v) normiu uzay dir. Gergekten;

(a) ”f”sz iken her x" e X",

x*HSI icin J|f|d‘x*v‘:0 oldugundan |f|=0
||v|| -hhy ve dolayisiyla f =0 ||v||-hhy,

o) |af], = sup{j|/1f|d\x*v\: X eX’, x*Hsl}
= sup{I|l||f|d‘x*v‘: xeX’, x*HSI}
= sup{|/1|.”f|d‘x*v‘: X eX’, x*HSI}

2l

14
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(o) ||f+g||v = sup{j|f+g|d‘x*v‘ : x*eX*,Hx*HSI}
< sup{j(|f|+|g|)d‘x*v‘: x eX*,Hx*HSI}

= sup{_[|f|d‘x*v‘+j|g|d‘x*v‘: X e X*,Hx*Hgl}

IN

|71, +lel.

bulunur. (f,)c L'(v) Cauchy dizisi ve &>0 olmak lizere, her x" e X", Hx” <1

icin n, <n,m iken

U=l oy = D flab] < 151, <

oldugundan (f,), Ll(‘x*v‘) icinde Cauchy dizisidir. Ll(‘x*v‘) Banach uzayi

oldugundan lim f, = f. olacak bigimde f. el (‘x*v‘) vardir. Rybakov

Teoreminden v nin x kontrol dlgiisii igin lim £, = f. olacak bigimde f, € L'(x)

vardir. Egorov Teoreminden [16] Q\Z  iizerinde lim f, = f (diizgiin) ve
x(Z)=0 olacak bigimde ZeX vardir. Her x’ eX*,Hx*HSI icin ‘x*v‘«x

oldugundan ‘x*v‘ (Z)=0 olurve

A TR A e T )
= sup{ﬂf,Z —fldx: x" e X*,Hx*usl}

+sup{”fn —fx*‘d‘x*v‘: x e X*,Hx*usl}
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< g+sup{.[ fn—fx*‘d‘x*v‘i xe X", |x" gl}
Qlz

+sup{.[ f,,—fx*‘d‘x*v‘: xe X", |x* gl}
zZ

< g+g||v||(Q)

= (14 @)

oldugundan f_ = f. dir, ayrica

[I£]dlev| < [ fo=roldlxv]+ [ £u]d]xv

oldugundan ( [ fndv) Cauchy dizisidir. (f))cL'(v) smrl, olgiilebilir ve

lim f, = f_(noktasal) oldugundan f.eL'(v) elde edilir (Lebesgue Baskin

Yakinsaklik Teoreminden). Bdylece (Ll(v),

. ||V) Banach uzay dir.
Curbera [9] da
f<g o f(w<gw) ||v||-hhy (veya A-hhy)

ile verdigi siralamayla L'(v) nin swra siirekli norma sahip zayif birimli Banach

orgiisii oldugunu ispatlamistir.

L'(v) uzay1 skalar Slciiler icin ele aliman L' wuzayindan epeyce farkli 6zellikler
gosterebilir. Ornek olarak, L'(v) yansimali olabilir. L'(v) zayif dizisel tam

olmayabilir. Genelde, L'(v) AL-uzay: degildir.
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3.1. Ornek

X sonsuz boyutlu Banach uzay: olsun. X i¢indeki (x,) dizisi i¢in an serisi

sartsiz yakinsak ancak mutlak yakinsak olmasin. Dogal sayilarin alt kiimelerinin o -

cebiri P(N) olsun.

v:P(N)> X ; vd) =D ||xTn2"
ned n|f*

alalim. v sayilabilir toplamsal vektdr dlgiisiidiir. Curbera [7] de L'(v) nin AL-

uzay1 olmadigini1 gostermistir.

3.2. Ornek

4 [0,1] araliginin Borel cebiri iizerinde Lebesgue olgiisii, 0% geL*(1) ve

7 L*(u) —> sp{g)’ dik izdiisiim olsun.

viZ2-o>X s w(E)=7m(y,)

almirsa, L'(v)=L*(u) vebdylece L'(v) yansimalidir [8].

Diger yandan L'(v), skalar dlgiiler icin ele alinan L' uzayi ile benzer dzelliklere
sahiptir. Ornek olarak, L'(v) sira siirekli norma sahip Banach orgiisiidiir [9].
Baskin Yakinsaklik Teoremi ve bazi temel integral teoremleri L'(v) icin de
dogrudur [3]. Biz de burada, v nin deger uzay1 bir Banach 6rgiisii oldugunda L'(v)

nin L' uzayi ile benzer olan bazi 6zelliklerini verelim.

Buradan sonra X uzaymi Banach orgiisii olarak alacagiz. Bir v vektor olgiisii i¢in

AeX iken v(A4) pozitif oluyorsa v ye pozitif vektor olgiisii denir. Asagidaki
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teoremle L'(v) nin iki temel 6zelligini listeleyelim.

3.3. Teorem

v sayilabilir toplamsal pozitif vektor Sl¢iisii olsun. Asagidakiler saglanir:

1) f pozitif v-integrallenebilir fonksiyon ise, A€ X iken L fdv pozitiftir.
2)Her felL'(v) ve A€ igin HAfdv‘ < L|f|dv olur.
Ispat

(1) v pozitif 6l¢ii oldugundan her x" e X, i¢in x'v pozitif skalar 6l¢iidiir. Bu
durumda her x"e X* ve A4eX igin Lfdx’“v = x*Lfdv > 0 olur. [13] deki

Theorem 5.1 den AeX iken L fdv >0 olur

(2) felL'(v) olsun. —f <|f] ve f <|f]| oldugundan AeX iken
jA—fdv = —jAfdv < L|f|dv ve Lfdv < L|f|dv

olur. Bdylece ‘ ) fdv‘ < [ |f|av bulumur.

Simdi de Levi Teoremini verelim.
3.4. Teorem

v sayilabilir toplamsal pozitif vektor olglisii ve 4 Rybakov kontrol 6l¢iisii olsun.

(f,) artan v-integrallenebilir fonksiyonlarin dizisi ve her 4e€X i¢in (L fndv)

Cauchy dizisiise, f, — f A-hhy olacak bigimde f* v-integrallenebilir fonksiyonu
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vardir. (Boylece lim, I f.dv = J. fdv olur.)
Ispat

(f,)) L'(v) iginde artan dizi ve AeX iken (L fndv) Cauchy dizisi olsun. Her

x"eX! igin (f,) dizisi L'(x'v) de artandir. Her m,neN igin AeX ve

x" € X, iken

J.fna’x*v—J.fmdx*v
A

A

x*(jjgdv—jfmva

A 4

< |x*

[ foav ] f,av

oldugundan (J.A fndx*v) dizisi L'(x'v) iginde Cauchy dizisi olur. x'v pozitif

skalar 6l¢ii olduundan Levi teoremi bir f. € L'(x"v) fonksiyonu igin f, — S
x"v-hhy olmasini gerektirir. 4 Rybakov kontrol dl¢iisii ele alinirsa, ayni yolla bir
felL'(d) igin f,— f A-hhy olur. Budurumda bir E€X A -bos kiimesi i¢in
weg E iken f,(w)— f(w) elde edilir. Her x" e X, igin xv, A ya gore
mutlak siirekli oldugundan E  x*v-bos ve boylece L'(x'v) iginde f = f. dir. O

halde her x" e X7 i¢in feL'(x'v) dir. x", X" da herhangi bir eleman ise,
Jraxv=[ra@y -y =[rdeyv=[rauyy
4 A 4 4

oldugundan her x"eX* igin feL'(x'v) buluruz. f nin v-integrallenebilir

oldugunu géormek icin 4e€X ve x, = limjA f,dv olsun. x" e X" igin
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x'(x,) = x*(lim.[fn dvj = limJ‘fndx*v = jfdx*v
A A A

olur. Boylece X iginde x"(x,) = L fdx’v olacak bigimde x, elemani vardur.

Sonug olarak f, — f A-hhy, f v-integrallenebilir ve lim, I f.dv = j fdv dir.

u skalar dlgiisii icin integral sira siireklidir; yani her 4eX igin f, T f w-hhy

ise, L f,dv T L fdv olur.

3.5. Teorem

v sayilabilir toplamsal pozitif vektor olglisii olsun. (f,) v-integrallenebilir fonksi-
yonlar dizisi ve f v-integrallenebilir fonksiyonu igin f, T f v-hhyise AeX

iken L f,dv T L fdv olur (yani integral operatdrii sira siireklidir).
fspat

Integral pozitif oldugundan 4 eX iken X iginde L fndvT olur. Her 4€ ¥ i¢in
( L fndv) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. &£>0 ve

An={weQ:|f(w)—fn(w)|28} olsun. Her x"e X* ve neN igin f ve f

x"v -integrallenebilir oldugundan

[(r=ryaxv

[ (F=rydxv+[(f=fydxv

A4,

= | [ (f=rydxvx [ (f=f)dv

A\,
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IN

I (f=f)dxv|+ sup

A4, X eB.

X (= f)dv

IA

[ (F=rydxv|+

A\d,

[(r=1)av

dir. f=1 fonksiyonu v-integrallenebilir oldugundan Teorem 3.2 den

[ (f=t)av

limy, 50, = 0 dir. Budurumda her x" € X* i¢in n>n, iken

[Ur=rydxv| < e(ara)+e

olacak bicimde 7, e N vardir. Boylece

sup{ xH < 1}

sup{J.fn—fm d‘x*v‘ Cx eX, x*HSI}
A

x*Hél}
x*ugl}

J

A

f,=fo]av x|

A

cx eX’,

fo= foldv

IN

sup{f \f -1,

d‘x*v‘ x eXT,

+ sup{j|f—fm|d‘x*v‘ cxe X,
A

< 2¢|(4\4,) +2e.

bulunur. O halde her 4e€X i¢in (J‘A fndv) X icinde bir Cauchy dizisidir. Teorem

3.4 den lim, Ifndv: Ifdv olur. [14] deki Theorem 100.8 den LfndvT Lfdv

elde edilir.
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3.3. L'(v)’nin Merkezi

(X,Z,1) o -sonlu dl¢gii uzay1 ve 0< p<oo iken E=L"(u) ise, Z(E)=L"(u)
oldugunu Kesim 2.3 de vurgulamistik. Bu kesimde skalar ol¢iiler i¢in verilenlerden
farkli olarak f-modiil yontemlerini kullanarak bir v vektor dlgiisii icin L'(v) nin

ideal merkezini belirleyecegiz.

e ¢ pozitif adim fonksiyonu ||v||-integrallenebilir ise, v -integrallenebilirdir.

Gergekten; p: Q>R ; ¢g= z; a,7, adim fonksiyonu olmak lzere, her i=1,...,n

icin @, >0, |V||(4)<o olsun. x"eX' i¢in Hx” <1 ise, xVv< ‘x*v‘ <|v|l

dolayisiyla

[pdxv =Y axvia) < Yalp4) = [pdl] < =

i=l1

oldugundan ve Hx*H>1 ise,

foass = fod Wl | - Ielioal ] <=

oldugundan ¢ x'v -integrallenebilirdir.

[pdxv= Z axv(4)=x" (Z aiv(Ai)j =x'([pav)

olacak bigimde [pav =3 av(4)ex vardir. Boylece ¢, v-

integrallenebilirdir.

e />0 ||V||-hhy ve f ”V” -integrallenebilir ise, f v -integrallenebilirdir.
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Gergekten; f>0 |v|-hhy ve f |v|-integrallenebilirise, f [v||-iist fonksiyondur.
Budurumda 0 < ¢, T f |jv|-hhy ve lim j ¢,d|v| < © olacak bigimde (¢,) adim
fonksiyonlar dizisi vardir ve [ fd|v| = lim [¢,d|v] dir. [16] daki Theorem 31.7
den &>0 verildiginde bir n, €N icin n, <n iken [|g,—f|d|v|<e saglanmr. Her
neN icin |¢ —f| nin |v|-integrallenebilirliginden 0 < ¢ T|g,— f| olacak
bigimde (@) adim fonksiyonlar dizileri vardir,
[ |6, fld|v] = tim, . [#d]v] saglanr ve her x'eXx”, |x'|<1 icin
v| < || oldugundan

lim [ ¢ d|x'v| < lim [ g d|v] = [|g,-f]d]v] < =

m—>0 m-—>o0

olur. Boylece her n e N igin |¢n -f | ‘x*v‘ -integrallenebilirdir ve n, <n iken

j|¢n—f|d\x*v\ < j|¢n—f|d||v|| <e

oldugundan sup{j |¢n —f|d‘x*v‘: x e X, Hx*H < 1} < ¢ bulunur. n, <n,m iken

| [gav—[g,av|= sup{|'([4, -4, av :x*eX*,Hx*HSI}

IN

sup ‘¢ ¢\d‘xv x'e X" H H<l}

IN

{

sup{”(gﬁ —g)dxv|: e x| H<1}
]
sup]

'[|¢ f|d‘xv xeX” H H<1}

+ sup{j |¢m —f|d‘x*v‘: x* eX*,Hx*HSI}

< 2¢
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oldugundan ( j ¢ndv)gX Cauchy dizisidir. Bu dizi X i¢inde x, elemanina

* * * [ .
yakinsiyorsa, her x € X, Hx H <1 i¢in n, <n iken

[ )-[raxv| =[x @)= [gdxv-[(/-g)dxv|

= ¥ @) =¥ (Jaav)-[(r-g)axv|

IA

¥ (x, = [g,av)|+| [ (=g dxv |

IA

x(x, = [g,av) |+ [|f =4 ]d]xv]

< x*(xA —.[(zﬁndv) +e

oldugundan ve zayif yakinsakliktan — x" ( _[ @,d V) —x"(x,) olacagindan

x'(x,) = Ifdx*v bulunur. Hx*H>1 ise,

o = e | = Wl gy
- || nmj@d[ﬁVJ ~tim[g,d(xv) = [rd(xv)

olur. Boylece f v -integrallenebilirdir ve integrali '[ fdv = x, olarak elde edilir.

Boylece, reel ve vektorel integrallenebilme tanimlarindan
feLl(”v”) = |f| ||v||—integrallenebilir = |f| v —integrallenebilir = feL'(v)

oldugundan, Ll(”v”) c L'(v) olur. Aynca, |v| <[y  oldugundan

Ll(|v|) c Ll(”v”) c L'(v) bulunur.
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3.1. Lemma

v sayilabilir toplamsal vektor olgiisii ve A, v igin Rybakov kontrol 6l¢iisii olsun.

L'(v) noktasal garpimla L*(A) iizerinde cf -modiiliidiir.
fspat

gel”A) ve felL'(v) olsun. M g nin A ya gore hemen hemen siniri ve

A={xeQ : |g(x)|>M} ise, A°(4)=0 dir. |v|-hhy ve A-hhy kavramlar denk
oldugundan [v[(4)=0 olur. || nin tammindan her x"eX"[lx’|<1 igin
[xY()=0 dir. Bu durumda her x"e X", [x’|<1 igin |g| " < [g] elde cdilir.
Her x"eX",|[x|<1 igin feL'(|x)]) oldugundan g.feLl(\x*v\) bulunur. O

halde AeX iken

= sup{
o

< sup{j bl - eX*,HX*Hg}
A

: x*ex*,ux*ugl}

jg.fdv Ig.fdx*v

IA

sup{ngn:‘v Jrtdpd - x eX*,Hx*HSI}
A

- W [l ¢ ex el
A

IN

||g||i-5up{j|f|d‘x*v‘ DX eX*,Hx*Hsl}
A

el

olur. f v-integrallenebilir oldugundan 1imM( 50 H¢_,.H(A) =0 dir. Teorem 3.2 den
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g.f  v-integrallenebilir olur. Noktasal ¢arpimin iyi bilinen dzelliklerinden L'(v)

nin L”(A) tizerinde cf -modiilii oldugunu gormek kolaydir.

3.6. Teorem

v sayilabilir toplamsal vektor Slgiisii ve 4 v icin Rybakov kontrol 6l¢iisii olsun.

L'(v) ninideal merkezi L”(1) ya Riesz ve cebir izomorfiktir.

jspat

Lemma 3.1 yardimiyla

p: L7(A) — Orth(L'(v))

g > p@ 5 pf)=gf, feL'®)

biciminde p  donlisiimiinii tanimlayalim. p  swra siirekli Riesz ve cebir
homomorfizmasidir. L'(v) Banach orgiisii oldugundan Orth(L'(v)) = Z(L'(v))
dir (Corollary 144.3 [14]). p(g)=0 ise, her feL'(v) icin p(g)f)=g.f =0
dir. y, L'(v) nin bir eleman oldugundan g.y, =0 dir. Buradan g=0 olur.

Boylece p birebirdir.

p nin orten oldugunu gosterelim. A, felL'(v) i¢in 0< f<h olsun.

0 < f(x) < h(x) A-hhy dir.

g: Q- R

ACI TR
x = g(x) =< h(x)

0 . h(x)=0
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bicimindeki g donlisimii igin gel*(1) ve gh=f A -hhy elde edilir.

Boylece Teorem 2.1 den p Ortendir.
3.1. Ozellik

v sayilabilir toplamsal vektor dlgiisii ve 4 v icin Rybakov kontrol Sl¢iisii olsun.

L'(v)' ninideal merkezi L*(A) dr.
fspat

L'(v)' sira siirekli norma sahip oldugundan [10] w(T)=T bigiminde tanmlanan
w : Z(L'(v)) > Z(L'(v)') eslenik operatorii Riesz ve cebir esyapr doniisimiidiir
[10]. Béylece Z(L'(v))=L"(A) olur.
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4. VEKTOR DEGERLI 4 -INTEGRALLENEBILIR FONKSiYONLAR

Bu béliimde reel olgiiye gore olgiilebilir olan Banach 6rgiisti degerli fonksiyonlarin
uzaymi inceledikten sonra, Banach orgilisii degerli Bochner integrallenebilir

fonksiyonlar uzayini ele aliyor ve merkezini belirliyoruz.
4.1. F(u,E) Uzay1

4.1. Tamm (v-Basit Fonksiyon, u-Olgiilebilir Fonksiyon, Zayif u -Olgiilebilir
Fonksiyon)

(Q,2,1) sonlu 6lgii uzayl, X vektor uzayr olmak iizere ¢:%X — X fonksiyonu i¢in
¢:Z; x,x, olacak bi¢imde x,,...x,€X ve 4,..,4, €X varsa, ¢ ye v-basit
Jonksiyon denir (burada y,, A4 nin karakteristik fonksiyonudur). X Banach uzay1
iken f:Q — X fonksiyonu i¢in lim||¢n - f || =0 u-hhy olacak bigimde (4,) v-

basit fonksiyonlar dizisi varsa, f u -dl¢iilebilir fonksiyon; her x" € X* i¢in x" f u -

Ol¢iilebilir fonksiyon oluyorsa, f* zayif u -olgiilebilir fonksiyon olarak adlandirilir.

4.1. Teorem (II.1 Theorem 2 [12])

f:Q—>FE  u-olgilebilir fonksiyon ise, f  u-esas ayrilabilir degerlidir; yani
u(A)=0 ve f(Q\A) E i¢inde norm ayrilabilir olacak bigimde A€ X vardir.

o (Q,X) oOlgiilebilir uzay, x X tizerinde sonlu isaretli dl¢ii, £ Riesz uzay1 olsun.
Q — E fonksiyonlarin toplulugunu & ile gosterelim. Noktasal islemler, noktasal
siralama ve buna bagl olarak noktasal orgii islemleriyle & Riesz uzayidir. F iginde
f~g & f=g wu-hhy biciminde tanimlanan baginti denklik bagintisidir. Bu

bagintiya gore denklik siniflarinin -yine & ile gosterilen- Riesz uzayindaki siralama
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f<g < f)<g() u—hhy

olur.

e F Riesz uzayr iken Q — E v-basit fonksiyonlar toplulugu Riesz uzayidir. £
Banach orgiisii iken Q — E' u -0lgiilebilir fonksiyonlarin toplulugunu F (s, E) ile

gosterelim.

4.1. Lemma

(1,E) Riesz uzayidir.

fspat

=0 u-hhy olacak

f ve g u-dlgiilebilir ise, lim|f —¢,[|=0 u-hhy ve lim||g—y,
bigimde (¢,) ve (y,) v-basit fonksiyonlar dizileri vardir. A €R olmak iizere, her

neN icin

< Al

|(Af +&)- (¢, +w,) +g-v,

Ve

lfve—g,vw| < |f-a)+le-w.l

oldugundan, A+ g ve f v g u-0Olgllebilir fonksiyonlardir.

4.2. L'(1, E) Uzayr

Bu kesimde, Bochner integrallenebilir fonksiyonlarin bazi1 sira 6zelliklerini

aragtirtyoruz.
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4.2. Tanim (Bochner Integrallenebilir Fonksiyon )

f pu-olgiilebilir fonksiyonu icin lim j |#, = flde=0 olacak bigimde (4,) v-basit

fonksiyonlar dizisi varsa, f ye Bochner integrallenebilir fonksiyon denir.

4.2. Teorem (II.2 Theorem 2 [12])

f:Q—> X u-oOlgilebilir fonksiyonunun Bochner integrallenebilir olmasi igin,

IQ ”f || d p <o olmasi gerekir ve yeter.

Simdi, reel degerli integralin bilinen bazi klasik 6zelliklerini vektoér degerli integral

icin elde edelim.
4.3. Teorem

E Banach orgiisii olmak iizere

1) Her f >0 integrallenebilir fonksiyonu i¢in J. fdu >0,
2) Her f integrallenebilir fonksiyonu i¢in ‘ I fd ,u‘ < J- | f |d 7

saglanir. Ayrica, E sira siirekli norma sahip ise,

Yani, integral sira siireklidir.
Ispat

(1) f pozitif integrallenebilir vektdr degerli fonksiyon ise, her x" € X igin x f
pozitif integrallenebilir reel degerli fonksiyondur. Buradan her x e X igin

Ix*fd,u >0 olur. [12] deki II Theorem 6 dan her x eX. igin

jx* fdu x(J- fd ,u) dir. Buradan [13] deki Theorem 5.1 gdz &niine alimrsa



52
[fdu = 0 elde edilir.

(2) f integrallenebilir fonksiyonu i¢in —f S| f | ve f S| f | oldugundan
[-fdu < =[fdu < [|fldu ve [fdu < [|fldu dir. Boylece

[7au]

IA

I | f |d 4 bulunur.

fn(x)i« 0 olur. E sira siirekli norma sahip ve reel degerli integral sira siirekli

oldugundan fn(x)” 40 phhy ve dolayisiyla f fn(x)” $0  saglanir.

HIfdyH < J.”f”dy (Theorem 4 (ii) [12]) oldugundan J'fnd,u—>0 saglanir. Bu

durumda [14] deki Theorem 100.8 den J. f,du L0 elde edilir.

e f ve g Bochner integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
f~g < f=g w-hhy

biciminde tanimlanan baginti denklik bagmtisidir. Bu bagintiya goére Bochner

integrallenebilir fonksiyonlarin (denklik siniflarinin) koleksiyonu L'(x,X) ile

gosterilir. L'(u, X) vektdr uzayi
I = 1Al

normuyla donatildiginda Banach uzayidir. £ Banach oOrgiisii iken dogal g -hhy
siralamasiyla L'(x, E) Banach orgiisiidiir. E-degerli esas sira smrli ve dlgiilebilir
fonksiyonlarin (denklik smiflarinin) koleksiyonu da L*(x, E) ile gosterilir.

|| f ||m=esssup|| f || normu ve dogal u-hhy siralamasiyla L”(u,E) Banach
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orgiistidiir.

Burada L'(u, E) nin baz1 sira zelliklerini inceleyecegiz. Genelde E Dedekind tam

iken L'(#,E) nin de Dedekind tam olacag: diisiiniiliir. Fakat bunun boyle

olmadigini asagidaki 6rnekle verelim.

4.1. Ornek

Sinirh reel say1 dizilerinin /, uzayi, lizerindeki alisilmig siralama ve normu ile

donatildiginda Dedekind tam Banach orgilisidiir. Q=[0,1), X Borel cebiri ve

© &)

o olarak

i 2—>R Lebesgue Olciisii olsun. Her ¢€[0,1) igin tzz
yazilabilir (burada &,(t)=0 veya 1 dir). Buyazilhma ¢ nin ikili agilimi denir. Her

n icin

£ [0 > 1,
t— £.(6)=(&,t),&,(0),....&,(1),0,0,...)

olsun. (f,) basit fonksiyonlarin artan bir dizisidir ve  f(#)=(1,1,...,1,...)
fonksiyonuyla iistten smirlidir. (f,) dizisinin L'(u,l)) iginde bir supremumu
olsa, bu fonksiyon g(¢)=(s,(?),&,(¢),...,&,(t),...) dir. Ancak ¢,/ €[0,1) i¢in
t#t" ikenenazbir i igin & (t)#¢,(t") ve boylece || g(t)— g(l’)”oo =1 oldugundan
g Lebesgue Olclimiine gore u -esas ayrilabilir degerli degildir. O halde Teorem 4.1

den g olgiilebilir degildir. Dolayisiyla L'(u,l,) Dedekind tam degildir.
4.1. Sonug

E Dedekind tam Banach orgiisii olsa bile L'(x,E) ve benzer olarak L”(u,E)

Dedekind tam olmayabilir.
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e X ve Y nin altuzay yapisi projektif tensor ¢arpimlart alindiginda genellikle
korunmaz. W Y nin kapali alt vektor uzayi ise, ze X ®W iken ||z|| oy S ||z||X®W
olur. Esitlik durumu bazen saglanir. Ornek olarak W, Y nin bir projeksiyon normu

ile tamlanmig altuzayi iken esitlik saglanir. Esitligin saglandig1 diger durum soyledir:
L'(n) ® X projektif tensér ¢arpimi L' (1, X) Banach uzay: ile esmetrel esyapilidir.

Gergekten,

JL'()®X > L' (u,X) ; J(ZIA,-G@X:'] = Zx,.;(Ai
i=1

i=l1

dogal gobmmesi ||J || <1 olacak bigimdeki lineer operatordiir. z = Z; X, ®, i¢in

peel, s ($2.05)

n
=12 %2,
1 i=l

n
< 2l
1 i=1 1

oldugundan ve

e =snr{ Sl 5= S 7, 05

oldugundan ||J (z)|| ] S”z” , bulunur. Béylece J simrhidir. J nin L'(4)®X tanim
uzaymi L'(4)® X tamlayanma genisletirsek her ze L'(4)® X igin ||/ @, <l
dir. Ustelik J yi; 4,,...,4, € sonlu u-dlgiilii ayrik kiimeler ve x,..,x, € X iken
L'(u) ®X in, Z; X, ®x, bicimindeki elemanlarindan olusan alt uzayindan

L'(u,X) deki basit fonksiyonlarm yogun alt uzay: iizerine alabildigimizden

z= z; X, ®x; iken
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|1l

< Ylewos], = Tlullzl, = Shslaca)

Z X4 X x,
i=1

®

= HJ{Zn:;(A[_ ®xiJ
1 i=1

= |2~z = [,
i=1

1

oldugundan ||Z||® S”J(z)” . bulunur. zeLl'(0)®X almdiginda da aym durum

gecerli olacagindan Ll(,u)@)X ve L'(u,X) esmetrel esyapilidir (VIII Example

10 [12]). X yerine E Banach orgiisiinii aldigimizda bu uzaylarin ayni zamanda

Riesz esyapilt oldugunu asagidaki teoremle verelim.

4.4. Teorem

E Banach orgiisii olmak iizere, L'(u,E) ile L'(4)®E Riesz ve esmetrel
esyapilidir.

jspat

L'(1,E) den L'(1)®E ye bir  esmetrel esyapi doniisiimiiniin var oldugunu [12]
deki VIII Example 10 dan biliyoruz. y nin Riesz esyapili oldugunu gérmek icin

kendisinin ve tersinin pozitif oldugunu gostermek yeterlidir (Theorem 7.3 [13]).

0< feL'(u,E) olsun. Oncelikle [, " x,x 4, biciminde bir basit fonksiyon ise,
her i igin x,>0 dir. Dolayisiyla " x, ® y, >0 olur ki, bu y(f)>0 olmast
demektir. " yi keyfi aldigimizda g -6Olgiilebilirlik tanimindan  f, — f  olacak
bicimde (f,) v-basit fonksiyonlar dizisi vardir. [14] deki Theorem 100.1 den
f,7—> f7=f oldugundan f, leri pozitif varsayabiliriz. Bu durumda her n igin

w(f,)=0 olur. Bununla birlikte w(f,)—>w(f) oldugunu ve pozitif kozanmn

kapali oldugunu goz oniine alirsak, w( /) > 0 elde edilir. Pozitif esmetrel doniigiimiin
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1

tersi de pozitif oldugundan [20], w~ pozitiftir. Boylece w Riesz esyapi

dontistimiidiir.

Yukaridaki teorem yardimiyla L'(u,E) ile L'(u)® E arasinda siralama agisindan

birinde bilinen bir 6zelligi digerinde elde edebiliriz. Ornek olarak, asagidaki sonucu

verelim.

4.2. Sonug

E ve F Dedekind tam Banach orgiileri olmak tizere, E®F Dedekind tam

olmayabilir.
jspat
Sonug 4.1 ve Teorem 4.4 den agiktir.

Ayrica Teorem 4.4 i kullanarak Cartwright’in [11] de verdigi asagidaki teoremi

kolayca elde ederiz.

4.5. Teorem

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii ise, L'(x,E) de sira siirekli norma

sahiptir.
fspat

E ve F herhangi iki sira siirekli norma sahip Banach orgiisii ise, £ ® F nin de sira

siirekli norma sahip oldugu bilinmektedir. L'(x) sira siirekli norma sahip

oldugundan, Teorem 4.4 den L'(u, E) nin de sira siirekli norma sahiptir.
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4.3. L'(u, E)’in Merkezi

Bu kesimde L'(u,E) nin ideal merkezinin ne oldugunu arastiracagiz. L”(u,E)
uzayl i¢gin £ nin yerine Z(E) almwsa L”*(u,Z(E)) alisilmisg cebir ve orgi
islemleriyle birimi y,, olan fcebiridir. Akla gelen ilk soru, L'(x, E) nin merkezinin

L*(u,Z(E)) olup olmadigi sorusudur. Genelde Z(L'(u,E))#L”(u,Z(E))

oldugunu asagidaki 6rnek yardimiyla gorebiliriz.

4.2. Ornek

E=c, olsun. ¢, sira siirekli norma sahip oldugundan L'(u,c,) de sira siirekli
norma sahiptir [11]. Dolayisiyla L'(z,c,) Dedekind tam ve boylece Z(L'(u,c,))
Dedekind tamdir. Diger yandan L*(u,Z(c,))=L"(u,(,,) oldugu goz oniine aliirsa
Sonug 4.1 den L”(u,Z(c,)) Dedekind tam degildir. O halde Z(L'(u,c,)),

L”(u,Z(c,)) uzayima esit (6zdes) olamaz.

Simdi  L'(x,E) nin merkezinin ne olabilecegine bakalim. £L7(u,Z(E))={ h |
h:Q — Z(E) esas sira siirli ve her x € E i¢in ¢t — h(t)x fonksiyonu o6l¢iilebilir}

olsun. L7(u,Z(E)) tzerinde tanimli “hhy esitlik” bagintistyla olusturulan denklik

siiflarimt L7 (w, Z(E)) ile gosterelim. L7 (u,Z(E)) alisilmis siralama ve orgi

islemleriyle birimli f-cebiridir.

4.6. Teorem

E Banach orgiisii olmak {izere, her f e L'(u,E) ve teQ igin

p:LY (1. Z(E) — Z(L'(u,E))

h— pM=T, , T,(f) =hr*f
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biciminde tanimli donilisiim igine cebir ve Riesz izomorfizmasidir. Burada #* f,

h* f(t)=h(t)(f(¢)) bi¢ciminde tanimlanmustir.

Ispat

Once p nin anlamlihgma bakalim. ke L”(u,Z(E)) iken her x € E igin ¢ — h(t)x

fonksiyonu 6lciilebilir oldugundan ve herhangi bir feL'(u,E) i¢in x= f(¢)
alinirsa ¢t > h(t)(f(¢))=h* f(t) oldugundan A* f de Ol¢iilebilir olur. Ayrica 4

sira sinirl oldugundan her f e L'(u, E) ve teQ igin

PN @) = |h=f|(0)
= |h()(f @)
< |h@)|| /@)
< |rlls@)
< |rllA@

olacak bi¢imde 4 nm bir 7 s vardir. Bu durum p(h) e Z(L' (1, E)) olmasim

saglar. p pozitif, lineer ve cebir homomorfizmasidir. [21] deki Corollary 5.5 den p

Riesz homomorfizmasidir.

Simdi p nin birebir oldugunu gérelim. p(h) =0 ise, her bir 1€ Q icin f e L'(u,E)

iken

pP(W()E) = h* f(t) = h(D)(f(2) = 0

olur. Buradan her xe E igin xy, € L'(u, E) oldugundan h*(xy,)(t)=h(t)(x)=0

olur. Budaher teQ i¢in A(¢t)=0,yani A=0 olmasini verir.
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4.7. Teorem
E sira siirekli norma sahip ise, yukaridaki p doniisiimii 6rtendir.
fspat

T e Z(L'(u,E)) olsun. Merkez tammindan her f e L'(u, E) igin |7}’|Sc|f| olacak

bigimde bir pozitif ¢ sayisi vardir. Herhangi iki x € E ve x' € E’ igin

S.oiL'(u) = L'(p)

u— S , S @)= (Tu®x)0),x)

doniigiimiinii tanimlayalim. Buradaki u®x : Q — E fonksiyonu her 1e€Q icin
u®x(t)=u(t) x bi¢iminde tanimlanmistir. u®x, L'(u,E) nin elemam

olacagindan T(u®x) de L'(x,E) nin elemamdir. Dolayisiyla S, () zayif

Olctilebilir ve integrallenebilir oldugundan Sxﬂx,(u)eLl(,u) olur. § lineer

'
X,X

doniisiimdiir. Her £ € Q i¢in

S| = [Tw®x)0).x)
x'|>
x'|>

x'|>

IN

(|7 ®x)(t)

c <|u ® x(1)

b

IN

b

5

c|u| (t)<|x

oldugundan S .(u)eZ (L'(w)) olur. Z(L'(u))=L"(u) oldugu gz oniine alnirsa

S, (u)=g-u olacak bigimde ge L"(u) vardir. Boylece
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p:ExXE" — L”(u)

(x,x) = p(x,x) = g

doniisiimiinii tamimlayabiliriz. Bu doniisiim bilineerdir ve her ueL'(x) igin

Sx,x'(u)‘ < c|u|<|x,

|p(x,x’)-u| = x’|> saglanir. u =y, almirsa

< c<|x

|p(x,x") ) Za

elde edilir. Herhangi bir 1€ Q i¢in

p, tEXxE' > R

(x,x) = p,(x,x") = px,x)1)

biciminde tanimli fonksiyon bilineerdir ve | p,(x, x')| < c<|x

,x'|> saglanir. Diger

yandan herhangi iki xe £ ve x'€eE' icin Q—->R, t— p(x,x") bigiminde

tanimli fonksiyon dlg¢iilebilirdir. Boylece herhangi bir xe€ £ i¢in

¢{:E > R

X' = X)) = p(x,x")

bi¢iminde lineer ve siirekli / fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Bu durumda ¢, E” niin
elemanidir. / nin yardimiyla 7 : E—>E", x—>z(x)=/( lineer fonksiyonunu

tanimlayalim. Her x€ £ ve x' € E’ igin

!

X

‘<x',7zx>‘ = |pt(x,x')| < c<|x, > = c<|x,x|A>

oldugundan |7zx| < c|x|A olur (burada x > x”, E den E" dogal gommedir). E

sira siirekli norma sahip oldugundan [13] deki Theorem 12.9 dan E, E" iginde sira
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idealidir. Boylece 7xe E ve dolayisiyla 7 € Z(E) olur. 7 nin yardimiyla

h:Q — Z(E)

t > h(t) = x

fonksiyonu tammlandiginda her x" € E” i¢in

(h(t)(u ®x)(1),x") (h(t)x,x")u(?)
P(x, x")(1)u(t)
[oCx, x")u](t)

S, (w)(®)

= (T®x)(1),x")

oldugundan h*(u®x) = T(u®x) olur. Buradan h*(u®x) odlgiilebilirdir. Ozel
olarak u =y, alnwrsa her xeE i¢in ¢t — h(f)x fonksiyonunun olgiilebilir

oldugu elde edilir. Ayrica her € icin

(h()(x),x")

= Kﬁx,x'>‘ = |pt(x’x’)| S c<|x x'|>

b

oldugundan |h(t)(x)| = |h(t)||x| < c|x| olur ki, bu |h(t)| < ¢l olmasi, yani 4 nin
sira sinirli olmasi demektir. Boylece 4 nin L (¢, Z(E)) iginde oldugu ispatlanmis

olur. Herhangi bir feL'(x,E) igin f, — f hhy olacak bigimde (f,) basit
fonksiyonlar dizisi vardir. Tu®x) = h*(u®x) oldugundan her n igin

T(f,)=h=*f, olur. Her t€Q icin h(¢) siirekli oldugundan

(h*f,)@0) = h@O(f, () — O (0) = (h*f)(?)

elde edilir. Buda T(f)=h* f,yani p(h)=T olmasi demektir.
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4.3. Sonug

E sira siirekli norma sahip ise

Z(L\(wE) = Z(L'(WE)) = L7 (1wZ(E))

olur.

Simdi yukaridaki teoremi kullanarak Bochner integrallenebilir fonksiyonlar i¢in bir
Radon-Nikodym tipi teoremi ifade edecegiz. Oncelikle siirl1 lineer operatdrler icin
bu teoremin ispatinda kullanacagimiz bir 6zelligi verelim.

4.1. Ozellik

(Q,Z, 1) sonlu dlgii uzayl, X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere, 7: X — Y sinirh
lineer operator olsun. f:Q— X Bochner integrallenebilir ise, 7f de Bochner

integrallenebilirdir ve
r([fdu) = [1Fdu
saglanir.

fspat

[k olarak ¢=> x y 4, basit fonksiyonunu goz Oniine alalm. 7" nin lineerliginden

T¢= ZT(X,-)ZA[ oldugundan IT¢ du = Y T(x,)u(A,) olur. Diger yandan,

T([pdu) = T(Xxu4)) = ET(x)u(A)
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oldugundan T (.[¢d ,u) = I T¢du  bulunur. [ yi herhangi bir Bochner

integrallenebilir fonksiyon olarak alalim. Bu durumda limf||¢n -f || du = 0 olacak

bicimde (¢,) basit fonksiyonlar dizisi vardir. 7" nin sinirli olmasindan

|7(74,du-] rdu)|
ol §9.due- ] ]
afl 4~ 1 du

|7([¢,du)-T(] rdu)|

IN

IA

olacak bi¢imde a >0 sayisi var oldugundan T (I¢n d y) - T (j fd ,u) saglanir.

Diger yandan,

| [(g,~1)du|
7@, -1 |du
|7 Jll¢,— 7 |du

|§78,du-1rdn|

IN

IA

oldugundan JT¢ndy - Jde,u bulunur. Her »n igin T(Igﬁnd,u) = jT¢ndy

oldugundan T([fdu) = [Tfdu elde edilir.

4.8. Teorem

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii ve 7, L'(x,E) den E ye integral
operatdrii olsun. 7 nin {irettigi sira idealdeki herhangi bir S : L'(1,E) —> E

operatorii i¢in

S()=[ hfdu
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olacak bigimde he L7 (u,Z(E)) vardir.

jspat

Teorem 4.3 den T pozitif ve sira siireklidir. Simdi 7" nin aralik koruyan oldugunu
gosterelim. 0< feL'(4,E) ve xeE i¢in 0<x<Tf olsun. £ Dedekind tam
oldugundan 0< 7 </ ve 7 (Tf) = x olacak bi¢gimde = € Z(E) vardir (Theorem 8.15

[13]). fnin dlgiilebilirliginden |¢,(x)— f(x)| —> 0 -hhy olacak bigimde (4,) v-basit
fonksiyonlar dizisi vardir. 7 nin lineerliginden her n i¢in 7o¢g de v-basit

fonksiyondur. 7 sinirli lineer operatdr oldugundan

7o g,x) =72 f ) < |

4,()~f(x)| = 0

dir ve bir aeR igin 0 < ||7zof|| < ||7z|| ||f|| < a||f|| saglanir. Dolayisiyla 7o f,
L'(u,E) icindedir. Ayrica Ozellik 4.1 den dolay1 E(dey):fﬂofdy
oldugundan g=7o f alinrsa, 0<g< f ve Tg=x saglanir. Boylece T aralik
koruyandir. 0 < |S| < T olacak bigimdeki bir S : L'(u, E) — E operatdriinii goz

Oniine alalim. [22] deki Theorem 3.1 den S=Torx olacak bi¢imde
reZ(L'(u,E)) vardir. Teorem 4.7 den ph)y=r olacak bicimde

heL”(u,Z(E)) bulunabilir. Buradan her f e L'(u,E) igin

S(f) = Toph)(f) = TCh+f) = [h*fdu

elde edilir. S, 7 nin iirettigi sira idealdeki herhangi bir operator oldugunda da

yukarida yapilanlar kolayca saglanir.
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5. SONUC

v vektdr dlgiisiiniin deger uzayr Banach orgiisii alindiginda L'(v) nin L' uzay: ile

benzer olan bazi Ozellikleri verildi. Burada v sayilabilir toplamsal pozitif vektor

Ol¢iisti alindiginda; v ye gore integrallenebilen pozitif fonksiyonun integralinin de
pozitif oldugu ve L'(v) den alinan fonksiyonun integrali i¢in modiil esitsizliginin

saglandi. Levi Teoremini ispatlandi. v ye gore integralin sira siirekli oldugu

gosterildi.

v nin yarivaryasyonuna gore integrallenebilir olan bir pozitif fonksiyonun v ye gore

de integrallenebilir oldugunu ispatlandi. Bu durumda L' (|v|) c L (||v||) c L'(v)

saglandigindan A v igin Rybakov kontrol 6lciisii iken L'(v), L*(A1) iizerinde cf-

modiilii oldu. L'(v) nin ve L'(v)" nin merkezi L”(A) olarak elde edildi.

Reel oOlciiye gore integrallenebilen Riesz uzayr degerli fonksiyonlarin toplulugunun
hhy noktasal siralamayla Riesz uzay1 oldugunu belirtildi. Q dan E ye bir pozitif
fonksiyonun u-0l¢iilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul verildi. Vektor degerli
integralin pozitif oldugu, modiil esitsizligini saglandigr ve sira siirekli oldugu

ispatlandi.

L' ve L” uzaylarmm aksine, L'(u,E) ve L”(u,E) uzaylarinin Dedekind tam
olmayabilecegine iliskin 6rnek verildi. Bu 6rnege gore L'(u,l,)) ve L*(u,l,)

uzaylar1 Dedekind tam degildir.

E Banach orgiisii iken L'(u, E) ile Ll(y)®E uzaylariin Riesz esyapili oldugu

gosterildi. Bdylece E ve F Dedekind tam Banach orgiileri oldugunda, E ®F

Dedekind tam olmayabilecegi sonucuna varildi. Buradan elde edilen bir baska sonug,

E sira siirekli norma sahip iken L'(u, E) nin de sira siirekli norma sahip olmasidir.
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Z(L'(u,c,)) m Dedekind tam, diger yandan L”(u,Z(c,)) 1n Dedekind tam olmadig
goriildii. Béylece genelde L'(u, E) nin merkezinin L”(u, Z(E)) olmadig sonucuna
varildi. L”(u,Z(E)) yi alt uzay kabul eden L7 (x,Z(E)) uzay: tanimlandi. Bu uzay

alisilmig siralama ve 6rgii islemleriyle birimli f-cebiridir. E sira siirekli norma sahip

oldugunda L'(u,E) nin ve dolayisiyla onun duali L'(u, E) nin merkezinin
L?(u,Z(E)) oldugu elde edildi. Son olarak, Olgii Teorisinin énemli teoremlerinden

olan Radon-Nikodym Tipi Teoremi, Bochner integrallenebilir fonksiyonlar igin

ispatlandi.
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