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OZET
YUKSEK LiSANS TEZIi

INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SONLU FARKLAR YONTEMIi
ILE COZUMLERI

Sibel ERTUGRUL
Batman Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Firat CAKIR

2025, 59 Sayfa

Bu calismada, Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri i¢in niimerik
yaklasimlar incelenmistir. Oncelikle, ikinci dereceden lineer Fredholm integro-diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii i¢in sonlu farklar yonteminin diizgiin sebeke lizerinde kurulmus hali
sunulmustur. Yontemin olusturulmasinda integral 6zdesligi metoduyla baz fonksiyonlarindan
faydalanilmistir ve integral terimleri i¢in kalan terimli kuadratur formiilleri uygulanarak yontem
kurulmustur. Algoritmay1 olusturmak i¢in ayrica faktorizasyon yontemi kullanilmigtir. Sunulan
yontem igin hata hesaplamalari ve yakinsaklik incelemesi yapilmis niimerik sonuglar verilmistir.
Daha sonra sunulan y6ntem lineer olamayan Volterra integro-diferansiyel denklemler igin de
tasarlanmustir. Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin ¢oziimii i¢in etkili bir
lineerlestirme teknigi sunulmustur. Bu yontem sayisal ornekler iizerinde uygulanip teorik
bulgularla uygun oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: FIDE, Fark Semasi, Hata Tahminleri, Sonlu Farklar, VIDE



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS VIA
THE FINITE DIFFERENCE METHOD

Sibel ERTUGRUL
Batman University Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Advisor: Dr. Ogr. Uyesi Firat CAKIR

2025, 59 Pages

This study investigates numerical methods for solving Fredholm and Volterra integro-
differential equations. A finite difference method on a uniform grid is first presented for second-
order linear Fredholm integro-differential equations. The construction of the method is based on
the use of integral identities and basis functions, along with the application of quadrature formulas
with remainder terms for the approximation of integral components. Additionally, a factorization
technique is utilized in the development of the numerical algorithm. Error analysis and
convergence properties of the proposed method are examined, and the results are supported by
numerical examples.

Next, the proposed method is extended to handle nonlinear Volterra integro-differential
equations. An efficient linearization technique is introduced for solving these equations. The
effectiveness of the method is demonstrated through several theoretical and numerical examples,
showing consistency with the analytical findings.

Keywords:. FIDE,Diference Scheme, Error Estimates, Finite Differences,VIDE.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

u(x) :Bilinmeyen bir fonksiyon

f(x) : Bilinen bir fonksiyon

A : Parametre (sabit bir say1)

K(x,t) :Cekirdek fonksiyon

h : Sebeke adimi

... | : Sebeke normu

N : Sebeke noktalarinin sayisi

FIDE  :Fredholm integro-Diferansiyel Denklemleri
IDE : Integro-Diferansiyel Denklemleri

VIDE : Volterra integro-Diferansiyel Denklemleri



1. GIRIS

Guinimiizde integral ve integro-diferansiyel denklemler; kimya, biyoloji, fizik ve
miihendislik gibi pek ¢ok disiplinde temel modelleme araglart olarak kullanilmaktadir.
Bu denklemler, bilinmeyen bir fonksiyonun integral icerisinde yer almasiyla karakterize
edilir ve siklikla baslangic ya da sinir deger problemlerini tanimlamak i¢in tercih edilir
(Wazwaz, 1997b).

19.yiizyila kadar uzanan ¢alismalarin ilk 6rneklerinden biri, Norveg¢li matematikgi
Niels Henrik Abel’in 1823’te mekanik problemlere yaklasiminda integral denklemlere
rastlamasiyla baslamistir (Liao, 2009). Takip eden yillarda Volterra, 1884’te bu alana
sistematik katkilarda bulunmus ve De Bais Reymond 1888’de konuyu ilk defa yazili hale
getirmistir. 1896’dan itibaren konuyla ilgili ¢calismalar artmis ve bu ¢aligmalar zamanla
daha sistematik ve bilimsel bir ¢er¢eveye oturmustur (Aksoy, 1983).

20.ylizy1l baslarinda Volterra, niifus artis1 gibi dinamik sistemleri modelliyor; bu
calismalariyla “integro-diferansiyel denklemler” (IDD) kavramini ortaya koyuyordu
(Rahman, 2007). Bu modeller, giinimiizde insan ve doga bilimlerinden finansal
uygulamalara kadar genis bir yelpazede kullanilmakta ve teknolojik gelismelerle birlikte
onemleri daha da artmaktadir (Aksoy, 1983; Rahman, 2011).

Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin (FIDE) kesin ve yaklasik ¢oztiimlerini
elde etmek i¢in ¢esitli analitik ve sayisal yontemler gelistirilmistir. FIDE’ler i¢in
dogrudan hesaplama yontemi, seri ¢oziim yontemleri gibi klasik yontemlerin yan sira
literatiirde yeni gelistirilmis birgok niimerik yontem vardir. Literatiirde Fredholm
denklemler i¢in dogrudan hesaplama, seri ¢oziimler, Adomian ayristirma, Galerkin,
B-spline kollokasyon, Taylor polinom gibi yontemlere ek olarak varyasyonel iterasyon,
genellestirilmis minimum rezidiiel ve sikistirilmis fark teknikleri de 6n plana ¢ikmaktadir
(Wazwaz, 2011; Yapman, 2019; Mahmoodi, 2013; Sevgin, 2014). Volterra modellerinde
ise Taylor polinomlar, Runge—Kutta, CAS dalgaletler, Euler polinomlari, pantograf
gecikmeli ¢oziimler ve Galerkin-benzeri yontemler uygulanmaktadir (Cimen, 2018; Laib,
2018; Mirzaee , 2016; Gan, 2007).



Volterra integro-diferansiyel denklemler (VIDE) i¢in de ¢esitli sayisal yontemler
gelistirilmistir. Bunlara sonlu fark yontemleri, Taylor polinomlari, 6rtiik Runge—Kutta,
CAS dalgaletler, Euler polinomlari, gecikmeli ¢oziimler ve Galerkin benzeri yontemler
ornek olarak verilebilir (Cimen, 2018; Laib, 2018; Brunner, 1984; Saeedi & Mohseni,
2011; Mirzaee , 2016; Gan, 2007; Yiizbas1 & Karagayir, 2016).

Bu tez ¢aligmasinda Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri igin
niimerik yaklasimlar incelenmistir. Oncelikle ikinci dereceden lineer FIDE’in ¢oziimii
icin sonlu farklar yonteminin diizgiin sebeke lizerindeki metodu sunulmustur. Y 6ntemin
olusturulmasinda integral 6zdesligi metoduyla baz fonksiyonlarindan faydalaniimistir ve
integral terimleri i¢in kalan terimli Kuadratir formiilleri uygulanarak yontem
kurulmustur. Algoritmay1 olusturmak igin ayrica faktorizasyon yontemi kullanilmistir.
Sunulan yontem i¢in hata hesaplamalar1 ve yakinsaklik incelemesi yapilmis niimerik
sonuglar verilmistir. Daha sonra sunulan yontem lineer olamayan VIDE’ler {izerine de
tasarlanmistir. Lineer olmayan VIDE’lerin ¢6ziimii i¢in etkili bir lineerlestirme teknigi
sunulmustur. Teorik sayisal 6rnekler tizerinde uygulanip teorik bulgularla uygun oldugu
gorilmistiir (Cakir, Cakir, & Cakir, 2022 ; Cakir, Gunes, & Duru, 2022).

Bu tez caligmasinda, ikinci boliimde temel kavramlar iizerinde durulmustur.
Ucgiincii boliimde Fredholm ve Volterra tiirii integral denklemlerin temel 6zellikleri
aciklanarak, nlimerik yontemlere gecis i¢in gerekli teorik zemin hazirlanmistir. Dordiincii
boliimde integro-diferansiyel denklemlerin smiflandirilmast ele alimmustir. Besinci
boliimde, 6zellikle ikinci dereceden lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemler igin
gelistirilen niimerik yontemler incelenmis; altinct boliimde ise lineer olmayan Volterra
integro-diferansiyel denklemler {izerine niimerik ¢alismalar degerlendirilmistir. Yedinci

boliimde ise bu iki yaklasimin ortak sonuglar1 ortaya konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 integral Denklemler

Integral denklemler, bilinmeyen bir fonksiyonun integral isareti altinda yer aldig
ve bu fonksiyonun c¢oOziimiiniin amaglandigi matematiksel denklemlerdir (Wazwaz,
1997b). a<x<b , a<t<b i¢in v bilinmeyen bir fonksiyon olsun. v, f, k bilinen fonksiyonlar

ve A reel bir parametre olmak lizere:
b

v(x) =f(x)+ f K(x,t) v(t)dt

a

b
0 =f(x)fK(x, tv(t)dt ,

b
v(t) = f(x) + )Lf K(x,t) v(t)dt

seklinde verilen denklemleri integral denklemlerine 6rnek olarak gosterebiliriz. Burada
K(x,t)’ye integral ¢ekirdegi denir (Rahman, 2007 ; Jerri, 1999).

2.2. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

Verilen bir K=[0,T] araligiin sonlu sayida nokta ile ayrilmasina sebeke denir.

[a, b] araliginda tanimli olan
w={a=xy<x3 < <xp-1)<xy=Db}

esit olmayan araliklara sahip ayrik noktalar kiimesine diizgiin olmayan sebeke denir.
Buradaki x; noktalarina diigiim noktalar1 (sebeke diigiimleri) denir. Bu araliklar esit ise

sebekeye diizgiin sebeke denir. Bu diizgiin sebeke:
3



o = (v mihi= 01 Nih =228
(l)h—{xi—l,l— yLoeee, IV, = N }

dir. Burada h sabitine sebeke adimi denir. @ sebekesi ig¢inde tanimli f(x) (xew)

fonksiyonuna sebeke fonksiyonu denir (Amiraliyev & Amiraliyeva, 2018).

2.3. Fark Tiirevleri

Diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oztimleri hesaplanirken niimerik tiirevler
kullanilir. Tiirev esitlikleri fark yaklagimlariyla doniistiiriilerek fark problemleri elde
edilir. K=[0,T] araligindaki tiirev yaklasimlar1 diizgiin sebeke formunda asagidaki fark
tiirevleriyle kullanilir.

Birinci mertebeden fark tiirevleri asagidaki gibidir:

a) f'(t) = fr = [t f o) (ti)_]{ (ti-1) geri fark tiirevi,
’ r _ i) -r @) . v 2
b) f'(t) = fr; = F ileri fark tiirevi,
o) f'(t) = fo; = f(tm)hﬁ merkezi fark tiirevi,
d) f'(t) = f i — f(tHl)_z];(ztin(ti'l) ikinci mertebeden fark tirevi

seklinde gosterilir (Samarskii, 2001; Amiraliyev & Amiraliyeva, 2018).

2.4. Maksimum Norm

Bir g(t) fonksiyonu, I araliginda tanimli herhangi bir siirekli fonksiyon olsun:
a) K™(I) ifadesine I araliginda t'ye gore n.mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar kiimesi denir.

b) llgll..,; = max|g(t)| ifadesine T araligindaki siirekli fonksiyonlar i¢in maksimum norm
0st<1

denir (Amiraliyev & Amiraliyeva, 2018 ; Ekici, 2010)



2.5. Sebeke Normu

Bir fark semasinda verilen;

17 = ylly < Ci||®p — d)hllz + Co|vhn — l/Jh”g

esitsizligindeki ||---|[1, [|:-- ||z ve ||--- ||zifadelerine sebeke normu denir (Amiraliyev &
Amiraliyeva, 2018).

2.6. Bir Fark Semasinin Kararhhg
Kararlilik, fark problemleri ve yaklasik algoritmalarda uygulanan bir 6zellik olup,

Lyy =6, xewp

thy =Y, XEgp

fark problemlerini ele alirsak, @}, , Y, baslangic veri fonksiyonlari, h < h, ve tek
¢cozlime sahip ise ¥ ile yukarida verilen fark problemlerinin baslangi¢ veri fonksiyonlar
@, ve 1, i¢in ¢oziim belirleyelim:

h’a bagli olmayan C; ve C, sabitleri ele alalim:
1y —ylly < G ||@n — (phllz + Gy ||[pn — 1/Jh||3

esitsizliginin sagladigini diisiiniirsek;

Lhy = th XEWp

thy =Y, XEgp

fark semasi sag tarafa gbre sinir veya baslangic kosuluna goére kararlidir denir.

Kararliligin fark semasina ait ¢6ziimiin baslangigtaki veri fonksiyonlarina bagh oldugu

5



ve h’ a gore diizgiin oldugunu gosterir (Samarskii, 2001; Amiraliyev & Amiraliyeva,
2018).

2.7. Yaklasim Hatasi

Lineer
Lu=f(x), x€C €y
denklemi
fu=u(x), x€T (2)

f(x) ve u(x) veri fonksiyonlar1, € ise lineer diferansiyel operatordiir.
(1) denkleminin (2)’ nin baslangi¢ sartin1 veya sinir sartin1 saglayan ¢oziimlerini
bulmay diisiiniirsek,
H=HUT bdlgesinde
wp = wp U Qp
sebekesinin olustugunu farz edelim: w, i¢ sebeke, g, smir sebeke ve h sebeke
diigtimlerinin yogunlugu (sebeke adimi) olarak ifade edilir.
Diferansiyel denklemler,
Lu = f(x) ve fu = u(x)

Karsilik gelen sonlu fark problemi su sekilde yazilir:

Lyy =06, xewy ©)



thy =Yn X EQy 4
Ly, ¢, — w,’da fark operatorleri , 6,1, belirli sebeke fonksiyonlar1 ve z =y —u
(xewy) farkina fark probleminin hatasi denir. Ayrica (3) ve (4) problemlerini h’a bagh
fark problemleri ailesi olarak varsayabiliriz.

y = z + u, (3) ve (4) denkleminde yazarsak,

LhZ =Yn XEWR

thz =9,  xeop

Yeni bir fark problemi elde edilir. Burada

Yn = 0p—Lpu, xewy

Up = Pn—thu, xeQp

¥, ve U, ifadelerine yaklagim hatasi veya kesme hatasi denir. Ayrica (3) fark denklemi
(1) denkleminin yaklasim hatasi; (4) fark sartinin (2) sartina yaklasim hatasi da denir ve
u hatas1 belli bir normda sifira yakinsama 6zelligine sahip olmalidir (Amiraliyev &

Amiraliyeva, 2018).

2.8. Yakinsakhk

h — 0 oldugunda

llzlly = lly —ull, = 0ise

||--+ ||; — wp sebekesinde bir norm olmak iizere

Lhy = th XEWp

=4,  X€op



fark problemi

Lu=f(x), xeC
Zu=u(x), XET

probleminin ¢dziimiine yakinsar denir. (C, h’a bagli olmayan sabittir.) (Amiraliyev &
Amiraliyeva, 2018).

2.9. Diizgiin Yakinsakhk

u(x) diferansiyel denklemin kesin ¢éztimii ve ||-|| bir sebeke normu olmak iizere,

eger

ly —ull < Ch?, p>0

seklinde bir esitsizlik saglaniyorsa ve buradaki C sabiti € ve h’dan bagimsiz ise, yaklagik
¢oziim kesin ¢6ziime O(hP) mertebesinde ve €’a gore diizgiin yakinsadigi kabul edilir

(Amiraliyev & Amiraliyeva, 2018).

2.10. Gronwall Esitsizligi

C pozitif sabit bir say1 ve 0 <x< oo olmak tizere k ve g siirekli fonksiyonlarmnin

tanim aralig1 asagidaki sekilde olup;

k:[o,) = [0,0),([0,0) ve g(t): [o,x) - [0,0)
gl) <C+ fotf(s) k(s)ds, 0< t <«

esitsizligi saglanirsa

g(t) < C.exp fotk(s) ds



esitsizligi de saglanir ki bu da Gronwall esitsizligini gosterir (Burton, 1985; Mitrinovic,

Pecaric & Fink, 1991).

2.11. Sag Dikdortgenler Kurah

Bir integralin yaklasik degerini hesaplamak i¢in kullanilan basit ve etkili bir

sayisal yontemdir.

[a, b] kapali araliginda esit uzunlukta n araliga boltiniirse;

her bir araligin uzunlugunu verir. Sag dikdortgensel kurali i¢in, her bir alt aralikta
fonksiyonun degeri o araligin sag noktasi olarak hesaplamaktadir. Bu da belirli bir

integralin yaklasik olarak hesaplanmasini gosterir:

b
J f®dt ~ Eg_i f(ti) h
ty her bir alt araligin sag noktasidir.

Sag dikdortgensel kurali, Riemann integralinin 6zel bir halidir,

Riemann Integrali:

b n
f fDdet= lim Z At Aty
a " k=1

Atk == %:h



ifadesine f fonksiyonunun [a, b] araligindaki Riemann Integrali denir (Wazwaz, 2011).

2.12. Kuadratiir Formiilleri

Bu tanimda bazi problemlerin niimerik ¢oziimlerinde ve fark semalarinin

kurulmasinda kullanilan formiiller gosterilecektir

a) [.Kuadratiir formiilii:

12 p0)g G de=] [} px)dx] {x g(b) + (1-)g(a)}

b
+ g(a; b) f(x — x®Np(x) dx + R(g)

(x=gergek bir parametre)

R = f: dx p(x) f:g(”)(y)Kn_l(x, Y)dy (n=1ve 2 olur,)

Ky) =Tx-y)-b-a) ' x—a)b-y)° (=01

x® =< b+ (1-x).a ve f(ab)= —[f(bZ:z(a)]

(W) =% >0 T(w) =0, u<o

s!

b) II.Kuadratiir formiilii:

b

b
f p(X)g'(¥) dx = g(a;b) f () dx + R(g),

a

Rg)= — [, dxp’ @) [ g™ ) Kp-1(x,¥)dy (n=1ve2)

10



¢) IlI.Kuadratiir formiilii:

b
a+b

[ reogedx =0 (*57) | p(dx + R'(9)

a

R (9) [} dxp(x) [, g™ (WK por (e, vy +

a+b

(n—1)g(a; b) ff (x - T) p(x)dx (n=1ve?2)

K = L= =T (2 =) + 6 -0 -y (2~ %)

(s=0,1) seklinde yukarida verilen bagintilari bu galismada kullanacak olup tiim bu
bagintilara Kuadratiir formiilleri denir ( Amiraliyev & Mamedov, 1995).
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3.INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

3.1. Fredholm Integral Denklemleri

Fredholm integral denklemleri, sabit integral sinirlar1 altinda tanimlanan ve
bilinmeyen fonksiyonun hem integralin i¢cinde hem de disinda yer aldigi integral
denklemleridir.

Fredholm integral denklemleri, analitik ¢6ziimii zor olan problemlere Srnek
oldugundan, niimerik yontemlerle ¢oziimleri iizerinde g¢esitli ¢alismalar yapilmistir
(Wazwaz, 1997b).

Fredholm integral denklemlerinde, bilinmeyen u(x) fonksiyonunu igeren genel
hali:

u(x) = f(0) + A [, K(x, 0 u(t)dt,
seklinde gosterilir.

3.1.1. Birinci Tiir Fredholm integral Denklemleri:

Birinci tiir Fredholm integral denklemleri i¢in, bilinmeyen fonksiyon yalnizca

integralin i¢inde yer alip;

b
f(x) =] K(x,t) u(t)dt

seklindedir.

3.1.2. Ikinci Tiir Fredholm integral Denklemleri:

Ikinci tiir Fredholm integral denklemleri igin, bilinmeyen hem integralin i¢inde

hem de disinda yer alir. Bunu da;
12



b
u(x) = f(x) +/1f K(x,t) u(t)dt

seklinde gosterebiliriz. Buradaki denklemlerde; K(x,t) ve f(x) verilen reel degerli

fonksiyonlar, A bir parametre olup a ve b sabit terimlerdir.
3.2. Volterra Integral Denklemleri

Volterra integral denklemleri, integralin st sinirmin bagimsiz degisken X ile

degistigi ve bilinmeyen fonksiyonun integral iginde yer aldigi denklemler olarak
tanimlanir. Bu denklemler genellikle baslangic deger problemlerinde ve zamana baglh
degisimlerin modellenmesinde kullanilir (Rahman, 2007 ; Wazwaz, 2011).

Volterra integral denklemlerin genel hali:

u(x) = f(x) + 1 [ K(x, ) u(t)dt, (a>x)
seklindedir.

3.2.1. Birinci Tiir Volterra integral Denklemleri:

u(x) bilinmeyen fonksiyonu yalnizca integral isareti altinda yer aliyorsa bu tip

denklemlere I.tip Volterra integral denklemi denir.

u(x) = /'le(x, tHu(t)de

seklindedir.
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3.2.2. ikinci Tiir Volterra Integral Denklemleri:

Hem integral isareti altinda hem de disinda yer aliyorsa bu tip denklemlere II. Tip

Volterra integral denklemleri denir ve denklem:

w(x) = FOO) + A f KCx, ©) u(®)dt

seklindedir. (Wazwaz , 1997b).

Buradaki denklemlerde kullanilan ifadeler:
u(x) =Bilinmeyen fonksiyon

f(x) = Bilinen bir fonksiyon

A = Parametre (sabit bir say1)

K(x,t) = Cekirdek fonksiyon

olarak tanimlanir.
3.3. Lineer ve Lineer Olmayan Denklemler
u(x) bilinmeyen bir fonksiyonu igin,

u(x) = £(0) + 1 [ K(x, O u(®)dt,

seklindeki integral isareti altinda bulunan u(x) fonksiyonunu derecesi 1 ise bu integral

denkleme lineer integral denklemi denir.
u(x) = f(x) + A [, K, ) u™(O)dt, n#I

seklindeki integral denklemindeki u(x) fonksiyonunun derecesi 1’den farkli ise integral
denklemine lineer olmayan integral denklemi denir (Ekici, 2010). Bu kavram igin

asagidaki ornekleri gosterelim:
14



u(x) =1-— fox(x —u(t)dt

lineer Fredholm integral denklemi,

w(x) = 1+ [ xte*®@dt, u(0)=1 (Wazwaz, 2011),

lineer olmayan Fredholm integral denklemi,

u(x) =1- [(x—tu(t)dt (Wazwaz, 2011),

lineer Volterra integral denklemi,

u(x) =1- fox(l + x — t)u* (t)dt (Wazwaz, 2011),

lineer olmayan Volterra integral denklemine 6rnek olarak verebiliriz.

3.4. Yapilarina Gére integral Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyon; K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere
o) =f(0) + [, Kx,Ou@dt ; abeR

seklindeki denklemlere I tip integral denklem denir.
Bu tip integral denklemlerde bilinmeyen sadece integral altinda mevcuttur.

Burada ¢ (x)=verilmis bir fonksiyondur. Benzer sekilde,

b
px) = f(x) +f K(x, t) u(x)dt

15



seklindeki integral denklem de L.tip integral denklemdir. Burada ¢(x) ve f(x) verilmis

fonksiyonlardir. Bu denklem

@(x) — f(x) = &(x) olmak iizere,

b
£(x) = f K (e £) u(t)dt

seklinde ifade edilerek,

b
000 = F(0) + f K (x, 6) u(x)de

denklemi benzetilebilir.

Ornegin;

1
e X=2x3-1+ J x? tu(t)dt
0

denklemi bu Ltip integral denklemdir (Aksoy, 1983).
Eger bilinmeyen u(x) fonksiyonu integralin hem i¢inde hem de disinda

bulunuyorsa bu tip integral denklemlere Il.tip integral denklem denir. Bu tip denklemler
u(x) = f: K(x, t) u(t)dt, a, beR

veya

u(x) = f(x)+ f: K(x,t) u(x)dt

seklindedir.

Ornegin;
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u(x) = fxe“u(t)dt,

I1.tip integral denklemidir (Aksoy , 1983).

o(x) , f(xX) ve K (x, t) fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlar olmak tizere;
e ulx) = f(x) + fab K(x,t)u(x)dt abeR

seklindeki denklemlere de IIL.tip integral denklemler denir.

Ornegin;

Bx—Du(x)=e*—-2+ j x2t? u(t)dt
0

Denklemi IIl.tip integral denklemdir.
Eger 6zel olarak @(x) =0 ise

b
() ulx) = f(x) +j K(x, t) u(x)dt

denklemi Ltip integral denkleme doniisiir. ¢(x) =1 olursa IL.tip denkleme doéniisiir. Yani
Ltip ve IL.tip integral denklemler IIl.tip integral denklemin bir 6zel hali olarak
diistiniilebilir.

Integral denklemler u(x) bilinmeyen, K(x,t) ve f(x) bilinen fonksiyonlar olmak
tizere u(x) fonksiyonuna gore homojen olup olmadiklarina gore de siiflandirilabilir
( Kanwal, 1971).

f(x) = 0 ise, denklem homojen olarak adlandirilir (Wazwaz, 2011).
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4 INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

4.1. Fredholm Integro-Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemlerini integral denklemlere ¢evirmek ic¢in kullanilir. Hem
integral hem de diferansiyel denklemleri birlikte bulundugu igin integro-diferansiyel
denklemleri denir (Daymaz, 2018).

Bu denklemlerde u(x) bilinmeyen fonksiyonu integral isareti i¢ginde ve onun bir
tiirevi olan u®™ (x) , n>1 fonksiyonu ise integral isareti disinda olur. Bu durumda
Fredholm integral denklemlerinin genel tanimindan dolay1 integrasyon limitleri burada

da sabittir. Denklemin genel hali:

b
u™(x) = f(x) + f K(x,t) u(t)dt

seklindedir (Atkinson, 1997 ; Daymaz, 2018).
4.2. Volterra Integro-Diferansiyel Denklemler

Baslangic  deger problemlerini integral denklemlerine c¢evirmesinde
kullanilmaktadir. Integral ve diferansiyel denklemleri birlikte oldugu igin integro-
diferansiyel denklemi denir (Daymaz, 2018). Bu denklemlerde u(x) bilinmeyen
fonksiyonu integral isareti icinde kalir. u™ (x) , n>1 fonksiyonunu ise integral isareti
disindadir. Bu da Volterra integro denklemlerinin genel tanimindan dolay1 integrasyon
limitleri burada degisken olur.

Denklemin genel hali:

u™(x) = f(x) + fo(x, t) u(t)dt

seklindedir ( Brunner, 2004 ; Daymaz, 2018).
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5.IKINCi DERECEDEN LINEER FREDHOLM INTEGRO-DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN NUMERIK BIR YAKLASIM

Bu boliimde, ikinci mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemler
(FIDE) i¢in sonlu farklara dayali yeni bir niimerik ¢6ziim yontemi gelistirilmistir.
Onerilen yontem, diferansiyel ve integral terimleri birlikte yer aldig1 karmasik yapiya
sahip denklemler i¢in kararli ve yakinsak ¢coziimler saglamay1 amaglamaktadir. Yontemin
temelinde integral 6zdeslikleri, kalan terimli kuadratur formiilleri ve faktorizasyon
teknikleri yer almakta olup, ydntem diizgiin boliinmiis bir sebeke iizerinde
gerceklestirilmektedir (Amiraliyev & Mamedov, 2005 ; Wazwaz, 2011). Gelistirilen fark
semasinin hata analizi yapilmig ve maksimum norm altinda yakinsaklik 6zellikleri teorik
olarak incelenmistir. Sayisal 6rnekler araciligiyla yontemin etkinligi ortaya konulmustur.
Literatiirde benzer problemlere yonelik olarak kullanilan yontemlerle karsilastirildiginda,
bu yaklagimin dogrulugu ve kararliligi 6n plana ¢ikmaktadir (Rahman, 2007; Samarskii,
2001).

Bu calismadaki ikinci dereceden bir Fredholm Integro-Diferansiyel denklemin

sinir deger problemi incelenmis olup problem su sekildedir:
Lu: = u"(t) +a(t)u'(t) + AfOT K(t,s)u(s)ds = f(t) (5.1)
u(0) =A,u(T) =8B (5.2)

burada a(t) >oc>0, f(t) ,K(t,s) i¢inde ve iginde yeterince diizgiin fonksiyonlardir.
(telve(t,s) eIxI).

Bu calismada esas olarak sunulan fark semasi, literatiirde FIDE’ler iizerinde daha
once uygulanmamig bir yontemdir. Bu calismada, yukarida verilen (5.1) — (5.2)
probleminde diizgiin sebeke lizerinde yakinsak bir sonlu fark yontemi gelistirilmistir

(Cakir, Cakir, & Cakir, 2022).
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5.1. Siirekli Problem

Bu bélimde (5.1) — (5.2) denklemlerinin kesin ¢6ziimiine iliskin hesaplara yer
verilmistir. Bu hesaplar, ¢oziimiin asimptotik davranisini tanimlar ve niimerik metodun

olusturmasi sirasinda dikkate alinmastir.

Lemmab5.1
a(t), f() e D) veK(t,s) € (Ix]), a(t) =x>0

fonksiyonlar1 yeterince diizgiin fonksiyonlar olsun. Problem (5.1) — (5.2)’ nin ¢6ziimii

u(t), asagidaki hesaplamalar1 saglar.

lull < Co, (5.3)
ve burada
__|Al+IBl+a”tIf |4
Co = 1—a-KT
W' <C,, tel, (5.4)

€1 = Ce ™+ [lIfllo + 12CoK] (1 — )

( Burada C; ve C,, ag parametresine bagli olmayan pozitif sabitlerdir.)

Ispat:
Oncelikle (5.4)’ i ispatlamak icin (5.1) — (5.2)" yi su sekilde yazarak baslanmustir:

u'(t) + a@®)u'(t) +F(t) =0 (5.5)
u@)=A4, u(T)=~B (5.6)
burada

F(t) = —f(t) + /'lfo K(t,s)u(s)ds
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seklindedir. (5.5) ve (5.6) denklemini ¢ozerek asagidaki ¢oziimii elde ederiz:

u'(t) = u'(o)e—fota(V)dv _ fOtF(f)e_ffta(v)dv dé

(5.7) denkleminin (0,t) araliginda integrali alinirsa;

¢
u(t) = A + fotu'(O)e_fOta(v)dv dr _foth fOtF(f)e_ffa(V)dv dé

t
=A + fotul(o)e—fota(v)dv dr _fotdfF(f) f;e_ffa(V)dv df
elde edilir.

u(t) = B oldugundan ve (5.8)’ dan,

T T —fta(v)dv
B-A+ [ dEF(&) [fe § dr
w' (1) = b k

t
f(;re_fo a@)dv ;.
elde edilir.

(5.9)’ yi (5.8)’ ya yerlestirilerek agsagidaki ¢oziim elde edilir.

t _ T
fo e~ Joa®dv g, ot o~ f;a(v)dv
foTe_ fga(v)dvd_[ 3

u@)=A+(B-4 + [ agr@ [[e "0 ar)

burada Green fonksiyonunu kullanarak,

fote—fora(v)dvdl_

£ t
606) = [{e k" ar Ty 0 [fe O ar

f(;re_for a(v)dvdl_
To(W)=1,120;T(1H)=0,A1< 0)
(5.10) ¢coztimii asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
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+ ] G(t, &) F(§)dE

fge—fga(v)dvdr fote—fora(v)dvdr
U.(t) = A 1 - T —fTa(‘l])d‘l]
Jye o dt

f(;re_fora(”)d”dr
Green fonksiyonuna alternatif olarak asagidaki operator i¢in;

Lu: = u'"(t) + a@®)u'(t) ,0<t<T
u(0) =0, u() =0

Green fonksiyonu formiilii agsagidaki sekilde verilebilir:

_ 1 (91(©e2(D), 0<ESELT,
668 =5® {wi(t)wzz(f), 0<t<é&é<T

burada

0@ =28, o®) = [, o(s)ds

ve

H(s) =e” f(fa(v)dv
@1(t) ve @,(t) sirastyla asagidaki denklemlerin ¢oztiimleridir.

Lo, =0, p1(0) =0 , @(T) =1
Ly, =0, p2(0) =1 , @(T) =0.

(5.13) formiiliinii (5.11)* a uygun olarak G(t,&)>0 gosterir.

fot e—f; a(w)dv

Lo ffawa
max G(t, &) = max e YV g0
e e s ) [T kg,

0

t, el
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t —fta(v)dv fte_fga(”)d”dr
<=max | [, e % dr t————
fo e—fo a@)dv 4.

<al(1-e%T-9) (5.14)

(5.14) den G(t, &)< a1 sonucunu elde ederiz ve (5.12)’ da kullanilarak asagidaki

esitsizlik bulunur:

lu(®)] < IAtI;E-TIBI + max |Gt E)| [} |F(£)|dE

< |Al+ Bl + a7t [JIF(£)| d¢ (5.15)

burada F(t) i¢in asagidaki sinir elde edilmistir:

T

IF(OI < If (O] + I/llf K (&, $)lluls)lds < 1f ()] + [AIK ulle,
0

ve bu sinir1 (5.15)’e eklenirse

[u(®)] < 141 + 1Bl +max |6(6 O [ 1F©)lds

< |Al+ Bl +a™ [[IF(®)] d¢
< Al + 1Bl + a MIfll, + @ ' KllulloT , (5.16)

esitsizligi elde edilir ki bu da (5.4)’ de istenen sonucu saglar. (5.3)’ yi kanitlamak igin

(5.9)’ de verilen u(0) igin bir siir deger bulup ve bu siir degeri (5.7)” te verilen u/'(t)

formiiliinde yerlestirilmesi yeterlidir.

Asagidaki hesaplamalardan dolayr;
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fOT e~ loa@avg, > fOT e~ llalleT g (5.17)

1

llalleo

(1 — e_”a”ooT) = CZ, (518)
ve bu esitsizliklerden

foT dE|F (O] f;e—f;a(v)dv dt
< [y dEIF D) [ em@@ dg
< [) (@ (1 - e=eT-D))|F(&)|de

< a ' ] dE|F(§)] dE
< a Yflly + a K|lulloT = C5 (5.19)

ve (5.10) dikkate alinirsa u'(0) i¢in asagidaki gibi sinir bulunabilir:

t
B-A+ fonfF(f) fge_ff aw)a ;.

u'(0)] <

| ( )l foTe_fota(v)dvdT

<C;Y(JA|+|B|+C3) =C, (5.20)
dolayisiyla

t
lu'(t)| < C4e—f°ta(v)dv+f0t|F(f)|e_ffa(v)dvdf

< Coe ™ + [T [IF©)1 + 121G, [} IK (€, 5)lds] e=*¢-Ddg
< Cie” + a ||flle + |1ACoK](1 — e%t) (5.21)

bulunur ve bu da (5.4)’ deki sonucu verir.
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5.2. Fark Semasinin Tiiretilmesi ve Sebeke
Bu boéliimde, problem (5.1) — (5.2) i¢in sonlu fark semasi1 gelistirilmistir. Fark

semasina gecmeden once, bu boliimde kullanilan gerekli notasyonlar verilmistir. wy

asagidaki sekilde tanimlanmis diizgiin sebeke olsun.

wy = {0<1:1 <<ty <Th=t,—t;, =£}
burada t; € wy diigiim noktalarini, h ise adimi1 gosterir, ve
oy =wyU{ty=0,ty =T}

Wy lzerinde tanimlanan herhangi bir v(x) sebeke fonksiyonu i¢in,

_ _ Vit1~Y; _ Vi~V _ VtitVg, _ ViV
v =v(ty), Vo= Vi T Vi =, T

sirastyla ileri fark, geri fark, merkezi fark ve ikinci tiirev yaklasik degerlerini gosterir ve

IVlleo = IVlleoiy: = max|vi
0<isN

IVllwy: = hEE vl

dir. (5.1) ve (5.2) problemlerini ayriklastirmak icin asagidaki integral Ozdesligi

kullanmustir.

P [ L) g (dt = b [ F() g, (0t (5.22)

Yukaridaki 6zdeslik i¢in asagidaki temel fonksiyonlar dikkate alinmistir :
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(
| o) =——, o <t<t
(1) = 4 1-e~%i(ti+1-t) 5.23
(pl ) L(pL(Z)(t) = i_e—aih ] tl < t < tl+1 ( )
O; t & (ti—l' ti+1)
buradaki (pi(l) ve (pl-(z) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin ¢oziimleridir.

") —aip'(t) =0, ti; <t<t, pt) =1, o@(ti_1) =0,
"M —a () =0, t;<t<ty1, o@)=1, @(t1)=0,

ve agiktir ki
K[ o) de=1 (5.24)

(5.22) de verilen integral ozdesliginden faydalanarak sonlu fark semasi
olusturmak i¢in, oncelikle denklemin solundaki ilk iki terimden baslanmistir. Bu iki
terimin yeniden diizenlenerek yazilmistir ve kuadratur kurali asagidaki sekilde

uygulanmigtir:

R L (O + a(Ou (O] (1) dt

i-1

= h_l fti_+11[u”(t) +a(t)u'(t)]<pl(t) dt -|—Rl(1)

ti
= 7 [ (O i) de + ah™ [ oy (0w (0) de + R (5.25)

1 2 1
= Ugi ai()(i( ug; + 4 )ut,i) +R™
burada

RY = h7t [ [a(®) - ailei (' (0 (5.26)

@

4

ti 1 1
-1 (1)
p;” ()dt =— —
h 0 ha; e%h—1
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ve

tiy1 1
2 _ p-1 2 _
7 =h ft ;7 (O)dt = et ha

Asagidaki esitliklerden dolay1
h h
Ugi = Ui — Ui, Ui = U 5 U
su iligki elde edilmistir:

(D) (2)
Ug,; + ai(Xi Ug; + X; ut,i) = OQiug; + ajug;

oyle ki

aih

0, =1+ aih()(i(Z) —)(i(l)) =y;cothy;, y;,=—.

2

Dolayisiyla (5.29)’i (5.27)’ ya yerlestirirsek;

- t 1 ! !
WL (O + aOu' (O] (O dt = g, + agugg

(5.27)

(5.28)

(5.29)

bulunur. Ayrica (5.22)” deki integral terimi i¢in, interpolasyonla Kuadratiir kurallarindan

ve sonrasinda sag dikdortgensel kuralindan faydalanilmastir:

h=12 f;f: @; (O)dt [ K(t,s) u(s)ds
T

= /’lj K(t,s) u(s)ds + Ri(z)
0
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burada

RP = h=2 [ gy (0dt [ [To(e = §) =307 — )| () 22 K€ u(s)ds ) dé, (5.31)

0 3¢

ve
tj a
dir. Ayrica (5.22) denkleminin sag tarafi yeniden diizenleyerek su elde edilmistir:

h1 ftt: f®e; (Odt = f; + R™ (5.33)

R = h7 [EF(0) — F(e)]y (B)dt (5.34)

(5.22)'e (5.29), (5.30) ve (5.33) denklemlerini yerlestirilerek, fark iligkisi
asagidaki gibi bulunur:

{)yi = Hiut—t,i + ajug; + Ah Z?’zl Kl]ul] = fl + Ri(4)’ i = 1,2, ,N (535)
burada
R; = R® —RW —p® _ R (5.36)

(5.35)’ teki hata terimi R; goz ard1 edildiginde, bu durumda (5.1) — (5.2) i¢in sonlu

fark semas1 kurulmus olur.

‘Eyi = Biyt—t‘i + aiyf,i + Ah Z?’zl KUyU = fl + Rl(4)’l = 1,2, ,N -1 (537)
Yo =4, yn =B (5.38)
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burada 6;, (5.28) de tanimlanmustir.

5.3. Hata Analizleri

Bu boliimde, (5.37) — (5.38) de verilen sonlu fark yonteminin gerekli hata

hesaplamalar1 ve yakinsaklik sonuglar1 sunulmustur. Bulunan yontemin hata fonksiyonu,

asagidaki problem i¢in ¢6ziim olur:

4= Yi— U, O<i<N,

fZi = eizt_t,i + aiZf’i + Ah ij=l KijZij = Ri,i = 1,2, ,N -1 (539)
20 =0, w=0 (5.40)
Lemma5.2:

Varsayalm ki a, f € C1(I), K € C*(I x 1) verilsin. Ayrica a(t) = a > 0ve

hata terimi R;’ nin hesaplamasi su sekildedir:
IRIl 1,0y < Ch (5.41)

Ispat:
(5.41)’1i elde etmek i¢in her bir Rl-(k ik = 1,2, 3,4 ayr ele aliyoruz. Ortalama

Deger Teoremi (5.26) deki fonksiyona uygulanarak su sonug elde edilir:

RY| < ¢ ™ol () de (5.42)

Bu fonksiyonun (5.23)’ de 0 < @;(t) araligindaki tanimina bakarak ve (5.4)’ yi
(5.42)’ te dikkate alarak su sonucu elde edilir:

IRV, <Ch TS @l de < ch (5.43)
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(5.31)'da verilen Ri(z) hata terimi igin iist sinir su sekildedir:

[RP| < 1A [+ ; (e [ (4]

(%K(E, s)| lu(s)|ds ) dé
0 zaman (5.24)’ te elimizde

|R§2)| < 11| fj_*ll (foT

)
SK(E,9)| lu(s)lds ) dg
lul < €, ve |a% K (¢ ,s)| < C’ nin biiyiik olmas1 nedeniyle su sonug elde edilir:

IR, < k12l SN[ (1) | K (69| lu(s)lds ) dg

< CGhYN5 (tisr — tiog) = 2C3 h*(N = 1) < Ch (5.44)

(5.32)’ de tanimlanan Ri(3)1'i<;ijncii kalan terim i¢in ilk olarak su siir elde edilir;

REO|SIAIZN L7 (¢ = to1) |57 (K@ u(©) | dé
< 1Al f} |2 (K (b £u(©)| d
< 121R fy T|3z (K )] (] + 1K & Ollw' (9)11d€

burada |u| < C, ve |d% K (¢ ,s)| < C ve (5.4)'yi kullanarak su sonucu elde ederiz:

IR®|,, <Ch (5.45)

1,wn

(5.34)’ te tamimlanan R son kalan terim igin Ortalama Deger Teoremi’ ni f(t)

uygulayarak su sonucu elde edilir:

[R@| < ¢ [ ei(®)]de
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Buradan
|R® < ch | (5.46)

esitsizligi elde edilir.
Sonug olarak, (5.43) — (5.46)’ i, (5.36)’ te dikkate alindiginda, (5.41)’ te istenen sonug

elde edilir.

Lemma5.3:
Varsayalim ki hata fonksiyonu (5.39) — (5.40)” deki problemi ¢oziiyor. O zaman

hata fonksiyonu su esitsizligi saglar:
I2leo wy < IR 1y (5.47)

Ispat:
Wazwaz’ a (2011) gore, (5.48) denklemindeki fark operatorii igin ayrik Green
fonksiyonu G (t;, ny), (5.49) problemi igin ¢oziimdiir.

{)hzi = Hizt—t,i + aiZ‘f,i , i = 1,2,...,N—1

20=0, v =0

sorunun ¢Ozimil

oG () = 2, ik =1,2..,N—1

Yo=0,yv=0
burada k=1,2,... ,N—1 dir ve §;, parametresi Kronecker deltasidir. Green
fonksiyonunu kullanarak ve problemi yeniden diizenleyerek (5.39) ve (5.40) denklem i¢in

¢oziim asagidaki sekilde elde edilir:
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4G = Yh=thG(t,m) (Ah XY, Kejzj —Re), & € wy (5.48)

Ayrica G(t;, 1) Green fonksiyonunun 0 < (t;, 1) < ca™! ve seklinde smirl oldugu

bilinmektedir. Bu durum (5.48)’ da dikkate alinarak su sonug elde edilir:

1Zleo oy < ca™ (1A 2oy TRzt h? X3y |Kij| + 1IRII1)
< ca N (RIANZl oy 00 ZN=2 ke + [IRII;)
< ca ' (KIMNzll oy, + IR,

burada

~

K = max hEi|Kyl

olmak iizere bu da (5.47)’ da istenen sonuca gotiiriir.

Teorem 5.1:
Varsayalm ki a, f € C'(I) , K € C*(Ax D), u (5.1) — (5.2)’ nin ¢dziimii ve y
(5.37) — (5.38)’ nin ¢oziimiidiir. O halde y asagidaki degerlendirmeyi saglar:

ly -ulles @y < Ch.

Ispat:
Bu ifade, Lemma 5.2 ve Lemma 5.3’ ten elde edilmistir.

5.4. Algoritma ve Sayisal Sonuglar

Bu boéliimde, 6nceki boliimlerde sunulan analizleri desteklemek amaciyla birkag
problem fizerinde sayisal sonuglar gosterilmistir. Denklem (5.37) — (5.38) ile verilen
semanin, li¢ noktali fark denklemi igeren bir sinir deger problemi oldugu dikkate

alindiginda, (5.37)" da tanitildigi gibi faktoriyel yontemi ve iterasyon ayni anda
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kullanilarak ¢6ztim elde edilmistir. Bu amagla, (5.37)’ da verilen fark semas1 su sekilde

yeniden diizenlenmistir:

Aiyia — Gy +Byiy1 = —F, i=1-,N—-1, (5.49)
Yo =4, yv =B (5.50)

Tablo 1. Hata terimleri eN, e?N 6rnek 5. 1 igin yakinsama derecesi

Mesh eN e2N r

N=32 5.9998x1072 3.0624x1072 0.9702

N= 64 3.0624%x1072 1.5473x1072 0.9850

N=128 1.5473x1072 7.7769%1073 0.9924

N=256 7.7769%x1073 3.8987x1073 0.9962

N=512 3.8987x1073 1.9519%x1073 0.9981
0; a;
A; = AhK (x;,x;-4) + h—; - j,
B; = AhK (x;, x; )+ﬁ+ﬂ
2 i+l h2 2’

20;
C; = 75 —AhK (x;, %),
ve
F = Ahzi-_zl(( _ ) _(n—1)_|_ Ah Y™ K( _ ) (n-1) _ ¢
i Jj=0 xl’xj y] j=i+2 xux] y] fl

daha sonra (5.49) ve (5.50)’ nin ¢6ziimii algoritma tarafindan belirlenmistir:

Vi = Xix1 Yirr + Bives i=N-1,-,0
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burada

_ _Bi — _
X1 = Ci_aiAi, al_o l_ll" IN_1I
AiBi+F;
L = ABE g g i=1- N—1
ﬁl‘l’l Ci_aiAi, Bl 7

Ornek 5.1. Asagidaki sinir deger problemi incelenmistir:

u'(t) +2u'(t) + i JEetT uls) ds = i(e‘t — e~ (1+D), o<t<l1,

u(0) =1,u(l) =e?

Bu problemin kesin ¢oziimii:

ulx) = e

Hata, asagidaki formiil kullanilarak hesaplanir:
e = ly" —ullw ,

burada yV farkli N degerleri icin elde edilen sayisal ¢oziimdiir. Yakinsama derecesi su

formiil ile hesaplanmaigstir:

AN — in(elN/e?N)
- n2

(5.51)

Tablo 1’ de gesitli N degerleri i¢cin maksimum hatalar ve yaklasik ¢Oziimiin
yakinsama oranlar1 verilmistir. Bu problemin analitik ¢ézlimii gz 6niine alinip uygun bir
sonlu fark semasi olusturulmus, bu semanin hata analizleri ve yakinsama Ozellikleri
incelendigi goriilmiistiir. incelenen problem, analitik ¢oziimii bilinen bir smir deger

problemi oldugundan, gelistirilen sonlu fark semasi bu ¢oziim dikkate alinarak
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uygulanmistir. Semanin hata analizleri ve yakinsaklik ozellikleri detayli sekilde
degerlendirilmistir. Ayrica, Sekil 1’ de Ornek 5.1° e ait analitik ve yaklasik ¢oziimler,
N=256 sebeke adimi icin grafiksel olarak karsilastirilmistir. Bu grafiksel karsilagtirma,
Onerilen yontemin dogrulugunu ve birinci mertebeden yakinsama 6zelligini agik bigimde

ortaya koymaktadir.

1.0

o exaqt
0.9 s IUMeTical

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

| | | |
0 01 02 03 04 05

| | | |
06 07 08 09 10

Sekil 1. Problemin tam ¢dzlimii ile sayisal ¢oziimiin N= 256 adiminda grafiksel
karsilagtirmasi.

Ornek 5.2. ikinci test problemi:
u' +2u' + i f01 sin(ts) u(s) ds = sinh?(t) + t*> + 4, o<t<1,

u0)=0, u(l)=1
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Tablo 2. Hata terimleri eN , e?N 6rnek 5.2 i¢in yakinsama derecesi

Mesh eV e?N r

N=32 9.6742%1073 4.6403%x1073 1.0599
N=64 4.6403x1073 2.2694%x1073 1.0319
N=128 2.2694%x1073 1.1216x1073 1.0167
N=256 1.1216x1073 5.5751x107* 1.0085
N=512 5.5751x107* 2.7792x107* 1.0043

Bu problemin kesin ¢6ziimii bilinmemektedir. Bu nedenle, yaklasik ¢ozliim
hesaplanir ve ardindan hata tahminleri ve yakinsama hesaplamalart i¢in ¢ift sebeke
prensibi uygulanir. Cift sebeke prensibi, N ve 2N sebeke noktalari iizerinden alinan

yaklagik ¢coziimlerin farkini hesaba katarak hata hesaplamasi yapar.

eV = |lyY —y*|lo ,

burada y" sebeke boyutu N iizerindeki yaklasik ¢oziim nerede ve y?V ise 2N sebeke
boyutu tizerindeki yaklasik ¢oziimdiir. Yakinsaklik derecesinin hesaplanmasi i¢in de yine
(5.51)’ de verilen formiil kullanilir.

Tablo 2’ deki yaklagik ¢oziime ait hata tahminleri ile farkli N degerlerinin
yakinsama c¢alismasi verilmistir. Bu sonucglar gz oOniine alinarak dogrusal ikinci
mertebeden Fredholm integro-diferansiyel denklemi igeren bir sinir deger problemi igin
gelistirilen sonlu fark semasinin performansi degerlendirilmistir.

Sayisal sonuglar, Tablo 1, Tablo 2 ve Sekil 1’de sunulmus; elde edilen degerlerin
hata tahminleriyle uyumlu oldugu gézlemlenmistir. Gelistirilen sonlu fark semasi, hem
analitik hem de sayisal testler dogrultusunda birinci mertebeden yakinsama 6zelligi

gosteren etkili bir yontem olarak degerlendirilmistir.
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6.LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEM
ICIN NUMERIK BiR YAKLASIM YONTEMI

Bu béliimde, dogrusal olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemler (VIDE)
icin agirlikli kuadratur formiilleri kullanilarak gelistirilen yeni bir sonlu fark yontemi
tanitilmaktadir. Bu yOntem, dogrusal olmayan terimlerin etkili bigcimde
lineerlestirilmesini amaglayan kuasilineerlestirme teknigi ile desteklenmistir. Sayisal
¢oziim siireci boyunca Gronwall esitsizligi ve maksimum norm yontemi kullanilarak hata
analizleri yapilmis; Onerilen sema ile elde edilen yaklasik ¢ozlimler, teorik beklentilerle
yiksek uyum gostermistir. Bu baglamda, ¢6ziim algoritmasi dikkatli bir sebeke
ayristirmast ile birlikte yapilandirilmis ve ¢gesitli test problemleri {izerinden
degerlendirilmistir. Elde edilen bulgular, dogrusal olmayan VIDE problemleri i¢in bu
yaklagimin dogruluk ve kararlilik acisindan basarili sonuglar verdigini gostermektedir.
(Cakir, Gunes, & Duru, 2021).

Bu c¢alismada yari-dogrusal Volterra integro-diferansiyel baslangic deger

problemi ele alinmistir:

Lu:= u'(®) + f(t,u@®) + fOtK(t, s,u(s))ds =0, (6.1)
tel =(0,T]
u(0) = A 6.2)

Burada u, sabit bir baslangi¢ deger olup f(t, u(t)) , ((t, u) el x ]R) ve K(t, s,u(s))
((t, s,u) eI x I x [R) diizgiin fonksiyonlardir.

“ —_— (0]
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Bu ¢alismanin amaci, temel fonksiyonlar ve agirlikli interpolasyon kuadratur
kurallar1 kullanilarak integral 6zdeslikler yontemiyle olusturulan sonlu fark yontemini
sunmaktir. Bu yontem dogrusal olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerine
(VIDE'lere) uygulanmaktadir. Diger yontemlerden farkli olarak, onerilen yontem bu
denklemler i¢in daha hassas sonuglar saglamaktadir (Cakir, Gunes, & Duru, 2021).

Bu ¢alismada C ve C, ag parametresinden bagimsiz genel pozitif sabitleri temsil
etmektedir. Aralikta tanimli herhangi bir siirekli fonksiyon v(x) i¢in maksimum norm

asagidaki sekilde tanimlanmaistir:

lvlle, = max|v(t)|
[0,7]

6.1. Siirekli Problem

Bu béliimde, niimerik metot analizinde ihtiyag duyulan kesin ¢oziimiin asimptotik

davranislar1 verilmistir.

Lemma 6.1:
Burada p(t), q(t) € €(I) ve G(t,s) € C(I x I) fonksiyonlar1 verilsin. Bu (6.1)

ve (6.2) probleminin kesin ¢éziimii i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

Ivlle < Co (6.3)
ve

vl < C (6.4)
burada

Co = (Al + a Iqlle)e® 6T
C = llqll, + Co(p* + GT)  ve
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G = max|G(t,s)|.
IXI

ispat:
(6.1) denklemindeki fonksiyonlara ortalama deger teoremi uygulanarak, asagidaki

denklemler elde edilir:

fltw = £(t,0) + L2 i=yu  0<y<1

K(t,5,u(s)) = K(t,5,0) + = K(t,5,10), u=6u, 0<6<1

u'(t) + f(t,0)+ afgi;a)u + j%l((t, s,wu(t)ds +jK(t, 5,0)ds =0
0 0

t

t
d
u +1%K(t,s,u)u(t)ds+jK(t,s, 0)ds =
0 0

af (t,u)
Ju

u'(t) +

t

—f(0) — j K(t,s,0)ds

0

daha sonra, denklem (6.1) asagidaki formda yazilabilir:

u'(t) +p(ult) + fOtG(t, syu(s)ds =q(t), tel, (6.5)
p(t) = = (£, D),

Gt ) = = K(t,s,1)
ve

q(t) = — f(t,0) — [)K(t,s,0)ds

(6.5)’ deki denklemden dolay1, agsagidaki denklem elde edilir:
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u(t) = u(0)e~foPman 4 fot[q(s) + J; G (s, u(®)dé] e~ Joptman g
burada anlasiliyor ki,

()] < Ale= + [ [q(s) + []1G(s, O[u(@)|dg] e~

< lAle™® + a " lqllo (1 — e™) + a 16 (1 — ™) [ |u(é)| dé (6.6)

esitsizligi elde edilir. (6.6)’ daki esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa, asagidaki
esitsizlik elde edilir:

lu@®| < (A] + a tlqlle)e® .

Simdi (6.4)” deki esitsizlik ispat edilecek. (6.5)” deki denklemden dolayz,

W' < [pOlu@] +1q(@| +jIG(t.S)IIu(S)IdS
0

* = t
< p*Co +Iqlles + GCo [ ds
< llqllew + Co(p* + GT),

elde edilir.
Bu da (6.4)’ deki esitsizligin ispat1 anlamina gelmektedir.
6.2. Fark Semasinin Tiiretilmesi ve Sebeke
Wy ={ty <t; <t, < <ty_q <ty}
Noktalar kiimesi, ayrik noktalar kiimesi olan diizgiin olmayan bir sebekedir.

Burada t; noktalarina diiglim noktalari denir ve t; = t; — t;_; ise sebeke adimidir.
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Sayisal yontemi agiklamadan Once, sebeke fonksiyonlari i¢in bazi notasyonlar
tanimliyoruz. &,, lizerinde tanimlanan herhangi bir sebeke fonksiyonu v(x) i¢in su

sekilde kullanilmistir:

Vi—Vj_
v; = v(ty), Vf,i=LTl1

Vllo = IVlleo,, = max|vy.
0<isN

Fark yontemini olusturmak i¢in asagidaki integral 6zdesligini kullaniyoruz:

Ti_l ‘i Ludt = O,

ti—1
— ti ! — t
7,71 fti_lu M (H)dt +1; lfti_lf(t' w)e;(t)dt

+7;71 fttii_l fOtK (t,s,u(s))@;()dsdt =0 (6.7)

Simdi denklem (6.7)’ deki her terimini ayr1 ayr1 degerlendirilmis olup ¢;(t) = 1 i¢in her
terime Amiraliyev ve Mamedov’da (1995)’ deki quadrature kurallarini kullanilmigtir.
Denklem (6.7)’ nin sol tarafindaki ilk terim i¢in sunlar elde edilmistir:
— tl 7 *
(T fti—lu O (Ddt = ug; + R,".
Buradaki R; kesme (kirpma) hatast
* t; ! t; d (f)
R = —[! deg/(©) [.! 5 To(t—§)ds =0,
dir. Denklem (6.7)’ nin sol tarafindaki ikinci terim igin su elde edilmistir:

- t;
T fti—lf(t' wdt = f(t,u) + R,

burada
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_ t; d
R = =t [} (€= tiy) e F(§u()dg (6.8)
denklem (6.7)’ nin sol tarafindaki ii¢lincii terim i¢in su elde edilmistir:

= 7 fttii_l fot K(t,s,u(s))dsdt
= 1 de [ K(6 s, u(s))ds

= g1 foti K(t,s,u(s))ds + R;®.
Burada

R® = —g,1 ti (N ti_l)d%(fotl((f, s,u(s))ds) d¢. (6.9)

ti—1

Burada, cekirdek fonksiyonu iceren integral terimi icin sag dikdortgensel kurali

kullanilmistir:

foti K(t;,s,u(s))ds = Xioy 7 K; j (6t wy) + R,®,

burada

R = By f! (€ = t0) e K (8.6, u(®) (6.10)

olur. Sonug olarak, Volterra tipindeki integral diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimii

icin asagidaki fark problemi yazilabilir:

ug; + f(C,u) + 23&1 7 K j(ttw) + R =0 (6.11)
i=12,.---,N,
w(0) = A (6.12)
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burada
R; = Ri(l) + Ri(z) + Ri(3) (6.13)

bilesik hata terimidir.

Bu hata terimleri ihmal edilirse, asagidaki fark semasina ulagilmis olur:

yei + f(ELy) + Zﬁ':l 7K j(ti,tj,y;) =0 (6.14)
i=12,.-,N,
Yo = A. (6.15)

6.3. Hata Analizleri
Bu metodun diizgiin yakinsakliginin arastirilmast i¢in (6.1) - (6.2) problemine ait

kesin ¢oziim u; ve (6.14) ve (6.15) problemine ait niimerik ¢6ziim y; olsun. Hata

fonksiyonu z; = y; —u; , i = 0,1, -+, N asagidaki ayrik problemin ¢oziimiidiir:

lz; = zg; + [f (6o y) — FEuu)] + 2oy 1 [Kij (8t y5) — Kij(t ti,w;)] = Ri(6.16)

burada R; denklemi (6.13) ile verilmistir.
Lemma 6.2:
z;’nin (6.16) — (6.17) probleminin ¢6ziimii oldugunu varsayalim o zaman
asagidaki esitsizlik gegerli olur:
Izlloozy < ClIRIlcowy (6.18)

olur.
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Ispat:
Denklem (6.16)° daki fonksiyonlar i¢in ortalama deger teoremi kullanilarak

sunlar elde edilmistir:

i 0K
Zgi + Pizi + X1 Tig % = Ry,
burada
of ;, _ _
pi = 5-(tu7) h=Yho, 0<y<l

y; Noktalar1 ortalama deger teoreminde kullanilacak ara noktalardir. Buradan

sunlar elde edilmistir:

|zil < a M IRllwwy +a KX)oz

, (6.19)
i=1,2,N.

Denklem (6.19)’ da Gronwall esitsizliginin fark denklemi karsiligini uygulayarak

asagidaki sonug elde edilmistir:

|2;] < a 1e® KRl g i=12-,N
burada

~ oK

= |£ .

dir. (6.18) deki denklemin gegerliligini gostermistir.

Lemma6.3:

g; sebeke fonksiyonu asagidaki baslangic deger probleminin ¢6ziimii olsun:
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9i =9t agi =F; , i=12,--,N (6.20)
go=4 (6.21)

|F;| < F; ve F; azalmayan bir fonksiyondur. O halde (6.20) — (6.21) ¢oziimii
icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

lgil < 1Al + a™'F; i=12-,N (6.22)
Ispat:

Ik olarak fark operatdriil,g; icin maksimum prensibinin su sekilde gegerli

oldugunu belirtelim. Herhangi bir ag fonksiyonun:

lhg; =0, i=12-,N
ve
g; =0, i=12,,N

daha sonra F; azalmayan bir esitsizligi saglar;

Fi—Fi_4
Feg="2020,

bariyer fonksiyonlar1 agagidaki bigiminde yazilabilir:
YE = +g;+ Al +a 'F,.
Buradan,

Y= 44+ |Al+a'F =0,
Wi = +F + q;|Al + a7 'F; =2 F; + F; 2 0.
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Boylece, maksimum prensibi l/){—Ir > 0 elde edilir ve bu da (6.22) esitsizligini

ispatlar.

Lemma 6.4:
Lemma 6.1” in kosullart altinda (6.14) — (6.15) semasimin artik terimi R; igin

asagidaki sonug gegerlidir:
IR0y < CT .

Ispat:
Simdi denklem (6.13)’ te yer alan artik terimleri ayr1 ayr1 degerlendirilip ilk olarak
denklem (6.8)’ i ispatlayalim. Denklem (6.8)’ den ve Lemma 6.1 dikkate alindiginda

asagidaki sonug elde edilmistir:

t; d
RO st | @ =t [ £ (6 u©)| g

ti—1

<ot [ 6 -t + a6 u@) @ nag

ti—1

sait ! E - ) L+ w©ldg

<clu+ [ w©ldg},
<Crt;, i=12-,N (6.24)

Denklem (6.9) i¢in sunlar elde edilmistir:

Ri(2)| <! L_il (€ - ti_l)%(_j(; K (f, s,u(s))ds) dé
<rtt ftii_l(f —tiq) [|K(€, t,u®)| + fota%K (¢, s,u(s))ds] dé
<C1;, i=12-,N. (6.25)

Daha sonra denklem (6.10)’ dan su elde edilmistir:
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d
sek (s u(©)| ds

P
Rz(3)| = Zf (§—t-1)
j=1 ti—q

< Z (f ~ t-2) [l K )]+ | (e o0)] 1

j=1

< Ct, i=12-,N. (6.26)

Son olarak, (6.24), (6.25) ve (6.26)’ daki esitsizlikleri denklem (6.13)’ te yerine koyarsak
esitsizlik (6.18) elde edilmistir.

Onceki iki Lemma dan asagidaki teoremin ana sonucunu hemen elde ederiz.

Teorem 6.1:
u(x), (6.1) — (6.2) probleminin ¢éziimii ve y, (6.14) — (6.15) probleminin ¢6ziimii
olsun. O halde asagidaki esitsizlik saglanir:

ly = ulloow, < €7 (6.27)

Ispat:
zi=vy;—u; i=12,---,N olsun. Sonra ayrik problem (6.16) — (6.17)’ yi bu

formda asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

Zgi + PiZi + Djea Tig_:jzj = R; (1=012-,N (6.28)

Zo=0 (6.29)
Lemma 6.3’ i ayrik probleme (6.28) — (6.29) uygulanirsa su elde edilir:

12i] < @ IR loooy + @ R B4z

,  =01,-,N.

Burada Gronwall esitsizliginin fark denklemi karsiligi kullanarak asagidaki

esitsizlik elde edilir:
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12| < a1 KT||R ||
l ,(J)N

< ClIR oo,y i=12-,N. (6.30)

Ayrica Lemma 6.4’ ten su goriiliir:

IRlleo 0y < Cr. (6.31)
Bu da (6.30) ve (6.31) esitsizliklerinden (6.27)’ ye ulastirir.

6.4.Algoritma ve Sayisal Sonuglar

Bu boliimde, fark semasi (6.14) — (6.15) igin elde edilen sayisal sonuglar

sunulmustur. Denklemdeki lineer olmayan terim nedeniyle, kuasilineerlestirme teknigini

kullaniyoruz.

7+ () () = 5

i
+ Z T [Kl-j(ti, tj,yj(n_l)) + aa_yKij(ti: tj'yj(n_l)) ((yi(n) - Yi(n_l))>] =0
j=1

=4, i=12 - N.

Eger eleme yontemi dikkate alinirsa, su ifadeye ulasilir:

y™ = Al'yi(ili +By" P —c -k,
1,0 (n-1) 0 (n-1)
Tj+ayf(ti’yi )+TfWKif (ti’tf’yj )
v =4,
burada
1
A=2
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B; = aa_y (ti»yl-(n_l)) T ;_yKij(ti» tj'yj(n_l))’

G =ty ) + 1Kyt v ),

K, = Z;_:ll Tj [Kij(ti; t,-,yj(n_l)).
Durma kriteri asagidaki gibidir:

max yi(") — yi(n_l) < 1073
l

ve yi(o) baslangi¢ degerdir. Daha sonra fark semas1 asagidaki gibi 6rnekler {izerinde test

edilmistir:
eV =y, —ul,
burada u; kesin ¢6ziim ve y; yaklasik degerdir.

Ornek 6.1: Asagidaki lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklem ele alinmus:

u?(t)
2

uw'(6) + 2+ u() -+ f, u? () ds =0,

u(0) = 1 i¢in bu denklemin tam analitik ¢dziimii u(t) = e~¢ dir. Sayisal sonuglar
tablol de sunulmustur. Ayrica tablo 6.1° den elde edilen sonuglar sekil 6.1° de

gosterilmistir.

Tablo 3. Ornek 6.1 ‘in hata yaklagimlari
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t; Vi U; Yi Uy
0,000 1.000000000 1.000000000 0.000000000
0,125 0.882496902 0.879922493 0,002574410
0,250 0.778800783 0.778748879 0.000051904
0,375 0.687289278 0.694229264 0,006939985
0,500 0.606530659 0.623990032 0.017459372
0,625 0.535261428 0.565788861 0.030527432
0.750 0.472366552 0.517629831 0.045263278
0,875 0.416862019 0.477799240 0.060937220
1.000 0.367879441 0.444850916 0.076971475
1- ol T T T T T T
09r " o u
# ¥
08¢
&
0.7r *
+
061
05} *
O +
04l 0
1 1 1 1 1 1
0 0.125 0.250 0.375 0.500 0.750 0.875 1

Sekil 2. Ornek 6.1 deki u; ve y; in karsilastirilmasi.




Ornek 6.2: Baska bir dogrusal olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi dikkate

alinmis:

u'(t) +e* +u(t) + fot tanh(u(s))ds =0,

u(0) = 1.

Bu denklemin tam ¢6ziimii bilinmemektedir. Bu nedenle, hata hesaplamalari i¢in
ve yaklasik ¢Oziimiin yakinsaklik oranlarini belirlemek igin ¢ift sebeke prensibi
kullanilmistir. Yani hesaplama ¢oziim ile daha ince bir sebekede elde edilen ¢oziim
karsilastirilmistir (Amiraliyev & Duru, 2005; Amiraliyev, 2007). Hata hesaplamalarinin
gosterimi su sekildedir:

eV =max|y) —yN|.
l

Yakinsaklik oranlar1 asagidaki sekilde hesaplanir:

N
N _ ln(e / zN)
b= lnze ’

Ornek 6.2° deki hata yaklasimlar1 ve yakinsama oranlari igin tablo 4, tablo 5° de
verilmistir. Tablo 4, tablo 5’ ten elde edilen hata yaklasimlari, baz1 N degerleri i¢in

sekil 2, sekil 3’ te gosterilmektedir.

Tablo 4. Farkli N degerleri i¢in hata yaklagimlar1 ve yakinsama oranlart:

N=38 N =16 N =32 N =64

7o 0.02970507 0.01615199 0,00845788 0,00433473
r 0.01608326 0.00845792 0.00433440 0.00219515
p 0.88514899 0.93333706 0.96446294 0,98162238
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Tablo 5. Farkli N degerleri i¢in hata yaklasimlart ve yakinsama oranlart:

N =128 N = 256 N =512 N =1024
7o 0,00219515 0,00110470 0,00055415 0,00027753
n 0,00110470 0,00055415 0,00027753 0,00013888
p 0.99065946 0,99530439 0,99763936 0,99881619
1 T T 1 T
0B+ &
i
06 F
&
)
04 L
2k i
oz "
i
. I& l*
ok -
&y .
S,
A2 F L
ﬁ#ﬁﬁQ
_u._q_ 1 1 1 1
i 02 04 0 0a

Sekil 3. N=32 i¢in hata yaklagimlari.
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Sekil 4. N=128 i¢in hata yaklagimlari.

Ornek 6.3: Asagidaki baslangig deger problemini ele aliyoruz:

u'(t) + cosh(u(®)) + fotsin(u(s)) ds =0,
u(0) = 1.

Bu denklemin tam ¢6ziimii bilinmemektedir. Cift sebeke prensibi kullanarak
deneysel yakinsaklik oranlari hesaplanmaktadir. Hesaplanan sonuglar Tablo 6’ de

sunulmustur.

Tablo 6. Farkli N degerleri i¢in hata yaklasimlari ve yakinsama oranlari:

N=128 N=256 N=512 N=1024
Ty 0,00038189 0,00019341 0,00009733 0,00004882
n 0,00019342 0,00009733 0,00004882 0,00002445
P 0,98140912 0,99074969 0,99534816 0,99765610
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Burada kuasilineer Volterra integro-diferansiyel denklemler i¢in bir sayisal
¢Oziim yaklagimi ele alinmus; siirekli problemler i¢in ¢6zlimiin kararlilig1, maksimum ilke
temelinde incelenmis ve buna bagli olarak fark gsemalar1 ayrik maksimum norma gore
yapilandirilmistir. Sayisal algoritmanin uygulanmasinda, dogrusal olmayan terimlerin
¢Ozlim siirecinde neden oldugu hesaplama zorluklar1 ve analiz giicliikleri nedeniyle
kuasilineerlestirme yontemi tercih edilmistir. Elde edilen teorik sonuglar, ¢esitli 6rnekler
tizerinde test edilmis; tablolarda sunulan sayisal verilerin beklenen teorik egilime

paralellik gdsterdigi ve tutarl sonuclar verdigi gozlemlenmistir.
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7. SONUCLAR

Bu calismada, Fredholm ve Volterra tipi integro-diferansiyel denklemlerin sayisal
¢cozlimiinde sonlu fark yontemleri kullanilmistir. Hem dogrusal hem de dogrusal olmayan
yapiya sahip denklemler igin gelistirilen yaklasimlar, teorik analizler ve sayisal
uygulamalarla desteklenmistir. Kullanilan algoritmalarin dogrulugu ve kararliligi, farkl
sebeke adimlar1 ve baslangi¢ kosullar1 altinda yapilan hata analizleri ve sayisal deneylerle
dogrulanmustir.

Tezin ilk bolimiinde, ikinci dereceden lineer Fredholm integro-diferansiyel
denklemler i¢in integral 6zdeslikleri ve kuadratur formiillerine dayali kararli ve yakinsak
bir sonlu fark semasi gelistirilmistir. Teorik degerlendirmeler ve sayisal sonuglar,
yontemin birinci mertebeden yakinsaklik sagladigini gostermistir.

Ikinci boliimde ise dogrusal olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemler
icin kuasilineerlestirme teknigiyle sadelestirilen bir sonlu fark yaklasimi incelenmistir.
Bu yontem, Gronwall esitsizligi yardimiyla hata ve kararlilik analizine tabi tutulmus ve
sayisal sonuclarla basariyla dogrulanmstir.

Her iki yontem, ¢esitli test problemleri lizerinde uygulanarak teorik ¢oziimlerle
karsilagtirilmis; diizenli yakinsaklik ve genis uygulama potansiyeli ortaya konmustur.
Elde edilen sonuclar, yontemlerin hem dogrusal hem dogrusal olmayan sistemlerde
giivenilir ve kullanilabilir ¢éziimler sundugunu géstermektedir.

Sonlu fark yontemlerinin esnekligi, farkli integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde etkili oldugunu kanitlamustir. Ileriye doniik olarak, bu tekniklerin cok boyutlu
ve zamana bagl sistemlere, karmasik sinir kosullarina uyarlanmasi literatiire 6nemli
katkilar saglayabilir. Ayrica, yiiksek mertebeli sayisal tekniklerle ve degisken hesaplama
bolgeleriyle entegrasyon, ¢6ziim dogrulugunu artirabilir.

Sonu¢ olarak, bu tez calismasi, integro-diferansiyel denklemlerin niimerik
cozlimiine yonelik gelistirilen yontemlerin teorik ve pratik agidan gegerliligini ortaya
koymakta; dogruluk, kararlilik ve uygulanabilirlik agisindan saglam bir zemin

hazirlamaktadir.
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