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TESEKKUR

Bu galismanin belirlenmesi ve ylrutliimesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen, ortaya
¢ikan her tirld bilimsel problemin ¢éziminde devamli yardimlarini gérdigim degerli hocalarim
Prof. Dr. Mehmet SEZER ve Dog¢. Dr. Salih YALCINBAS'a, ayrica bana hayatim boyunca
oldugu gibi yiksek 6grenim sirecimde de daima destek olan, her tirlt fedakarlidi yapan canim
aileme tesekkiru bir borg bilirim.

Mige AYNIGUL



vii

OZET
INTEGRO-DIFERANSIYEL VE PANTOGRAPH DENKLEMLERIN
HERMITE POLINOM COZUMLERI
Bu tez alti bélimden olusmaktadir.
Birinci bolim giris kismina ayrilmistir.
ikinci béliimde konu igin gerekli temel kavramlar verilmistir.
Uglincti ve dérdiinci bélimde integro-diferansiyel denklemler ve Pantograph denklemleri
Hermite polinomlari yardimi ile ¢ézmek icin "Hermite Collocation" adli yontem gelistiriimis ve

sunulmustur.

Besinci bolimde sunulan bu gelistirilen yontem yardimiyla bahsedilen tip denklemler igin

ornekler ¢ozilmus, bu drneklerin hata analizleri yapilmis ve grafikleri gizilmistir.

Son bolimde sonug ve tartisma sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Integro-Diferansiyel Denklemler, Pantograph Denklemler, Siralama

Noktalari, Hermite Polinomlari.
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ABSTRACT
HERMITE POLYNOMIAL SOLUTIONS OF INTEGRO-DIFFERENTIAL AND PANTOGRAPH
EQUATIONS
This thesis consists of six chapters.
In the first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter the basic concepts are given which are necessary for the subject.

In the third and fourth chapter called "Hermite Collocation” for the Hermite polynomial solutions
of integro-differential and Pantograph equations was developed and presented.

The final chapter, result and discussion were presented.

KEYWORDS: integro-Differential Equations, Pantograph Equations, Collocation Points,
Hermite Polynomials.



1. BOLUM

INTEGRO-DIFERANSIYEL VE PANTOGRAPH DENKLEMLERIN
HERMITE POLINOM GOZUMLERI

1.1. GIRIS

Matematiksel fizikteki problemler codu zaman katsayilari degiskenlerine bagli olan adi
diferensiyel denklemler veya kismi turevli diferansiyel denklemler yardimiyla ifade edilmektedir.
Bu tipteki denklemlerin 6zelligi arastirma yapilan bdlgede veya bdlgenin sinir gizgisinin tGzerinde
katsayilarin tekil (singller) olmasidir. Yani bélgenin bazi noktalarinda katsayilarin sifir olmasi
veya belirsizlik halinde bulunmasidir. Bu tipteki denklemlere dénutgsen fiziksel problemlerin
analitik ¢cdzumlerini bulmak ¢ok zor oldugu gibi bazi durumlarda ¢ézime ulasmak da mUmkin
degildir. Problemin zorlugu, denklemin ¢6zimuUinin sonsuz seri seklinde aranmasindan
kaynaklanmaktadir. Bdyle durumlarda ise karsimiza yeni bir problem c¢ikmaktadir. Bu da
denklemin tim 06zel durumlari igin sonsuz serinin yakinsakliginin ispatlanmasi ve 6z deger
fonksiyonlarinin  ortogonalliginin  gosteriimesidir. Ayrica matematiksel fizik probleminin

¢6zUmundn kararliligini ispatlamak ve korumak da gerekir.

Bu tip fiziksel problemlere uyan denklemler Bessel, Legendre, Chebyshev-Hermite,
Chebyshev-Laguerre tipindeki denklemlerdir. Bu tipteki denklemlere fiziksel problemlerin
gbziimlerinde sikga rastlanmaktadir. Ornegin bu uygulama klasik mekanik problemlerinde
baslamig, elektromanyetik teori, kuantum mekanigi, kuantum fizigi ve termodinamik

problemlerinde de kullaniimigtir.

Bu zorluklari asmak igin bilimde birgok énemli 6zel fonksiyonlar sinifi olusturulmustur.
Bunlardan en c¢ok kullanilan silindirik fonksiyonlar (Bessel, Hankel, Weber, Neuman
fonksiyonlari), kuresel fonksiyonlar (Legendre polinomlari) ve 6zel polinomlarin (Chebyshev-
Hermite, Chebyshev-Laguerre polinomlari) olusturdugu siniflardir. Bu tir denklemlerin

yardimiyla ve 6zel fonksiyonlarin kullaniimasi ile cesitli fiziksel olaylarda ve teknigin 6nemli



problemlerinde yaklasik ¢oziimler bulmakta ve problemlere agiklik getirebilmektedir. (Uzel,
2008)

Bu nedenlerle konunun 6nemi dikkate alinarak bu tezde, Hermite diferensiyel denklemi,
onun ¢dzimi olan Hermite polinomlarinin ézellikleri ve Integro Diferansiyel ve Pantograph
denklemlerin Hermite polinomlari yardimiyla siralama yéntemi dnceki galismalardan (Akgonilld,
2008) daha pratik olarak ¢ozilmustr.

Hermite polinom sistemi, cebir ve sayilar teorisindeki galismalariyla taninan Fransiz
matematik¢i Charles HERMITE (1822-1901) tarafindan bulunmustur.

Charles Hermite (1822-1901)



2. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Hermite Diferansiyel Denklemi

Matematigin ve fizigin énemli denklemlerinden biri olan,

y"(t)=21y'(e)+2ny(r) =0, (n=0,1,2,...) (2.1)

ile ifade edilen denkleme Hermite diferansiyel denklemi adi verilir. Bu denklem kuvvet serisi
yontemi ile ¢dzulebilir. Bunun igin y(t) fonksiyonu bir kuvvet serisi olarak yazilir. (Arfken;

Weber; 1985).
Wt)=cy + ot +e,t? + et +...:Zcmt’" (2.2)
m=0

denklemindec,, katsayilari belirlenirse y(t) fonksiyonu bulunmus olur. Bu seri cinsinden y'(t)

ve y"(z) ifadeleri hesaplanirsa

y'(t)=c, +cyt +3c,t” +... =§:mcmt’"_1 (2.3)
m=1
y'(t)=2c, +6c,t +12¢,8% +...= i(m)(m —1)e, " (2.4)
m=2

elde edilir. (2.2), (2.3) ve (2.4) ifadeleri (2.1) denkleminde yerine yazilirsa



i(m)(m —1)e, 1" - 2ti me, t"" + 2n§: c,t" =0
= m=1 m=0

m=2

s

(mYm—1)c, " - i 2tmc, t" +i 2nc,t" =0 (2.5)
m=1 m=0

3
I
[

elde edilir. Daha sonra birinci toplamda m = m + 2 yazarsak ve ikinci toplamda ¢ 'li terimlerin

Uslerini toplanirsa (2.5) denklemi

m=0

Zw:(m +2)m+1), " — i2mcmtm +22ncmt”’ =0
m=1 m=0

olur. Bltlin terimleri tek bir toplam altinda toplamak igin, ikinci toplamda  =1'den baglarken

Uglncli toplamda  m =0'dan baslamaktadir. ikinci toplamda 0. terimi hesaplanirsa
2()c0t° =0 olur. Sonug olarak sifirinci terim sifir oldugundan ikinci terimin m=0 ve m=1

icin degerleri esittir olup,

ichmt’” = i2mcmt"’
m=1 m=0

yazilabilir. Boylece artik (2.5) denklemi tek bir toplam altinda

Zw: {m+2)m+1),., —2mc, +2nc, }t" =0

m=0

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her ¢ degerinde ve her ™ kuvveti igin gecerli olmasi, bir tek 1"

kuvvetinin sifir olmasi ile mimkuindur. Buna goére
(m+2)m+1)c,,., —2mc, +2nc, =0 , m=0,1,2,3,...
olmalidir. Buradan katsayilar arasinda bir tekrarlama bagintisi elde edilir;

2(m - n)

== =0,1,2,3,...
Cme2 (m+2)(m+1)c’” M

Burada hemen géze garpan ozellik 7 'nin bir tamsayi olmasidir. Once n'in gift bir tamsayi
oldugu varsayilsin. Bu durumda c,'dan baglayan seri, sadece ¢ift m degeri alan c,

katsayilarini Uretirken m =n degerine geldiginde, tekrarlama bagintisinin payi sifir olur ve

diger katsayilar



seklinde olur. Buna gbre, y, seri ¢ézimi sonlu sayida terimde biter, yani bir polinom olur.

Diger y, ¢6ziminde ise ¢, 'den bagladigimiz igin, sadece tek m degeri alan katsayilar Gretilir.
Bu durumda hi¢bir zaman m =n olmayacadindan sonsuza kadar tum katsayilar sifirdan

farklidir. Yani y, ¢6zim( sonsuz terimli seri olur.

n parametresi tek ise bu kez y, ¢6zlimi polinom y, ¢6zim( sonsuz terimli seri olur.

Kisaca, Hermite diferansiyel denkleminin n parametresinin her tamsayl degeri icin

¢6zimlerden biri daima polinom olur, digeri sonsuz terimli seri olarak kalir.

Verilen n degeri igin polinom olan ¢6ziim Hermite polinomu olarak adlandiriir ve H

ile gosterilir. O halde Hermite diferansiyel denkleminin genel ¢ézimu
We)=au,(t)+a,v,(¢) (2.6)
olarak yazilirsa,
n ciftise, u, (t) =H, (t) (v, sonsuz seri)
n tekise, v, (t) =H, (t) (u, sonsuz seri)

seklinde olur. Hermite polinomlari ise

nt’ n(n—2) t* n(n—Z)(n—4) t° ,
H,()=c,1- 21 r_ Ly |
() CO{ v 13 2 135 3z oprew o @n

3 5 7
Hn(t)zcl{t—("_l)t—+("_1)("_3)t——(”_1X"_3)("_5)t—+..},(n tek)  (2.8)
3 1.3 2 1.3-5 3)

ifadeleri ile verilir. Dolayisiyla (2.7) ve (2.8) denklemleri (2.6)'da yerine yazilirsa,

S0 Co{l N ,i: (= 2) nn - 2)(212;;)...(;1 —2j+ 2)52]}

+c1t{l+i(_ z)j(n_IXn_B)"'(n_sz)t”} (2.9)

(2j+2)



elde edilir. Buradaki ¢, ve ¢, katsayilari ¢, katsayisini 2" verecek sekilde segilir.

(2.9) denkleminden de anlasilacagi gibi bu ¢6zim sonsuz terimli iki seriden

olugsmaktadir. Serilerin yakinsak olmasi ise her iki serinin bir yerde son bulmasiyla mimkunddr.
ik seride n—2j+2 =0dan gelen n'in pozitif ¢ift tamsayr n=2j—2 olmasi ve ikinci seride
n—2j+1=0 dan gelen n’in pozitif tek bir tamsayl n =2j—1 olmasi ile saglanilabilir. 7’in
tamsayl olmamasi durumunda ise seri iraksar. n'in sifir veya pozitif bir tamsayl olmasi

durumunda Hermite diferansiyel denkleminin daima polinom formunda ¢6zUmuU vardir.
(Akgonilld, 2008).

2.2. Hermite Polinomlari
—00 <t <400 araliginda skaler carpim

<p,q>=_°fw<z>p<r>qwr

olarak yazildiginda bu skaler carpimi iraksak olmaktan koruyacak en dogal agirlik fonksiyonu

seklindedir.  — Foo oldugunda (stel fonksiyon her " kuvvetinden daha hizl sifira gider ve

iraksakligi onler. (— oo,oo) araliginda ve bu agirlik fonksiyonuyla tanimli skaler carpima gore

ortogonal olan polinomlar Hermite polinomlari adini alirve H, (t) ile gosterilir.

Hermite diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢ozimlerinden dogan Hermite

polinomlari, tek ve ¢ift n degerleri icin gegerli olan seri ifadesi;

H ()= (20) —ﬁ(zz)’” ; ﬁ(zt)ﬂ 13-

NS

(—2)’”(2;)“’"[ " J-1-3-5~.(2m—1)

o 2m

3
I

2 @



_ (21‘)” 3 n(nl— 1) (2t)n_2 N n(n — 1)(1; —22)(n - 3) (2t)11—4 o
seklindedir.

H, (t) n. dereceden Hermite polinomunu ifade eder. Hermite polinomlari agik sekilde

yazilirsa

H,(r)=1

H (t)=21

H,(t)=41* -2

H,(r)=8¢ —12¢

H,(t)=161" — 48 +12

H(r)=32r" —160¢* +120¢

H,(r)=641° —1480¢* + 720t —120

H,(r)=128t" —1344¢" +3360r° — 1680z
H,(r)=256r" —3584¢° +13440r* —13440r” + 1680
H,(t)=512t° —9216¢" + 48384+ —80640° + 30240t
H,,(r)=1024¢" —23040¢° +161280r° —493200¢* +302400:> — 30240

H =3l

s
[\
~
S~
[
3
¥
i

elde edilir.

Hermite polinomlarinda ¢ = 0 alinirsa

Ozel degerleri veya




elde edilir. H, (0) degerlerine Hermite sayilari denir. n=0,1,2,3,... igin ilk birkag Hermite

sayisl;
1,0,2,0,12,0,120,0,1680,0,...

seklindedir. Hermite polinomlarinin grafik gosterimi (Sekil 2.1)'deki gibidir.

Harmite Polinomlan
50 T T T T

Hn(:()

A0} + i 3
a0k 4
30k & 4
=
40 i g1 4
_50 A A " A A A 1 A 1
-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1

Sekil 2.1 Hermite Polinomlars

Her H, polinomunun derecesi n olup;
n ¢ift = H, polinomu ¢ 'in cift Gsll terimlerinden olusur ve ift fonksiyondur.

n tek = H,A polinomu t'in tek Usli terimlerinden olusur ve tek fonksiyondur.

Yani

Hn(_t):{Hn(f)’ngiﬁ

—H,(t), ntek

ile tanimlidir. (Akgonilli, 2008).



2.3. Rodriguez Formulii

Hermite polinomlarinin bir bagka tanimi da

2

. 2dle™
H =(-1)¢e"
O=Ciperde

seklinde verilen Rodriguez formuladur. (Abramowitz; Milton & Stegun; Irene; 1965)

Oyle bir basit fonksiyon vardir ki, bunun n kez tirevi alinirsa Hn(t) polinomuyla

orantili olur. Hermite polinomlari igin bu basit fonksiyon Girig Bélimiinde adi agirlik fonksiyonu
olarak gecen e~ dir.
2.4. Uretici Fonksiyon

Hermite polinomlar igin Uretici fonksiyon

G(t,x)=e (2.10)

seklindedir. Yani (2.10)'nun x’e goére seri acilimi

G(t,x)ziﬁHn(t) <o (2.11)

n=0 I’l'

n

X
olarak yazildiginda —"in katsayilari Hermite polinomlar olur. Bu 6zdeglik esitligin sol tarafinda
n!

seri acilimi hesaplanarak kontrol edilebilir. (Akgonlll, 2008).

2.5. Tekrarlama (Rekiirans) Bagintisi
Ardisik ¢ Hermite polinomu arasinda

H, (t)+2H, (t)-2H,(t)=0 (2.12)

bagintisi vardir. Bu bagintinin dogrulugunu goéstermek igin Uretici fonksiyonu olan (2.10)

denkleminin x degiskenine gore turevi alinirsa;

6G(t, X) _ —2(x _ t)efx2+2tx (2.13)
Ox
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elde edilir. (2.13) ifadesi (2.10) denklemini kullanarak diizenlenirse kisaca

a—G+2(x—t)G=() (2.14)

ox

elde edilir. G 'nin ve tirevinin Hermite seri ifadesi

= x" 0G & x
G=>"H = H 2.15
; l’l' n(t) ve x ”Z:;(n—l)’ n(t) ( )

seklindedir. (2.15) ifadesi (2.14) de yerine yazilirsa

= x" X X
Z .H +2)° Hn—2Z—!tHn:0 (2.16)

olur. Birinci toplamda n—1=m, ikinci toplamda n+1=m ve Uglincl toplamda n=m

yazilirsa (2.16) denklemi

S
n=|

- 22 —tH

nOn nOn

- 2Z—IH

m()m

) m
X H
: : ' m+1
m=0 L.

seklinde dizenlenebilir. Buradan sonra butln terimleri tek bir toplam semboll altinda toplamak
icin birinci ve Gglncl toplamlarin sifirinci terimleri acilirsa

21 +Z Hm+1 + 2mZ— L -2 —Z—tH

mlm mlm

Z Hm+1+2mz H Z—th

m=1

z% m+l1 + 2mHm—1 - 2th } = 0

m=1

H, K =2H, -2mH, (2.17)

m+1

haline gelir. (2.17) ifadesinde 1< m olan x™ Uslilerinin katsayilari sifira esitlenirse
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Hm+1 + 2rn[im—] - Zth _

~ 0 (2.18)

rekdrans bagintisi elde edilir. (Akgonalli, 2008).

2.6. Tiirev Bagintisi

1) H (t)=2nH, (t) , (n=1,2,3,...)

2) H,,,(t)-2H,()+H (1)=0 , (n=0.,1,2,3,...)

n+l

3) H'(t)-2tH!(t)+2nH (1)=0 , (n=0.,1,2,3,...)

o"H,(t) 2"n!

= H , n=0,1,2,3,...) , N
at'” (l’l _ m)' n—-m (t) (f’l ) me

4)

1. bagdinti Uretici fonksiyonun ¢’ye gbre tlrevinin alinmasiyla ispatlanabilir. Baginti 2 ve 3 ise

tekrarlama ve tlrev bagintilan kullanarak benzer sekilde ispatlanabilir. (Akgonilli, 2008).
2.7. Diklik Bagintisi ve Normlama

Diklik Bagintisi:

Hermite polinomlari i¢in 7 = m gibi iki indis i¢in diklik bagintisi;

seklindedir.
Normlama:

Hermite polinomlari igin n = m gibi iki indis i¢in normlama;

o )8, 0 =72

seklindedir. (Akgoniillt, 2008).
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2.8. integral Bagintilari

2 2m!

1) J.Hn(t)eizdt = (I’Z/Z)‘ ’nglﬁ ise
N 0 , ntekise

w 2 0 , ngift ise
2) ItHn(t)e 2t =1 27(n+1)

(n+1)/2)

, ntek ise

3) Eger m birtamsayive 0<m<n-—1 ise

2

[emH, (e)e > dt =0

esitligi saglanir.

o [H, 0=, 0)

2 0 , p>rise
7 X H H =
5) J;t e n(t) n+p(t)dt { 2”72.1/2(n+r)! , p>r1 ise

6) Hermite polinomlarinin ¢cevresel (contour) integral gosterimi

—x2421x

n re
Hﬂ(t)_%if _x" dx

seklindedir. (Akgdniillii, 2008).

2.9. Hermite Polinomlarinin Serisi

Hermite polinomlarinin ortogonalligi kullanilarak fonksiyonlar
f(t): AoHo(t)"' A1H1(t)+ Asz(t)"""

biciminde serisel olarak ifade edilebilir. Burada
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dir. Genel olarak f(t) ve f'(t) parcall surekli ise, f(t) fonksiyonun seriye agcilimi

mumkindir. Ornegin t* ve t* fonksiyonlarinin Hermite polinomlarinin serisine agilimi;

tZr — (2r)' C H2n (t)
2% & (2n)(r—n)’

r=0,1,2,...

2 (2""'1)! C H,,, (t)
22 S (2n+1)(r—n)

, r=0,1,2,...

seklindedir. (Akgonallt, 2008).
2.10. Hermite Polinomlarinin Diger Ozellikleri

|t|<oo araliginda ki Hn(t) polinomlart n >0 igin ayrica asagidaki Ozelliklere de

sahiptir.
1) Hermite polinomlari simetri sartini saglar; yani
H,(-1)=(-1)'H,(1) . neN
2) Sonsuzdaki degerleri 7> 0 igin,
H,(0)=c0, H,(-0)=(-1)"c
3) i=+—1 olmak iizere:
\H,(t) <|H, (i)
4) Hermite polinomlarina ait asagidaki esitlik de vardir;
|H, () <e"? k2" Jnl,  k=1,086435

5) Hermite polinomlarinin n — oo bazi limit degerleri sunlardir:

| G 55| -
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im (G| =2

6) H, (t + y) seklindeki Hermite polinomu asagidaki 6zelliklere sahiptir;

zmH OH, () =2 H, (2" (+ )

k=0 k

n

S0l =,

k=0

7) H, (tltz) seklindeki Hermite polinomu agagidaki dzelliklere sahiptir;

n/2 ' 1 k
Hn(tlt2)= [;’ZL(l__ZJ Hn—2k (tz)

= n—2k)!

8) H, (t)Hm (t) seklindeki garpim durumundaki Hermite polinomlari

08, 0="3 | 21

k=0

seklinde hesaplanabilir.

9) Hermite polinomlarinin degisik bir versiyonu da

H, ()=2""H, [%)

2

olarak tanimlanir. Bu polinomlardan bazilari ise

seklindedir. (Akgoniillt, 2008).
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3. BOLUM

LINEER INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ¢O6ZUMU iGiN HERMITE
SIRALAMA YONTEMI

Son yillarda diferansiyel ve integral denklemlerin bir kombinasyonu olan integro-
diferansiyel denklemler Uzerinde ilgi olduk¢a artmaktadir. Bunlar modern matematigin énemili bir
dalidir ve muhendislik, mekanizm, potansiyel teori, elektrostatik v.s. gibi birgok uygulamali
alanda ¢ok sik bir bicimde kullanilir. Hermite serisi formunda yaklasik ¢ézimuni bulmak igin
daha 6nce yapilmig olan Taylor (matris ve collocation) metodlari (Sezer, 1994; Sezer, 1996;
Nas vd., 2000; Yalginbas vd., 2002; Karamete vd., 2002; Sezer vd., 2006; Gulsu vd., 2005),
Chebyshev (matris ve collocation) metodlari (Sezer vd., 1996; Akylz vd., 1999; Akyliz 2000),
Hermite (matris ve collocation) metodlari (Akgonulli, 2008) ve Bessel (matris ve collocation)
metodlari (Ylzbasi, 2009) incelenmis integro Diferansiyel ve Pantograph denklemleri, Hermite
polinomlari yardimiyla siralama yontemi 6nceki calismalardan (Akgdnulli, 2008) daha pratik
yoldan matris formuna donistiriimis ve ¢ézUlmustir. Son olarak da yontemi agiklayan gesitli

uygulamalar yapilmistir.

3.1. Lineer Volterra-Fredholm integro Diferansiyel Denklemlerin Goziimii

3.1.1. Problemin Tanitilmasi

Bu bolimde —oo <a <t,x <b <o araliindaki m. mertebeden lineer degisken

katsayili

52,3 0)= )+ 4 [ K, (0 ok 2 K, ok o)

Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denkleminin
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m—1

Z[aik y(k)(a)+ b, y(k)(b)+ ciky(k)(c)] =u,i=0L2,..m (3.2)
k=0

ile verilen karisik kosullar altindaki yaklasik ¢6zimU Hermite polinomlari cinsinden kesilmis bir

Hermite serisi formunda bulunacaktir.

Burada P, (t), g(t), K, (t,x), K, (t, x) fonksiyonlari, —oo0 <a <t,x <b < ooaralidinda

tanimli ve siirekli fonksiyonlar; A, ,4,, 4, ,a, ,b, ,c; reel uygun sabitlerdir.

Bu calismadaki amag (3.1) denkleminin (3.2) kosullari altinda verilen
y(t)=>a,H,(t), —o<t <o (3.3)

formunda ifade edillebilen bir ¢6zimini bulmak olacaktir. Bunun icin Hermite katsayilari adi

verilen a,, (n=0,1,2,..., N )'lerin bulunmasi gerekmektedir. Buradaki H (t) fonksiyonlari

Hn(t):Z(—l)m (n+:n)!rn!2n_2mtn_2m ,—o<t<owo ,n=012,... (3.4)

formala ile tanimlanan Hermite polinomlari olup N 'nin tek ve gift degerlerine gore asagdidaki

gibi matris formlarina donustirilebilir:

N tekise,
- 20 0 0 0 |
_ i 0 2! o o0 |
H,(r) : 1
(1) (—1)(Nz_5)2 (v -1)! 0 0 2% !
= 0! (N—le
H, (t) 2 N
_ 1
| Hy (o) | 0 (—1@1]%% 0o 2v 7]
: —
_ ) _



N ciftise,

L HN(I) _ (—1)(NT_4J

17

2 (v 0

)

2N71

2N

Ayni zamanda Hermite polinomlari ile turevleri arasindaki tekrarlama bagintisi

seklindedir.

H, (t)=2nH,, ()

3.1.2. Temel Matris Bagintilan

(3.1) denkleminin diferansiyel kismi

Volterra integral kismi,

Fredholm integral kismi,

olmak Uzere

formunda yazilabilir.

D)= P, ()y"(), k=01..N

k=0

(3.5)

(3.9)
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ik olarak y(t) ¢6zUm ve onun tlrevi olan y(k)(t), daha sonra (3.6), (3.7) ve (3.8)'deki

diferansiyel ve integral kisimlari, son olarak da (3.2)'deki karngik kosullari matris formuna

donustirulecektir.
3.1.2.1. y(t) ve y(k)(t) icin Matris Bagintilar
(8.3) ile tanimlanan y(t) fonksiyonunun

y(t)=>a,H,(t), —o<t <o (3.10)

formunda kesilmis Hermite serisine agilabildigi kabul edilsin. (3.10) denklemi ve turevleri
[y(©)]=H()-A ve [y®(0)]=HY(t)- A (3.11)

seklinde matris formuna donistirlebilir. Buradaki H(t) H(k)(t) ve A matrisleri

olarak tanimlanir.

Diger taraftan (3.4) ve (3.5) Hermite yineleme formdilleri kullanilarak (n =0,12,..., N),

0 0 0 0 0 O
2.1 0 0 0 0 O
0 22 0 0 0 O

0 0 O

olmak Uzere

[ ()] =MH (1) = HO(r) = H(t M" ) (3.12)
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matris denklemi bulunabilir.
Ayni zamanda H(t) matrisi ve onun tlrevi olan H(k)(t) arasindaki bagintilar, (3.12)

denkleminde acgikga gorildigi gibi asagidaki sirayla verilebilir:

HO()=H(\M")
H()=H (tYM")

—H()M"f (3.13)
HY () =H (M

—H(f)M"f

HO()=HE)M' ), k=012..

Sonug olarak (3.13) matris bagintilan (3.11) denklemlerinde yerine yazilirsa y(t) ve y(k)(t)

icin matris bagintilar
[y ()] = =YM") A (3.14)
seklinde bulunur.

3.1.2.2. Siralama Noktalarini Esas Alan Matris Bagintilar

(8.2) kosullari ile verilen (3.1)'in, (3.3) formundaki ¢6zUmuUnu bulabilmek igin

1

t.:a+(b_aji i=0.1....N (3.15)
N

ile tanimlanan Hermite siralama noktalarina dayanan bir matris metodu kullanilabilir. Bu metot

Hermite siralama metodudur. Burada (3.15) siralama noktalarini kullanarak
D(r;)=g(t,)+ M1, () + 2,1, (¢;)

denklemi veya
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olmak tzere

D=G+A4I +4l, (3.16)
matris denklemi elde edilir.
3.1.2.3. D(t) Diferansiyel Kismi igin Matris Bagintis

D(t) diferansiyel kismini (3.15) siralama noktalarini kullanarak matris formuna

indirgemek icin 6nce

P.(t) O 0 0 ] ®
0 P) O 0 y(k)(to)
P,=| 0 0 P) o | ywo|0)
: (®)(;
0 0 0 P,ty)| )
olmak Uzere (3.16) denkleminde tanimlanan D matrisi
D= inkY(k) (3.17)
k=0

olarak yazilabilir. ¢,, i =0,1,2,..., N siralama noktalari (3.14) bagintisinda yerine yazilirsa

matris denklemi,

[yW@,))=H(, ™) A (3.18)
veya agik olarak
0 21 0 0 0 07"
10 0 22 0 0 0
yOe) | [HY () a,
(k)(t ) H(k)(t ) 0 O 0O 2.3 0 0 .
O B e 0 00 0 o o]l (3.19)
P 2N -1)
(k) (k)
YWy)] [H (ZN)_O 0 0 0 0 N a,
0 0 0 0 0

seklinde ifade edilebilir.
Sonug olarak (3.17) ve (3.18) matris formlarindan D(t) diferansiyel kismi igin
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p=>p,HM" A (3.20)
temel matris bagintisi elde edilir.

3.1.24. ], (t) Volterra-integral Kismi igin Matris Bagintisi

(8.9) denklemindeki 1, (t) Volterra integral kisminin matris bagintisi (3.15) siralama

noktalari kullanilarak ifade edilecektir. Kv(t,x) cekirdek fonksiyonu Hermite polinomlari

kullanilarak

K(t,x)= iik,’mH,ﬂ (HH, (x) (3.21)

m=0 n=0

buradaki k'

mn’

(1L OTKOO) ol N

" mn! ot"ox"

olmak Uzere, kesilmis Taylor serileri ile,

N N
K@t,x)=)> ki t"x" (3.22)

m=0 n=0

olarak ifade edilebilir.

Once (3.21) ve (3.22) ifadeleri matris formunda gdsterilecek olursa, bu takdirde;

H()=[H, (1) H, () - H, ()]
X0 =l ¢t - "]
K=[k,] ., K,=[k' 1: mn=0],..N

ve

y(®) =H(®)A

denklemi x degiskeni icin
y(x) =H(x)A (3.23)

Hermite acilimindan
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[K(t,x)]=H(@OKH" (x)

(3.24)
[K (1, 0)]=X(HK, X" (x)
ifadesi elde edilebilir.
Diger yandan, n=0,1,..., N igin (3.4) ile verilen Hermite tekrarlama formali kullanilarak
N tekise,
i 2° 0 .0 0 |
~ _ 0 2! -0 0 [ _
H,(1) ; !
H (¢ N-5) 0 -1 ' t
) )5 A (v-1) 0 0 2V
= 0! (N—lj,
H, (t) 2 N
_ 1 |
| Hy ()| 0 CoS 2 Wy e
' N-1 |
2 ) |

N ciftise,

- 20 0 e 00 ]

_ _ 0 2! 0o 0 | _
H,(t) : M
H 29 (N — ' t

) ~ 0 (—1)(122]% (g ;)' 0 2V
- —“h
HN—]() ( 2 ) tNil
_ 0
O] |2 W) 0 o 2v "]
")
I 2 ) _

matris denklemleri yazilabilir. Burada,
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N ’in ¢ift degerleri igin,

2° 0 -0 0
0 2! 0 O
0 (_1)(¥]2_1M 0 2N
S = I [N—Zj‘
> !
v=42° (N)!
B B 0 2
)
- 2 -

20 0 0 0
0 2! 0 0
_ 0
(—1)[%5)2—M 0 0 2M
S= O'(N—lj’
!
_ 1
0 (—1)[1L1J2—M 0 2"
I (N—l}’
- 2 . -

olmak Uzere yukaridaki matris denklemleri kisaca

H' (1)=SX" () veya H(t)=X(@®)S" (3.25)

biciminde gdsterilebilir.

Diger yandan (3.24) denklemleri birbirine esit oldugundan yani
X(t)KlXT (x) =H@®OKH" (x)
ile ifade edilebileceginden ve bu &zellikler (3.25) denkleminde kullanilarak yeniden dizenlenirse
X(t)KtXT (x) =X@®S'KS X" (x)
bulunur. Denklemin her iki tarafini sagdan X(¢) ve soldan X" (x) ile carptigimizda denklem

K, =S'K S (3.26)

sekline donustaraldr.



24

Burada (3.26) denklemi ele alinirsa bu takdirde, Hermite ile K(z,x) c¢ekirdek fonksiyonunun

Taylor katsayilari arasindaki bagintiyi veren

K=S"H"K,S"” (3.27)

matris bagintisi elde edilir.

Buradan
K, (t,x)=H(t)KH" (x) (3.28)

seklinde yazilabilir.

(3.11)'deki y(t) ve (3.28)'deki K (z,x) ifadelerini (3.7)'de yerine yazilirsa

1,(r)= jH(t)KH "(x)H (x)Adx

= H(;)K{j H' (x)H(x)dx}A (3.29)
elde edilir. Burada
Q,(t)=[H" (x)H (x)dx (3.30)

yani

(H,(0)H,(x) Hy(0H,(x)  Hy(0)H,(x) - Hy(x)H ()]
,Hl(x)Ho(x) Hl(x)Hl(x) Hl(x)Hz(x) Hl(x)HN(x)
= [| H.(0H,(x)  Hy(H, (x) Hy(H,(x) - Hy(x)Hy (x) jdx
_HN(X)HO(‘X) HN(x)Hl(x) HN(X)Hz(x) HN(X)HN(X)_




25

veya kisaca

0= [l W, 7.j= 002,00
olmak Gzere (3.29) denkleminin

1) =HOK,Q, (1A (3.31)

seklindeki matris formu elde edilir.
Bu durumda ¢ = ¢, siralama noktalari igin (3.31) denklemi
I ()=H¢)K Q, ()A,i=012,.,N

seklinde veya daha agik olarak

Iv(to) H(to) U 0 |K, 0 - 0 Q(to) 4y
1,(z,) 0O HEF) - 0 |0 K, - 0]Q

IV(IN) 0 0 H(tN) 0 0o - K, Q(tN) Ay

formunda elde edilir.

Burada
1,(z,) H(,) 0 0
I- 1‘,@) | O H(tl) 0
L)) oy 0 0w Hly )]y eay
K, 0 0 Q(t,) a
P 9| A=|
0 0 K, | vpavary Q(ry) (N1Px(V 1) AN J(n+1pa
olmak iizere
I, =HK.Q,A (3.32)

elde edilir.
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3.1.2.5. If (t) Fredholm-integral Kismi igin Matris Bagintisi

(3.9) denklemindeki If (t) Fredholm integral kisminin matris bagintisi (3.15) siralama

noktalari kullanilarak ifade ediecektir. Kf(t,x) cekirdek fonksiyonu Hermite polinomlari

kullanilarak Volterra gekirdek fonksiyonun benzer islemlerle,
K, (t,x)=H(t)kH" (x) (3.33)

seklinde yazilabilir.

(8.11)'deki y(t) ve (3.33)'deki Kf (t, x) ifadelerini (3.7)'de yerine yazilirsa

- H(t)K{IHT(x)H(x)dx}A (3.34)

a

elde edilir. Burada

yani

(Hy(0)H,(x)  Ho(0H,(x)  Hy(x)H,(x) - Hy(x)H ()]

b Hl(x)Ho(x) Hl(x)Hl(x) Hl(x)Hz(x) Hl(x)HN(x)
= [| H.(0H,(x)  Hy(H, (x) Hy(H,(x) - Hy(x)Hy (x) jdx
_HN(X)HO(‘X) HN(x)Hl(x) HN(X)Hz(x) HN(X)HN(‘X)_

veya kisaca
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j.[Hl.(x)Hj(x)]dx —l¢,], i.j=0.1.2,...N
olmak Uzere (3.34) denkleminin
I,@)=HOK,Q ;A (3.35)
seklindeki matris formu elde edilir.
Bu durumda ¢ = ¢, siralama noktalari igin (3.35) denklemi
I,@#)=H¢)K,Q;A,i=0,12,...N

seklinde veya daha agik olarak

If(tO) H(to) K 0 O g0 901 - Gon || 9
If(ll) _ H(tl) 0 0 Ol g0 a1 - 4qo | a
I_f'(tN) H(IN) 0 0 - Oflgw 9oy " qun | 9w
formula elde edilir.
Burada
1,(t,) H(z,) 0 0
If: If:(tl) H- H(tl) K, = 0 O 0 |
If (tzv) (V41 H(tN) (N+1(N+1) 0 0 -0 (N+1)x(N+1)
900 401 " Yon Q
Q- q10 q:u 910 A= a:1
div - Gov T ANN J(vs(va) AN J(v+1)a
olmak Uzere
If :HKfoA (3.36)
elde edilir.

Bulunan (3.20), (3.32) ve (3.36) denklemleri (3.16) denkleminde yerine yazilirsa
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yani
D=G+A4I +4l1,

denkleminde yerine yazarsak

3P HM'fA=G+4HK.Q,A+LHK QA

k=0
veya

{iPﬂ(H(MT)k - 4, HK.Q, —izHKfo}A:G (3.37)
pa

temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem

W= [wpq]zgpij(MT)k -4 HK.Q, -4,HK ,Q,, p,g=01,...,N

olmak Uzere (3.37) denklemi

WA =G veya [W:G] (3.38)
formunda bir cebirsel sistemine dénlsdur.
3.1.2.6. Karisik Kosullar igin Matris Bagintisi

(3.2) denklemi ile tanimlanan
m—1
Z[aik y(k)(a)+ by y(k)(b)"' Cik y(k)(c)] =4 1=012,....m
k=0

kosul denkleminde (3.18) ile verilen ifade kullanilarak

[y (a)]=H(a)m" ) A
[y (@) =HE) M ) A
()= H(c)m" ) A

denklemleri elde edilir. Bu denklemler (3.2)'de tanimlanan kosul denkleminde yerine yazilirsa
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m—1

l

olmak (zere (3.39) matris sistemi i =0,1,2,...,m—1 igin

Uy A= p,
U A=y
U A=y

veya artirilmis matris formlarindan

Ul.A:[,u,.] veya [U[;,u,.],i=0,1,...

olarak ifade edilir. Bdylece kosullarla ilgili artiriimis matris

Ugg Uy, Ugy >
u u u
10 1 IN 5
[Ui s H; ] = : )
b
Uiy Uy 7 U

seklinde elde edilir.

(3.1) denkleminin (3.2) sartlan altindaki ¢dézimunu elde

U, = [aikH(a) +by H(b) + CikH(C)](MT )k A

(3.39)
,m—1
Hy
f (3.40)
um—l

etmek icin (3.40) satir matrisi

(3.38) matrisinin son m tane satiri ile (veya herhangi m tane satiri ile) yer degistirerek yeni

Woo Woi Woa Won
Wio Wi Wi, Win
Wso Wsi Wiy Won
[~ . é:l _ W(N—m)O W(N—m)l W(N—m)2 W(N—m)N
:G|=
Upo Upy Upy Uon
Ui U U Uy
Usg Uy, Uy, Uyn
Upo  Uman Uy Ui 1)v

 eltn) (3.41)
’ Hy
; Hy

; /’l(m—l) J
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artinlmis matrisi elde edilir. Eger rank W= rank [W,G]= N +1 ise, bu taktirde

A=(W)'G (3.42)

yazilabilir. Béylece verilen kosullar altindaki a, , (n =0,1,..., N') Hermite katsayilari (3.35) ile

tek tarld belirlenmis olur.

Aranilan yaklasik ¢6zim (3.42)'te elde edilen

A= [ao a ay ]T
bilinmeyen Hermite katsayilari
N
y(t)=2 a,H,(t) (3.43)

denkleminde yerine yazilarak kesilmis bir Hermite serisi olarak elde edilir.

Diger taraftan, ‘W‘ # 0 ise, eger rank W = rank [\7\’,(} ]< N +1 oldugunda parametreye

bagl sonsuz ¢6zim bulunabilir. Aksi taktirde rank W # rank[W;f}]<N+1 ise, ¢Ozlm

yoktur.

Eger (3.1) denkleminde A, =0 ise, yiiksek mertebeden Lineer Fredholm integro
Diferansiyel denkleme, A, =0 ise, yliksek mertebeden Lineer Volterra integro Diferansiyel
denkleme ve P, (1) =0, (j,k=0,1.2,....,m) ise denklem Lineer Volterra-Fredholm integral

denkleme donusdr.

3.1.2.7. Goziimiin Dogrulugu

(3.43)'te elde edilen y, (t) Hermite seri ¢6zuim, (3.1) denkleminin bir yaklasik ¢ozimu

oldugundan yerine yazildiginda, denklemi yaklasik olarak saglamalidir.

Bu taktirde her bir ¢, € [— oo,oo] icin

veya
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E(tl. ) <107%, (k; herhangi bir pozitif tamsay1)

olmalidir.
Eger maksimum 107" =107 (k pozitif tamsayi) énceden belirlenirse, o zaman N
kesme siniri ¢, noktalarinin her birindeki E(tl.) degeri alinan 107" 'dan daha kiiciik oluncaya

kadar arttirilir.

Diger taraftan hata fonksiyonu
Ey (t): ZijY(k)(ti)_ g(ti)_ﬂ“llv —ﬂzlfyl(\',”)(t).
k=0

form(lu ile hesaplanabilir. Eger N yeteri kadar biyik ise o zaman E, (t)—)() bu durumda

hata gittikge kugular.
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4. BOLUM

PANTOGRAPH DENKLEMLERIN GOZUMU iGiN HERMITE SIRALAMA YONTEMI

Cevremizde gelisen olaylar ve bagl olduklarn sistemler hakkinda bilgi sahibi olmak,
onlari anlamak bilimsel agidan olduk¢a énemlidir. Bilindigi gibi adi diferansiyel denklemler ile
olusturulan bir modeldeki degisim orani gegmisteki durumdan bagimsiz olup sadece o andaki
zamana baghdir. Halbuki, tutarli bir matematiksel modelde s6z konusu sistemin o andaki
degisiminin ge¢gmisteki durumdan bagimsiz olmamasi gerektigi agiktir. Bdyle bir matematiksel
modelin kurulmasiyla, simdi gérdigimuiz olaylari degerlendirerek daha sonra gelisebilecek
olaylar hakkinda bilgi sahibi olabiliriz. Yani, bir ¢ok uygulama, fiziksel sistemlerdeki degisim
oraninin sadece buglnki zaman ve duruma bagh olmadigini, ayni zamanda gegmise de bagli
oldugunu gostermektedir. Model kurarken bu tir gecikmeler de hesaba katilirsa olusturulan
yapilar adi diferansiyel denklemden farkli olup, delay, neutral, advanced, pantograph gibi

denklemler olarak adlandirilir.

Matematiksel olarak zamana bagli
X ()= fle.x(r)), 121,
x(to ) =X

seklindeki baglangig deger problemini kullanarak modelleyebiliriz. Burada ¢, baglangi¢ noktasi,

X, baslangi¢ degeri, f, ve x, reel sabit sayilardir. Eger ¢ noktasindaki bir ¢ézimun degisim

orani, sadece ¢ noktasindaki ¢bézime degil, ayni zamanda ¢ 'den farkli degerlerdeki ¢dzime ve

¢O6zUmun turevlerine bagl olursa bu sapmali argimentli diferansiyel denklemdir.

Gecikme gunlik hayatimizda slrekli karsilastigimiz bir durumdur. Bitin fiziksel

sistemlerde uygulanan bir uyariciyla ilgili tepkinin meydana gelmesi arasinda muhtemelen kisa
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olmakla birlikte bir zaman arasi olur. Biyolojik sistemlerde gecikme birka¢ ylUz milisaniye
sresindedir ki, bu insandaki tepki slrecidir. Bir anten elektromanyetik dalgalarin iletiimesiyle,
uzak bir nesneden yansimasini almasi arasindaki gecikmenin kisa sureli olmasi baglica
Ozelligidir. Dikkate deger bir islemde gecikmeler mikro saniye ya da daha kisa zamanla 6élgllse

de cok dnemli olabilir. Teorik bir zaman gecikmesi, bir makineye verilen enerji ile alinan

randimanla ayni formda bir 6zelliktir. Uyarici x(t), y(t) tepkisiyle sonuglanir. Burada t zaman,

w gecikme olmak Uzere y(t) tepkisi x( - w)'ye esit olur. Daha karmasik sistemlerde birden

fazla gecikme olabilir. (Géziikizil, O.F., Sencan,H., 2001).

Pantograph yapidaki diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel denklemler
kuraminda 6nemli bir yer tutmaktadir. Son yillarda pantograph yapidaki denklemler Uzerinde
yapilan arastirmalar giderek artmakta ve konu bashgi olarak adi diferansiyel denklemlerden
bagimsiz hale gelmektedir. Pantograph denklemler kurami, arastirmacilarin bu konuya ilgilerinin
yogunlasmasini saglamistir. Diferansiyel denklemler kuraminda geleneksel yaklagimlar;
¢oziimlerin salinmli§i, asimptotik davraniglari, kararlih@i gibi basliklar altinda incelenir. Ozellikle
uygulamadaki zengin érnekler nedeniyle neutral denklemlerde salinim kurali ilgi odagi olmustur.
Kararlilk teorisinin baglangici Bellman ve Cooke (1963) tarafindan gerceklestiriimigtir.
Pantograph denklemleri, gecikmeler bulunduracak bigimde irdeleyen g¢alismalarin yogunlugu da
konunun adi diferansiyel denklemlere kiyasla zenginligini ortaya koymaktadir. Adi diferansiyel
denklemler kuramina paralel olarak kismi diferansiyel denklemlerde pantograph 6zelligin

bulunmasi problemi de cazip arastirma konularinin basinda gelmektedir.

Bu calismada, degisken katsayili genellestirimis pantograph denklemlerin yaklasik
¢ozumlerini elde etmek icin Hermite polinomlar kullanarak polinom yaklasimina dayali bir
nimerik metot sunulmaktadir. Kullandigimiz teknik gelistiriimis siralama yontemidir. Baslangic
kosullari ile verilen bazi sayisal 6rnekler, yontemin etkinligini ve guvenilirligini géstermek igin

verilmigtir. Son olarak diger yontemlerle bulunan sonuglar karsilastirilip tartisiimistir.

4.1. Problemin Tanitiimasi

Son vyillarda, pantograph denklemlerin sayisal uygulamalarinda giderek artan bir ilgi
gorilmektedir. Bu bolimde genellestiriimis pantograph denklemler icin bir Hermite siralama
yontemi gelistiriimistir. Bu denklemlerin ¢6zimu igin kullanilan yontem onceki bolimde lineer
integro diferansiyel denklemlerin ¢6zimu igin sunulan Hermite siralama yonteminin bir
uyarlamasidir.

Bu bolimde

Y (r) = ZJ: P (t)yWa,r+p,)+g(), 0<t<b (4.1)
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genellestiriimis pantograph denkleminin

m—1
Zaiky(k)(())zui ,i=0,1,....m—1. (4.2)
k=0

ile verilen karisik kosullar altindaki yaklasik ¢6zimU Hermite polinomlari cinsinden kesilmis bir

Hermite serisi formunda bulunacaktir. Burada P, (t) ve g(t), 0 <t < b araliginda tanimli

surekli fonksiyonlar; a, , u;, &, , B, reel veya kompleks sabitlerdir.

Buradaki amag, (4.1) denkleminin (4.2) kosullari ile verilen

y(t)=>a,H,(t), —o<t <o (4.3)

formunda ifade edilebilen bir ¢6zUmunli bulmak olacaktir. Bunun i¢in Hermite katsayilari adi

verilen a, , (n = 0,1,2,...,N)'Ierin bulunmasi gerekmektedir. Buradaki H, (t) fonksiyonlari

n

n!

H, ()= I _p<t<oo , n=0,12,... (4.4)

1M

(_ 1)m (

n—2m)m!

formalu ile tanimlanan Hermite polinomlaridir. Ayni zamanda Hermite polinomlari ile tlrevleri

arasindaki tekrarlama bagintisi

H(r)=2nH,,, (1) (4.5)
seklindedir.
4.2. Temel Matris Bagintilari
(4.1) denklemi
J m—1
D)=y ()= 2 Y Py Ve, + ) (4.6)
j=0 k=0

olmak lzere

formunda yazilabilir.
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lik olarak y(t) ¢6zUmi ve onun tlrevi olan y(")(t), daha sonra (4.1) denklemi, son

olarakta (4.2)'deki karigik kosullari matris formuna donustirilecektir.

4.3. y(t) ve y(k)(t) icin Matris Bagintilari

(4.3) ile tanimlanan y(t) fonksiyonunun

formunda kesilmis Hermite serisine agilabildigi kabul edilsin. Bu taktirde (4.7) denklemi ve

tarevleri
[y(O)]=H()- A ve [y®(e)=HY()- A (4.8)

seklinde matris formuna donusturilebilir. Buradaki H(t) H(k)(t) ve A matrisleri

ve

olarak tanimlanir.

Diger taraftan (4.4) ve (4.5) Hermite yineleme formilleri kullanilarak (n = 0,1,2,...,N),

0 0 0 0 0 0
21 0 0 0 0 0
0 22 0 0 0 0
M=|0 0 23 0 0 0
0 0 0 2(N-1) 0 0
O 0 0 - 0 2N 0

olmak Uzere
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[0 ()] =MH" (1)= HO(:)=H()M") (4.9)

matris denklemi bulunur.

Ayni zamanda, H(t) matrisi ve onun tlrevi olan H(k)(t) arasindaki bagintilar, (4.9)

denkleminde agikga goruldigu gibi asagidaki sirayla verilebilir:

H()=H()\M")
HY(1)=H (/\M")

=H()M ) (4.10)
HY () =H (M

—H( )M’ )

HO()=HE)M ), k=012..

Sonug olarak (4.10) matris bagintilar (4.8) matris denklemlerinde yerine yazilirsa y(t) ve

y(k)(t) igin matris bagintilar

L@)]=R()Ym") A
(4.11)

[y(k)(“/kt + B )] = H(“jkt + B XMT )k A
seklinde bulunur.

4.4, Siralama Noktalarini Esas Alan Matris Bagintilar

(4.2) kosullari ile verilen (4.1)'in (4.3) formundaki ¢6zimunu bulabilmek igin

1

z.:a+(b_aji, i=0,1,..,N (4.12)
N

ile tanimlanan Hermite siralama noktalarina dayanan bir matris metodu kullanilacaktir. Bu metot

Hermite siralama metodudur. Burada (4.12) siralama noktalari kullanarak

denklemi veya
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D(to) g(to)
D= D(:tl) G = g(:tl)
D([N) g(tN)
olmak Uzere
D=G (4.13)

matris denklemi elde edilir.

4.5, D(t) Kismi igin Matris Bagintisi

D(t) kismini (4.12) siralama noktalarini kullanarak matris formuna indirgemek icin

once
P.(t) O 0 0 | S0 )
o pP) O 0 <">(z0)
P,=| 0 0 Ps) o |, yw=|7
: : (k)
0 0 0 P (ty)] )
olmak (zere (4.13) denkleminde tanimlanan D matrisi
D= inkY(") (4.14)
k=0

olarak yazilabilir. ¢;, i =0,1,2,..., N siralama noktalari (4.11) bagintisinda yerine yazilirsa

matris denklemi,

[y(k)(ti )] = H(ti )(MT )k A
(4.15)

[y(k)(ajkti + B )] = H(“jkti + B XMT )k A

veya aclk olarak
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021 0 0
40 0 2.2 0
y((m))(’O) H((k))(ajkt“ﬁ""‘) 0 0 0 23

m k
po| 26| _p | H e hidlo o 0 o
Y () HO (a1, +By) o 0 o
0o 0 0

seklinde ifade edilebilir.
Sonug olarak (4.14) ve (4.15) matris formlarindan D(t) kismi igin

p-HM A~ 5P HM ) A

burada,

olmak Uzere (4.17) matris bagintisi elde edilir.
(4.17) bagintisi (4.13)'te yerine yazilir ve diizenlenirse

(MT)k}AzG

m—1

{H(MT)'" —ZJ: P,

j=0 k=0

= |

temel matris bagintisi elde edilir. Bu denklem

m—1

oS O o O

w=[w, |]-HM")" —ZJ:Zij HM' ), p.g=01,...N

olmak tzere (4.18) denklemi

WA =G veya [W:G]

formunda bir cebirsel sisteme donlsir.

0
0
0%

a
0" |@16)
. an

2N

0 -
(4.17)
(4.18)
(4.19)
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4.6. Baslangi¢ Kosullar igin Matris Bagintisi

(4.2) denklemi ile tanimlanan

m-1
©)(0) = - -
ik i shseees
Za yO0)=p, ,i=0.1,....m-1
k=0

kosul denkleminde (4.15) ile verilen ifade kullanilarak

[y*“(0)]=HO)m" ) A

denklemi elde edilir. Bu denklem (4.2)'de tanimlanan kosul denkleminde yerine yazilirsa

m

U, = [aikH(O)](MT )k A

k=0
U =[u, w, - wuyl (4.20)

olmak (zere (4.19) matris sistemi i =0,1,2,...,m—1 igin

Uy A=y,
U A=y
U A=y

veya artirilmis matris formlarindan
UA=[y] veya [U,;u],i=0,1,.,m—1

olarak ifade edilir. Boylece kosullarla ilgili artiriimis matris

Upo Uy, Ugn s My
Upg Uy et Uy s M
[Usm]=| oo (4.21)
Uy Uina)y Uy 5 Hina

seklinde elde edilir.

(4.1) denkleminin (4.2) sartlan altindaki ¢d6zimini elde etmek igin (4.21) satir matrisi

(4.19) matrisinin son m tane satiri ile (veya herhangi m tane satiri ile) yer degistirerek yeni
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Woo Woi Woo Won 5 g(to ) W
Wio Wi Wi, Win 5 g(tl)
Wao Wsi Wiy Won > g(tz)
X7 w —m w -m w -m T w -m ; g U -m
[ : G]: (N-m)o (N-m)1 (N-m)2 (N=-m)N ( (N )) (4.22)
Upo Uy Upy Uoy 5 Hy
Uig Uy U Uy 5 H
Usg Uy, Uy, Uyn 5 Hy
L Uy Uy Uy 7 Uy 5 M)
artinlmis matrisi elde edilir. Eger rank W= rank [W,é]= N +1 ise, bu taktirde
~ \-1
A=(W)'G (4.23)

yazilabilir. Béylece verilen kosullar altindaki a, , (n =0,1,..., N') Hermite katsayilari (4.23) ile

tek tarld belirlenmis olur.

Aranilan yaklasik ¢6zim, (4.23)'ten elde edilen

A= [ao a, Ay ]T
bilinmeyen Hermite katsayilari
N
()= a,H,() (4.24)
n=0

denkleminde yerine yazilarak kesilmis bir Hermite serisi olarak elde edilir.

Diger taraftan, ‘W‘ # 0 ise, eger rank W = rank [\7\’,(} ]< N +1 oldugunda parametreye

bagh sonsuz ¢6zim bulunabilir. Aksi taktirde rank W # rank[W;f}]<N+1 ise, ¢Ozlm

yoktur.
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4.7. Coziimiin Dogrulugu

(4.24)'te elde edilen y,, (t) Hermite seri ¢6zUmu, (4.1) denkleminin bir yaklasik ¢6zimii

oldugundan yerine yazildiginda, denklemi yaklasik olarak saglamalidir.

Bu taktirde her bir 7, € [— oo,oo] igin

veya
E(tl. ) <107%, (k; herhangi bir pozitif tamsay1)
olmalidir.

Eger maksimum 107 =107 (k pozitif tamsayi) énceden belirlenirse, o zaman N
kesme siniri ¢, noktalarinin her birindeki E(ti) degeri alinan 107" 'dan daha kiiciik oluncaya

kadar arttirilir.

Diger taraftan hata fonksiyonu

EN ZJ: ij yN (ajkt—i_ﬂjk) (t)

j=0 k=0

form(lu ile hesaplanabilir. Eger N yeteri kadar biyik ise o zaman E, (t)—)() bu durumda

hata gittikge kuguldr.
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5. BOLUM

LINEER INTEGRO DIFERANSIYEL VE PANTOGRAPH DENKLEMLERLE

ILGILI NUMERIK UYGULAMALAR
Asagidaki 6rneklerle, verilen metodun dogrulugu ve givenirligi gosterilmistir.

Ornek 5.1. (Akgoniillii, 2008), ikinci mertebeden lineer

¥ (1) =1 () + y(6) =2 L1 —ﬁ+jty()€)dx+jfxy(x)dx

3 3
Volterra-Fredholm integro Diferansiyel denkleminin
Y'(0) =0, y'()=2

kosullari ile N =2 alinarak

Hermite serisi formunda ¢6zUmU aranacaktir.
Burada

Fo=1, Fy=~t, Py=1, g(t)zz—g—t T3 A=A =1

seklinde olup, N = 2 igin siralama noktalari
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ty=-1,1,=0,1, =1}

dir. (3.20)'de tanimlanan

S O -

oS — O

S I+ O

N O O

oS O O

—2 2
0 -2|.M" =
)
P, H(\M” )’ A+ P, H(:)M” A + P, H(r)A

1
1
1

matrisleri diferansiyel kisimla ilgili olan

H

(M) A

D=>"P,H(1)
=0
matris denkleminde yerine yazilarak

k

AN O A

S O O
— =

matrisi elde edilir.

Daha sonra,

0O 00 0 OO O OO

2
%00000000

2

-2 0 0 O
1

1T =2 200 0 0 0 O
0 0 01 0
0 0 000 O

0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
1
000000400

O 00 0 00 O 0O

H=

K,=|0 00 Y00 0 00
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
-1 =2
1 1 3

_23 0 2%5
2 0 -Y%

-Y 0 Y

matrisleri, Volterra integral kisimla ilgili olan

matris denkleminde yerine yazilarak

matrisi elde edilir.

Son olarak

1 -2 2
H=[1 0 -2
1 2 2]

0 0 O]
;=0 ), 0
0 0 O]

I, =HK,Q,
00 0
=100 0

2 0 —%
0 % 0
-4 0 3%

matrisleri, Fredholm integral kisimla ilgili olan

I, =HK,Q,
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matris denkleminde yerine yazilarak

matrisi elde edilir.

Bulunan D, I, If matrisleri (3.16)'da yerine yazilirsa

4
1Y 2
1 0 6
-1 = 10
L%
matrisi elde edilir. Verilen kosullarla ilgili satir matrisleri
[Uo;ﬂo]:[o 2.0 ; 0]

[Ul;/ul]z[o 2 8 2]

seklinde olup,

3 3
fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de
g(to)
G= g(tl) =

olarak bulunur. (3.31)'de tanimlanan arttirilmisg matris

1%2;1

[W:G]=| 1 0

6 ; 2
LS )

formunda elde edilir. [W;G] matrisinin 1. ve 3. satirlar silinip yerine kogullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa (3.34)'te tanimlanan kosullarla ilgili arttilmis matris
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020 ;0

[W:Gl=|1 0 6 : 2

0 2 8 ; 2

seklinde elde edilir. det (W);t 0 oldugundan
A=(W)'-G

dy % 1 - % 0
A=la (=] Y5 0 0 |2
a, - % 0 % 2

Hermite katsayilari tek tirlG bulunur. Bu degerler (3.3)'te yerine yazilirsa

y®)=a,H,(t)+a H,(t)+a,H,(t)
(r)= 1 +(21) '0+l(4t2 -2)
) 4

e)=1?
¢6zUm bulunur. Bu ¢6zim (5.1) probleminin tam ¢ézimudr.

Ornek 5.2. (Yiizbasi, 2009), ikinci mertebeden lineer degisken katsayili

t 35 7
' (t)—1y'(£)+2y(r) = St _[(t + x)y(x)dx
0
Fredholm integro diferansiyel denkleminin

yh=1 ydH=-1

kosullari ile N =3 alinarak

Hermite serisi formunda ¢6zim{ aranacaktir.
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Burada
t
Fyy=2,PFy=—-t,Py=t,4,=1, g(t)=5+— A, =1

seklinde olup, N =3 igin siralama noktalari

2 0 0O 0O O 0 0 0O 0 0 O
02 00 0 1 O 0 01 0 O
Poo_ ’PIO_ on_
00 2 0 0O 0 -2 0 0 0 2 0
0O 0 0 2 0 O 0 -3 0O 0 0 3
1 0 -2 O 0 2 0 O
1 2 2 -4 - 0 0 4 0
H = ,M:
1 4 14 40 0 0 0 6
1 6 34 180 0 0 0O

matrisleri diferansiyel kisimla ilgili olan
D= f:ijH(t)(MT JA =P, H( )M ] A+ P, H({)M” A + P, H(r)A
k=0

matris denkleminde yerine yazilarak

4 28
4 12 104
6 20 180

[\CT NI \S R\
[\

matrisi elde edilir.
Daha sonra,
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i 1

0 A 0
1

K, -| /5 0 0
0 0 0
0 0 0
3 9 30
36 144
Q=3 144 3228/
108 280% 2700

matrisleri Fredholm integral kisimla ilgili olan
If = HKfo

matris denkleminde yerine yazilarak

(% 18 72
150 27 102
2% 36 132
27

A 45 162

matrisi elde edilir.

o o o O

108
280%

2700

41860%5

140% ]
194%
248%
302%

bulunur. Bulunan D, I, matrisleri (3.16)'da yerine yazilirsa

-3 -18 -76
Vo o-25 -98
17/ =32 -120
-2 -39 -142

_1
1

matrisi elde edilir. Verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri

_140%'
_180%
_196%
_212%

[Uo;/vlo]:[l 0 -2 0 ; 1]

[Uiim]=[0 2 8 12 ;1]

seklinde olup,
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t 35
g(r)= 5 + 1
fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de
g(to) 3%
G- g(tl) _ 3%
g(tz) 3%
g(t3) 4%

olarak bulunur. (3.31)'de tanimlanmis arttirilmis matris

37_
/ 4

~1 25 -9 18040 . 37/
[W:G]= _17/ -32 —-120 —196% ; 3%

-3 -18

2
_—2% ~39

-76 — 140%

~142 — 212%

4
Vil

formunda elde edilir. [W;G] matrisinin 3.ve 4. satirlari silinip yerine kosullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa (3.34)'te tanimlanan kosullarla ilgili arttirilmis matris

seklinde elde edilir. det (W);t 0 oldugundan

A=(W)"-G
1054 96 2972 146 |- | 1
. 855 95 855 95 | 3
o | 1973 177 3829 192 %
A=Y |=| 855 95 85 95| o
a| | 521 4 217 732
855 95 1710 95 |-
A N N W R A
38 33 38 761 -

-5, -18 -6 14047 . 35/
[~-é]: _1% —25 —98 _180% : 3%
’ 10 -2 0o . 1
0 2 8 2 -1
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Hermite sayilari tek tirld bulunur. Bu degerler (3.3)'te yerine yazilirsa

ﬂﬂ=iﬁJQ@=%Hﬁﬂ+qHﬁHwJQm+%Hgn

y(t)=—t" +t+1

¢6zUmi bulunur. Bu ¢6zim (5.2) probleminin tam ¢ézimuaddr.

Ornek 5.3. (Akgéniillii, 2008), Ikinci mertebeden

4 t
y'(t)=20y'(t)+ 2y(t) = —%—%ﬁ —gt +%+:[(t—x)y(x)dx

Volterra integro Diferansiyel denkleminin
Y0)=3, =2y’ (=D +y'(1)=24

kosullariile N =3 alinarak

N
W)= a,H,(1)
n=0
Hermite serisi formunda ¢6zimU aranacaktir.
Burada
4
P,=2, P,=-2t, P, =1, g(t):—t——gtz—ﬁwg, A, =1
3 2 3
seklinde olup N =3 igin siralama noktalari
ty=-1,1,=0,1,=1,1, =2}
dir. (3.20)'de tanimlanan
2 0 00 2 0 0 0 1 00 O
02 00 0 0 O 0 01 00
Py, = , Py = , Py =
00 2 0 0 0 -2 0 0010
0 0 0 2 00 0 -4 00 0 1

(5.3)
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1 -2 2 4 0200
1 0 -2 0| . |00 40
H= M’ =
1 2 2 -4 000 6
1 4 14 40 0000

matrisleri diferansiyel kisimla ilgili olan matrisler
D=3P,HO)M" ) A =P, HE)\M' ] A+P, H{M A+P, H)A
k=0

matris denkleminde yerine yazilarak

2 0 -4 -16
D= 2 0 4 0
2 0 -4 16
2 0 -28 -160
matrisi elde edilir.
Daha sonra,
1 -224 00 0 0O0OO0OO0OO0O O0OO0OTO0 O
ﬁZOOOOIO—ZOOOOOOOOO
o 0 000O0O O OT122-400 0 0
0O 0 00 0O O OO0OOO0O O 1 4 14 40

OOO&

=
Il
—
S SN @
S o o O
S o o O
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. ©

. &

o o o o

S O o O

N O O O

o Yo o

0
0
0
0

35

12
16%

132

6
24

34%

168/ 13 12048/ |

3
12
24

12

matrisleri Volterra integral kisimla ilgili olan
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matris denkleminde yerine yazilarak

0 0 0

oy o4 1%

I =

v 0 43 _% 5%
28

- 83%

W
[\

o
()
!

matrisi elde edilir.

Bulunan D ve I matrisleri (3.16)'da yerine yazilirsa

2 0 -4 -16 |
hon o4 1%
W =

0 Y =% %

0 -28 -836/

N
w

S

matrisi elde edilir. Verilen kosullarla ilgili satir matrisleri
[Uysi]=ftl 0 =2 0 ; 3]
[U:]=[0 -2 24 12 ; 24]

seklinde olup,

3 2 3 2

4
g(t)= £ D, 13,2

fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de
Nl.e |l
23
o_lst)| |
g(t2) _%
-81
I

olarak bulunur. (3.31)'de tanimlanan arttirilmis matris
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2 0O -4 -16 :; 6 |
3 y 4 _1% : 2%
o1l 72 5 2
R A A S

formunda elde edilir. [W;G] matrisinin 3. ve 4. satir silinip yerine kosullarla ilgili satir

W

-

matrisleri yazilirsa (3.34)'te tanimlanan kogsullarla ilgili arttiriimis matris

2 0 -4 -16

6

W2 74 4 7%
1 0 -2 0 ;3

0O -2 24 12 ;24

seklinde elde edilir. det (\TV);& 0 oldugundan gdzimii

%5 6%5 %5— 6
b0 5 Moo o 23
ol |~%s s ~Uso Vs | 3
ol |-Me 0 K

Hermite katsayilari tek turlt bulunur. Bu degerler (3.3)'te yerine yazilirsa

-5
A= 4l 1y 0

0 24

y(©)=a,H,(t)+a,H, () +a,H,(t)+a,H,(r)

y(t) =4t +3

¢6zUm{ bulunur. Bu ¢6zim (5.3) probleminin tam ¢dzimuddr.

Ornek 5.4. (Akyiiz-Dascioglu, 2006), 5. mertebeden lineer

Ye) =y (e) =y (e)=1y(t) = £ cost —sint + [ y(x)dx, —1<t,x<1 (54)

-1

Fredholm integro Diferansiyel denklemi
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Hermite serisi formunda ¢odzimi aranacaktir. Onceki drneklerde yapilan islemler

tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N degerleri igin yaklasik ¢ozimleri bulunarak

—1<¢,x <1 araligindaki niimerik sonuglari Tablo 5.1 ve Tablo 5.2'de karsilastiriimigtir.

Tablo 5.1. Ornek 5.4'in N =5, 6, 7 degerleri icin ¢6ziim ve hatalari tablosu.

Hermite Yontemi
i ti Tam G6zim N=35 N=6 N=T
y(t,) E(1;) y(t,) E(1;) y(t;) E(1;)
0 -1 | -0,841470985 | -0,83392562 7,55E-03 -0,84431972 2,85E-03 -0,84191387 4,43E-04
1 -0,8 | -0,717356091 | -0,714860133 2,50E-03 -0,718209121 8,563E-04 -0,717483932 1,28E-04
2 0,6 | -0,564642473 | -0,564045595 5,97E-04 -0,564826796 1,84E-04 -0,564668811 2,63E-05
3 -0,4 | -0,389418342 | -0,389339219 7,.91E-05 -0,389440324 2,20E-05 -0,389421252 2,91E-06
4 -0,2 | -0,198669331 | -0,198666831 2,50E-06 -0,198669979 6,48E-07 -0,198669399 6,82E-08
5 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0,2 | 0,198669331 | 0,198666831 2,50E-06 0,198669779 4,48E-07 0,198669358 2,69E-08
7 0,4 | 0,389418342 | 0,389339219 7,.91E-05 0,389433214 1,49E-05 0,38941989 1,55E-06
8 0,6 | 0,564642473 | 0,564045595 5,97E-04 0,564745937 1,03E-04 0,564653413 9,40E-05
9 0,8 | 0,717356091 | 0,714860133 2,50E-03 0,717754353 3,98E-04 0,717397401 4,13E-05
10 1 0,841470985 | 0,83392562 7,55E-03 0,84258428 1,11E-03 0,84158373 1,13E-04
Tablo 5.2. Ornek 5.4'in N =8, 9, 10 degerleri igin ¢6ziim ve hatalari tablosu.
Hermite Yontemi
; , Tam Cézim N=8 N=9 N =
’ y(t,) E(,) y(t,) E,) y(t,) E@,)
0 -1 -0,841470985 | -0,841313506 1,20E-04 -0,841462248 8,74E-06 -0,841456224 1,48E-05
1 -0,8 | -0,717356091 | -0,717325265 3,08E-05 -0,717353216 2,88E-06 -0,717349373 6,72E-06
2 -0,6 | -0,564642473 | -0,564636554 5,92E-06 -0,564641577 8,96E-07 -0,564640121 2,35E-06
3 -04 | -0,389418342 | -0,38941762 7,22E-07 -0,389418114 2,28E-07 -0,389417803 5,39E-07
4 -0,2 | -0,198669331 | -0,198669298 3,33E-08 -0,198669303 2,78E-08 -0,198669283 4,75E-08
S 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0,2 0,198669331 | 0,198669292 3,88E-08 0,198669305 2,58E-08 0,198669325 5,80E-09
7 0,4 0,389418342 | 0,389417956 3,86E-07 0,389418129 2,14E-07 0,389418456 1,13E-07
8 0,6 0,564642473 | 0,564640729 1,74E-06 0,56464175 7,23E-07 0,564643405 9,31E-07
9 0,8 0,717356091 | 0,717350841 5,25E-06 0,717354379 1,71E-06 0,717359601 3,51E-06
10 1 0,841470985 | 0,841458505 1,25E-05 0,841467656 3,33E-06 0,841480378 9,39E-06
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8,00E-03 -
7,00E-03
6,00E-03 -
5,00E-03 A
4,00E-03 -
3,00E-03 -
2,00E-03 -
1,00E-03 A

E(t)

0,00E+00
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6

——N=5 —=8—N=6 N=7 N=8 ——N=9 —e—N=10 |

Sekil 5.1. Simdiki yontem kullanilarak farkli N degderlerindeki mutlak hatalarin kargilagtirmali grafigi.

Ornek 5.5. (Evans and Raslan, 2005) ikinci mertebeden

y"(t)=%y(t)+y(%j—t2 +2,0<r<1

pantograph denkleminin

kosullariile N = 3 alinarak

N
W)= a,H,(1)
n=0
Hermite serisi formunda ¢6zim aranacaktir.
Burada
3 2
Fo :_Z! Fy=-1, Py =1, g(t)=—t +2

—
~
<)
Il
(@]
o~
Il

1 2
5,1‘2 :E,t3 =1

seklindedir. (4.14)'te tanimlanan F,, , P, , P,, matrisleri
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—% 0 0 0 -1 0 0 0 1 0

0 -3% 0 0 0 -1 0 0 0 1

Py, = 0 0 y 0 P, = 0 0 -1 0 , Py = 0 0
~ /4

0 0 0 _% 0O 0 0 -1 0 0

ve (4.16)'da tanimlanan H matrisleri ile (4.9) de tanimlanan M’ matrisi

PER AN
i)- //15%%)

—4

M’ =

oS O O O
S O O N
S O bk~ O
S o O O

olarak bulunur. (4.19)'da tanimlanan W matrisi

W _% _y 19% 56W
_/ _/ 17/ 107/
VA

seklinde bulunur. Verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri de

[Uysi]=[t 0 =2 0 ; 0]

[Ul;/ul]z[o 2.0 —-12 O]
seklinde olup,

g(t) =—t>+2

fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de

1% -1y 100,
TS HS R

o = O O

- O O O
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g(to) 2
G = g(tl) _ 1%

g(tz) 1%

g(l‘3) 1

olarak bulunur. (4.19)'da tanimlanan arttiriimis matris

7
7
7
-%

[W:G]

0 23 0
_y 19% 56y
_/ 17/ 107/
-% 137 56

2
1y
1y

1

formunda elde edilir. [W;G] matrisinin 2. ve 3. satirlari silinip yerine kosullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa (4.22)'de tanimlanan kosullarla ilgili arttiimis matris

-7, 0 2 0 ;2
[~ -é]— 1 0 -2 0O ; O
T 2 0 -12 ; 0
// % % 56 1]
seklinde elde edilir. det (V~V)¢ 0 oldugundan
A=(W)'-G
a| |-% 0o 24 o 12
Al 1 0 -2 0 0
la,| | 0O 2 0 -12| |0
a, ;%;—% 96 56 | 1

Hermite katsayilar tek tlrl bulunur. Bu degerler (4.3)'te yerine yazilirsa

y(t)=a H (t)+aH (t)+a,H, (t)+a,H (1)

y@)=%+(my0+i(MJ—2yny@f—1m)

tam ¢6zima elde edilir.

W)=t

2
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Ornek 5.6. (Yalginbas ve Sezer, 2000) Dérdiincii mertebeden lineer
YY) +A-0y@)=24+1>A-1) , -1<¢<1 (5.6)
diferansiyel denkleminin
Y0)=0, y1)=0, y'(0)=0, y1)=0

kosullarinda N =5 alinarak

Hermite serisi formunda ¢6zUmU aranacaktir.

Burada

Fo :(t_l)’ Py=Py=Py=0, P,=1, g(t)=24+t2(l—t)3

olup N = 5igin siralama noktalari
1 2 3 4
t,=0,t,=—,t,=—, t,=—,t,=—, t; =1
{0 1 5 2 5 3 5 4 5 5 }

dir. (4.14)te tanimlanan F,, , P, , P,,, P,,, P,, matrisleri

-1 0 0 0 0 O] 100 0 0 O
0—%0 0 0 0 010000
o o -3 0 0 0 001000
Poo= A ’P10:on:on: )
0 0 0—%00 000100
0O 0 0 0_%0 0O 0001 O
0 0 0 0 0 0 00000 1]

1 0 0 0 0 O]

010000

001000

P40_

000100

000010

0000 0 1]

ve (4.16)'da tanimlanan H matrisi ile (4.9) de tanimlanan M’ matrisi
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10 —2 12 0
2 29 6316 71032
A / 125 %05 3125

A B _S36 7 2956/ 119024
5 25 3125

1% -1 68/ s ~20%s 124779 s |
s 9805 —T60%50s 767684,

1 2 2 -4 -20 -8

p—
Y
[9)]

0]
0
0
0
10

i 0]

S O o o o O
o O o o b~ O
o O O o o O
S O 0w O O O

S O O O O

olarak bulunur. (4.19)'da tanimlanan W matrisi

[ -1 0 2 0 372 0 ]
_4/ _8 184 1168 1174736 11715872
A As 125 625 A 125 %5625

W _% _1%5 10/25 1608625 119113/ 2364292%5625
/ 1%5 28 /25 625 120400 / 3575044%5625

_/ _8 688 1207604 4792323%
25 25 625 3125 15625

0 0 0 384 |

seklinde bulunur. Verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri de

Uiz ]=l 0 =2 0 12 0 ; 0]

Ui ]=l 2 2 -4 -20 -8 ; 0]

[U,:1,]=[0 2 0 —12 0 120 ; 0]

[U,:]=[0 2 8 12 =32 —200 ; 0]
seklinde olup,

g(t)=24+1>1-1)°
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fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de

o 24
g(t,) 75064/
g(t,) 751083125

= g%; N
g\l

: 75016
| &(t,)] 2élzs

olarak bulunur. (4.19)'da tanimlanan arttiriimis matris

-1 0 2 0 372 0 ; 24

AL 8 184 1168/ 1174736 11715873/ . 75064
5 25 125 625 3125 15625 ° 3125

~¥ 134 1037 1608/ 1191132 23642928/ . 75108
W:G]=| /3 25 125 625 15625 ° 3125

3125
2/ _12 28 1368 1204008 35750448 . 75072
A AS %25 %25 A 125 %5625 ’ A 125
— y _8 _14 68% 1207604y 4792323% . 7501y
5 25 125 625 3125 15625 ° 3125
0 0 0 0 0 384 ; 24

formunda elde edilir. [W;G] matrisinin son 4 satiri silinip yerine kosullarla ilgili satir matrisleri

yazilirsa (4.22)'de tanimlanan kosullarla ilgili arttirilmis matris

-1 0 2 0 372 0 ; 24]
1 0 -2 0 12 0 ; 0
[~;é]= 1 2 2 -4 -20 -8 ; O
0 2 0 —-12 0 120 ; O
0 2 8 12 =32 -200 ; O
0 0 0 0 384 3840 ; 24|

seklinde elde edilir. det (W);t 0 oldugundan



a, | 7%60
a | |40
wla || o
@ - %o
Z‘S‘ /64
- _‘4840

aBh 30 % Yo of

62

S
46/20 - Y
o)

)5 Moo
- /520
V4 Vo

%

o Kk K

Vies 00
0 0

/ 3840

0
0

%80
/ 3840 |

Hermite katsayilari tek tirli bulunur. Bu degerler (4.3)'te yerine yazilirsa

_24_

yt)=a H,t)+aH (t)+a,H,(t)+a,H,(t)+a,H, (t)+a;H(t)

tam ¢dzima elde edilir.

y(t)=1* =27 +1*

Ornek 5.7. (Rao ve Palanisamy, 1982) 1. mertebeden

lineer pantograph denkleminin

kosuluile N =8 alinarak

y(t)==(0.81)- ()
»(0)=1
)= 0,1, 0)

Hermite serisi formunda yaklasik ¢6zimu aranacaktir.

Burada

P,=1,F,=1,F, =1, glt

ve N =8 igin siralama noktalar
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dir. (4.14)te tanimlanan P,,, F,,, F,, matrisleri

S O O O O o o o

o O O o o o o ~ O

o O O o o o ~= O O

1

o O O o o~ O O O
S O O o = O O O O
S O O = O O O O O
S O = O O O O o O
S = O O O O o o o

=~
S
|
S O O o o o o o
S O O O o o o —~ O
S O O o o o~ O O
S O O o o = O O O

- O O O O O o o O
B
!

S O O O O O o O =

o O O o = O O O O

S O O o o o o~ O

S O O = O O O O O
S O =, O O O O O O
S —, O O O O O o O

S O O O o o = O O
S O O o o = O O O
S O O o = O O O O
o O O = O O O o O

- o O O O O o o O

ve (4.16)'da tanimlanan H matrisleri ile (4.9) de tanimlanan M’ matrisi ise

(SIS N o N N 0 N N O S e N =)

)
3

16
7

4

_23

16
-1
7

16
1

4

g
16
2

o O = O O O O o o
o = O O O O o o o
- O O O O O o o o

0 12 0 ~120 0 1680
95 2881 15041 445919 3333791 96552065
64 256 1024 4096 16384 65536

23 145 881 4919 47207 228257
8§ 16 32 64 128 256
261 1425 37683 114951 7579989 3009057
64 256 1024 4096 16384 65536
-5 1 41 31 ~ 461 —895
355 1103 39925 376105 5785075 113172895
64 256 1024 4096 16384 65536
45 159 963 9249 18477 573375
8 16 32 64 128 256
329 3935 14567 731569 2324119 147602623
64 256 1024 4096 16384 65536
-4 -20 -8 184 646 ~1648




H(0.87) =

1 0 -2 0 12 0 -120 0 1680
1 149 149 7201 37001 1763249 12863549 604273601
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
1 2 46 292 6316 71032 1436936 24183472 454560656
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
| 3 41 423 4881 99243 922521 32540463 225260961
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
| 4 34 536 2556 119024 262904 36758816 55018364
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
1 1 -1 -5 1 41 31 -461 —895
| 6 14 684 2004 124776 1249656 29934864 616988784
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
| 7 1 707 4799 107807 1954399 18661307 814668799
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
| 8 14 _@% 7604 76768 2515144 2909248 903574384
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 |
002000 0 0 0 O]
00400 0 0 0 O
00 06 00O 0 0 O
00 0038 0 0 0 O
M"=(0 0 0OOO10 0 0 O
00 0 0O0 0 12 0 O
00 00O O0O O 14 O
00 00O O O 0 16
00 000 0 0 0 0]
olarak bulunur. (4.19)'da tanimlanan W matrisi
-4 -12 24 120 240 -1680 3360
C 1159 114411 1744081 445017149 2909002279 242210443891 602744989239
400 8000 160000 3200000 64000000 1280000000 2560000000
159 15711 38319 14088649 161551721 1754384379 38455708139
100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
_ 31 128697 3079839 397509207 2268749460 162824021417  17356160989279
400 8000 160000 3200000 64000000 1280000000 2560000000
41 1911 21419 278399 7908971 38868191 3285878239
25 125 625 3125 15625 78125 390625
57 843 12207 37789 2419481 7723781 54207207245
16 64 256 1024 4096 16384 65536
569 9597 581439 2935293 585618609 1495700928 61288623809
100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
3209 35373 10267919 335958757 3036123392 307643931987 5294443400639
400 8000 160000 3200000 64000000 1280000000 2560000000
264 312 40104 573232 3890144 234590752 1352675616
25 125 625 3125 15625 78125 390625

49

103

5

64
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seklinde bulunur. Verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri de

[Uyiz]=l 0 =2 0 12 0 -120 0 1680 ; 1]
bigcimindedir.
g(t)=0
fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi

G=[0 000 0000 Of

olarak bulunur. (4.19)'dan [W;G] artinlmis matrisini elde ederiz. [W;G] matrisinin 5. satirlar
silinip yerine kosul matrisi yazilirsa (4.22)'de tanimlanan kosullarla ilgili arttirilmis [W,é]

matrisi elde edilmis olur. det(W);t 0 oldugundan

N =8 icin yaklagik ¢6zimi

y(£)=3.549214594x107*1* —3.717603334x 101" +2.276302356x10*° —0.104615998 11
+0.37187312228t* —0.9839863453¢° +1.799999004¢ — 27 +1

seklinde elde edilir.

Ornek 5.7'nin diger (i¢ yéntemle elde edilen sonuglarinin kargilarstirmasi Tablo 5.3. ve Sekil
5.1'de verilmistir. Ornekte, yaklasik ¢éziimleri elde etmek icin kullanilan bu yéntemler (Rao vd.,
1982) Walsh seri yontemi, (Hwang vd., 1982) Laguerre seri yontemi, (Sezer vd., 2007) Taylor

seri yontemleridir. Hermite siralama yontemi N =8 igin bu lg¢ yontemle kiyaslanmis ve diger

iki yontemden daha yakinsak oldugu gozlenmistir.

Tablo 5.3. Ornek 5.7’nin diger yéntemler ve verilen yéntemle ¢éziimlerinin kargilagtirmali tablosu

t, Walsh Seri Yontemi | Laguerre Seri Yontemi | Taylor Seri Yontemi | Verilen Yontem
N =20 N =8 N=8
0 1.000000 0.999971 1.000000 1.000000
0.2 0.665621 0.664703 0.664691 0.664691
0.4 0.432426 0.433555 0.433561 0.433561
0.6 0.275140 0.276471 0.276482 0.276482
0.8 0.170320 0.171482 0.171484 0.171484
1.0 0.100856 0.102679 0.102744 0.102670
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LAY
0,2 "
—
0 T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
t
—e— Walsh Seri Yontemi —=— Laguerre Seri Yontemi
Taylor Seri Yontemi Hermite Siralama Yontemi

Sekil 5.2. N =8 icin yeni yontem ve diger ydontemlerin karsilastirmasi grafigi.
Ornek 5.8. (Liu ve Li 2004) 3. mertebeden
y'"(t) = —y(r)— y(t — 0.3)+ e 03 (5.8)
pantograph denkleminin
y(0)=1, y(0)=-1, y"(0)=1,0<r<1

kosullari ile N =5, 6, 8 alinarak

Hermite serisi formunda ¢o6zimi aranacaktir. Onceki 6rneklerde vyapilan islemler

tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N degerleri igin yaklagik ¢dzimleri:
N =5 igin,

y(t) =—4.629172221x107°t° +3.797635723x10t* —0.1666599782¢> + 0.5t —t +1
N =6 igin,

y(£)=7.555927991x107*1° —7.401253273x 107> +4.107012430x 10 ¢*
~0.1666653937¢* +0.5t* 1 +1



N =8 icin,
y(t) =1.337603828 x 10 °#® —1.742262230x107*¢” +1.359720626x 107> ¢°

—8.313051812x107°¢° +4.165963002 x10*t* — 0.1666666443¢*
+0.5¢ =1 +1
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olarak elde edilir. [0,1] araligindaki N 'nin farkh degerleri igin bulunan bu ¢ézimler ve hatalari

tablosu Tablo 5.4 ve Sekil 5.3'de; N =8 igin Taylor seri yontemi, Chebyshev seri yontemi ve

Hermite siralama yontemiyle karsilastinimasi Tablo 5.5 ve Sekil 5.4'te ve farkli N lerdeki

degerleri ile tam ¢dzimUnun grafigi Sekil 5.5'te verilmigtir.

Tablo 5.4. Ornek 5.8'in farkli N degerleri igin ¢dziim ve hatalari tablosu.

Hermite Yontemi

. Tam Cézim N=5 N=6 N =38

L )=t Ty E(t) ¥(,) E@) | ) | EG)
0] 0 1 1 0 1 0 1 0

1102 | 0818730753 | 0.818726001 | 4.7521 E-06 0.818730069 | 6.841 E-07 0.818730747 | 6.2E-09

2 | 04 | 0.670320046 | 0.670258553 | 6.14926 E-05 0.670312116 | 7.9299 E-06 | 0.670319988 | 5.76E-08
3 | 0.6 | 0.548811636 | 0.548563216 | 2.4842 E-4 0.548782695 | 2.89415E-05 | 0.548811457 | 1.796E-07
4 | 0.8 | 0.449328964 | 0.44870832 | 6.20644 E-4 0.449262473 | 6.64913E-05 | 0.449328591 | 3.735E-07
5| 1 | 0.367879441 | 0.366687207 | 1.192234 E-3 0.36775907 | 1.20371 E-4 | 0.367878804 | 6.368E-07

Tablo 5.5. Ornek 5.8'in simdiki ydntem ve diger yéntemlerdeki mutlak hatalarinin karsilastirimasi tablosu

i Taylor Seri Yontemi | Chebyshev Yéntemi | Simdiki Yontem N =38
0/ 0 0 0 0

1]0.2 8.54E-08 3.70E-07 6.200E-09
2104 5.36E-06 2.38E-06 5.760E-08
3106 5.95E-05 5.97E-06 1.796E-07
4108 3.26E-04 3.48E-05 3.735E-07

51 1 1.21E-03 2.03E-04 6.368E-07

Tablo 5.5'te Hermite siralama y6ntemini dider iki yéntemden daha iyi oldugu gézlenmektedir.
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1.40000E-03 ~
1.20000E-03 -
1.00000E-03 -
8.00000E-04 +
6.00000E-04 -
4.00000E-04 -

2.00000E-04 + /.

0.00000E+00 " . ! i i | | —

E(t)

——N=5 —=— N=6 N=8

Sekil 5.3. Simdiki yontem kullanilarak farkli N degderlerindeki mutlak hatalarin kargilastirmali grafigi.

0,0014 -
0,0012 A
0,001 A
0,0008 -
0,0006 -
0,0004 -
0,0002 -

E(t)

—e— Taylor Seri Yontemi —s— Chebyshev Seri Yontemi Hermite Siralama Yontemi

Sekil 5.4. Taylor seri ydntemi, Chebyshev seri yéntemi ve Simdiki yéntemin [0,1] araliginda hesaplanan
mutlak hatalarinin grafigi.
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1,2 1

y(t)

0,6 i
0,4
0,2

t

—e— Tam C6zim —=—N=5 N=6 N=8

Sekil 5.5. Simdiki yontem kullanilarak farkli N degerlerindeki karsilastirmali grafigi.
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6. BOLUM

SONUC VE TARTISMA

Degisken katsayili yliksek mertebeden Pantograph ve integro-diferansiyel denklemlerin
tam g¢ozumlerini bulmak genellikle zordur. Bu yuzden yaklasik ¢ozumlere ihtiyag vardir. Bu

calismada yaklasik ¢ézimleri bulmak igin bir Hermite siralama yéntemi sunulmustur.

Bu calismanin, ilk iki boliminde Hermite polinomlari ile ilgili temel kavramlar ve
dzellikler verilmistir. Uglincti bélimiinde, lineer integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢6zUm{, dérdiincli bélimde Pantograph denklemlerin yaklagik ¢ézimd icin bir Hermite siralama
yontemi gelistiriimig, son bolimde de yéntemin guvenilirligini ve etkinligini gosteren sayisal
ornekler sunulmustur. Farkli N degerleri igin verilen 6rneklerin ¢dzimlerinin grafikleri gizilip
hata analizleri yapilmistir. Yapilan hata analizlerinden sunulan yontemin iyi sonuglar verdigi
gorilmektedir. Bulunan ¢oziimlerde N kesme sinirinin yeterince artirildiginda tam ¢éziime
daha da yaklasildigi saptanmistir.

Ayrica, ¢6zimin N. dereceden bir polinom olmasi durumunda kesme sinirinin N ya
da daha buyuk bir deger alindigi zaman analitik ¢ézimunidn bulunmasidir. Bu metodun bir
avantajl da, c¢6zimin Hermite katsayilarinin bilgisayar programlari kullanarak ¢ok rahat

bulunabilmesidir. Bu sebeple, bu ydntem diger metotlardan daha pratiktir.

(— oo,oo) araliginda tanimh Hermite polinomlarina dayal bu yéntem, bu araligin iginden
secilen keyfi bir [a,b] kapali araligi icin istenilen herhangi bir Pantograph veya integro-
diferansiyel denkleme uygulanabilir. Bu durum, galisilan aralik konusunda herhangi bir kisitiama

veya donlisim olmamasindan dolayi diger yontemlere gdre daha genis bir calisma alani

sunmasidir.
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