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1.GIRIS Figen GULTURK

1.GIRIS

Bu tezde Iinterpolasyon Kavramu ve Kalan Teorisi incelenmistir.
Interpolasyon genel olarak asagidaki gibi tammlanr.
| arahiginda tammi: ve stirekli bir f (x) fonksiyonu verilsin. | nin n+1 tane
farkli noktast X,,%,X%,,....X, olsun.P,, n-inci dereceden polinomlar Kkumesini
gogersin.
p(x)=f(x), xT1I i=0,1...,n
olacak sekilde bir pl P, polinomu bulma islemine interpolasyon ve p(x)

polinomuna da x noktalarinda f(x) icin interpolasyon polinomu denir. X,

i =0,1...,n noktalarinaise, interpolasyon digumleri adi verilir.

Bu calismada Interpolasyonla ilgili teoremler, sonuclar ve ilgili 6rnekler
verildikten sonra kalan teorisi ele alinmustur.

Polinomlarla Interpolasyon Igin Cauchy Kalani, Lineer Interpolasyon Icin
Hata ve En Iyi Hata Tahminleri ile Chebyshev Polinomlar: konular: incelenmis ve

ornekler sunulmustur.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Lineer Denklem Sistemlerinin Cozimleri

Xo» Xps - -+, X, N tane bilinmeyen olmak Uzere,
j=1

olacak sekilde n tane lineer denklemden olusan lineer denklem sistemini gbzoniine
alalim.

Teorem 2.1.1 (Cramer Kurah) : Eger |A :|a1j| 10 ise (2.1.1) sistemi

aAb
i=1

X =

A
ile verilen tek bir ¢dziime sahiptir.
Teorem 2.1.2 (Alternatif Teorem) : Eger Teorem (2.1.1) 'de b=0
(i=1,2,...,n) ise eldeedilen

r=12,...,n (2.1.2

aax =0 i=1,2,....n (2.1.3)
j=1
sistemine homojen denklem sistemi denir.
Bu sistemin trivial olmayan bir c¢ozime sahip olmasi icin
(% =X, = ... =%, =0’dan baska bir ¢oziime sahip olmasi igin)U |A =0 olmasidr.

Eger belirli bir A= (alj) metrisi ve by; 'lerin her segimi igin homojen
olmayan (2.1.1) sisteminin goziimleri varsa o zaman |A/* 0 ve homojen denklem
sistemi trivial ¢dzime sahiptir.

Tamm 2.1.1: X bir F cismi Uzerine bir vektor uzay: olsun.
ax ta,x+..+ax, ; alF, xIX
toplam: % ’lerin bir lineer kombinasyonu olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.2: X,%,,...,x, 1 X vektorleri verilsin. Eger

ay% +a,% +...+a,x,=0 *)
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olacak bigcimde hepsi birden sifir olmayan a,,a,,...,a, sabitleri bulunabilirse o
zaman X, X,,..., X, vektorlerinin sonlu kiimesi lineer bagmhdir denir.
Buna karsilik (*) esitligi ancak ve ancak
a,=a,=..=a,=0

igin saglamyorsa 0 zaman X, X,,..., X, vektorleri lineer bagimsizdir denir.

Tamm 2.1.3: n3 0 ve X bir vektdr uzayr olsun. X ’deki her n+1 vektor
lineer bagimli ve X ’'de lineer bagimsiz n tane vektdr bulunabiliyorsa X e n
boyutlu vektér uzayr denir. Eger boyle bir sonlu n sayist bulunamiyorsa X 'e
sonsuz boyutlu denir.

Tamm 2.1.4: Her x1 X vektort x ' lerin tek tlrlt lineer kombinasyonu
olarak yazilabiliyorsa x,X,,... €lemanlarinin kiimesi X ' in bir bazdir denir.

Teorem 2.1.3 : X vektdr uzayimin sonlu boyutlu olmasi icin U bir n3 0

icin n elemanl: bir baza sahip olmasidir.

Ornek 211 (R, Uzayn) : X=(X,%.,....X,) gercel sayt n-lilerinin
olusturdugu n boyutlu vektor uzayina gercel n-boyutlu kartezyen uzay denir ve
R ile gogerilir.

Bu uzayda X = (X,%,...X,) , Y=Y, Y,) n-lisini g6z 6nlne
alalim. Vektor toplam ve skalerle carpma,

X+ Y=+ Yy %+ Yy)
ax=@x;,..,ax,)
seklindedir.
Bu uzayda e =(1,0,...,0), & =(04%...,0), ... , e =(0,0,...,1) vektorleri

birim vektorlerdir ve lineer bagimsizdir. Bu vektorlerin olusturdugu baza standart
baz denir.

Ornek 2.1.2 (C, Uzayr) : (z,z,...,z,) kompleks say1 nlilerinin
olusturdugu n boyutlu vektdr uzayina kompleks n-boyutlu kartezyen uzay denir ve
C, ile gosterilir. Vektor toplami, skalerle garpmave birim vektor Ornek 2.1.1° deki
gibidir.
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Ornek 2.1.3 (T Fonksiyonlar Uzayr) : S1 Rolmak lizere tamm kiimeleri bu
S kiumesi olan biittin gercel degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzay T ile gosterilir.

Bu uzayda f,gl T icin toplama ve skalerle carpma asagida oldugu gibi

tammlanir.
(f +9)(x) = f(X)+g(x), xS (2.1.9)
(@af)(x)=af(x), xS (2.1.5)

Bu uzayda O vektori O(x) =0 olan sifir sabit fonksiyonudur. Ayrica - f
fonksiyonu,
(- H)(x) =- f(x), xI S (2.1.6)
seklinde tanimlanan fonksiyonu gosterir. Bu tammlarla T bir lineer vektdr uzayidir.
Eger S sonlu sayida noktadan daha cogunu iceriyorsa T sonsuz boyutludur.

2.2 Turevlenebilir (Diferansiyellenebilir) Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1: f(x), | araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Eger

) 1o)_
lim—~f— 4= f 221
L (x) (2.2.)
limiti meveutsa f(x) 'ebir x,T | noktasindatiirevienebilir (diferansiyellenebilir)
denir.

Egerx,, | "mn ug noktasiysa o zaman (2.2.1) "deki limit uygun olan tek yanl

limitle ifade edilir.
. f(X) f(Xo)_ . f(X) f(Xo)_
i ). o), [0 )
Eger f(x), | 'mn her noktasinda tirevlienebilirse o zaman f(X)

tUrevlenebilirdir.

Ornek 2.2.1: A(x) |x|—:X 0 erilsin.
1-X x<0
IimM:IimX'—O:Iimlzl,
x® 0° X-0 x®0" X- 0 x®0°



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Figen GULTURK

im ARV ALQ) X0 p

w0 X-0 ®0 X- 0 x®0
dir.1* -1 oldugundan A(x) fonksiyonu x =0 da tureve sahip degildir. Diger her
noktada turevlidir.

Eger f, | mn her noktasinda turevienebiliyorsa f'(x) tirevi gesitli
ozelliklere sahiptir. Ornegin ga,byj zerinde  f'(x) torevinin | Gzerinde sirekli
olmasi 6nemli bir 6zelliktir.

ga,by Uzerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi Cga,by ile gosterilir.Buna
karsilik ga,bp Uzerinde surekli turevlere sahip fonksiyonlarin kiimesi ise C' ga, by
ile gosterilir.

Bir f fonksiyonu verildiginde eger f'(x) turevi srekli ise f (x) C"ga,by
dir. Baskabir ifadeile;

f(x)7 C'gabyu f'(x) ga.by araiginda sireklidir.

Tamm 2.2.2:Eger f (x) , ga,by Uzerinde n defa tirevienebilirse ve f (x)

ga, by Uzerinde siirekli ise f (x)T C" ga, by dir.vani ;
f(x)i C"gabgu () sireklidir.

Tamim 2.2.3: Eger f(x)] C"ga,by, n=012,.. (C°[a,b]=C[ab]dir)
Yani n sonlu degilse 0 zaman f,[a,b] tizerinde sonsuz tirevienebilir denir.

Bu uzay C* ga, by ile gosterilir.

f(x)T C¥gabguU f, sonsuz tirevienebilir. Ornegin f(x): X2-¥ <x<¥
fonksiyonu sonsuz tirevlenebilir.Gergekten ;

f'(x): 2x, f (x): 2, f° (X):O, fY(x)=f"(x)=..= f(”)(x) =..=0
cr.

Teorem 2.2.1(Genellestirilmis Rolle Teoremi): n>2 olsun. f1 C[a,b] ve

f (™ (x) fonksiyonlar1 (a,b) 'nin her noktasinda var olsun.
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aEx <...<x,Eb igin f(x1) = f(x2) = ... =1f(xy) = 0 olsun. O zaman
f " (x) =0 olacak sekilde x, <x <x, kosulunauygun bir X noktasi vardir.

Teorem 2.2.2: f(x)T C™'[a,b] vex, 1 [a,b] olsun. O zaman her a£ x£b

icin
9= 106)+ 1/ 0)(x—x) +-— 22 (x =) + .
f(n)(xo) n 1 X\ n+1 n
...+T(x—x0) +Ex?f( ) (t)(x—1)"dt
dir.

2.3 Polinomlar
Tamm 2.31:p,(2)=a,2"+az"*+..+a, a1 0 n30 (2.3.)

ifadesi n -inci dereceden bir polinom belirtir. Derecesi £ n olan polinomlar A Lile
gogerilir. Polinomlarin katsayilarinin gergel ya da kompleks olmasina gére ayirt
edilir. A bir lineer uzaydr.

Teorem 2.3.1 (Cebirin Temel Teoremi):Derecesi n31 olan n-inci

dereceden bir polinom bir kompleks koke sahiptir.

Teorem 2.3.2 (Carpanlara Ayirma Teoremi):Eger p, (z) n-inci dereceden

bir polinomsa
p,(2)=a,z" +az" ' +...+a,° a,(z- z)(z- 2,)...(z- z,) (gt 0)
olacak sekildentane z,z,,...,z, kompleks sayist bulunabilir.

z degerleri farkli olmayabilir. Eger n kompleks sayidan r tanesi (r £ n)
2,2,..,z fakl ise a,+a,+..+a, =n satim saglayan a,,a,,....a, pozitif
tamsayilarint kullanarak

pn(z):an(z- z)" (z- )" ..(z- )" (2.3.2)
yazilabilir.

a, tek olarak belirlenir ve bu a, 'ler z ’lerin kag katli oldugunu gosterir.
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p.(z)=p(z)=-=p " (z)=0 pl)ro (233
dir. Karsit olarak bu tirev kosulu (2.3.2) 'yi gerekli kilar.
Teorem 2.3.3(Teklik) : Eger f(z)T A . ve f polinomu n farkl: noktadan

daha ¢cok noktada sifir oluyorsa bu polinom 6zdes olarak sifirdhr.

Ispat: f ’'ninderecesi k ve k £ n olsun. Teorem 2.3.2 'den
f(z):an(z- z)..(z- z)

dir. Hipotezden f (2 )= 0 olacak sekilde Z * 7,2,,...,7, bulunabilir. O zaman
0= aO(z* - zl)...(z* - zk) oyleki a, =0 dir. Boylece f(z)° 0 'dr.

2.4 Lineer Fonksiyoneller ve Cebirsel Dual (Eslenik) Uzaylar

Tamm 2.4.1 : X bir lineer vektor uzay: olsun. Bu uzayda kompleks ya da

gercel sayilarla tammli bir fonksiyon L olsun. Her x1 X igin L(x) tek olarak
belirlidir. Eger her x,y1 X ve her gercel (veyakompleks) a,b icin

L(ax+ by):aL(x)+bL(y)
ise 0 zaman L ’ye X Uzerinde bir lineer fonksiyonel denir.

Ornek 2.4.1: X =Cga,bgolsun. X 'in elemanlar: f (x) fonksiyonlaridr.

b b
L(f)=0f (Jax  veya L(f)= ¢t (x)ox
birer lineer fonksiyoneldir.
Ornek 242 : X=R olsun. x=(X%,%,...X,) Ve a,...,a, sabit sayilar
olsunlar.
L(x)Faafe)
i=1
bir lineer fonksiyoneldir.
Tamm 2.4.2 : X bir lineer uzay ve L vel,, X lzerinde tamml iki lineer

fonksiyonel olsun. L vel, 'nintoplam ve a ile L, 'inskaler carpimi,
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EL+L)X)=LE)+ LK), xTx
(b)eL)x)=aL(x) (2.4.2)
seklinde gosterilir. () ve (b) ozellikleriyle tam lineer fonksiyonellerin uzay: da bir

lineer uzaydr.

Tamm 2.4.3 : X bir lineer uzay olsun. X Uzerinde (a) ve (b) kurallarinin
taniml1 oldugu lineer fonksiyonellerin kiimesi bir lineer uzay olusturur ve bu uzay
X" ile gosterilir. X™ 'a X ’in cebirsel dual (eslenigi) uzayr denir.

Ornek 2.4.3: X =Cga,by, %.%....X, gaby araigindaki n farkli nokta
vef1 X igin Lk(f): f(xk) olsun. O zaman X' ’'da L,L,,..,L ’ler lineer
bagimsizdir. Aksi takdirde hepsi birden sifir olmayan a,,...,a, sabitleri icin
al,+al,+..+alL, =0 dr. Boyleceher f 1 Cga,byicin

(alL +aL,+...+alL,)(f)=0(f)
af(x)+af(x)+..+a,f(x)=0
dir. Buimkansizdir. Eger a * O ise ¢ (Xk)= 1, f (Xi)= 0, itk
Buradan a_= 0 celiskisine varilir.

Teorem 2.4.1: Eger X nboyutluise X~ dan boyutludur.
Ispat: x,%,,...,x, X icin bir baz olsun. O zaman herhangi xT X igin
X=X +aX, +..+aX,
tek thrlt yazilir. Bu yizden
L(x)=al(x)+..+aL(x,)

dir. Herhangi x T X kiimesi igin

(2.4.3)



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Figen GULTURK

olarak tammlayalim. L.’ ler X Uzerinde tammli lineer fonksiyonellerdir ve lineer
bagimsizdirlar.
b,L +b,L,+..+b L, =0
olsun. O zaman
b,Ly (%, )+ b,L, (%) +..+b L (%) +...+ b, L, (x,) =0(x;) =0
1 i=j
0

dir. Fakat L, (xj):dij = i dir. Clnkd L, (xj ):1 olur ve

b,L;(x)=b1=b; P 0+0+..+b,1+0+..+0=0pP b, =0
dir. Boylece L, L,,...,L, 'ler lineer bagimsizdirlar.
Boylece X uzayi en azindan n boyutludur denir. Simdi biz bunun en gok n

boyutlu oldugunu gosterelim.

n+1 fonksiyonel disunelim. Bunlar L,L,,...,L,,, olsun.

o b
6L (%)L (%), L(x)g i=12..n+1
bigimindeki n+1 tane n-lileri gbz 6nuine alalim.
R (veyaC ) n boyutlu oldugundan bu n-liler lineer bagimsiz olamaz.
Boylece
a, 6L (%) oo L (% )+ a5 8L (%) oo Lo (3 B+ -+ @t Bl (%) oo L (%, )B= 0
olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a,,a,,...,a,, sayilart bulunabilir.
Bundan dolay1
(a,L +..+a,,L.,.)(%)=0 i=12,...,n
icin bu lineer kombinasyonlar ayr1 ayr1 x;,X,,..., X, i¢in yazilir ve alt alta toplanirsa
ve lineerlik 6zelligi de kullanlarak diizenleme sonucu
X=a,x +..+a x
oldugundan (a,L, +...+a,,L..,)(x)=0 xT X 'dir.
Bu yiizden L,,...,L, lineer bagimli olur ve X" ’in boyutu en fazla n olur.

Boylece X~ nboyutlu bir uzaydr.
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3. INTERPOLASYON
3.1. Polinomlarla interpolasyon

Teorem 3.1.1: n+ 1tane z,,z,...,z, (gercel veyakompleks) farkli noktalar
ve n + 1 tane w,,W,,...,w, (gercel veya kompleks) degerleri verilsin. A n- inci
dereceden polinomlar kiimesini gostersin.

p,(z)=w i=012,...,n (3.11)
olacak sekilde bir tek p (2)1 A ., polinomu vardir.

ispat: n+ 1tane a,,a,...,a, katsayili

P(2) =g, taz +...+a,2"
polinomunu gz 6niine alalim.

(3.1.2) "in kosullarin saglayan n+ 1 tane a bilinmeyenlerini icerenven+ 1
tane lineer denklemden olusan ve kisaca

ataz+...+az' =w i=01...,n (3.1.2)

seklinde gosterilen lineer denklem sistemi verilsin. Bu sistemin agik sekli;

atazt..taz =w

aptazt+..taz =w

M

g taz,t...+az =w,
dir.

Bu sistemin katsayillar determinantt z,z,...,zZ, ’'den olusan ve

V(z,z,...,z,) seklinde gosterilen Vander monde deter minantidir. O halde

1z z L z
1 2

V(72002 =] a4 4 3 (3.1.3
1z z L z

dir.
V ’nin degerini bulmak igin asagidaki fonksiyonu goz 6niine alalim.

10
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1 zz L gz
M M
V(2)=V(z,z,...,2,,,2) = ) (3.1.9
1z, L z,
1 z L 7
V(2)T A ’dir. Ciinkii (3.1.4) determinantini son satira gore agarsak:
z L oz 1z L z 1z
V(2) =(=D)™2.1.| ! |+ (D)™ W +...+ (D222
z, L 7, 1z, L 7, 1z,

oldugundan determinantlar bir say1 olacaktir ve sag taraf z ’ye gore n-inci dereceden
a, +az+...+a,2" seklinde bir polinom olur. Ote yandan z,,z, ...,z,_, sayilar igin
bu fonksiyon sifir olur. Yani bu sayilar V(z) nin kokleridir. Gergekten (3.1.4)
determinantinin iki satirt aym oldugundan determinantin degeri O olur. Boylece
V(z,z,....2,,,2) = ANz-2)(z-2)...(z-2,) (3.1.5)
yazilir ve burada A yalnizca z,z,...,z,, Sayilarina baglidir. A 'nin degerini
belirlemek icin (3.1.4) 'teki determinant: son satirin mindriine gore agarsak z" ’'in
katsayisimin V(z,,z, ...,z, ;) oldugunu gortriz.
V(%.2,....2,,D) =V (%, 2,...,2,.,)(2-3)(z2-2) ...(z-2,,)  (316)
dir. zyerine z, alirsak:
V(%,2,-:2,4,2) =V(%,2, -, 2,07, - 2)(7,-2) - (%, -2,4) (3.17)

dir.n=1icin i=0,1
V(Zo,zl)=‘i 2‘=zl—zo
cr.
n=2i¢in i=0,1,2 (3.1.7) 'den
21 7 70
V(2,2,2) =V (2, 2)(Z-2)(Z-2) =l 7 2|
E Lz 2

=(z-2,)(z,—7,)(z,—2)

11
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3.INTERPOLASYON Figen GULTURK
- a=1206
_9(4 ~2) §j =015
dir.
n=nigin (3.1.7) 'den
A ei=1...,n §
V(zo,---,A_l,A)—g(z—zj) §i=0,...n_15 (3.18)
dir.
n= Kk icin asagidakini dogru kabul edelim.
&
V(z - 122,2)=0 (2 -2)
i>]
n=Kk + 1 igin dogru oldugunu gosterelim.
V(% 2020) =V (%00 200 2)(F01 = ) - (Zea = Z)
&
=0E-2)201-%) - (3.—2)
i>]j
kgl
= O(Z| _Zj)
i>j
bulunur.

Hipotezden z,,z,...,z, n + 1 tane farkl: nokta olduklarindan V * O ’dur.

(Determinantin buttn satirlar: birbirinden farkli olduklarindan V1 0 'dir.) Boylece

katsayilar determinanti O 'dan farkli olan (3.1.2) sistemi tek ¢ozlime sahiptir.

3.2. Sonlu Interpolasyonun Genel Problemi

Teorem 3.1.1 'de n + 1 degeri esas alarak A | ’in eleman olan bir polinomu

yeniden kurduk. n+1 degerle lineerligi nasil bagdastirabiliriz. Bunu polinomlar

diginda fonksiyonlar igin de yapabilir miyiz? Bu sorular bizi asagidaki genel

probleme gotarr.

X', n boyutlu bir vektor uzay ve L,,L,, ..

lineer fonksiyonel olsun. w,,w,, ...,w, degerler kiimesi igin,

12

.,L, X Uzerinde tamml1 n tane



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

L(x)=w i=12,...,n (321
olacak sekilde bir x T X bulabilir miyiz? L, , X* *dalineer bagimsizsa cevap evettir.
Yardima Teoremi 3.2.1: X n boyutlu bir vektdor uzay olsun. Eger
X, Xy .., X, 'ler X 'de lineer bagimsizsa ve L, L,,...,L, ' ler X* ’da lineer
bagimsizsa o zaman
L (x)[* 0 (3.2.2)
cr.
Karsit olarak eger x,x,,...,x, veya L, L,,...,L, gruplarindan biri lineer
bagimsiz ve (3.2.2) saglanyorsadiger grup dalineer bagimsizdr.
Teorem 3.2.2: X n boyutlu bir vektor uzayr olsunve L, L,,...,L, X* 'inn
tane elemanm olsun. (3.2.1) interpolasyon polinomunun keyfi w,w,,...,w.
degerlerine karsilik bir ¢cozime sahip olmasi icin gerek ve yeter sart L, i=1, 2, ..., n
fonksiyonellerinin X* iginde lineer bagimsiz olmasidir. C6zim tektir.
ispat (U ): Eger L,,L,,...,L. " ler X* "dalineer bagimsizsave x,X,,...,X
ler X ’de lineer bagimsizsa o zaman Yardimc: Teorem 3.2.1 "den |Li(xj )| 10 dr.

Boylece
L(ax+ax +...+ax)=w i=12...,n
veya
ali(x)+aLl(x)+...+aLi(x)=w (3.2.3)

sistemi a,,...,a, ¢ozimine sahiptir. Ve a ax elemam interpolasyon probleminin
i=1

¢cOzuimadur.

(P ): Eger (3.2.1) problemi keyfi wi - ler igin bir ¢bziime sahipse, 0 zaman
(3.2.3) sistemi keyfi w; - ler igin bir goziime sahiptir. Teorem 2.1.2 |L,(x)[* 0
oldugunu gosterir ve Yardimc: Teorem 3.2.1 'den L;’ ler lineer bagimsizdir.

|Li(xj)| determinant: genellestirilmis Gram determinantidir. Bunun sifir
olmayis1 ile interpolasyon probleminin  ¢6ziminin olmast esdegerdir.
Fonksiyonellerin  lineer bagimsizlik 6zelligini  interpolasyon 0Ozelligi  olarak

13



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

soyleyehiliriz.
Ornek 321 X, [-11] aaiginda taumli a,+a,x*  formundaki

fonksiyonlarin kiimesini gostersin. X ’'in boyutu 2 ’dir. Cinkii bu uzay 1 ve x°

fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlarimin kimesidir. Eger —1£x,X, £1 igin
L(f)=f(x) ve L,(f)=f(x,) ise lineer bagimsiz 1 ve x’elemanlart igin

genellestirilmis gram determinanti

2

X

1 X; = (X = %) (% + %)

dir.
3.3. interpolasyon Ozelligine Sahip Olan Sistemler

Ornek 3.3.1 (Farkhh Noktalarda interpolasyon) :

o L) =1(z), LH=1@)., ... L({H=1(z)
Burada z * z, , (i* jigin) dir. Ek olarak;

X =A

Taylor interpolasyonu:
X=A,, L()=1z) L(H=f() ..., L(H={"®F)
seklinde tarumlanr.
Bu 6rnek Teorem 3.1.1 ile aymdir. Cunkt Teorem 3.1.1 ' z,,z,...,z, dibi
n+1 tane farkli noktave w,,w;, ..., w, degerleriigin
p,(z)=w i=012,...,n (311
olacak sekilde bir tek p (2)T A polinomu vardir’’ ifadesine sahiptir. Ote yandan X
n boyutlu bir vektor uzayr ve L, L,,...,L, X Uzerinde n tane lineer fonksiyonel ve
W, W, ..., W, degerleri olmak Uzere eger L;’ler lineer bagimsiz ise
L(x)=w i=12,...,n (3.2.1)
olacak sekilde bir xI X vardir.
Once x ile f aymdir. Ote yandan Ornek (3.3.1) 'de fonksiyoneller

Lo, L, ..., L, olmak Gzere n+1 tanedir. X =A , Uzayint aldigimizdan ilk anlatimda

14



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

x ve f,A = X’inelemammn ifade ederler. Boylece
f@=p,(d=a,+az+a,z +...+a2
f(z)=p.(3) =8, +az +az +..+a,z =W
L(f)=f(z)=p(3)=a,+az+a,z +...+a,2 =W
Lo(f) = 1(z) = P.(%) =W,
L(f)=f(z)=p(z)=wW,

M
L,(f)=1(z)=p.(z) =W,

i=0,12,....,n (3.1.2)

dir.
Ornek 3.3.2 ( Hermite interpolasyonu) :
X =A , indekslemedeki zorluklar: 6nlemek icin, fonksiyonel informasyonu L
semboluni kullanmadan listeledik.
Eger pT A ise ve
p(z%)=0, p(%)=0,...,p"(z)=0
p(z)=0, p(z)=0,...,p"(z)=0 (33.1)

M

p(z)=0, p(z)=0,...,p™(z)=0
sartlart saglamrsa ve N=m,+m+...+m, +n olmak Uzere p° 0 oldugunu
gbsterecegiz. Carpanlara ayirma teoreminden p, (3.3.1) ’in sonuncusu disinda yani
p™(z,) =0 disindadigerlerini saglarsa

P(2) = A2)(z- 7)™ (z-2)™" ... (2~ 2,,) ™" (z—7,)"™ *)
dir.
(*) "daki p(z) * nin derecesini incelersek;
der [p(2)]=m, +1+m +1+...+m_ +1+m
= m+m+...+m +n=N

dir. O halde A = A(z) sabittir.
p(z) polinomu igin m, -inci mertebeden tirev alindiginda ve bu turevde z

yerine z, konuldugunda (3.3.1) "in son kosulundan dolay: sonugta

15



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

p™(z,) = AM)(z, —2)™" ...(z,—2,)™™ =0

olur veayrica z * z; oldugundan burada A = 0 bulunur. Dolayisiyla p© O bulunur.

Homojen interpolasyon problemi yani p(z)=0 i=0,1,...,n yanizca O
¢Ozumine sahiptir. Yani katsayillar determinantt O 'dan farklidir. Teorem (3.2.1)
"deki gibi homojen olmayan denklemin de tek ¢ozimu vardir.

Ornek 3.3.3 (Trigonometrik interpolasyon) :

1, cosX,...,Cosnx,Sinx,sin2x,...,sinnx ’in lineer kombinasyonu derecesi n
"den kiiglik olan trigonometrik polinom olarak bilinir.

Karsilik gelen lineer uzay t, ile gosterilir. Boyutu 2n+1 'dir. Bu
kombinasyon t  (x) ile gosterilirse,

t. (X)=A +Acosx+B sinx+...+ A cosnx+ B, sinnx
ileyazilr. T, 1t dir.

X=t, L(f)=10%), Li(f)=10), ... Ln(f) = T0x,)

P EX <X < <X, <P
dir.

fo(x)=1 f(x)=cosx, f,(x)=s€nx,...,f, ,(X)=cosnx, f,,(x)=9nnx
Sistemin determinant:

L(f))  Lo(f) L Lo(fy)
L(f)  L(f) L L(f)

S= !
L(fo) Lin(f) L L, (f,)
dir.
L,(f,)=1

L (o) = fo(x) =1
M

L,n (o) = fo(%) =1

16



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

Lo(f1) = fi(x) = cosx,
L, (f,) = f,(x) = cosx

M

L, (f) = f,(x,,) = cosx,

dir. Bu sekilde diger situnlar bulunur.
1 cosx, sSnx, c€o0s2x, Sn2x, L cosnx, snnx,
Ge 1 cosx, sSinx  ©os2x, sSin2x, L cosnx  sinnx
B I
1 cosXx,, SinNX, C€0S2X,, Sin2x, L cosnx,, sSnnx,,

(3.3.2)

G 'yi hesaplamak icin elemanlari kompleks forma donustirelim. 3. ve 5. ... (tek

situnlari ) i ile garpip sirasiyla 2. ve 4. ... (cift situnlara) situnlara ekleyelim. Bu

durumda
G:‘l e snx €% dn2x, ... e sinnxj‘ j=012,..,2n

elde edilir.
3.veb. ... situnlar1 —2i ile carpip onlara 2. ve 4. ... stitunlar eklenirse,
(—2i)”.G:‘1 g e & g™ €™ ™| j=012...2n

elde edilir.

Boylece kalanlar kendi arasinda yer degistirirse;

(—1)”('”1).(—2i)”.G:‘e_'“xi e L 1 L M ™

olur. Simdi j. satir1 €™ ilecarparsak j=0,1,...,2n

eni(x0+x1+...+x2n).(_ 1)n(n+1).(_2i)n.G :‘1 eiXi eZiXi L e2nixi

olur. Son determinant Vandermonde determinantidir. (3.1.8) 'den

. _ WA
enl(x0+x1+...+x2n).(_ 1)n(n+1).(_2|)n.G = O (e j _el )

j>k

bulunur. x; tizerindeki kosullardan dolay: € 1 €% ve o halde G 0 ’dir.

17



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

Trigonometrik interpolasyonun Ozel Hali :

p
X=t_, LZk(f):(‘)f(x)coskxdx, k=01...,n

n
-p

p
La(f)= of (9sinkxdx,  k=1...,n

-p

dir.

3.4. Coziimiin Tekligi

f,(x), f,(x), L, f,(x) fonksiyonlar1 bir | araiginda tanimlt olsun.
X, X, 11 vew,w, ...,w, nfarkli deger olsun.
aaf(x)=w j=12,...,n (3.4.1)

i=1
interpolasyon probleminin tek ¢oztime sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul
|f.(x)|* 0 (34.2)
olmasidir.

Tamim 3.4.1 : Bir S kimesi Uzerinde tamml1 n tane fonksiyondan olusan
f

1

f,,...,f sistemi verilsin. Eger (3.4.2), S 'den secilen her n farkli nokta icin
saglanirsa, 0 zaman bu fonksiyon sistemine S Uizerinde tek ¢oziim denir.

Noktasal interpolasyonda c¢ozimin tekligi tek c¢ozim sistemiyle ortaya
konulabilir.

f,f,,...,f, sisteminin S Gzerinde tek ¢6zim olmasi igin gerek ve yeter
kosul f., i=12,...,n’ lerin lineer kombinasyonunun S’ nin farkli n noktast
icin Ozdes olarak sifir olmasidir.

Ornek 3.4.1:1, x* sistemi [0,1] lizerinde tek ¢oziimdiir. Fakat [-1,1] Uizerinde
tek ¢ozUm degildir.
Cozim : f(x)=1, f,(x)=x* verilsin.

X, %, 1 [0,1] =1 vefarkl iki noktayani x, 1 x, icin (3.4.1) ifadesi

18



3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

2
aafi(x)=w j=12

i=1
seklinde olur. Bunu agik yazalim.
afi(x)+a,f(x)=w 0
a,1,0) + 3,1, 06) = W,

(*) sisteminin tek ¢oziime sahip olmasi icin katsayilar determinantinin sifirdan farkl

(*)

olmasi gerekir. Y ani

f,(x)  f(x)

(x) Hoo) O

|f.0x)] =

olmasidir.

Xt X, vex,x11[01] igin

1 2
D=|fi(xj)|=‘1 22 =% =% = (% =%)(%+%)* 0

dir. Boylece [0,1] araligrigin x; * X, iken D! O dir. Fakat eger | = [-1,1] alimirsa bu
mumkin olmaz ¢inkd, x, vex, =-x, alahm. x 1 x, dir. Fakat X =x* ' dir. O
halde D = 0 olur. Boylece [-1,1] araliginda bu fonksiyon sistemi tek ¢6ziim olamaz.
Ornek 3.4.2:1,x,%%,...,x" sistemi herhangi bir [a,b] kapal1 aralig1 lizerinde
tek ¢cozimddr.
Cozim : f(x) =1, f,(X) = X, f,(x) =%, ..., f,,(X)=x" verilsin.

Farklt x;,X,,...,X,, X.,, noktalar1 Teorem (3.1.1) 'den

1 T+l

1 x X L x

1 X S I
D:|fi(Xj)|:M 2 % )A(AZ:V(&,XZ,---,Xm)lo

1 Xn+1 X§+1 L X:+1

olup, 1, x, %%, ..., X" sistemi tek gdziimdr.
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3.5. Lagrange interpolasyon Formiilii

L, 4, - . ., I farkli noktalar olsun ve n. dereceden

()= (2-2)z-2)...(2=2.)(2=2.)..(2=2) \ _qq | (35.1)
(z-2)(z-2) .- (2 -2 )& —-Z.) - (% -Z)

polinomlarint g6z dniine alalim ve burada

10 eger k! jise

l.(z)=d, = 3.5.2
e T (352)
dir.
Wy, W,, ..., W, degerleriicin
P.(2=a W1 (2 (35.3)
k=0
polinomu A .’ dedir. py(2) ' nin agik sekli:
P (Z) = Wolo(2) + Wil (Z) +... + Wil (Z) +... + Wl ()
oldugundan
p,(z) =W, k=01,...,n (3.5.4)
dir.

(3.5.3) formilli Lagrange interpolasyon Formiilii olarak adlandirilir.
(3.5.4) interpolasyon problemi tek bir ¢ozime sahiptir.
Bir alterne form yararli olacaktir.
W(2) =(z2-%)(z-2)...(2-2,)(z2-2)(z-%.)---(z- ) (359
O zaman
W(z)=(z-2)(z-2).. (2 -2 )%~ Z.) - (% - Z) (3.5.6)
dir. Boylece (3.5.1) formulu :

_ wW(2)
| (2) =————1— 3.5.7)
(2) (z=z)W(z) (

olur. (3.5.3) formult :

_3 wW(2)
PO @ 259

olur.
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[.(z) polinomlar1 noktasal interpolasyon icgin temel polinom olarak
adlandirilir.

w sayilari, z noktalarinda f(z) fonksiyonunun aldigi degerlerdir, yani
w = f(z) 'dir. (3.5.8) ile verilen p,(2 polinomu z,z,...,z, noktaarinda f(2)

fonksiyonunun aldigi w degerlerinden olusur.

Eger,
=8 f@IL (=] f(z)—D__ 3.5.9
P.(2) 20 (2)1(2) 20 (Zk)(z_zk)w(zk) (35.9)

ise
P.(z) = f(z) k=0,1,...,n (3.5.10)

dir. Burada (3.5.9) interpolasyon probleminin aldig1 yeni sekil ve (3.5.10) da onun
¢cOzuimadur.

Tanim 3.5.1 :z,z,...,z, noktaarinda f fonksiyonu ile c¢akisan yani
(3.5.10)’u saglayan A , sinifinin bir tek polinomunu py( . 2) ile gosterecegiz.

Varsayalim ki q(2)T A | olsun. O zamanq n+ltane q(z) i=04,...,n
degeriyle tek olarak belirlenir. Boylece

P.(d;2) ° a(2) (3.5.11)

6zdesligine sahip oluruz. Simdi q(z) = (z—u)’ daim.j=0,1,...,n veu bagimsiz
bir degisken olsun. (3.5.9) ve (3.5.11) 'den

(z—u)! = én‘ (z-wl (2 j=01,...,n (3.5.12)

Ozdesligini elde ederiz.
(35.12)'den j=0iginve j=1,...,n iginu=zseqilirse,

L (2)°1 j=0
(3.5.13)

Qoo T Q-

(z.-2)'1,(2°0 j=12,...,n

T o

=
1l

0

elde ederiz.
(3.5.13) 'deki n+1 tane Ozdeslik | (z) temel polinomlar: igin Cauchy

bagintilary olarak adlandirilir.
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Temel polinomlarin dnemi (3.5.2) Ozdesliginde yatar ve interpolasyon
probleminin (3.5.9) ’daki acik sekliye sonuclanir.

Gercekten;
pn(zj)=§0 f(2)1,(2) o
= f()lo(z) + F(2l(z) +...+ T(z)l,(z)

dir. j=k=0igin;

P.(2,) = f(2)+0+0+...+0
j=k=1icin;

p,(z)=0+f(z)+0+0+...+0
chr.

L(f)=(z), L(H)=f@)..... L()=1(z)

L(,)=d, (35.14)
olarak yazilabilir.

Bu durumda |.(z) polinomlar: ve L, fonksiyonellerine biortonormal denir.

Verilen lineer bagimsiz fonksiyoneller kimesi igin polinomlarin biortonormal
kimesini daima bulabiliriz. Gergekten asagidaki teoremde Lagrange formulindn
genellestirilmisine sahip oluruz.

Teorem 3.5.1: X, n boyutlu bir vektor uzay: olsun. L,,L,,...,L, X*’'dan
tane lineer bagimsiz fonksiyonel olsun. O zaman X ’in n tane lineer bagimsiz
X, %y, ..., X, €lemanlar

L(x)) =d, (3.5.15)
olacak sekilde tek olarak belirlenir.

Herhangi bir xI X igin,

n

x=a L)X (3.5.16)

=

dr.

W,

1 W,

Ly - W, "lerin her secimi igin,
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(3.5.17)

X

I
'QJOD

=

X

1
AN

eleman:
L(X)=w i=212,...,n (3.5.18)
interpolasyon probleminin tek ¢ozumadur.

Ispat : x,%,..,x X ’in bazi olsunlar. Yardimci Teorem 3.2.1 ’den

|Li(xj)|1 0 'dir. Eger x; =a,x +...+a,X, ] =12, ..., nise determinant kosulu

jn‘™n
(3.5.15) sisteminden a; j=1.2,...,n katsayilarimn ¢dzimini X, X, ...,X, tek
olarak belirlenecek sekilde garanti eder.
Gergekten, x; (3.5.15) 'de yerine yazilirsa;

Li(ax +...+a,x,) =d;

in™n
veya
a,Li(x)+...+a,L(x)=d; i=12...,n
i =1icin ayly(x) +a;,L (%) +... +a, L(x) =dy; @
. .. |
i =21ig¢in aleZ(Xl) +aj2|-2(x2)+---+ajn|-z()ﬂq) :deT, "
' y (*1)
|
i =n |(;|n alen (Xl) +aj2Ln(X2) .. +ajnLn (Xn) :dnj b
dir.

j=1icin x, =a,x +...+a,x, kombinasyonundaki a_,...,a, katsayilarn
(*1) sisteminde j=1 alinarak olusturulan sistemin ¢6zimi olarak belirlenir. Cunkd,

L(x) L(x) L L(x)

L(x) L(x) L Ly(x)
1 1

Ln(Xl) Ln(XZ) L Ln(Xn)
dir. (*1) 'den a,L, (%) +a,L (%) +... +a,L(x)=d, =1

a,L, (%) +a,L,(x)+... +a,L,(x)=dy, =0
M

ayl, (%) +apL, (%) +... +a,l,(x)=d,; =0

L (x)| =

drr.
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Bu sistemin bilinmeyenleri  a,,...,a, olup Katsayilar determinant:
|Li(xj )| 1 0 'dir ve ¢bzim tek olup X 'in katsayilaridir ve X tek olarak belirlenir.

Benzer sekilde yani (3.5.15) saglanacak sekilde x,X,...,X, sistemi tek olarak
belirlenir.

Teorem 3.2.2 'den dolay: interpolasyon probleminin her j icin ¢dzimi tektir
ve Yardimci Teorem (3.2.1) 'den dolayr x ’ler lineer bagimsizahr.

(3.5.16) *run tekligi:
v=8 L00%
olsun. O zaman
Li(y)= ."i L (L (%) *)

olur. Boylece (3.5.15) "ten L,;(y)=L;(x) j= 1,2, ... ,n bulunur. CUnk{ Li(x’;):dij
olup i vej yer degistirirse,
Lj (X.) :dji

olur. (*) "dan

L(y)=8 L00d,
=L (X)d;, +L,(X)d;, +...+L,(Xx)d; + L, (X)d; 1y +... + L, (¥,
=L;(x) j=12,...,n
bulunur. Tekrar n kosullu interpolasyondan dolay: L, tektir, y = x 'tir ve bu da
(3.5.16) "nin tek olarak kurulabilecegini sdyler. (3.5.18) benzer olarak kurulur.

(Bu teoremde ve tezin kalan kisminda yildiz isareti (*) biortonormal veya
ortonormal kumelerin elemanina sembol olarak uygulamir. Bir uzay semboll
Uzerindeki yildiz isareti conjugate (eslenik) uzaylar1 gosterir. (3.5.18) interpolasyon
probleminin ¢bzimi determinant formunda verilir.)

Teorem 3.5.2 : Teorem 3.5.1 saglansin ve x;,...,X, X 'in baz1 olsunlar.

n

Eger w,, ..., w, keyfi sayilarsa,
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0 X x Lox
wo L(x) L) L L(x)
1
Wn

X = (35.19

1
G !

L) Lo L L(X)
elemant L (X)=w. i=12,...,n interpolasyon problemini saglar.
Ornek 3.5.1 (Taylor Interpolasyonu) :
X=A, L(H)=fz), L(H=1(z).....L()={"(z)
Zo =0 alirsak,

X=A_ L(f)=10), L(f)=f(0),...,L(f)=f"(0)
olur.
In(z):f]—nI n=0,1,... olsun. O zaman
|0(z)=%=1, 1,(2) =z, |2(z)=%, I3(z):%,...,
dir.
(3.5.14) baglantisina gore, (L;(l;) =d;)
|_i(|j):|1§i)(0):é&__j9(i) - (- 1)..-(j--(i- D)2 :}0, -i 1 -j g
é 1! g, J! il 1=
bulunur.

3.6. Newton Formulu

(3.5.3) ve (3.5.17) Lagrange interpolasyon formiilleri bazi engeller
icermektedirler. Eger n boyutlu uzaydan, bir boyut yiksek olan uzaya gegcmek

istersek X, X;,...,X, eski kimesiyle ilgili olmayan v,,Y,,...,Y,., €emanlarinin
tamamen yeni bir kiimesini belirlemeliyiz. Newton gosterimiyle hem x ,X%,,... baz
elemanlarimin - hem de L,L,,... belirlenmis fonksiyonellerinin  lineer

kombinasyonunu alarak bu engeller ortadan kaldirilmaya calisilir.

2,2, ...,Z, n+1 farkl noktaolsun. n+1 tane bagimsiz Newton polinomu
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1(z- 2).(2- 2)(2=2).,...(2-2,)(z-2) ...(z-2,,)
seklindedir.
Verilen w,,w,, ...,w, degerleriigin,
p(z)=w i=0,1,...,n
olacak sekilde A _ ’de bir tek p polinomu vardir.
Eger bu eleman
P(2) =8, +&(z- z)*+8,(z- )(z-2) +...+8,(z- %)(z-2)...(z=7,,) (36.])
formunda temsil edilebilirse s6z konusu polinom gorilmus olur.
a, sabitlerini bulmak igin ardisik olarak z=2z, z=1z, ... koyulur ve elde
edilen lineer denklemler cozdlir. [(3.6.1) 'den ve p(z)=w, =01, ..., n
kabulinden):]
8 =W,
a = 1 EEWZ-WO_ Wl-Wog
L-4eh 4y L-4Log

(3.6.2)

M
bulunur.
Not edelim ki z,,...,z, noktalarimn belirli kiimesi igin her a, w; ’lerin bir
lineer kombinasyonudur. Ve tstelik a, yalmz w, 'a baghdir. a w,, W, 7,z 'e
baglidir ve a, ise w,, w,, W,, Z,, Z,z,’ yebaghdur.
Tamm 3.6.1 : (3.6.2) ile ifade edilen a; sabitlerine z,,z,...,z; 'ye gore

Wy, Wi, ..., W, degerlerinin j-inci kesirli farki denir ve

a; = Wy, W, ..., W, f (3.6.3)
seklinde gogerilir.

(36.1) 'de 2" "inkatsayisi a_, (3.5.8) 'de 2" 'inkatsayis 5 —k
k=0 W(Z,)

"dir.

Bundan dolay1
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=Wy, W, ..l W :g 3.64
% [ o ] 20 w(z) ( )
bulunur. Burada
W(2) =W, (2) = (2- 2)(z- 2)..(2- 2,)
dir. (3.6.4) 'ten
8 =W
W, W,
a = 0 4 1
LH-4 4- 4
a, o + ! + - (3.6.5)

(%-2)%-2) (3-2)z-2) (2-2)(z-2)
dir.

Eger w, 'ler f fonksiyonunun z 'deki f(z)=w, degerleri olarak alinrsa,
(3.6.1) ve (3.6.3) U birlestirerek;

pu(1:2=A[1(2), 1@, 1 (2] (2-2)(2-2) .. (- 2.) (36.6)

w,(2)°1
elde edilir..
Gercgekten ; (3.6.3) "ten dolayi
a =[w, W, K, w,]=[f(z), f(2),.... f(3)]
dir. wW(z2) =w,(2) =(z—2,))(z- 2)...(z- z,) olup, w ,(2)° 1° z- z, olmak Uzere,

&
W1(2) =0 (z- 7.,) =(2-2,)(2- )(z- 2)...(2- )
i=0
olur. Boylece (3.6.1) 'den
d & J
p(2=a a0 (z-z.,)=a aw.(2
k=0 i=0 k=0
yazilir. Boylece (3.6.6) bulunmus olur.
Tamm 3.6.2 : interpolasyon polinomunun (3.6.6) formuna bir f(2) fonksiyonu
icin sonlu Newton serisi denir.

2,,z,...,z, sabitleri igin L, L,...,L, lineer fonksiyonellerini (3.6.5)
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semasina uygun olarak asagida oldugu gibi tammmlayalim.

Lo(F) = f(z,)

L=t , @) 367
%-2 4-%

I

olur. Burada L, (f)=4a,, f(z)=w =012, ... 'dir.
Bu durumda (3.6.6) formul:
P.(fi2)=a L(F)w.,(2) (36.8)
k=0
seklini alir.
Eger O£ jE£n-1 ise, w,(2)T A, oldugundan
w,(2) = p,(W; (2,2 U p,(w,(2);2)-w,(2) =0 *)
olur ve boylece
w;(2) =4 LW, (2)w.(2) (3.6.9)
k=0
elde edilir.
Gergekten , (3.6.6)'dan, f(z) =w,(2) olmak lzere p,(w;(2);2) ve w;(2) igin
2=12,2,...,z, noktalarindaki degerlerine bakalim.
Once (3.6.6) 'da f(z) =w,(2) alalim ve bunu agik yazalim.

= SWj (ZO)EI(Z' Z-1) + @Nj (ZO)’Wj (21)8(2_ zo) + @Nj (ZO)’Wj (21)!Wj (Zz)EI(Z_ Zo)(z_z1)
t... +gNj(Zo)’Wj(z1) ----- Wj(Zn)EI(Z_Zo)(Z_Z1)---(Z_Zn-l)
olur. Simdi (*) 1 gosterelim. (**) "dan:

z=17; icin p,(W,(%); 2)) = @, (%) 1+0+... +0=w;(z)

z=2z i¢in p,(w,(2);2) = W, (%) 1+ 8w, (%).W;(z)H(z - z) +0+0+...+0
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3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

W (2)- w,(z,)
2~

=w; (%) + (z-%)

=w;(z)
dir. Digerleri de aym sekilde gosterilir.

Bu sekilde (*) ’'daki esitlikler z=1z,,z,...,z, degerleri icin n +1 farkh
noktada saglanir. Bu n. dereceden bir polinomun n+1 defa O oldugunu gosterir. O
halde bu polinom 0'a Ozdestir. Bundan dolay1 (*) 'in 1. esitligini ve (3.6.8) i
kullanarak da (3.6.9) 'u elde ederiz.

(3.6.9) 'daardisik olarak j =0,1,2, ... ainrsa

L (w;.1(2)) =dy (3.6.10)
olur.

Teorem 3.6.1: X sonsuz boyutlu bir vektér uzay ve X ’in elemanlarinin bir

dizis x,X,,... olsun. Her n icin Xx,...,X 'ler lineer bagimsiz ve X* ’daki lineer

fonksiyonellerin bir dizisi L, L,,... olsun. Her nigin nxn determinant1 olan
L (xj)|i”j:1 10 (3.6.11)

kabul edelim.
O zaman g; * 0 olmak Uzere g; ve by; sabitlerinintek olarak belirledigi

L=a,l, X =%
L, =a,l, +a,l, X, =b,x +%  (3.6.12
L, =a,L, +a,L, +a,l, X5 = by X +b,X, + X,
M M
seklinde iki Uc¢gensel bolge varsa
L(x)=d,, ij=12... (3.6.13)

dir.
Ispat : Ly(x)=1 oldugunu gostermek istiyoruz. (3.6.12) 'nin 1. satirindan
x, =%  oldugundan  L,(x)=L(x)=a,L,(x)=1 olmaidr. Buradan

a, =L, (x)™"?* 0 olur. Yani (3.6.11) 'den dolay: payda sifir olmaz.
Ispat1 timevarimla yapacagiz. i,j =1,2, ..., n ic¢in (3.6.13) ' iin saglandigin
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3.INTERPOLASY ON Figen GULTURK

kabul edelim.
a, 1
Ay, a,, b,, 1
M M
a, a, ... a, b, b, ... b 1
at0b aa,...a,* 0 vebdylece
L) =d; ij=12 ..,n (3.6.19)

saglandigint kabul ediyoruz

Ilk o6nce b,.,b..,....0.,1 ve bu degerler bilgisiyle sonra

Q110 o080y degerlerini a ., # 0 olmak kosuluyla bulabilecegimizi
gbsterecegiz ve sonucgta
L(x)=d;, ij=12...,ntl (3.6.15)
esitligi saglansin. BOylece timevarimla istenen sonuca ulasmis oluruz. (3.6.15) 'te
yer alan fakat (3.6.14) 'te yer ailmayan kosullar:
L(X,)=0 i=12...,n
L,(xX)=0 i=12...,n (3.6.16)
Lo () =1
dir.
(3.6.16) 'nin ilk esitliginin ortaya koydugu n denklem asagidaki sistemi verir:
(%) =00
L,(%0) =0f
o
L, (%..) =0},
Bunun agik sekli:

*

(3.6.12) tablolarindan sagdaki X ,,’a L;,i=1,2,...,n uygulanrsa,
L?(X;+1) = LT (bn+1,1X1 + bn+1,2X2 Tt b X, + Xn+1) = 0

n+1,n’*n

olur. Buradan

30
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n+11L1(X1)+ +12L1(X2)+ +1nL*1(Xn) __L;(Xnﬂ) U
bn+1,1L2(X1) + bn+1,2 LZ(XZ) +... n+1nL (Xn) - L (Xn+1)|

' | (*1)
bn+11L (X1)+ +12L (X2)+ n+1n n(Xn) _L (Xn+1)b
bulunur.
Bu sistemin katsayilar determinant: sifirdan farkl: ise yani
[WES/A
ise, sistem tek ¢oztime sahiptir.
L(x) L(x) L L(x)
L L L L
|L (x )| (Xl) ,(%) z(MXq)
Ln(xl) L(x) L L(x)
ay; L, (%) ay L, (%) L ay; L, (%)
_ 8Ly (%) + 85, L5(%) L (%) +a,L, (%) L 2L (%) +a5,L,(X,)
[ [ [
ayL (%) ta,L, () +...+a,L(X) L a;L(x)+a,L(x)+...+a,L,(x,)

dir. Bu son determinant: carpanlara ayirarak yazarsak,

a; 0 0 L 0]L(x) L) L L(x)

a21 a, 0 L 0/Lx L&) L L(x)
I

anl anZ 6\13 L ann Ln(Xl) Ln (XZ) L Ln (Xn)

= 8,8, - A |L ()]
dir. Clnku hipotezden a, * 0 i=1,2,...,nve(3.6.11) den

50| =

Ijl

100

dir. Boylece (3.6.16) 'nin ilk esitliginin olmasi igin gereken ve yeterli olan kosul
katsayilar: tek olarak

Ijl

saglanmis olur. Boylece (*;) sisseminden b_,.,,b .,,,...,b
n+1,1' ¥n+1,2 n+1,n

bulunur. (3.6.16) 'nin ikinci grubu ve son denklem dikkate alinarak L ,, dontisumii

X, 'a i=12,...,n+1 uygulanrsa,
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L.,(xX)=0 i=12,...,n+1"den (3.6.12) kullanilirsa,

L:H—l()(i*) = an+1,1L1(Xi*) + an+1,2L2(Xi*) +...F an+1,n+1Ln+1(Xi*) = O
dir.Buradan asagidaki sistem elde edilir.

i (6) +a,L00) +oF 8 ala () =0 d
Al (%) +8,1,L,06) +o+ 8l (6) =0 i
[ ;/ (*2)
31l (%) +8oLo(X) .o+ 8l (X) =0
81l (K0) F s oo () * o+ g a Lo (X0) =1,

Bu sistemin tek ¢6ziime sahip olmast igin

L (x)

+1
10
ij=1
olmalidir.

L) L) L LX)
L0G) Lk L LX)
Lo =] !

LG L(x) L Lu(x)
L(%) L) L Lu(X.)

L(x) L (%) L Lo (%)
_ b,y L, (%) + L, (%) bal, () +L06) L Byl (%) + L ()
N N
bn+:LlL1(X1) + bn+12L1(X2) +...t bn+1,n Ll(xn) + L1(Xn+1) L bn+1,1Ln+1(X1) +...t Ln+1(Xn+1)

dir. Bu determinant carpanlara ayrilirsa;

1 0 L 0Lk L) L L,k
o b21 1 L O L1(X2) Lz(xz) L Ln+1(X2)
= | TN I

bn+1,1 bn+1,2 L Ll(Xn+1) L2 (Xn+1) L Ln+1(Xn+1)

L(x) L) L LX)
L(x) L) L Li(X.)
1 1

Ln+1(X1) Ln+1(X2) L Ln+1(Xn+1)

LX)

=

=11..1
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n+l
10
i,j=1

= 1)L 0, =L )

cr.
Boylece (*1) ve (*,) sistemleri tek ¢cozlime sahiptir.
Geriye
Bgner - 0 (*3)
oldugunu gostermek kaliyor.

(*2) sisteminden a,, ., 'i bilinmeyen olarak ¢ozelim.

an+1,n+1 = |?X|l|

dir. Cramer Sistemi’ nden ¢dzim bulunur.

L(x) L) L
L(G) L) L
A=

L(x) L(x) L
L(%.) L(X.) L

determinantim son siituna gore acarsak;

L(x) L) L L(x)
— o (n+1)+(n+1) — Ll(x;) LZ(X;) L Ln(X;)
|A1+1| _1( 1) ! Il

L(x) L(x) L L(x)

dir. Simdi bu determinant1 yukarida (n+1)x(n+1) boyutlu determinant icin aynen

P O = O O

uygularsak;
1 0 L LGy L) L Li(x)
A=l bAil L M.Ll(sz) L(x,) L Ln(sz)
b, b, L LX) L(x) L L(x)
=1.|gLi (xj)Tg:j:1=|g(xj)|:j:11 0
dir.Boylece
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n

_ |Li(Xi)|i,j:1 1

+1,n+1 n+1
IL(x)

bulunur ve ispat tamamlanir.
Sonug 3.6.2 : X

ij=1

L xin o x, K x, tarafindan gerilmis bir alt uzayr olsun
(yani X , ax +K+a x lineer kombinasyonunun kiimesi olsun). Eger x1 X_ iseo
zaman

L ()%,

1

n
[0}
X =
k=

dr.

ispat : Eger y=Q L (X)X, ve yl X, dersek ozaman (3.6.13) 'den

k=1
L (y) =& L(X)L; (%) = L (%)
k=1

bulunur. x,...,x. ’ler lineer bagimsiz olduklarindan (3.6.12) *den dolayr X,...,X,
elemanlar: da lineer bagimsiz olurlar. Boylece (3.6.13) ve Yardimci Teorem (3.2.1)

’in sonucu olarak L,,...,L, ve bdylece L,...,L

n

"lerin lineer bagimsiz olduklari
goraldr. (3.6.12) 'den bu durumda
Li(y- x)=0, j=12,...,n

olmasi y — x = 0 olmasini ve bdylece y = x olmasin: gerektirir. Ispat biter.

¥
Bir xT X elamanticin § L, (X)x, serisine biortogonal acihm denir.
k=1

x:a Lxx (3.6.17)

¥
[0}
k=

iy

yazilir.
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3.7. Archsik Farklar

Tamm 3.7.1: Yo, Vi1, . . . degerlerinin bir dizisi verilsin. Ardisik degerlerin

fark:
DY, = Vs — Vi k=04%... (3.7.1)
seklinde gogterilir.
Benzer olarak daha yiksek farklar
DY SVVYi) SV (Yieur) = VVie = Yiesz = Vi) = Yo = i) (372
seklinde tamumlanir. Genel olarak
D™, VMV V) SV Y - VY, (37.3)

yazilir. Burada D%, =y, 'dur.
Teorem 3.7.1: D%, =vy,
DY = Yo = Y
DYy = Yiewz = 2V + Vi

D3yl< = Virs = Visz T Vs — i
1

Genel olarak ;
J amo amo n!
DV, = ()™ & LV, , e 374
Yk f'::lo( ) p e S5 Tin—n)! (3.7.4)
dir.
Sonug 3.7.2: k=0 igin (3.7.4) "den
> o
D"vV. = 2 S 3.75
Yo a0 D &5 (3.7.5)
elde edilir.
Zo, Z1, . . . noktalari asagidaki formda verilsin:
Z0=a zz=a+h, z=a+2h ...,z ,=a+nh (3.7.6)

Bu noktalarda interpolasyon halinde kesirli farklar ardisik farklara bagl

olarak verilebilir.
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Eger W(2)=(z-%)(z-2)...(z2-2) ise,

W(z)=(z-2)(z - 2) .. (z — 2. )(Z — %) - (2 — )

olur.
z-2=(i-)h
oldugundan
W (z,) = (kh).(k=Dh... (h)(=h)(=2h) ... ({(n—k)h)
= h'k!(n—=k)!(- D)™™~
elde edilir.
Interpolasyon polinomu:
_2 wW(z)
P(D=a W
= (Z-2)W(Z)
dir.
Burada z" ’in  katsayisi g e "dir.
k=0 W (%)
_ g ow ,
=Wy, W, .. W | = dir. Bundandolay: (3.6.4) 'ten
W)= a s
_ _ Yi
=1 Yor Yus !yn -
% [ o ] ka:.OW(Zk)
J (-
-a hEklzn—yli)l
k=0 : :
(Y n_k 8810
= -1 .
nh" kaz‘o( ) 8Kz "
D"y,
n'h"

elde edilir.
O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Bu

(2.5.8)

yuzden

(3.7.8)

Teorem 3.7.3:p(z), n+1 sayida aa+h, ..., a+ nhnoktalarindayo, yi, . . .,Yn

degerlerini alan A _ ’de bir polinom olsun .

O zaman
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Dzyg (z—a)(z—a-h)+...
2ih (3.7.9)
+ﬁ D'y, (z—a)(z—a=h)...(z—a—(n-Dh)

P2 =Y+ (2-) +

drr.

Eger p.(f;2) a a+h,...,a+nhnoktalarindaf 'yeinterpole edilirse,

1
e D’ f(a)(z—a)(z—a-h)+... (3.7.10)

D"f (a)(z—a)(z—a-h)...(z—a—(n=-1)h)

P (i) = @)+ 2 (z-a)+

1
nih"

et

dir. Burada,
Df(a)=f(a+h)-f(a)
D*f(a) = f(a+2h)-2f(a+h)+ f(a) (3.7.12)
D’f(a)= f(a+3h)-3f(a+2h)+3f(a+h)-f(a)

yazabiliriz.

(3.7.9) ve (3.7.10) formillerine Newton Fark Formulleri denir.
Eger f(x) fonksiyonua, a+h,a+2h, ..., noktaarindatammiiise,
§ Df(a)

f(x) :
) f’}o kIh*

(z—a)(z—a-h)...(z—a—(k-1)h) (3.7.12)

serisinef icin Newton Seris denir.
Ornek 3.7.1 : f(x)=x", 0 zaman Df(x)=nhx""+... Bundan dolay: ilk
fark n-1 dereceli polinomdur. Benzer sekilde
D"x" =nlh" vep>n icin D’x" =0 "du.
Cozim:
Df (x) = f(x+h)— f(x)

= (x+h)"=x"

= x" +2Xn—1h+ n(n_l) Xn—zhz + n(n—l)(n—2) Xn—3h3 +. . —X

2\,n-2
N n(n—-21h"x

= nhx"* +...
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D?f (x) =D(Dx (x)) = Dnhx™ + DM .

= nhgx+h)" g—nhx""+...
= nhgx" +(n=1)x"*h+.. g—nhx"" +

= n(n-Dh*x"? +
dir. Bunu genellestirelim.
D"f(x) =n'h"x"™" =nlh"
bulunur.
p>n icin,
DPx" = D(DP*x")
dir. p>n oldugundan, p-1>n-1 P p-1=n alnabilir.
O zaman
DPX" = D(D"x")
=D(D"x")
=D(n!h")
=0
dr.
Ornek 3.7.2 : Eger f(x) = € ise Df(x)=(e"-1e™ 'dir. iterasyonla
D"f(x) =(e" —1)"e™ "dir.
Ornek 3.7.3: Eger f(X)T A | ise (2.7.12) serisi f(x)’e yakinsar. Ornek 3.7.1
"den dolay1 seri n+ 1 terimli bir toplama indirgenir ve Teorem 3.7.3'den dolay1
a, a+h,...,a+nh noktalarinda f 'ye interpole olan A _ ’in Uyesidir. Teklikten
dolay1 n. dereceden polinom f ile gakisur.
Cozum : (3.7.12) serisi agik yazilirsa;
g Df (a)

k
k=0 k'h

(z—a)(z—a—h)...(z—a—(k=1)h)

:f(a)+¥(z- a)+ 2rff‘)(z a)(z—a—h)+...+ (a)(z a)(z—a—h)...(z—a—(n—Dh)
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f(x) = po(x) olsun. Ozel olarak f(x) = x* olsun.
D°f(x)=f(x)=x*p D°f(a)=f(a)=a"
Df (x) = f(x+h)- f(x)
= (x+h)* =x?
=2hx+h* b Df(a)=2ha+h?
=D’f(x)=D°x* =2!h* b D’f(a)=2!h* =2.1h?

= D’f(x)=D*f(a) =D =0b D*f(a)=0 (p=3>2)
(3.7.12) "den,
¥ D'f(a)
& g @-)z=a=h)...(z=a~(k-D
2 2
_ a2+2hah+h (z—a)+22'|1:; (z—a)(z—a—h) +0+0+...

= a’+(2a+h)(z—a)+(z—a)(z—a-h)
= a’+(z-a)(z+a)
= Z2
sonucunu buluruz.
Yani serinin toplami z = x igin f(x) = x* fonksiyonu olur. Kisaca (3.7.12)

serisinin kismi toplam (3.7.10) polinomudur.
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4. KALAN TEORIiSi

Onceki  bolumlerde sonuglar cebirsel islemler olarak degerlendirildi ve
interpolasyon probleminin ortaya konmasi ile siki sikiya bagimliycilar. Fakat bu
metod yaklasim teorisi sonuglarina daha iyi nasil tasinabilir? Bu sorunun cevabin

kalan teorisi iginde arayacagiz.

4.1. Polinomlarla Interpolasyon icin Cauchy K alam

Teorem 4.1.1: f(x)1 C"[a,b] olsun ve (a,b) 'nin her noktasinda f*?(x)’in
var oldugunu kabul edelim.

Eger, af£ X, <x <...<X,£b isg

f (X)— pn(f ,X) - (X—XO)(X—Xl) caen (X_Xn) f (n+1)(X) (411)
(n+1)!
dir. Burada min(x, Xo, X1, . . . , Xn) < X < max(X, Xo, X, - . . , Xn) "dir. X noktasi x, Xo,
X1, .. ., Xn Ve T’ ye bagimlidir.

Ispat : p (f;x)=f(x) oldugundan f(x)—p,(f;x) fonksiyonux=xo ,
X =Xy, ..., X=X, noktalarinda sifirlanir. x sabit olsun ve X, Xo, X1, . . ., X, 'den

farkli olsun.

(X=%)(X=Xy) ... (X—X;)

olsun. t 'nin asagidaki fonksiyonunu gz oniine alalim.
w(t) = f(t) - p,(f;1) —(t =)t —x) ... (=% )K(X)

(4.1.3)

w(t) fonksiyonu t=x,, t=x,...,t =x, noktalarinda sifir olur. EK olarak (4.1.2)

n

"den goraldr ki w(t) fonksiyonu t = x noktasinda da sifir olur.
FO) =P (F:%) =K (X=%)(X=X) ... (x=%,) =0
olup sol taraf w(x) 'e esittir. Genellestirilmis Rolle Teoremi (2.2.1) *den w™?(t)

trevi min(x, Xo, X1, . . . , Xn) < X < max(X, Xo, X1, . - . , Xn) kosuluna uygun bir X
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noktasinda sifir olur. Cinkt w(t) fonksiyonu X, Xo, X1, . . . , Xn gibi n + 2 noktada

sifir oldugundan Genellestirilmis Rolle Teoremine gore w™(t) fonksiyonu X 'de

sifir olur.
(4.1.3) 'ten
W (t) = £ ™ (t) —0—(n+1)! K (x)
dir.
t=X icin
0=w"(x) = f ™ x)=(n+D!K(X) (4.1.4)
dir. Buradan
K(x):ﬁ f (™D (x) (4.1.5)

dir. Bunu (4.1.2) 'de yerine koyarsak (4.1.1) 'i elde ederiz. Eger x=x ise, (4.1.1) ’in
herhangi X icin saglandig1 agiktir.
Sonug 4.1.2 (Lineer interpolasyon icin Hata) : f(x)T C'[a,b] ve f"(x),

(a,b) 'nin her noktasinda var olsun. O zamana<x <bigin

f(x)—i%:f(ahz%a f(b)g:%;x_b) f'x), a<x<b (4.16)
dir.

Ispat : n=1"dir. n+1=2"dir.

f(x)T C'[a,b] fonksiyonunun lineer interpolasyonunu (polinomunu)

L(f;x)ilegosterirsek; (4.1.1) 'den
f(x)—L(f;x):wz(X_b)f”(x)

yazilir.
y=L(f;x) diyelim.(a, f(a)) ve (b, f(b)) noktaarindan gegen dogru
denklemi:

y—1f(a) _X-a
f(o)y—f(a) b-a
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= t(a)+ (D) = T@)x-23)

y=L(f;x)
b-a
= 2 X @)+ X2 1 ()
a -a

dir.

Boylece son ssitlikte L(f;x) degeri yazilirsa (4.1.6) elde edilir.

Bir cok 6rnekte X 'nin degeri tam olarak bilinmez ve asagidaki tahmin
onemli olur.

Sonu¢4.1.3: R, (f;x) = f(x)—p,(f;x) (4.1.7)
olsun. Burada R (f;x) Cauchy kalamdir. Eger
f(x)1 C”*l[a, b]

Ratmjelprrof R s

chr.
ispat : Burada X ’nin yeri tam olarak belli degildir. Bu durumda Teorem
4.1.1’euygun X igin
£ (x) £ max| f " (t) (*)
yazabiliriz.
(4.1.2), (4.1.7) ve(*) kullamlarak ,
[R.(F:] =] () = p, ()|

= [ =X =%) - (X=X gy
N (n+1)!

— |X_X0||X_Xl| |X Xn| |f(n+1)(X)|
) (n+D)!

. X—Xo|[x =%/ ... [x=x
{a£t£b|f( 1)(t)|}| H (n+|1)! | |

elde edilir.
Ornek 4.1.1: f(x) = arcsinx fonksiyonunu géz 6niine alalim. f (0,5335) ’in
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degerini elde etmek icin xo = 0,5330 ve x; = 0,5340 degerleri arasinda lineer
interpolasyonu kullanalim ve hatay: tahmin edelim.
x =0,5335 "dir.

f I(X) = (arcsm X)l = — (1_X2)_1/2

1—x?

(9 =(@-x) ") =x@1-x*)*"
£ (%) = (x@-x) ) = 1+ 2x°)1-x*) "

f tdrevi 0,533 < x<0.534 arahiginda pozitif oldugundan f"(x) tlrev

fonksiyonu artan bir fonksiyon olup maksimum degerini x = 0,534 sayisinda alir.

n=1i¢in (4.1.8) formilu kullanilirsa;
X—X,||X—
IR| =] ()= p.(0] =] £ () L[ £] £ (0.534)|.%
"den
0,534 |0.5335—0.5330||0.5335 — 0.5340)
(1-(0,534)%)%? 2

R|£

B 0,534 (0.0005)
(1-(0,534)%)**" 2

£12.107

bulunur. Dogrudan hesaplama dogru hatanin 1,101.10" oldugunu gosterir.

Bu 0Ornek asagidaki gercekleri ortaya koyar. Pratik islemlerde (4.1.8) ’deki
tahmini kullanmak icin interpole edilen fonksiyonun yiiksek mertebeden tirevine ve
belli bir aralikta bu turevin degeri igin bir Ust simra sahip olmak gerekir. Bu
elementer fonksiyonlar icin bile oldukca zordur.

Bu zorlugun Ustesinden gelmenin g¢esitli yollar1 vardir. Bu yollar yalmzca
interpolasyon igin hata tahminine degil, aym: zamanda daha yiksek mertebeden
turevler gerektiren ortalama deger hata tahminlerine de uygulanr.

Ikinci olarak eger analitik fonksiyonlarla calistyorsak ve kompleks diizlemde
fonksiyonun degeri icin daha yiuksek sinir elde edebiliyorsak turevi tahmin etmek
icin asagidaki sonug dnemli olur.

Sonug 4.1.4 : A(R) analitik fonksiyonlar kiimesi olmak tizere, f(x)1 A(R)
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olsun. Burada R, [a,b] 'yi kapsayan bir bolgedir. C, [a,b] ' yi iginde bulunduran
kapali bir egri olsun ve L(C) = C ’'nin uzunlugu |, MC:mTacx|f(z)|,

d=C 'den [a,b] * ye olan en kisa uzaklik olsun.

O zaman

L(COM,

IR, (F; )| =]f(x) —p, (F;%)| £ 2pd™

X =Xo|[X =X, ... [x =X, (4.1.9
.. , 2 1/3
Ornek 412 : f(x)=& -1 olsun. [ab]=[-11], n=4, x=-1

X1= — , X2=0,X3 :% , X4=1 olsun. x = % "de yapilan hatay: bu noktalarda

interpolasyonla tahmin ediniz.
Coziim: f(2), |4 <2 'deandlitiktir.

5 13
ez -4 _1‘

f(2) =
'

<

— ( exz—y2—4
- (eRe(z2—4) +1)U3
- (exz Y24 +1)/3

C=lzl=p,1<p<2 (ZI:pO |X+iy|=pU /X2+y2=p0 X2+y2:pz)

7224

e ex2+2xw +(iy)>-4

U3
+1)

.|é2xy|+1)1/3

dir.

U3 P 3
Mo =mex| F(2) = e’ -1 (& 1)

< (epz—“.1+ 1)”3

< 2]]3

dir d=p-1 vep=2-e yazanz

LOM. . (2p)(2-e).2"®
2pd"? 2p(l—e)°
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(4.1.9) ssitsizligi 0<e <2 iginsaglanacagindan e ® 0O limit alinirsa,
&. 10 p ot _ g1t LIL g E_EHE_]‘
‘R“§’4 ri e (i e

3800 30 a6 26l 280
A A A YA YT

»0.11 olur.
4.2. Konveks Fonksiyonlar

Tamim 4.2.1: f(x), [ab] arahginda tammi olsun. Egrinin iki noktasim

birlestiren herhangi bir kiris eger egrinin altindadegilse f bu aralikta konvekstir.

o a o Ofx) Xy b

uuur

uuu uuuua
1%, %, < %, olsun. ‘oc:1

=|oA,| +|AC,

uuur uuur

X = ‘oc:1 =x, +I ‘AlBl O£l £1)

=x +1 (%, —X,)
=1 x+@1-1)x,

0 uuur
2°. Xz < x1 olsun. ‘oc:1

=%+ (X —X,)
=X +A=-1)x
AB kirisinin denklemi:

X—x _ y—f(x)
X =% F(x)=f(x)
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y=T0) 7100 (o iy f(x)

X, =X
dir.
x=1x,+(1-1)x ilebudenklem kesistirilirse,
uuur _
CQJ=y == B[l - —x] 1)
= [F00)— FOO] +f(x)
=1 f(x)+@-1)f(x)
CPl= (%) =1 (1 %+ (11 )x)
glulllg £ Elulgg U y = f(x) konvekstir U f (I x,+@—1)x)El f(x)+@-1)f(x)
*)

Teorem 4.2.1. : ", (ab) 'de var olsun. O zaman f(x) 'in her kapal1 alt

aralikta konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul (a,b) Uzerinde f“(x) 3 O olmasidr.

Teorem 4.2.2 : f(x) [a,b] 'de konveks olsun. Eger
afXx,<x,+th<x,+2h£fb

D?f(x,) = f(x, +2h)—2f(x, +h)+ f(x,)2 O (4.2.2)
chr.
Ispat : Bu esitsizlik herhangi bir Kirisin orta noktasinin egrinin tizerinde veya
yukarisinda oldugunu soyler.
Gercekten;

(422)den b f(x, +h)£ f (%) + f2(x0 +2h) "
Halbuki (*) konvekslik ifadesinde

alinirsa

N =

X=X +2h, =% 1=

ad 1 6.1 1
f@E(XO +2h)+§x0§£§f(x0 +2h)+§f(x0)
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bulunur. (1) ve (2) ayndr.
4.3. En Iyi Hata Tahminleri, Chebyshev Polinomlari

(4.1.8) 'deki polinomlarla interpolasyon igin hata tahmini iki kisma ayrilir.

Birinci kisim max
a£xEb

f‘“*l)(x)|, interpole edilen fonksiyona baghcir. Fakat

interpolasyonun yapilis tarzindan bagimsizdur.ikinci kisim ise

1
(n+1)!

|X=X|[x=%]...|x—x,| fonksiyondan bagimsiz, fakat noktalara bagimlidir.

(4.1.8) tahmini | f " (x)| yerine max| " (x)| alnarak elde edilmistir. Cogu zaman
(4.1.8) ile 6nceden tahmin edilen hatadan biiytk olacaktir.
Fakat konusuldugu Uzere birinci kisim kontrolimuiz disinda oldugu igin ikinci

kisma bakalim. Ikinci kisimda daha kucik bir hata tahmini yapilabilecektir.

max |(X- %,)(X- X)...(x—x,)| ifadesini dUstinelim. Bu Xy, X,...,X, noktalarina

a£xEb n

baglidir ve bizi asagidaki Onemli ve ilging soruya goéturdr. [ab] araiginda
Xo» Xps - -+, X, Noktalari maksimumu mumkin olabildigince kiguk olacak sekilde

nasil segeriz? Bu problemin cevabi Chebyshev Polinomlarinin sifirlar ile verilir.

De Moivre Formult:
(cosq+ising)" =cosng+isinng
seklindedir. cosq =x olsun.

Eger O£q£p ise sng=v1-x*30
dir. O zaman

cosnq +isinng = €<+ iv1-— xz)
dir. Sag tarafa Binom Acilimi uygulanirsa,,

) ) , ) ]
coan+isinnq:x“+a?2x“‘l(i\/1—x2)+ae;2x“‘2(i\/1—x2) + ... %‘3“(\/1—%)

+
o o gnﬂ
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olur. Bu denklemden gercel kisimlar esitlenerek,

cosn(arccosx) = cosng = X" +§;2XH_Z(XZ -D+...(n=0,1,...) (4.3.1)
7

bulunur. Burada x =cosq oldugu distinulirse cosng, cosq 'mn n. dereceden bir
polinomudur.

Tamm 4.3.1. : n. dereceden Chebyshev polinomu
— — N alﬂo n-2¢.,2 —
T, (X) = cos(narccosx) = x +§2§x x*-D+... (n=01,...) (4.3.2

ile tanumlanr.

Simdi bir kag Chebyshev polinomunu yazalim.

T,(x) =1

T.(X) =X

T,(x)=2x*-1

T,(x) = 4x° —3x

T,(X) =8x* —8x* +1

T, (X) =16x> —20x® + 5x

T,(x) =32x° —48x* +18x° -1
Teorem4.3.1: T

n+l

(X)=2xXT.(x)-T.,(x) n=12 ... (4.34)
dir.
Ispat : Ispat1 yapmak icin
cos(n+1)g = cosng cosg—sinng sing
cos(n—1)g =cosng cosq+sinng sing
yazalim.Bu iki esitlik taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse,
cos(n+1)g = 2cosng cosq—cos(n—1)q
elde edilir.
cosq=X, cosng=T(x) oldugundan
T..X)=2xXT.(X)-T (X)) n=12 ...
elde edilir.
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Sonug 4.3.2: T (x) =2"'x" + derecesi dahakiigiik terimler (4.3.5)
Ispat : Derecesi daha kiicik terimler ifadesini kisaltarak d.d.k.t. olarak
yazacagiz.
Ispat1 timevarimla yapalim.
n=1icin  T(X)=2"'x"=x,
n=2igin  T,(x)=2x*+d.dkt.
dr.
n-2 ve n-1 igin dogru kabul edelim.
T ,(x)=2"°x"?+ddkt ,
T,,(x)=2"*x""+ddkt
dir. Simdi (4.3.4) formilunde n yerine n-1 alinirsa,
T.(%) =2xT 4 (X) =T, (X)
olur. Buradan

T,(x) = 2x (2" %" + dd ki)~ (2"°x"? + d.d.kt)

= 2"'x" +dd.kt
elde edilir.

Teorem 4.3.3: T_(x) polinomunun kokleri

p k=12...,n (4.3.6)
n

X, = COS
dir.
T (xX), —-1<x<1 kapali araligindabulunan n+ 1 sayida

X = COSk—: k=012...,n (4.3.7)

X, noktalarinda ekstremum degerler alir. Bu degerler alternatif olarak (=1)*"drr.

2k-1
2n

Ispat : T (x)= cosgnarccos(cos p)g

2k -1
2n

=cosn

pzcosé(Zk—l)%E:O k=12,...,n

dir. Ote yandan,
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T.(x)= \/1_2 n(—sin(narccosx))

—X
=_1 sin(narccosx) (4.3.8)
1-x°
ve

n ) & 2k-1 80

T = sin gharccos x ;Cos )

T e T o P

n

sin(2k- )21 0
2 2

1-%

.

dir. Bu ylzden x, ’'lar yalmzca T,(x) 'i sifir yapip, T.(x) 'i sifir yapmadigindan
basit koklerdir. Yani katl: degildir. Ustelik

T.04) =ng _CoS'KPO g kh=0 Kk=12.3,....n1 k10, Kkin
e n g
k ,.~V2 1
dir. Cunku é‘i_cosz_pf? =~ ifades k=0 vek=nign

tammsizdr.
T, (%)= cosah arccos(cosﬁ) °
8 n g

T, (%)= cosn@
n

= coskp = (1)
T, (%) = (-1)°=1

i1 , N Gift
T (X)=(D"={
O0EED =

Boylece k = 0 igin T, (X)) =1 vek =n igin T, (X ) =cosnp degerleri de
birer ekstremum deger oldugundan bdylece (4.3.7) saglanmus olur.
Fakat —1< x <1 igin T, (x) = cos(narccosx) oldugundan |T,(x) £ 'dir. Bu

gosterir ki x, lar yalnizca —1< x <1 araliginda ekstremum noktalardir. Cunku tirev
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n-1. derecedendir ve n-1 koku olur. Iki tane de ug degerler eksremum oldugundan

fonksiyonun eksremum degerlerini aldigi nokta sayisi n+1 'dir.

Tamm 4.3.2: T (x) polinomunu

00 = 1 ()
esitligi ile tanimlayalim.
Not edelimki (4.3.5) 'de T (x) =2"*x" +d.dkt olarak elde edildiginden bu
ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa  (x) = x" + d.d kt elde edilir.
Teorem 4.3.4 (Chebyshev) :& _, bas katsayisi 1 olan biitiin n. dereceden

polinomlarin kiimesini gostersin. Her p1 A _ icin

*
maxff () £ max| p(x) )
dir.
Ispat : -1 <x <1 iizerinde tamm (4.3.2) *den
1
-%n :Fh—n'
yazilir. Boylece [T, | = , —1<x<1 aralig1 lizerinde
X = cosaEk—po k=012,...,n
ng

noktalarinda maksimum degeri olan 271_1 "I n+1 defa kabul eder.

(*) ifadesinin aksine olarak;

- 1Ex£1

olacak sekilde bir p1 A polinomunun var oldugunu kabul edelim.

Q(x) =,(x) - p(x)
esitligi ile Q(x) polinomunu tammlayalim. Q(x)T A, "dir.

Q) =1 (x) - p(x) = (2,31 _p(x) k=0L2...n
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olur. Ote yandan |p(x,)| <2% oldugundan Q(x.) degeri sirayla+ ve — isaretlerini

1

alr.
Bu ylzden Q(x) ’in farkl isaretli degerler aldigi
(%01 X5 %5 -5 %)
gibi n + 1 nokta vardir. Boylece Q(x) polinomu (bir eksik sayida) n tane sifira sahip

olur. Oysa Q(x)T A, idi. O halde Q(x)'in 6zdes olarak sifir olmasi gerekir. Yani
Q(x) © 0 olmalidir. Béylece p(x)° T (x) bulunur.

Buise

1

1
—— = max o

21 iexe

dir. Bu bir geliskidir. O halde (*) dogrudur.

(9] = max| p(x)] <

1
2n—1

Sonug 4.3.5: max

-1ExEL

x”+a1x”‘1+...an|3

dir.
Ispat : Daha 6nce gordik ki,
p(x) = x"+ax" " +... +a
olarak alinabilir.
1
o1
(b—a)’

a X" +ax"t+. .+ an|3 |aﬁ|T

max
-1ExEL

(x| =

X" +ax" 1+, |:m X)|3 m
a a,| = max| p(x)| > max

Sonug 4.3.6 1 max

aExEb
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Ispat:
T Dogru denklemi:
L 1 Y—% _ X=X
:r:h’:l Yo=Y X=X
. @ | t=(D) _ x—
: b x  1-(-1) b-a
: y X:(b—a)t+b+a
R 2 2
dir.
e(b a),, +ag
gg%aax tax” L +a“| 1£t£1 8 2 E]+m+a“
(b
ool max
(b-a)" 1
> :
|a0| 2n 2n—1
(b-a)"
- | | o2n-1

elde edilir.

T ..(X) "in sifirlart olan X, X, X,, ..., X, noktalarin: interpolasyon noktaar:
olarak alirsak,

T a(X) =(X=X,) ... (x=x,) olur. Cunkd tamm (4.3.2) 'den

10 =T, (0 = 5 @ ()= x)(x- %) (X=X

= (X=%)(X=x)... (X=x,)
dir. (4.1.1) formilinden

R (f:%) ‘J(%i(l);)u F () | 1<x<1 (4.3.9)

ve (4.1.8)’den

IR,(f;%)|=

(n+-1'-(])-;)l (n+1) (X)‘
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= Gy T 0] 1 00)

< max
(n + ]_)! -1£x£1

H.,00| max | (x)

NS .
(N+1)!° 2" - 12xen

£ ()| -1EXE1 (4.3.10)

elde edilir.

4.4. Kesrli Farklar ve Ortalama Deger
Teorem 4.4.1: R (f;2)=f(2—p,(f;2)
=12, (). f @) (2-2)(z-2)...(2-27) (441

dir.
ispat : Burada
[£(2), F(Z)..... (2,)]
kesirli farki
11 11 1 ... 1
[f(Z),f(Q),...,f(A)]:ZAA ZMo quzM zMo |_ ?
4 z ||z 2 7
f(2 f(z) f(z) |2 2 e
(4.4.2)

dir. (DAVIS, P. J, ‘Interpolation and Approximation’, Dover Publication, Inc., New
York(1975) (2.6.23) 'ten)

Burada payda D ile gosterilirse; (1. situndan dolayr D, P 'in elemamdir)
Sondan Onceki satirdan baslayarak her satir z ile carpilir ve altindaki satirdan
cikarilirsa;
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1 1 1
1 1 1
4 % Zal
z-2z -z z,—2
D=\, ' e -2z Z-Zz zZ-Zz
Zn n n M M M
n+1 Z(r)wl Z?wl Zn+1_zn z Zg+1 Zg z Z‘[‘”l Z‘: Z
Z4) 4
1 1 1 1
0 z-z z-z ... 72,-Z
=0 %(z%-2 z(z-2) ... z(3-2
M M M M M
0 7%(%-2 z(z-2 ... z)(3-2)
1 1 1
= (3-2@-2@-2.. -2 L 7
z 7 .7
1 1 1
o B PN 4 I/ B
= (DT @-n)z-2)...(z=z)
z 7 .7
elde edilir.
(4.4.2) 'nin payinin 1. siituna gore agilmasindan,
F(2=[f@ f(z)....(z)](z-2)(z-2)...(z~2,) (*1)
bulunur. Gergekten;
1 1 1
z z, ... z
M M M M
A z
f(z) f oo f
Q2) = (2) (zo)D (z,)
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1 1 L

1 1
_1 n+2+1.f ) ZO Zn _ 1 n+1+1. n ZO Zn
D T R S A I

n

_ %

n

A () L1(z)

f

1 ... 1
z, ... Z,
M

z

(3" ) 2)(2z- )|} |

n

z
Boylece (4.4.2) 'den Q(2) =[f(2), f(,), ..., f(z,)] oldugundan

[f@. t@)..... 1@z~ 2)2-2)...(2-2,)

1 ... 1 1 1
D)™ @) 0 N+ )™ I I
_ Z ..z f(z) ... f(z)
1 ... 1
™4 N
AN
=(-D*f(2+a(2 *.)
=f(2+a(2)
olur. (Burada q(2)T A _'dir). Boylece
f(9=1(2+a(2 (*3)

olur.
(*))'denf(z)=0 i=0/1,...,n olur.
(*,)’'den 0=f(z)+q(z) i=01,....n
bulunur. Buradan f(z)=-q(z) olur.
Interpolasyon polinomunun tekliginden
a(2) =-p.(f;2)
yazilir. Sonug olarak f (z) = f(2)— p,(f;z) olur ve boylece (4.4.1) elde edilir.
Sonug 4.4.2: f(x)1 C[a,b] olsun ve varsayahimki f™*(x) (ab) 'nin her

noktasinda var olsun. Eger asxo<xi<...<x,<b ve x1 [a,b] ise,
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f (n+1) (X)
(n+1)!

&F (%), F (%), .-, f (%)= (4.4.3)

dir. Burada min(x, X,, ..., X,) <X<max(X, X, ..., X,) "dir.
Ispat : Teorem4.1.1’den

_ oy = XX)X=X) - (X=X) ¢ (g
FOJ=pa(fi%) (n+D)] P (%)

esitligi vardrr.
Teorem (4.4.1) 'den
R.(f;2=1(2-p.(f;2
=[f@. f(@).-... 1) (z-2)(z-2) ... (z-2,)
Burada z = x amnarak iki formilin sag yanlar1 esitlenirse (4.4.3) formalu
elde edilir.
Sonug 4.43: f(x)T C"*[a,b] olsun. Eger x1 [a,b] ise,

f (n+1) (X)
(n+1)!

lim[ 00, £ ()., F(x)] = (i=012,...,n) (4.4.4)

dir.

Ispat : min(x, x,, ..., X,) <X <max(X, X,, ..., X,) oldugundan x ® x igin
min(X, Xy, ..., X,) = X ve max(x, X,,..., X,) =X olur ve x=x bulunur. Boylece
x=x dersk, x ® xU x® x olacagindan (4.4.3) 'Un iki yamnin x ® x igin

limiti alinrrsa,

. v e e i TP FTP(X)
Ll(gnx[f(x), f(%)’---’f(&)]—i'(gnxf (x) =lim i)l ()

bulunur.
Noktaarin esit aralikli olmast halinde, ardisik farklar icin ortalama deger
teoremini elde ederiz.

X, =0, x, =a+h, ....,x, =a+nh

[F00), T4, F(X)] = *)

yazilir. Bunu sonug (4.4.2) ile birlestirirsek asagidaki sonucu buluruz.
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Sonug 4.4.4: f(x)1 C[a,b] olsun ve varsayahm ki f™(x) (ab) 'nin her
noktasinda var olsun, O zaman
D'f(x)=h"f"(x) %, <x<X, (4.45)
dir. n=1 igin bu bilinen ortalama deger teoremidir.
Ispat : (4.4.3) 'ten+1 yerinenainirsa,

)
n!

HORIO IR E
olur. (*) ve bu sonugtan;

D" f(x,) _ f"(x)
n'h" n!

D" f (x,) = h"f ™ (x)

bulunur. Boylece (4.4.5) elde edilir. Buradan = 1 alinirsa;
Df (%) =hf'(x) X <x<X
Df (%) = f(X +h) = F(x,)

oldugundan

f(X0+h)_f(X0): fz(X)
h

bulunur. Bu bilinen ortalama deger teoremidir.

Ornek 4.4.1 : Varsayalim ki f bir h araliginda siralansin ve a ve a + h ardisik
noktalar1 arasindaki bir x noktasinda f 'nin degerini lineer interpolasyon ile elde
etmek istiyoruz. Sonug (4.1.2) *den hesaplanan hata,

_(x=a)(x—a-h) _
2
dir. (4.4.5) 'den D°f(a) =h?f"(x) dir. Eger hyeteri kadar kiigilkse buradan,

R f"(x) a<x<a+h *))
u 1 2 *
f (x)»FDf(a) (*2)
dir. Ote yandan
h2
max|(x—a)(x—a—h)| = "

olur. (*,) ve (*,) den
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1,1
RJeZ hZF|D2f (a)
dir. Buradan

1
IR £§|D2f @)
bulunur. Bu bize bir kural verir. Lineer interpolasyonda hata 2. farkin f_; "ini gegmez.

4.5. Peano Teoremi ve Sonuglari

Eger polinomlarla interpolasyon igin Cauchy Kalan (4.1.1) dikkatle gozden
gegirilirse, ™ (x) kismunin énemli bir rol oynadig: goriilir. Ornegin, 1A  ise,
f(™Yo 0 'dir. Dolayisiyla R (f;x) Cauchy Kalam 6zdes olarak sifir olur.
Belirlenmis bir x igin R (f;x)=f(x)—p,(f;x) kalamna bir lineer fonksiyonel
olarak bakilabilir. Bu R, operatorii f tizerinde bir operatér olup A ’in biitin
elemanlarinda sifirlanir. Eger bir lineer fonksiyonel bu ¢zellige sahipse 0 zaman

£ (™ *in bir basit temsiline sahip olmalidhr.

Genelligi saglamak icin C"™*P[a,b] fonksiyonlar simufini diisiinelim ve bu
sinif Uizerinde asagidaki tipte bir lineer fonksiyonel verilmis olsun.
b
L(F) = (T () +a 00 (0 +...+ &, f ™ ()
a _ _ (45.1)
& & & "
+ah0f()§0)+ahlf ()ﬁ1)+"'+ahnf ()ﬂn)
i=1 i=1 =

i=1
Burada a (x) fonksiyonlar: [a,b] Gzerinde parcali surekli kabul edilirler ve
x. noktalar: [a,b] Gzerinde bulunurlar.
Teorem 451 (Peano): "plA_ icin L(p)=0 olsun. O zaman
"f1 C"™ab] igin
b
L(f)=f ™)K (t)dt (4.5.2)

a

dir. Burada
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K(t) :$Lxgx—t)il§| (4.5.3)

(x=1)} =(x—-t)" x>tise
(x=t)} =0 X<t ise, (4.5.4)
L &x-t)If gosterimi L fonksiyonelinin x ’in bir fonksiyonu olarak
(x—1)7"ye uygulandigin: ifade eder.
Ispat :Teorem (2.2.2)'ye gore f(x)T C"'[a,b] ve x,1[ab] olsun. O

zaman a<x<bigin
(n)
(9=100)+ F G0 (x4 4B gy o2 of‘“*’)(t)(x ()

dir. Once bu teoremin ispatini gorelim.
= L A po iy x—ty et
O *

Xo

olsun. Kismi integral uygulanirsa,

_ —1(%) " 1 n 1
I—T(x—xo) (_1)|Of‘)(t)(x t)"dt

bulunur. Bu ifadedeki son terim 1, ile gosterilir ve tekrar kismi integral uygulanirsa,

(n_l)(XO) (n-1) 1 (n-1) n-2
= ) +(n—2>x0f (-2t

elde edilir. 1, degeri yerine yazilirsa,

- _ f(n)(xo) _ (ﬂ—l)(xo) n-1 1 (n-1) n-2
= (%) - (o 1)|( —%) (_z)lof (O)(x=1)""dt

bulunur. Boyle devam edilirse,
— 1 X‘ f 122
s =3 OF (D(x-D)ct
X

olur. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

oy = = (e xo)+of (tt
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fl
= -0 () 10 - )
bulunur. Bu integraller ardisik olarak yerine yazilir ve diizenlenirse Teorem 2.2.1
ispat edilmis ve (*,) ifadesi elde edilmis olur . (*;) 'de x, =a alinirsa,

P@x-a) 1

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+...
n! n!

of MO(x-y"dt (%)

elde edilir.
(4.5.4) kosullar: dikkate alindiginda (*,) 'deki son terim yerine

1% (n+1)
hY n+1
H aOf (t)(X —t)dt
yazilabilir. Gergekten;

b X
%éf TA(x-1)ldt = % Of "PM(x—t)"dt  (x3 t)
! i€

1b\ (n+1)
+59f t)0dt  (x <t)

dir.
Simdi L operatdrii (*,) ’'nin her iki tarafina uygulamirsa, A ’in biitiin

elemanlariicin L sifir oldugundan,
1 b
L(f)==Lf ™ (t)(x—t)]dt (4.5.6)
nt >
elde edilir. (Yani Lf(a)=0, L(x—a)=0,...,L(x—a)" =0dur).

(4.5.1) ifadesi L icin kabul edildiginden hipotezin kosullar1 altinda (4.5.6)
ifadesinde integral ile L fonksiyonelinin yerleri degistirilebilir. Boylece

b
L(f)= % Of " ()L, &x—1)7 pit (4.5.7)

yazilir ve buradan (4.5.2) elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.Burada K(t), L
fonksiyoneli igin Peano ¢ekirdegi olarak adlandirilir.
(4.5.6) "dan (4.5.7) 'nin elde edilisi:
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b
1.Leibniz Kurah : f(t)=f(xt)dx fonksiyonu verilsin. Eger u = f(xt)

fonksiyonu ve f, :1111—: kismi tlrevi

B= {(x,t)T R*:af x£b, c£t£d}

bolgesinde stirekli iseler,

b b
fl(t):%:%a@f (x,t)dng‘,’%x (c<t<d)

dir. Bu formile 1. Leibniz Kural denir.
(4.5.1) formult soyledir:

L(f)= b@%O(X)f(x) +a,() F(x) +...+a,(x) f ¥ (x)gdx

b & b
+abof(x)+ab.f'(x)+...+a b, f”(x,) *2)
i=1 i=1

i=1

simdi L, ve L, fonksiyonellerini asagida oldugu gibi tanimlayalim.

Lk(f):Epk(x)f‘k)(x)dx; k=01...,n

L(D=8b8(x)  k=01...n )
i=12... ],
() "den
L(H =4 LN +& L) ¢

oldugu gordlar.
(*5) "de
b
f(x) = Of (x,t)dt (Leibniz kuralindax ilet yer degistirir.)
koyalim. (4.5.6) "da f(x,t) =(x—t)" "dir.
O halde

62



4.KALAN TEORISI Figen GULTURK

§Of (X, t)dt ) §Of (X, t)dt +3 L, fof(x t)dt

b k

&, 6_° dva& 6
L, §9f (x,t)th‘: gﬁk(X)ygaOf (x,t)th‘dx
b K .
=9ak(x)§9% f(x,t)dt;dx (1. Leibniz kural)

b b (g
_ N
= gﬁk(x)gﬂxa(x,t)dtdx
L, 'nmn tantmindan;
\ RO 6
9_(k)x[f(x,t)]dt = %Sﬁk(X)W f(x,t)dxﬁdt

dir. Integral sinirlar: ayni oldugundan (i) ve (ii) nin sag yanlari esittir.
O halde

é) P b
L, 8(‘)f(x,t)dt;: Feox[F 6]

bulunur. Ayni sekilde,

a 0 & d“a&
L, gof (x,t)at ;Z a_i b, — % gof (%, t)dt%(
a = =Xk
& PéTkf(xt)u
=a b "ﬂ (k )U dt
i1 .6 T

=Xik
olur. L, 'nmin tammndan
" ¥ oérfxtu U
QX[ f (x1)]dt = Cﬁ‘a By e%u Edt
a a |-1 >ﬁk
dir. (i) ve (ii) "den
b

L, ga%f (x,t)dt9= QX[ f (x.1)]dt

g a

(*4)

(i)

(i)

bulunur. Boylece bitin terimlerde integral ile operatorler yer degistirdi. O halde

(4.5.6) "dan (4.5.7) ' ye gegis dogrulanmus olur.
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Sonug 4.5.2: Eger yukaridaki hipoteze ek olarak K(t) cekirdegi [a,b]

Uzerinde isaret degistirmiyorsao zaman her f 1 C"'[a,b] icin

f(n+1) X -
L(f)= (n+1()!)L(x ). aExEDb (4.5.8)

dir.
Ispat : Integral icin 1. ortalama deger teoremine gore,

Of (g(x)dx= f(x)a(x)dx )

dir. Burada f,gl C[a,b] , g>0 ve a£x£b 'dir.
(4.5.2) ve (*) 'dan

L(f)= f0 (x)Z‘j((t)dt aExXED (45.9)
bulunur. f = x™? alinirsa,
L(x™) = (n+1)! Z‘j((t)dt (45.10)
elde edilir.
(4.510) *dan bulunan
oa=gi

degeri (4.5.9) 'dayerine yazilirsa (4.5.8) sonucu elde edilir.

Ornek 4.5.1 (Polinomlarla interpolasyon icin Kowalewski’nin Tam
Kalam) :

X, Xy, ..., X, [a&,b] "debelirlenmis olsunlar.

L) =R (1:9=109-& T(x)1,(9

olsun. (3.5.9) 'da

w(x)

—4 I =3 f(x)
P (%) a ()X a (Xk)(x_xk)vv(xk)

ve
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p, (%) = f(x) k=01...,n
dir. Burada p,(x )= p(f;x) 'dir.
O halde (4.5.3) 'ten f(x) =(x—t)} alarak,

ALK () = L, (x—1)" = (x—1)" =& (% ~0)"1,, (%)
n *)
=Q &x-1)1 - (%~

k=0

olur. Bu son ifadede (3.5.13) ile verilen

é.lk(x)ol

k=0
ifadesi kullamlmustr.
Bu ifadeyi daha uygun bir forma koyalim. Belirlenmis k icin (4.5.4) 'ten

b
CBX—1)] —(x —t)T gf " (t)clt

§ ng —t)" "D (1)l + @o "D (1)l + do 0]f ™ (t)dt

2

= CRx—1)" = (% —t)"gf " (t)dt + E(x —t)"gf " (t)dt
a %

dir. Boylece (*) ssitliginin iki yam f™9(t) ile carpilir ve integral alinarak
yukaridaki islemler dikkate alinirsa,

b b n ..
UK @) D @)dt =i ™ (1) o §x—t)" —(x —t)" W, (x) Tt
a a 8k=0e u 1]

:@fmﬂ)(t)?ég(x—t)j—(xk t)" k(x)_dt+alk(x)dxk )£ (bl

a k=0 k=0 X

olur. Yukarida kullamlan (3.5.13) yeniden kullanilirsa;

éi Qx=1)"=(x —t)"W () = (x-t)" -4 (% =t)"1,(¥)

k=0

yazilir. (3.5.9) esitliginde f(x,)=(x, —t)" ise, f(X)=(x—t)" oldugundan
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én‘ (% —t)"1(%) = p, ((x—t)n,x): (x-t)'

k=0

dir.
O halde yukaridaki son toplamda 1. terim icindeki toplam sifira 6zdes

olacagindan (4.5.2) ve (4.5.3) dikkate alinarak f T C™"[a,b] icin
1 5 X\ n ¢ (n+l)
x —)" f ™ (b)dt  (4.5.11)

L(f)=of " (K ()t = f(X)—pn(f;X)=Hé. L.
a ' k=0 X,

dir.
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