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OZET
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Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Giilsen KILINC

Yedi boliim olarak hazirlanan bu calismanm ilk boliimiinde giris bdliimiine yer
verilmis, ikinci bolimde ise calismaya iliskin literatlir taramas1 sunulmustur. Uglncii
bolimde bu calismada kullanilan materyal ve yontemden bahsedilmistir. Dordinci
bolimde sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi kavram tanimlari ve teoremlere yer
verilmistir. Besinci b6limde quasilineer uzay ile bu uzaylara iliskin alt uzay, metrik ve
norm gibi kavramlarin tanimlarina; tezin 6zgiin sonuglarini iceren altinci bolimde interval
degerli Cesaro yakinsak dizilerin uzayi1 tanimlanarak bu uzayin quasilineer uzay yapisina
iliskin baz1 sonuglara ve igerme bagintilarina yer verilmistir. Tezin son bolim ise sonuglar

ve Oneriler olarak diizenlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Quasilineer uzay; Interval degerli dizi; Ceséaro toplanabilme; Hausdorff

metrik.



ABSTRACT

ON CESARO CONVERGENCE OF INTERVAL VALUED SEQUENCES

Mehmet Sezai YILDIRIM
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education School, August/2023
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Gulsen KILINGC

In the first part of this study, which is prepared in seven parts, the introductory part is
given, and in the second part, the literature review of the study is presented. In the third
chapter the material and method used in this study are mentioned. In the fourth chapter
some concept definitions and theorems that we will use in the next chapters are given. In
the fifth chapter definitions of quasilinear space and concepts such as subspace, metric and
norm related to these spaces; in the sixth chapter which includes the original results of the
thesis, the space of Cesaro convergent interval valued sequences is defined and some
results regarding the quasilinear space structure of this space and inclusion relations are

given. The last part of the thesis is organized as conclusions and recommendations.

Key Words: Quasilinear spaces; Interval valued sequences; Cesaro summability;

Hausdorff metric.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: n-boyutlu Oklid uzay:

: A sonsuz matrisinin bir A dizi uzay1 tizerindeki etki alani
: Reel sayilarin intervallerin kiimesi

- Interval diziler uzay:

: Yakinsak interval diziler uzay1

- Sifira yakinsak interval dizilerin uzay1

: Tiim smirh interval diziler uzay1

: Interval degerli Cesaro yakinsak dizilerin uzay1

: Interval degerli sifira Cesaro yakinsak dizilerin uzay:

: R?’nin tiim bos kiimeden farkli kapali, smirli alt kiimelerinin ailesi

: R?’nin tiim bos kiimeden farkli kapali, sinirli ve konveks alt

kiimelerinin ailesi

. Y quasilineer uzayinin regiiler alt uzayi
. Y quasilineer uzaymin singiiler alt uzay1
. Y quasilineer uzaymin simetrik alt uzayi

: Quasilineer uzay
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1. GIRIS

Toplanabilme teorisinde ilgilenilen esas problemlerden biri yeni bir dizi uzayi insa
ederek ve bu yeni uzaymn geometrik, cebirsel ve topolojik Ozelliklerini incelemektir.
Literatlirde dizi uzay1 insa etmenin bir¢ok farkli yontemi vardir. Bu yontemlerden bir
tanesi de sonsuz tiggensel matrisin bir dizi uzay1 tizerindeki etki alanin1 kullanarak yeni bir
dizi uzay1 insa etmektir. Literatiirde bircok calisma mevcuttur. Ornek olarak 1978 yilinda
Ng ve Lee’nin [1] 1.mertebeden Cesaro ortalamasinin £, dizi uzay: iizerindeki etki alani
olarak tanimlanan X, dizi uzayi ile ilgili calismasi, 2005 yilinda Sengdniil ve Basar’in [2]
ayni matrisin ¢, Ve ¢ dizi uzaylar1 tizerindeki etki alanin1 kullanarak tanimladiklar1 yeni
dizi uzaylari, 2012 yilinda Kayaduman ve Sengoniil’iin [3] Cesaro matrisinin hemen
hemen yakinsak dizi uzaylar1 {izerindeki etki alan1 ¢alismalar1 gosterilebilir. Basar’in [4]
eseri toplanabilme teorisinde son yillarda yapilan onemli ¢aligmalar1 iceren bir basucu
kaynak sayilabilir. Ayrica Cesaro toplanabilme metodu ile ilgili [5-7] nolu kaynaklara da
bakilabilir.

Baz1 6zel doga problemlerini modellemede kiime degerli diferansiyel denklemler
kullanilmistir. Bu denklemleri olusturan fonksiyon uzaylar1 lineer uzay olmadigindan bu
problemlerin analizi gu¢ bir hal almistir. Bu gii¢liigiin iistesinden gelebilmek igin klasik
analizdeki kavram ve teoremlerin esdegerlerini verebilmek icin quasilineer uzay kavramina
ihtiya¢ duyulmustur.

Aseev [8] calismasinda quasilinecer uzay kavrammi kismi sirali kiime tizerinde
tanimlamig ve " = " bagintis1 bir kismi siralama bagmtisi1 oldugundan her lineer uzayin bir
quasilineer uzay oldugu sonucunu elde etmistir. Dolayisiyla quasilineer uzaylar lineer
uzaylardan daha geneldir. Aseev bu ¢alismasinda ayrica normlu quasilineer uzay kavramini
tanimlamis ve buradan dogan metrigin yani norm metriginin tanimini da vermistir. Olusan
metrik uzayin tam olmasi halinde bu uzaya tam normlu quasilineer uzay adini vermistir.

En 6nemli quasilineer uzay ornekleri R™’nin bos kiimeden farkli kapali, sinirli alt
kiimelerinin smifi Q(R™) ve kapali, smirli, konveks alt kiimelerinin sinifi olan 2.(R™)
aileleridir. Ornegin, A € 2-(R")’de n=1 icin A =[x,y] olmak Uzere A—A #0
olmasindan dolay1 2. (R™) ailesi bir lineer uzay yapisina sahip degildir.

P, reel sayilarin intervallerin uzayi bilinen en 6nemli quasilineer uzay 6rnegidir. Bu
uzay R reel sayilar cismi tizerinde kapali araliklarin toplanmasi, bir reel skaler ile kapali
araligin carpilmasi ve araliklarin birbirini icermesi seklinde tanimli kismi siralama
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bagintisiyla bir quasilineer uzaydir. Bu uzay ayn1 zamanda reel sayilarin konveks, kompakt
alt kiimelerinin sinifidir.

Denklem ¢oziimlerinin tam olarak bilinmedigi durumlarda, bu cevaplarin bazi
tahminlere dayali olarak bir aralikla temsil edilebilecegi fikri, interval analizini
dogurmustur. Boylece bir denklemin kesin ¢éziimlerini bilmesek bile, kesin ¢oziimiiniin
kabul edilebilir bir hata ile belirli bir aralikta oldugu bir korelasyon kurulabilir.

Interval analizinin en 6nemli kullanim alanlarmdan biri, global optimizasyon
sorunlarma ¢oziim imkan1 veren fonksiyonlarin deger araliklarinin irdelenmesi ve bazi
¢ozlimlerin mevcudiyetinin arastirilmasidir. Japon bilim adami Sunaga, interval analizinin
gelisiminde 6nemli bir yere sahip olan bir ¢aligmanin yazaridir [9]. Bu ¢alismada, interval
analize iliskin temel kavram ve islemlerin tanim ve sistematigi verilmistir. Bu arastirmayi
takiben, 1962'de, Moore bir matematik problemini ¢ézmek i¢in sayisal bir yaklasim
kullanmanin sonucu olan girdi hatalarini, kesme hatalarin1 ve yuvarlama hatalarinin
otomatik olarak kontroliinii saglamada bir yontem olarak interval analizini kulland:1 [10].
1966’da Moore bu g¢aligmalarin sonuglarmi bir kitap olarak yaymlamistir [11]. Bu Kitap,
interval analizi ile ilgilenen arastirmacilar i¢cin Onciil kaynaklardan biridir. Son yillarda
interval analizinin kimya ve insaat mithendisligi, ekonomi, kontrol devresi tasarimi, global
optimizasyon, robotik, ekoloji ve sinyal isleme gibi alanlarm uygulamalarinda sagladigi
sonuglar, bu alani aragtirmacilar i¢in adeta odak noktasi haline getirmistir.

Bu ¢alismada quasilineer uzay, interval analiz ve dizi uzaylarina iliskin temel bilgiler
is18inda interval degerli Cesaro yakimsak dizilerin uzayr tanimlanmustir. Klasik dizi
uzaylarina iliskin ¢alismalardakine benzer bazi sonuglarin yani sira bu uzayin quasilineer
uzay yapist ile ilgili baz1 sonuglar1 elde ederek quasilineer analize katkida bulunulmustur.

Yedi kisimdan olusan bu tezin ikinci kisminda onceki ¢alismalardan s6z edilerek
literatiir dzeti verilmistir. Ugiincii kisimda bu tezde ortaya konan problemin ¢dziimii igin
gerekli materyal ve yontemden bahsedilmistir. Dordiincii kisimda calismamizda gerekli
olan temel kavram tanimlar1 ve teoremlere yer verilmistir. Besinci kisimda quasilineer
uzaylar, normlu quasilineer uzaylar ve saglam zeminli quasilineer uzaylarla ilgili temel
bilgiler verilmistir. Caliymamizin altincit kisminda interval degerli Cesaro yakinsak ve
sifira Cesaro yakmsak dizi uzaylar1 incelenmistir. Bu uzayin bir quasilineer uzay oldugu
ispatlanmis ve bu uzaylarla ilgili baz1 yeni teorem ve Ornekler verilmistir. Bu uzayin

lizerinde tanimlanan bir norm ile normlu quasilineer uzay oldugu ayrica bu dizi uzaymin



saglam zeminli quasilineer uzay ve solid yapisma sahip oldugu gosterilmistir. Son kisim

ise sonuglar ve Onerilere ayrilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Literatiirde Aseev ve Markow tarafindan tanimlanan iki quasilineer uzay tanimi
vardir. Markow [12,13] lineer uzay olmayan smiflarin cebirsel ve topolojik olarak
incelenmesinde quasilineer uzay adini verdigi bir uzay ¢esidi ile calismistir. Daha
oncesinde ise Aseev [8] bir kismi siralama bagmtisini kullanarak quasilineer uzay
kavramini tanimlamis ve klasik fonksiyonel analizdeki 6nemli bazi tanim ve teoremlerin
tutarh bir karsiligini vermistir. Boylece yeni bir fonksiyonel analiz dalin1 baglatmistir. Bu
son agiklamalara dayanarak bu caligmada Aseev’in verdigi quasilineer uzay tanimi
kullanilmastir.

Quasilineer uzaylar ile ilgili son yillarda bu uzaylarin cebirsel ve topolojik yapisina
iliskin yeni bulgular [14-22] nolu kaynaklarda verilmistir. [14] nolu ¢alismada quasilineer
bagimlilik-quasilineer bagimsizlik ve baz kavramlarmmin yani sira quasilineer uzaylarin
regiiler ve singiiler boyutlari, [15] nolu c¢alismada i¢ carpim quasilineer uzaylarda
ortogonal ve ortonormal kiimelerin baz1 6zellikleri, [16] nolu ¢alismada bulanik kiimeler
smifinin bir quasilineer uzay yapisina sahip oldugu ve iizerinde tanimlanan bir norm ile
bulanik kiimeler sinifinin normlu bir quasilineer uzay oldugu gosterilmistir. [17] nolu
calismada bazi interval degerli dizi uzaylar1 tanimlanarak bu uzaylarin quasilineer uzay
yapisina iliskin bazi sonuglar verilmistir. [18] nolu ¢alismada normlu quasilineer uzay
kavraminin bir genellemesi olarak topolojik quasilineer uzaylar kavrami tanitilmis, [19]
nolu c¢aligmada ise i¢ c¢arpim quasilineer uzaymdan alinan bir elemanin zemininin
Ozellikleri arastirilmis ve bu yeni kavramla ilgili baz1 teoremler ispatlanmistir. [20] nolu
calismada klasik i¢ carpim uzaylarinin genellestirilmis hali olan i¢ ¢arpim quasilineer
uzaylarin bazi 6zel 6zellikleri ve sonuglar: verilmistir. [21] nolu ¢alismada interval degerli
islevler kullanilarak kesin olmayan veriler iceren sinyallerin analizi yapilmistir. [22] nolu
calismada karmasik interval dizi ve karmasik interval dizi uzaylar1 tanitilmis ve bu dizi
uzaylarmin quasilineer uzay yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Quasilineer uzaylarla
ilgili olarak [23,24] nolu kaynaklara da bakilabilir.

a,b € R olmak iizere reel sayilarin [a, b] = {x € R:a < x < b} seklindeki bir alt
kiimesine interval denir. 1924’te Burkill’in [25] nolu ¢alismasi ve 1931°de Young’un [26]
nolu calismasi interval aritmetige iliskin ilk ¢alismalardandir. Sayisal hesaplamada bir arag
olarak kullanilan interval aritmetigine yapilan ilk referanslardan biri de [27] nolu

calismadir. Bu calismada her iki ucunda yalnizca pozitif sayilar olan intervaller igin
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interval aritmetik kurallar1 agik¢a belirtilmistir. 1951 yilinda Dwyer [28] nolu ¢aligmada
reel degerli intervaller i¢in interval aritmetigin kurallarini vererek interval aritmetiginin
gelisimine onemli bir katki saglamistir. Interval aritmetiginde en ehemmiyetli
calismalardan biri de Japon bilim adami Sunaga tarafindan yapilmistir [9]. Bu yayinda,
intervaller i¢in temel islemlerin cebirsel kurallarinin yani sira bu kurallarin sistematik bir
incelemesi de bulunabilir. Interval aritmetiginin modern gelismeleri 1959 yilinda
Moore’nun [29] nolu teknik raporuyla baslamistir. Moore, bu calismasinda intervallerle
gelistirdigi bir say1 sistemi ve intervallerle ilgili bir aritmetik olusturmustur. Daha sonra
1962 yilinda Moore [10] nolu ¢alismasinda, diferansiyel denklemler i¢in baslangic deger
problemlerinin smirlayici ¢dziimlerine odaklanmustir. Interval analizi ile ilgili bir diger
Oonemli ¢alisma da Kulisch [30] nolu tarafindan yazilan makaledir. Bu makalede
algoritmalar ile dijital bilgisayarlardaki uygulama arasindaki etkilesim kapsamli bir sekilde
aragtirtlmigtir. 2002 yilinda Chiao [31] interval degerli dizi ve bu dizilerin yakmsakligini
tanimlamistir. Sengoniil ve Eryillmaz [32] interval degerli yakisak ve sinirli dizi uzaylarini
tanimlayip bu uzaylarin tam metrik uzay olduklarini gostermislerdir. Son yillarda Alefeld
ve Mayer’in [33] nolu c¢alismalari interval analizi i¢in O6nemli bir kaynak olarak

gorulmektedir. Ayrica interval analizi ile ilgili [34,35] nolu kaynaklara bakilabilir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Dizi uzaylari, interval analizi ve quasilineer uzaylar hakkinda sagladigimiz kitap ve
makalelerin tiimii en son arastirma teknikleri kullanilarak incelenmistir. Tez ¢alismamizin

amacina uygun olarak elde edilen veriler yardimiyla orijinal bulgulara ulagilmstir.



4 TEMEL KAVRAMLAR

Bu baglikta diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlara ve teoremlere yer
verilmektedir. Bu boliimde vektor uzaylariin cismi olarak K = C ya da R alinacaktir.
4.1. Siralama ve Lineer Cebir Kavramlar

Tammm 4.1.1. Y bir kime ve <, Y (zerinde bir baginti olsun. ¥ u, v,z € Y igin

us< u,

YN

UKV, VSZ=>U<x7Z
usv, vsu=Su=v
sartlarin1 saglayan " < " bagintisina bir kismi siralama bagintisi, (Y, <) ikilisine de bir
kismi sirali kiime denir [36].
Tamm 4.1.2. (Y, <) kismi sirali kiimesinde her u,vigin, u < v ya da v < u Onermesi
saglaniyorsa " < " bagntisina Y {izerinde bir tam siralama bagintis1 denir. Y klimesine ise
tam siralama bagintistyla birlikte bir tam sirali kiime veya zincir denir [36].
Tamim 4.1.3. Y bos olmayan bir kiime ve K bir reel ya da kompleks cisim olmak (izere
vektorlerin toplama islemi ve vektdrlerin bir skalerle ¢carpim islemi (bunlar sirasiyla:
+:YxY - Y
(u,v) > u+v
i KxY > Y
ALu) — Lu
fonksiyonlaridir) igin asagidaki sartlar saglaniyorsa Y’ye K cismi Uzerinde bir lineer uzay
(vektor uzayi), Y’nin her bir elemanma da bir vektor; K’ya da Y lineer uzaymin skaler
cismi denir.
Bu sartlar her u,v,z € Y ve A, u € K olmak (izere
L)) u+v=v+uy,
L2) (u+v)+z=u+ w+2z2),
L3) u + 0 = u olacak sekilde bir 8 € Y mevcut,
L4) u + (—u) = 0 olacak sekilde bir -u € Y mevcut,
L5)1.u=u,
L6) A(u+v)=Au+ v
L7) A+ wu=Au+ uu
L8) A(pw) = (AW,



dir [36].
Tanmmm 4.1.4. Bir Y lineer uzaymin bos olmayan bir Z alt kiimesinde alinan herhangi iki
74, Z, vektorl ve her aq, a, € K skalerleri icin a,z; + a,z, € Z oluyorsa Z’ye Y uzayinin
bir lineer alt uzay1 denir [36].
Tammm 4.1.5. A, bir Y lineer uzaymin bir alt kiimesi olmak tizere her u,v € A ve her 1 €
[0,1] igin L.u + (1 — 2).v € A ise A’ya konveks kiime denir [36].
Tanmmm 4.1.6. Bir Y lineer uzayinda verilen y;,y,,...,y,. vektorlerinden olusan M
kiimesinin lineer bagimlilig1 ve lineer bagimsizligi

a.yi +ay, ++a..y. =0 1)
denklemi yardimiyla soyle tamimlanir: (Burada a4,a,, ..., a, ler skalerlerdir). (1)
denkleminin tek ¢6zimi a; = a, = =a, =0 ise M kiimesine lineer bagimsizdir;
lineer bagimsiz olmayan bir kiimeye ise lineer bagimlidir, denir [36].
Tammm 4.1.7. Bir Y vektoér uzayinmn igerdigi maksimum lineer bagimsiz vektor sayisi n
tane ve n + 1 ya da daha fazla sayidaki vektor lineer bagimli ise Y’ye sonlu boyutlu vektor
uzayl, n sayisina da bu uzayin boyutu denir [36].
Tamm 4.1.8. Sonlu boyutlu bir lineer uzayin lineer bagimsiz olan n-vektoriine uzaym bazi
denir, eger bu uzaydaki her u vektorii baz vektorlerinin bir lineer birlesimi olarak tek tiirlii
temsil edilebiliyorsa. Yani her u € Y igin x = ayuy + a,u, + -+ a,u,. Genel olarak bir
Y vektor uzaymin sonlu boyutlu olmasi gerekmez. Y uzaymi geren lineer bagimsiz bir B alt

kiimesine B’nin tabani ya da Hamel tabani denir [36].

4.2. Topolojik Kavramlar

Tanim 4.2.1. Y bos olmayan bir kiime olmak {izere
d:YxY - R
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagladiginda d’ye Y (Uzerinde bir metrik (uzaklik
fonksiyonu), (Y, d) ikilisine de metrik uzay denir. Her u, v,z € Y icin
M1) d negatif olmayan, sonlu ve reel degerlidir.
M2)d(u,v) =0 u=r,
M3) d(u,v) = d(v,u),
M4) d(u,z) < d(u,v) + d(v, z), [36].
Ornek 4.2.2. R reel sayilar kiimesi iizerindeki alisilmis metrik

dlu,v) = |lu—v|



metrigidir [36].
Ornek 4.2.3. n-boyutlu Oklid uzay1 R™ iizerindeki Oklid metrigi de u,v € R" icin u =
(&1,&5, ..., &) vev = (04,13, ..., n,) 0Olmak Gzere

dw,v) =& —m)2+ (& —n)? + -+ (& — )2
seklinde tanimlidir [36].

Tamim 4.2.4. (Y, d) bir metrik uzay, y, € Y ve & > 0 olmak Uzere, Y’nin

B(yo, &) ={y €Y:d(y,y0) < ¢}

SWo &) ={y €Y:d(y,y0) < ¢}
seklinde tanimlanan alt kiimelerine sirasiyla, y, merkezli ve ¢ yarigaph agik yuvar ve y,
merkezli & yarigapli kapali yuvar denir [36].
Ayrica B(y,, €) agik yuvari y,’in € komsulugu olarak da adlandirilir.
Tammm 4.2.5. Bir Y metrik uzaymmmn bir M alt kiimesi, her bir noktasinin bir agik
komsulugunu ihtiva ediyorsa M’ye agik kiime, tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali
kiime denir [36].
Tamim 4.2.6. M, bir Y metrik uzaymnimn bir alt kiimesi olsun. Bir y, € Y noktasi i¢in y,’n
her komsulugu, y,’dan farkli en az bir z € M noktasin igeriyorsa y,’a M nin bir yigilma
noktasi ya da limit noktas1 denir. M nin biitiin y1g1lma noktalarmm ciimlesi M’ ile gdsterilir
[36].
Tanim 4.2.7. M’ ile M’nin birlesim kiimesine M ’nin kapanis1 denir ve M ile gosterilir. M,
M’yi ihtiva eden en kiigiik kapali kiimedir [36].
Tanmim 4.2.8. (Y, d) bir metrik uzay ve (3,) Y’de bir dizi olsun. Her € > 0 igin m,n >
N(e) iken d(¥Vm,¥n) < € olacak sekilde bir N(€) € N sayis1 varsa (V,) dizisine bir
Cauchy (temel ya da esas) dizisi denir [36].
Tamm 4.2.9. (Y, d) bir metrik uzay, (u,) Y’de bir dizi ve u, € Y olmak (lizere, her € > 0
sayist i¢in bir N(¢) dogal sayist vardir, dyle ki her n > N(¢) icin d(u,, ugy) < € ise
(u,) dizisi u, € Y’e yakinsaktir denir. u,, - uy (n - o) veya rlllﬂ}o u, = u, ile gosterilir
[36].
Tanim 4.2.10. Her Cauchy dizisi yakinsak olan bir metrik uzaya tam uzay denir [36].
Tanim 4.2.11. Y bostan farkli bir kiime ve 7’da Y’nin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger
TH)QetveY €,
T2) 7°nun elemanlarinin herhangi sayida birlesimi 7’nun elemanidir,

T3) 7°nun elemanlarinin sonlu sayida kesisimi 7’nun elemanidir,



sartlar1 saglaniyorsa t’ya Y Uzerinde bir topoloji, (Y, t) ikilisine de topolojik uzay

denir [36].

Bir metrik uzay topolojik bir uzaydir.

Tamm 4.2.12. (Y, 7) bir topolojik uzay olsun. u # v olacak sekildeki her u, v € Y i¢cin U N
V = @ olacak sekilde u’nun bir U komsulugu ve v’nin bir V komsulugu bulunabiliyorsa
Y’ye Hausdorff uzay denir [36].

Tamim 4.2.13. Bir Y lineer uzay1 lizerinde tanimlanan ve asagidaki sartlar1 saglayan reel
degerli fonksiyona norm fonksiyonu denir. u € Y olmak Uzere w’nun normu [lull ile
gosterilir. Norm olma sartlar::

Her u,v € Y igin

N1) flull =0,

N2) |lull =0 & u=0,

N3) |laull = |alllull, a bir skaler,

N4) llu + vl < llull + [lv]]

iizerinde bir norm fonksiyonu tanimlanan Y lineer uzayma ise normlu uzay denir ve
(Y, Il 1) seklinde ya da sadece Y ile gdsterilir [36].

Teorem 4.2.14. Bir Y uzay: lizerindeki norm d(u,v) = ||lu — v|| seklinde bir metrik
tanimlar. Bu metrige normdan indirgenen metrik denir [36].

Tanim 4.2.15. Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir. n-boyutlu Oklit uzay1 bir

y = (fl) 521 '"lfn) e R" |Q|n
Iyl = \/|51|2 + &2 + - + &2

seklinde tanimli norm ile Banach uzayidir [36].

Lemma 4.2.16. Bir Y normlu uzay:1 iizerindeki normdan indirgenen d metrigi u,v € Y ve
her a skaleri igin
du+a,v+a)=du,v),
i) d(au, av) = |ald(u,v),
sartlarini saglar [36].
Simdi de bir normlu uzayda yaksaklik ve Cauchy dizisi tanimlarini verelim.
Tamm 4.2.17. Bir Y normlu uzayindaki bir (u,,) dizisi i¢in,
lim|lu, —ull =0
n-c
olacak sekilde bir u € Y varsa (u,) dizisine yakinsak dizi; u’ya da (u,) dizisinin

limiti denir ve u,, = u seklinde gosterilir [36].
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Tamm 4.2.18. Bir Y normlu uzaymnda bir (u,) dizisi verilsin. Her € > 0 sayis1 igin bir
N dogal sayis1 vardir, 6yle ki her m,n > N igin
I — unll < e
ise (u,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [36].
Tamm 4.2.19. Bir Y metrik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa Y’ye
kompakttir denir [36].
Lemma 4.2.20. Bir metrik uzayin kompakt alt kiimesi kapali ve smirlidir [36].
Bu lemmanin tersi genelde dogru degildir.
Teorem 4.2.21. Sonlu boyutlu bir Y normlu uzaymin bir M alt kiimesinin kompakt olmasi
icin gerek ve yeter sart M nin kapali ve sinirli olmasidir [36].
R™ de (veya baska herhangi bir sonlu boyutlu normlu uzayda) kompakt alt kiimeler tam
olarak kapali ve sinirli alt kiimelerdir. Sonsuz boyutlu normlu uzaylarda bu gecerli
degildir.
Teorem 4.2.22. Bir Y normlu uzayinda M = {y:||y|| < 1} kapali birim yuvari kompakt
ise, Y sonlu boyutludur [36].
Tamim 4.2.23. V ile W aym1 K cisim iizerinde tanimli lineer uzaylar, T:V — W bir
doniistim olsun. Her u,v € V ve a € K igin
Tu+v)=Tw) +TWw)
T(au) = aT (u)
oluyorsa T’ye bir lineer operator denir [36].
Tamim 4.2.24. Bir Y normlu uzayindan bir Z normlu uzayina tanimli 1:1 6rten ve normu
koruyan yani her y € Y igin
ITyll = liyll,
esitligini saglayan bir lineer operatdre izomorfizm, Y ve Z uzaylarma da izomorfik

normlu uzaylar denir [36].

4.3. Dizi Uzaylan

Tamm 4.3.1. K =RyadaK = C ve N, = NU {0} olsun.
Reel ya da kompleks terimli buttin dizilerin kiimesi w olsun, yani
w =KMo = {u = (Uiken, w:No > K, ko u = u(k)}
w kiimesi koordinatsal toplama iglemi
(W), Vi) = (g + vi)
11



ve skalerle ¢arpma islemi
(4 (W) > (Auy)
ile birlikte K cismi iizerinde bir lineer uzaydir. w’nin her bir lineer alt uzayma dizi uzayi
denir. w’ nin yanisira w’nin asagidaki alt kiimeleri dizi uzaylaridir.
Biitiin sinirl dizilerin kiimesi
m =l = {u= ) €w:llullew = supy|ug| < oo},
biitlin yakinsak dizilerin kiimesi
c = {u = (ug) € w:limpuy, mevcut},
biitiin sifir dizilerinin kiimesi
co = {u = (U) € w: limwy, = 0},

bltin mutlak toplanabilir dizilerin kiimesi
[=1"={u=(w) €w:llull, = Zlukl < oo},
k

smirl kismi toplamlara sahip tiim dizilerin kiimesi
bs = {u = (w) € w:llullps = supy|Xi—; wil < o},
bltun toplanabilir dizilerin kiimesi
cs ={u = (w) € w: QR-oux) € c} [37].
Ornek 4.3.2. w lizerindeki en popiiler metrik her (uy), (v,) € w icin

|uk_vk|
- 28(1 + |lu — v D)

d,(u,v) =

seklinde tanimlidir [4].

Ornek 4.3.3. m = I, Uzerindeki metrik her (u;), (v;) € l icin
doo (U, v) = supyluy — vyl

dir. Bu metrik ayn1 zaman da c, Ve c¢ uzaylari i¢inde gegerlidir [4].

Ornek 4.3.4. Bir diger dizi uzay1 6rnegi de mutlak p-toplanabilir dizilerin uzay1 olan
L = {x = (xy) € W:leklp < 00}. (0<p<o)
K

I, uzayidir ve bu uzay iizerindeki metrik ise her (u), (vy) € L, igin

Yo
dy (u,v) = <Z(|uk - kap)
k

[4].
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Tanim 4.3.5. Sonsuz A ve B matrisleri igin AB mevcut ve AB =1 ise A’ya B’nin bir sol
tersi B’ye de A’nin bir sag tersi denir. Ayrica BA’da mevcut ve AB = BA =1 ise B’ye A’
nin bir tersi denir [37].
Bu tanimda I = (§;;)

% = {(1) - j
seklinde taniml1 birim matristir.
Tamm 4.3.6. Bir A = (a,,;) matrisinde k > n i¢in a,;, = 0 ise A’ya alt G¢gensel matris;
ann # 0 oldugunda da A’ya liggensel ya da normal matris denir [37].
Teorem 4.3.7. A liggensel bir matris ise asagidaki ifadeler saglanir:
i) Her y € w igin Ax = y denklem sisteminin tek bir ¢oziimii vardir.
il) A’nin bir tek sag tersi vardir. Bu ayni1 zamanda sol terstir ve tiggenseldir. Dolayisiyla A’
nin tersi vardir.
A’nm birden fazla sol tersi olabilir. Ancak bunlardan sadece A’nin tersi olan matris
ucgenseldir [37].
Bazi durumlarda, iki dizi uzay1 arasindaki en genel lineer operatdr sonsuz bir matris
tarafindan verilir. Bu nedenle, matris doniisiimleri teorisi, dizi uzaylarinin incelenmesinde
her zaman biiyiik ilgi gérmiistiir. Simdi matris doniisiimii tanimin1 verelim.
Tanim 4.3.8. A = (a,x) (n,k = 0,1,2,... ) reel ya da kompleks a, sayilarinin sonsuz bir

matrisi olsun. Bir u dizisinin Au ile gosterecegimiz A-doniisiim dizisini matris ¢arpimi

yardimiyla
[o0]
Qoo Qo1 Qoz - Qok = [“o] [2k=o Aok Uk |
|Z1o 211 212 - glk - |IZl I | Zk=o Q1rus I
Ay =|720 T2 T2z 2 172 1= |2k =0 Q21 Uk I
: : coonn 2
[a?o G Gz - Gk iy Ilule l ankuk |

olarak elde ederiz. Au = {(Au),} doniisiim dizisinin genel terimi

(Au)n = Z ankuk, (TL € N):

k

dir ve doniisiim dizisi her bir n € N i¢in Y anruy, serilerinin yakmsak olmasi halinde
mevcuttur [4].
Tanim 4.3.9. A ve u herhangi iki dizi uzay1 olsun. A uzaymdaki her bir u dizisi igin Au

doniisiim dizisi var ve p uzayinin elemani oluyorsa, A’ya A uzaymndan u uzayma bir matris
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doniisiimii denir ve A: 4 — u seklinde gosterilir. Boyle olan biitiin A matrislerinin sinifint
(A : ) ile gosteririz [4].

Tamim 4.3.10. Yakinsak bir diziyi yakinsak bir diziye limitini koruyarak doniistiiren lineer
doniigiime regiiler doniisiim denir [37].

Tanim 4.3.11. Bir u € w dizisi igin ,ﬁ’ﬁ(“l“)n = a, yani u’nun A —limiti « ise u dizisi «
kompleks sayisina A-toplanabilir denir ve u — «a(A) ile gosterilir. A matrisi bir
toplanabilme metodu veya matris doniistimii tanimlar [4].

Birinci mertebeden Cesaro ortalamasi tinlii bir toplanabilme metodudur ve asagidaki

C; = (cyy) matrisiyle tanimlanir.

vn,k € N icgin

1
r , 0<k<n,
Chk =n+1
0, k>n

Bir u = (uy) dizisinin C;-transformu

n
1
k=0

ile tanimh v = (v,,) dizisidir [37].

Teorem 4.3.12. Cesaro doniisiimii regiilerdir [37].

Tammm 4.3.13. Reel terimli x = (xq,x5,...,x,) dizisi y’ye Cesaro yakinsaktrs
% R Xk =y, Yyani | % R Xk — Y | — 0(n - o0 ) dir. Bu ¢alismada reel terimli Cesaro
yakinsak dizilerin uzay1 (C, 1) ile gosterilecektir [37].

Ornek 4.3.14. (x,)=(1,-11,—1,..,(-1D",..) dizisinin Cesaro yakinsakligini
inceleyelim.

Bu dizi raksak bir dizidir.

n

k=1

.0, ncift ise,

S|

, n tek ise,

SIFr3|R

i i Iyvn _qyn _ 1| _

m tek ise 751—@ |n2k=1( 1 n| =0,
A ; Isn _1\n _ _

n ¢ift ise 75112) |n2k=1( 1) 0| =0,

oldugundan (x,,) dizisi raksak oldugu halde 0 sayisina Cesaro yakinsaktir.
Onerme 4.3.15. Her yakinsak u dizisi C; —toplanabilirdir ve lim u,, = lim (Cyu),, dir
n—-0oo n—-co
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[38].
Tanim 4.3.16. Bir A sonsuz matrisinin bir A dizi uzayi tizerindeki etki alani
Ag={u=(u) Ew:Au € 1},

ile tanimli bir dizi uzaydir.
A tiggensel bir matris oldugunda A , dizi uzayi ile A dizi uzayi lineer izomorfiktir [38].

Klasik toplanabilirlik teorisi, ger¢ek veya karmasik say1 dizilerinin veya serilerinin
yakinsamasimin genellestirilmesiyle ilgilenir. Buradaki fikir, orijinal dizi veya seri yerine
bir dizi veya serinin bir donilisiimiinii dikkate alarak, waksak dizi veya serilere bir limit
atamaktir. Iki dizi uzay: arasindaki en genel lineer operatdrler sonsuz bir matris tarafindan
verildiginden sonsuz matrislerle temsil edilen 6zel doniistimler tercih nedenidir.
Tamm 4.3.17. Bir Y dizi uzayi i¢in

{(up) ew:3v, €Y, VEkEN: |uy| < |vil}cY

saglaniyorsa Ydizi uzayma solid denir [37].
Tamm 4.3.18. Y bir dizi uzay1 olmak tizere her u € y ve v € Y icin uv € Y oluyorsa Y ye

monoton denir.

Burada y = {u = (u;) € w: Vk € N°: w, € {0,1}} dir [37].

4.4. interval Aritmetik

Matematikte diger aralik tiirleri (agik, yar1 agik) olsa da, odak noktamiz kapali

araliklar olacaktir. Bu ¢alismadaki interval terimi, kapali bir aralig1 ifade eder.
Tanmm 4.4.1. U, U €R olmak iizere reel sayilarin [Q,ﬁ] = {U ER:ULSUL
U} seklindeki bir alt kiimesine interval denir. [39].

Tanmm 4.4.2. U = U ise U ya dejenere interval denir. Bu tiir interval bir reel sayty: ifade
etmektedir [39].

Bu ¢alismada reel sayilarin intervallerinin kiimesi P ile gosterilecektir. Yani P nin
her eleman1 U dur ve asagidaki sekilde temsil edilir.

P={UeRU<U<U}
dir.
P kiimesi,
IUllp = suplitiiz, t€eU, UeP, ltllg=1Itl,

seklinde tanimli norm ile bir normlu uzaydir [39].
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Tanim 4.4.3. [Q , ﬁ] ve [K , V] iki interval olmak iizere bu intervallerin esitligi

v, v]=v.v]

U=V, U=V

seklinde tanimlanir [39].

Tamm 4.4.4. U = [U, U] ve V = [V, V] iki interval ve 1 skaler olsun. R tizerinde toplama,

cikarma ve skalerle carpma islemleri sirasiyla,

U-v=|[Uu,Ul-[v.vl=[u-Vv,U-
— ([ay,aU]  A=0ise
Alu,ul={"=
[AU,AU] A< O0ise
seklinde tanimlanir [39].
Tamm 4.4.5. Tim reel degerli intervallerin kiimesi olan P, Hausdorff metrigi olarak
adlandirilan h metrigi ile metrik uzaydir ve burada h su sekilde tanimlanir:
U-vl} 2

P'nin h fonksiyonu ile tam bir metrik uzay oldugu kolayca elde edilir. U ve V dejenere

h(U,V) = max{|U — V|,

intervaller oldugunda h , R metrigine indirgenir [8].
Tamim 4.4.6. (intervaller icin siralama bagntilar1) Reel sayilarn “<" bagntisiyla
siralandigini biliyoruz. Buna karsilik gelen bagint1 intervaller icinde tanimlanabilir.
Ayni sembolii intervaller i¢in asagidaki gibi kullanacagiz.
U < V olmas1 U < V olmas1 demektir.
Intervaller icin gecisme ozelligine sahip diger bir swralama bagintis1 alt kiime olma
bagintisidir.
U =[U,U]veV = [V,V] iki interval olmak iizere
Ucv—-[U, U]l clv,V]eU<sVvwersu
seklinde tanimlanir [39].
Tamim 4.4.7. Bir interval sayr dizisi tanim kiimesi N, deger kiimesi P (intervallerin
kiimesi) olan bir fonksiyondur. Yani
fiN->P,  f(k)= (U
seklinde tanimli fonksiyona bir interval dizi denir. Burada her k igin
U = [gk'ﬁk]
16



dir [32].
Bu ¢alismada tiim interval dizi uzaylarinin sinifi w(P) ile gosterilecektir. Yani
w(P) ={(Uy):k e N, U, € P},
dir.
Interval say1 dizilerinin yakinsamasinimn tanimimi asagida verelim
Tamim 4.4.8. (U,) interval sayilarin bir dizisi ve U, bir interval say1 olsun. V & > 0 i¢in
3k, € N oyleki Vk > k, icin h(Uy, Uy) < € oluyorsa (U,) dizisi U,’ a yakinsaktir denir ve

li;n U, =U, veya (Uy)— Uy(k - o)seklinde gosterilir, Yani; Igim Uy =Uy, &

limU, = U, ve Iéimﬁk = U, dir [39].

k—oo

Ornegin; (Uy) = [~ —

—5 7] olmak Uzere (Uy) interval say1 dizisini goz 6niine alalim.

. . 1
e = il T 100 =0
olup (Uy) dizisi [0,0] = 6 aralik sayisina yakinsar [32].
Tamm 4.4.9. Interval sayilarm sifira yakinsak, yakinsak ve smirli dizilerinin uzaylari

sirastyla agagidaki gibi tanimlanir:

P, = {(U) € w(P): lim U = [0,0] = 6},

P. = {(Ui) € w(P):lim U, = Uy, Uy € P},

P = {(Uk) € W(P):Sllip{ |ﬁ|, U_k|} < oo}

Bu uzaylardan alinan her (Uy, V},) dizisi igin

d(Uy, Vi) = supy {max{|gk - Vi

)

U —Vil}}

ile taniml1 d fonksiyonu ile bu uzaylarin her biri bir tam metrik uzaydir [2].
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5. QUASILINEER UZAYLAR

Bu boliimde quasilineer uzaylara iliskin bazi tanim teorem ve sonuglara yer

verilecektir.

5.1. Quasilineer Uzaylar

Aseev [8] makalesinde quasilineer uzay kavrammi kismi sirali kiime {izerinde
tanimlamig ve " = " bagintis1 bir kismi siralama bagintis1 oldugundan her lineer uzayimn bir
quasilineer uzay oldugunu kanitlamistir. Bu bilgiden yola cikarak quasilineer uzaylarin
lineer uzaylarm bir genellestirmesi oldugunu séyleyebiliriz.

Simdi lineer uzaylarin kapsamli bir genellestirmesi olan quasilineer uzaylarin
tanimini verelim.

Tamm 5.1.1. Bir Y kiimesinde tanimlanan toplama islemi, skalerle ¢arpma islemi ve kismi
sira bagntisi ile asagidaki kosullar saglandiginda, Y'ye quasilineer uzay denir:
i. us<u,

ii. UK v, vIw=uUs<w,

iii. uK v, vsu=>u= v,

iv. u+v=v+u,

V. u+ w+w)=wWw+v)+w,

Vi. u + 6 = u olacak sekilde bir 8 € Y vardur,
Vii. w.(Auw) = (uA).u,
viii. u(u+v)=pu+u.v,

iX. l.u=u,

X. 0.u =0,

Xi. L+ Du<spu+i.uy

Xii. US VD ULUS U,

Burada tim u, v,w,p € Y ve u,A € R [8].

Bu ¢alismada, quasilineer uzay qls olarak kisaltilmustir.

En basit lineer olmayan quasilineer uzay drnegi reel sayilarin intervallerinin olugturdugu
sinif olan P kimesidir.

Tanim 5.1.2. Bir Y quasilineer uzaymnm Z alt kimesi Y’deki ayni islemler ve kismi
siralama bagintisiyla quasilineer uzay oluyorsa Z’ye Y nin alt uzay1 denir [18].
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Tamm 5.1.3. Bir Y quasilineer uzaymnn bir U eleman1 igin U + U’ = 6 esitligini saglayan

ve Y nin elemani olan U’ ye U’nun tersi denir [18].

Tamim 5.1.4. Bir Y quasilineer uzaymda U € Y elemanin tersi mevcutsa regiiler eleman,

tersi mevcut degilse singiiler eleman denir. Y’nin regiiler ve singiiler elemanlarinin

kiimeleri sirasiyla Y, ve Yy ile gosterilir [18].

Uyan 5.1.5. U €Y, elemani regiiler ise toplamaya gore U’nun tersi olan U’ tektir ve U’ =

—U = (—1)U ile gosterilir.

Tamm 5.1.6. Y bir quasilineer uzay1 olmak iizere bir U € Y icin —U = U oluyorsa U

elemanmna simetrik eleman denir. Y’nin tiim simetrik elemanlarinm kiimesi Ysp,, ile

gOsterilir [18].

Teorem 5.1.7. Y;, Y5y Ve Yg U {0} kimeleri Y quasilineer uzaylarmnin alt uzaylaridir [18].

Sonu¢ 5.1.8. Y quasilineer uzayr bir lineer uzay ise Ysp, = {0} asikar uzay1 ve
Y, =Y veY; ={0}olur.

Uyan 5.1.9. Eger U €Yy singiiler ise —U = (—1)U yine mevcuttur. Fakat U’nun

toplamaya gore tersi mevcut degildir.

Sonu¢ 5.1.10. U €Y, regiler elemanise U — U = 0

U €Y, sifirdan farkli bir singiiler eleman ise U — U # [0,0] dw. Fakat U — U 2 [0,0]

olur.

Sonug 5.1.11. i) Y, ile Y; nin tek ortak eleman1 sifirdir.

i) Yy € Y, dir.

5.2. Normlu Quasilineer Uzaylar

Tammm 5.2.1. Y bir quasilineer uzay, her uw,v € Yve u skaler icin, n:Y — Rreel
fonksiyonu asagida verilen sartlar1 sagliyorsa, Y ye bir normlu quasilineer uzay denir [8].
. u#6=>nw>0
ii. nuw+v)<n +n)
iii.  n(uu) = |u| - n(w)
iv. u<v = nlw<nl)
V. V& > 0ic¢in3 ug €Y vardir, 6yleki

usv+usven(us) <6 =us<v olr.
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Teorem 5.2.2. Bir Y normlu quasilineer uzayinda her U,V, W, Z € Y igin Hausdorff metrik
)Va e Ricinh(a.U,a-V) = |al.h (U,V)

mhU+V,Z+W) < h(U,Z2) + h(V,W)

il uvly= hU,0)

sartlarini saglar [8].

5.3. Saglam Zeminli Quasilineer Uzaylar

Tamm 5.3.1. Y bir quasilineer uzay ve U, Y’nin bir eleman olsun. " < " kismi siralama
bagntisina gore U’dan 6nce gelen tiim regiiler elemanlarin kiimesine U’nun zemini denir.
U’nun zemini Fy ile gosterilecektir ve
Fy={Y €YY < U}

seklinde tanimlanir. Burada Y,., Y quasilineer uzaymin regiiler alt uzaymi gostermektedir
[15].
Tamm 5.3.2. Bir Y quasilineer uzaymda Y’nin her elemani zemininin supremumu olarak
elde edilebiliyor ise Y uzayma saglam zeminli veya konsolide uzay adi verilir. Bagka bir
ifadeyle Y’nin her U elemani igin

U= szipFU = szip{Y EYY U}

oluyorsa Y’ye saglam zeminli uzay adi verilir. Burada supremum Y quasilineer uzayi
tizerindeki kismi siralama bagintisi olan " < " bagmtisi tizerinden alinmaktadir [15].
Teorem 5.3.3. P quasilineer uzay1 saglam zeminli bir quasilineer uzaydir [15].
Ispat. Her U € P igin supF, = U oldugunu gosterirsek ispat1 yapmis oluruz. Keyfi bir
U € P alalim. Buradan
Fy={Yy e (P),:Y < U}
={YyeR:Y < U}
supF, = sup{Y e R: Y < U}
=U
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6. BULGULAR ve TARTISMA

Tamm 6.1.1. interval degerli U = (Uy) = (Uy, Uy, Us, ..., Uy, ...) dizisi V =[V,V]ye
Cesaro yakinsaktir & h(% Yr=1Ur, V)= 0olur.

Ces; ve Ces;  bu galismada sirasiyla interval degerli Cesaro yakinsak dizilerin ve

interval degerli sifira Cesaro yakinsak dizilerin uzaylarimni temsil eder.

RN £ S
Ces; = {(Uk) €w(P): limh <E;[Qk, Ul [V, V]> =0,[v,V] e P}
Ces;, = {(Uk) €w(P): limh (%Z[gk,ﬁk], [0,0]> = {0}}

k=1

Simdi bu kiimenin iyi tanimli oldugunu yani en az bir eleman1 oldugunu gosterelim.

Ornegin, ([—1%]) dizisi Ces; kiimesine aittir. Gergekten, kolayca gorulebilir Ki

1% 1
lim—z [—1,—.] = [~1,0]
n M [
i=1

dir. Bu ylizden Ces; # @ dur.
Lemma 6.1.2. U ve V reel sayilarin kapal1 iki alt kiimesi olsun. Bu durumda
max(U + V) < maxU + maxV
Ve
sup(U + V) < supU + supV
ifadeleri gecerlidir [38].
Bu lemmanin sonucu olarak asagidaki lemma verilebilir. Ciinkii Ces; ile tanimli kiimenin
elemanlarinin her bir terimi reel sayilarin smirli U ve V gibi iki alt kiimesini olusturur. Bu
calismada kullanilan + operatorii  verilen araligm  u¢ noktalar1 kullanilarak
tanimlandigindan yukaridaki lemmanin ikinci sartini saglar.
Lemma6.1.3. U = (Uy) ve V = (V) € Ces; olmak Uizere
supe ((Ui) + (Vi) < supy(Uy) + supy (Vi)
esitsizligi gegerlidir.
Teorem 6.1.4. Interval degerli dizilerin w(P) kiimesi, bu kiime iizerinde taniml1
her U,V € w(P) igin,
U= (U = ([Uy, U,),[Us, U], o) [Un, Ui, )

V=)=V [%V,] [V Vi )
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U+V = ([Uy + Vi, Up + Vi) (3)
AU = A([U 'ﬁk]) = (A[U 'Uk])

AU To] = {[AQ,AU], A= 0ise @
T[T, AU], A< 0ise

islemleri ve

UsV e U, U € [V Vil (5)

siralama bagmtisi ile bir quasilineer uzaydir.
Tiim sinirh interval dizilerin P, uzay1 w(P) nin bir alt quasilineer uzayidir [17].
Onerme 6.1.5. i) Ces; nin regiiler alt uzay1 Y = ([Yy, Y11, [Y,, Y21, ...) seklindeki dejenere

araliklardir. Yani

(Cesp), = {{[Qk,ﬁk]} € Ces;:her kicin U, = ﬁk} :
dir.
Buna gore (Ces;), = (C, 1) dir.

Omegll’l, ([_1I _1]I [1I 1]1 [(_1)k ) (_1)k]1 ) € (CeSI)TI
dir.
ii) Ces; nin singuler alt uzay1 (Ces;)s dejenere olmayan araliklardan olusur ve bu uzay

lineer olmayan alt uzaydir.

(Ces))s = {{[Qk,ﬁk]} € Ces;:her k icin Uy, # ﬁk} u{o}

Ornegin; ([—1,0],[0,1],[-1,0],[0,1],...,[—1,0],[0,1],...) € (Ces;)s,
dir.
iii) Ces; nin diger bir dnemli alt uzay1 olan simetrik alt uzay
(Cesp)sym = {[-U, U} (U € (¢, D }
dir. Bu uzay Ces; lineer olmayan bir alt quasilineer uzayidir.

Teorem 6.1.6. Ces; uzay1

d(U,V) = sup{max {% . |ﬂ— Vi
n

2 3 |T -V (6)
fonksiyonu ile bir metrik uzaydir.

Ispat. i) Her U,V € Ces; i¢cin U # V iken, d(U,V) = 0, oldugu kolaylikla gériilebilir.
U=V & dU,V) = 0 oldugunu ispatlayalim.
U=VeVieNignU; =V, vel; =V,
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Buradan |U; — V| =0ve [U; - V| =0 dU,V) =0
i) d(U,V) = d(V,U) oldugu asikardur.

iii)d(U,V)=sup{max{ |U V| YrL|U - V|}}

=sup{max{ Ui -vi-z +Z| ?zlli-—ﬁ—?ﬁ?il}}
n

n n
1 1 - _ _
< su {max{i(m “ 2l s -uD A (T -7+ - viD}}
i=1 i=1

=sup fmave (L2210~ 2 [T~ Z) +2 52412~ vl 17, i)

=sup {max (21, (10, - 2 [0~ Z)} + max {2 21,12 - vl 2~ Vi) )

n n
1 A 1 -
< Slép {max {EZOQ‘ - z|,|U; - ZJ)}} + szip {max {; Z(lli AN VJ)}}
=1 i=1

=dU,2)+d(Z,V).

Buradan d(U,V) < d(U,Z) + d(Z,V) oldugu elde edilir.

O halde d bir metrik ve (Ces;, d ) bir metrik uzaydir.

Teorem 6.1.7. (Ces;, d), (Ces,o, d) uzaylar1 (6)’da verilen d metrigi ile tam metrik

uzaydir.

Ispat. (U™), Ces, uzaymnda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
ur =) = L,U5, .., UL ), U™ = (UR) ve UL = [ri,ﬁ” olmak tizere

dUur,u™) - 0,(r,m - o),

A _U;"u} o

1 1 —T —m
max{; Z=1|ri_gkm|'; 1]:=1|Uk_Uk |}—>0, (r,m—>oo),

dir.

Buradan (r,m — o) icin

1 n n
sup max {— Z U Z
n k=1

k=1

Bu ise her bir n igin

olmasi demektir. Buradan, her bir n igin

1 1 =T =m
PaUT = U™ > 0ve 235 U - Ti | >0,
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dir. Bu bize (ka)::_lve (U;n) reel say1 dizilerinin Cesaro transformunun bir Cauchy
- m=1
dizisi oldugunu gosterir. Reel sayilarmn Cesaro yakinsak diziler uzayinm tam oldugunu

biliyoruz. Dolayisiyla, (ka)::_l ve (ﬁ:l) dizilerinin sirasiyla Uy, ve U, sayilarina
= m=1

Cesaro yakmsak oldugunu varsayalim. Her kicin U™ < ﬁkm, oldugundan U, < U,
yazabiliriz. Boylece elde edilen U = [Uy, U, | araligini dikkate alalim. O zaman r — oo igin
dUr,U™) - d(U,U™) elde ederiz.

(ka) ve (ﬁkm) dizileri sirasiyla U, ve U, sayilarma Cesaro yakinsak oldugundan, her
pozitif &; ve &, sayilar1 igin m > m,(g;) iken

2 2=1|Qk _ka| <&,

m > my(e,) iken de

1on | M
Lvr U - T <e

olacak sekilde m,(e;) ve mgy(e,) sayilar1 vardir. & ve &, sayilarinin maksimumuna &

diyelim, yani e = max{e,, &,} olsun. Bu durumda m > max{m,(e;), my(e,)} iken
1 1 = M
max {230_ U = U220 [Ue - T} < o (7)

olur. Ispatm gidisat1 izlendiginde (7) esitsizliginin her bir n i¢in saglandig1 gériiliir. Bu

demektir ki

du,um) = sz:p {max {%|Qk - u™ ,% n |ﬁk — ﬁ;n”} <e.

Bu ise U € Ces; oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 6.1.8. Ces; uzayi, (3), (4) ile verilen islemler ve (5) ile verilen kismi siralama
bagintisiyla bir quasilineer uzaydir.

Ispat. U,V,Z € Ces; ve a, B € Rayrica k € N icin

i. U < U oldugu agiktrr.

ii.U<V,V<Zise (5)’den dolay1 her 1 < k < oo i¢in U, €V, ve V, S Z, olur. Buradan
her 1 < k < oo, Uy, Vi, Z; € P ve P quasilineer uzay oldugundan U, € Z dir. BOylece
(5)°’den U < Z elde edilmis olur.

iii. UV ve V< U olsun. Bu durumda yine her 1 <k < o i¢cin U, €V, ve V}, € U,
bulunur. Uy, V,, € P ve P quasilineer uzay oldugundan U, =V, dir. Buradan da U =V

elde edilir.
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v.U+V=V+Uve
V.U+ (V+Z)=(U+V)+ Z oldugu kolayca gosterilebilir.
viU+60=U+ 0p,U;+0p,..,U,+6p,..)=U,U,, ... Uy, ..) =U
olacak sekilde 8 = (6p,60p,...,0p,...) € w(P) mevcuttur. 6, = 0 dur.
vii. a. (B.U) = a.(B. Uy, B. Uy, ..., BU,, ...) = (aB. Uy, aB. Uy, ..., aB. Uy, ...) = (af).U
olur.
Vil a(U+V) = a.(Uy +V, Uy +V,, ..., U, + 1, .00)
= (a.(U; + V), a.(Uy + V), .., a. (Uy + V), .0)
= (.U +a.V,a. Uy +aV,,..,a.U, +aVy, ...)
= (a.Uy,a. Uy, ..., .Uy, .. ) + (. Uy + a. Uy, ..., a. Uy, ...)
= a. (U, Uy .., Uy, ) +a.(V,Vy, ., V)
=alU+alV
elde edilir.
ix. .U = 1.(Uy, Uy, ..., Uy, ...)
= (1.Uy,1.Uy, ..., 1. Uy, ...)
= (U, Uy, ..., Uy, ...)
=4l
dir.
X.0.U =0. (U, Uy, .., Uy, ..)= (0.U;,0.U,, ...,0.U,, ...) = (0,0,...0) =0
olur.
Xi. (@a+p).U=(a+p).(U,Uy, .., Uy, ...)

=({(a+B).U,(a+pB).U,, .., (a+ B).Uy,..)
ve
a.U+B.U=a.(U,U,, .., Uy ...) +B.(U, Uy, ..., Up, ...)
=(a.Uy+p.U,a. U, + .Uy, ...,a.U, + .Uy, ....)

bulunur. U € w(P) iken 1 < k < oo igin Uy, € P ve P bir quasilineer uzay oldugundan
(a+p).U, € a.U,+ .U
olur. Buradan da
(a+p)U Ca.U+pB.U

elde edilir.
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Xii. USVve ZSWise 1<k <oigin U, €V, veZ, S W,olur. Buradan da U, +
Z, € Vi + W, olacagindan U + Z < V + W bulunur.

xiii UVise 1<k<oigin U, €V, olacagindan a € R igin a.U; S a.V, dir.
Buradan a.U < a.V elde edilir.

Dolayisiyla, Ces; (3), (4) islemleri ve (5) bagmtistyla bir quasilineer uzaydir.

Teorem 6.1.9. P. ve Ces; uzaylar1 lineer izomorf degildir.

Ispat. P. ve Ces, uzaylar1 arasinda T: P. — Ces;,

U->TW) =V, V=), (4h)= %Z[@ﬁk] (n €N).

doniistimiinii tanimlayalim.

Her X = (X,) = [Xy, Xi] ve U = (U}) = [Uy, Ui] € P. igin

Ui
k=1

=TX)+T(U)
T(a.X) = ~30 @ X aX] = a. G I [ X Xi]) = @. T(X), (@ € R).
Dolayisiyla, T doniistimii lineerdir. T doniisiimiiniin birebirligini inceleyelim. Bu amag i¢in
T(X) = T(U) oldugunu varsayalim. Buradan T(X) — T(U) = 6, elde ederiz, burada 6 =

[0,0] dir. T doniisiimii lineer oldugundan,
1 n
TX = U) == (X0 % - [Ue Te) = [00],
k=1

= =¥ (X — U Xi — U] = [0,0].
Bu ise her k € N i¢in X;, = Uy, ve X, = U, olmasin1 gerektirir.

Bu ise [ X, X | # [Ux, Uy| demektir. O halde T birebir degildir. Dolayisiyla P, ve Ces,
uzaylar1 lineer izomorf degildir.

Teorem 6.1.10. Interval degerli yakimsak bir dizi Cesaro yakimsaktir.

ispat. X = (X,,)), P de yakinsak bir dizi olarak Y = [Y, Y] araligma yakmsasin, yani

lim h(X,,Y) = 0olsun. h’nin tanimmdan
n-oo

lim max{|§n — X| , | Yn — 7|} =0,

n—-oo
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yazariz. Buradan il_m)l& - X| =0 ve ill’?ol X, — 7| = 0 elde ederiz. Bu ise reel degerli
(Kn) ve (X,,) dizilerinin yakinsak olmas1 demektir. Yakinsak bir reel say1 dizisinin Ceséro
yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu bilgiye bagl olarak ()_(n) ve (X,,) dizilerinin U ve U reel
sayilarina Cesaro yakinsak oldugunu varsayalim. Her n € N icin X,, < X,, oldugundan
Tlll_g)lo Xn < rlli_r)zloin dir. Buradan U < U yazariz. Ayrica, reel degerli dizilerde yakinsak bir
dizinin limiti ile Ceséaro limiti ayni oldugundan

tm. h([2, %, [0.T]) = fim (max{|z, - Ul | %, ~ ),

= lim (max{|X, = Y|,[ X, = Y[}, (n— o).

Buise X = (X,) dizisininY =[Y, Y] ye aymi zamanda Ceséro yakmsak oldugunu gésterir.
O halde P, c Ces; ve F,, c Ces,, igerme bagntilar1 gecerlidir.

Ornek 6.1.11. (X,,)) = [1 + %, 3] dizisi [1,3] noktasina yakinsak oldugunu biliyoruz.

(X,,) dizisinin [1,3] noktasina yakinsak oldugunu gosterelim.

h([1 +% 31,[1,3]) = max{|1 +%— 1|, 13 -3}

= max{%, 0} = % - 0(n - )

oldugundan (X,) dizisi [1,3]’¢ yakinsaktir. Simdi bu dizinin [1,3] noktasina Cesaro
yakinsak oldugunu gosterelim.

Bunun igin

1 n
h(;kzzlxn [13]) = 0(n = o)

oldugunu gostermeliyiz.

1% 1% 1
RG Y X [L3D) = hG Y [1+7 3113
k=1

k=1

= h(l([l +1,3]+[1+ %,3] +-+ [14+ %, 3D, [1,3])

n

—h1+13 1_|_13_|__|_1_|_1313

N ([n n'n]'([n Zn'n] ([n n.n'n]'['])

=h 1+1 1+1+ +1 31,11,3

= h([1+ (L4 5+ +-),3,[13])
1 1 1 1 1 1

=max{|1+—(1+—+~--+—>—1|,|3—3|}=—(1+—+---+—)—>0(n—>00)
n 2 n n 2 n
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Onerme 6.1.12. Interval degerli raksak olan bir dizi Cesdro yakisak veya Cesaro wraksak
olabilir.
Simdi waksak olan bir interval dizisinin Ceséro anlaminda yakinsak olabilecegine dair bir
ornek verelim.
Ornek 6.1.13. X = (X,,) = {[-1,0],[0,1],[-1,0],[0,1], ..., [=1,0],[0,1], ...} interval dizisi
raksak oldugu halde Hausdorff metrigine gore [— %,%] ye Cesaro yakinsaktir. (X,,) dizisi
icin
Xon+1 = [~ ntl ’ .
2n+12n+1

dir. Bu alt dizinin Ceséro yakinsakligina bakalim.

]

n+1 n

lim h(Xpnen, [=5,5]) = limh(|-
n—-oo

11 o .
lim st bl [_E'ED =0 oldugunu  gobstermeye

calisalim.
1

n-oo 2n+1 )| |2n+1 E})

n+1 || |
21" 2n+1 2}

fimmart| 3

Maksimum deger | ise,

limmax

| n+1
n—-oo

s |—00Iur

. o 1] -
Maksimum deger |L — —| ise,

limmax |2 ol —| = 0 olacagindan (X,,4) dizisi [— = —] ye Cesaro yakmsaktir.
n—-oo
(X2n) = —1,% alt dizisinin de Ceséro yakimsakligma bakalim.

limh (X limh ! 11 l

i h Kan [_5‘2])_ mh(l=7 2] [=5:3P= L_r)nmax|——+2| |___|}

= limmax{0,0} =0

n—oo

O halde (X,,) alt dizisi de [—= ] ye Cesaro yakinsaktir. Dolayisiyla (X,) dizisi [—— %]

ye Cesaro yakinsaktir. Boylece yaklnsak olmadig1 halde Cesaro yakimsak olan bir interval
dizi 6rnegi verdik. Bu da P, c Ces; kapsamasinin kesin oldugunu gosterir.
Simdi de 1maksak olan bir interval degerli dizinin Cesdro anlaminda da iraksak

olabilecegine dair bir ornek verelim.
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Ornek 6.1.14. X = (X,,)) = {[-1,1],[-2,4],[-3,9],[—4,16],...[-n,n?],..]} interval
degerli dizisinin wraksak oldugu agiktir. Simdi Cesaro anlaminda yakinsak olup olmadigmna
bakalim.

n=1igin[-1,1]

n=2 igin%([—l,l] +[-24]) = -2 E]

n=3icin 2 ([-1,1] + [-24] + [-39]) = [-2,]

n = 4icin i ([-1,1] + [-2,4] + [-3,9] + [-4,16]) = [-2 Q]

2’ 4

n = 5icin = ([~1,1] + [-2,4] + [-3,9] + [-4,16] + [-5,25]) = [-3,11]
n = 6icin g ([-1,1] + [-2,4] + [-3,9] + [-4,16] + [—5,25] + [6,36])

[ 2191

66

n - o oldugunda waksak olacagi asikardir. BOylece hem 1iraksak hem de Cesaro
anlaminda wraksak interval degerli dizi 6rnegi vermis olduk.
Teorem 6.1.15. Ces; © P, yani Ces;, P;_nun alt uzayidar.
Ispat. Ces; c P, oldugunu gostermek igin

X = (Xi) € Ces; icin X € P, oldugunu gosterecegiz.

X € Ces; & lim h(GEroy Xi) = 0 dir.

RS X V) = hC ([X Ko |+ -+ [X0 K, [1,7])

Xt + Xy X 4+ X,  —
= h([ : LIY.YD

n n

1 1, — =
= max{|£(£+ +ﬁ) - Y|'|E(X1 +ot X)) — Y|} - 0(n - o)
1 1,— — =
= |Z(é+ +ﬁ) —X| - 0 ve |£(X1 + -~+Xn) — Y| - 0(n —» oo igin)
(Xi) ve (X,.) dizileri R de Cesaro yakmsaktir. Dolayisiyla bu iki reel say1 dizi smirli olmak
zorundadir. Her k igin Xy < X, oldugunu da biliyoruz. Oyleyse ” [)&,)Tk ] ” de smirli olup
bu bize X = [ﬁ,X_k] € P, _oldugunu verir.

X €Ces; & h([% (ﬁ + - +ﬁ),%(X_1+ +X_n)], [Q,ﬁ]) — 0(n — o) olacak sekilde

bir U € P vardur.
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veces; oh(2(t++Y), W+ +7)],[LV]) - 0(n > ) olacak  sekilde
bir V € P vardur.
X,Y € Ces; igin X +Y € Ces; oldugunu gosterelim.

1 1, — _ _
h([ﬁ(ﬁ+ﬁ+---+ﬁ+£),<E(X1+Y1+---+Xn+Yn)],[Q+K,U+V])
=h(l Xy + o4 K)oy K4+ X))+ [t o+ ), e (Gt + V)], [UT]+
[V,V]) — 0 oldugundan (n - oo) icin

1 1 — — _
R+t X + 1), (S (X Y+ Xy + V)L [U+V, U +V]) -0

dir. O halde X +Y € Ces; du.

X € Ces;iken 1 € Rigin A X € Ces; oldugunu gosterelim.

—  ([2x,1x], A=0
AX=AXX]=4 =
[2X, 21X, A1<0
XeCes; & h([2(Xy+ -+ Xa), 2 (X5 + -+ %,)|, [ T]) = 0(n > o0) olacak
sekilde bir U € Ces; oldugunu biliyoruz.

A= 0ise AX = [AX, A1X] den

h([%()t)& + ot /’U&),%(A)Tl +oet AX_n)], [ AU, AT))

1 1 _ _
= R Xy + -+ Xn), — (X1 + -+ X)) ALY, U
= A(G Ky + o+ X)) - (X + -+ X)) [U,T]) = 0(n - o0) igin
A < 0ise AX = [AX, AX] dir. (=1 > 0)

1, — .1 _
h([E(AXl + ot AXn),E(Aé + -+ X1, [ AU, AU]
=h (2D (X 4+ X)), 2D E + -+ X)L (~0[U,T])

1 1 _

= (=D Ky + -+ Xn), — (X3 + -+ X)L, [U, U]) = 0(n = 00)
X € Ces; iken 1 X € Ces; oldugunu gostermis olduk.
Onerme 6.1.16. Ces; dizi uzay1 ||Uyllp = max{|Uy|, |U\|} olmak iizere

n:Ces; =» R,

n(U) = s%pllUkllp,

seklinde tanimli n fonksiyonla normlu quasilineer uzaydir.
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Ispat. Her U,V € Ces, ve € R icin,

n(U) = 0 oldugu asikardir.

n(U) = 0 © supl||Ukllp =0, (k €N)
k

SHer k € N icin, ||Ugll, = 0,
s U=06.
n(U +V) = supl|Uy + Villp, (k €N)
k
< SI;P{IIUkIIp + IVl p 3,
= Sl}fp{”Uk”P} + Sl}fp{”Vk”P}
=n(U) +n(V),
n(pU) = sszIﬁUkllp, (k eN)
= Sllfp{lﬂlllUk”P}: (k € N),

= |ﬁ|-51;p{”Uk”P}: (k eN)

= |BIn(U).

U < V oldugunu varsayalim. Bu varsayimdan yola ¢ikarak P bir gls uzay1 oldugundan her

k€N, U, V., €P icin U, S Vg, ve |[Ucllp < IVillp yazariz. Buradan sup||Ugllp, <
K
sup||Vy|lp yazariz. Bu da n(U) < n(V) olmasi demektir.
K

U,V € Ces; olmak lzere her 6 > 0 icin 3Us € C,(1) vardr, oyle ki U<V +Us ve
n(Ug) < § esitsizlikleri saglanir. Bu sartlar altinda U < V oldugunu gosterecegiz.

Hipotezden dolay1 her k pozitif tamsayisi i¢in U, S Vi + Us, Ve

Sl;p”ng”P < § yazariz. P bir qls uzay1 oldugundan her k pozitif tamsayisi i¢in U, S V.

Bu da U < V olmas1 demektir. Bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 6.1.17. Ces; quasilineer uzay1 saglam zeminli bir quasilineer uzaydir.

Ispat. Her U € Ces;, i¢in supF,; = U oldugunu gésterirsek ispat1 yapmis oluruz. Keyfi bir
U € Ces; alalim. Buradan

FU = {Y € (Cesl)r:y < U}

dir. Buradanda Y < U ise her 1 <k < o igin Y, € U, olur. Boylece her 1 < k < oo,

Y, € Ces;, Uy € P igin P saglam zeminli bir quasilineer uzay oldugundan supFy, = U
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bulunur. Buradan da her 1 <k < oo igin Ces;, “< " bagntisiyla bir quasilineer uzay

oldugundan supF; = U olur.
Teorem 6.1.18. Ces; uzayi soliddir.
Ispat. Bir V € ces;icin n(U) < n(V) oldugunu kabul edelim. Buradan

Sl}fp”Uk”P < Sl}fp”Vk”P

= max{|Uy|, [Uk[} < max{|Vi|, [Vie[}

)

= U, <V, ve Up <V,

elde edilir. Bu ise U, <V, olmasi demektir. Buradan U € Ces; elde edilir. Bu nedenle

Ces; uzay1 soliddir.
Asikardir ki, her solid uzay monotondur.

Sonug 6.1.19. Ces; uzayi solid oldugundan ayni zamanda monotondur.
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7. SONUC VE ONERILER

Interval analizi, dizi uzaylar1 ve quasilineer uzaylara iliskin literatiir tetkik edilmis,
elde edilen bilgi ve bulgular 1s18inda Cesdro yakinsak interval degerli dizilerin uzay1
tanimlanarak, bu uzayin quasilineer uzay yapisi, bazi topolojik 6zellikleri, (regiiler,
singuler ve simetrik) alt uzaylari ile bazi kapsama bagintilari verilmistir.

Bu calisma ile ilgili literatlire yeni bir eserle katki saglanmistir. Sonug olarak, bu
tezin quasilineer dizi uzaylar1 ile ilgili yeni arastirmalara esin kaynagi olacagi

ongorulmektedir.
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