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OZET

OKLIDYEN VE HiPERBOLIK DUZLEMLERDE DUZGUN VE YARI-DUZGUN
DOSEMELERIN INCELENMESI

Sevda ARSLAN
Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz, 2019
Danisman : Prof.Dr. Ali DENIZ

Bu tezde Oklidyen ve hiperbolik diizlemlerde, diizgiin ¢okgenlerle yapilabilen
dosemelerinden her kosede ayn1 kose tipinin (ayni tiir cokgenlerin aymi sirada yer almasi
durumu) oldugu doseme tipleri arastirilmistir. Bu tiir doseme tipleri diizgiin ve
yari-diizgiin doseme olarak adlandirilirlar. Oklidyen diizlemde diizgiin veya yari-diizgiin
olan toplam 11 diizlem ddsemesinin mevcut olduguna dair bir kamt verilmistir. Oklidyen
duruma benzer sekilde hiperbolik durum incelenmis, hiperbolik diizlemde sonsuz sayida
diizgiin doseme oldugu kanitlanmistir. Hiperbolik diizlemde diizgiin dosemelerden
tiretilen ve literatiirde varligi bilinen dosemeler incelenmistir. Ayrica ddsemenin
herhangi bir kosesinde birlesen c¢okgen sayisina gore (bagdegerlik sayisi) doseme
tiplerinin olabilecegi durumlar incelenmistir. Son olarak hiperbolik diizlemdeki diizgiin

dosemelerin olusturulmasiyla ilgili bilgisayar programi yazilmistir.

Anahtar Sozciikler: Oklidyen diizlemde désemeler, Hiperbolik diizlemde dosemeler,

Kaplamalar, Diizgiin dosemeler, Yari-diizgiin dosemeler.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF REGULAR AND SEMI-REGULAR TILINGS OF
EUCLIDEAN AND HYPERBOLIC PLANE

Sevda ARSLAN
Department of Mathematics
Programme in Geometry

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July, 2019
Supervisor : Prof.Dr. Ali DENIZ

In this thesis, it is investigated the tilings of the same vertex type (the case of the same
polygons in the same order at every vertex) among which can be made by the regular
polygons in Euclidean and in hyperbolic plane. These type of tilings are called regular
and semi-regular tilings. It is proven that there are 11 type of regular or semi-regular
Euclidean tilings. In a similar way with Euclidean case, the hyperbolic case is studied
and it is proven that there are infinitely many regular tilings in hyperbolic plane. Well
known semi-regular tilings which are obtained from the regular ones are also examined.
Furthermore, it is studied possible cases of the vertex-types of hyperbolic semi-regular
tilings according to the number of polygons adjoined at a vertex. Finally a proramme is

written for hyperbolic regular tilings.

Keywords: Tilings of hyperbolic plane, Tilings of Euclidean plane, Tessellations, Regular

tilings, Semi-regular tilings.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tezde Oklidyen ve hiperbolik diizlemlerin diizgiin ve yari-diizgiin dosemeleri
arastirilip incelenecektir. Ancak bu incelemelere baslamadan Once iki diizlem i¢in de

ayni olan bazi temel kavramlardan bahsedelim.

Tamm 1.1 Diizlemi, aralarinda bosluk birakmadan veya herhangi iki kiimenin kesisimi
bir alan belirtmeyecek sekilde (ortiismeden) kaplayan diizlemsel sekiller kiimesine

diizlemin dosemesi, kaplamast denir.

Diizgiin Cokgen: Diizgiin cokgenler tiim kenarlar1 esit uzunlukta ve tiim acilar esit
derecede olan konveks (disbiikey) bolgelerdir. Bu ¢alismada daha c¢ok, dosemelerin
diizgiin ¢okgenlerle yapilanlarim arastiracagiz. Eger bir diizgiin cokgen n kenara sahipse
n-gen olarak adlandirilip {n} ile gosterilir. {3} eskenar ii¢cgeni, {4} kareyi, {5} diizgiin
besgeni, {6} diizgiin altigeni gosterir.

Kenar-Kenara Doseme: Cokgenlerle yapilan bir diizlem dosemesinde herhangi iki
cokgenin ya hig bir ortak noktas1 yoksa, ya tek ortak noktalar1 var ve bu nokta ikisinin de
kosesi ise yada bir dogru parcasi ikisinin de elemani ve bu dogru parcasi iki cokgenin de

bir kenari ise boyle dogsemelere "kenar-kenara" dosemeler denir.

Tamm 1.2 Bir kenar-kenara dosemenin bir X kosesi etrafinda ny,ny,....,n, € N olmak
lizere saat yoniinde nj-gen, np-gen, ..., n.-gen varsa X kogsesindeki cokgen dizilimine

(n1.ny....n,) kose tipi denir.

Kose tipi dongiisel sira diziliminden bagimsizdir yani bir kdsedeki ¢okgenleri saat
yoOniinde yazmak ile saatin tersi yoniiniinde yazmak ayni dosemeyi ifade edecektir.

Diizgiin Doseme: Her kosesinde tek tip diizgiin konveks ¢okgenler olan ve biitiin
koselerde ayn1 kose tipine sahip kenar-kenara dosemelere diizgiin doseme denir.

Yari-Diizgiin Doseme: Her kosesinde birden fazla farkli diizgiin ¢okgen olup sira
korunmak sartiyla olusturulan ve dosemenin her kosesinde ayni yapinin korundugu kenar-

kenara dosemelerine yari-diizgiin doseme denir.

Tamim 1.3 Uzaydaki herhangi bir nokta kenar-kenara dosemede herhangi bir ¢cokgenin
bir kosesi ise bu noktayi iceren diger cokgenlerin de kosesi oldugu icin o noktaya
dosemenin bir kosesi, uzaydaki herhangi bir dogru parcasi kenar-kenara dosemede
herhangi bir cokgenin bir kenart ise bu kenart iceren diger cokgenlerin de kenari oldugu

icin o dogru parcasina dosemenin bir kenart denir.

Calismamizda Oklidyen ve hiperbolik durumlardaki diizgiin ve yari-diizgiin
dosemelere baglamadan Once bu durumlar icin gerekli birtakim On bilgilerden

bahsedelim.



1.1. Oklidyen Durum Icin Gerekli Bilgiler
Oklid geometrisinin bes tane varsayrmi (aksiyomu) vardir. Bu aksiyomlar sunlardr:
» Iki farkli noktadan bir tek dogru geger.
* Bir dogru parcasi, bir dogru olarak uzatilabilir.
* Herhangi bir merkeze ve yaricapa sahip bir daire ¢izilebilir.
* Biitiin dik acilar birbirlerine estir.

+ (Oklidyen Paralellik Aksiyomu) Bir dogru iki dogruyu iki farkli noktada kesiyorsa
bu dogrunun bir tarafinda olusan i¢ acilarinin dlciileri toplamu iki dik aginin dl¢iileri
toplamindan kiiciik ise bu iki dogru i¢ acilarin toplaminin iki dik agidan kiiciik

oldugu tarafta kesisirler.

Burada ifade edilen paralellik aksiyomu Oklid in kullandig1 bicimde ifade edilmistir
ancak goriildiigii tizere oldukca karigik bir ifadedir. Bu ifade yerine buna denk olacak
sekilde ”Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru cizilebilir.” ifadesi

alinabilir.

(n—2).180
n

Oklidyen diizlemde diizgiin bir n-gen igin bir i¢ ac1 , ic ac1 Olgiileri toplamu
(n—2).m

(n—2).180, bir dis ag1 % dir. Bu dlgtiler radyan cinsinden sirastyla ~—;

,(n—2).wve

27” dir ve kenar uzunlugundan bagimsizdir. Bu diizlemde A; = (x1,y;) ve Ay = (x2,y2)

olmak iizere iki nokta arasmdaki uzaklik ise [AjAz| = \/(x2 —x1)2+ (y2 —y1)?
seklindedir.

1.2. Hiperbolik Durum I¢in Gerekli Bilgiler

Hiperbolik geometrinin ortaya ¢ikisi Oklid geometrisinin paralellik aksiyomuna
dayanmaktadir. Birbirlerinden bagimsiz olarak Lobachevsky, Bolyai ve Gauss hiperbolik
geometriyi kesfetmiglerdir. Paralellik aksiyomunun diger aksiyomlardan yola cikarak
elde edilebilecegini kanitlamak amaciyla olmayana ergi yontemini kullanarak paralellik
aksiyomunu “Bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel dogru cizilebilir.”
seklinde degistirerek bir celiski elde etmeye ¢alismislar, ancak celigki elde etmek yerine
hiperbolik geometri adi verilen tamamen tutarli bir geometri elde etmislerdir.

Dolayisiyla hiperbolik geometrinin aksiyomlar1 su sekildedir:
« ki farkli noktadan bir tek dogru gecer.

* Bir dogru parcasi, bir dogru olarak uzatilabilir.



* Herhangi bir merkeze ve yarigapa sahip bir daire ¢izilebilir.
* Biitiin dik acilar birbirlerine esittir.

* (Hiperbolik Paralellik Aksiyomu) Bir dogruya disinda verilen bir noktadan birden

fazla paralel c¢izilebilir.

1.2.1. Hiperbolik diizlemin modelleri

Ust yar1 diizlem modeli: Hiperbolik geometri icin noktalar kiimesi
H = {z € C|Im(z) > 0} ve dogrular da x-eksenine dik diisey yar1 Oklidyen dogrular ve
x-eksenine dik yar1 cemberler olarak alinarak olusturulan modele iist yar1 diizlem modeli
ad1 verilir. Bu geometrinin iist yar1 diizlem modelinde hiperbolik dogrulari hiperbolik
dogrulara gotiiren doniisiimler Mobius doniisiimleridir. Mobius doniisiimlerinin kiimesi
Mob(H) = {y(z) = %2 | a,b,c,d € R,ad — bc = 1} seklindedir. Bu modelde yay

cz+d
uzunlugu elemani ds = %\ /dx? + dy? seklinde verilir.

H de bir y: [0, 1] — H egrisinin hiperbolik uzunlugu, y(¢) = x(¢) + iy(¢) olmak tizere

1 2
/ ! ds:/ L\/<@) +<dy) dt,  ile bulunur.
yIm(z) o y(t) dt dt

H de bir A kiimesinin hiperbolik alani

1
ha(A) = /A (22 ——5dxdy = / —dxdy,  z=x+y

integrali ile bulunur.

Poincaré disk modeli: Poincaré hiperbolik disk modeli, hiperbolik metrik ile disk
olarak tamimlanan hiperbolik geometriye sahip iki boyutlu bir alandir. Bu model i¢in
noktalar kiimesi D={z = x+iy : |z| = v/x2+)2 < 1,x,y € R } dir. Dogrular da orijinden
gecen Oklidyen dogrular ve I diskinin simirma dik yar1 cemberler olarak alinarak
olusturulan modele Poincaré disk modeli adi verilir. Kesismeyen iki yay, paralel

dogrulara karsilik gelir ve dik olarak kesisen yaylar dikey dogrulara karsilik gelir. Bu

modelde  mébius  doniigiimlerinin - kiimesi  Mob(D) = {y(z) = %ﬁ—g I
a,b € C,|a> — |b|> = 1} seklindedir. Bu modelde yay uzunlugu eleman ds = —M
seklinde verilir.

Bir z noktasinin orijine olan hiperbolik uzaklig1 4 = In HIZI olarak hesaplanir. Eger

Bu z noktasinin orijine olan Oklidyen uzaklig1 x ise hiperbolik uzakligi 7 = |In( = 1tz )| dir.



Hiperbolik diizlemde kesisen iki dogru Sekil 1.1 deki durumlardan biri gibi olur.
Kesigen dogrularin ya ikisi de Sekil 1.1(a) daki gibi ¢cemberseldir, ya (b) deki gibi biri
cembersel biri dogrusaldir, ya da (c) deki gibi ikisi de dogrusaldir. Kesisen dogrular
arasindaki ac1 o noktadaki teget dogrularmin yaptig1 Oklidyen acidir ve iiggenin i¢ acilar
toplam1 7 den kiiciiktiir. Simdi {icgenin acgilar toplaminin 7 den kiiciik oldugunun

ispatina baglamadan 6nce bu ispatta kullanilacak olan bir teorem verelim.

(a) (b) ()

Sekil 1.1. Kesisen hiperbolik dogru tipleri

Teorem 1.4 Verilen herhangi bir P noktasindan gegen g diiz (diisey) dogru, g1,82,83;
C1,Cy,Cy merkezli cembersel dogrular olsun. Boylece
Z(g:81) =£DC\P, Z(g1,82) = LC\PCyve Z(g3,81) = m— LC1PC; dir.

Kamt. D', g iizerinde bir nokta olsun ve P, D ve D' arasinda kalsin. PTy, PT»; g| ve g
dogrularina P noktasinda teget dogrular olsun (bkz. Sekil 1.2). Cembere teget dogrular o

noktadan ¢izilen yarigapa dik oldugundan

Sekil 1.2. Bir noktada kesisen dogrular arasindaki act

/(g,81) = 4/D'PTy =t — /T\PC; — /C1PD = g — /DPC; = /DC,P dir.

4



Benzer sekilde;

v/
4(81782) = 4T1PT2 == ZTIPCI - ZTzPCl = E - ZTzPCl
= /ThPCy — /T>PC, = ZC 1 PC,

ve
Z(g3,81) = £(g3,8) + £(8,81) = LPC3D+ £DC\P = m — £C PC3 dir.

]
Teorem 1.5 Verilen herhangi bir hiperbolik dik ticgende i¢ acilar toplami 7t den kiiciiktiir.

Kamt. Uggenin dik olan acisina C diyelim. Dik agis1 ZBCA olan iicgen BC kesiti orijin
merkezli bir yaricapli dogru lizerine ve AC kesiti de y-ekseni lizerine gelecek sekilde
resmedildiginde C(0,1), A(0,k) ve B(s,t) olur. AB hipoteniisiinii iceren dogrunun
merkezine D(—d,0) ve B yi i¢eren diisey dogruya da SB diyelim. Herhangi bir iiggen bu
pozisyona getirilebilir. « = ZCAB = ZODA , B = ZABC = ZDBO olsun (bkz. Sekil
1.3).

D(-d,0) o) s
Sekil 1.3. Dik iicgende i¢c acilar toplami
a < & — B oldugunu gostermek istiyoruz. k 7 1 oldugundan

0< (k—1)*du.

5



2k <k +1

kK K+1 rP+1-d?

r 2r 2r

(KR =r2—d®, r#0)
sina < cosf8
sina < sin(g _B)
Boylece o< g - B olur.

OH‘B<% ise

T . 0
o+ B+ 5 <m  dir ve ispat tamamlanir.

Teorem 1.6 Herhangi bir iicgenin i¢ agilar toplami 7 den kiiciiktiir.

Kamt. Bir AABC ii¢geninde BC kenarina dik olan AD yiiksekligi icerde ise Z/BCA =
o agis1 o] ve op olarak boliiniir. Bu olusan iki tiggeni bir 6nceki onermedeki gibi AD

kenarinin y-eksenine resmedilmesiyle
T T
ZABC+ /BAD < > ve ZBCA+ ZCAD < 5
oldugu goriiliir (bkz. Sekil 1.4). Sonug olarak,

/ABC+ /BCA+ ZCAB = /BCA + ZCAD + ZABC + ZBAD

< +7r 7 olur
— = ur.
2

SIS

Eger AD yiiksekligi iiggenin disinda ise ZCAD = 0 diyelim. Onceki teoremde oldugu gibi
AABD dik iiggeninde ZABC + /BAD = ZABC + /BAC + ZCAD < % esitsizliginden
ZCAD + ZACD = ZCAD +  — ZACB < % esitsizligi ¢ikarildiginda ZABC + ZBCA +

6



Sekil 1.4. Ucgende i¢ agilar toplami

/CAB < 7 elde edilir.

Hiperbolik diizlemde diizgiin bir cokgen temel kavramlarda tanimi yapilan diizgiin
cokgen ile aynidir. Tiim kenar uzunluklar1 ve tiim agilar1 birbirine estir. Ancak Oklidyen
durumdakinden farki agilar1 ve i¢ acgilar toplami sabit degilken i¢ ag1 Olgiisii kenar
uzunluguna baghdir. Oklidyen durumda diizgiin bir besgenin kenar uzunlugu ne olursa
olsun i¢ acis1 108, ic¢ acilar toplami 540 derece iken hiperbolik diizlemde i¢ agis1 108
den, i¢ acilar toplami da 540 dereceden kiiciiktiir. Dolayisiyla diizgiin bir n-genin bir i¢
acis1 w den, i¢ agilar toplami (n — 2).180 den kiigiiktiir. Bir i¢ agis1 yada kenar
uzunlugu bilinen diizgiin cokgen tek tiirlii belirli olup bu cokgenin Hiperbolik diizlemde

ingasi icin birtakim trigonometrik bilgiler gereklidir.

1.2.2. Hiperbolik diizlemde trigonometri

Hiperbolik diizlemde baz1 hesaplar i¢in trigonometrik 6zdeslikler kullanilacaktir. Bu
Ozdeslikleri vermeden Once siniis, kosiniis, tanjant gibi kavramlarin tanimi ile
baglayalim. Ancak hiperbolik geometride siniis, kosiniis, tanjant gibi terimlerin Oklid
geometrisindekilerle karigtirilmamas: icin hepsinin basina hiperbolik kelimesini
getirelim. Hiperbolik siniis, hiperbolik kosiniis ve hiperbolik tanjantin asagidaki gibi
tanimlandigini hatirlayalim.

—e e +e e —e "

sinhx = 7 coshx = ve tanhx =

2 ef e dir




Simdi hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis kullanilarak goriilebilen bazi 6zelliklerden
bahsedelim. Bu

cosh’x —sinh®>x =1,

1
1 —tanh’x = 7
cosh“x
1
COthzx— 1 = #’
sinh“ x

sinh(x+y) = sinhx.coshy £ coshx.sinhy ve

cosh(x+y) = coshx.coshy = sinhx.sinhy

Ozdesliklerinin hepsi tanimlar kullanilarak ispatlabilir. Simdi daha sonra verilecek olan
0zdesliklere hazirlik yapmak adina birtakim esitliklerden bahsedelim.
Sekil 1.5 te goriildiigii gibi X cap iizerinde bir nokta olsun. OX in Oklidyen uzunlugu

a, hiperbolik uzunlugu @’ olmak iizere

Sekil 1.5. Cap iizerindeki noktanin merkeze olan uzaklig

1
ad=1In ( 1 + a) seklinde yazilabilecegi daha 6nceden verildi. Buradan
—a



1+a l1—a 2a
. 1—a I+a
sinhd' = =
2 1 —a?’
14+a 1—a 2
Lol 44,
— 14a
coshd' = —¢ =
2 1 —a?’
1+a —a
T — 1oa 2 e e
tanha’' = } d }“’ = 5 egitlikleri elde edilir.
Tatima 1ta

Simdi ¢cemberin capindaki noktalar icin hiperbolik trigonometrik fonksiyonlarin nasil
bulunacaginit biliyoruz. Bu, dik {ii¢gende trigonometrik fonksiyonlar1 bulmamizda
yardimcr olacaktir ¢iinkii dik iiggenin iki kenari caplarin iizerinde olacak sekilde

izometriler yardimiyla taginabilir.

Teorem 1.7 AABC hiperbolik diizlemde bir dik iicgeninde /C dik act, a, b, c de sirasiyla

A, B, C agularimin karsisindaki kenarlarin hiperbolik uzunluklari olsun. Bu durumda

(1.1)

ve COSA =

ozdesligi vardur.

Kanit. Bu teoremin ispati i¢in Sekil 1.6 daki AABC dik ii¢cgenini ele alacagiz. Herhangi
bir dik ticgeni izometriler yardimi ile buraya tasiyabiliz. Boylece kdse noktalarindan biri
orijinde digerleri ise ¢emberin caplar1 lizerinde olur. BC dogru pargasi D ye dik olan r;
yarigapli D ¢cemberinin bir parcasidir. KL kirisi, D ve D ¢emberlerinin radikal ekseni

olur. Bu nedenle D bir inversiyon ¢cemberi olarak diisiiniilebilir. Boylece

1
0\B" = — ve 0,C" = —.
OB 0,C

olur.
B’ ve C’', KL Kirisi iizerinde yani D ve D; g¢emberlerinin radikal ekseni iizerinde
olsun. Béylece 01B"? — 1> = KB'.B'L Oklidyen diizlemde kesisen kiris 6zelliklerinden

sOylenebilir. Buradan

01B? —1?> = 0,B” —r} = BB .B'B"



Sekil 1.6. C kdsesi x-ekseni iizerinde, A kdsesi merkezde olan herhangi bir NABC dik ticgeni

0,C? —12=0,C"*—r} =cC' .C'C”

esitlikleri elde edilir ve bunlarin ilkinden

OIBIZ _ 12

01B'(01B+ 5'5)
0B

BB .B'B"

(01B—0,B").(01B" — 01B)
(01B—0,B).(5i5 — 01B)
1-0,B.0\B' — 3% +0,B”

2

2
01B%+1

elde edilir ve benzer sekilde O1C’ = tanhb olur. AAB'C’ iiggeni Oklidyen iicgendir ve

COSA =

0,C" _ tanhb

OB’  tanhc

olur. Boylelikle (1.1) 6zdesliklerinden ikincisi ispatlanmisg olur.
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Simdi BB” ve CC” ifadelerini bulalim.

BB" = 0\B"-0B

1
= (g —018)
1-0,B>
- 0B

2
sinhc

olarak elde edilir ve benzer sekilde CC" = 2 5 olur.

. _ BB,
sinB = OB
BB' 1
- 2 0,C
B /!
3 CC//
2  sinhb
sinhc¢® 2
sinh b
sinhc¢ *

Boylelikle (1.1) 6zdesliklerinden birincisi de ispatlanmis olur. ]

Teorem 1.8 AABC hiperbolik diizlemde bir dik iicgende /C dik act, a, b, ¢ de sirastyla
A, B, C acilarimin karsisindaki kenarlarin hiperbolik uzunluklar: olsun. Bu durumda

asagidaki ozdeslikler gecerlidir:

coshc = cosha.coshb = cotA.cotB (1.2)
A

cosha =~ (1.3)
sinB

Kamt. Teoremde (1.2) ve (1.3) 6zdegliklerinin ispati i¢in (1.1) den ve daha &nceden

bilinen sin>A + cos?A = 1 ve cosh? a — sinh? a = 1 esitliklerinden yararlamlacaktur.

1 = sin?A +cos’A Esitliginde (1.1) kullanilarak

B sinh?a  tanh?b

sinh?c  tanh%c

1 yazilabilir. Buradan

sinh? ¢ = sinh?a + cosh? c. tanh? b

sinh? b )

1 +sinh?¢ = 1 + sinh?a + cosh?c. ( 3
cosh“b

11



Sekil 1.7. Hiperbolik diizlemde NABC dik ii¢geni

cosh? ¢ = cosh? a+ cosh®c. ( sinh22b )
cosh”b
cosh? ¢.(cosh? b — sinh? b) = cosh? a.cosh? b elde edilir.
cosh?b —sinh?b = 1 oldugundan
cosh? ¢ = cosh?a.cosh? b olur, buradan da
coshc = cosha.coshb elde edilir.

Boylece (1.2) nin birinci kismu ispati tamamlanmig olur. Simdi bu 6zdeslikten ve (1.1)

den yararlanarak (1.3) i kanitlayalim.

(1.2) nin birinci kismu kullamlarak cosha = €< yazilir ve bu
coshb

sinhc
__ tanhc : 1;
cosha = <o seklinde yazilabilir.
tanhb

tanhb sinhc

ha = . S .
cosha anhe sinhb olarak yazildiginda (1.1) den
CcosA -
cosha = B elde edilir. (1.3) kanitlanmais olur.
i

12



Bu formiil coshb = ‘;’rff seklinde kullanilarak (1.2) deki esitligin ikinci kismi su

sekilde bulunur.

coshc = cosha.coshb dir ve (1.3) den
A B
coshc = C?S .C?S seklinde yazilir ve buradan
sinB sinA
coshc = cotA.cotB elde edilir.

Teorem 1.9 Hiperbolik diizlemde bir cesitkenar NABC iicgeni icin asagidaki ozdeslikler

gecerlidir.
coshc = cosha.coshb — sinha. sinh b. cos C, (1.4)
sinA sinB sinC
= = 1.5
sinha sinhb sinhc’ (1.5)
coshe — cosA..cosB.+ cosC' (1.6)
sinA.sinB
Kant.

Sekil 1.8. Hiperbolik diizlemde ¢esitkenar ii¢gen

Ispata baslandan 6nce varlig1 bilinen

cos(xty) = cosx.cosyTF sinx.siny (1.7)

cosh(x £ y) = coshx.coshy =+ sinhx.sinhy (1.8)

13



ozdeslikleri hatirlayalim. Ispata 6zdeslik (1.4) ile baslayalim. Sekil (1.8)(a) da oldugu gibi
bir AABC hiperbolik ii¢cgeni verilsin. B kosesinden AC kenarina dik ¢izelim. Bu nokta D
olarak adlandirilim. BD=x ve b=b; + b, olsun. Ispat icin Onceden bilinen (1.1), (1.2) ve
(1.8) kullanilarak

coshc = coshb;.coshx
= cosh(b—b;).coshx
= (coshb.coshb, — sinhb.sinhb;).coshx

cosha.sinhby
coshb;.sinha
tanh by
tanha

= coshb.cosha — sinhb.sinha.

= coshb.cosha — sinhb.sinha.

= cosha.coshb —sinha.sinhb.cosC .

seklinde 6zdeslik (1.6) ispatlanmis olur.
Ozdeslik (1.7) ispatlanmasi icin Sekil (1.8)(b) deki iicgeni kullanalm ve A
kosesinden BC kenarma dik ¢izelim. Nokta E olarak adlandirilip AE=y olsun. Ispat icin

(1.1) denklemini kullanalim.

sinA B 1 sinhx_ sinhx 1 sinC

sinha sinha sinhc  sinha sinhc  sinhe’
Benzer sekilde

sinC 1 sinhy sinhy 1 sinB

sinhc _ sinhc sinhb _ sinhe sinhb  sinhb
esitligi de elde edilir. Bu da

sinA _ sinB _ sinC
sinha sinhb  sinhc

0zdesliginin ispatin1 verir.

Ayn1 AABC iiggeninde C kosesinden AB kenarina Sekil (1.8)(c) deki gibi dik ¢izelim
ve kenar z olarak isimlendirelim. Cizilen bu dik ZC agisim1 Zo ve /3 olarak ayirsin.
Ozdeslik (1.8) in ispat1 igin (1.1), (1.3) ve (1.7) kullanalim ve
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coshc =cosh(c; +c¢;) = coshej.coshep +sinhey.sinhep
cosQ cos , _ _ ,
= ——.= ﬁ—l—smhb.sm(x.smha.smﬁ
sinA sinB
. . )
cosa.cos 3 +sina.sinfB.sinh” z

sinA.sinB
(cos(a+ B) +sin . sin B) + (sin a. sin 8. sinh? z)
sinA.sinB
cosC + sin . sin B(1 4 sinh?z)
sinA.sinB
cosC+ (sino.coshz).(sin B.coshz)

sinA.sinB
cosC +cosA.cosB

sinA.sinB

seklinde (1.8) 0zdesligi ispatlanmis olur. Ancak yapilan ispatta hesaplamalar ticgenin tiim
yiiksekliklerinin tiggenin i¢inde oldugu varsayilarak yapildi. Herhangi bir yiiksekliginin
disinda oldugu durum icin de aym 6zdesliklerin var oldugunun ispat1 yapilabilir.
Ozdeslik (1.6) hiperbolik diizlemin kosiniis kuralidir ve dolayisiyla Oklidyen kosiniis
kurali ile iligkilidir. Aym sekilde 6zdeslik (1.5) hiperbolik diizlemin siniis kuralidir ve
dolayisiyla bu da Oklidyen siniis kurali ile iligkilidir.
]

Tanim 1.10 Hiperbolik bir ¢okgenin i¢ teget ¢emberinin merkezi, ¢okgenin i¢

actortaylarimin kesim noktasidir. Bu noktaya icmerkez denir.

Teorem 1.11 Ucgenin ic aciortaylar bir noktada kesisir ya da baska bir deyisle her

iicgen bir icmerkeze sahiptir.

Kanit. Acilar1 a, B, 6 olan bir AABC tiggeninin B ve C agilarinin agiortay dogrularini
cizelim ve bu dogrularin kesisim noktasina O noktasi diyelim. ZA ac¢isinin agiortayinin
da ayn1 noktadan gectigini kanitlayacagiz.

O noktasindan AB, AC ve BC kenarlarina birer dik ¢izelim (bkz. Sekil 1.9). Bu
noktalar1 da sirasiyla D, E ve F olarak isimlendirelim. ABDO ve ABFO tggenleri
aci-kenar-ag1 eslik teoreminden estir ve dolayisiyla OD ve OF nin uzunluklari es olur.
Ayni sebeple ACEO ve ACF O tiggenlerinin egliginden OD ve OF nin uzunluklar da es
olur. A kosesi ile O noktasi birlestirildiginde olusan AADO ve AAEQO tiggenleri
kenar-aci-kenar eslik teoreminden estir ve buradan ZDAO ve ZEAO agilar1 es olur.

Boylelikle AABC ii¢geninin i¢ agiortaylart bir noktada kesisir ve O merkezli OD
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yarigapli gember ¢izildiginde AABC ti¢cgenine E ve F noktalarinda teget olur. O noktasi
da AABC ii¢geninin icmerkezi olur.

Sekil 1.9. Bir hiperbolik iicgenin aciortaylarinin tek noktada kesismesi

Teorem 1.12 Eskenar dortgen bir icmerkeze sahiptir.

Kamt. Bir ABCD eskenar dortgeninin BD kosegenini cizelim ve olusan AABD ve
ABCD ikizkenar ii¢genleri kenar-kenar-kenar eslik teoremine gore estir. Dolayisiyla
/ZABD, /DBC, /BDC, ZBDA agilan es, BD kosegeni de ZABC ve ZADC agilarinin
aclortayr olur. Ayni sebeple AC kosegeni c¢izildiginde AABC ve AADC ikizkenar
tiggenlerinin esliginden ZBAC, ZCAD, /BCA, ZACD agilan da es olur. Bu iki kosegen
bir noktada kesisir ve bu nokta aym zamanda i¢ aciortaylarin kesisim noktasidir. Bu
noktay1 O olarak isimlendirelim ve O noktasindan herhangi bir kenara dik cizelim. O
merkezli ylikseklik yarigaplh cember cizildiginde tiim kenarlara teget olur ve O noktasi

eskenar dortgenin igcmerkezi olur (bkz. Sekil 1.10).

Sekil 1.10. Eskenar dortgenin i¢ aciortaylarimin tek noktada kesismesi
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Teorem 1.13 Deltoid bir icmerkeze sahiptir.

Kamt. Hiperbolik durumda deltoid Oklidyen durumdaki ile aynidir. Tabanlar1 es olan iki
ikizkenar tliggenin tabanlarimin birlestirilmesiyle elde edilen bir dortgendir. Bir ABCD
deltoidinin AB ile BC kenarlari birbirine, CD ile DA kenarlar1 birbirine estir. Simdi bu
deltoidin i¢ agiortaylarimin bir noktada kesistigini gorelim. BD kosegenini ¢izelim ve
olusan A(ABD) ve ACBD iiggenleri kenar-kenar-kenar eglik teoremine gore estir.
Dolayisiyla ZABD ile ZCBD, ZCDB ile ZADB agilan estir, BD kosegeni de agiortay
olur. ZBAD agismin agiortay dogrusu ile BD nin kesistigi noktaya O diyelim. O noktasi
ile C noktasi birlestirildiginde CO nun ZBCD agisinin agiortayi oldugu olusan ABCO ile
ABAO ve AOAD ile AOCD tiiggenlerinin egliginden goriiliir. ABCD deltoidinin tiim i¢
aclortaylart O noktasinda kesisir. O noktasindan herhangi bir kenara dik ¢izelim. O
merkezli ylikseklik yarigapli cember cizildiginde tiim kenarlara teget olur ve O noktasi
deltoidin i¢cmerkezi olur (bkz. Sekil 1.11).

Sekil 1.11. Deltoidin i¢ aciortaylarinin tek noktada kesismesi

Teorem 1.14 o + oz + ... + o, < (n —2)7 olacak sekilde o, 0, ..., 04, € [0,7) sayilart
verilsin. Bu durumda acilart o1, 00,...,04, olan ve bir i¢ teget cembere sahip olan n-gen

vardr.

Kamt. Oncelikle orijin merkezli r yaricapli bir hiperbolik ¢ember cizelim. x-ekseni

iizerinde merkezden uzakligi sinh~!(=Siohr )) olan A; noktasini belirleyelim. Diger

sin(oy /2
noktalar1 da cember etrafinda saatin tersi yoniinde elde etmeye baslayalim. A;
noktasindan ¢embere teget cizildiginde teget oldugu nokta (B olarak adlandiralim), A

ve O bir dik iiggen belirtecektir. /B;OA;=EL olsun ve B = arcsin(<42) dir. 0

coshr

noktasindan gecen x-ekseni ile saatin tersi yoniinde % kadar ac1 yapan 1s1n ¢izelim. Bu

1s1nin ¢emberi kestigi nokta Bj noktasi olacaktir. Dolayisiyla A; ve B noktalarindan
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gecen dogru B; noktasinda ¢embere teget olacaktir. Bu teget dogrusu iizerinde

sinhr
sin(ap /2)

noktasindan ¢cembere diger tegeti ¢izelim. Benzer sekilde isleme devam ederek diger

merkezden uzakligi sinh~!( ) olan A, noktasini belirleyelim. Daha sonra Aj

noktalar1 elde edelim. Son elde ettigimiz A, noktasinin A;B, teget dogrusunun iizerinde

olmasi i¢in Sekil 1.12 de de gosterilen f31,f3,,...,, agilarinin toplaminin 27 ye esit olmasi

gerekmektedir. 1 < i < ni¢in AA;B;O dik iicgeninde % = arcsin(—cos(()gﬁ/r 2)) dir. Boylece
or/2 /2 oy /2
2arcsin cos(¢1/2) +2arcsin cos(02/2) + ...+ 2arcsin c0s(Gn/2) =27
coshr coshr coshr

toplamindan r ¢oziilerek ¢izilen ¢ember i¢in yukaridaki inga yontemiyle olusturulan n-gen

i¢ teget cembere sahip bir n-gen olacaktir.

Sekil 1.12. (o + 0 + ... + ;) < (n— 2)7 olacak sekilde verilen oy, ,...,Q, agilart igin i¢ tedet
cembere sahip n-genin insasi
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2. OKLIDYEN DUZLEMDE DOSEMELER

2.1. Oklidyen Diizlemin Ucgenlerle Kaplanmasi

Oklid diizleminde herhangi bir iicgenle diizlemi kaplamak zor degildir. Herhangi
cesitkenar bir AABC iiggeni ile diizlemi kaplamak istedigimizde herhangi bir kenarini,
diyelim ki j@, uzatalim ve karst kose noktasindan bu dogruya paralel dogru cizelim.
AABC li¢genini B kosesi etrafinda 7 kadar dondiiriip olusan yeni AA’BC’ ii¢geni i¢in C’
noktasini B ye oteleyerek paralel kenar elde edelim ve artik bu paralel dogrular arasinda
olusan seridi bu paralel kenarlarla doldurabiliriz. Elde ettigimiz serit ile tiim diizlem
ortiilebilir (bkz. Sekil 2.13).

Sekil 2.13. Cesitkenar bir iicgenle Oklidyen diizlemin kaplanmast

Ancak hiperbolik durumda paralellik aksiyomundan dolay:r boyle bir durum séz
konusu degildir. (Oklid diizleminde bir dogruya disindaki bir noktadan tek bir paralel
dogru cizilebilir ama hiperbolik diizlemde sonsuz paralel dogru vardir.) Herhangi bir
ticgenle hiperbolik diizlemi 6rtmek i¢in kenarlar {izerinde yansima yontemini kullanilir.
Bu yontemin Oklidyen durumda incelenmesiyle baslayalim.

Bir eskenar iicgenle baglayip kenarlar iizerinde ardisik yansimalar yaparak (ve yeni
elde edilen licgenlerin kenarlarinda da aym islemi devam ettirerek) diizlemin tamamen
kaplandig1 goriilebilir. Bu eskenar iiggenlerin herhangi iki tanesinin ortak bir i¢ noktaya
sahip olmadig1 (kenarlar lizerinde yansimalar oldugundan) sadece sinirlarin ortak oldugu
goriilebilir.

Eger eskenar tlicgenle degil de ikizkenar dik iicgenle (45-45-90 ti¢geni ile) veya 30-

60-90 iicgeni ile baglarsak benzer liggenlemeye ulasabiliriz.

Bu bahsedilen ii¢ iicgende I, m, n dogal sayilar olmak iizere agilar 7, % %
formundadir ve 27 yi tam bolmelidirler. Oklidyen ii¢genlerde i¢ agilar toplaminin 7

olmasi gerektiginden
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elde edilir. Bu esitligi saglayan [, m, n iicliisii

veya l=m=n=3

seklinde olabilir. Boylece bu denklemi saglayan {ii¢cgenler yukarida ele aldigimiz

ticgenlerdir.

2.2. Oklidyen Durumda Diizgiin Désemeler

Oklidyen diizlemde aym tipten diizgiin ¢okgen kullamlarak diizlemin kaplanmasi
sadece li¢ cokgen i¢cin miimkiin olabilmektedir: Egkenar iicgen, kare ve diizgiin altigen.
Dosemenin bir kosesini ortebilmek icin ¢cokgenlerin i¢ acilar1 360 1 tam bolmelidir. 360
mn tam bolenleri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90,
120, 180, 360 olup bunlardan diizgiin bir cokgenin i¢ acist olanlar sadece 60, 90 ve 120
dir. Yani diizlemin kaplanmasi sadece licgenlerle, karelerle ve altigenlerle miimkiin

oldugu goriiliir. Sekil 2.14 te Oklidyen diizlemin diizgiin dosemeleri gosterilmistir.

/NONCNIN/N
AVAVAVAVAVAN
/NINININ/N

/\
\AANNNN/
\NNNN/

Sekil 2.14. Oklidyen diizlemin diizgiin dosemeleri

Oklidyen diizlemde bir kdsede birden fazla tipten gokgenlerin birlesmesine izin
verilerek olusturulan désemelere yari-diizgiin doseme denir, bu boliimde yari-diizgiin

doseme tiplerini arastiracagiz.
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2.3. Oklidyen Durumda Yari-Diizgiin Désemeler

Yari-diizgiin dosemeleri arastirmaya baslamadan once kose tipini belirtecek bir

gosterimi hatirlayalim.

Tanmim 2.1 ny,ny,...,n, € N olmak iizere bir X kosesi etrafinda saat yoniinde ny-gen, ny-

gen, ..., ny-gen varsa X kosesindeki cokgen dizilimine (ny.ny....n,) kése tipi denir.

Bu gosterimle eskenar iicgenlerle olan diizgiin doseme (3.3.3.3.3.3), karelerle olani
(4.4.4.4) ve alugenlerle olan doseme de (6.6.6) ile gosterilir. Bunlar kisaltilmak adina
36, 4% ve 62 olarak da gosterilebilir.

2.3.1. Bir koseyi kaplayabilmek icin miimkiin kose tipleri

Oklidyen diizlemin yari-diizgiin dosemelerini bulmak icin 6ncelikle miimkiin kose
tiplerini elde edelim. Bu (n;.n;....n,) kose tipleri i¢in uygun ¢okgen segimleri 17 tanedir
ve bunlarin 4 tanesi kendi icinde sira de8isimi ile farkli birer kose tipi olustururlar.
Toplamda 21 farkli kose tipi vardir. Simdi bu 21 kose tipinin varligin gosterecegiz.

Herhangi bir diizlem dosemesinde bir kosede en az 3 diizgiin ¢okgen olabilir cilinkii
konveks bir cokgenin bir i¢ acis1 180 dereceden kiiciiktiir, Oklidyen diizgiin cokgenlerin
i¢ agis1 en az 60 derece oldugundan dolay: bir kosede en fazla 6 diizgiin cokgen olabilir.
Bir kosede birlesen ¢okgen sayisina gore miimkiin durumlari aragtiralim.

1. Bir kissede 3 tane cokgen olan kise tipleri: Uglii kose tipini (n.m.k) ile gosterelim.
Cokgenlerin birlestigi bir kdsesindeki acilar toplami

180.(1-2) | 180.(m—2) 180.(k—2)

=360
n m k
olur ve buradan
1 1 1 1
B e 2.9
n+m+k 2 29

kosulu elde edilir. (n.m.k) tigliisiindeki ¢cokgenlerin sira degisimi ile yeni bir kose tipi elde
edilmeyeceginden sirasinin dnemi yoktur. O halde iglem kolaylig1 i¢in (n.m.k) igliilerini

kiiciikten biiyiige siralayalim.

* En kii¢iigii 3 olan sirali (n.m.k) kose tipleri:

(2.9) denkleminde n = 3 alinirsa
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elde edilir. Bu esitlikten k y1 ¢cekersek

36
k=6+——
+m—6

bulunur. Burada k ve m nin birer dogal say1 olmasi i¢in m — 6, 36 nin tam boleni
olmasi gerekir. 36 nin tam bolenleri 1,2,3,4,6,9,12,18,36 dir. Bu m — 6 degerleriyle

olusturulan (n.m.k) tigliileri asagidaki tabloda verlmistir.

m—6 m k (n.m.k)
1 7 42 (3.7.42)
2 8 24 (3.8.24)
3 9 18 (3.9.18)
4 10 15 (3.10.15)
6 12 12 (3.12.12)
9 15 10 (3.15.10)
12 18 9 (3.18.9)
18 24 8 (3.24.8)
36 42 7 (3.42.7)

Burada ortaya cikan farkli kose tipleri (3.7.42), (3.8.24), (3.9.18), (3.10.15) ve
(3.12.12) olmak iizere 5 tanedir.

* En kii¢iigii 4 olan (n.m.k) tcliileri:

(2.9) denkleminde n = 4 alinirsa

1
— = 1 olur ve buradan k ¢ekilerek

16
k=44 ——
+m—4
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elde edilir. Yine ayn1 sebepten m — 4, 16 nin tam bdlenleri olabilir. 16 nin tam
bolenleri 1,2,4,8,16 dir. m — 4 tin bu degerleri ile olusturulan (n.m.k) tgliileri

asagidaki tabloda verilmistir.

m—4 m k (n.m.k)
1 5 20 (4.5.20)
2 6 12 (4.6.12)
4 8 8 (4.8.8)

8 12 6 (4.12.6)
16 20 5 (4.20.5)

Burada en kiigiigii 4 olan farkli ve siralt koge tipleri (4.5.20), (4.6.12) ve (4.8.8)

olmak tizere 3 tanedir.

* En kii¢iigii 5 olan sirali (n.m.k) tigliileri:

(2.9) denkleminde n = 5 alinirsa

1,13
m k10
10m 1 100
Ide edilir. Buradan d k= = -t bul .
elde edilir. buradan da 3m—10 3+3+9m—30 ulunur.

Daha oncekilerden farkli olarak bu esitligin sag tarafi iki farkli tam sayinin toplami

seklinde degildir. Burada %—l— 9,;0_030 sayisinin bir tam sayi olmasi veya 9,711(1030
sayisinin ¢ € N olmak iizere % = 3t3i2 seklinde olmasi gerekir. Buradan r € N

olmak iizere % = 3t + 2 ve bu esitlikten m yi bulmak istedigimiz i¢in denklemi

100
3t+2

=3m—10 (teN)

seklinde yazabiliriz. 3m — 10 tam say1 olmasi gerektigi i¢in 37 42, 100 {in tam
boleni olmalidir. 100 sayisinin tam bolenleri 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100 diir ve
bunlardan 3¢ 4- 2 seklinde olanlar 2, 5, 20 ve 50 dir. Bu bolenlere karsilik m ve k y1

belirleyelim:

3t +2 =2 igin 192 = 3m — 10 ve buradan m = 20 olur, k = 12 esitliginde m

degeri yerine yazildiginda da k = 4 bulunur.
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3t +2 =5 igin 120 = 3m — 10 ve buradan m = 10 olur, k = $1 2 esitliginde m

degeri yerine yazildiginda da k = 5 bulunur.

3t +2 =20 igin 2 = 3m — 10 ve buradan m = 5 olur, k = 7.2 esitliginde m

degeri yerine yazildiginda da k = 10 bulunur.

3t +2 =50 igin 1% = 3m — 10 ve buradan m = 4 olur, k = 1% esitliginde m

degeri yerine yazildiginda da k = 20 bulunur.

Bu (n.m.k) fglillerini bulunan degerlerle beraber asagida tablo seklinde

gosterelim.

n m k (n.m.k)
5 20 4 (5.20.4)
5 10 5 (5.10.5)
5 10 (5.5.10)
5 4 20 (5.4.20)

Bu tabloya gore en kiiciigii 5 olan sirali kdse tipi olarak sadece (5.5.10) vardir.

En kiigtigii 6 olan sirali (n.m.k) tgliileri:

(2.9) denkleminde n = 6 alinirsa % + % = % olur. Bu son esitlikten k y1 ¢cekerek elde

edilen

9
k=3+—
+m—3

esitliginde k ve m nin birer dogal say1 olmasi i¢in m — 3, 9 un tam boleni olmalidir.

9 un tam bdlenleri 1,3,9 dur.

m—3 m k (n.m.k)
1 12 (6.4.12)
3 6 6 (6.6.6)

9 12 4 (6.12.4)

Bu tabloya gore en kii¢iigii 6 ve sirali olan sadece (6.6.6) vardir.

Siralt (n.m.k) tgliilerinin en kiictigii en fazla 6 olabilir. Kenar sayis1 altidan daha

biiytik diizgiin bir ¢cokgenin i¢ acist da 120 den biiyliktiir ve 120 den biiyiik ii¢
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acinin toplami 360 a esit olamayacagindan en kiiciigli 6 dan biiyiik olan sayilarla
(n.m.k) tgliileri olugturulamaz.

Boylece bir kosede 1ii¢ tane c¢okgenin birlestigi yari-diizgiin  doseme
olusturabilecek (n.m.k) tgliileri (3.7.42), (3.8.24), (3.9.18), (3.10.15), (3.12.12),
(4.5.20), (4.6.12), (4.8.8), (5.5.10) ve (6.6.6) olmak iizere 10 tanedir.

2. Bir kogede 4 tane ¢okgen olan kése tipleri: Dortlii kose tipini (n.m.k.l) ile

gosterelim ve bu kosesindeki acilar toplami

180.(1—2)  180.(m—2) 180.(k—2)  180.(1-2)

=360
n m k l
olur ve buradan
1 1 1 1
-+ —4+-4+-=1 (2.10)
n m k [
kosulu elde edilir.

* En kii¢iigii 3 olan siralt (n.m.k.l) dortliileri:
n =3 igin (3.m.k.l) dortliilerinden
> m = 3 olanlar1 kontrol edelim.

(2.10) denkleminde n ve m degerleri yazildiktan sonra

1 1
+ 73 elde edilir ve buradan k y1 cekersek

| =

9
k=3+—
* -3
bulunur ve bu esitlikte & ve [ nin dogal say1 olmast icin / — 3, 9 un tam bdleni
olmalidir. 9 un tam bolenleri 1,3,9 dir. Bu [ — 3 degerleriyle elde edilen (n.m.k.l)

dortliileri asagidaki tabloda verilmistir.

1-3 I k (n.m.k.)

1 4 12 (3.3.12.4)
6 (3.3.6.6)

9 12 4 (3.3.4.12)
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Tabi buradan sira degisimi ile elde edilebilen kose tipleri de mevcuttur ve onlar da
dahil (3.3.4.12), (3.3.6.6), (3.4.3.12) ve (3.6.3.6) olmak iizere 4 tane elde edilir.

— m =4 i¢in (3.m.k.[) dortliilerini kontrol edelim.

(2.10) denkleminde n ve m degerleri yazildiginda

5
= — elde edilir ve buradan & y1 cekerek

* 12

x| =
N|,_;

120 2 144

=2 Tt
si—i2 Ct5 56—

144

denklemine ulagilir. £ nin tam say1 olmasi i¢in % +3 0 sayisinin bir tamsay1

(51-12)
144 . 144 5t+3
olmas1 veya 5(5I-12) Sayismin £ € N olmak iizere SBI-12)= seklinde olmasi

gerekir. Buradan 7 € N olmak lizere s 11:‘41‘2 = 5t + 3 tiir ve bu e§1thkten [ yi bulmak

istedigimiz i¢in denklemi

144
5t+3

=51—12 (reN)

seklinde yazalim. / nin bir dogal say1 olmasi gerektiginden 5t + 3, 144 iin tam
bolenidir. 144 iin tam bdlenleri 1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72,144 tiir ve
5t 4 3 seklinde olanlar1 3,8,18 ve 48 dir.

5t+3 =3 i¢in 1‘3‘—4 =5/ —12 ve buradan [/ = 12 olur, k = 5112€2 esitlifinde / degeri

yerine yazildiginda da k = 3 bulunur.

5t+3 =5 i¢in 1;‘74 = 5/ — 12 ve buradan [ = 6 olur, k = 5112i2 esitliginde / degeri
yerine yazildiginda da k = 4 bulunur.

5t+3=201i¢in 5g 144 =5/ —12 ve buradan [ =4 olur, k = 5112112 esitlifinde / degeri
yerine yazﬂdlgmda da k = 6 bulunur.

5t+3 =50 i¢in % =5/ —12 ve buradan [/ = 3 olur, k = 5112112 esitliginde / degeri
yerine yazildiginda da k = 12 bulunur.

Bu (n.m.k.l) dortliilerini bulunan degerlerle beraber birlikte agagida tablo seklinde

gosterelim.
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n m l k (n.m.k.l)
3 4 12 3 (3.4.3.12)
3 4 6 4 (3.4.4.6)
3 4 6 (3.4.6.4)
3 4 3 12 (3.4.12.3)

Burada daha 6nce bulunanlarin diginda (3.4.6.4) ve (3.4.4.6) elde edilmis olur.

Bu (n.m.k.l) dortlillerinde n = 3 ten sonra en kiiciigli 5 olamaz. Buna en basit

ornek (3.5.5.5) tir ve (3.5.5.5) in agilar toplamindan olamayacag agikca goriiliir.

* En kiigiigii 4 olan sirali (n.m.k.l) dortliileri:

n =4 icin (4.m.k.[) dortliilerinde
— m =4 i¢in

(2.10) denkleminde n ve m degerleri yazildiginda

x| —

4
k=2+—
+l—2

I 1
+ 753 elde edilir ve buradan & y1 ¢ekerek

denklemine ulagilir.

k ve [ nin tamsay1 olmasi i¢in [ — 2, 4 iin tam boleni olmalidir. 4 iin tam bolenleri

1,2,4 tiir. Bu [ — 2 degerleriyle olusturulan (n.m.k.l) dortliileri asagidaki tabloda

verilmistir.

(n,m,k,1)

)
3
4
6

w B~ O =

(4.4.6.3)
(4.44.4)
(4.4.3.6)

En kii¢iigii 4 olan sadece (4.4.4.4) vardir. Bu (n.m.k.l) sirali dortliilerinde en

kiigtigii 5 olamaz. Hepsinin 5 olma durumunda bile agilar toplam1 27 den biiyiik
olur. Boylece (n.m.k.l) sirali dortliileri (3.3.4.12), (3.4.3.12), (3.3.6.6), (3.6.3.6),
(3.4.4.6), (3.4.6.4) ve (4.4.4.4) olmak iizere 7 tanedir.
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3. Bir kogede 5 tane ¢okgen olan kose tipleri: Besli kose tiplerini (n).ny.n3.n4.n5) ile

gosterelim ve bu kosedeki acilarin toplami

180.(n; —2) n 180.(ny —2) N 180.(n3 —2) n 180.(nq —2) + 180.(ns —2)
n nj n3 n4 ns

=360

olur ve buradan

kosulu elde edilir.

(ny.ny.n3.n4.n5) beslilerinin en kii¢iigii en fazla 3 olabilir.

(3.n.n3.n4.n5) icin geriye kalan ny,n3,ng,ns sayilarinin da yine en kii¢iigii en fazla
3 olabilir, bu agilar toplamindan kolaylikla goriilebilir. (3.3.n3.n4.15) icin de yine agilar

g6z Oniine alindiginda goriiliir ki n3,n4,n5 sayilarinin en kii¢iigii en fazla 3 olabilir.

1 1
—F — == esitlifinde ny cekildiginde
ny ns
ng =2+ elde edilir.

ns —

ns — 2, 4 iin tam boleni olmalidir ve 4 in tam bdlenleri 1,2 ve 4 tiir.

ns —2 ns n (ny.np.n3.n4.n5)
1 3 6 (3.3.3.6.3)
2 4 4 (3.3.34.4)
4 6 3 (3.3.3.3.6)

(ny.np.n3.n4.n5) siral beslileri (3.3.3.3.6), (3.3.3.4.4) ve sira degisimi ile farkli bir

kose tipi olusturan (3.3.4.3.4) olmak iizere sadece 3 tane vardir.

4. Bir kosede 6 tane cokgen olan kose tipleri: Bu durum sadece (3.3.3.3.3.3) ile
miimkiin olur. En az bir tanesinin 3 ten biiyiik olmast durumunda o kosedeki acilar toplamu
360 dan biiyiik olur.
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Tiim kose tipleri Sekil 2.15 te goriildiigi gibi (3.7.42), (3.8.24), (3.9.18), (3.10.15),
(3.12.12), (4.5.20), (4.6.12), (4.8.8), (5.5.10), (6.6.6), (3.3.4.12), (3.4.3.12) ,(3.3.6.6),
(3.6.3.6), (3.4.4.6), (3.4.6.4), (44.44), (3.3.3.3.6), (3.3.34.4), (3.34.34) ve
(3.3.3.3.3.3) olmak iizere 21 tanedir.

R 0 0 R OO

(3.3.333.3) (3.3.336) (33344) (33434) (3.6.3.6)
¢e @D@\
(3.3.6.6.) (3.4.4.6) (3.4.6.4) (4.8.8) (4.5.20)
OEDE
(6.6.6) (5.5.10) (4.4.4.4)
(3.4.3.12)
COCDL
(3.10.15) (3.12.12) (3.7.42)
SCOLP)e
(3.9.18) (4.6.12) (3.3.4.12) (3.8.24)

Sekil 2.15. Bir diizlem dosemesinde bir kdsenin tamamen doldurulabilmesi icin kullanilabilecek
kose tipleri

Sonug olarak bu kogse tipleri 21 tanedir ama diizlemi diizgiin bir sekilde bunlarin
hepsi ile kaplamak miimkiin degildir. Kenar-kenara dosemelerinden her kosedeki kose
tipinin ayn1 olmasi durumuna Arsimedyen déseme denir. Oklidyen diizlemde 11 farkl:
Arsimedyen doseme vardir. Bunlarin 3 tanesi diizgiin doseme, 8 tanesi de yari-diizgiin
dosemelerdir. Bunlarin 11 tane oldugunu goérmek icin diger 10 tanesinin c¢okgenler

cakismayacak ve her kosede kose tipi ayni olacak sekilde diizlemi 6rtmedigini gérmek
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yeterlidir. Bu eleme islemi i¢in Esleme Lemmasi kulanilacaktir.

Teorem 2.2 (Esleme Lemmast) T yari-diizgiin bir dogeme ve p tek olsun.

a) Eger x.p ve p.y cokgen ciftleri T yari-diizgiin dosemesinin kose tipinin yazilisinda
sadece ardisik x.p.y icinde ortaya ¢ikiyorsa x =y dir.

b) T nin kose tipi icinde sadece x.p.p.y ardisik dortliisii icinde ortaya ¢ikiyorsa x = p
veyay = p dir.
Kanit. a) x-gen ve y-gen ¢okgenlerin ikisininde bitisik oldugu p-gen tiim kenarlar1 sirayla

saatin tersi yoniinde bir x-gen bir y-gen olacak sekilde kaplanabilmelidir. Ancak p tek say1

oldugu i¢in bu miimkiin degildir. Dolayisiyla x = y olmalidir (bkz. Sekil 2.16).

Sekil 2.16. p = 5 icin Esleme Lemmast (a)

b) Bu durumun ispati da bir 6nceki durum ile benzerdir. Ele alinan bir p-genin
kenarlar1 sirasiyla kaplandiginda son kosede olusan kose tipinin digerleri ile ayn1 olmasi
icin ya x = p yada y = p olmalidir (bkz. Sekil 2.17).

]

Ele aldigimiz bir kose tipinde kenar sayisi tek olan herhangi cokgenin etrafini
dolasarak dosemenin miimkiin olmadigi bu Teorem 2.2 ile goriilebilir. Ornegin;
(3.3.4.12) kose tipi inceledigimizde iicgenin tiim koseleri ayni sekilde oOrtmek
olanaksizdir. (3.3.3.3.3.3), (3.3.3.3.6), (3.3.3.4.4), (3.3.4.3.4), (3.6.3.6), (3.4.6.4),
(3.12.12), (4.4.4.4), (4.6.12), (4.8.8) ve (6.6.6) olmak iizere 11 tane olan Arsimedyen
dosemelerin  (3.3.3.3.6), (3.3.3.4.4), (3.3.4.34), (3.6.3.6), (3.4.64), (3.12.12),
(4.6.12) ve (4.8.8) olanlar1 yari-diizgiin dosemelerdir ve Sekil 2.18 de gosterilmistir.
(Bkz. [21] no.lu kaynak)
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(3.3.3.3.6) (3.3.3.4.4) (3.3.4.3.4)
<1 ]
> P
<L P
> P
@t
(3.4.6.4) (3.6.3.6) (4.6.12)

(4.8.8) (3.12.12)

Sekil 2.18. Oklidyen diizlemin yari-diizgiin désemeleri
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3. HIPERBOLIK DUZLEMDE DOSEMELER

Hiperbolik diizlemin diizgiin ve yari-diizgiin dosemelerine baglamadan 6nce herhangi

bir ticgenle diizlem dosemesini inceleyelim.

3.1. Hiperbolik Diizlemin Ucgenlerle Kaplanmasi

Herhangi bir iicgenle diizlemi ortmek icin kenarlar iizerinde yansima yoOntemini

kullanilir.
Teorem 3.1 Acilart %, X ve £ olan cegitkenar bir iicgenle hiperbolik diizlem kaplanabilir.

Kanit. Hiperbolik diizlemi herhangi bir ticgen yardimiyla kaplamak i¢in Poincaré Disk
modelinde ¥, £ ve I acili bir iiggen ¢izelim. Uggenin i¢ agilar toplamm 7 den kiigiik
olacagi i¢in %—l— % +% < 1 olur. Verilen bu iicgeni izometriler yardimiyla hiperbolik
diizlemin {iist yar1 diizlem modelinde ayni agilara sahip bir iicgenle esleyebiliriz. Bu
ticgenin kenarlar iizerinde tekrarlanan yansimalarla hiperbolik diizlemin iicgenlemesi
elde edilir. Olusturulan bu ticgenlerin her biri baslangigtaki tiggenle estir.

Ucgenlerin kenarlarinda yansitmak suretiyle hiperbolik diizlemin tamamen
kaplanabilecegini kanitlamak istiyoruz.

Bu amaca ulagmak igin, genelligi kaybetmeden, baslangi¢ tiggenin A kosesini (7
acili) birim diskin merkezine, B kosesi de reel eksenin pozitif yoniinde uzanacak sekilde
yerlestirelim. A noktasi orijinde oldugundan AB ve AC diiz dogru parcalaridir. AB ve AC
kenarlar1 iizerinde yapilan yansimalarla A kosesinin komsulugu kaplanabilir. 2/ tane
ticgenle P; hiperbolik ¢okgeni olusturulur (bkz. Sekil 3.19).

Simdiye kadar ingsa edilmis olan iicgenlere birinci mertebeden liggenler olarak
adlandirilsin. P; in her kosesi, ortak kenarlarinda yansima altinda birbirlerinin
goriintiileri olan iki tane birinci mertebeden licgenin ortak kosesidir. A kdsesinin bu 6zel
konumu sadece yapinin gorsellestirilmesini kolaylastirmak i¢in secildi.

Yukarida tarif edilen cembersel yansitma islemi birinci mertebeden iiggenlerin A
disindaki koselerinde de yapilir ve bu islem yeni iiggenler verir. Bu yeni ticgenlerle P
cokgeni elde edilir. P, P; i icerir. P; e ait olmayan P iicgenleri ikinci mertebeden
ticgenler olarak adlandirilacaktir.

Bu islemin sonsuz adim tekrarlanabilecegini, her adimda bir sonraki yiiksek
mertebeden tiggenler kiimesinin olustugu ve bu sekilde elde edilen ticgenlerin hiperbolik
diizlemi tamamen Orttiigli gosterilecektir.

Bu islemin sonsuz adim tekrarlanabilecegini gostermek amaciyla her k dogal sayisi
icin, k. mertebeden {iicgenlerin daha diisilk mertebeden iiggenlerle ve birbirleriyle

cakismadigini gostermek yeterlidir.
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Sekil 3.19. P, cokgeninin insast

e Oncelikle /,m,n sayilarinin her birinin > 3 oldugunu varsayalim. Dik iicgeni daha
sonra ayrica ele alacagiz.

(k—1). mertebeden iiggenler P;_, ¢cokgeninin ¢evresinde bir halka gibi yayilirlar (bkz.
Sekil 3.20). Bunlar P;,_; ve P, ile sinirh bir halka seklinde bolge olustururlar. P,_, nin
L ve K gibi ardigik iki kosesi arasinda kalan (k — 1). mertebeden ii¢cgenlere Aj,A;, ...
diyelim. Herhangi bir A; li¢geninin P;_, nin bir kdgesi olmayan kosesi P 1n kogesi
sayilacaktir. P,_; in herhangi bir R kdsesi A; tiggenlerinin belirli bir r tanesinde ortaktir.
Eger bu ligenlerden biri P,_, ¢okgeniyle bir KL kenarini paylasiyorsa o zaman r = 3 olur.

Diger bir yandan S, P ile sadece bir ortak noktalarinin oldugu iicgenlerin birlestigi bir

S

Sekil 3.20. (k — 1). mertebeden ii¢genler

P kosesi ise r = 2 olur. [,m,n sayilarimin > 3 oldugu varsayimimizdan dolay1 P,
in tiim agilar1 < 7 olur ve dolayisiyla P;_; konvekstir. (Bir cokgen konvekstir < tiim i¢

acilan < 7 dir.)

33



P,_1 in konveksliginden, ¢okgenin MRSM’ destek dogrusu ¢okgenin RS kenarinin
hiperbolik dogru olarak uzatilmasiyla olusur (bkz. Sekil 3.21). Bu yiizden MM'N ve
MM’'N’ yan diizlemlerinden biri tamamen F;_; in digindadir. Dolayisiyla RS ve ST
dogru parcalari, cokgenin ardisik iki kenar1 ise P, in i¢ kismu MSNK nin i¢indedir.

Sekil 3.21. (k — 1). mertebeden ii¢genlerin k. mertebeden iicgenlerle kesismedigini gormek
amactyla destek dogrusunun cizilmesi

S noktasi etrafinda ¢cembersel yansimalarla elde edilen {icgen aginin elde edilen k.
mertebeden {iggenleri MSNK nin disinda olmalhidir. MSNK nin icinde kalan ve S
kosesinde olusan iiggenler P, in kosesi oldugundan (k — 1). mertebeden ii¢genlerdir.
Bu yiizden k. mertebeden tliggenler MSNK nin digindadir. Yani, herhangi bir k i¢in, daha
diisitk mertebelerin iiggenleri tarafindan kaplanan bolgenin tamamen disinda yer alan
ticgenler olusturulabilir. Bu da islemin sonsuz adim tekrarlanabilecegini gosterir.

Simdi k. mertebeden ii¢ggenlerin birbiri ile ¢cakismadigimi gorelim. Bu iicgenleri iki
gruba ayirmakla baglayalim. P;_; tizerinde iki kdse noktasina sahip olan tiggenlere Sekil
3.22 deki gibi Zy, Z,,..., digerlerine Ey, Ej,... diyelim ve P,_; c¢okgeninin koseleriyle
orijini birlestirelim. Bu dogru parcalarindan biri (k — 1). mertebeden iki ticgenin
birlestigi bir koseden gecerse bir acis1 < 27” olan P,_; in iki komsu kenarlarindan birini
olusturur. Eger bu dogru parcasi r = 3 olan bir kdseden gecerse P,_; in ardisik iki
kenarin1 ayiran bu dogru parcasinin yaptifi acilarin da < %” oldugunu tiimevarim
hipotezi olarak varsayalim ve bunu en son ispatlayalim. Simdilik bu varsayimin
dogrulugunu kabul edip, Z; in OR ve OS arasinda kaldigin1 sdyleyebiliriz. Bu da Z;,

Z5,... lerin hi¢ birinin birbiriyle ¢cakigmayacagini verir.

Z; lerin ardisik iki tanesi, diyelim ki Z; ve Z, arasinda kalan E{, Ej... licgenleri R

kosesi etrafindaki yansimalarla (k — 1). mertebeden olmayan ii¢genler elde edilir.
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Sekil 3.22. k. mertebeden iicgenlerin birbiri ile kesismedigini gormek icin orijinin P_; in
koselerine birlestirilmesi

OTUV...T10 hiperbolik ¢okgeninin tim i¢ agilar1 < 7 olur, bdylece bu ¢okgen
konvekstir (bkz. Sekil 3.23).

‘- .O
(<]

Sekil 3.23. k. mertebeden iicgenlerin birbiri ile kesismedigini gormek icin orijinin P, nin
koselerine birlestirilmesi

E1, E... iicgenlerinin hepsi OT ve OT; arasinda kalir. k. mertebeden tiim tiggenlere
bu yontem uygulanarak P,_; cokgeninin etrafim digardan bir halka gibi kaplayan bu
ticgenlerin P, cokgeni oldugunu gorebiliriz. Bu ticgenler P, ve P,_; arasindaki hiperbolik
bolgeyi tamamen orter.

Simdi geriye kabul edilen bu tiimevarim hipotezinin kanitlanmas1 kalir. OT dogru
parcasi, tamamen OR ve OS arasinda kalan bu Z; iicgeninin iizerinden gecer. Z, T
kosesinde birlesen k. mertebeden ii¢ licgenin ortasindakidir. Cokgenin 7' yi iceren iki
kenarlar1 ve OT arasinda kalan agilart < %’r tiir. Dolayisiyla bu iicgen agini sonsuz
stirdiiriilebilecegi ve birbiri ile cakigmadig1 sdylenmis olur.

Son olarak elde edilen bu iiggen aginin hiperbolik diizlemin disk modelinin tamamini
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kapladigini, orttiigiinii ispatlamaliy1z. Bunun i¢in agin herhangi bir iicgenini diigiinelim.
Diyelim ki AABC ii¢geni olsun. Bu AABC ii¢geni ile bir kenar veya bir kdse paylasan
agmn tiim iicgenlerine P* diyelim. AABC iig¢geni ile P* ¢okgeni arasindaki hiperbolik
uzaklik 0 olsun. Bu 8, ABC ii¢genin se¢iminden bagimsizdir ¢iinkii agin tiim tiggenleri
yansima altinda es ve simetriktir. Bu agdan aliman herhangi bir wy noktas: agin bir
ticgeninin iginde veya sinirindadir. wy merkezli d yaricapli yuvar hiperbolik disk agin
icinde kalir.

Tiim Py, P,... cokgenlerinin i¢ bolgelerinin birlesim kiimesine G diyelim. Biraz dnce
soylenen sebepten G den alinan her bir wy noktasi i¢in B(wg,d) C G olur. Boylelikle G
nin acik kiime oldugu sdylenmis olur. G agik kiime oldugundan G° = G dir. Gosterilmek
istenen G = H dir ve G C H oldugu aciktir. Simdi H C G oldugunu gosterelim. G C H
icin H = GUGT dir. H den alinan herhangi bir g, ya G° nin, ya (G”)° ya da d(G) nin
elemanidir. G° nin elemant ise zaten sorun yoktur. g € d(G) ise B(g, €) yuvarinda hem G
nin hem de (G”)? nin elemani olmalidir. Ozel olarak € = § /2 segilirse g; € GNB(g,5/2)
olacak sekilde g; vardir. Her g; € G i¢in B(g;,8) C G idi. d(g,g1) < 6/2 oldugundan
g € B(g1,8) C Golur. Yani d(G) = 0 dir. H baglantili bir kiime oldugundan da (G”)? =0
olur. Dolayistyla G = H olur.

e Simdi bir agis1 7/2 olan tiggeni inceleyelim.

AABC iiggeninin A agis1 /2 ye esit olsun. Diger agilar i ve v niin ikisinin de < /4
olma durumunu ele alalm. AABC iiggeninin A agisini orijine yerlestirelim. Yapiy1 bu
sekilde olusturmazsak P nin bir kdsesinde dort tiggen olur. Digeriyle benzer bir yontem
uygulamak i¢in bunu yapalim. Boyle de, belirli bir P, ¢cokgeni icin, 6rnegin P>, P, nin bir
kosesi olan T kosesinde Z; iicgenlerinin en az biri dik aciya sahiptir. Yani Py, 7 de girintili
bir kdseye sahip olmusg olur. Bunu 6nlemek i¢in, 7" kosesine, kenarlar iizerinde yansimalar
altinda E ve Ej liggenlerinin yansimasi olan yeni bir H; iicgenini ekleyelim (bkz. Sekil
3.24).

Bu degisiklikle daha once yapilanda oldugu gibi k. mertebeden Z;, 2,,..., Ey, Ej,...,
Hy, H,... iicgenlerinin herhangi ikisinin ¢akismadigini ve onlarin bir konveks P, ¢cokgeni
ile sinirlandigini ispatlayabiliriz. 4 ve v niin ikisi de < m/4 oldugu i¢in ¢cokgenin bir
kosesindeki ag1 olusan ii¢ ticgenle < 37/4 tiir. Bu durum, daha onceki ispatlanan ile
benzer olmus olur ve Z; lerin ve H; lerin kendi aralarinda kesismedigini gérmek kolaydir.
OT dogru pargas1 birlestirildiginde 7 kosesinde bulunan ii¢ licgenin orta kisminda
kestigini ispatlamaya gerek olmadan devam edilebilir. Boylelikle OT'S; agis1 < 7 dir.
Buradan da OTS;...T1O c¢okgeninin konveksliginden E; lerin kendi aralarinda
kesismedigi soylenmis olur.

e Bu iicgen aginin ingasi, su ana kadar ele alinmamis durumlarda da gerceklesebilir,
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Sekil 3.24. Dik acili bir iicgenle diizlem dosemesi

yani tiggenlerin ideal olma durumlar1 da s6z konusudur. Herhangi bir acisi sifir olan yada
bir kosesi sonsuzda olan iicgenlere ideal licgen denir. Bu durumlarin her birinde i¢ ice
gecmis Py, Ps,...disbiikey cokgenlerinin birlesimleri hiperbolik diizlemin tamamini 6rten
ticgenler dizisi olusturmak da miimkiindiir. Bir acis1 sifir, iki acisi sifir ve tiim agilar sifir
olmak iizere bu ideal ticgenler ii¢ tiptir. Simdi sirastyla hepsini inceleyelim.

1. 1lk olarak sadece bir acinin sifir oldugu durumu ele alalim. Agilar1 A,u > 0, v=0
seklinde olan ticgenin A acili kdsesini orijine yerlestirelim. A = 7/l ve u = m/m olsun.
Yansimalart A agili kose etrafinda dongiisel olarak gerceklestirelim. Olugan Py ¢okgeni
birinci mertebeden 2/ tane iicgen icerir (/ = 5 icin bkz. Sekil 3.25). Bu cokgen diskin
sinirinda, herhangi ikisi arasinda bagka kdse noktasi olan, / tane kdse noktasina sahiptir.
Iki ideal kose arasindaki herhangi kose noktasi etrafinda da olusan birinci mertebeden
ticgenlerin yansimalarini yapip ikinci mertebeden birbiri ile ¢akismayan yeni iicgenler
elde ederiz. P, konveks ¢okgeni /(m — 1) tane ideal koseye, ayni sayida da sifirdan biiyiik
acili koseye sahiptir. Bu siireci devam ettirirsek P, cokgenler dizisi elde ederiz. Bu
durumda her bir ¢okgenin karsilikli olarak birbiri ile 6rtiismeyen ti¢genlerden olustugunu
gormek kolaydir.

Simdi P ticgen aginin herhangi bir AABC iiggenini ele alalim. Bu iiggenin tiim komsu
ticgenlerini yani agin AABC ii¢geni ile bir kenar veya bir kose paylasan diger ticgenlerini
diisiinelim ve buna AABC™ diyelim. AABC ii¢geninin icinden veya simirindan alinan her
@ noktasi igin dyle bir K (my) diski vardir ki bu disk AABC™ nin iginde kalir. Bu segilen
@y NABC iiggeninin ideal kogesine yaklastik¢a K (@) diskinin yaricapi da sifira yakinsar.
Ama bu @y 1 |@| < r < 1 olacak sekilde daha 6nceden belirlenmis bir diske sabitlersek,
AABC tiggeninin ve @y 1 miimkiin biitiin durumlart i¢in K (@y) diskinin yaricapilarinin

en bilyiik alt sinir1 6(z) sifirdan farkli pozitif bir sabit sayidir. Bu, agin sinirli sayida
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Sekil 3.25. Bir kosesi ideal olan iicgen ile diizlem dosemesi

tiggeninin |®| < r diski ortmek i¢in yeterli olacagi anlamina gelir ve r < 1 olmak iizere
keyfi oldugundan bu ii¢gen ag1 |@| < 1 diskini tamamen orter.

2. ikinci olarak sadece bir acinin sifirdan farkli oldugu durumu ele alalim. Agilar
A > 0,u = v=0 seklinde olsun (bkz. Sekil 3.26). Boylece P;_; belirli kenarlar1 bu
cokgenin iki ideal kosesini birlestirir. Bagka bir deyisle her ikisi de ideal olan koseler
cokgenin ardigik koseleri olacaktir. Bu durumda (k — 1). mertebeden ii¢genler bu
bahsedilen kenarlar iizerinde yansitilarak P, ¢okgeni olusturulur, iicgen aginin insasi

daha 6nce yapilan islemle benzer sekildedir.

B

Sekil 3.26. Iki kosesi ideal olan iicgen ile diizlem dosemesi

3. A = u = v=0 oldugu durum 6zellikle 6nemlidir. Bu olusturulmak istenilen ii¢geni
ist yari-diizlem modelinde diisiinelim. Yapilan islem izometriler yardimiyla disk

modeline taginabilir. Simdi @ = 0, 1, noktalarinda ideal olan ve acilarinin hepsi sifir
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olan bir iicgenle baglayalim. Bu iicgeni sanal eksene paralel olan kenarlarin ikisinde de
yansitalim ve bu iglemi sonsuz adim tekrarlayalim (bkz. Sekil 3.27). Boylece 1/2
yaricapli, birbirine es ve teget olan yarim ¢emberler ile olusan G bolgesi olusur. Simdi
ise G bolgesindeki her ideal licgeni yarim ¢ember olan kenari iizerinde yansitalim ve
icinde Gj 1 igeren yeni bir G, bolgesi olusturalim. G, bdlgesinin sinir1 sayisiz teget
yarim ¢emberler ve bu yarim ¢emberlerin sinirdaki noktalarini igerir. Sonra yeni olugan

yarim ¢emberlerin her birinde G, yi yansitalim ve bu iglemi sonsuz adim siirdiirelim.

[-1 [n ]

Sekil 3.27. Tiim koseleri ideal olan bir iicgen ile diizlem ddsemesi

Bu sekilde tiim agilar sifir olan iiggen agina ulasiriz. Bu ag iist yari-diizlem modelini
orter. Aslinda Gy Im(®) > 1/2 yi icerir, G, Im(®) > 1/2 yi icerir ve daha genel olarak
G, Im(®) > 1/2F yi icerir. Boylece Gy larin birlesimi hiperbolik diizlem ile 6zdestir.
(Bkz. [5] no.lu kaynak)

3.2. Hiperbolik Durumda Diizgiin Dosemeler

Hiperbolik diizlemde diizgiin bir p-genin insas1 Oklidyen durumdakinden biraz
farklidir. Oklidyen durumda diizgiin bir p-genin bir i¢ agis1 (p — 2).7/p dir ve bu deger
kenar uzunlugundan bagimsizdir. Ancak hiperbolik durumda diizgiin bir p-genin bir i¢
agist (p —2).m/p den kiigiiktiir ve kenar uzunlugu bilinen diizgiin bir p-gen tek tiirlii
belirlidir. Bir hiperbolik cokgen c¢izilmek istenildiginde Poincaré disk modelinin
merkezinde birbirleriyle 27/ p a¢ili 1s1nlar ¢izip, koseleri bu 1ginlar {izerinde merkezden
uzakliklar1 esit olan noktalar belirlenir. Bu noktalardan gecen dogru parcalar cizilerek
diizgiin bir p-gen elde edilmis olur. Bu diizgiin p-gen izometriler yardimiyla farkli bir
bolgeye tasinabilir. Noktalarin diskin sinirt iizerinde olmasi durumunda elde edilen
cokgen ise ideal cokgendir.

Hiperbolik durumda diizgiin bir cokgen ile diizlem kaplanmak istendiginde Oklidyen

durumdakinden farkli bir durumla karsilagilir. Ciinkii Oklidyen durumda bir p-gen agisi
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tek tiirlii belirlidir. Ornegin diizgiin bir 6-genle diizlem kaplanmak istenildiginde bir
kosede birlesen cokgen sayisi sabittir. Hiperbolik durumda (3.11) kosulunu saglayan tiim
q sayilar i¢in 6-genlerle doseme yapmak miimkiindiir.

Bir kosede birlesen p-gen sayisi g ise koselerin cokgenin merkezinden uzakligi
cosh™!(cot(r/p).cot(m/q)) olan kose noktalari belirlenir ve bu noktalar1 birlestiren
dogru parcalarmin c¢izilmesiyle p-gen elde edilir. Boylece bir i¢ agist 27/q olan
cokgenin her kosesi etrafinda 27 /g kadar g kez donmeleriyle veya kenarlar iizerinde
yapilan yansimalarla elde edilen ¢okgenler ve elde edilen yeni ¢okgenlerde de aymni
islemin yapilmasiyla hiperbolik diizlemin dégsemesini olusturulur.

Hiperbolik durumda diizgiin bir p-genin bir i¢ agist o, (p —2).n/p den daha
kiigiiktiir. Dolayisiyla boyle bir diizgiin p-gen ile diizlemin kaplanabilmesi ic¢in bir

kosede birlesen p-genlerin o kosedeki acilar toplaminin 27z olmasi gerekir. Bir kdsede g

tane p-gen birlestigi kabul edilirse 27 = o.q < w.q esitsizliginin saglanmasi
gerekir. Buradan da
1 1 1
— + (3.11)
p q 2

kosulu elde edilir. Bu kosulu saglayan her p, g sayilart i¢in p-genler ile diizlemi

kaplamanin miimkiin olup olmayacagi arastirilacaktir.

Teorem 3.2 117 + cl; < % kosulunu saglayan her pozitif p ve q tamsayiari icin hiperbolik

diizlemin bir p? diizgiin dosemesi vardir.

Kamt. p? diizgiin dosemesini elde etmek icin Teorem 3.1 den yararlanilacaktir.
%—Fé < % oldugundan 1174— Cll —|—% < 1 olur ve Teorem 3.1 in kosullart agilart 7/p,
7 /q ve m/2 olan iiggen icin saglanir. Bu durumda bu tiggenin kenarlarinda yansimalarla
diizlem kaplanabilir. Bu dosemede m/q acisinin karsisindaki kenarlarda yapilan
yansimalarda, dik acili bir iiggen olmasindan dolay1 7 /p acilarinin karsisindaki kenarlar
dogrusaldir. Elde edilen bu kaplamanin 7/g acisim karsisindaki kenarlar silinir. Bu
islemin sonucunda tepe agisi 7/ p, taban agilart /¢ olan ikizkenar iiggenler elde edilmis
olur. Simdi de 7m/g acisinin karsisindaki kenarlar silinerek hiperbolik diizlemin p?
diizgiin dosemesi elde edilmis olur. (Bu argiimanla yapilan islem Sekil 3.28 de p = 4,

g =5 durumunda 7 /p, /q ve m/2 acili iggenler kullanilarak gosterilmistir.)

Ornek 3.3 1/p + 1/q < 1/2 kosulunu saglayan her pozitif p ve q tamsayilart icin

hiperbolik diizlemin bir p? diizgiin dosemesinin varligr bilindiginden simdi bu kosulu
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Sekil 3.28. Z(A) = n/4, Z(B) = n/5 ve Z(C) = 1t/2 olan AABC dik ii¢geni kullamilarak
olusturulan 4° diizgiin dogemesi

saglayan p =3 ve g =1,8,9 sayilar icin birer diizgiin dogseme érnegi verelim. 37, 38, 3°

diizgiin dogemeleri Sekil 3.29 da gosterilmigtir.

Sekil 3.29. 37, 38 ve 3° diizgiin dosemeleri

Ornek 3.4 8-genlerle diizlem kaplanmak istenildiginde ise bir kisede 3, 4, 5 tane olma
durumda 83, 8% ve 8 diizgiin dosemeleri elde edilir ve bu dosemeler Sekil 3.30 da

gosterilmigtir.
Hiperbolik diizlemde bir kdsede g tane p-genin bulundugu désemeyi ¢izen bilgisayar

programi Maple program kodu olarak bu tezin Ek kisminda verilmistir.

3.3. Hiperbolik Durumda Yari-Diizgiin Dosemeler

Hiperbolik diizlemde yari-diizgiin dosemelerin varliginin ispat1 ve siniflandirilmasi
Oklidyen durumdaki kadar net degildir. Ancak 1/p + 1/g < 1/2 kosulunu saglayan her

pozitif p ve g tamsayilar1 i¢cin hiperbolik diizlemin bir p? diizgiin dosemesi varligi
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Sekil 3.30. 8, 8* ve 83 diizgiin dosemeleri

bilindiginden bu diizgiin dosemelerden tiiretilen dosemeler vardir. Bu tiiretilmis

dosemelerin varliginin ispati i¢in kullanacagimiz icmerkez yontemi ile baslayalim.

Teorem 3.5 (Icmerkez Yontemi) Q, acilart 27/py, 27/ps,..., 27/ pq olan, i¢ teget
cemberine sahip ve kenarlarinda yansimalarla diizlemin kaplanabildigi bir g-gen olsun.
Bu durumda Q nun herhangi bir kopyasinin icmerkezi ile aynmi kose etrafinda buna
komsu olan g-gen kopyalarimin igmerkezlerinin birlestirilmesi sonucunda (p1.ps....pq)
yari-diizgiin doseme elde edilir. Buradaki p;, 1 < i < q olmak iizere q-genin i. kosesinde

olusan cokgendir.

Kanit. O nun kenarlarinda yansimalarla diizlemin kaplanabildigini kabul edelim. Bu
dosemenin bir kosesindeki tiim agilar birbirinin yansimasidir ve dolayisiyla estir. i.
kosede p;-genin olugmasi i¢in o kosede p; tane g-gen ve o kosedeki agilarin da 27/ p;
olmasi gerekir. Teoremin diger kosulundan g-genin i¢ teget cemberi varsa kenarlarinda
yansimalarla elde edilen yeni g-genlerin bitisik olanlarinin icmerkezleri aras1 uzaklik hep
aymidir ve g-genin igteget cemberinin yaricapinin iki kati kadar olup kenara dik
olacagindan dogrusaldir. Eger g-genin i. kosesindeki bitisik cokgenlerin i¢merkezlerini
birlestirirsek kenarlar1 esit bir p;-gen olusur. p;-gen g-genin kenarlarinda yansimalarla
elde edildiginden p;-genin i¢ agilart estir ve dolayisiyla p;-gen diizgiin cokgendir.
Boylece orijinal dogsemenin her bir igmerkezinde py, pa, ..., py diizgiin ¢okgenler dizisi
olusur. Bu cokgen dizisi her icmerkezde aymdir ciinkii bitisik g-gende ortak kenarlar
tizerinde birbirine yansir. Boylece istenilen (pji.p;....p,) yari-diizgiin doseme insa
edilmis olur.

Ornek 3.6 Sekil 3.31 (a) daki agilart sirasiyla 27 /6, 27 /4, 27/S ve 27 /4 olan ABCD
deltoidinin icmerkezi vardir ve kenarlarinda yansimalarla diizlemi kaplar. A kosesi
etrafinda 6 tane deltoid oldugundan i¢merkezlerin birlestirilmesiyle A noktast merkezli

diizgiin 6-gen olusur. Benzer sekilde diger kose noktalari merkezli 4-gen, 5-gen ve 4-gen
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cizilir. Sekil 3.31(b) deki O merkezi etrafinda turuncu renkle cizilen (6.4.5.4)

yari-diizgiin dogemesi elde edilir.

ekil 3.31. (a) Acilari 21 /6, 27 /4, 21 /5 ve 21 /4 olan yansimalarla diizlemi kaplayan Q
¢
cokgeni, (b) icmerkez yontemiyle (6.4.5.4) yari-diizgiin dogemeinin elde edilmesi

Ornek 3.7 Sekil 3.44(a) daki acilar sirasiyla ©/4, /3, /5 ve ©/2 olan ve icmerkezi
olan bir ABCD dortgeni vardir ve kenarlarinda yansimalarla diizlemi kaplar. A kosesi
etrafinda 8 tane dortgen oldugundan icmerkezlerin birlestirilmesiyle A noktasi merkezli
diizgiin 8-gen olusur. Benzer sekilde diger kose noktalart merkezli 6-gen, 10-gen ve 4-gen
cizilir. Sekil 3.44(b) deki O merkezi etrafinda mavi renkle ¢izilen (8.6.10.4) yari-diizgiin

dosemesi elde edilir.

Sekil 3.32. (a) Acilari m/4, n/3, n/5 ve w/2 olan yansimalarla diizlemi kaplayan Q ¢okgeni, (b)
icmerkez yontemiyle (8.6.10.4) yari-diizgiin désemeinin elde edilmesi
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Simdi  hiperbolik  diizlemde yari-diizgiin  dosemelerin  olusturulmasinda

kullanacagimiz bir bagka teoremi ifade edelim:

Teorem 3.8 & acilart © nin bir tamsayiya boliimii olarak ifade edilen yani acilart
T T

p1’p2°”
yvansimalar yapilarak tiim diizlem kaplanabilir.

.,pln biciminde olan bir n-gen olsun. Bu durumda &7 ¢okgeninin kenarlarinda

Kanit. & kenarlarinda yansitildiginda diizlemin kaplanabilecegi agiktir. Bu yansimalar
/3 3
2 P2
etrafinda & nin 2p, tane kopyasi, benzer sekilde acisi pln olan kose etrafinda &2 nin 2p,

yapildiginda agis1 -~ olan kose etrafinda &7 nin 2p; tane kopyasi, agist -~ olan kose

tane kopyasi birleserek doseme olusur. Bkz. [11] no.lu kaynak.
]
Bu teoremdeki & ¢okgeninin kenarlarinda yansima dontigiimleri bir grup iiretir ve
& cokgeni de bu grubun temel bolgesi olur. Grup teorisel yaklagim ile ilgili olarak [10]
ve [46] kaynaklarina bakilabilir.

3.3.1. p? dosemesinden tiiretilen dosemeler

Teorem 3.9 p? diizgiin dosemesi varsa asagidaki diizgiin ve yari-diizgiin dosemeler de

vardur.
1. p? dosemesinin eslegi olan g? diizgiin dosemesi
2. (p-29.2q) ve 2p.2p.q)
3. (4.2p.2q)
4. (p-9-p-q)
5. (4.pd.q)
6. (32.p.3.9)
7. (3.p3.p.3.q/2), q > 6 ve ¢ift igin

Kanit. Hiperbolik izometrileri kullanarak p? diizgiin dosemesindeki diizgiin p-genlerden
secilmis sabit bir tanesinin merkezini orijine ve bir kosesinide x-ekseninin pozitif
kismina gelecek bigimde tasiyalim. Bu sekildeki p? dosemesine standart formda déseme
diyelim. Bu kisimda p? dosemesinden tiiretilecek tiim yari-diizgiin dosemeler igin
standart formdaki p? diizgiin dosemesinden baslanacaktir. Standart formda bir p?

diizgiin dosemesinden varlig1 iddia edilen yari-diizgiin dosemeleri elde etmeye calisalim.
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1. p% nun eslegi olan qP diizgiin dosemesinin varhgi

p4 diizgiin dosemesinde her p-gen diizgiin olup bir i¢c merkeze sahip oldugundan
ve bir p-genin tim koselerinde g tane p-gen oldugundan bitisik p-genlerin
merkezlerini birlestirerek her kdsesinde diizgiin g-genler elde edilir. Boylelikle p?

nun eslegi olan ¢” diizgiin dosemesi elde edilir.

Ornegin; 4° diizgiin dosemesinde dortgenlerin merkezleri birlestirilerek elde edilen

ve 4° nin eslegi olan 5* diizgiin dosemesi mavi renkle gosterilmistir, bkz. Sekil 3.33.

(a) (b)

Sekil 3.33. (a) 4° diizgiin dogemesi, (b) icmerkez yontemi ile 5* désemesinin elde edilmesi

2. (p-2q.2q) ve (2p.2p.q) yari-diizgiin dosemelerinin varhg:

p-genin merkezini her bir kosesine birlestirerek p? daki her bir ¢cokgeni p tane es
ikizkenar iicgenlere bolelim. Her ticgenin bir merkezi vardir ve bu iicgenlerin tiim
kenarlarindaki yansimalar, orijinal p? nun simetrileri oldugundan ve bunlar aym
zamanda iicgen dosemenin simetrileri oldugundan licgen doseme i¢cmerkez yontemi
teoreminin sartin1 saglar. AABC ikizkenar iiggeninin tepe acis1 p-genin merkezinde
oldugundan 27/ p ve taban agilar1 27 /2q = m /g oldugundan, (p.2¢.2q) elde ederiz.
Ornegin; 4° diizgiin désemesinde merkezden koselere birlestirilen turuncu dogru
pargalariyla elde edilen ii¢genlerin merkezleri birlestirilerek elde edilen (4.10.10)

yari-diizgiin dosemesi mavi renkte Sekil 3.34(b) gosterilmistir.
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(@) (®)

Sekil 3.34. (a) 43 diizgiin dosemesi, (b) (4.10.10) dosemesinin elde edilmesi

Ayni iglemi eslegi olan ¢” dosemesine uygularsak AABC Sekil 3.35(a) daki gibi
olur ve (2p.2p.q) dosemesini elde ederiz. Bunun i¢in de 6rnek Sekil 3.35(b)

gosterilmigtir.

SR
S Nar
L "5{9.‘
(N Y

L AR

(a)

Sekil 3.35. (a) 5* diizgiin dosemesi, (b) (8.8.5) dosemesinin elde edilmesi

3. (4.2p.2q) yari-diizgiin dosemelerinin varhg

Orijinal dosemenin her bir p-genini, cokgenin merkezinin kogselerine ve
kenarlarinin orta noktalarina birlestirilmesiyle i¢inde 2p tane iiggene boliiniir. Bu

tiggenlerden biri Sekil 3.36(a) da gosterilen AABC dir. Bir p-genin igindeki
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licgenler, p-genin merkezinden yayilan kenarlar boyunca yansimalar altinda
birbirine doniismektedir. Dolayisiyla bu iicgenler estir. Her licgenin Teorem 1.11
den dolay1 i¢cmerkezi vardir ve iiggenlerin i¢cmerkezleri birlestirilerek (4.2p.2q)

yari-diizgiin dosemesi elde edilir.

Ornegin; 4° dosemesinin turuncu dogru parcalariyla iicgenlere ayrilmasinin
ardindan {i¢cgenlerin merkezlerinin birlestirilmesiyle mavi renkte (4.8.10)

yari-diizgiin dosemesi olusmustur (bkz. Sekil 3.36(b)).

Sekil 3.36. (a) 4° diizgiin dosemesi, (b) (4.8.10) dosemesinin elde edilmesi

4. (p.q.p.q) yari-diizgiin dosemelerinin varhg

p? dosemesinde her p-genin merkezinden koselerine dogrular ¢izilir. Bitigik iki
p-genin ortak olan koseleri ve merkezleri eskenar dortgenler olusturur. Bu eskenar
dortgenler ile diizlemin bir dosemesi elde edilmis olur. Bu eskenar dortgenlerden
biri Sekil 3.37(a) da gosterilen ABCD dir. Komsu eskenar dortgenler, paylastiklari
kenarlar iizerinde birbirlerinin yansimalaridir. Her bir eskenar dortgenin Teorem
1.12 den dolay1 kosegenlerinin kesisiminde bir icmerkezi vardir. Dolayisiyla
icmerkez teoreminin kogullarini saglar. Eskenar dortgenin agilart sirasiyla 27/ p ve

27 /g oldugundan (p.q.p.q) yari-diizgiin désemesi elde edilir.

Ornegin; 4° dosemesinde turuncu renkteki dogru parcalari ile eskenar dortgenler
elde edilip bu egkenar dortgenlerin igmerkezleri birlestiren mavi dogru parcalari
bize (4.5.4.5) dosemesini verir (bkz. Sekil 3.37(b)).

5. (4.p.4.q) yari-diizgiin dosemelerinin varhg
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(a) (b)

Sekil 3.37. (a) 4° diizgiin dosemesi, (b) (4.5.4.5) dosemesinin elde edilmesi

p? dosemesinde kose noktalar1 bir p-genin merkezi, p-genin herhangi bir kosesi
ve o kogenin bulundugu iki kenarinin orta noktalari, agilar1 da 7/2, 27/p, m/2 ve
27/q olan deltoidler olusur. Bagka bir deyigle standart formdaki bir p? dosemesi
ve iizerine ¢izilen egslegi bize istenilen deltoid dosemesini verir. Her bir deltoid bu
dort aginin agiortaylarinin kesisim noktasinda Teorem 1.13 ten dolayi bir igmerkeze

sahiptir ve icmerkezlerinin birlesimiyle (4.p.4.q) yari-diizgiin dosemesi elde edilir.

Ornegin; 4° diizgiin dosemesi ile eslegi olan 5% dosemesi ele alindiginda olusan
deltoidlerin ag¢ilar1 7/2, 270 /4, /2 ve 21 /5 olur. Bu deltoidlere 6rnek olarak Sekil
3.38(a) da gosterilen ABCD dortgeni verilebilir. Bitisik deltoidlerin merkezlerinin
birlestirilmesi ile de (4.4.4.5) dogemesi olusur (bkz. Sekil 3.38(b)).

Bagka bir Ornekte gormek istersek 83 diizgiin dosemesi ile eslegi olan 3%
dosemesinden agilart /2, 27/8, w/2 ve 27m/3 olan deltoidler elde edilir. Bu
deltoidlerin biri Sekil 3.39(a) da gosterilen ABCD dortgenidir. Bitisik deltoidlerin
merkezlerinin birlegtirilmesi ile de (4.8.4.3) dosemesi olugur (bkz. Sekil 3.39(b)).
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Sekil 3.39. (a) 83 diizgiin dosemesi, (b) (4.8.4.3) dosemesinin elde edilmesi

6. (3%.p.3.q) yari-diizgiin dosemelerinin varhg

(32.p.3.q) yar-diizgiin dosemesini elde etmek icin p? diizgiin dosemesindeki
p-genden yararlanarak belirli kdselerindeki agilar 27/3 olan diger agilari 27t/ p ve
27 /q olan bir besgen inga edecegiz. p-genin orijindeki merkezini M, x-ekseni
tizerindeki kosesinden baslayarak saatin tersi yoniinde dolasirken karsilasilacak ilk

koseyi de K olarak adlandiralim.
Simdi p-genin i¢ bolgesinde /KXM = 27 /3 olacak sekilde bir X noktasini segip,

secilen X noktasinin M etrafinda saat yoniinde 27t/ p kadar donmesiyle elde edilen

noktayr X', K etrafinda saatin tersi yoniinde 27/q kadar donmesiyle elde edilen
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noktay1 da X” olarak adlandiralim. Boéylece KXMX'X" besgeni olusturmus olur.

Burada X noktas1 segilirken ayrica

« /MX'X" =271/3 ve LX'X"K =27:/3

* Cizilen bu beggen bir icmerkeze sahiptir

kosullar1 da saglanacak bi¢cimde secilmis olsun (bkz. Sekil 3.40(a)). Bu sartlari
saglayan beggen ile diizlem dosemesi vardir. Ancak dikkat edilmelidir ki bu
besgenin simetrileri kenarlar tizerinde yansimalar degil p-genlerin merkezlerinde
2n/p lik donmelerdir. Her bir besgen i¢merkeze sahiptir ve bu merkezlerin

birlestirilmesi ile (3.3.p.3.q) dosemesi elde edilir.

Bunu da bir 6rnekle gorsellestirmek istersek 5% diizgiin dosemesinde turuncu
dogru parcalariyla diizgiin olamayan beggenler cizilir. Bunlardan biri Sekil 3.40(a)
da gosterilen KXMX'X" besgenidir. Bu besgende /ZMXK, /MX'X", /KX"X'
agilart 27 /3, ZXMX' agis1 21/5 ve /XKX" agis1 27 /4 tiir. Bitisik besgenlerin
icmerkezlerinin birlestirilmesi sonucunda (3.3.5.3.4) yari-diizgiin dosemesi elde
edilir, bkz. Sekil 3.40(b). Bu X noktasinin yerinin nasil belirlendigi bu tezin Ek

kisminda verilmistir.

Sekil 3.40. (a) 5* diizgiin dosemesi, (b) (3.3.5.3.4) dosemesinin elde edilmesi

7. q cift ve q > 6 olmak iizere (3.p.3.p.3.q/2) yari-diizgiin dosemesinin varhgi

(3.p.3.p.3.q/2) yari-diizgiin dosemesini elde etmek icin yardimci bir altigen inga

edecegiz. Standart formdaki p? diizgiin dosemesinde merkezdeki p-genin
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kogelerini Ay,Aj,...,A, ve merkezini M olarak adlandiralim. A;A; kenan
tizerinde ZA,XM = 27 /3 olacak sekilde tektiirlii belirli olan X noktasini segelim
ve X noktasim1 M merkezi etrafinda saatin tersi yoniinde 27 /p kadar dondiirmek
suretiyle X’ noktasini elde edelim. A¢ik olarak X’ noktasi AyA3 kenari iizerindedir.
Simdi A>A3z kenarinda M ve X noktalarin1 yansitarak sirasiyla Y ve Z noktalarini
elde edelim. Elde edilen M, X, A, Z, Y ve X’ noktalar1 bir altigen olusturur. Bu
altigen, orijinal p-genlerin merkezleri etrafinda 27/p lik agiyla dondiiriilerek,
p-genlerin kenarlarinda yansitilarak, tiim diizlemin bir dosemesi elde edilir.
Yapilan yansimalar ve donmeler bu altigensel dosemenin simetrileri olurlar.
Icmerkez  teoreminden  bitisik  altigenlerin  merkezleri  birlestirilerek

(3.p.3.p.3.q/2) yari-diizgiin désemesi elde edilmis olur.

Ornegin; 4° diizgiin dosemesi iizerinde olusturulan turuncu renkteki altigensel

dogseme ve bunlarin merkezlerinin birlestirilmesi ile mavi renkteki (3.4.3.4.3)
yari-diizgiin dosemesi elde edilir (bkz. Sekil 3.41(b)).

Sekil 3.41. (a) 4° diizgiin dosemesi, (b) (3.4.3.4.3) dosemesinin elde edilmesi

3.3.2. Bagdegerlik sayisina gore dosemeler

Simdiye kadar elde edilen yari-diizgiin dosemeler diizgiin dosemelerden
tiiretilenlerdir. Simdi ise bir kosede bulunan cokgen sayisina gore birtakim
siniflandirmalar yapilacaktir. Bunun i¢in once ifade kolayligi adina bir tanim yaparak

baglayalim.
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Tamim 3.10 Dosemenin bir kosesinde bulunan cokgen sayisina bagdegerlik (degerlik)

sayist denir.

Bir kosede birlesen ¢okgen sayisi da g, bu cokgenler pi-gen, p>-gen,...,p,-gen ve bu

cokgenlerin acilar1 da sirasiyla «,00,...,0; olsun (bkz. Sekil 3.42). o < (p‘;—lz)n
o0 < (pz;—zz)n,..., oy < % olup o kosedeki acilar toplami 27 olmasi gerektiginden

(p1—2)7f+(P2—2)7T+_”+(Pq—2)77

=0+ 0 +...+ 0y <
P1 P2 Pq

esitsizligi elde edilir. Buradan bagdegerlik sayisi g, bir kdsede pi-gen, pr-gen,...,p,-gen

cokgenlerinin birlestigi dosemenin varlig1 icin

11 1 g-2
I, S 3.12)
P P2 Pq 2

esitsizliginin saglanmasi gerektigi elde edilir.

Sekil 3.42. (p1.p>...p,) dosemesi igin kige tipi

Teorem 3.11 3-bagdegerli dosemeler: Hiperbolik diizlemin 3-bagdegerli diizgiin ve yari-

diizgiin dogemeleri sadece
* p > 6 olmak iizere p> dosemesi
* 1/p+1/q < 1/2 olmak iizere (2p.2p.q) dosemesi

* p,q,r sayilarmun birbirinden farklive 1/p+1/q+1/r < 1 olmak iizere (2p.2q.2r)

dosemesi
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durumlaridir.

Kamt. Bir kosede birlesen cokgenler pj-gen, py-gen, p3-gen olsun.

Eger p; = p» = p3 = p ise bir kosede 3 tane es diizgiin p-gen birlesecek demektir.
Dolayisiyla bu dogeme (eger varsa) bir diizgiin dosemedir. Teorem 3.2 ye gore diizgiin p?
dosemesinin varligi i¢in % + % < % olmasi gerekir. Bizim durumumuzda g = 3 oldugundan
p° dosemesinin varlig1 icin %%— % < % olmasi ve dolayistyla p > 6 olmasi durumunda p>
dosemesinin vardir.

Eger bir kosede birlesen ii¢ cokgenden ikisi es, digeri farkli ise mesela p; = py # p3
oldugunu kabul edelim; (p;.p;.p3) dosemesinde Esleme Lemmasi (a) dan dolay p; tek
olamaz. p; cift ise p; = 2p, p3 = g seklinde alinsin. pL] + pLz + % < % sart1 %—i—}[ < %
sartina doniisiir. % + é < % sartin1 saglayan her p ve ¢ sayilari i¢in p? diizgiin dosemesi
Teorem 3.2 den dolayr vardir. p? diizgiin dosemesiden (2p.2p.q) yari-diizgiin
dosemesinin elde edilebilecegi Teorem 3.9 da kanitlandigindan dolay1 1—17%—5 <1/2
olmak iizere (2p.2p.q) dosemesi vardir.

Son durum olarak eger bir kdsede birlesen ii¢ cokgen de birbirinden farkli ise Esleme
Lemmasi (a) dan dolay1 hi¢ biri tek say1 olamaz. Hepsinin ¢ift say1r olmas1 gerekir.
Dolayisiyla p,q,r birbirinden farkli olmak iizere p; = 2p, p» = 2q ve p3 = 2r olsun.
%4—1%2—}—;—3 < % sarti %4—%}—1—% < 1 olur. Teorem 3.1 den dolay1 %4—54—% < 1 olmak
iizere agilar1 7/p, m/q ve m/r olan tiggenle diizlem kaplanabilir. Her iiggen i¢gmerkeze
sahip oldugundan Teorem 3.5 in sartlar1 saglanir. Yani bitisik ticgenlerin igmerkezleri
birlestirilerek (2p.2¢.2r) yari-diizgiin dogsemesi elde edilir. Dolayisiyla 11)4— % +% <1
olmak iizere (2p.2¢q.2r) désemesinin varligi kanitlanmig olur.

Teorem 3.12 4-bagdegerli dosemeler: Hiperbolik diizlemde 4-bagdegerli (p.q.r.s)
diizgiin ve yari-diizgiin dosemelerinin  olmasi icin p, ¢q, r, s saylarimn

1/ p+1/q+1/r+1/s <1 esitsizligini ve asagidaki
o p>4dve p=qg=r=solmakiizere p* dosemesi,
o p=r=sve p cift olmak iizere (p.p.p.q) dosemesi,

* pcift, p=r olmak iizere (p.q.p.s) dosemesi ve tiim sayilar ¢ift, p = q olmak iizere
(p.p.r.s) dosemesi ,

* p=rve qg=s olmak iizere (p.q.p.q) dosemesi ve p = q, r = s, tiim sayilar ¢ift

olmak iizere (p.p.r.r) disemesi,
* D, q, r ve s hepsi ¢ift ve birbirinden farkli sayilar olmak iizere (p.q.r.s) dosemesi

53



durumlardan birini saglamasi gereklidir.

Kanit. Bir kosede birlesen p-gen, g-gen, r-gen ve s-gen ¢cokgenlerinin agilar sirastyla o,
0, o3 ve 0y olsun (bkz. Sekil 3.43). Bu durumda o < (p—2)7/p, o < (¢ —2)7/q,
o3 < (r—2)m/rve au < (s—2)r/s dir. Bir kdsede birlesen ¢okgenlerin o kosedeki agilar

toplami1 27t olmasi gerekir.

Sekil 3.43. Bir kosede dort cokgenin birlesmesi

(p—2)7r+ (q—2)7r+ (r—2)7t+ (s—2)m

2T=0 + 0+ 03+ 0y <

p q r s
Esitsizliginden de
I 1 1 1
—+-+-+-<1 (3.13)
p q r s

kosulu elde edilir. Simdi bu kosulu saglayan sayilar i¢in miimkiin koge tiplerinin sadece
verilenler oldugunun kanitlayalim.

Eger p = g = r = s ise bir kosede 4 tane es diizgiin p-gen birlesecek demektir.
Dolayisiyla bu doseme (eger varsa) bir diizgiin dosemedir. Teorem 3.2 ye gore diizgiin
p? dosemesinin varligl icin %—k%} < % olmasi gerekir. Bizim durumumuzda g = 4
oldugundan p* dosemesinin varligi icin [l) + % < % olmas1 gerekir. Dolayisiyla
p=q=r=sise p>4olmasi durumunda p* dosemesi mevcuttur.

Eger bir kosede birlesen dort cokgenden iicii es digeri bunlardan farkli ise mesela
p =r =s # g oldugunu kabul edelim, (p.p.p.q) dosemesinde Esleme Lemmasi (a) dan
dolay1 p tek olamaz. Ciinkii bu durum ¢ nun diger sayilardan farkli olma kosuluyla
celigir. Dolayisiyla p = r = s ¢ift olmak zorundadir. Eger g cift ise p = 2k ve g = 2/
olarak alabiliriz. A¢ilar 27/ p, 27/ p, 27/ p, 27 /q ve igmerkezi olan bir dértgen Teorem
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1.14 ten dolay1 vardir ve p ve g degerleri yerine yazildiginda agilan & /k, w/k, ©/k, /I
olan dortgen elde edilir. Bu dortgenle diizlem dosemesi Teorem 3.8 den dolayr vardir.
Boylelikle Igmerkez Teoreminin sartlar1 saglanir ve bu dortgenlerin i¢merkezlerinin
birlestirilmesi ile (2k.2k.2k.21) dosemesi elde edilir. Dolayisiyla hepsi ¢ift sayr olmak
tizere (p.p.p.q) dosemesi vardir. Eger p cift iken ¢ tek ise; ]i) + % + 117 + é < 1 kosulunu
% o+ <1 §eklinde yazabiliriz. p ¢ift oldugundan p = 2k yazabiliriz. Teorem 3.1 den

dolayl —|— 2k —|— < 1 kosulunu saglayan tamsayilar i¢in actlar1 7, 57, Z olan iicgen ile

diizlem d0§eneb111r. Bu diizlem dosemesinde 7 agisinin karsisindaki kenarlar silinerek

agilar1 22—25, T ve 27” olan deltoidler ve bu deltoidlerle diizlem dosemesi elde edilir.
Teorem 1.13 ten dolay:r her deltoid icmerkeze sahiptir ve I¢gmerkez Teoreminin sartlar
saglanir. Bitigik deltoidlerin i¢merkezlerinin birlestirilmesi ile (2k.2k.2k.q) dosemesi
elde edilir. Dolayisiyla p cift, g tek olmak iizere (p.p.p.q) dosemesi vardir.

Eger bir kosede birlesen ¢okgenlerin sadece ikisi birbirine es, digerleri bunlardan ve
birbirinden farkli ise kose tipi ya (p.p.r.s) ya da (p.q.p.s) seklinde olur. Yani eg olan
cokgenlerin yanyana olup olmamasina gore iki durum vardir. Eger kose tipi (p.p.r.s)
seklinde ise Esleme Lemmasi (b) den dolay1 p tek, Esleme Lemmasi (a) dan dolay: da r
ve s tek olamaz. Bu durumda p, g, r,s sayilarinin hepsi ¢ift say1 olur ve bu durumda da
ispat yukaridaki (sadece birinin farkli digerlerinin ayni olmasi durumunda) yapilan
ispatla ayni yol izlenir. Dolayisiyla p = g, r, s sayilarinin hepsi ¢ift olmak iizere (p.p.r.s)
dosemesi vardir. Boylece es olan ¢okgenlerin yanyana olmasi durumu incelenmis olur.
Simdi diger durumu ele alalim. Eger kose tipi (p.q.p.s) seklinde ise Esleme Lemmasi (a)
dan dolay1 p tek olamaz. (3.13) kosulu %4— Cl] +% < 1 olur ve %—i— é +% < 1 sekilinde
yazildiginda p cift oldugundan p = 2k alinabilir. Teorem 3.1 den dolay1 % + é + % <1

kosulunu saglayan tamsayilar i¢in agilar1 7, g, Z olan iiggen ile diizlem d6§enebilir Bu
diizlem dosemesinde 7 acisinin kargisindaki kenarlar silinerek acilar 7 2—”, T ve & T olan

deltoidler ve bu deltoidlerle diizlem dosemesi elde edilir. Teorem 1.13 ten dolay1 her
deltoid icmerkeze sahiptir ve igmerkez Teoreminin sartlar1 saglanir. Bitisik deltoidlerin
icmerkezlerinin birlestirilmesi ile (2k.q.2k.s) dosemesi elde edilir. Dolayisiyla p cift ve
p = r olmak iizere (p.q.p.s) dosemesi vardir.

Eger bir kosede birlegsen dort cokgen ikiser ikiser es ise ya (p.p.q.q) yada (p.q.p.q)
seklindedir. 1ki durumu da ayri ayr inceleyelim. Eger (p.p.q.q) seklinde ise Esleme
Lemmasi (b) den dolay1 p ve g sayilari tek olmaz. Kose tipindeki her say1 ¢ift olur ve bu
durumda da daha oncekilerde hepsinin ¢ift olma durumu ile ayni yol izlenir. Dolayisiyla
p ve q sayllarl cift olmak tizere ( p p.q.q) dosemesi vardir. Eger (p.q.p.q) §eklinde ise
- + —|— —I— < 1 sart1 - + <1 5> sartina doniigiir. Teorem 3.2 den dolayr 1 + <

§art1n1 saglayan p ve q tamsayllan icin p? diizgiin dogsemesi vardir. Teorem 3.9 dan
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dolay1 p? diizgiin dosemesiden (p.q.p.q) yari-diizgiin dosemesinin elde edilebilir.
Dolayisiyla cokgenler ikiser ikiser es olmak tizere (p.q.p.q) dosemesi vardir.

Eger tiim ¢cokgenler birbirinden farkli ise Esleme Lemmasi (a) dan dolay1 hig biri tek
say1 olamaz. Hepsinin cift say1 olmas1 gerektiginden k, I, m, n birbirinden farkli olmak
izere p = 2k, g = 2l, r = 2m ve s = 2n alabiliriz. A¢ilart ©/k, w/l, ®/m, 2w /n ve
icmerkezi olan bir dortgen Teorem 1.14 ten dolayr vardir. Bu dortgenin kenarlarinda
yansimalarla diizlemin bir dosemesinin varligi Teorem 3.8 den sOylenebilir. Boylelikle
Icmerkez Teoreminin sartlar1 saglanmis olur ve bu dortgenlerin merkezlerinin
birlestirilmesi ile (2k.21.2m.2n) dosemesi elde edilir. Dolayisiyla p, g, r, s birbirinden
farkli ve ¢ift olmak iizere (p.q.r.s) dosemesi vardir.

4-bagdegerli kose tipleri i¢in olast durumlarin hepsi ispatlanmis olur. ]

Teorem 3.13 Eger Pil + pLz + ...+ piq < # kosulu saglaniyorsa ve 1 < k < q icin her py,

sayist ¢ift ise (p1.pa...pq) yari-diizgiin dosemesi vardr.

Kamt. p; sayilar ¢ift oldugundan py /2 sayilari tam sayilardir. py/2 = ry olarak yazilsin.
Teorem 1.14 ten dolay1 acilart 7t/ry, 7t/r2,...,m/ry olan ve i¢ teget gemberi olan g-gen
mevcuttur. Teorem 3.8 den dolayr bu g-genin kenarlarinda yansimalarla diizlem
kaplanabilir. Her bir k icin k. kosesinde 2r; tane g-gen vardir ve bu kose etrafinda
birlesen g-genlerin icmerkezleri birlestirilerek k. kose merkezli 2r;-gen elde edilir (bkz.
Sekil 3.44). Bu islem tiim koseler i¢in yapilir ve dosemedeki tiim g-genlerin merkezinde

(2r1.2r;...2r4) dosemesi olusur. Dolayisiyla (p1.ps...p,) dosemesi elde edilir.

Sekil 3.44. (a) A¢ilari /4, /3, /5 ve /2 olan yansimalarla diizlemi kaplayan ¢okgen, (b)
icmerkez yontemiyle (8.6.10.4) yari-diizgiin dosemeinin elde edilmesi
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Teorem 3.14 Eger % + % + % < 1 kosulu saglaniyorsa k tane p-gen, k tane q-gen olmak

lizere p-gen ve q-genlerden olusan (p.q.p.q...p.q) yari-diizgiin dosemesi vardur.

Kamt. Bu teoremin ispat1 i¢in diizlemin agilar1 7t/ p, 7/q, 7 /k olan iiggenle kenarlarinda
yansima yapilarak olusturulan dosemesini kullanacagiz. Oncelikle bu iiggen APQK
olarak gosterilsin. /P =n/p, /0 =n/q, ZK = nt/k olsun. P kosesi etrafinda 2p tane, Q
kosesi etrafinda 2¢ tane, K kosesi etrafinda da 2k tane iicgen olusur (bkz. Sekil 3.45).
Diizlem dosemesinin K kosesinde birlesen tiim kenarlar silinerek bir diizgen 2k-gen
olusturulur. K noktasi elde edilen 2k-genin i¢ aciortaylarinin kesisim noktasi olur. I¢teget
cemberinin yarigapi ise K noktasimin PQ dogru parcasina uzakligi kadardir. igmerkezi K
kosesi olan eskenar bir 2k-gen dosemesi elde edilir. 2k-genin acilari sirayla 27/p,
2n/q,...2w/p, 2m/q seklindedir. 2k-genlerin bitisik olanlarinin  i¢merkezleri
birlestirilerek (p.q.p.q...p.q) yari-diizgiin dosemesi elde edilir.

]

Ornek 3.15 Sekil 3.45 te aciarn /P = /3, /Q = n/4, /K = nt/5 olan APQK
ticgenleriyle diizlem kaplamasinda K kosesinin yanindaki tiim kenarlar silinip kesikli
cizgi ile gosterilmistir. Boylece elde edilen 10-genlerin acilart 21/3, 21 /4,...,27/3,
2m/4  seklindedir. 10-genlerin icmerkezleri birlestirildiginde ise turuncu renkteki

(3.4...3.4) yari-diizgiin dosemesi elde edilir.

Sekil 3.45. (p.q...p.q) yari-diizgiin dogsemesinin elde edilmesi

Teorem 3.16 Eger p cift sayi, q tek say: ve % + Cl] < ]%1 kosulu saglantyorsa hiperbolik
diizlemin (p.p...p.q) yari-diizgiin dosemesi vardir. (Bir kdsedeki p-gen sayisi k tanedir ve
bu dioseme p*.q olarak da yazilabilir.)

Kamit. Oncelikle Teorem1.14 ten dolay1 varlig1 bilinen k tane agis1 27t/ p, bir agis1 27 /g
ve igteget cemberine sahip olan bir (k+ 1)-gen insa edelim. Agist 27/ p olan koseleri A;
(1 <i<k),2m/q olan koseyi B olarak adlandiralim.
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1) k tek ise B kosesi, icteget ¢cemberinin merkezi O ve A;%l dogrusaldir. Ciinkii
AA10B ve AAOB agi-kenar-ag1 eslik teoremine gore estir. Benzer sekilde AA;OA;
ticgenleri de birbiri ile estir. Dolayisiyla orijin etrafindaki agilar toplami 27 olmasi
gerektiginden B, O, A K dogrusaldir. Bu ii¢ noktayr birlestiren dogru pargasi
cizildiginde baslangicta cizilen (k+ 1)-gen iki es (kLZ:;)-gene boliiniir. Agilarinin da ’%1
tanesi 27t/ p, biri 7t /q, biri de /p dir. p ¢ift say1 oldugu i¢in p = 2r seklinde yazabiliriz.
Agilar t/r,...,/r, T/ p, T/q, seklinde oldugundan Terorem 3.13 den dolay1 bu ¢okgenin
kenarlarinda yansimalarla diizlem dosemesi yapilabilir. Elde edilen dosemede BA%
dogru pargast ve yansima altindaki goriintiileri silinerek (k + 1)-genlerle diizlem
dosemesi olusur. igmerkezlerinin birlestirilmesi ile (p.p...p.q) dosemesi elde edilir. (Bu

argiimanla yapilan (4.4.4.4.4.7) dosemesi Sekil 3.46 da gosterilmektedir.)

(a) (b)

Sekil 3.46. (a) Bes tane acisi 21 /4, bir agisi 27t /7 ve icteget cemberine sahip olan bir 6-gen, (b)
icmerkez yontemiyle 47 yari-diizgiin dogemesinin elde edilmesi

2) k cift ise B kosesi, i¢cteget cemberinin merkezi O ve A§A§ 41 dogru pargasinin orta
noktast olan C dogrusaldir. Bu ii¢ noktay: birlestiren dogru parcasi ¢izildiginde iki es
(% + 2)-gen elde edilir. Bu ¢okgenlerin B kosesindeki agis1 7/g, A; koselerindeki agilart
27/ p ve C kosesindeki agisi 7 /2 olur. Birinci durumdaki gibi, (% +2)-genin kenarlarinda
yansimalarla diizlem dosemesi yapilarak BC dogru parcast ve yansimalar silindiinde
diizlemin (k+ 1)-gen dogemesi elde edilir. Bu ¢okgenlerin igmerkezlerinin birlestirilmesi
ile (p.p...p.q) yari-diizgiin dosemesine ulagilir. Bu durum igin yapilan 495 yari-diizgiin

doseme ornegi Sekil 3.47 de gosterilmektedir.

Teorem 3.16 nin genel hali olarak agagidaki teorem ifade edilebilir.
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(@) (b)

Sekil 3.47. (a) Alti tane acisi 21 /4, bir agisi 27t /5 ve icteget cemberine sahip olan bir 7-gen, (b)
icmerkez yontemiyle 495 yari-diizgiin dogsemesinin elde edilmesi

Teorem 3.17 1 <i < k olmak iizere p; sayilar ¢ift, q tek ve p% + % 4.+ % + é < %
ise kose tipi (p1.p2...pk-Pk---P1-q) olan yari-diizgiin dosemesi vardur.

Kanit. Bu teoremin ispatt Teorem 3.16 nin ispati ile aynidir. Teorem 1.14 ten dolay1
varligi bilinen agilan 27/q, 27/py, 27/ p2,...2®0/ pr, 2%/ p,....27/p1 ve bir icteget
cemberi olan (k + 1)-gen ¢izelim. Burada B, O, A §A kil dogru parcasinin orta noktasi
olan C dogrusaldir ve bu noktalardan gecen dogru pargasi (k 4 1)-geni iki es cokgene
boler. Olusan ¢okgenlerin agilari 7/q, 27/ py, 27/ p2,....27 | px, /2 dir. Teorem 3.13 ten
dolay1 kenarlarinda yansimalarla diizlem dosenebilir. BC dogru parcasi ve kenarlarda
yansimalar altindaki goriintiileri silinerek diizlemin (k + 1)-gen dosemesi elde edilerek

icmerkezlerinin birlestirilmesi ile (p;.pz...pk.pk---p1-q) yari-diizgiin désemesine ulagilir.

(b)

Sekil 3.48. (a) A¢ilari 27 /4, 21 /6, 270/8, 21 /8, 21 /6, 27 /4, 21 /S ve bir icteget cemberi olan
7-gen, (b) icmerkez yontemi ile elde edilen (4.6.8.8.6.4.5) yari-diizgiin dogeme
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u
Bu durum i¢in yapilan (4.6.8.8.6.4.5) yari-diizgiin doseme 6rnedi de Sekil 3.48 de

gosterilmektedir.

Teorem 3.18 p cift sayi, q ve r sayilarindan en az biri tek sayt ve %“ + é —1—% < k ise

Hiperbolik diizlemde kose tipi ( phr pk.q) olan yari-diizgiin dosemesi vardir.

Kamt. Sirasiyla k tane agis1 27t/ p, bir agist 27t /r, k tane agis1 27/ p, bir agis1 27 /q ve
icteget cemberi olan bir (2k + 2)-gen ¢izilsin. A¢is1 27/g olan kose B, 27 /r olan kose C
ve diger koseler de B kosesinden itibaren saatin tersi yoniinde Ay,...,Ax, Agi1,....A2
olarak isimlendirilsin. B kosesi, ¢cemberin merkezi ve C kosesi dogrusaldir. B ve C
kosesini birlestiren dogru parcasi ¢izildiginde baglangic cokgeni iki es (k + 2)-gene
boliiniir. Olusan ¢okgenler bir /g, bir /r, k tane 27t/p agilarina sahiptir. p ¢ift say1
oldugundan p = 2s seklinde yazilsin. Teorem 3.13 ten dolay: acilart 7/g, /r, m/s olan
cokgenle diizlem dosemesi vardir. Yapilan dosemede BC dogru parcalari silinerek
(2k + 2)-gen dosemesi elde edilir. I¢merkezlerinin birlestirilmesi ile phrpkq
yari-diizgiin dosemesi olusur.

Ornek 3.19 Teorem 3.18 deki argiimanla yapilan (4.4.7.4.4.5) yari-diizgiin dogemesi
Sekil 3.49 (b) de gosterilmektedir.

Sekil 3.49. (a) Acilar 27t /4, 21t /4, 2t /7, 21t /4, 21t /4, 27t /S ve bir icteget cemberi olan 6-gen,
(b) icmerkez yontemi ile elde edilen (4.4.7.4.4.5) yari-diizgiin doseme

Teorem 3.20 1 < i < k olmak iizere p; sayuari cift sayi, g ve r sayilarindan en az biri
tek sayt ve p% + p% + ...+ % + é + % < k ise hiperbolik diizlemin kose tipi
(p1-p2---Pk-T-Pk---P2-P1-q) olan yari-diizgiin désemesi vardir.
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Kanit. Bu teoremin ispat1 da Teorem 3.18 de oldugu gibi yapilir.

Sekil 3.50. (a) A¢ilari 2t /4, 21 /6, 27t/8, 21 /7, 21 /8, 27 /6, 21w /4, 27 /5 ve bir icteget cemberi
olan 8-gen, (b) icmeerkez yontemi ile elde edilen (4.6.8.7.8.6.4.5) yari-diizgiin
doseme

Hiperbolik diizlemin (p;.ps...pg.r.pi..-p2-p1-q) yari-diizgiin désemesine bir ornek
istenildiginde Sekil 3.50 de diizlemin (4.6.8.7.8.6.4.5) dosemesi verilebilir.
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EKLER

1. Hiperbolik Diizlemde Diizgiin Déseme Icin Maple Program
Hiperbolik diizlemin diizgiin dosemeleri icin yapilan Maple kodlart:

restart:

with(plottools):

with(plots):

UZAY:=circle([0,0],1,-1..1):

kacadim:=2:

e Bir kogsede g tane p genin birleserek kaplama yapmas: igin gerekli
uzaklik=d

d := (p,q)— > sqrt(cos(Pi/p + Pi/q) * cos(Pi/q)/(sin(2 = Pi/q) * sin(Pi/p) +
cos(Pi/p+ Pi/q) *cos(Pi/q))):

e Iki noktas: verilen dogrunun merkezi ve cemberin yarigapi
merkez — (xl,yl,x2,y2)— >
(72 + y2 * x12 4+ y2 % y12 — y1 — y1 * 222 — y1 % y22) /(2 x1 x y2 — 2 % x2 *
y1),(x2 +x2 % x12 +x2 % y12 —x1 —x1 % x22 —x1 %y22) /(2% x2 % y1 — 2 x1 % y2)];
yaricap = (z1,722)— > sqrt(z1> + 222 — 1);

e (z1,22) merkezli c¢emberde (x1,yl) noktasinin  yaptifi = ag
f = (x1,yl,z1,722)— > piecewise(x1 > zlandyl >
22,arctan((—z22 + y1)/(—zl + x1)),x1 = zlandyl > 22,Pi/2,x1 < zlandyl >
22,Pi+ arctan((—z2+y1)/(—z1 +x1)),x1 < zlandyl = z2,Pi,x1 < zlandyl <
72,—Pi + arctan((—z2 + y1)/(—z1 + x1)),x1 = zlandyl < 72,3 * Pi/2,x1 >
zlandyl < 22,arctan((—z2+yl)/(—z1 +x1)),x1 > zlandyl = z2,0):

e (x2,y2) noktasi merkezli g¢emberde (x1,yl) noktasinin inversiyonu
g:=(x1,y1,x2,y2)— > [((x1 =x2) * (—x1%x2 —yl % y2+ 1)+ (x1 xy2 —x2 % yl) *
02 =y1))/((x1 =x2)> + (32 = y1)?), (((x] = 22) ¢ (x1 % y2 =2 y1) — (42 = y1) *
(—x1#x2—y1%y2+1))/((x1 —x2)%> + (32 —y1)?))]:

e (a,b) noktasi etrafinda theta kadar dénme dontiglimi
Phi:= (z,b)— > (z—b)/(—conjugate(b) xz+ 1):
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invPhi := (z,b)— > (z+b)/(conjugate(b) xz+1):

donme = (x,y,a,b,theta)— >
[Re(invPhi(exp(thetaxI) * Phi(x+1xy,a+1xb),a+1xb)),
Im(invPhi(exp(thetaxI)« Phi(x+Ixy,a+1Ixb),a+1xb))]:

Poligon ¢izme prosediirii: gelen poligonunun kenarlarini elde ederek, yay
grafikleri dizisi olarak geri dondiiriir.

Poligonciz := proc(poligon)

locali,mer,ycap,baslangic, bitis, minaci,maksaci, polgraf;
forifromltonops(poligon) — ldo

mer := merkez(poligonl[i][1], poligonli][2], poligon[i + 1][1], poligon[i+ 1][2]) :
yeap = yaricap(mer[1],mer[2]) :

baslangic := f(poligon[i+ 1][1], poligon[i+ 1][2], mer[1],mer[2]) :

bitis := f(poligonli][1], poligonli|[2], mer[1],mer[2]) :

minaci := min(baslangic, bitis) :

maksaci := max(baslangic, bitis);

if (maksaci — minaci > eval f (Pi))thenminaci := minaci+2 % Pi : endif :
polgrafli| := arc([mer|[1],mer[2]],ycap, minaci..maksaci)

od:

mer := merkez(poligon[nops(poligon)|[1], poligon|nops(poligon)|[2],
poligon[1][1], poligon[1][2]) :

yeap = yaricap(mer[1],mer|2)) :

baslangic =
f(poligon[nops(poligon)][1], poligon|nops(poligon)|[2], mer[1],mer[2]) :
bitis := f(poligon[1][1], poligon[1][2],mer[1],mer|2]) :

minaci := min(baslangic, bitis) :

maksaci := max(baslangic, bitis);

i f (maksaci — minaci > eval f (Pi))thenminaci := minaci+ 2 Pi : endif :
polgrafnops(poligon)| := arc([mer[1],mer|2]|,ycap, minaci..maksaci) :
return(polgraf) :

endproc :

p:=6:

q:=4:

ouz :=evalf(d(p,q)) :

Pol[0] :=] :

aci:==2xPi/p:
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forifromltopdo

Pol|0] =
[op(Pol[0]), [eval f (ouz x cos((i — 1) xaci)),eval f (ouz x sin((i — 1) x aci))]] :
display(UZAY,seq(Poligonciz(Pol[0))[i],i = 1..p),scaling = constrained) :

Pol[l]:=1]:

forkfromltopdo

forjfromltogdo

forifromltopdo

pgen]] =
eval f (donme(Pol|0][i][1], Pol[0][i][2], Pol[0][k][1], Pol[0] [k][2],2 x j * Pi/q)) :
od;

Pol([1] := [op(Pol[1]), [seq(pgenli],i = 1..p)]] :

od :

od :

A:=]:

fornfromltop *qdo

Bln| := [seq(Poligonciz(Pol|[1][n])[i],i = 1..p)];

od :

A:= [op(A),[seq(Bln],n = 1..pxq)]] :
display(UZAY,seq(op(A)),scaling = constrained):

0.5

G

Sekil E.1: p =6, ¢ = 4 olmak iizere p? dosemesi

2. p? Dosemesinden (p.3.3.q.3) Désemesini Elde Etmek I¢in X Noktasimin Yerinin
Belirlenmesi:
Bu X noktasimin yerinin belirlemek icin daha Onceden bilinen hiperbolik

trigonometrik dzdeglikler kullanilir. Simdi Sekil E.2 deki p? dosemesinde X noktasi elde
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etmek igin once X’ noktasinin yerini belirleyelim. X’ noktasimin belirlenmesi igin ise

AMX'A {iggenindeki 0 agisinin belirlenmesi yeterlidir.

Sekil E.2: p? dogsemesinden (p.3.3.¢.3) dosemesini elde etmek i¢in X noktasinin yerinin
belirlenmesi

p? dosemesinde d uzunlugu belirlidir ve AMX’A iicgeninde hiperbolik kosiniis

teoremi uygulandiginda
. . 2
coshd = cosha.coshb — sinha. sinh b. cos(?)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten b, a cinsinden yazilabilir. Diger yandan AMX'X ve
AKXX" iiggenlerinden

2
coshx = cosh? b — sinh? b. cos (=)

veE

2
coshy = cosh? a — sinh? a. cos(==)
p

esitlikleri elde edilir ve bu esitliklerden x ve y de a cinsinden yazilabilir.

AMX'X iiggeninde hiperbolik siniis kurali uygulanarak elde edilen

sin(2z/p)  sina

sinhy  sinha
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ozdesliginden @, a cinsinden yazlabilir. AKXX" iiggeninde hiperbolik siniis kurali

uygulanirsa

sin(27/q) _ sinf3
sinhx  sinhb

esitligi elde edilir ve bu esitlikten de B, a cinsinden yazilabilir. Son olarak AXX'X”

ticgeninde hiperbolik siniis kurali uygulanirsa

sin(2r/3—a)  sin(27/3—B)
sinhx - sinhy

esitligi elde edilir ve buradaki her deger a cinsinden bilindiginden a hesaplanir. AMX’'A

ticgeninde hiperbolik kosiniis kurali
coshb = cosha.coshd — sinha. sinhd.cos 0

seklinde yazilabileceginden buradan 6 hesaplanir. Dolayisiyla X’ noktasinin, bu nokta

yardimiyla X noktasinin yerini belirlemek miimkiin olur.
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