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OZET

Bu ¢alisma, 3-boyutlu IR’ uzay: iizerindeki koordinat fonksiyonlarmin bir deformasyonu ve
onun iizerine kurulacak geometri ile ilgilidir.

Manin tarafindan tanimlanan ve IR; ile gosterilen kuantum 3d uzay, klasik anlamda IR’ iize-

rindeki koordinat fonksiyonlarmin, bir ¢ — deformasyonudur. Siiphesiz q —1 limitinde IR’

uzay1 lizerindeki koordinat fonksiyonlarinin cebiri elde edilecektir.

Bu calismada IR; uzay1 goz Oniine alinmis ve bir singiiler G matrisi tanimlanarak ¢ — defor-

masyondan h— deformasyona bir geg¢is yapilmistir. Teknik olarak bu gegise, bir biiziilme
denebilir. Ilk etapta elde edilen yapt g —>1 limitinde singiiler olmasma ragmen IR; in

cebirsel yapisi kullanildiginda singiilerlik ortadan kalkmistir. Bu metodla h— deforme
bagintilara ulasilmisir. Daha sonra elde edilen bu yeni bagintilar yardimiyla h— deforme 3d
kuantum uzay1 tizerine bir diferansiyel hesap kurulmustur.

Son olarak, g—deforme cebirin asosyatifligini saglayan R, matrisi kullamlarak h- de-

formasyon i¢in bir R matrisi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: IR; uzay1, IR} uzayi, q— deformasyon, h— deformasyon.



ABSTRACT

This study is about the deformation of coordinate functions on the 3-dimensional IR’ space

and the geometry which will be identified on this space.
The quantum 3d-space, defined by Manin and represented by IR;, is basically a q—

deformation of the coordinate functions on IR’. It is obvious that, the algebra of coordinate

functions on IR’ will be obtained by the limit as q goes to 1. (q —>1)

In this study, the IR; space has been taken into account and ¢ —deformation has been

transformed to h— deformation by defining a singular G matrix. As a technic term, we can

call it as contraction . Although the structure obtained in the first step is a singular in the limit

of q—1, the singularity has disappointed since the using of algebraic structure of IR;. By

this method, the relation of h — deformation have been reached.

Then, by the help these new equalities, a differantial calculation has been made towards the

space of h— deformation 3d quantum.

Recently, by using R, matrix which provides the associativity of q— deformation algebra, a

R matrix has been obtained for the h — deformation.

Key words: IR; space, IR’ space, (- deformation, h— deformation.
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1. GIRIiS

Kuantum gruplari, grup kavraminin bir genellestirilmesidir. Daha tam olarak bir kuantum
grubu, bir grubun deformasyonudur dyle ki deformasyon parametresinin 6zel degerleri i¢in o,
grup ile o6zdeslesir. Kuantum grubu terminolojisi ilk kez 1986 yilinda V. Drinfeld(1986)
tarafindan kullanilmistir. Daha sonra bir¢ok yazar bu konuya degisik yorumlar getirmistir.
Kuantum gruplarin degismeli olmayan diferansiyel geometrisi Woronowicz(1987,1989) tara-
findan ortaya atilmistir. Diferansiyel hesaptaki bu yaklasim grup ozelliklerinden ¢ikarilir ve
grup lizerindeki fonksiyonlar, bunlarin diferansiyelleri, diferansiyel formlar1 ve kismi tiirevleri
ile ilgilidir. Bagka bir ilerleme, Wess ve Zumino(1990) tarafindan yapilmis, Manin(1988) de
kuantum uzaymin ana yapilarmi c¢ikarmistir. Bir kuantum grup, bir klasik grubun bir

g —deformasyonu olarak ortaya ¢ikmustir. Klasik gruplarin h— deformasyonu, Jordanian de-
formasyon olarak bilinir. Aghamohammadi ve arkadaslari(1995), diizlemin Q- defor-

masyonundan hareketle, bir singiiler G matrisi yardimiyla, h- deformasyona gegis

yapmuslardir.

Bu c¢alismada iislii ve iissiiz elemanlar kullamilmistir. Calismada kullanilacak olan {islii

elemanlar q— deformasyona, iissiiz elemanlar da h — deformasyona aittir.

Metin i¢inde 6zellikle kismi tiirev operatorleri komutasyon bagintilar1 esnasinda sag tarafa
diistiigiinde sanki bir fonksiyona uygulanmiyormus gibi goriinmektedir. Halbuki durum boyle
degildir. Fazla notasyon karigikligi olmasin diye kismi tiirev operatorlerinin uygulanacagi

fonksiyon yazilmamustir.

Bu calismada gecen baz1 (temel) kavramlari, 6n bilgiler basligi altinda sonraki kisimda anla-

tacagiz.



2.  ONBILGILER

Tanim 2.1

V', bos olmayan bir kiime olsun. Eger asagidaki sartlar saglanacak sekilde,

®@:VxV 5>V, (X, Y)—>x®y
« :KxV >V, (AX) > AeX

(toplama ve ¢arpma) fonksiyonlar1 varsa, V ye K cismi iizerinde bir vektér uzayi (veya

lineer uzay) denir.

TI.her X,yeV igcin X®Yy=y®DX.

T2.her X,y¥,Z€V i¢in X®(yDz2)=(xDYy)D 1z

T3.her xeV i¢in X®0, =x=0, ®X olacak sekilde bir 0, €V vardr.

T4. her x eV igin X® (—X)=0=(—X)®D x olacak sekilde bir —x €V vardir.
Cl.her xeV igin xee =X =-eeX olacak sekilde bir e € K vardir.

C2.her x,yeV veher e K icin ae(X@Yy)=aexDaey.

C3.her xeV ve a,feK icin (a@ p)ex=aeXD [exX.

C4. her xeV ve a,f K i¢cin a.(feX)=(a.f)eX.

V' nin elemanlarina vektorler, K nin elemanlarina da skalerler diyoruz. Eger K = IR
ise, V ye bir reel vektor uzayl, K =C ise, V ye kompleks vektor uzayi diyoruz.
Tanmm 2.2

K, bir cisim ve A, K cismi {izerinde bir lineer uzay olmak iizere, u, : Ax A— A tasviri,

va,b,ce A ve a, € K igin,

,LlA(a,Olb + ﬂC) = a,uA(a, b) + ﬁ:uA(aa C)

Ve

:uA(aa + ﬂb,C) = a:uA(a: C) + ﬁ:uA(baC)



sartlarini saglasin. Bu takdirde (A, ) ikilisine bir cebir denir. Eger
Ha(a,b) =ab

yazarsak, yukaridaki iki sart, basit olarak,

a(ab+ pc) = a(ab) + p(ac)

(aa+ pb)c = a(ac) + p(bc)

seklinde yazilir. Bu p, tasvirine cebrin ¢carpmasi veya bileske kurali denir.
id, : A—> A, A dan A ya dzdeslik tasviri ve

Uy xid, : AxAxA—> AxA veid, x u, : Ax Ax A— Ax A olmak iizere,
Hp o (paxidy) =g, o(id, x 1)

ise, A cebrinin (asosyatif) birlesmeli oldugu sdylenir. Eger burada
Ha(a,b)=ab

alinirsa,

a(bc) = (ab)c

elde edilir. Eger Va,b € A igin,

Ha(a,b) = 1, (b,a)

oluyorsa, A cebrinin (komutatif) degismeli oldugu sdylenir. Va € A i¢in,
Ha(a,8)=a=u,(e,a)

olacak sekilde e=1, € A elemani varsa, A ya bir birim elemanh cebir ve e ye de A nin

birim elemani denir.
Tanim 2.3

U,V,W birer vektdr uzayr olmak iizere ¢:U xV — W tasviri agsagidaki iki sart1 sagliyorsa

@ ye bir bi-lineer tasvir denir.

uu'eU;v,v'eV ve LuekK



L @(Au+ @', v) = Ap(U,V) + up(U',V)
2. @(U,AV+ V') = Ap(U,V) + (U, V')

Kabul edelim ki U, m—boyutlu ve V, n—boyutlu birer vektor uzay1 olmak tizere

{G;}" ,U nunve {\71.}”. >V nin tabani olsun. Bu taktirde 1<i<m ve 1< j<n olmak iizere
J:

i=12

i=m, j=n

mn tane (i, J) indisi mevcut oldugundan bu indis ¢iftleri W daki bir { ﬁij};:l o tabanini

indislemek i¢in kullanilabilir. Boyle yapinca
@:UxV »>W tasvirini, X = xiJi ve 9: ijj olmak {izere

¢(;(,§/):XiijVij seklinde tanimlayabiliriz. Asikar olarak ¢ bir bi-lineer tasvirdir ve

pU xV)ccW (goriintii) kiimesi {V\/ij } tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla ¢ tasviri uzay: gerer.

Sonug olarak U ve V iki vektor uzayr olmak tizere bir W vektor uzay1 igin asagidaki iki sart

gecerli ise, W uzaymna U ve V uzaylarinin tensor ¢arpimi denir.
1. pUxV), W yu gerer.

2. w=yo@ olacak sekilde bir y:W —W' lineer transformasyonu mevcuttur. Bu

sembolik olarak, U ®V ile gosterilir ve ¢(U,v) =U®V yazilr.

Not 2.4
U ®V in her eleman: Zui ®v, seklinde yazilir. Tensor ¢arpim, asagidaki 6zellikleri saglar:

u,u,eU,v,v, eV ve k e K olmak iizere,

L. u ®(V,+Vv,)=U ®V, +U ®V,

2. (U +U,)®V, =u, OV, +U, ®V,

3. (ku)®v, =k(u, ®Vv,)

4. Ayrica A ve B, birer cebir ve a,,a, € A ve b,b, € B olmak iizere,

(a, ®Db)(a, ®b,)=a,a, ®bb, dir. Bu esitlikler 6. béliimde kullanilacaktir.



3. IR'UZAYININ h— DEFORMASYONU

3.1 IR: Cebiri

3-boyutlu kuantum uzay, asagidaki sekilde tanimlanmistir (Manin, 1988).
Tamm 3.1.1

X,y ve z' C(kompleks sayilar) tizerinde tanimli koordinat fonksiyonlar: olsun. Bu koor-

dinat fonksiyonlari {izerine, g € C —{0} olmak iizere

XVy! — quX!, yVZI — qzly!, X!Z! — qZ!XV (3.1)

bagintilar1 yiikleyelim. Bu cebirsel yapilariyla, 3d uzaya bir kuantum 3d uzay denir ve
sembolik olarak IR; ile gosterilir.  Jeneratorleri X',y’,z" olan ve (3.1) bagintilarin1 saglayan
asosyatif cebiri A, = Fun(lR;) ile gosterelim. Kompleks sayilar kiimesi iizerindeki bu

asosyatif cebir, kuantum 3d uzay iizerindeki polinomlarin cebiri olarak bilinir. Bu cebir,

g —1 limitinde komutatiftir ve klasik 3d uzay lizerindeki C[X’,Yy’,z'] polinomlarin cebiri

olarak diigiiniiliir. Bu durumda X', y" ve z', birer koordinat fonksiyonudur.

A, cebirinde deformasyon parametresi g dur. Bu kisimda amacimiz, (3.1) ile verilen g —ko-

mutasyon bagintilarini biizerek(contraction) yeni bir cebire doniistiirmektir. Dolayisiyla, yeni

bir deformasyon parametresi ortaya ¢ikacaktir. Bunu, h ile gosterecegiz.

Teknik, asagida aciklanmustir. Islemlerin kolay olmasi icin (3.1) bagntilarinin saglandig

anlaminda
X!
r_ ’ 3
X'=|y €|Rq
Z!

yazalim. Simdi, 3x 3 —tipinde, matris elemanlar1 q ve h ye bagli olacak bir G matrisini



®

I
o o =
oS = >
— O @

seklinde alalim ve kabul edelim ki

olmak tlizere
X'=G,, X (3:2)

dir. Buradan, X nin bilesenlerini X' niin bilesenleri cinsinden ¢6zersek,

x=X-Ay' +(AC-B)Z
y=y-Cz
z=17 (3.2)

olur. Bunlar1 (3.1) bagintilar1 ile kullanirsak, G i¢in miimkiin olan dort durum ortaya c¢ikar.

Bunlar, asagida incelenmektedir:

1) A=— B=1 C=0.
q-1

olabilir. Bu durumda G matrisi

L
g-1

G=/0 1 0
0

seklindedir. Buna gore, (3.2)'

!

><=X’—Ly'—z, y=y, z=1
q-1

!

seklini alir.



2) B=—"" A=C=0
g-1

olabilir. Bu se¢im i¢in G matrisi

1o

g-1

G, = 0
00 1

olur.
h
3) A=——, B=C=0
g-1
olabilir. Bu durumda G matrisi

1 0

0

h
q-1

1

0 1

seklini alir. Dolayisiyla,

XZX,—Ly’, y:yr’ Z:Z’
g-1

elde edilir.

@ C="" A=B=0
g-1

olabilir. Bu durumda G matrisi



1 0 0

G,=|o 1 -
g-1

0 0 1
olur ve

! ! h ! !
X=X, y=y-———17', z=12 (3.3)

g-1

bulunur.

Boylece, h— deformasyona gegisin ilk adimlarint atmis olduk.

Sonraki baglikta gorecegiz ki yukarida ele aldigimiz dort tane G matrisi de  — 1 limitinde

singiiler olmasina ragmen yapilacak bir doniisiimle elde edilecek bagintilarin higbiri singiiler

olmayacaktir.

3.2 IR’ Cebiri

Yukarida elde ettigimiz dort ayr1 G matrisinden, ilerideki islemlerde kolaylik saglamas1 ama-

ciyla G, matrisini kullanacagiz. Bu matrisle elde edecegimiz yeni cebirimizin elemanlar: h

ve ( ya bagh olacaktir. Yapilanin anlasilmasi i¢in bunlardan biri asagida agikca gos-

terilmistir:
Xy = x'(y’ a1 2')
le( _ h XIZ!
-1
— qyle hq Z!XI
=q(y' ———2')x'
-1
=QqyX

Ayni sekilde asagidaki bagintilar da kolay bir sekilde elde edilir. Sonug olarak, asagidaki
(h,q) —deforme bagntilara sahibiz:

XZ=QzX, Xy=0QyX, Yyz=qzy+hz’. 3.4)



Buradan, q—1 limitinde A, cebirini elde ederiz:
XZ=1X, Xy=YyX, Yyz=zy+hz’. (3.5
Not olarak, h — 0 limitinde her sey klasiktir.

Simdi yukarida elde ettigimiz yeni cebirimizin iizerine bir diferansiyel yap1 kurabiliriz. Bu,

sonraki bolumde verilecektir.
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4. DIFERANSIYEL CEBIR

Bu kistmda amacimiz, kuantum IR’ uzay {izerine degismeli olmayan bir diferansiyel geo-

metrik yap1 kurmaktir. Bu diferansiyel geometrik yapinin iginde, siiphesiz koordinat fonk-
siyonlari, onlarin diferansiyelleri ve koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin diferansiyelleri
arasinda saglanacak bagmtilar yer alacaktir. Dolayisiyla once d dis diferansiyel

operatoriinden kisaca bahsetmekte fayda vardir. Diferansiyel operatoriin tanimi ile baglayalim.

d, A cebirinin elemanlarini diferansiyellerine tasvir eden bir operatordiir. Yani I', A ce-

birinin jeneratorlerinin diferansiyelleri ile olusturulmus bir (diferansiyel) cebir olmak {iizere,

d:u—du, ue{xy,z}
d:A—>T, duell

dir. Diferansiyelin 6nemli 6zelliklerinden biri Liebniz kuralidir:

f ve g, diferansiyellenebilir iki fonksiyon olmak {izere,

d(fg) =(df)g+(-1" f(dg) (4.1

dir. Burada f, f nin derecesidir.

f_{l’ f tek ise

. olmak iizere, bizim gz Oniine aldigimiz yapida koordinat
0, f ciftise

fonksiyonlariin derecesi sifir, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyellerinin derecesi ise

birdir.
Diger bir 6zelligi ise nilpotent olmasidir:

d? =0. (4.2)

4.1 g — Diferansiyel Cebir

3 . . . . . -
IR, tzerine diferansiyel yap1 kurulurken ilk bagintilar,

X'dx'=dx'x’, x'dy’=qdyx’, x'dz’'=qdz'X’,
y'dx'=q'dxy’, y'dy'=dyy’, y'dz'=qdzy’, (4.3)
7'dx'=q7'dx'z’, z'dy’=q7'dy’z’, z'dz’'=dz'7’
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seklinde hesaplanmistir (Celik ve Yasar, 2006).

4.2 h — Diferansiyel Cebir

[lk olarak, (3.3) ile verilen esitliklerin diferansiyellerini yazalim:

dx=dx’, dy=dy’ —%dz’, dz=dz' (4.4)

Simdi, bunlar1 ve (3.3) deki esitlikleri (4.3) de kullanirsak,

xdx =dxx, xdy=qdyx, xdz=qdzx,
ydx =q'dxy, ydy =dyy—hdzy+q'hdyz —q'h*dzz, (4.5)
ydz = qdzy + hdzz, zdx=q 'dxz, zdy=q'dyz—q'hdzz, zdz=dzz

bagintilarina ulasiriz. Bu bagintilarin nasil elde edildigi, bir 6rnek ile asagida agiklanmaistir:
! h ’ !
ydz = (y'———2")dz
q-1

:y'dz'—Lz'dz'

= qdz'y'——h ldz’z'

= qdz(y+Lz)—Ldzz
q-1 " q-1

= qdzy + hq dzz - h dzz
q-1

q-1

= qdzy + hdzz.
(4.5) de q — 1 limiti alinirsa,

xdx =dxx, xdy=dyx, xdz=dzx,
ydx =dxy, ydy = dyy—hdzy + hdyz — h*dzz, (4.6)
ydz =dzy +hdzz, zdx=dxz, zdy=dyz—hdzz, zdz=dzz

elde edilir. Bunlar, h— deforme bagmtilaridir. Elde edilen bu yeni cebiri T ile gosterelim.

(4.6) bagintilarina d diferansiyel operatoriinii uygulayarak,
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dxAdx=0, dyady=hdzady, dzadz=0,
dxAdz=—qdzAdx, dxady=-qdyadx, dyadz=-qdzAdy

ve  — 1 limitini alarak,

dxAdx=0, dyady=hdzady, dzadz=0,
dxAdz=-dzAdx, dxady=-dyadx, dyadz=-dzady
bagintilarin1 kolayca bulabiliriz. Gerg¢ekten, 6rnegin

ydz = qdzy + hdzz = d(ydz) = d(dzy + hdzz)
=dyAdz=-dzAdy

(4.7)

seklindedir. (4.7) cebirini de I’ ile gdsterelim. Bu taktirde, baslangicta sdziinii ettigimiz I’

diferansiyel cebiri, T° = A olmak {izere
r=r'urur

seklinde yazilabilir.
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5. KISMIi TUREVLERIN CEBIiRI

X,Y,Z nin birer koordinat fonksiyonu olduklarint 6nceki boliimlerde bahsetmistik. Bu

kisimda, bu koordinat fonksiyonlarinin kismi diferansiyel operatorleri ve onlarin h — deforme

yapilar1 elde edilecektir.

Klasik analizden bilinir ki, d diferansiyel operatorii, koordinat fonksiyonlarmin diferansiyel-

leri ve onlarin kismi tiirevleri cinsinden, bir f fonksiyonu ile

df =idx+idy+idz (5.1
OX oy 0z

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade q— deformasyonda,

df =(dx'0, +dy'o, +dz'0,)f , o, :ai (5.2)
u

seklinde yazilmaktadir. Simdi, tiirevde zincir kuralina gore,

o _ofox o oy o o
oz ox' oz oy oz o7’ oz

esitligi ve (3.3) bagintisi ile birlikte 0, operatorii bulunur. Gergekten,

a_x’_o o' h oz’ _1
oz o q-1 oz
olduklarindan

of of of h of
—=—0+——+—.
oz ox oy'q-1 o7

of of h
_—— 4+ —

oz oy q-1 oz

o.f =(—0,+0,)f
q-1
bulunur. Benzer sekilde diger iki operatdr de bulunabilir. Sonug olarak, h — deformasyon igin

FULEPY (5.3)

seklindedir. Dikkat edilirse, 0, operatorii, g —1 limitinde singiilerdir. Fakat bu singiilerlik,
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temel bagmtilara yansimayacaktir. Simdi (5.2) esitligine (4.4) ve (5.3) bagntilan

birlikte kullanilirsa

df = (dxd, +dy'd, +dz'd,
— (A, + (dy + " dz)d, +dz(d, - 2,))
q-1 q-1

— (A, +dyd, +——dzd, + dz0, ———dz0,)
q-1 q-1

= (dxo, +dyo, +dz0,)
= df

cikar. Yani h-deformasyonda da (5.2), invaryant kalmaktadir. Dolayisiyla, h— defor-

masyon i¢in de
d(af)=(da)f +(-1)*a(df)
gercegi kullamlabilir. Ornegin, (4.6) bagmntilart ile

d(xf)=(dx) f +x(df)
= (dx) f +x(dxo, +dyod, +dz0,) f
= (dx) f +(xdx)o, f +(xdy)o, f +(xdz)o,
= (@) f +(dxxd,) f +(dyxo,) f +(dzxd,) f
= dx(1+x0,) f +dy(xo,) f +dz(x0,) f

elde edilir. Ayrica, esitligin sol tarafi

d(xf) = (dxo,x+dyd x+dzd,x) f

oldugundan, diferansiyellerin katsayilarini karsilikli esitleyerek, koordinat fonksiyonlar1 ve

onlarin kismi tiirevleri arasinda saglanan h — deforme bagintilari

ox=1+xo0,, o,y=yo,, 0,z=10,,
o,x=x0,, 0,y=1+yo +hzo, 0,z=120,
0,x=x0,, 0,y=Y0,-h(yo,+hz0, -120,), 0,2=1+120,-hz0, (5.4)

seklinde buluruz. Yukaridaki bagintilarda, sliphesiz kismi tiirev operatorlerinin saginda bir
fonksiyon bulunmalidir. Fakat bagintilarin sade olmasi ve notasyon kargasasi meydana

gelmemesi i¢in sag tarafa fonksiyon yazilmamaistir.
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Not 5.1

0,y ifadesinde Yy ‘nin Xx’e gore kismi tiirevi alinmamaktadir. [Zira bu durumda 0,y =0

olacagi agiktir.] Yapilan is, koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin kismi tiirevleri arasindaki

bagintilar1 bulmaktir.

Ayrica d* =0 olmasi gercegi ve (4.7) bagmtilarim kullanarak

0,=0,0,, 8,0,=0,0, 0,0,=0,0,-hd,0, (5.5)

bagintilarin1 bulabiliriz. Gergekten,

0 =d°f

d(dxo, +dyo, +dz0,) f

(—-dx.do, —dy.do, —dz.do,) f

= [-dx(dxo, +dyo, +dz0,)d, —dy(dxo, +dyd, +dzd,)0, —dz(dxo, +dyd, +dzd,)0,]f
= [~dxdyo,0, —dxdz0,0, —dydxo,0, —dydyd 0, —dydz0,0, —dzdxo,0, —dzdyo 0, ] f
= [-dxdyo,0, —dxdz0,0, —dydxo,0, —hdzdyd 0, —dydz0,0, —dzdxd,0, —dzdyo 0, ] f
= [dxdy(-0 8 +0,0,)+dxdz(-0,0, +0,0,)+dydz(-0,0, + 0,0, +hd 0 )] f.

ifadesi ancak ve ancak (5.5) bagintilar1 varsa 6zdes olarak sifirdir.
(5.4) ve (5.5) bagintilar1 ile olusturulmus cebir ¥ ile gdsterilmistir.

Siiphesiz, diferansiyeller ile kismi tiirevlerin h— komutasyon bagintilarini bulmak da zor

degildir. Bunun i¢in 6nce (— deforme bagintilar1 yazalim (Celik ve Yasar, 2006):

o.dx'=dxo,, o,dy'=q'dyo,, o,.dz2=q'dzo,
0,dx'=qdx'd,,, o,dy’=dyd,, 0,dz'=q"'dzZ0,, (5.6)
0,dx"=qdx'0,, 0,dy'=qdy'o,, 0,dz'=dz'0,.

Simdi bu bagmtilarda (4.4) ve (5.3) deki esitlikler kullanilirsa, g —1 limitinde asagidaki

h — deforme bagintilar elde edilir:

0,dx=dxo,, 0dy=dyo,, 0,dz=dz0,,
o,dx=dxo,, o,dy=dyo, +hdzo, 0,dz=dzo, (5.7)
0,dx=dxd,, 0,dy=dyd, —hdyd, +hdzo, —h’dzd,, 0,dz=dzd,-hdzo,.
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Bu bagmtilar, su sekilde elde edilmistir: Ornegin,
dy =0, (dy’ h dz'
8y y - ay’( y _E Z)

y

= 6y,dy’—L6 dz’
g-1

-1
qh dz'ﬁy, —Ldz’ay, +Ldz’6y,
q-1 q-1 q-1

h h
= (dy'———dz")o, +——(1-q Hdz'0,
(@' 0200, 4 (-9 ez,

= dy’ay, —

q'h
g-1

! h ! !
= (dy —Edz )0, + (q—-Ddz'0,,

=dyo, +q'hdzo,
olup, ¢ —1 limitinde
0,dy =dyo, +hdzo,
elde edilir.

Son olarak kismi tiirevlerin d operatoriiyle bagintilarini elde edelim: Asagida biri agik olarak

yapilmistir: (Bu bagintilar bulunurken (5.5) ve (5.7) bagintilar1 kullanilmistir.)

0,d =0,(dxo, +dyo, +dz0,)
=dx.0,” +dyd,0, +dz0,0,
=dx.0,” +dyd,0, +dz0,0,
= (dxo, +dyo, +dz0,)0,
=do,.

Ayni sekilde,
0,d=do,, 0,d=dog,.
bagintilar elde edilir.

Not olarak, yukaridaki bagmtilar d nin gercekten nilpotent oldugunu ortaya koyar:



d*f = d(dxo, +dyd, +dzo,) f
=—dxdo, f —dydo, f —dzdo, f
=—dxo,df —dyo,df —dzo,df
=—(dxo, +dyo, +dz0,)df
=—d*f
=0

bulunur.

17
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6. R- MATRIS YAKLASIMI

Bu bdliimde, daha dnceden elde ettigimiz biitiin h— deforme bagintilart veren 9x9 — tipinde

bir R matrisinin oldugunu gosterecegiz. R matrisi kuantum orgii grup denkleminin bir

¢Ozlimii olacaktir.

Boliim 3-4 ve 5 te elde edilen karigik bagintilari (yani deformasyon parametresi olarak h ve

g yu birlikte iceren) kullanarak R matrisini yazalim. Bunun i¢in kabul edelim ki (3.1)

bagintilari R, 9x9— tipinde bir matris olmak {izere

X'@X'=R'X'®X’ (6.1)

seklinde yazilmistir (Wess-Zumino, 1990). Simdi burada
X'=G,, X
transformasyonunu kullanirsak,

X'®@X'=R'X'®X'=G, ,X®G,,X =R'G,, X ®G,, X
= (G, ®G, (X ® X)=R'(G,, ®G,, )(X ® X)
= X®X =(G,,®G,,) 'R, (G,, ®G,,) X ®X

R

q.h

olur. Yukaridaki islemin ikinci adiminda, G, matrisi terslenebilir matris oldugu i¢in
G, ®G,,, matrisi de terslenebilir olup, esitligin her iki tarafi (G,, ®G,, )" ile carpilmistir.

Sonug olarak,

X ®X =(G,, ®G,,) 'R, (G, ®Gq,) X ® X (6.2)

Ryn

yapisini elde ederiz.

Bu yapida h ve ( parametreleri birlikte bulunmaktadir. Eger tezin dogasi geregi

R, =limR,, (6.3)

g—1
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tanimlamasini yaparsak,

X®X =R, X ®X

(6.4)

yapisini elde ederiz. Bu, (3.5) bagintilarina denktir. Benzer islemler yapilarak (4.6), (4.7),

(5.4), (5.5) ve (5.7) bagintilar Iih veya R, matrisleriyle asagidaki sekilde ifade edilebilir:

XX =RIX* X'

X'dx 1 =Ridx* X'

dX'AdX ! =-RIdX* AdX'

i i (AVA
0,X' =5 +RIX'D,

9,dX' =(R™)dX'o,

lj

0,0, =R!0,0,.
Iih’q matrisinin agik sekli, (6.2) den, asagida verilmistir:
1 0 0 00 O 0 O 0
0O 0 0 goO0O O 0 O 0
0O 0 0 00 O q O 0
0g" 0 00 0 0 O 0
Rya={0 0 0 0 1 g'h 0 -h —q'h’
0O 0 0 00 O 0 ¢ h
0 0 g 00 0 0 O 0
0 0 00 gt 0 0 -qg'h
0 0 00 0 0 O 1

ve  — 1 limitinde

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
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1000000 0 0
0001000 0 0
0000001 0 0
0100000 0 0

R,=[0 0001 h o0 -h -h
00000O0O0 1 h
0010000 0 O
0000010 0 -h
00000O0O0 0 1

elde edilir.

Iih matrisiyle, R, matrisi arasindaki iligki ise
R,=PR,

dir. Buradaki P permutasyon matrisidir. Yani 6 kronecker deltas1

o [b =]
Y0, iz

seklinde olmak tizere
Pkilj = 5|i 5kj

dir. Buradan, R, matrisi

1000000 0 0
0100000 0 0
0010000 0 0
0001000 0 0

R=/0 0001 h 0O -h -h
0000010 0 -h
00000O0T1 0 0
0000000 1 h
0000000 0 I

olarak bulunur. R, matrisiyle R,,,R,;,R,; ile ifade ettigimiz asagidaki matrisleri bulabiliriz.

Bu matrisler,

(R12)32fc = Rgebéfca (R13)Z:fc = Rgfcé‘eb’ (Rz3)3:fc = Rffcé‘;
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formtilleriyle elde edilir. Bu formiillerle asagidaki bagintilar ger¢ceklenmis olur.

R.,R
Ri2Ry;R;,

Pu)
I
A

8]

R23 R12 R23

Yukaridaki bu denklemlere Yang-Baxter denklemleri denir. Eger bu esitlikler saglaniyorsa

bu yapiy1 saglayan cebire assosyatiftir denir.
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7. SONUC
Bu c¢alismada, Manin tarafindan tanimlanan 3d kuantum uzay yani IR; uzayl goz Oniine

alinmug ve yeni bir singiiler G matrisi tamimlanarak, IR’ kuantum uzayi elde edilmistir. Daha

sonra, IR’ kuantum uzay1 iizerine bir diferansiyel hesap kurulmustur.

Bu tezde, IR; uzaymin elemanlarina yeni anlamlar katarak, elemanlari q—1 limitinde
singiiler G matrisi ile IR’ uzaymi deforme eden ¢ parametreli R, matrisinden, h

parametreli R, matrisi elde edilmis ve bu matrisin de Yang-Baxter denklemini sagladig:

gosterilmistir.
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