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42+viii sayfa
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Bu yiiksek lisans tezi beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, tezin temel amacindan
kisaca bahsedildi ve 1-boyutlu 1s1 iletim problemi hakkinda bilgi verildi. Ayrica bu boliimde
tezde g6z Oniine alinacak olan 1-boyutlu 1s1 iletim denkleminin tarihsel gelisimi ile birlikte bazi
temel 6zelliklerinden bahsedildi.

Ikinci boliimde, bu tez calismasinda kullanilacak olan niimerik yontemlerden biri olan
standart sonlu farklar yontemi hakkinda bilgi verildi. Bu boliimde ayrica sonlu eleman
yontemi ile birlikte von-Neumann kararlilik testi hakkinda bilgi verildi. Ayrica baslangi¢ ve
siir sartlartyla verilen adi diferansiyel denklemlerden olusan problemlerin tam ¢Oziimiiniin
bulunmasinda kullanilan degiskenlerine ayirma yonteminden kisaca bahsedildi.

Uciincii boliimde, 1-boyutlu 1s1 iletim denklemi ile ilgili literatiirdeki calismalar sunuldu.
Ayrica, bu tezde tam ve niimerik ¢oziimleri bulunacak olan farkli baslangi¢ ve sinir sartlari ile
verilen 1-boyutlu 1s1 iletim denklemi icin iki test problem kisaca tanitildi.

Dordiincii boliimde, ikinci boliimde verilen model problemin degiskenlerine ayirma
yontemi ile tam c¢oziimii elde edildi. Daha sonra test problemlerin sonlu fark yontemi ile agik,
kapal1 ve Crank-Nicolson niimerik semalar1 ¢ikartildi. Her bir semadan hesaplanan niimerik
coziimler, ¢izelgeler ve sekiller halinde sunuldu ve ayrica bu niimerik ¢oziimler mevcut tam
¢oziimleri ile birlikte literatiirdeki farkli calismalardaki sonuclarla da karsilastirildi. Kullanilan
sonlu fark semalarinin ne kadar dogru ve giivenli sonuglar iirettiini test etmek amaciyla analitik
ve diger baz1 ¢oziimlerle karsilagtirmalara ek olarak L, L. hata normlar1 ve bu normlarda
bulunan yaklasik yakinsaklik mertebeleri ¢izelgeler halinde verildi.

Son olarak besinci boliimde, uygulanan yontemlerden elde edilen sonuclarin kisa bir
degerlendirilmesi yapilarak, ileriki calismalar i¢in Onerilerde bulunuldu.

Anahtar Kelimeler: Isi Iletim Denklemi, Degiskenlerine Ayirma Yoéntemi, Klasik Sonlu
Fark Yontemleri
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This master’s thesis consists of five chapters. In the first chapter, the main purpose of
the thesis is briefly mentioned and some information is given about the heat conduction
problem. In addition, in this chapter, the historical development and some basic features of the
1-dimensional heat conduction equation, which will be considered in the thesis, are mentioned.

In the second chapter, information was given about the standart finite difference method,
which is one of the numerical methods to be used in this thesis. Additionally, in this chapter,
together with the finite difference method, some information about the von-Neumann stability
analysis is given. Additionally, the method of separation of variables used for finding the
exact solutions of the ordinary differential equation problems given with initial and boundary
conditions are briefly presented.

In the third chapter, studies in the literature on the 1-dimensional heat conduction equation
are presented. Additionally, in this thesis, two model problems for the 1—dimensional heat
conduction equation given with different initial and boundary conditions, of which exact and
numerical solutions will be found, are briefly introduced.

In the fourth chapter, exact solution of the model problem given in the second chapter are
obtained by separation of variables. Then, numerical schemes of the test problems are found out
using the explicit, implicit and Crank-Nicolson finite difference method. Numerical solutions
calculated from each scheme are presented in tables and graphics and they are also compared
with the results in different studies in the literature along with the available exact solutions. In
order to test how accurate and reliable results are produced by those finite difference schemes,
in addition to comparisons with analytical and some other solutions, the error norms L,, L. and
the approximate convergence orders found in these norms are given in tabular form.

Finally, in the fifth chapter, a brief evaluation of the results obtained from the applied
methods is made and suggestions are made for future studies.

Keywords: Heat Conduction Equation, The Method of Separation of Variables, Classical Finite
Difference Methods
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1. GIRIS

Dogadaki olaylarin modellenmesi ¢ogunlukla diferansiyel denklemler ile yapilir. Bu mo-
dellerde Adi Diferansiyel Denklemlerden (ADD) daha ¢ok kismi ve kesirli mertebeden
diferansiyel denklemler kullanilir. Bu ag¢idan bakildiginda ozellikle kismi diferansiyel
denklemler bir c¢ok bilim dalinda Onemli uygulama alanina sahiptir. Ancak kismu
diferansiyel denklemlerin non-lineerlik, karmagsik geometrik yapilar ve karmasik sinir sartlari
gibi durumlar yiiziinden cogu zaman analitik ¢oziimleri elde edilemez. Bu durumda bu
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek icin niimerik yontemler kullanilir. Tarihsel olarak ince-
lendiginde 20.yiizyilin baglarinda kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri tizerinde
calisilmaya baglanmistir. Bu arada bilgisayarlarin caligma hizlarindaki artis ¢esitli bilim ve
miihendislik dallarinda niimerik yoOntemlerin kullanilmasin1 6nemli miktarda arttirmistir.
Boylece ¢ok karmagik problemler mevcut hesaplama giicii ile kisa zamanda ¢6ziilebilir hale
geldi. Her niimerik yontemin, fiziksel problemin yapisina bagli olarak avantaj ve dezavantajlari
vardir. Bu yiizden her problem i¢in iyi sonuglar veren bir tek yontem yoktur. Ornegin bir boyutlu
problem icin etkili bir yontem iki ve ii¢ boyutlu problemler icin iyi sonuglar vermeyebilir. Iste
bu gercek yiiziinden niimerik ¢6ziimiin elverisli olup olmadig1 analitik ¢oziimii bilinen prototip

bir problem ile test edilebilir.

Kismi diferansiyel denklemleri iceren problemlerin niimerik coziimii diger yodntem-
lerin yaninda yaygin olarak sonlu fark yoOntemleri ve sonlu eleman yontemleri ile
yapilmaktadir. Sonlu fark yontemlerinin dogrulugu Taylor seri agilimindaki kesme ha-
tasinin mertebesi ile kolayca incelenebilir. Fakat sonlu eleman yontemleri i¢in aym
sey soylenemez. Sonlu fark yontemleri kolayca formiile edilebilir, iki ve {ic bo-
yutlu problemlere uygulanabilir ve sonlu eleman yontemlerinden daha az islem ge-
rektirir. Kismi diferansiyel denklemleri iceren problemlerin sonlu fark yontemleri ile
coziimleri basit olmasina ragmen probleme en uygun sonlu fark yonteminin secimi deneyim
gerektirir. En sik kullanilan sonlu fark yontemleri acik sonlu fark yontemi, kapali sonlu fark
yontemi ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemidir. Bu {i¢ yontem klasik sonlu fark yontemleri
olarak da adlandirilir. Bunlardan tigiinciisii 1947 yilinda Crank ve Nicolson tarafindan acik sonlu
fark yontemi ve kapali sonlu fark yontemi kullanilarak yeni bir kapali sonlu fark yontemi olan

Crank-Nicolson yontemi elde edilmistir.



Yukarida sOzii edilen prototip problemlerden en yaygin olarak
kullanilanlardan birisi 181 iletim denklemidir. Is1 denklemi, bir kat1
cisim icinde ve belli bir homojen ortam  i¢inde  1stnin  yayilmasi
incelendiginde karsilasilacak ©nemli bir kismi diferansiyel denklemdir. Is1 denkleminin

elde edilmesine gecmeden Once asagidaki deneysel sonuclart hatirlamakta fayda vardir.

a) Is1 akisi, azalan sicaklik yoniindedir.

b) Is1 akig1 hizi, akisin gerceklestigi yiizeyin alam ve bu yilizeye dik sicaklik gradienti ile

orantilidir.

¢) Bir cismin sicakliginin degigsme miktari, o cismin kazandig1 veya kaybettigi 1s1, cismin kiitlesi

ve sicaklik degisimi ile orantilidir.

d) Isinin yayildigi ortamin yogunlugu her yerde aynidir [2].
Simdi bu tezde ele alinacak ve asagida en genel formiilii ile verilen 1s1 iletim denklemini

du ,0%u
— == 0<x<L t>0
o Yo == ~

g0z Oniine alalim. Burada o parametresi ele alinan ¢ubugun 1s1 iletim katsayisi, L ise bu cubugun
uzunlugudur [1]. Bu 1s1 iletim denklemi asagida verilen parabolik denkleminin daha genis bir

sinifi i¢in bir prototiptir

d%u d%u d%u du du
)= +b(x,t)=—— )= = f(x,t,u,—, =
a(x, )ax2+ (X, )axat+c(x7 )atz f(x7 U, 8x7 at)
burada »*> = 4ac” dir.  Bu denklem kati cisimlerde 1s1  iletiminin
ve cesitli difiizyon olaylarinin incelemesinde ortaya cikar. Is1

denklemi bir  evoliisyon (evolution) denklemi olmasi acisindan dalga
denklemine benzerdir. Fakat 1s1 denklemi korunumlu degildir. Ciinkii, eger ¢ nin isaretini
tersine ¢evirirsek farkli bir ¢c6ziim elde ederiz. Bu durum 1s1 iletimi esnasinda her zaman artmasi

gereken entropinin varli§ini yansitir.



1.1 Is1 iletim Denkleminin Tiiretilmesi

Is1 denklemini tiiretmek icin x ekseni boyunca x = 0’dan x = L’ye uzanan 1s1 ileten bir
homojen ¢ubuk goz Oniine alinir. Bu ¢ubuk diizgiin A kesitine, L uzunluguna sahiptir ve yatay
olarak yalitilmigtir. Is1 sadece x yoniinde akacak ve yeterince ince oldugu i¢in kesit iizerinde
bulunan tiim noktalarda sicaklik ayn1 olacak sekilde ele alinir. u(x,7) herhangi bir # zamaninda
herhangi bir x noktasinda kesit alandaki sicakligi, ¢ ise cubugun ozgiil 1s1s1n1 gostersin. Ozgiil
151, cubugun birim kiitlesinin sicakligini 1 derece arttirmak i¢in gerekli olan 1s1 miktaridir. x kesit
noktas1 x 4+ Ax kesit noktasi arasinda ki ¢ubuk parcasinda bulunan 1s1 miktar1 asagidaki formiil

ile verilir

x+Ax

o(t) = /cpAu(s,t)ds. (1.1.1)

X
Diger taraftan x noktasinda bu kesit alanindan ¢ubuk parcasinin i¢ine akan 1s1 oran1 o kesit
alanla ve kesit alaninda ki sicakligin gradyani ile orantilidir. Bu 1s1 iletimi Fouirer Kanunu olarak

bilinir ve asagidaki formiil ile gosterilir

du(x,t)

—KA
ox

(1.1.2)

Burada x ¢ubugun 1s1 iletkenligini gosterir. (1.1.2) ile verilen denklemde eksi isareti 1sinin
azalan sicaklik yoniinde aktigini1 gosterir. Benzer bir sekilde x + Ax kesit noktasinda cubuk

parcasindan 1s1 akis oran1 asagida verilen degere esittir

du(x+ Ax,t)

— KA .
ox

(1.1.3)

Enerjinin Korunumu Kanunu’na (Termodinamigin 1. Yasasi’na) gore x kesit noktasinda
cubugun icine akan 1s1 miktar1 ile x + Ax kesit noktasinda cubugun disina akan 1s1 miktari
arasinda ki fark bu kesitin 1s1 iceriginde ki degisime esit olmalidir. Dolayisiyla (1.1.2)’den
(1.1.3)’lin ¢ikarilmasi ve elde edilen sonucun (1.1.1)’in tiirevine esitlenmesiyle agsagidaki formiil

elde edilir



x+Ax

a0 du(s,t) du(x+Ax,t)  du(x,t)
— = A ds=KA — . 1.14
K ox ox (114)
X
(1.1.4) ile verilen denklemdeki integrali alinacak ifadenin s’nin
stirekli bir fonksiyonu oldugu varsayilarak ve integraller icin
ortalama deger teoremi kullanilarak (1.1.5) denklemi elde edilir.
Boylece
x+Ax
u(s,r) ,_ du(&,1)
ds = Ax, Ax 1.1.5
/ 54 5 x<&<x+ ( )
X
denklemi asagidaki forma doniismiis
du(&,1) du(x+Ax,t)  du(x,t)
Ax————= = — 1.1.6
PAT T =X ox (1.1.0)
olur.
(1.1.6) denkleminin her iki tarafi cpAx’e boliiniir ve Ax — 0 limiti alinirsa
du(x,1) _ 50%u(x,t) (1.1.7)

o
ot ox?
elde edilir. Burada a? = K /cp dir. (1.1.7) denklemi bir boyutlu 1s1 denklemi olarak adlandirilir.

Burada o sabiti kati cisim igerisindeki iletkenlik katsayis1 diye adlandirilir.

Eger  birim  zamanda  birim  hacim  bagma  f(x,7) oraninda  dig

kaynaktan bu sisteme 1s1  verilirse, o zaman (1.1.4) denkleminin = zaman
x+Ax

terimli  tiirevine / f(s,t)ds  eklenmelidir.  Dolayisiyla Ax — 0 limiti
X

durumunda

du(x,t) o2 d%u(x,t)
ot Ix?

olur. Burada F(x,7) = f(x,t)/cp kaynagm yogunlugudur. Bu denklem homojen olmayan 1s1

= F(x,1),

iletim denklemi diye adlandirilir. Daha detayli bilgi icin [2]- [3] numarali referanslara ve

bunlarin i¢indeki referanslara bakilabilir.



1.2 Baslangi¢ ve Sinir Sartlar

Ince bir gubuk iizerinde 1s1 iletim durumunda u(x,?) sicaklik fonksiyonu sadece (1.1.7)
ile verilen 1s1 iletim denklemini saglamakla kalmamali aym1 zamanda ¢ubugun iki ucunun dis
ortamla 1s1 enerjisi degisiminin sartin1 da saglamalidir. Eger digaridan verilen bir 1s1 yoksa, f(x)
fonksiyonu 0 < x < L aralig1 lizerinde ¢t = ty zamaninda ¢ubuktaki sicakligi tanimlar. O zaman

1s1 iletim denklemi olarak bilinen asagida verilen

du(x,t) a282u(x,t)
or ox?

0<x<L t>0 (1.2.1)

kismi diferansiyel denklemi

u(x,0)=f(x), 0<x<L

ve

w(0,) = u(L,t) =0, >0 (1.2.2)

sartlarina bagimli ¢+ > 0 zamanlarinda ¢ubuktaki u(x,r) sicaklik dagilimim tanimlar. (1.2.1)-
(1.2.2) ile verilen denklemler bu ©zel 1s1 iletim problemi i¢in bir baslangi¢c sinir deger

problemini tanimlar.
Aligilagelmis olarak sinir sartlari ti¢ farkli yoldan biriyle verilir:
i) (1.2.2) sart1 Dirichlet sinir sart1 olarak bilinir ve sifir olmak zorunda degildir.

i) Bir sonraki en basit sart tiirevleri igerir. Eger ¢ubugun her iki ucu yalitilirsa her iki

uctandan da 1s1 akigt olmaz. O zaman (1.2.1) denklemi i¢in sinir garti

du(0,r)  Jdu(L,t)
ox  dx

olarak tanimlanan Neumann sinir sart1 ile verilir ve sifira esit olmayabilir. Bu tip sinir sartt sinir

=0, t>0

boyunca ¢6ziimiin normal tiirevinin degerini verir.

iif) Son olarak ¢ubugun uglarindan ¢evrede ki ortama 1s1 radyasyonu varsa sinir sartlar

du(0,t)
ox

— hu(0,¢) = bir sabit
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veE

du(L,t)
ox

olarak tanimlanan Robin sinir sarti ile verilir. Burada # > 0 ve 2 > 0’dir.  Aslinda bu son sart

+ hu(L,t) = diger bir sabit

Dirichet ve Neumann sinir sartlarinin lineer birlesimidir [4].

Literatiirde 1s1 iletim probleminin analitik ve niimerik ¢oziimii {izerine cok sayida ¢alisma
bulunmaktadir. Goh vd. [5] kiibik B-spline bazlarina dayali kollokasyon yontemi ile bir boyutlu
151 ve adveksiyon-difiizyon denklemlerinin niimerik ¢oéziimlerini elde ettiler. Zaman ve konum
yoniindeki integral iglemleri icin klasik sonlu fark semasini kullandilar. Caglar vd. [6], iiclincii
dereceden B-spline fonksiyonlar1 kullanarak yerel olmayan baglangi¢ sarti1 ile birlikte verilen
bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in sinir deger problemini incelediler. Kutluay vd. [7], dogada ortaya
c¢ikan en onemli problemlerden biri olan bir boyutlu 1s1 iletim probleminin niimerik ¢éziimlerini
elde ettiler. Yazarlar, Hermite B-spline bazlara dayali kollokasyon sonlu eleman ydntemini
kullanarak elde ettikleri niimerik ¢oziimleri tam ve yayinlanmis baz1 ¢alismalarin sonuglar ile

cizelge ve grafikler halinde kargilastirdilar.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR ve YONTEMLER

Bilindigi iizere diferansiyel denklemler adi diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemler olarak
karsimiza ¢ikarlar. Bu tez ¢alismasinda kullanilacak olan degiskenlerine ayirma yontemi olarak

bilinen analitik ¢oziim yontemi 6nce adi diferansiyel denklemler icin kisaca verilecektir.

Bunun i¢in
dy
= 2.0.1
primEAGS) (2.0.1)

olarak verilen birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini gbz 6niine alalim.

2.1 Degiskenlerine Ayirma Yontemi

(2.0.1) ile verilen % = f(z,y) denkleminde f fonksiyonu

f(t,y) =g(t)h(y) ((h(y)#0) (2.1.1)

biciminde yazilabiliyorsa, denkleme degiskenlerine ayrilabilir veya kisaca ayrilabilirdir denir.

Bu adlandirmanin nedeni, (2.0.1) denkleminin

ﬁdy = g(t)dt

biciminde yani integrali alinabilir formda yazilabilir olmasidir.

Ornegin,
dy 31245

dt (3 +2e)

denklemi degiskenlerine ayrilabilirken

dy 2%, 2
P t
7 e” +ty

denklemi ayrilabilir bir denklem degildir.

Ornek:

dy
=2 1
a0
denkleminin ¢6ziimiinii degigskenlerine ayirma yontemini kullanarak bulunuz.

Coziim: Denklemde

d
Fey) =y+1ve a—ﬁ(nﬁ 1
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tiim 7y-diizleminde siirekli fonksiyonlardir. Denklemin belirli bir (¢y,yo) noktasindan gecen bir

ve bir tek y(¢) ¢oziimii vardir. Bu y(¢) fonksiyonu #y noktasini kapsayan bir [ aralig1 iizerinde

dy

o=y +1 (2.12)

denklemini saglamalidir. Her ¢ € [ i¢in y(¢) # —1 olsun. Buna gore, yg # —1 dir ve dolayisiyla

v _,
y()+1

yazilabilir. Bu baginitinin her iki yani 7y dan ¢ ye kadar integre edilirse

oy t
/ y (5) ds= | ds
fo

)’(5)""1 fo

bulunur ve buradan

log|y(¢) + 1] —log|y(to) + 1| =t — 1o
elde edilir. y(¢) ¢oziimii (1, y0) noktasindan gececegi icin y(f9) = yo olmalidir.

Yukaridaki bagintidan

y(t)=c(to)e' —1, c(t) #0 (2.1.3)

elde edilir. Buna gére y(z), (2.1.2)’nin bir ¢6ziimii ise her zaman y(f) # —1 olacagi ve y nin
(2.1.3) biciminde yazilabilecegi agiktir. (2.1.3) ile tanimli y(z) fonksiyonunun uygun bir aralik

tizerinde (2.1.2) denklemini sagladig1 kolayca gosterilebilir.

Genel halde degiskenlerine ayrilabilir bir denkleme yukarida verilen yotem uygulanabilir. g,

a <t < b arahig1 izerinde ve h, ¢ <t < d aralig1 lizerinde siirekli fonksiyonlar: gdstermek iizere

Y (1) = gOh() 214

denklemi g6z Oniine alinsin. f(t,y) = g(t)h(y) ve %(l,y} — g(t)h (y) fonksiyonlari

B={(t,y):a<t<b,c<t<d} bolgesinde siireklidir. (2.1.4) denkleminin #y noktasini
kapsayan I aralig1 iizerinde tanimli, B bolgesinin herhangi bir (fo,yo) i¢ noktasindan gegen bir
tek y(t) ¢oziimii vardir. Ote yandan, her ¢ € [ igin

Y~ eh((1))



/

olmalidir. 7 iizerinde A(y(r)) = 0 hali bir yana birakilarsa m = g(t) dir. Buradan, her t € 1

icin

t y/(S) - [ s)as
o)™ /m 8(s)d (2.1.5)

elde edilir. Bu bagintidan integrasyonla y(¢) ¢oziimii kolayca bulunur. Bu incelemenin sonucu

asagidaki gibi ifade edilebilir:

Sonug: (2.1.4) denkleminin y(fg) = yo baslangi¢ kosulunu gergekleyen y(¢) ¢oziimii (2.1.5)

bagintisini saglar.

2.2 Klasik Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklagik
coziimlerinin hesaplanmasinda siklikla kullanilmaktadir. Belirli baslangic ve sinir sartlariyla
verilen bir kismi diferansiyel denklemden olusan bir problemin sonlu fark yontemi ile ¢6ziimiine
yaklagirken once ¢oziim bolgesi genellikle dikdortgenler seklinde kafeslere boliiniir. Denklemin
yaklagik ¢oziimii kafesin her bir diigiim noktasinda hesaplanir. Bu diigiim noktalarina mesh veya
grid adi verilir. Sonra tiirevler yerine Taylor seri agilimindan elde edilen uygun olan sonlu fark
yaklasimlari yazilir. Boylece ele alinan orjinal problem lineer veya non-lineer cebirsel denklem
sistemine indirgenir. Daha sonra x yoniindeki 4 konum adim uzunlugu ve ¢ yoniindeki £ zaman
adim uzunlugunun secilen uygun degerlerinde cebirsel denklem sistemi direkt veya iteratif

yontemlerden biri kullanilarak ¢oziiliirse problemin yaklagsik sayisal ¢6ziimii bulunur.

U, x ve t degiskenlerine bagli bir fonksiyon olsun. Ax(=h), x yoniinde konum adim
uzunlugu; Af(= k), t yoniinde zaman adim uzunlugu olmak iizere, x € [a,b] konum ve ¢ € [0, T
zaman araliklar sirasiyla

x; = ihx = ih,i = 0(1)M,
th =nAt =nk, n=0(1)N

olacak sekilde esit aralikha =xp <x| < ... <xy_1 <xy=bveO=t<H <..<ty_1<ty=T

alt araliklara boliiniir.

Temsili bir P(ih,nk) diigiim noktasi iizerinde U fonksiyonunun noktasal degeri
U, =U(iAx,nAt) = U}

ile gosterilirse U} ifadesi U (x;,#,) tam ¢oziime bir yaklagim olur.



Bu tez calismasinda 1—boyutlu 1s1 iletim denklemi ele alinacagindan denklemde goriilen

tiirevler yerine Taylor seri agilimindan kolayca elde edilen

ou urtt-ur

O(k
ot k o)
’U _ U, —2Ur+ UL, 2
= 221
o2 72 +0o0r) 2.2.1

sonlu fark yaklagimlari kullanilacaktir. Yukaridaki esitlikte kullanilan ”O” gdsterimi sonsuz
terimli bir ifadenin sonlu terimde kesildigini gosterir. Boylece O(k) ve O(h?) ifadeleri kesme

hatalari olarak bilinir ve agik¢a 4,k — 0 iken O(h?), 0(k) — 0 dir.

Bir kismui diferansiyel denklemden olusan baslangic sinir deger problemini sonlu fark

formunda ifade etmek i¢in siklikla kullanilan yontemler
i) Acik Sonlu Fark Yontemi
ii) Kapali Sonlu Fark Yontemi
iit) Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

dir. Is1 denklemi i¢in bu yontemlerden herbiri

Uinjll B 2UinJrl + Ui}ii1
h2

k

yrtt —yn 5
—~—=a°}<0 i

U 20U+ U
+(1_9)|: i—1 i l+1:|},9€[071]

(2.2.2)
olarak verilen agirlikli averaj yaklasimindan kolayca bulunur. $6yleki bu esitlik 6 =0, 0 =1 ve

0 = 1/2 i¢in sirasiyla agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark semalarini verir.

Bir sonlu fark yontemindeki hata olciimleri lokal kesme hatasi yardimiyla hesaplanir.
Sayisal c¢oziimlerin siirekli yani tam ¢oziime yakinsamasi i¢in gerekli sart konum ve zaman
yoniindeki adim uzunluklan sifira yaklastikca lokal kesme hatasinin sifira yonelmesidir. Bu
durumda yontemin tutarl oldugu sdylenir. Buna gore yukarida verilen her ii¢ yontemde agikca
tutarlidir. Agik ve kapali semalarin her ikisinin lokal kesme hatast aym olup O(k) + O(h?) iken
Crank-Nicolson semasinin ki O(k?) 4 O(h?) dir.
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Baslangic ve siir sartlariyla verilen kismi diferansiyel denklemleri basarili bir sekilde

¢ozmek icin kullanilan bir sonlu fark yontemi
1) Tutarl
1) Kararh
111) Yakinsak
olmaldir.

Lax’1n denklik teoremine gore lineer ve tutarli bir sonlu fark semasinin yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart semanin kararli olmasidir. Zaman adim uzunlugu biiyiiyerek giderken, sayisal

¢Oziim ile tam ¢Oziim arasindaki fark sinirli kaliyorsa sayisal semanin kararli oldugu sdylenir [2].

2.2.1 Kararhlik analizi
Bu kisimda,
oU  ,9°U
— = )
ot ox?

1—boyutlu 1s1 iletim denkleminin (2.2.2) ile verilen agirlikli sonlu fark yaklagiminin yani

1
Uin+ _ Uin r a2 {9
k

0<x<L, t>0

urlt —2urtt +utt!

i+1 Ui}il - 2Uln o U
hz

+(1—9){ - l“”

yaklagiminin von-Neumann yontemiyle kararliligi incelenecektir. Bunun i¢in, § mod sayisi ve

& giiclendirme faktorii olmak iizere,
up = hen =y

esitligi yukarida verilen agirlikli averaj yaklasiminda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
E | —r0e/PU=Dh 4 (14270)e/Ph — rgePUit DR —

r(1—8)ePU=D0 4 (1 -2r(1 - 0))e/P 4 r(1 — @)e/PHDE

elde edilir. Bu son esitlikte

olup
e/Bh = cos Bh+ jsin Bh
e P" = cos Bh— jsinBh
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Euler formiilleri kullanilirsa giiclendirme faktorii

_ r(1—0)(cosBh— jsinBh)+1—-2r(1—0)+r(1—0)(cosBh+ jsinfBh)

: —r0 (cosPh— jsinBh)+1+2r0 —r6 (cos Bh+ jsin Bh)

olarak bulunur. Bu ifadeyi biraz daha basitlestirmek icin agsagida verilen
h
cos Bh = 1—2sin? 5

esitligi kullanilirsa, & giiclendirme faktorii

_ 1—4r(1-6)sin Bh
14 4r0sin® B

¢ (2.2.3)

olarak elde edilir.

e 0 =0 ise agirlikli averaj yaklagimi acik sonlu fark yaklagimina karsilik gelir. Bu yaklagimin
kararli olmast igin gerek ve yeter sart |£| < 1 olmasidir. Bu sart (2.2.3) esitliginden r kararlihik

parametresinin r < % olmas1 durumunda saglanir. Boylece yaklasim sarth kararhdir.

e O =1 ise agirlikli averaj yaklasimi kapali sonlu fark yaklasimina karsilik gelir. Bu
yaklagimin kararli olmast i¢in gerek ve yeter sart |§| < 1 olmasidir. Bu sart (2.2.3) esitliginden r

kararlilik parametresinin r > 0 olmas1 durumunda saglanir. Boylece yaklasim sartsiz kararlidir.

e 0 = 1/2 ise agirlikli averaj yaklagimi Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimina kargilik gelir.
Bu yaklagimin kararhi olmasi igin gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir. Bu sart yine (2.2.3)
esitliginden r kararlilik parametresinin r > 0 olmasi1 durumunda saglanir. Boylece yaklagim

sarts1z kararhdir.
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3. ISI ILETIM DENKLEMI ICIN TEST PROBLEMLER

Uygulamali matematigin prototip olarak ele alinan en dnemli kismi diferansiyel denklemlerin-
den biri olan 1s1 denklemi, 1s1 iletiminin modellenmesinde, yayinimli islemlerde ve gozenekli
ortamlardaki akista onemli bir yere sahiptir. Modern anlamda fiziksel ve matematiksel 1s1
iletimini kesfeden Joseph Fourier, ilk olarak 1803 yili civarinda konuya ilgi duymaya basladi
ve baglangicta sinirlt sayida ayri cisimler arasindaki 1s1 hareketini ele aldi. Daha sonra problemi
stirekli cisimler arasindaki 1s1 hareketine tasidi ve bunu 1822°de yayiladigi “Analytical Theory

of Heat Equation” isimli ¢alismasiyla sundu ve bir cismin yiizeyindeki 1s1 hareketi i¢in

oU  J°U
pCE—kW, (X,I)EQX[O,T]

olarak tanimlanan genel ifadeyi verdi [8]. Burada Q = [a, D] olup p, ¢ ve k katsayilar sirasiyla

yogunluk, x—yoniindeki termal iletkenlik ve 1s1 kapasitesine karsilik gelmektedir.

3.1 Model Problem

Bu tez calismasinda model problem olarak fiziksel 6l¢ii birimlerinden arindirilmig ve

literatiirde yaygin olarak kargilagilan

Z —at = (3.1.1)

I-boyutlu 1s1 iletim denklemi
Ux,0)=f(x) a<x<b
baslangi¢ sart1 ve

Ula,t) = gi(1) 0<t<T
U(b,1) = ga(1),

Dirichlet sinir sartlar ile birlikte ele alindi. Burada « ele alinan cismin fiziksel 6zelligine gore
degisiklik gosteren bir parametre, f(x), g1(¢) ve g»(¢) 6nceden taniml bilinen fonksiyonlar ve

U (x,t) sicakhig1 gosterip x konum ve ¢ zaman degiskenlerine bagli bilinmeyen bir fonksiyondur.

3.2 Test Problemler

Bu tez calismasinda yukarida tanimlanan model problem i¢in asagidaki iki test problem goz

Ontine alindi.
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3.2.1 Test problem 1:
Bu problem ic¢in [a,b] = [0,1], g1(¢) = g2(¢) = 0 ve f(x) = sin(7x) olup, (3.1.1) ile verilen
1s1 denklemi 0 < x <1 ve 0 <t < T sonlu ¢oziim bolgesi lizerinde

f(x)=U(x,0) =sin(nx), 0<x<1

baslangic sart1 ve
U(0,t) =0 0<t<T
U(l,t) =0,

sinir sartlari ile gbz Oniine alindi. Bu problemin analitik ¢oziimii
2.2, .
U(x,t)=e *"'sin(zmx), 0<x<1,t>0

dir [1].

3.2.2 Test problem 2:

Bu problem igin [a,b] = [0, 1], g1(¢t) = g2(t) = 0 ve f(x) = —x> +x olup, (3.1.1) ile verilen

1s1 denklemi 0 < x < 1 ve 0 <t < T sonlu ¢oziim bolgesi tizerinde o2 = 1 alinarak

Ux,0)=—x*+x, 0<x<1
baslangic sart1 ve
U ,t)=U(1,t) =0, t>0

sinir sartlar1 ve ile goz oniine alindi. Bu problemin analitik ¢oziimii

= [ 4
Ul(x,t) = Z (3_7r3) (—1"— 1)sin(n7rx)e_"2”2’, 0<x<1,t>0
n=1 \"

dir [9].
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4. ISI ILETIM PROBLEMININ TAM VE NUMERIK COZUMLERI

1-Boyutlu 1s1 iletim probleminin tam ve yaklasik ¢6ziimii iizerine literatiirde bir¢ok calisma
vardir. Dai vd. [10] 1s1 kaynagna sahip genellestirilmis N-tastyici icinde enerji degisimlerini
modellemek icin iyi bilinen parabolik iki-adim kavramini mikro 1s1 iletimine genellestirdiler.
Yazarlar ayrica ¢oklu-tasiyici sistemlerin bir enerji tahminini dogruladigini gosterdiler. Dhawan
ve Kumar [8] 1—boyutlu 1s1 denklemini Galerkin B-spline sonlu eleman yontemi ile ¢ozdiiler.
Konum bélgesini kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak ayriklastirdilar ve adi diferansiyel
denklemler sistemiyle sonuclanan sistemi ¢ozdiiler. Mohebbi ve Dehghan [11] 1—boyutlu 1s1 ve
adveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢6ziimii icin yiiksek mertebeden hassasiyetli bir yontem
sundular. Bu denklemlerin konum tiirevlerinin ayriklastirilmast i¢in dordiincii mertebeden
kompakt sonlu fark yaklasimini ve elde edilen adi diferansiyel denklemlerin lineer sistemini
¢ozmek icin de kiibik C! —spline kollokasyon yontemini uyguladilar. Dabral vd. [12] 1 —boyutlu
1s1 denkleminin ¢6ziimii icin kuadratik ve kiibik B-spline sonlu eleman yOntemleri iizerine
temellenen niimerik calismalar yaptilar. Heydari vd. [13] iyi bilinen bir-boyutlu 1s1 denklemi
icin etkin bir Chebyshev dalgacik yontemini gelistirdiler. Yazarlar Dirichlet sinir sartlar ile
birlikte verilen 1—boyutlu 1s1 denkleminin niimerik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in integrasyonun
operasyonel matrislerini uyguladilar. Goh vd. [14] 1—boyutlu 1s1 ve adveksiyon-difiizyon
denklemlerinin niimerik ¢coziimlerini kiibik B-spline bazlara dayali kollokasyon yontemi ile elde
ettiler. Zaman ve konum integrasyonlari i¢in alisilagelmis ayriklastirmalar1 kullandilar. Demir
ve Bildik [1] fizikte onemli denklemlerden biri olan 1—boyutlu 1s1 denkleminin ¢6ziimiinii
ele aldilar. Bunun i¢in, kiibik B-spline sonlu elemanlar kollokasyon yontemini kullandilar.
Yontemin semasint verdiler ve kararlilik analizini Fourier kararlilik yontemini goz Oniine
alarak incelediler. Han ve Dai [15] Dirichlet ve Neumann sinir sartlar1 ile birlikte verilen
1—boyutlu 1s1 iletim denklemlerinin ¢oziimii i¢in iki tane yiiksek mertebeden kompakt sonlu
fark semasi sundular. Ozel olarak, smirlara yakin i¢ 1zgara noktalarmin yerlerini hassas bir
sekilde ayarlayarak Dirichlet ve Neumann sinir sartlarinin ayriklastirma olmaksizin dogrudan
uygulanabilmesini ve aym1 zamanda besinci veya altinci mertebeden kompakt sonlu fark
yaklagimlarinin elde edilebilmesini sagladilar. Mebrate [16] baslangi¢ ve Dirichlet sinir sartlari
ile birlikte verilen 1—boyutlu 1s1 denkleminin sayisal ¢oziimlerini sundu. Sayisal ¢oziimleri elde
ederken sonlu fark ve sonlu elemanlar yontemlerini uyguladi. Cheniguel [17] ¢alismasinda
hem Neumann hem de Dirichlet sinir sartlarina sahip 1—boyutlu 1s1 iletim problemini ele

aldi ve problemin ¢6ziimii i¢in Homotopy Pertiirbasyon yontemini kullandi. Elde edilen
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sonuglarin dnceki ¢alismalarin sonuglari ile karsilastirildiginda olduk¢a dogru oldugu sonucuna
vardi. Ayn1 zamanda sadece ayrik coziimler iireten sonlu fark yonteminin aksine Homotopy
Pertiirbasyon yontemininin siirekli ¢oziimler tirettigini one siirdii. Rashidinia ve Mohsenyzadeh
[18] caligmalarinda 1—boyutlu lineer 1s1 ve dalga denklemi i¢in sayisal bir algoritma sundular.
Zaman tiirevini ayriklagtirmak icin sonlu fark yaklagimimi kullanirken konum boyutunda
ise interpolasyon fonksiyonu olarak kuintik spline fonksiyonlarini kullandilar. Uyguladiklar
yontemin hassasiyetini ele aldiklar1 denklemin Taylor seri agilimini yaparak ve hatayr minimize
ederek tartigtilar. Jaradat vd. [19] klasik ve integral smir sartlarini birlestiren 1—boyuth
1s1 denkleminin ¢oziimii i¢in sayisal bir yontem gelistirdiler. Birlestirilen Laplace doniisiim,
yiiksek hassasiyetli kuadratiir semalar ve Stehfest ters doniisiim algoritmasini ele aldiklar
problemin sayisal ¢oziimii i¢cin Onerdiler. Khaksarfard ve Ordokhani [20] ¢aligmalarinda radyal
baz fonksiyonlarim ele aldilar ve bu baz fonksiyonlarimi parabolik denklemlerin ¢oziimiinde
kullandilar. Sayisal bir sema onererek Laguerre-Gaussians radyal baz fonksiyonlarini kullanarak
cOziime yaklasimda bulundular. Bu yontemle ele alinan problemi bir dizi cebirsel denklemler
kiimesine indirgediler. Uyguladiklar1 yontemin gecerliligini teyit etmek icin 1s1 iletim problemini
de iceren sayisal deneylerinin sonuglarini diger calismalarin sonuclari ve diger radyal baz
fonksiyonlari ile elde edilen sonuclarla karsilagtirdilar. Khabir and Farah [21] kiibik B-spline
kollokasyon yontemini ele aldilar. Genel olarak B-spline yonteminin tiiretilmesini sundular. Bu
yontemi 1—boyutlu 1s1 denkleminin ¢6ziimii i¢in uyguladilar ve elde ettikleri sayisal sonuclari
tam coziimle karsilagtirdilar. Patel ve Pandya [22] hem Neumann hem de Dirichlet baglangi¢
sinir sartlarina maruz 1—boyutlu 1s1 denklemini sundular ve ¢6ziim ic¢in spline kollokasyon
yontemini uyguladilar. Yontemin gii¢lii bir matematiksel ara¢ oldugu, bilim ve teknolojinin
farkli alanlarinda ortaya cikan lineer ve lineer olmayan genis bir simifa uygulanabilecegi
sonucuna vardilar. Mevcut yontemle elde edilen sayisal sonuglarin literatiirde mevcut analitik
sonuclarla iyi uyum icerisinde oldugunu gosterdiler. Lozada-Cruz vd. [23] sifirdan biiyiik
kiigiik bir epsilon parametresi ile ¢arpilmis Robin sinir sartlarina sahip 1—boyutlu 1s1 difiizyon
denkleminin sayisal ¢oziimiini ele aldilar. Sayisal delillerin € sifira yaklasirken, Robin sinir
sartina sahip diferansiyel denklemin sayisal ¢éziimiiniin homojen sinir sartli problemin analitik
¢Oziimiine bir acidan oldukc¢a yakin oldufu sonucuna vardilar. Uba vd. [24] bir boyutlu
1s1 denkleminin sayisal ¢oziimiinii rezidii teorisi ile gostermeye odaklandilar. Baglangic ve
sinir gartlar1 ile birlikte verilen 1—boyutlu 1s1 denklemine kismi diferansiyel denklemlerin
degiskenlerine ayrilmasi yontemini uyguladilar ve denklemi ikinci mertebeden adi diferansiyel

denkleme doniistiirdiiler. Fakat homojen difensansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in rezidii teorisini
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Fourier serilerinin sin ve cos fonksiyonlarinin ortogonalliklerini uyguladilar. Jamaluddin vd.
[25] ¢alismalarinda bir kismi diferansiyel denklemin bir bilinmeyen fonksiyonun iki veya daha
fazla degiskene gore tiirevlerini iceren bir denklem oldugunu, bu diferansiyel denklemlerin
¢Oziimil i¢in uygun baglangic ve sinir sartlarina ihtiya¢ duyuldugunu belirttiler. Bu tiir
denklemlerin genel ¢coziimiiniin sadece denklemin kendisine degil ayn1 zamanda sinir sartlarina
bagl oldugunu, bir bagka deyisle bu kismi diferansiyel denklemlerin farkli sinir sartlan ile
incelendiklerinde farkli genel ¢6ziimlere sahip olacaklarimi belirttiler. Calismalarinda, homojen
1—boyutlu 1s1 denklemini kapali Crank-Nicolson yontemini kullanarak sayisal olarak ¢ozdiiler.
Ana amaclarinin homojen 1s1 denklemininin Dirichlet sinir sartlar1 ile birlikte verildiginde
akis karakteristigini incelemek oldugunu belirttiler. Son olarak elde ettikleri sayisal sonuglari
tam coziimle karsilastirdilar. Kafle vd. [26] calismalarinda gercek diinyada 1s1 denklemi,
dalga denklemi, Laplace denklemi ve Poisson denklemi gibi bir ¢ok fiziksel problemin kismi
diferansiyel denklemler tarafindan modellendigini ifade ettiler. u; = otu,,, (o0 > 0) burada x ve ¢
bagimsiz degiskenler ve u bagimli degiskendir, formunda verilen kismi diferansiyel denklemin
1 —boyutlu 1s1 denklemi oldugunu ve prototip parabolik denklemlerden biri oldugunu belirttiler.
Is1 denkleminin diizenli bir ¢6ziim bolgesi {izerinde analitik ¢6ziime sahip oldugunu, fakat eger
bolge diizensiz ise bu tiir denklemlerin analitik ¢Oziimiinii hesaplamanin zor oldugunu ileri
stirdiiler. Bu tiir durumlarda ¢oziimiin elde edilmesi i¢in sayisal yontemlerin kullanildigini ve
sonlu fark yonteminin ¢6ziim bolgesini sonlu sayida alt bolgelere ayirarak ¢oziimii hesaplamada
kullanilan yontemlerden biri oldugunu sdylediler. Caligsmalarinda 1s1 denklemi icin ileri zaman
merkezi fark konum semasimn tiiretip yaklasik ¢coziimleri elde ettiler. Yiiksek difiizyon katsayisi
o degerine sahip farkli homojen materyaller icin analitik ve yaklasik ¢oztimleri karsilastirdilar.
Yiiksek difiizyon katsayis1 & degerine sahip materyallerde diisiik difiizyon katsayis1 o degerine
sahip materyallere gore anlik 1s1 transfer ve 1s1 kaybinin oldugunu gozlemlediler. Son olarak
farkli homojen olmayan materyaller i¢in simiilasyon sonuglarini karsilastirdilar. Tarmizi vd. [27]
bir niimerik ¢oziim yaklagimi ile 1—boyutli 1s1 denklemlerini ¢6zmeye c¢alistilar. Ele aldiklari
sinir sartlar1 Dirichlet tipi sinir sartlart ve kullandiklar1 yontemler spektral ve Crank-Nicolson
yontemleriydi. Elde ettikleri sonuglar ¢izelge ve 3-boyutlu grafikler halinde sundular. Sonug
olarak spektral yontemin oldukca etkin oldugunu fakat simiilasyonlar i¢in daha fazla zaman
gerektirdigini belirttiler. Suarez-Carreno ve Rosales-Romero [28] diferansiyel denklemleri
¢Ozmek i¢in ileri zaman merkezi konum, geri zaman merkezi konum ve Crank-Nicolson gibi
sonlu fark yontemine dayali bazi stratejiler sundular. Bu stratejileri ince bir ¢ubuk iizerinde

bir konum ve bir zaman boyutlu 1s1 denklemini igeren basit bir probleme uygulamak i¢in

17



gelistirdiler. Is1 denkleminin ¢6ziimii icin sunulan bu yontemin finans alanindaki problemlerin
¢Oziimil i¢in de bir 6rnek olusturabilecegini One siirdiiler. Ele aldiklar1 6rneklere uyguladiklar
semanin teorik tahminlerle uyum i¢inde olduklar1 ve kesme hatalarinin konum ve zaman adim
uzunluklarina bagl oldugu sonucuna vardilar. Yosaf vd. [29] Dirichlet ve Neumann tipi sinir
sartlart ile birlikte verilen 1—boyutlu 1s1 iletim denkleminin ¢dziimii icin yiikksek mertebeden
sonlu fark yontemi gelistirmeyi amacladilar. Dirichlet ve Neumann sinir sartlarinin dogrudan
uygulanmasi i¢in sinirlara ¢ok yakin diigiim noktalarinin konumunu ayarlayan bir parametre
kullandilar. Sonug olarak, 6nerdikleri yontemin gegerlilik ve dogrulugunu gostermek icin bir
takim 1—boyutlu 1s1 iletim denklemlerinin ¢oziimlerini elde ettiler. Kaur vd. [30] caligmalarinda
kagit hamuru yikamanin, proses endiistrisinde difiizyon-dispersiyon olgusunu igceren temel
bir faaliyet oldugunu belirttiler. Atik su yOnetiminde biiyliik miktarda maliyet, zaman ve
ekolojik sorunlar soz konusu oldugunu, bu cevresel yiikii azaltmak ve daha yiiksek verim
elde etmek icin cesitli arastirmacilar tarafindan matematiksel modeller gelistirilmekte ve farkli
tekniklerle ¢oziilmekte oldugunu ifade ettiler. Yazarlar bu calismalarinda, difiizyon-dagilim
fenomeninin matematiksel modelini ¢6zmek i¢in deneme fonksiyonuna yaklasmak amaciyla
besli Hermite enterpolasyon polinomlar1 kullanildilar. Calismalarinin amacinin Peclet sayisi,
kagit kalinlig1 ve hamur yikama prosesinin ara hizi gibi bazi 6nemli parametreler i¢in daha
az CPU zamam ve etkisi ile dogru sonug¢ elde etmek oldugunu belirttiler. Sonu¢ olarak
oOnerilen teknigin uygunlugunu, daha once yayinlanan sonuglarla karsilastirip iyi bir sekilde
tartisip ve daha genis bir endiistriyel uygulanabilirlik kapsami oldugunu gosterdiler. Hirpho [3]
calismasinda Darcy akisi ile eslesen iki boyutlu zamana bagl 1s1 iletim denklemini sayisal
olarak ¢6zmek icin bir sonlu eleman yaklasimini kullandi. Elde ettikleri ¢oziimiin varligim
ve tekligini ispatlamak icin Picard-Lindelof teoeriminden yararlandi. Daha sonra niimerik
sema icin 6n ve son hata tahminlerini tiiretti. Teorik sonuglarin etkinli§ini gostermek icin
sayisal Oornekler sunup Matlab bilgisayar simiilasyonlarini yapti. Sundaram [31] 1—boyuth
1s1 denklemini iceren temel bir probleme ileri zaman merkezi konum fark denklemi ile bir
yaklasim yapti. Ileri zaman merkezi fark denklemini kullanarak 1s1 denkleminin niimerik
¢Oziimiinii elde etti. Problemin ¢6ziim yontemini Python programlama dilini kullanarak yapti.
Ayrica 1s1 denklemini agik ileri zaman merkezi fark yonteminin kararlilik analizi ile yerel
kesme hatasini inceledi. Das ve Singh [32] sonlu fark yontemini kullanarak 1s1 denkleminin
niimerik ¢Oziimlerinin genel bir incelemesini ele aldilar. 1—boyutlu 1s1 denklemini zaman
yoniinde ileri merkezi fark yontemini konum yoniinde ise merkezi fark yontemini kullanarak

ayriklagtirdilar ve niimerik ¢oziimii ayrik bir yaklagima indirgediler. Daha sonra ¢oziimii bir
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¢Oziim aralig1 iizerinde Bender Schmidt’s formiiliinii kullanarak elde ettiler. Loskor ve Sarkar
[33] acik merkezi fark yontemini kullanarak 1s1 denkleminin niimerik ¢oziimiinii sundular.
Ileri zaman ve merkezi fark yontemi ile 1—boyutlu 1s1 denkleminin ¢oziimiinii elde ettiler ve
farkli materyallerin farkli termal iletkenlikleri icin semanin kararlilik sartlarini rapor ettiler.
Ayrica bu calismalarinda cesitli metaryallerin farkli termal iletkenlikleri i¢in elde ettikleri
sonuclar1 kargilastirip, materyallerin iyi davranig sergileyen 6zelliklerinin de iyi uyum igerisinde
oldugunu ortaya c¢ikardilar. Kaskar [34] Crank-Nicolson yontemi ve kararli degerler i¢in acik
yontemi uyguladi. Yazar, modifiye edilmis kapal yontemle ¢ozdiigii test 6rneklerin tam ¢éziime
yakin sonuglar verdigi sonucuna vardi. Makhtoumi [35] ince bir ¢cubuk iizerinde 1—boyutlu 1s1
difiizyonun analitik ve niimerik ¢oziimlerini tiireten yontemler kullandi. Bu ¢alismada yazar,
bir cubuk iizerindeki kismi diferansiyel denkleme uygulandigi homotopy pertiirbasyon yontemi
ile sonlu fark yonteminin detayli bir karsilastirllmasini sundu. Liu [36] caligmasinda yerel
olmayan sinir sartlart ile birlikte verilen 1s1 denklemi i¢in 8—yoOntemini ele aldi. Yazar bu
calismada elde ettigi lineer sistemlerin ¢oziimii i¢in ii¢ etkin algoritma sundu. Son olarak bu
algortimalarin etkinliklerini karsilagtirmak i¢in basit bir sayisal ornek verdi. Sun ve Zhang [37]
1—boyutlu 1s1 denklemlerini ¢ozmek amaciyla konum yoOniindeki degiskenleri ayriklastirmak
icin dordiincii mertebeden kompakt fark semasi, zaman yoniindeki degiskeni ayriklastirmak icin
ise dordiincii mertebeden sinir deger yontemlerini (BVMs) birlestirdiler. Yazarlar yeni kompakt
fark semasinin dogrulugu ve etkinligini gdstermek icin sayisal sonuglar sundular ve sonuglarini

ikinci mertebeden Crank-Nicolson semast ile karsilagtirdilar.

19



4.1 Is: iletim Probleminin Degiskenlerine Ayirma Yontemi Ile Coziimii

Degiskenlerine ayirma yontemi verilen bir baslangic ve sinir deger problemini ¢ézmede
siklikla kullanilan yontemlerden biridir. Bu y6temin ele alinan bir probleme direkt olarak
uygulanabilmesi i¢in problemde verilen kismi tiirevli denklemin lineer ve homojen olmasinin
yaninda sinir sartlarinin da lineer ve homojen olmasi gerekir. Bu boliimde, birinci mertebeden
ozel diferansiyel denklem tiirlerinden bazilar1 tanitilip bunlarin degiskenlerine ayirma

yontemiyle ¢coziimleri verilecektir.

Is1 denklemini ¢6zmek icin en popiiler ve yaygin olarak kullanilan teknik degiskenlerine
ayirmadir. Bu teknigin basarist U(x,t) ¢oziimiinii X (x).7(¢) ¢arpimi olarak ifade edebilme
yetenegine baghdir. Bu tezde bu teknigin nasil uygulandigi homojen 1s1 denkleminin uygun

baglangi¢ sartin1 ve Dirichlet sinir sartlarini saglayan ¢éziimiiniin bulunmasiyla gosterilecektir.

Is1 iletimini modelleyen denklem sistemi her iki ucu 0°C sabit sicaklikta tutulan ve
baglangigta f(x) sicaklifina sahip ince metalik bir ¢ubugun iizerinde 1s1 iletim fenomenini
modelledigi bilinmektedir. Bu tezde, 1s1 iletim problemi ilk dnce degiskenlerine ayirma yontemi

ile ¢oziilecektir. Buna gore

oU  ,0°U

— = = =0<x<b=L, t>0 4.1.1
T TR L O LD

denklemi

baslangic sarti
g1(t) =g(t) =0, 1>0 (4.1.2)

ve Dirichlet tipi sinir sartlari ile birlikte verilen 1s1iletim probleminin tam ¢oziimii degigskenlerine

ayirma yontemi ile bulunacaktir. Coziim
U(x,t) =X (x)T(t)

formunda aranir [4]. Burada
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olacagindan (4.1.1) ile verilen denklem

X()T (1) = a®X" (X)T (1)

sekline doniisiir. (4.1.3)’nin her iki tarafi ®X (x)T (¢) ile boliiniirse

!/ "

T X

2T X

bulunur. Bu ise —A ayirma sabiti olmak iizere

o7 =% =
olarak yazilabilir. (4.1.4) denklemi
X 42X =0
ve
T + AT =0

gibi iki adi diferansiyel denkleme doniigiir. Burada X (x) ve T'(¢) aranan fonksiyonlardir.

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

Simdi sinir sartlart ¢ > 0 i¢in U(0,7) = X(0).7(t) = 0 ve U(L,t) = X(L).T(¢) = 0 olarak

yeniden yazilir. Eger T'(¢) sifir olarak alinirsa U (x,7) = O bulunur, bu ise asikar ¢6ziimdiir. Bu

¢Oziim her zaman mevcut oldugundan problemin asikar olmayan bir ¢6ziimiiniin olmasi i¢in

X(0) =X (L) = 0 olmalidir.
Bu sartta asagidaki ii¢ olas1 durum s6z konusudur:
1. Durum: A = —m?

Eger A = —m? ise A = —m? < 0 oldugundan

sinir deger probleminin genel ¢éziimii

X (x) = Acosh(mx) 4 Bsinh(mx)

(4.1.6)

dir. Sinir gartlarinin kullanilmasiyla X (0) = 0 ’dan A = 0 ve X (L) = 0 ’dan Bsinh(mL) =0 elde

edilir. sinh(mL) # 0 oldugundan B = 0 olup bu durum i¢in agikar ¢oziim elde edilir.

2. Durum: A =0
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Eger A =0 ise
X"(x)=0, X(0)= X(L)=0

sinir deger probleminin genel ¢oziimii
X(x) =C+Dx.

dir. Sinir sartlarinin kullanilmasiyla X (0) = 0’dan C = 0 ve X (L) = 0 sartindan DL = 0 veya
D =0 olup. X (x) = 0 bulunur. Boylece bu durum i¢in de yine asikar ¢oziim elde edilir.

3. Durum: A = k2

Eger A = k? ise A = k> > 0 oldugundan
X"+k*X =0, X(0)= X(L)=0 (4.1.7)
sinir deger probleminin genel ¢oziimii
X (x) = E cos(kx) + F sin(kx)

dir. Smnur sartlarinin kullanilmasiyla X (0) = 0” dan E = 0 ve X(L) = 0 dan Fsin(kL) = 0 elde
edilir. Asikar olmayan bir ¢oziimii elde etmek i¢in F # 0 ve sin(kL) = 0 olmalidir. Buise n=

1,2,3,... i¢in k,L = n7 olmasin1 gerektirir. Ozet olarak x’e bagimli ¢oziim

. NTTX
X, (x) =F, sm(T)

. 272 .,
dir. Burada 4, = "7~ dir.

Simdi yalnmizca zamana bagli olan (4.1.5) diferansiyel denklemine doniiliir ve A, = ”ZLZ}Z
yazilirsa
2,22
on°m
T + P T, =0. (4.1.8)

elde edilir. (4.1.8) denkleminin genel ¢coziimii

2,22
an-m
T,(t) = Grexp(— 2 1)

olarak kolayca bulunur. Dolayisiyla

nmx o?n?r?

Uy, (x,1) :anin(T)exp(—Tt), n=1,2,3,..,

elde edilir. Burada B, = F,,G,, dir. Bunlar (4.1.1)’in 6zel ¢oziimleridir ve homojen sinir sartlar
(4.1.2)’yi saglar.
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Boylece problemin genel ¢oziimii yukaridaki lineer bagimsiz 6zel ¢oziimlerin lineer toplami

olup, genel ¢oziim
a’n*r?

LZ

Ule.)= Y B sin(nTm)exp(— f) (4.1.9)
n=1

dir. (4.1.9)’daki B,, katsayis1 problemde verilen U (x,0) = f(x) baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla

elde edilen

> nmx
= B, sin(— 0 L. 4.1.10
X) ’; sin( 7 ) <x< ( )
Fourier siniis serisinden
2 L
anz/o Flx )sm(nL Ydx n=1,2,3,.

olarak bulunur.

Ornegin, 6zel olarak L = 7 ve U(x,0) = f(x) = x(7 — x) alinirsa B, katsayist
2 T
B, = —/ x(7 — x) sin(nx)dx
0

T
T 2 T )
— xsin(nx)dx——/ x“sin(nx)dx
0 T Jo
_ (_ n
IREIEY
nm

olarak elde edilir. Boylece genel ¢coziim

_ 8 s (2n—1)x] —(2n—1)202t
t —_
Ulet) =2 ; 2n T n—1p ¢

olarak bulunur.

4.2 Is1 Iletim Probleminin Sonlu Fark Yaklasim Yontemi Ile Niimerik Coziimleri
Bu kisimda
du ,0%u
— = -—,
ot ox?

olarak verilen 1-boyutl 1s1 iletim denklemi Boliim 3’te verilen 2 test problemin sirasi ile agik

0<x<L, t>0

sonlu fark, kapali sonlu fark ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile niimerik ¢oziimleri elde
edildi. Elde edilen sonuclar cizelge ve grafikler halinde sunuldu. Ele alinan tiim test problemlerin
tam ve niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesinde, hata normlarinin bulunmasinda ve grafiklerinin

cizilmesinde MATLAB R2015a programlama dili kullanildi.
Elde edilen sayisal ¢oziimlerin dogrulugunu ve giivenirliligini kontrol etmek i¢in

L,=|U""— UNH2 = Z [h i — Ui|2] V2 (Ortalama hata normu)
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Cizelge 4.1 : Problem 1’in ASFY ile elde edilen noktasal degerlerinin o = 1, 0.1,
0.001, At = 0.0001 ve h = 0.0125 i¢in Referans [1]’de verilenlerle

karsilastirilmasi.
X t a=1 a=0.1 o =0.01
Mevcut [1] Tam Mevcut [1] Tam Mevcut [1] Tam

0.4 0.01368 0.01365 0.01364 0.67974 0.67971  0.67973  0.70683  0.70683  0.70683
0.6 0.00190 0.00190 0.00189 0.66646 0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.25 0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.65343 0.67974  0.65342  0.70655 0.70655  0.70655
1.0  0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641 0.70641  0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589 0.70502  0.70501  0.70501

0.4 0.01934 0.01931 0.01929 0.96130 0.96126 0.96129  0.99961  0.99961  0.99961
0.6 0.00269 0.00268 0.00268 0.94252  0.94250 0.94250 0.99941  0.99941  0.99941
0.50 0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.92409 0.92408  0.92407 0.99921 0.99921  0.99921
1.0 0.00005 0.00005 0.00005 0.90603 0.90602 0.90601  0.99901  0.99901  0.99901
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.74375 0.74309 0.74372  0.99704  0.99704  0.99704

0.4 0.01368  0.1365 0.1364 0.67974  0.67970  0.67973  0.70683  0.70682  0.70683
0.6 0.00190 0.00190 0.00189  0.66646  0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.75 0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.65343  0.65342  0.65342  0.70655 0.70655  0.70655
1.0 0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641  0.70641  0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589  0.70502  0.70501  0.70501

Lo = ||U"" — Uy||,, = max |U/*"—U;| (Maksimum hata normu)
0<i<M

olarak tanimlanan hata normlar ile birlikte

L(2h,2k)

M(L) = Mertebe(L) = log, [ LK)

],(L:LZ,LOQ)

formiiliinden semanin yaklasik yakinsaklik mertebesi hesaplandi. Bu tez calismasinda tiim

hesaplamalarda 13th Gen Intel(R) Core(TM) 19-13900HX 2.20 GHz islemci kullanildi.

4.2.1 Is1iletim probleminin acik sonlu fark yontemi ile niimerik ¢oziimleri

Bu kisimda (1.1.2) ile verilen 1s1 denkleminin agik sonlu fark yaklasimi 6 = 0 igin (2.2.2)

ile verilen agirlikli averaj yaklasimindan

ko? 2ka? ko? —
a 1 (1_ oc) as n=0(1)N @2.1)

n+l _ "% rin n_ M7 ogg
Ui - h2 Uz— h2 Ul + h2 i+1» i:l(l)M—l

dir.

Problem 1’in ¢6ziimii: Bu problemin sinir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda
agikca Uy = Uy, = 0 dir. @ = 1,0.1 ve 0.001, Ar = 0.0001 ve & = 0.0125 degerleri i¢in t = 0.4,
0.6,0.8,1.0,3.0 bitis zamanlarinda (4.2.1) ile verilen acik sonlu fark semasindan elde edilen
niimerik ¢oziimler problemin analitik ¢oziimleri ve Referans [1]’de verilen niimerik ¢oziimlerle
Cizelge 4.1°de karsilastirildi. Cizelgeye bakildiginda semanin tam coziimlere yakin sonuglar

tirettigi ve ayrica semadan elde edilen sonuglarin Referans [1]’de verilenlerle iyi uyumlu oldugu
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Cizelge 4.2 : Problem 1’in ASFY ile elde edilen noktasal degerlerinin oc = 0.1, At =
0.001 ve A’nin farkli de8erleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

X t Niimerik Coziim Tam Coziim
h=005 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
0.4 0.679789 0.679748 0.679737  0.679735 0.679735
0.6 0.666528 0.666468 0.666452  0.666449 0.666449
0.25 0.8 0.653527 0.653447 0.653427  0.653422 0.653423
1.0 0.640778 0.640681 0.640657  0.640650 0.640652
3.0 0.526203 0.525963 0.525903  0.525888 0.525891

0.4 00961367 0.961308 0.961294  0.961290 0.961291
0.6 0.942614 0.942528 0.942506  0.942501 0.942502
0.50 0.8 0.924226 0.924114 0.924086  0.924079 0.924080
1.0 0.906197 0.906060 0.906025  0.906017 0.906018
3.0 0.744164 0.743824 0.743739  0.743718 0.743722

0.4 0.679789 0.679748 0.679737  0.679735 0.679735
0.6 0.666528 0.666468 0.666452  0.666449 0.666449
0.75 0.8 0.653527 0.653447 0.653427  0.653422 0.653423
1.0 0.640778 0.640681 0.640657  0.640650 0.640652
3.0 0.526203 0.525963 0.525903  0.525888 0.525891

Cizelge 4.3 : Problem 1’in ASFY ile elde edilen L; ve L. hata normlarinin ¢ = 0.001,
k =0.001, A’nmin farkl degerleri icin karsilastirilmasi.

1=0.4 t=038 1=3.0

h L Lo Ly L. Ly Lo

0.05  5.7351e-09 8.1107e-09 1.1470e-08 1.6221e-08 4.3012e-08 6.0829¢-08
0.025  1.4347e-09 2.0290e-09 2.8693e-09 4.0578e-09 1.0760e-08 1.5217e-08
0.0125 3.5870e-10 5.0728e-10 7.1740e-10 1.0146e-09 2.6902e-09 3.8045e-09
0.00625 8.9662e-11 1.2680e-10 1.7932e-10 2.5360e-10 6.7245e-10 9.5010e-10

Cizelge 4.4 : Cizelge 4.3’de verilen Problem 1’in k = 0.001 icin ASFY ile elde edilen
L, ve L., hata normlarindaki yakinsaklik mertebesi

tr=04 t=0.8 t=30
h ML) M) M@y Mle) M) M)
0.05
0.025 1.999069 1.999057 1.999095 1.999093 1.999061 1.999075
0.0125 1.999899 1.999914 1.999849 1.999787 1.999893 1.999905
0.00625 2.000209 2.000228 2.000241 2.000284 2.000215 2.001556
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acikca goriilmektedir. Ayrica semanin dogrulugu ve giivenirligi ile birlikte beklenen yakinsaklik
mertebesini sagladigini gostermek icin elde edilen bazi niimerik nicelikler Cizelge 4.2-4.4’de
verildi. Cizelgelerden k’nin farkli sabit degerlerinde konum adim uzunlugu A’nin gittikce
kiiciilmesi durumunda elde edilen yaklasik noktasal degerlerin gittikge tam ¢oziime yaklastigi
(Cizelge 4.2) ve bunun bir sonucu olarak L; ve L. hata normlarinin da gittik¢e kiiciildiigii
(Cizelge 4.3) aciktir. Bunlarin da 6tesinde Cizelge 4.4’den L, ve L., hata normlarinda hesaplanan
yaklagik yakinsaklik mertebesinin semanin konum yoniindeki teorik degeri olan 2’nin olduk¢a
yakin civarinda oldugu goriilmektedir. Bunlar mevcut semanin kararli ¢oziimler iirettigine iligkin

birer delildir.
Problem 2’nin ¢6ziimii:

Bu problemin sinir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda agik¢a U = Uy, = 0 dur.
o =1, At =0.00001 ve ~’nin farkli degerleri igin ¢esitli bitis zamanlarinda (4.2.1) ile verilen
semadan elde edilen yaklagik niimerik ¢oziimler problemin tam ¢oziimiiyle Cizelge 4.5’de
karsilastirildi. Cizelgeye bakildiginda konum adim uzunlugu kiiciildiikce semadan elde edilen
cOziimlerin gittikce tam coziimlere yaklastigr ve bunun bir sonucu olarak semanin beklenen

kararlilig1 sergiledigi soylenebilir

4.2.2 Is1iletim probleminin kapal sonlu fark yontemi ile niimerik ¢oziimleri

Bu kistmda (1.1.2) ile verilen 1s1 denkleminin kapali sonlu fark yaklagimi 6 = 1 i¢in (2.2.2)

ile verilen agirlikli averaj yaklasitmindan

ko 2ka*\ o ka? . . n=0(1)N
_WUI,_1+<1+ Ut = =3 Ul = U = ()M -1 (4.2.2)

dir.

Problem 1’in ¢oziimii: Bu problemin sinir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda
agikca Uy = Uy, = 0 dir. @ = 0.1, Azt = 0.001 ve h’mn farkli degerleri i¢in farkli 7 zamanlarinda
(4.2.2) ile verilen kapali sonlu fark semasindan elde edilen niimerik ¢oziimleri problemin
tam coziimleriyle Cizelge 4.6’da karsilastirildi. Cizelgeden elde edilen yaklagik niimerik
cOziimlerin analitik degerlere oldukca yakin oldugu ve ayrica konum adim uzunlugunun
kiictilmesi durumunda beklenen kararlilig1 saglayarak gittikce tam coziimlere yaklastig1 agikca
goriilmektedir. Kullanilan semanin dogrulugu ve giivenirliginden daha emin olmak i¢in elde
edilen niimerik ¢oziimler ayn1 parametre degerleri alinarak Referans [1]’de verilen ¢oziimlerle

Cizelge 4.7 ve 4.8’de karsilastirildi. Cizelgelerden mevcut ¢coziimler kargilagtirilan ¢oziimlerle
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Cizelge 4.5 : Problem 2’nin ASFY ile elde edilen noktasal degerlerinin o = 1, At =
0.00001 ve A’nin farkli degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

X t Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
0.01 0.168025 0.167980 0.167969  0.167966 0.167948
0.05 0.111577 0.111487 0.111465  0.111459 0.111460
0.25 0.1 0.068133 0.068030 0.068004  0.067997 0.067999
0.5 0.001325 0.001315 0.001313  0.001312 0.001312
1.0 0.000010 0.000009 0.000009  0.000009 0.000009

0.01 0.230024 0.230022 0.230022  0.230022 0.230002
0.05 0.157550 0.157437 0.157409  0.157402 0.157403
0.50 0.1 0.096352 0.096206 0.096169  0.096160 0.096162
0.5 0.001874 0.001860 0.001857  0.001856 0.001856
1.0 0.000014 0.000013 0.000013  0.000013 0.000013

0.01 0.168025 0.167980 0.167969  0.167966 0.167948
0.05 0.111577 0.111487 0.111465  0.111459 0.111460
0.75 0.1 0.068133 0.068030 0.068004  0.067997 0.067999
0.5 0.001325 0.001315 0.001313  0.001312 0.001312
1.0 0.000010 0.000009 0.000009  0.000009 0.000009

Cizelge 4.6 : Problem 1’in KSFY ile elde edilen noktasal degerlerinin ot = 0.1, At =
0.001 ve A’nin farkli de8erleri icin niimerik ve tam ¢oziimleri.

X t Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
0.4 0.679792 0.679750 0.679740  0.679737 0.679735
0.6 0.666532 0.666472 0.666456  0.666453 0.666449
0.25 0.8 0.653532 0.653452 0.653432  0.653427 0.653423
1.0 0.640785 0.640687 0.640663  0.640657 0.640652
3.0 0.526218 0.525978 0.525918  0.525903 0.525891

0.4 00961371 0.961312 0.961297  0.961294 0.961291
0.6 0942619 0.942533 0.942512  0.942506 0.942502
0.50 0.8 0.924233 0.924121 0.924093  0.924086 0.924080
1.0 0.906206 0.906068 0.906034  0.906025 0.906018
3.0 0.744185 0.743846 0.743761  0.743740 0.743722

0.4 00961371 0961312 0.961297  0.961294 0.961291
0.6 0.942619 0.942533 0.942512  0.942506 0.942502
0.75 0.8 0.924233 0.924121 0.924093  0.924086 0.924080
1.0 0.906206 0.906068 0.906034  0.906025 0.906018
3.0 0.744185 0.743846 0.743761  0.743740 0.743722
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Cizelge 4.7 : Problem 1’in KSFY ile elde edilen noktasal degerlerinin @ = 1, 0.1,
0.001, Ar = 0.0001 ve h = 0.0125 degerleri icin Referans [1]” de
verilenlerle karsilastirilmasi.

X t a=1 a=0.1 a=0.01
Mevcut [T] Tam Mevcut [1] Tam Mevcut [1] Tam
0.6 0.00190 0.00190 0.00189 0.66646 0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.25 0.8 0.00026 0.00026 0.00026  0.65343 0.67974 0.65342 0.70655 0.70655  0.70655
1.0 0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641 0.70641 0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589 0.70502 0.70501  0.70501
0.4 0.01934 0.01931 0.01929 096130 0.96126 0.96129  0.99961  0.99961  0.99961
0.6 0.00269 0.00268 0.00268  0.94252  0.94250 0.94250 0.99941 0.99941  0.99941
0.50 0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.92409 0.92408 0.92407 0.99921 0.99921  0.99921
1.0  0.00005 0.00005 0.00005 0.90603 0.90602 0.90601  0.99901  0.99901  0.99901
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.74375 0.74309 0.74372 0.99704 0.99704  0.99704
0.4 0.01368 0.1365 0.1364 0.67974  0.67970  0.67973  0.70683  0.70682  0.70683
0.6 0.00190 0.00190 0.00189  0.66646  0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.75 0.8 0.00026 0.0026 0.00026  0.65343  0.65342 0.65342  0.70655 0.70655  0.70655
1.0 0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641 0.70641  0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589 0.70502 0.70501  0.70501

Cizelge 4.8 : Problem 1’in KSFY ile elde edilen 2 = 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125,
At = 0.00001 ve o = 1 degerleri icin Referans [1]’de verilenlerle

karsilastirilmasi.
h=0.1 h=10.05 h=0.025 h=0.0125
X [1] Mevcut [1] Mevcut [T] Mevcut [1] Mevcut Tam
7 7

0.21732  0.22086  0.21865 0.21953  0.21898  0.21919  0.21907 0.21911  0.21907
0.29911  0.30399  0.30094 0.30215 0.30140 0.30169  0.30152  0.30158  0.30152
0.35163  0.35736  0.35378  0.35520 0.35432  0.35466  0.35446  0.35453  0.35446
0.36972  0.37575 0.37199  0.37348 0.37256  0.37292  0.37270  0.37277  0.37270
0.35163  0.35736  0.35378  0.35520 0.35432  0.35466  0.35336  0.35453  0.35446
0.29911  0.30399  0.30094 0.30215 0.30140 0.30169  0.30152  0.30158  0.30152
0.21732  0.22086  0.21865 0.21953  0.21898  0.21919  0.21907  0.21911  0.21907
0.11425 0.11611 0.11495 0.11541  0.11513  0.11524  0.11517 0.11519  0.11517

COLCOCOOOC
Louaninhwio
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Sekil 4.1 : Problem 1’'in & = 1, h = 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in a) 7o = 0.0 baslangi¢
ve b) t+ = 0.4 bitis zamanlarinda tam ve KSFY ile elde edilen yaklagik
¢Oziimlerinin grafikleri.

iyl uyum igerisinde olup sunulan yontem A’nmin kiig¢iilmesi durumunda semadan beklenen
yakinsaklig1 saglayarak analitik ¢oziimlere yeterince yaklastigi goriilmektedir. Ornegin, o =
0.01, Ar = 0.00001 ve h = 0.0125 icin t = 0.4 bitis zamaninda hesaplanan hata normlar1 L, =
3.5861e —08 ve L., = 5.0715¢ — 08 olup yeterince kiigiiktiir. Bu ise niimerik ¢oziimlerin analitik

coziimlere yakinsadiginin bir bagka delilidir.

Semadan elde edilen yaklasik sayisal ¢oziimlerin siirekliligi ile birlikte problemin beklenen
fiziksel davranigin1 gostermek icin Problem 1’in & = 0.0125, k£ = 0.00001 alinarak 7y = 0.0
baslangic¢ ve t = 0.4 bitig zamanlarinda & = 1, oc = 0.1 ve ¢ = 0.01 degerleri i¢in tam ve KSFY
ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin grafikleri sirasiyla Sekil 4.1, 4.2 ve 4.3’de verildi. Her
lic sekilden ¢+ = 0.4 bitis zamaninda tam ve yaklasik ¢oziimlerin birbirleriyle olduk¢a iyi uyum

icerisinde olduklar1 ve hatta iist iiste gelecek kadar yakin olduklar1 goriilmektedir.
Problem 2’nin ¢6ziimii:

Bu problemin smir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda agik¢a U} = Uy, = 0
dir. ¢ = 1, At = 0.0001 ve A’nin farkli segimleri igin farkli ¢ bitis zamanlarinda (4.2.2)
ile verilen kapali sonlu fark semasindan elde edilen niimerik ¢oziimlerin problemin tam
coziimleriyle karsilatirilmasi Cizelge 4.9°da verildi. Cizelgeye bakildiginda & degeri kiigiildiikce
kullanilan sema beklenen kararlilif1 saglayarak gittikge analitik ¢oziime yaklagmaktadir. Ele

alinan semanin dogrulugu ve giivenirliginden daha fazla emin olmak i¢in problemde karsilagilan

29



Sicaklik

Sicaklik

Tam Gozim Tam Gozim
0.9 ¥ Yaklasik Goziim | | 0.9 % Yaklasik Goziim | |
0.8 . 08 F .
07 . 07F .
06 : 06 :
=
05 1 ] 05f 1
%)
0.4 4 0.4 F 4
03 : 03} :
02 . 02F .
0.1 . 01F .
o . . . . . . . . . o . . . . . . . . .
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Konum Konum
(@)1 =0.0 (b)r=04
Sekil 4.2 : Problem 1’in ¢ = 0.1, 7 = 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in a) o = 0.0 baglangic
ve b) t = 0.4 bitis zamanlarinda tam ve KSFY ile elde edilen yaklagik
coziimlerinin grafikleri.
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=
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(@)1 =0.0 (b)r=04

Sekil 4.3 : Problem 1’in & =0.01, 2= 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in a) #p = 0.0 baslangi¢
ve b) t = 0.4 bitis zamanlarinda tam ve KSFY ile elde edilen yaklasik
cOziimlerinin grafikleri.

30



Cizelge 4.9 : Problem 2’nin KSFY ile elde edilen noktasal de8erlerinin @ = 1, Ar =
0.0001 ve A’nin farkli degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

by t Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
0.01 0.168022 0.167978 0.167966  0.167963 0.167948
0.05 0.111608 0.111519 0.111496  0.111491 0.111460
0.25 0.1 0.068170 0.068066 0.068040  0.068034 0.067999
0.5 0.001329 0.001319 0.001316  0.001316 0.001312
1.0  0.000010 0.000010 0.000009  0.000009 0.000009
0.01 0.230005 0.230003 0.230003  0.230003 0.230002
0.05 0.157589 0.157477 0.157449  0.157442 0.157403
0.50 0.1 0.096403 0.096257 0.096221 0.096212 0.096162
0.5 0.001879 0.001865 0.001861 0.001860 0.001856
1.0 0.000014 0.000013 0.000013  0.000013 0.000013
0.01 0.168022 0.167978 0.167966  0.167963 0.167948
0.05 0.111608 0.111519 0.111496  0.111491 0.111460
0.75 0.1 0.068170 0.068066 0.068040  0.068034 0.067999
0.5 0.001329 0.001319 0.001316  0.001316 0.001312
1.0  0.000010 0.000010 0.000009  0.000009 0.000009

parametrelerin bazi degerleri i¢in hesaplanan L, ve L., hata normlar1 Cizelge 4.10°da verildi.

Cizelgeden h = k’nin gittikge kiiciilmesi durumunda farkli ¢ bitis zamanlarinda L, ve L. hata

normlariin da gittikge kiictildigii goriilmektedir. Bu ise niimerik semanin kararliliginin bir

bagka delilidir.

Problem 2’den elde edilen niimerik c¢oziimlerin siirekliligini ve dogru fiziksel davraniglar

sergiledigini gostermek i¢in o = 1, h = 0.01, k = 0.01 degerleri i¢in + = 0.01(0.01)0.09

bitis zamanlarinda KSFY ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerin ve tam ¢oziimlerin grafikleri

Cizelge 4.10 : Problem 2’nin KSFY ile elde edilen L, ve L. hata normlarinin o = 1,
h = k’nin farkli degerleri icin kargsilastirilmasi.

h=k r=0.1 =05 t=1.0

L, L L, L L, Lo
0.02 0.0061 0.0086 7.100le—04  0.0010 1.2976¢ —05 1.8350e — 05
0.01 0.0032  0.0045 3.376le—04 4.7745¢—04 5.4808¢—06 7.7510e —06
0.005 0.0016  0.0023 1.6433¢—04 2.3239¢—04 2.5116e—06 3.5520e— 06
0.0025 8.1982¢—04 0.0012 8.1027¢—05 1.1459¢—04 1.2015¢—06 1.6991e—06
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Sekil 4.4 : Problem 2’nin a = 1, h = 0.01 ve kK = 0.01 i¢in ¢+ = 0.01(0.01)0.09 bitis
zamanlarinda KSFY ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin grafikleri.

strastyla Sekil 4.4 ve 4.5°de sunuldu. Her iki sekilden farkl bitis zamanlarinda tam ve yaklasik

cOziimlerin grafiklerinin birbirleriyle olduk¢a 1yi uyum icerisinde olduklar1 goriilmektedir.

4.2.3 Is1iletim probleminin Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile niimerik ¢oziimleri

Bu kisimda (1.1.2) ile verilen 1s1 denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi 6 = 1/2

icin (2.2.2) ile verilen agirlikli averaj yaklagimindan

ko . [ka? | ko |

{‘W] U+ { W “} U+ [—W] a (4.2.3)
kot kot . Tka?] . n=0(1)N

ol R s e Lt

dir.
Problem 1’in ¢oziimii:

Bu problemin sinir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda agik¢a Uy = Uy, = 0
dir. ¢ = 0.1,Ar = 0.001 ve A’nin farkli degerleri i¢in farkli 7 zamanlarinda (4.2.3) ile verilen
Crank-Nicolson sonlu fark semasindan elde edilen yaklagik niimerik ¢oziimlerin problemin tam

coziimleriyle karsilastirilmasi Cizelge 4.11°de verildi. Cizelgeden semanin beklenen kararliligi
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Sekil 4.5 : Problem 2’nin a = 1, 4 = 0.01 ve k = 0.01 i¢in = 0.01(0.01)0.09 bitis
zamanlarinda tam ¢oziimlerinin grafikleri.
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Cizelge 4.11 : Problem 1’in CNSFY ile elde edilen noktasal degerlerinin o« = 0.1,
At =0.001 ve A’min farkli degerleri icin t = 0.1 bitis zamaninda niimerik
ve tam ¢oziimleri.

X t Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
0.4 0.679790 0.679749 0.679739  0.679736 0.679735
0.6 0.666530 0.666470 0.666454  0.666451 0.666449
0.25 0.8 0.653529 0.653450 0.653430  0.653425 0.653423
1.0 0.640781 0.640684 0.640660  0.640654 0.640652
3.0 0.526211 0.525971 0.525911  0.525896 0.525891

0.4 0.961369 0.961310 0.961296  0.961292 0.961291
0.6 0.942616 0.942530 0.942509  0.942503 0.942502
0.50 0.8 0.924230 0.924117 0.924089  0.924082 0.924080
1.0 0.906202 0.906064 0.906030  0.906021 0.906018
3.0 0.744174 0.743835 0.743750  0.743729 0.743722

0.4 0.679790 0.679749 0.679739  0.679736 0.679735
0.6 0.666530 0.666470 0.666454  0.666451 0.666449
0.75 0.8 0.653529 0.653450 0.653430  0.653425 0.653423
1.0 0.640781 0.640684 0.640660  0.640654 0.640652
3.0 0.526211 0.525971 0.525911  0.525896 0.525891

saglayarak A’min gittikce kiigiilen degerleri icin tam c¢oziimlere yaklastigi goriilmektedir.
Semanin dogru ve giivenilir sonuclar tirettigini gostermek i¢in ayrica Cizelge 4.13 ve 4.14’de
sirastyla Ly, L. hata normlar1 ve semanin hesaplanan yaklasik yakinsaklik mertebesi verildi.
Cizelgelere bakildiginda & = k’nin gittikce kiigiilmesi durumunda L, ve L. hata normlar1 da
gittikce kiiclilmektedir. Bu ise niimerik ¢oziimlerin analitik ¢coziimlere yeterince yakin olmasi
anlamina gelir. L, ve L. hata normlarinda hesaplanan yaklasik yakinsaklik mertebesi semanin
teorik degeri olan 2’ye oldukca yakindir. Bu durum ele alinan semanin kararliliginin bir bagka
onemli delilidir. Bu cizelgelere ilaveten, bu problemin o = 1, 0.1, 0.001, Ar = 0.0001 ve
h = 0.0125 i¢in farkli ¢ bitis zamanlarinda (4.2.3) ile verilen semadan elde edilen niimerik
coziimler Referans [1]’de verilenlerle Cizelge 4.12°de karsilagtirildi. Cizelgeden her iki niimerik

¢Oziimiin kendi aralarinda ve ayn1 zamanda analitik ¢oziimle de iyi uyumlu oldugu goriildii.
Problem 2’nin ¢6ziimii:

Bu problemin sinir sartlarindan herhangi bir n-inci zaman adiminda agik¢a Uy = Uy, = 0 dur.

oo =1, h=0.1, At = 0.001 ve A’nin farkli degerleri i¢in farkli 7 bitis zamanlarinda (4.2.3)
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Cizelge 4.12 : Problem 1’in CNSFY ile elde edilen noktasal degerlerinin @ = 1, 0.1,
0.001, Ar = 0.0001 ve h = 0.0125 icin Referans [1]’de verilenlerle

karsilagtiriimasi.
X t a=1 a=0.1 a=0.01
Mevcut [1] Tam Mevcut [1] Tam Mevcut [1] Tam

0.6 0.00190 0.00190 0.00189  0.66646 0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.25 0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.65343  0.67974  0.65342  0.70655 0.70655  0.70655
1.0  0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641  0.70641  0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589 0.70502  0.70501  0.70501
0.4 0.01931 0.01931 0.01929  0.96130 0.96126  0.96129  0.99961  0.99961  0.99961
0.6 0.00269 0.00268 0.00268  0.94252  0.94250 0.94250 0.99941  0.99941  0.99941
0.50 0.8 0.00037 0.00037 0.00037 0.92409 0.92408 0.92407 0.99921  0.99921  0.99921
1.0  0.00005 0.00005 0.00005 0.90603 0.90602 0.90601 0.99901 0.99901  0.99901
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.74375 0.74309 0.74372  0.99704  0.99704  0.99704
0.4 0.01365 0.1365 0.1364 0.67974  0.67970  0.67973  0.70683  0.70682  0.70683
0.6 0.00190 0.00190 0.00189  0.66646 0.66645 0.66645 0.70669  0.70669  0.70669
0.75 0.8 0.00026  0.0026 0.00026  0.65343  0.65342  0.65342  0.70655  0.70655  0.70655
1.0  0.00004 0.00004 0.00003 0.64066 0.64065 0.64065 0.70641  0.70641  0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.52591 0.52585 0.52589 0.70502  0.70501  0.70501

Cizelge 4.13 : Problem 1’in CNSFY ile elde edilen L, ve L. hata normlarinin o =
0.1, h = k’nin farkli degerleri i¢in karsilastirilmasi.

t=04 t=0.8 t=3.0
h=k Ly Lo Ly Lo L Lo
0.05 5.5080e —05  7.7895¢—05 1.0590e —04  1.4976e —04  3.1969¢ —04  4.5210e — 04
0.025 1.3778¢ —05  1.9485¢ —05  2.6490e —05 3.7462¢ —05 7.9952¢—05 1.1307¢—04
0.0125 3.4450e — 06  4.8720e—06  6.6233¢—06 9.3667¢—06  1.9990e —05  2.8270e — 05
0.00625 8.6128¢—07 1.2180e—06 1.6559¢—06 2.3418¢—06 4.9976¢—06 7.0677¢—06

Cizelge 4.14 : Cizelge 4.13’de verilen Problem 1’in CNSFY ile elde edilen L, ve Lo

hata normlarindaki yakinsaklik mertebesi

tr=04 t=0.8 t=3.0
h=k M) M=) Ml M) M) (Loo)
0.05
0.025 1.999162 1.999166 1.999182 1.999152 1.999467 1.999425
0.0125 1.999790 1.999777 1.999825 1.999815 1.999855 1.999872
0.00625 1.999949 2.000000 1.999934 1.999922 1.999971 1.999959
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Cizelge 4.15 : Problem 2’nin CNSFY ile elde edilen noktasal degerlerinin @ = 1, At =
0.0001 ve A’nin farkli degerleri i¢in niimerik ve tam ¢oziimleri.

X t Niimerik Coziim

Tam Coziim

h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625

0.01 0.168008 0.167963 0.167952  0.167949
0.05 0.111580 0.111490 0.111468  0.111462
0.25 0.1 0.068137 0.068033 0.068007  0.068001
0.5 0.001325 0.001315 0.001313  0.001312
1.0 0.000010 0.000009 0.000009  0.000009

0.01 0.230005 0.230003 0.230002  0.230002
0.05 0.157553 0.157441 0.157413  0.157406
0.50 0.1 0.096357 0.096211 0.096174  0.096165
0.5 0.001874 0.001860 0.001857  0.001856
1.0 0.000014 0.000013 0.000013  0.000013

0.01 0.168008 0.167963 0.167952  0.167949
0.05 0.111580 0.111490 0.111468  0.111462
0.75 0.1 0.068137 0.068033 0.068007  0.068001
0.5 0.001325 0.001315 0.001313  0.001312
1.0 0.000010 0.000009 0.000009  0.000009

0.167948
0.111460
0.067999
0.001312
0.000009

0.230002
0.157403
0.096162
0.001856
0.000013

0.167948
0.111460
0.067999
0.001312
0.000009

Cizelge 4.16 : Problem 2’nin CNSFY ile elde edilen L, ve L., hata normlarinin ot = 1,

h = k’nin farklh degerleri icin karsilastirilmasi.

t=0.1 t=0.5

t=1

0

h=k L L L, L

L,

L.

0.02  2.3581e-04 4.2529e-04 2.3725e-05 6.8256e-05
0.01  5.4276e-05 9.4397e-05 5.3642e-06 1.6449¢e-05
0.005 1.2923e-05 2.4249e-05 1.2636e-06 4.1393e-06
0.0025 3.1465e-06 6.1381e-06 3.0575e-07 1.0381e-06

4.3537e-06
7.7137e-07
1.3690e-07
2.4387e-08

2.0067e-05
5.0218e-06
1.2559¢e-06
3.1404e-07

Cizelge 4.17 : Cizelge 4.16°da verilen Problem 2’nin CNSFY ile elde edilen L; ve Lo

hata normlarindaki yakinsaklik mertebesi

t=0.1 t=20.5

tr=1.0

h=k M) M(l.) M@y Ml M)

M(L..)

0.02

0.01  2.119238 2.171634 2.144973 2.052956 2.496747

0.005 2.070373 1.960815 2.085823 1.990541 2.494301 1.9994
0.0025 2.038121 1.982061 2.047116 1.995441 2.488938 1.9997

1.99855

83
01
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ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark semasindan elde edilen yaklasik niimerik ¢oziimlerin
problemin tam ¢oziimleriyle bir karsilastirmas1 Cizelge 4.15°de verildi. Cizelge incelendiginde
semanin iirettigi sonuglarin 2 konum adim uzunlugu kiiciildiikce beklenen kararlilik saglanarak
tam ¢oziimlere gittikce yaklastigi goriiliir. Semanin dogru ve giivenilir sonuclar lirettiginden
daha da emin olmak i¢in o = 1 ve h = k’nin farkli degerleri icin farkli ¢ bitis zamanlarinda
sunulan semadan elde edilen L,, L. hata normlar1 ve bu hata normlarinda hesaplanan semanin
yaklagik yakinsaklik mertebesi sirasiyla Cizelge 4.16 ve Cizelge 4.17°de verildi. &4 = k’nin
0.02’den baslayarak 0.0025’e kadar yarilayarak giden degerleri i¢in L, ve L., hata normlarinin
yeterince kiiciik oldugu ve her iki mesh uzunlugunun gittikce kiiciilmesi durumunda L, ve
L. hata normlarinin da beklenen davranisi sergileyerek kiiciildiigii (Cizelge 4.16), konum ve
zaman yoniindeki L; ve L. hata normlar1 yardimiyla hesaplanan semanin yaklasik yakinsaklik

mertebesinin teorik degeri olan 2’nin oldukca yakin civarinda oldugu (Cizelge 4.17) goriildii.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda 1-boyutlu 1s1 iletim denklemi i¢in Onceden tanimlanan baglangi¢ ve sinir
sartlartyla verilen iki test problemin yaklasik sayisal coziimlerini tiiretmek icin literatiirde
standart sonlu fark yontemleri olarak bilinen acik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimlari kullanilarak her bir problemin niimerik semalar1 verildi. Elde edilen herbir
semanin von-Neumann yontemi ile kararlilig1 incelendi. Kullanilan semalarin dogru ve giivenli
sonuclar {iirettiginden emin olmak icin analitik ¢oziimlerle karsilagtirmanin yam sira Lj, Lo
hata normlar1 ve bu normlarda hesaplanan yaklagik yakinsaklik mertebeleri cizelgeler halinde
sunuldu. Cizelgelerde verilen sonuglara bakildiginda her bir semanin ~# konum ve k zaman
grid uzunluklar1 yeterince kiigiildiigiinde beklenen kararlilig1 saglayarak problemin analitik
sonuc¢laria yaklastig1 goriildii. Ayrica elde edilen yaklasik sayisal ¢oziimlerin siirekliligini
ve problemin dogru fiziksel davranislarini sergiledigini gostermek icin bazi sekiller verildi.
Sekillerde tam ve yaklasik ¢oziimlerin grafiklerinin birbirleriyle oldukga iyi uyum igerisinde

ve hatta {ist liste gelecek kadar yakin olduklar1 goriildii.

Sonug olarak uygulamasi oldukg¢a kolay olan ve literatiirde siklikla kullanilan standart sonlu
fark yontemleri farkli baglangic ve sinir sartlariyla verilen 1s1 iletim denklemleri ile birlikte
lineer veya lineer olmayan bir¢ok kismi diferansiyel denklemden olusan baglangic ve sinir deger
problemlerinin yaklasik niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin kolayca ve basarili bir gsekilde

uygulanabilir.
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