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OZET

Kuvvet ve i makinalarinda harekel ve enerjinin ilelilmesi codu kez peryodik
gevrimli mekanizmalar {izerinden saflamir. Makinalarin belirli amaglar dojrultusunda
cahigmas) esnasinda makinaya etkiyen aklif kuvvetlerle periyodik cevrimli mekanizmaya ait
hareketli uzuvlardan keynaklanan atalel kuvvetleri, kuvvet ve is makinasim badlaysn
{ahrik millerinde, birden fazla mekanizmamn {zerinde bulundugu krank millerinde
burulma titregimlerine neden olurlar.

Bu cahigmada bir kuvvel mekinasi ve bir ig makinasim baglayan tahrik milinin
burulma titregimleri incelenmistir. Tehrik mili siirekli sistem olarek modellenmistir.
Kuvvet makinas) olarak asenkron elektrik motoru ongoriimistir. Is makinasing ait
peryodik gevrimli mekanizmenin defigken kiitlesel Gzellikleri yaminda yik momenti
karakteristifinin konuma badh oldugu haller gbizbniine alinmigtir. Tahrik milinin siirekli
sislem modellemesi sonucunda, i makinasinin bulundugu simir gart1 itibarwyla  klasik
simr gartlarindan oldukga farkh yapida  bir symr deder problemi formiile edilmistir.
Elde edilen swir defer probleminin, tehrik milinin siirekli rejim durumundaki
davramsina kars1 gelen partiikiiler ¢iziimiini elde elmek amaciyls, malematik analizin
bilinen g farkh gtiziim metodu probleme uyarlanmigtir.

Ornek problemlerde peryodik gevrimli mekanizmalarin farklihgi esas ahinmig,
harmonik hareket mekanizmasi, ylirek mekanizmas: ve krank biyel mekanizmas) olmak
lizere ii¢ farkh ornek lzerinde uyarlanan ¢bzim metollarimn uygulamaler: yapiimg,
tshrik milinin siirekli rejim durumundski davram$1 incelenmis ve burulma
titregimlerinin rezonans sartlari arastiriimigtie.
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TORSIONAL YIBRATIONS OF MOTOR-MACHINE
CONNECTING SHAFTS MODELLED
AS A CONTIRUOUS SYSTEM

SUMMARY

In machines, motion and energy are widely transmitted by single degree of freedom
mechanisms . Mechanisms are generally driven by shafts coupling themselves 1o a motor. {n
reciprocating engines snd compressors, iwo or more slider ¢crank mechanisms are connected
to a shafl called the crankshafl. While the machines are operaling, active forces acting on
mechanisms and inertia forces due o machanisms' moving members, cause torsional
vibrations on driving shafts and crankshafts. Torsional vibrations of the shafls cause severe
torsional deformations and angular velocity fluctuations. From this point of view,
investigation of resonance and stability conditions of the torsional vibrations of the shafis
have bean given great importance.

Torsiongl vibrations of the shafts have been studied by many researchers. The
problem of the torsional vibrations of the shafls of crank and rocker and drag link
mechanisms have besn investigated by Meyer zur Cepellen [ 1]. Houbsn [ 2] has examined the
torsional vibrations of shafts of machines driven by an asynchronous electrical motor. The
dynamic effect caused by & sudden temporary change in the natural frequency of the system in
‘which kinematic chains connected to the main drive with one-way cluch or externally
controlled coupling hes besn examined by Vul'fson [3]. Eshleman [4] has investigated
torsional response of the crankshafts in diesel engines and in gasoline engine-reciprocating
compressor systems. Torsional vibrations of the shafls in & system having variable inerlia
have been formulsted and stability of various systems have besn investigated by Krumm [5).
The formulation of the equation of torsional vibrations of the crankshaft for multi-cylinder
engine has besn given by Pasricha and Carnegie [6]. Dittrich and Krumm [7] have studied
torsional vibration of shafts of machines driven by an internal combustion engine or an
electrical motor. The dynamic stability of the torsional vibrations of crankshaft for one
cylinder enging has been investigated by Pasricha and Carnegie [8). Zajaczkowski [9) has
examined lorsional vibrations of a system composed of two parallel shafts coupled by a
number of mechanisms. Dresigand Vul'fson have dealt with the torsional vibrations of the
ﬂtg]ts with a number of mechanisms by considering as a continuous system in their book

in the pressnt study, the torsional vibretions of driving shafls have besn formulated
by considering the shaft as & continuous system. Variable inertia of the driven mechanisms
has also been taken into account. Asynchronous electrical motor is considered as the driving
motor. As & resull of continuous system modelling of the shaft, a different type of non-
homogeneous boundary value problem has besn formulated and three different methods are
presented for the periodic solutions.

The system consists of & motor, connecting shaft and machine which is shown
schematically in Figure 1.
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Figure 1. Motor, connecling shafl and machine system

Here Mm, Jo &re the motor torque and motor mass moment of inertia ; G.1p.p,1.@ and
x are shear modulus, polar moment of inertia, density , lenght of shaft, angle of torsion and
spalial coordinate respeclively. My, J are equivalent resistance torque and equivalent mass
moment of inertia . Resistance torque My, is assumed 1o be conservative in this study and
can be represented by a Fourier series expansion in the following form.

o0
My(0) = 2 (Cg COSMO + dy SinmP) 6]
m=0
Equivalent mass moment of ineriia can aiso be represented by a Fourier series in the
following form [ 11].

J(0)= Z(a.cosme-rb‘sinme) @)

where 0 is rotstion angle of the driven link

The shaft is assummed to be uniform with & constant cross sectional area  and
supported in frictionless bearings preventing flexural vibrations. Internal and external
damping are neglected.

With these assumptions the partial differential equation of the torsional vibration of
the shaft will be

Po(xt) 20%p(x,t)
a2 -¢ oxd @

where ¢2=6/p {12].

The boundary conditions are given by

Jo9(0,t)=GLe(0,t)+Ma , @)

. «2 , :
a0 500+ 5= T a0 open = i) ®

where ( Yend ( )/denot% partial derivatives with respect to { and x.
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Around the operating point (¢y.0), the asynchronous motor torque Mgy, can be
approximated in the following form,

Mg =q+k(-0) (6)

where () is the angular velocity, k is the slops of the motor characteristic. I is seen that the

wave equation (3) and the boundary condition (4) are linear. On the contrary, the boundary
condition (5) which contains Eksergian equation is non-1linear. For this resson, boundary
condition (5) will be linearized with reasonable approachs.

Introducing the new veriable &, in the form of

9 (x,t)={gt+a(x,t) @

and using Taylor expansion of the J(@) and My, around Qot , neglecting second and higher
order lerms of @ and derivatives, the wave equation and boundary condition can be
formulsted in the form shown below:

®

(10)

2 ¥
P
Jo(0,t)+ka(0,t)-GLa(0,t)=q ®
- dJ . 162) dMy ‘
Iy e(Lt)+ % b oot nou(l,tmiaz- o ot n§+a’— I(P:(ht]u(l,t)
, 1d
R (L) =-320 oot 0f - M (Og1)

In order to separate the static deformation and to form a homogeneous boundary
condition from equation (9), the following transformation is introduced.

u(x.t)=a((x,t)+(-—é%x+ é"i';l) 11

Now substituting equation (11) into the wave equation (8) and using the boundary
conditions in eguations (9), (10) ons obtains the final equation and boundary conditions
governing the torsional vibrations of the system.
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i (12
Jo0a(0,t )+ kag(0,t)- Glyag(0,t) = 0 (13)
. dJ 1 d%) dMy
J(p)o(Lt)+ — ol It
@ato+ ol oo 2d¢2 - Qotn% 0 Jo- g )
(14)
. 1dJ ~
G )=--—— 0 -
4R (L) =-5201 o B~ Ma@0)
Here ﬁw is given by
M (Ot) = Zi(c.oosmmudnsinmmr) (15)
L=
Introducing the non-dimensional quantity T,
Qpt=1 (16)
the wave equation and the boundary conditions are put into the following form
o (x‘t)-i%(xt) (17)
111 ’ (% s
Jo 0§05 (0.1) +EOg 2;(0,1) - GL0x(0,1)=0 (18)
dJ 1d%) d
100 0y (11)+ S0 (1) + 152 O+ =X ot 1)
dl o
+G1,0x(11)———7i1)0%—Mw(1) (19)

where @ is introduced instead of Qg -

Notice that the boundary condition ( 19) with the exceplion of the last term on the
left, is similar to Hill's ordinary differential equation. Since the boundary value problem is
linear and non-homogeneous, the general solution is in the following form
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a(x,7)=0(X,1)+0(x,1) (20)

That is, a is composed of homogeneous and particular solutions. I is a well known fact that

the homogenous solution and the stability conditions of ordinary differantial equations with
periodic coefficients can be investigated using the Floquet's theory. However, the theory can
not be applied directly 1o examine the homogeneous solution of the boundary value problem.

If the homogeneous solution of the boundary value problem is stable then one will be
interested in the particular solution or steady slate response of the sysiem. In the present
study, particular solution of the boundary value problem or steady-stste response of the
syslem has been examined and three different methods have been formulated. Least squares
method and Series solution method are employed to find periodic solutions of the sleady state
response of the system. Additionally Perturbation method is adapted to investigate the
resonance conditions of the system.

i) Least Squares Method: Problems in differentisl equations can be solved using
approximate methods distributing the error throughout the domain of the solution. The
approximate solution is chosen as & known function of independent variables and constant
parameters 10 be determined . The solution satisfies either the differential equation or the
boundary conditions. In some cases the approximate solution satisfies neither the differential
equation nor the boundary conditions. if the solution is inserted into the differential equation
or boundary conditions, an error function is obtained and the unknowns are determined such
that the integration on one period of the mean square error is minimized [17].

In the present problem a particular solution in the following form:

o(x.1)= i(A‘sin;l?ix+ B,cosn—?ix) sinnt
a=i

@1)
1103 8y

+( C,sin—;—x + D,cos—:—x) cosnt

which satisfies the wave equation exactly is considered. If the solution (21) is inserted into
the boundary condition given by equation ( 18), one obtains 2p equations with 4p unknowns.
From this linear and uncoupled equations, 2p unknowns can be expressed in terms of the
remaining 2p unknowns. Thus the solution is converted into the form given by

a(x,1)= i (~———Da nQo donnoﬂ,sm nox-rB,c:osﬁx)smnt
T3 Glp c
@)
dgli]o D,sm Qo C;i B,smn-c&x +D.ms!—l?ix ) cosat

This g Saproximate solution now satisfies the differential equation ( 17) and boundary
condition ( 18) exactly. If the expresion (22) is inserted into the boundary condition (19),
an error function is obtained.

Having oblained an error function €, the following integrel is to be formed,

ix



J=I:' & dr 23)

which will have lo be minimized. Here £ shows subsiruction of two side of the boundary
condition (19). The integral given by (23) can be minimized with the following
derivalives
aJ oJ
0

—_— . —=0 n=l,2‘... 24
3, 3D, P (24)

Since the integral given by equation (23) is a definite integral, instead of equations
(24), the following equations can be written

3 () 2 (&)

d1=0 d1=0  a=12,..
3B, 3D, P @3)

From the eqiiations (25), one obiains 2p non-homogeneous linear equations for 2p unknown
coefficients. The unknown coefficients are calculated from the equations given by (25) using
the known numerical techniques.

ii) Series Solution: For the solution of the boundary value problems, this
method segks a series solutin in the form

U= 2 ap¥p (26)

n=1

where ¥, are chosen as known functions of the independent variables such that they satisfy
either the differenlial equation or boundary conditions or at least, some of the boundsry
conditions with constants 8y, 1o be delermined. If the series solution is inserted in the
differentisl equation or boundary conditions, this ieads 1o infinite sylem of equations with
infinite many unknowns &y [ 17],[18). Such a system is solved by employing the first N
equations and unknowns,

in our case the series solution which satisfies differential equation (17) and
boundary condition ( 18) exactly is sellected in the following form.

nl)g 0y

a(x,t)= i(A,sin—x + By cos——x) sinnt
5=1 c c
@7
80y o

+( C‘sin—é—x + D,cos-—;—x) cosn?t

If the equation (27) is inserted into the boundary conditions (18) an infinite
system of linear homogeneous equation and into the boundary condition (19), infinite
system of linear non-homogenous equations for unknowns A,, By, Cn, D are obtained.
Solving the two systems simultaneously, the unknown constants can be determined.

X



iii) Perturbation Solution: Many physical syslems are described by
differential equations that can be separated into iwo parts with one part containing the linear
terms and a second part conlaining the nonlinear or non-autonomous terms relatively small
compared to the terms appearing in the first part . The small terms are called
periurbations and the solution is sought in the form of a power series of the small parameter

€. This approach is known as Perturbation Method [ 19],[20].

It is necessary to follow a different approach for the application of perturbation
method . The nominal angular velocity Q) have 1o be choosen as a parameter to be determined.

Let us define the small parameter € in terms of the cosfficients of reduced moment of

inertiaas €=a1/a, and expand the angular velocily as & perturbation series around the €,
in the following form,

Q=0g+e0+E0p+... (28)

Intreducing the variable ¥

9(x,t)=0t+ @ (x,t) 9)

using the transformation (11) and introducing the non-dimensional quantity 1, the wave
equation (3) and boundary conditions (4), (S) can be formulated in the following form

00 (x,1) = 2 0g(x,1) (30)

30 0y (0,7)+ KQ 0 (0,1)- GLay(0.1)=-k(E€M+E0p+..) (1)

( )

Ja)QPag(L1)+ 0oy (L1) + [;dzjgt)nz M@ )]a(n)
(2)
+Ghay(1,1)= --——02 Mg (1)
Seeking for a solution of the differential equation (30) in the form of a series of €
w(x,1)=0p(x,1)+€0y(x,1)+E (X, T)+... (33)

and fnserting the solution (33) into the eguation ( 30) and boundary conditions (31), (32)
one obtains the following differential equations and boundary conditions sets
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which are linear and the unknown coefficients (34,05,.. and coefficient functions ay,
Q2,.. can be solved recursively.

The presented methods are applied on three examples. The mechanisms considered in
the examples are Scotch Yoke in the first, Cam Mechanism in the second and the Slider-Crank
Mechanism in the third. Least squares method and series method are applied and compared
with each other in the first example end the perturbation method is epplied in the other two
examples.
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BOLOM |

GIRIS

Makinalarda, harekel ve enerji iletimi ekseriyelle peryodik gevrimli
mekanizmalarla saflanmr. Bu mekanizmalarin tahriki cofu kez, kuvvet makinalarim ig
makinalarna balayan tehrik mili Uzerinden gergekleglirilir. Makinalarin belirli amaglar
dofrultusunda caligmas) swrasinda isletme, yardimcy, siirtlinme ve buna benzer tiirden
kuvvetlerle, peryodik cevrimli mekanizmalarin hareketli uzuvlarindan dojan atalet
kuvvetleri, hareket ve enerji ileliminin gergeklestigi bu millerde burulme titregimlerine
neden olurlar. Tahrik milinde ortaya gikan bu burulma tilregimleri mil Uzerinde tnemli
sekil defistirme ve buns bsdh yorulmalara, milin devir sayiswnda arzu edilmeyen
diizglinsiizliklere sebep olurlar. Bu bakimdan {shrik milinin burulma titregimlerinin
incelenmesi bliylk Gnem tesimekladir. Sira silindirli iglen yanmah motorlarda veys
kompresbrlerde ise iki ya da daha fazla sayida krank biyel mekanizmas) krank mili denilen
1ek bir mile bajh durumdsdwr ve hareket ve enerjinin iletilmesi bu mil {izerinden
gergeklestirilir. Bu millerin burulma titresimleri de tleden beri makina mithendisliginin
temel ugras konularndan birini olusturmustur,

Millerin buruima titresimleriyle ilgili olarak farkl teorik yeklasimlaria gesitli
gahigmalar yapiimighr. Meyer zur Capellen [ 1], uzuviarimin hareketleri itibariyle lig
gubuk mekanizmasimin birer tird olan gift-kol ve kol-sarkag-kol mekanizmalarinda
mekanizma giris ve gikig millerinin buruima iitresimlerini, Houben [2], esenkron
elektrik motoruyls tahrik edilen ve periyodik ¢evrimli mekanizmalar igeren makinalarin
tahrik millerinin burulma titresimlerini incelemigtir.  Yul'fson [3], kam mekanizmas),
Cenova mekanizmasy gibi mekenizmalerda  tek ybnld kaplin  kullamiimasy gibi
parametrelerin impulsif olarak de§ismesi hallerinde girig ve gikig millerinde orlaya gikan
burulma titregimlerinin kararhhdni, Eshleman (4] icten yanmali motoriarin krank
millerinin burulma titregimlerini arestirmwgtir. Krumm (5], dejisken kiitlesel stalet
momentine sship sistemlerde krank millerinin  burulma tilresimlerinin genel
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formiilasyonunu elde etmis, cegitli sistemlerde burulma titregimlerinin kararhhgim
incelemigtir.  Pasricha ve Carnegie [6] qok silindirli molorlarin krank millerinin
buruima titregimlerine ait denkiemierin genel formilasyonunu ayrik sistem modeliyle elde
etmiglerdir. Dittrich ve Krumm [ 7], iglen yanmah veya elekirik motorlariyla tahrik edilen
makinalarde defisken kiitlessl ozelligi dikkate alarak  burulma titregimlerini etiit
etmislerdir. Pashricha ve Carnegie [8] tek silindirli molor igin krank mili burulma
titresimlerinin  karalih§im  sayisal analiz yinlemleri kullanarak arastirmiglardr,
Zajaczkowski [9]) paralel iki saft vasitasiyla birbirlerine baQlanmig mekanizmalardan
olugan bir sistemde saftlarin burulma titresimlerini ayrik sistem modeliyle incelemistir.
Dresig ve Yul'fson [ 10) kitaplarnda bu konuya yer vermisler, millerin stirekli sistem
modeline de dedinmislerdir.

Bu gahigmada nispeten sade bir mode! iizerinde assnkron elekirik motoruyla tahrik
edilen i3 makinslarinda motoru ig makinasina baglayan tahrik milinin burulma titregimleri
incelenmistir. ls makinasina ait peryodik cevrimli mekanizmalarin defiisken kiitlesel
dzellikleri dikkate alinmig, bu &zelligi gozOniine elan difer galismalarin hemen hemen
hepsinden farkh olarak tahrik mili igin siirekli sistem modeti kullamimgtir, Milin bu
sekilde slrekli sistem olargk alinmas1 kitlesinin oldugu gibi yayih olarak gbz tniine
ahnarak daha gercekgi bir model elde edilmesi imkamm vermekledir, Slrekli sistem
modelinin esas farklilfi malematik modelde kendisini gistermekiedir. Ayrik sistem
modellerinde orlaya giken adi diferansiyel denklemler yerine, siirekli sistem modelinde
kismi tiirevli diferansiyel denklem ile simr gartlarindan olugan bir simr defier problemi
stizkonusu olmakta, dolaysiyla probiemin matematik formillasyonunda Gnemli bir farklihk
meydana gelmekie ve bu durumda problemini matemealik analizi tn plena gikmakiadr.
Matematik formiilasyonun bu gekilde farkhlik gistermesi, tizellikle, elde edilen simr defer
probleminde, ig makinesimn bulunduu ssmirda farkh yapide ve ilging bir simr sartiyla
belirginlik kazanmaktadr. Caligma kapsaminda, klasik simr gertlarindan farkh yapida
bir simr defer probleminin ¢zlimiine matematik snalizin bilinen {i¢ farkl1 yinteminin
uyarlanmas: ile katk1larda da bulunulmustur.



BOLUM 1l

TEORIK ANALIZ

2.1. 6irig

Sekil 2.1. de peryodik gevrim1i mekanizma igeren drnek bir ig makinast gematik
olarak gorulmekiedir.

Sekil 2. 1. Sac delme makinas)

Tahrik milinin burulma titresimlerini esas alan modelieme milden bagka, sistemde
yer slen tehrik motoru, is mekinasy, lasiyict yalaklar ve kaplin elemaniarimin muhtelif
fiziksel parametrelerini de kapsayacaktir. Sislemde yer alan yalaklarin siirlinmeleri ile
milin i¢ stnlim etkileri ihmal edilmekie ayrica milin efilme titregimlerinin yalaklar
tarafindan 6nlendigi kabul edilmektedir. Bunun yaninda tahrik motoru ve i$ makinasimn
milin uglerinda yeralan rijit kaplin elemanlar vasiiasiyla birlestirildigi
diigliniimek tedir.

Is makinalarimin tshrikinde cesitli tiirde motorlsr kullsmiimaktsdir. Elekirik
motorlar, 6zelikle de asenkron elekirik motorlar: ishrikte yaygin olarek kullanihiriar. Bu
caligmada tahrik motoru olarek asenkron elekirik motoru goztiniine ahinacaktir. Asenkron
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elekirik motorunun, tshrik milinin burulma titregimleri agisindan etkili olacak fiziksel
parametreleri: motorun tahrik momenti ve rotoruna ait kiitlese! atalet momentidir.

ls makinalary belirli amaca yonelik olarsk yapihrlar ve bu amacin
gerceklestiriimesinde bir {akim kuvvellere ve momentlere karsy gahigirlar, Bu kuvvel ve
momentler amaca yonelik faydsh tlirden olabilecedi gibi yardimc: veya sirtiinme kuvvetleri
de olabilirler. | makinasinin bu kuvvetlere karsi caligmas) ekseriyetle makinanin tahrik
uzvuna baglt mile tshrik momentinin uygulenmastyla saglamr. Is makinalarinin bilyiik
btlimiinde hareket ve enerjinin iletimi peryodik ¢evrimli mekanizmalar ysrdimiyla
gergeklestirilir. Mekanizmaya ail ¢esitli uzuvlara eikiyen feydsh, yardimey ve siirtiinme
kuvvetleri tahrik miline etkiyen esdeger bir momentle temsil edilebilirler ve bu moment
meakinamn "yik momenli karakieristigi” olarak adlandimlir. Pratikie tahrik milinin sadece
konumuna (8), sadece mzina veys genel halde her ikisine ve ayrica zamena bagh yik
momenti karakteristikleri stiz konusu olabilmekiedir. Donme ybniiniin tersi igin pozilif
ahinan bu esdeger yiik momenti igin genel halde

My = My(6,6,t) 2.18)

yazilabilir.

Tehrik milinin burulma titregimieri agisindan etkili olacak fiziksel bilyUk1iUklerden
biri bu ylUk momenti karakteristidi , dideri ise peryodik gevrimli mekanizmamin uzuvlarina
ail kiitlese! tzellikleri temsil eden ve biylkligli, milin konumuna bafli olarak dedisen
“mekanizmamn mile indirgenmis kitlesel stalel momenti” dir [11). Peryodik defisen bu
atalet momenti

JO)= § ( ap cosm@ + by sinm0 ) 2.1b)

seklinde bir Fourier serisi ile temsil edilebilir.
2.2. Tahrik Mili Burulma Titresimlerinin Symir Deger Problemi

Sekil 2.2, de tehrik motoru, tshrik mili ve is meakinasindan ibaret sistem
goriimektedir. Tahrik milinin burulma titresimlerine ait matematik modslin kurulmasinds
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stirekli sistem kabulil sézkonusu oldugundan, lahrik moloru ve is makinasina ait fizikssl
paramelreler simr gartlarim belirlemekiedirler.

M G, In,p, 1 @ M

0 e o i e) "
I <1

i ] [ 1

| . ]

Sekil 2.2. Tahrik motoru, {ahrik mili ve is makinasindan olugan, incelemeye
esas sistem

Sekilde goriilen parametreler: Mp,, Jo sirasiyla asenkron elektirik motorunun
tahrik momenti ve rotor kiitlesel atalet momenti ; 6,1, p, 1, ¢, x sirasiyla homojen ve
sabit kesitli tahrik milinin malzeme keyma sabiti, polar alan stslet momenti, malzeme
yodunlugu, uzunlugu, burulima ag1si ve konum koordinati ; My, J sirastyla is mekinasing ait
tahrik miline indirgenmis egdeger yiik momenti ve esdefer kiitlesel atalet momentidir.

Homojen ve dizgiin kesitli bir gubugun burulma titregimlerine ait kismi tlirevii
diferansiyel denklem

Fpr)  2¥p@t)
Y - o2 @2)

geklindedir [ 12]. Buradac2=6/p olup, ¢ buruima titresimlerinin yayihm maidir.
Problemin simr gsarilar: ise;

tahrik motorunun bulundugu sinirda, x=0 igin:

Jo@(0.t)=Ghe(0,t)+ Mn @3)

ig makinasinmin bulundudu simirda, x=1 igin , makina hareketinin diferansiyel denklemini
( [11],5.138 ) giiz bniine alarak,



1d) [g(1,t)).2

LN (ko) =

D (L1)+ Ghp(Lt) = Myl B(LL). R(LE) 2.4)

geklinde yazilabilir. Burada (2.1a) ve (2.1b) deki 8 yerine ¢ (1,1) gelmistir.
(2.3) ve (2.4) simr sartlarinds (-)' ve (=), sirasiyla x ve { ye gore kismi
tiirevleri gistermektedir,

Tahrik milinin burulma titregimlerinin incelenmesinde esas olacak bu sinr deer
probleminde goriildigll gibi diferansiyel denklem lineer, simir gartlary ise lineer degildir.
(2.4) simr sartimn, makinalarin  genel haldeki harekel denklemini biinyesinde
bulundurmas: simr defer problemin belirleyici temel zelligi olarak ortaya gitkmakiadir,

Linesr olmayan problemler igin bir genel teori meveut degildir [13). Bu bakimdan
makul ve kabul edilebilir sartlaria, problemin linesrizasyonu yoluna gidilecektir.

2.3. Problemin Lineerlegtirilmesi
Seki) 2.3. de tahrik motoru olarak tngorlien asenkron elekirik motoruna ait tahrik

momenti karakleristigi giriiimektedir. Motorun gahsma bilgesi saj tarafta bulunan negatif
eim1i bolge olup s, yiik momentinin bulunmath haldeki senkron galisma hzidir.

ﬂr L

QO bg

Jekil 2.3. Asenkron elektrik motoru moment kerakter istigi

Yik momentinin mevcut oldugu durumda, motorun gahisma hz21 bunun sltinda
gerceklegir ve tahrik momenti karakieristigi alisma bbigesinde

My =q+k(0p-Q) @.5)
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seklinde bir dojruyla temsil edilebilir. Bu durumda, D=(0,1) olduu de dikkate ahimrsa,
(2.3) simr gart) lineer hale gelir. @ donme agisim; diizgiin donme ve buna ek burulmamn

toplami olascak gekilde iki kisma aywrirsak, bu durumda (2.4) simr sartinin
lineerlestirilmesi olana da dofjer. Buna gére ,

o(x.t)=Opt+a(x,t) (2.6)

doniislimi yapihr, egdefer kiitlesel atalet momenti ve yik momenti karakteristiginin (ot

civarinda Taylor aginimi yazihrss,

J[cp(l,t)]:J[Qot+a(l,t)]=1(not)+:']—¢ a(1,t)

p=0gt

Q.7
+."ﬂ| oX(Lt),
a7 lo=0pt’ 2

My[0(Lt),8(L,t),t] = My[ Opt, 0p,t]+

12My
0= 0gt .a(l,t)‘}i—a—F 0 =0t

¢="0 ¢=10

oMy

azlt
_5? e (Lt)

. HZMW .2
=Qot'a(l't)+5_§pz~ q1=Qot'a (1t) 2.8)

0= 0= 0o

————

2 My I
Qa0 g

. a(1t)a(Lt)+...

0=



elde edilir.
Pratikie gok kullamlan pistonlu kompresrler, presler, metal kesme makinalar,

baz) takim 1ezgahiari gibi is makinalarinda yiik momenti karakieristikleri yalmz konuma
baghdir ve

Me[Q(Lt)]= Zotonoosmwl.z)wnsinmwu.t)] @.9)
=

seklinde Fourier egihimiyle temsil edilebilirler. Bu durumda (2.8)

_ My
My[9(Lt)] = My (Qpt)+ 7l M- a(Lt)+... (.10)

olarak yaz1labilir. Tehrik motoruna ait (2.5) ifadesinde yer alan Q) agisal 21 ise, (2.9)
da yer alan C, orislama deferine Sekil 2.3. de kargt gelen degerini ehir. (2.7) ve (2.10),
(2.4) de yerlerine konurss

dJ
[ (Qot)+ oy

ot a(l,t)f...]bz'( Lt)

1 d ¢4 ;
iliﬁl@=mt+3¢—z o= (ot a(Lt)+... ][0 +a(Le)P @1

+GLa(1,t) = -My(Qpt)- % ; a(lt)+...

9=0p

elde edilir. (2.11)de a(),t) vetirevierine gire ikinci ve daha yiiksek dereceden terimler
ihmal edilebilir ve bbylece (2.4) simr gart) da lineerlesmis olur. Buna gore (2.4) simr
sarty



. dJ 1 d2) 2 dMy
— — 1
J(ya(Le)+ 39 Jo- 00 aLt)+ [2d?2 Qo+ a9 |¢=%t]0‘( ,t)
(2.12)
+GhLa(l, t).--i"i 0F - My(0p1)
} 2dg jp= 0ot
ifadesine donuisiir.
(2.6) dontistimiinden sonra (2.2) diferanstyel denklemi
%o Jo
= - é.a_; @.13)
(2.3) sir sarty ise
Jo0(0,6)+k0(0,t)-GhHe(0,t) = @.144)

formunu ahr.  (2.5) de yer alan tahrik momenti karakleristigine ait efimin gok blyik
olduu, bir baska deyisle tahrik motorunun gok sert oldugu durumda (2.3) simr sarty igin

@(0,t)=0 (2.14b)

yazilabilir. Baz1 hal ve sartlar altinda dogru olan a(0,t)=0 kabuliine literatiirde esasen sik

sik rastlanmaktadir ( Mesela[10] ve [14] ).
(2.14s) symir sartin1 homojen yapmak Uzere

a(x,t) = og(x. t)+(--é—1-x+ -(-g—l) @.15)
y G
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defjisken donlisimi yapilirsa, (2.13) denklemi, (2.14a), (2.14b) ve (2.12) simr
sartlar,

6204_ d2y
] a.16
Jo0g(0,t)+kag( 0,t)-Glyoy (0,t) =0 (2.17a)
a2 (0,t)=0 (2.170)
. dJ 1) l dMy I
J(Qptyoa(Lt)+ — aa(Lt — 1
@da(teys Tl o CoGLO+lzag | 0t | ToaCl)
(.18)
, 1dJ ~
+Gl’a‘(l't)=-i'&7q) <P=Qot' Q%-Mw(not)

olarak bulunur. Bu doniigim sonucunda (2.148) ve (2.12) simr sertlarinda, yik
o~
momentine ait ortalama defer ortadan kaldiriimigtir. Burada My,

M (Og1) = El(cncosmnoudmsinmmt) 2.19)
o=

seklindedir. (2.15) dondislimi aym zamanda, yik momentinin C, ortalema deferine kars
gelen tahrik mili statik burulma miktarini gostermektedir.

(2.16) denklemi le (2.17a), {2.17b) ve (2.18) simr gartlam
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Dot =1 2.20)

degigken donuslimi yapihrsa; o lar Qg yi goslermek izere sirasiyla asafideki gibi

yazilabilir:
o
Qg (x,1)= @%(xﬂ) @.21)
JpOfagp(0.1) +k0g 0p(0,7) -Glyoy(0,7) =0 (2.228)
@ (0,1)=0 (2.22b)

1421 (1) o+ de(r)

IO 0 ag(L1)+ ———0001:(11) 35z la(Lt)

+GL0y(LT )——-———ﬂﬁ My (@) @.23)
olarak yazilabilir . Burada

¥
aﬂ::a—,[fé at=§:t'- Oy =

&
T &
&

L Oy =

tirevierini gastermektedir, (2.21) denklemi, (2.22a), (2.22b) ve (2.23) sinir sartlarim
boyutsuz biiyliklikler cinsinden ifade etmek {izere

x=1% (2.24)

defisken diniiglimii yapylirsa,



2
e
K Gl 1
§=—v, yy=—L , Vp=—2L 2.25
R T Vj 031 @-2)
]
J(‘[)=‘£['2v ()=M
% %
kisaltmalariyla
o (81)= ¥oge(E.1) (2.26)
Qg (0,7) +80(0,1) -V 0p(0,7)=0 (2.27a)
0,(0,7)=0 | (2.27)
1j(m) d
0210 D0 (1,02, 011
g (1,1)= -—i@—ﬁwm @2.28)

yazilabilir.

Lineerlestirilmis haldeki simr defer probleminin bez1 dikkat gekici ozelliklerine
isaret edelim: Tahrik motorunun bulundugu simirda bir sindm elemant bulunmamakila
birlikte (2.27a) simr sértmda genelde stniim elemamna kargi gelen bir terim yer
almaktadir. Bu ilgi gekici durum sasenkron elekirik motorunun tahrik momenti
karakleristiginden kaynaklanmaktadir. (2.28) simr sartinda sol taraflaki son terim
disindakilerin katsayilary 2s peryotlu peryodik fonksiyonlar olup, simir garti bu.haliyle
ok bilinen bir adi diferansiys! denklem olan Hill diferansiyel denklemine benzemektedir.
(2.28) simr gart1 ve doley1styla ele alinan simir deder problemi inhomojen olup bu durum
yalmzea yilk momentinden deff), aynm zemanda peryodik gevrimli mekanizmaya ait hereketli
uzuvlarin atalet kuvvetlerinden de kaynakianmaktadir. S defer probleminin inhomojen
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olmasimn fiziksel anlam1, 2orlanmig titregimlerin stz konusu olmasidir. Digla bir yik
momenti olmasa dahi, dedisken atalel kuvvetlerinin mevcudiyeli zorlanmig titregim
olgusunu ortaya gikarmakiadir, Bu sonug ise en basit titregim sistemlerinden bildigimiz
dengelenmemis donen kiitlelerin zorlanmig titregimlere sebep oldufu gercedi ile tamamen
intibak etmekiedir.

Simr deger problemi linger ve inhomojen oldufundan genel ¢bzlim, homojen ve
partikiiler goziimlerin toplamlari seklinds olacaklir:

(5. 1)= 0y (5.1)+ 0y (E.T) 2.29)

Buradaki partikller gbziim sistemin zorlanmig titresimlerine tekabiil etmekledir.
Bu caligmada esas itibariyle bu zorlanmig titregimlerin arastirma, inceleme ve hesab ele

alinmakta, inhomojen problemin ¢zlimii hedeflenmektedir. Inhomojeniige sebep olan (2.28)
simir gartinin safj tarafl T ya gbre 2a-peryodik oldufundan, zorlanmig titresim olarak x ve

1 nun fonksiyonu olan ve T ya gire 2n-peryodik bir ¢bzlim disiniiimelidir [ 15].

Adi diferansiyel denklemlere gire ¢iziimii daha gii¢ olan kismi tilrevli diferansiyel
denklemlerin ¢tiziimiinde genel olarak iki adim sbz konusudur [ 16].

1. Kismi tiirevli diferansiyel denklemin biitiin veya hemen hemen biitiin gbziimlerini
bulmak

2. Bu ¢hzimlerden veya bu ¢ziimlerle teskil edilmis tizel kombinasyonlardan simr
sarilarim sajlayan gbziimleri tegkil etmek.

Diferansiyel denklemin degiskenlerine ayirma motodu kullanilarak eide edilen genel
¢tizlm formundan yararlanarak T ya gire 2n-peryodik ¢izimlerini tayin etmek, bunlarin
x=0 daki simr sartim sadlamasin temin etmek mimkiindiir. Yukarida da belirtildigi gibi
Hill denklemine benzeyen x=1 deki simr gartim sa§lamak ise birtakim glglikler
gstermektedir. Diferansiyel denklemi saflayan gtizlimlerin kombinasyonu yapilarak bu
gliglikler iki ayr1 metot kullanmilarak asilmis ve gtiziimlere ulagiimistir. Ayrica daha gok
rezonans garilaring 151k tutmak dizere pertiirbasyon metoduna da bagvurulmugtur.

Incelenen simr defer probleminin klasik simr deger problemlerinden tnem1i blgiide
farkhhk gbstermest dolayisiyla bu arestirma teknik bekimdan oldugu kadar malematik

analiz bakmindan da 1)gi gekicidir,
x=1deki symr sartimin homojen kismimin da T ya gore peryodik dejisen katsayrlare

sahip olmasi, sistemin diglan titregime zorlanmas yamnda parametre tahrikli bir sistem
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hilviyetini de orlaya koymaktadir. Boyle sistemlerde ise parametrik rezonans ve kararsizlik
bolgeleri soz konusu olabilmektedir. Nitekim mil Kitlesinin ihma! edilmesi suretiyle benzer
bir tip problemi inceleyen Krumm daha tnce zikrettigimiz calismasindal 5] bu olguyu tespit
etmistir. Bilindigi gibi peryedik ketsayil diferansiyel denklemlerin analizi Floquet teorisi
esas ahinarak gergeklestirilebilmektedir. Ele aldirmiz problemde gbzimlerin kismi tirevli
diferansiyel denklem ve diger sinir sarti ile de bagddasmasi gerektiginden, Floquet teorisinin
dojrudan kullsnilmasy, kasrarhhk arastirmalarinda kullamlan melotlarin  aynen
uygulenmas) miimkiin gorinmemekiedir. Peryodik kalssyih diferansiyel denklem
sistemlerinin kararhihk arastirmasinda ve kararhhk bolgelerinin simrlarinin tespitinde
homojen denklemin rol oynadif da bilinen bir bagka gergeklir. Bu sebeplerie baglh bagina
ayr1 bir arastirma ve inceleme konusu olacak kararlihk arastirmalari ve onunla badiantih
olarak homojen kismin ¢Gzimi bu galhigmamn kapsami diginda birakiimakia, ilerdeki bir
galhigma konusu olarak planlanmaktadr.



BOLUM 1N

¢0ZOM METOTLARI

Bu boliimde esas olarak, Bolim Il de orlaya konan lineerlestirilmis simr defer
probleminin, tahrik milinin stirekli rejim halindeki burulma titregimlerine kars gelen
peryodik ¢bziimlerinin hesaby ele alinacak, bu amagla i farkh ¢biziim yoniemi verilecektir,
Malemalik analizin bilinen metotlary olan bu metotlar, lineer ve nonlinesr simr deder
problemlerin incelenmesinde yaygin olarak kullamimekla birlikte problemimize adapte
edilmeleri de gerekmekiedir. Ancak bunden once " ilk yeklasik ¢fzlim " olarak
adlandiracadimiz matematik modeli nispeten basit ve kesin giiziimliniin analitik olarak elde
edilebildigi bir bagka yaklagimdan bahsedilecektir,

3.1. 11k Yaklagik Cbziim

Peryodik cevrimli mekanizmalarin tahrik miline indirgenmis kiitlesel atalet
momentini veren (2.1b) ifadesi

J(0)= s+ 2 (ag cosmd + by sinm ) = 8 +J (9) @3.1)
mel

seklinde yazilabilir, Burada a, tahrik miline indirgenmis kitlesel atalet momentinin
ortalama degerini, J(8) ise degisken kismini gistermektedir. Buna gire (2.4) simr garti,

(2.6) donlistimii gbz 6niine alinarak

o+ d o) Bk s =T ))][Qo & (Lo
+ GLo (L) = Myl §(LE), (LE).t] (3.2)

geklinde yaz1labilir. Bu ifadede yer alan J( @) dedisken kism, &, orialama deferine nazaran
kiigiik mertsbede kaldi1 hallerde thmal edilebilir . Bundan baska a(1,t) terimi O, yaninda
jhmal edilir, ayricea( 1.t ) nin dJ(g)/dg fonksfyonu 118 artik yalmiz konumun fonksfyonu
olarak Bngdrilen My( @) yiik momentine tesirleri dikkate alinmazsa yani
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Mgl @(Lt)] = My Qpt+a(Lt)] = My(Qgt)

(3.3)
b b
d8 18 =0gt+a(Lt) = 4g 10 =gt
alimirsa, bu takdirde(3.2) yerine
'a'(u)+ldJL 0F + GLa' (1,t) = -Mg( Ot ) (3.9)
% & 2dg k=Rt +GhO (Lt)=-My(Dy '
bulunur.,
Boylece ele alinan probleme iligkin diferansiyel denklem ve simr §artlar1:
2o ¥
—=f— 3.5
ot ox? (3.3)
Jp®(0,t)+ka(0,t)-GLa(0,t) = (3.6a)
@(0,t)=0 (3.6b)
a(Lt)+GLa'(Lt)= mL 03 - Mg ( Ogt) 3.7)
% ] ! :) - 2d¢ =no! .

seklinde yazilabilir.

(3.7) nin saj tarafindaki itk terim, is makinasinin Qg sabit agisal tziyla tahrik
edilmesi halinde mekanizma uzuviarimn atalet kuvvetlerinin esdefer olarak mile
indirgenmesinden olusan momentini ifade etmekledir. Buna gbre bu denklem ve simr
sartlar, bu ilk yaklagim modelinin, milin safj tarafinda atalet momenti mekanizmanin mile
indirgenmis kiitlese! atalet momentinin ortalama deferine esit olan bir disk konularak ve
ayrica yukarida belirtilen atalet kuvvetlerinin mile indirgenmis momentini bu diske tesir
eden aktif dis moment olerak alinmastyla olusturuldugu anlamina gelmekiedir.
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Bu ifadeler (2.15) donisiimii ve (2.20) degisken doniislimii sonucunds @, Gtg yi

gostermek (izere

Uy (x,1)= ¢ e X,1) (3.8)

0

Jp Qb0 (0,7) +k Qg (0,1)-GLay(0,7)=0 (3.9)
a; (0,1)=0 (3.9)
n%an(mmlpux(m--——d(—% -My(®) (3.10)

formunu ahir.
11k yaklagik ¢iziim igin elde edilen (3.8) diferansiyel denklemi, (3.9a) ve (3.9b)

simir sartlarinin Bolim 11 de elde edilen lineerlestirilmis symr defer problemindekilerle
ayn1 yapida oldugu goriiimekiedir. Buna kars1 (3.10) simr sartinds 0(1,1) ve a(1,1) ye

nazaren terimler yer almamakis, ayrica Qg (1,1) ye ait katsayimn sabit oldugu

giritmektedir.
[k yaklagik giziime 11igkin simir defer problemi linesr ve inhomojen oldugundan,
problemin genel ¢Bziimii homojen ve partikiler ¢dziimlerin toplamlari seklinde olacektir,

Bolim 11 de verilen lineerlestirilmis simir deder probleminin incelenmesinde oldugu
gibt, i1k yaklagik gziim igin de homojen ciziimler bir yana birekilarak ap partikiler

cizumu arastirilacaktir.

Ik yaklasik coziimde, (3.10) simr sartinda yer alan inhomojen terimler 2n

peryotiu peryodik fonksiyonlardir. (3.8) denklemi, (3.9a) veya (3.9b) ve (3.10) simr
sartiarim peryodik safladiklarindan, partikiler ¢biziimiin elde edilmesinde Zm peryotlu

peryodik ¢oziim kabuliinden hareket edilebilecegi anlagiimaktadir, Nitekim (3.8)
denkleminin X ve T nun dediskenlerine ayrilarak bulunan
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m0y m0y

a(x,1)= Z ( Ag sin——x+ By cos——x ) sinm1
n:l Cc c

@.11)
m0y

.m0
+( Cg sin——x + Dy cos——x ) cosmT
¢ c

gbzimii (3.8) 1 tam olarak saflar ve ayn zamanda X koordinatimin herhangi bir deferinde ve
bu arada x=1 de 21 peryotiu peryedik ¢iizlim olma Gzelligini de tasir. (3.11) ¢bzlim kabuiil

(3.9a) ve (3.10) simir sartlarinda yerlerine konur, her harmonik terim igin ayri ayri
gruplandirilir ve bu terimlerin katsayilar egitliklerin saf taraflariyla mukayese edilirse

Jom?08 By -km0y Dy -GI,?% Ap =0

-JomZ08 Dy +km0y By -Gl -ﬁ'ic, 0

m=12,.. (.12)

(—mzﬂgsmm?o :mﬂ" n"1)An +(m f)%oos a;’m?osm%%l)Bn
manf%

—

(-mznémm?"n%m?“ %I)Cn+(m20‘z]oos 0“1-%mi)°smmf°1)nm
.mbm(%-'._)
2%

cebirsel denklem takim elde edilir. (3.12) den, ¢bziim kabullinde yer alan Am,Bm.Crm.Dm
katsayilary her m igin ayr ayr ¢zillerek hesaplanirsa,

mno Glymfly__ mfly
n% voc t:l

Sim =

m=12,.. (3.13)
Gl m0y . m0
Sy = 20(2,oosm?°l-—a—ol sin—21
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olmak lizere

m303
An =-[(m—;—§%+%)(1061,—c&san B 01 - 'O s1n)

_mbmf%+_)c;1 k—n—%Szn] [ (51 Jom?0f - sszI,———) £+ nl0y? |

m? 8
Bp '—"[(ma._‘zi‘f%*%)( 'Gzlg"c;_%sm +Jg Glpmf%slm)

- me
mb:o(% —)(-GI k—-ﬁsm Nt [ (51 Jpm0f - -520 Gl ——-)2+ sn Enf0y? |

m=1.2,.... (.14)

Ca=-[(—— :‘% +2) (%G}, msf%szn -Bm*0ds1a - Pml0fsyy)

”"""‘%Jf——)( Gl k—ﬁiszm)] [ (51nJom”0f - 520 G ———>2+s2 ol

Sim)

.mbn 2 m3
n,,=-[(_7;095 =)(-6 c:%szn”oﬁly

(m::% +-2) Gl,kﬂsm] [ (S1mJpm®f - 525, GI, “Ln‘-i)% i KmP0y? |

bulunur. Mile indirgenmis kiitlese! atalet momentine ve yiik momentine iliskin ifadeler
sonsuz toplam yerine sonlu sayida harmoniklerden ibaret olduklarinda, 11k yaklasik ¢iziimiin
(3.11) goziim kabuliinde sonlu terim ahnarak bulunabilecegini de belirtelim. Buna gore
a(x,1) partikiiter ¢oziimii:
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P 3
a(x,1)= 21{ (e “"‘O% +-——)(JoGIp—~f§Szn'Jom4ﬂosm - 0fsin)
nmes

N %)cl,kmzo‘z’ s Do 0 - [GadontOh Gy T e’

c
1€ m’;’;oﬂ% + By (-} O%SZn +Jp Gl,'f{g-sm
+<f‘i§’f‘%’%i+5“;>< Glpkm—zcﬁsm Neos™2x: [ (1m0 a0 22+ 00”1
¢ sinm?
+ {_[(ﬁ‘;,_:oﬁ,, :)(JUGI :ﬁsh Rat0fsia - 0f51a)

+ (i.%.——f% + %) (- Gl’kfz—;%sh) 1 sin‘-li?-qx o | (stomZQ% -sz,,‘GII,fl-l-‘-:n-@-)2 + s%nkzmznozj

2y =

2% ——c—z——Sm +Jg GI}TSM)

+(m%(ﬁ+%) Gll,kmj?—%lsm ]cosm—-ggx [ (53 Jpm Q% som Oly -———-)2+s§nk2mzﬂg I}
¢ cosmt (3.15)

seklinde yazilabilir. partikiler gozimin agik formda glde edilen bu ifadesine bakarak,
tahrik milinin zorlanmig titregimlerine ait genliklerin s1rsiz artip artmayacagini

saptamak miimkiingir. Nitekim bu seride, katsayrlarn paydasinda yer alan ifadelerin sifir
oldudu Qo degier ler inde genlikler simrsiz artacaktir. Katsayiera ait paydeda yer alan

ifageler incelendiginde, by ifadelerin sifir olabilmest iGin Sim Y€ S2m lerin herhangi bir m
defieri igin ayn) anda sifir oimas gerektidi gorilir:
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mﬂo Gl, mﬂo

202
- —+ —2 —Zcos—1=0
m“ ) sin "0 .
m=1,2, (3.16)
m()%cosmno GI’on =0
% ¢

Bu esitlikler diizenlenirse, genliklerin simrsiz artmas sartlar;

m{)y 1,1
Bn=—_1 ) k=E—’- m=12,.. (3.17)
¢ L)
olmak lzere,
k B
hy = . tghp=-— m=12,.. (3.18)
o k

denklemleri olarak elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri grafik olarak .Sekil 3.1 de

gbriimektedir.
t2Bn
(
\\ K
\ —_
\\ Bm
f ~Jf A -
S~ i
- *
_Pm ~~ ’
-~ '
k \\\\4 '
\\\

Sekil 3.1. (3.18) denklemlerinin grafik ¢ozimleri

Sekilden goriildiigii gibi herhangi bir m dederi igin s1m ve s2m ifadelerini sifir yapan bir
Bm, dolayisiyle Qg deferi bulunmamskiadir. Bu sonucu analitik olarek su sekilde de
gostermek mimkindir: (3.18) esitiiklerinde her iki taraf birbirine egitlenirse Bm2+k2=0
denklemi elde edilir ve bu denklemi saglayan reel Bn, deferleri ise yoktur. Bu nedenle, ilk
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yaklagik goziimde genliklerin simirsiz artmasi, bir bagka deyigle rezonansin ortaya ¢ikmasi
sfz konusu degildir. Bu durum, fiziksel olarak (3.9a) simr sartinda, asenkron elekirik
motoru dolayrsiyla, siniim elemanina kars! gelen bir terimin bulunmasindan ortaya
ctkmaktadir. Nitekim (3.9a) simir sartt yerine (3.9b) sinir sarty gdzoniine alinirss,
(3.11) coziimiine iligkin ketsayilar

By =0
m=1,2,... (3.19)
Dy =0
L
( +2)
% %
4= Sin
m=12,... (3.20)
.Y TN + S
(-——2+2)
s % %
G = A

olarsk elde edilir. Buna gore (3.9a) yerine (3.9b) simir gart gbzoniine alindiinda, itk
yaklagik ¢iziim:

‘m -mb no 45
+20) (——t3)
a(x,1)= z 2': b i)oxsinm‘w 2:: o sinmfoxcosm‘t
in im

(3.21)

seklinde olacaktir, Bu ifadedeki katsayilarin paydasinda yer alan sy, ifadesi herhangibir m
igin sifir oldugunda, yani Sekil 3.1 de tgBm fonksiyonu ile k;/Pm fonksiyonlarinin kesim
noktalarndaki 0, deflerlerinde rezonans ortaya ¢ikacaktir. Bunlar, bir ucu ankastre diger
ucunda bir disk bulunan ve sirekli sistem olarak dngbrilen bir milin burulma
titresimlerinin 8z frekanslardir,
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3.2. En Kilgiik Kareler Metodu

Sinir defer problemlerinin yaklasik ¢iziimiinde kullamlan bu metodun esasini,
yaklasik ¢oziimle yetinilmesi sonucunda ortaya gikan hatanin bitiin goziim bolgesinde gz
oniine alinarak miimkiin oldugu kadar azaltilmas1 teskil eder. Metot, probleme dngdrilen
yaklagik ¢iizlimiin niteligine badh olarak kendi igersinde , 'simr’, * i¢’, ve 'karigik’ metotlar
olmak Uzere i grubs ayrihr. Ongdrilen yaklasik ciziimiin simr defer problemine ait,
yalmzca diferansiyel denklemi saflamasi durumunda ‘simr’, yalmzca symr sartlarimy
safjlamas1 durumunda ' i¢’, diferansiyel denklem ve simir gartlarindan higbirisini
saflamamasi durumunda ise 'karigik' metotdan sizedilir. Incelenen herhangi bir problemde
kullamlacak bu metotlarin segiminde ise diferansiyel denklem ve swir sartlarinin
tzellikleri rol oynar. Bu metotlarin uygulanarsk yeklagik c¢iiziimlerin elde edilmesinde su
sekilde hareket edilir: ~ Ongbriilen ve yukarideki tizelliklerden birine sahip, ¢ bafimsiz

defliskenlerinin &, sabit parametrelerine bajh bilinen fonksiyonu olan

uxW(Xg,X2,....,8{,8,...) (3.22)

yaklagik ¢bziimii, diferansiyel denklemde ya da sinir sartlarinda Yerine konularak

£(xy,%z,....,81,8,...)=0 (3.23)

seklinde bir hata fonksiyonu elde edilir. Bu hata fonksiyonunun cesitli kriterlere gire
deferlendirilerek, yaklasik c¢lizlimde baslangigta bilinmeyenler olarak yer alan &
sabitlerinin hesaplanmasi bu yaklasimin ena fikrini olugturur. Hate fonksiyonunun
deferlendirilmesinde kullamlan kriterlerden birisi de gdziim bdlgesinde hatamn karesinin
integralinin minimum olmasidir ve bu halde en kiigiik kareler metodu ile ¢lizlimden
bahsedilir [17].

Incelemeye konu lineerlestirilmis symr deger probleminde diferansiyel denklemin
bilinen dalga denk lemi olmasy , buna kar$t x=1-deki symr sartimn-oldukga karmagik olmas)
nedeniyle, ‘stmir’ metodun kullaniimasimin uygun oldugu goriilmekiedir. Dsha @nce
belirtildigi gibi diferansiyel denklemi ve x=0 daki simr sartim saflayan peryodik
cozlimlerin x ve T ya bajdh olarsk tayin edilmesi miimkiin olmakla, buna karg x=1 deki simir
sartinin bu ghizimlerin kombinezonlariyla saflahiimasinda glclukler oriaya ¢ikmakiadr.
Zira bu durumda, (3.11) ¢bziim kabuliindeki katsayrlarin hesabwm, ilk yaklasik coziimde
oldugu gibi denklem tekimlarim ayri ayry gbzerek gergeklestirmek mimkiin de§ildir. Bu
gligliik (3.11) gdziim formunun " simr metodu ” ile biitinlestiriimesiyle as1lmigtir.

(2.21) denklemini tam olarak seflayan, 2m peryollu peryodik fonksiyon olma

tzeNigini tagryan ve p nceden segilen belirli bir sayy oimak Uzere
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O

a(x,1)= (Ansinggo-x + Bncos—n—-x) sinnt
1=1 ¢ ¢

(3.24)
i}
+( C,sin%x + Dnoos—c&x) cosat
seklindeki yaklasik cozimii gozonine alahm. (3.24), (2.22a) simir sartinda yerine

konursa,

1y 0% i n? (-Bysinat- Dycosat ) + kO ﬁ n ( Bycosat - Dy sinnt )
n=1 n=1

(3.25)

-Gl z E;QE (Agsinnt+Cyeosnt) =0
elde edilir. (3.25) de her harmonik terim ayriayrigruplandiriirsa,
2 g
-JonzﬂoB,-knﬂoD,-GI!—E—A, =0
a=12 ..p (3.26)

-JgnzﬂgDn+knnoB‘-GI,£ggC, -0

butunur. (3.26) da Ay.Bn.Cn.Dn katsayilarindan herhangi iki tanesi, trnedin An.Cn diger
katsaylar cinsinden ifade edilirse,

c
Ay = G—I’( -kD, -Jpa(lp B, )
n=12,..p (3.27)

c
G= al—p( kB, -JpaDy, )

elde edilir. (3.27), (3.24) de yerine konursa
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a(x,1)= ﬁ (-— nsmnno clonﬂoB‘ nnux+ B,cosn—f-)gx)smn‘t
‘,1 G ’ Gl’ C
(3.28)

cJ
02l Dysin —np—x + —B,sm—@x + D,oosﬂ?x ) cosnt

51 G
P 1§

geklinde (2.21) denklemi ve (2.22a) simr sartim tam olarak sajlayan ancak x=1 deki

(2.23) simr sartim yaklagik olarak sajlayan ve sonlu terimden olugan bir giziim elde
edilir. (3.28) ifadesi (2.23) simir sartinda yerine konursa, € esitligin farki olarak

€= z ( 8y COSMT + by sinmt ) (O o

[i n(~—?D, nﬂo ng?an n%l-rBhoos&l)smnt

n=1
cJyn ck
o ol D,smﬂlvr a—anmﬂh D,cosn—@l ) cosnt ]
) }

o (-

+ im(-a,sinmubnoosmt)ﬂsﬁ
n-o
clpnlly . 20y o0y
[in(-al—,— GI’ Bysin l+B,cos l)cosnt

Azl

Doy 1 sin™ 01+ X b 510214 D, cos™ 01 ) sinat |
Glp c c

+[2 z ( -anoosm‘r-bnsinm‘t)ﬂ%-r i m( -cp sinmT+ dy cosmt )] @
me=0

| ﬁ (’—Dgs n()o onﬂoB‘mnﬂo“ B,cosnnol)smn‘t

a1 Gl
+ (_donﬂoDn n01+ —Ek;B smﬂHD,cosE-nEl)wsnT]

Gl c Gl

ﬂﬂo _cpnlly ﬂﬂo . nlg |
Gl —(-=—D, I- Bysin—-1
+ ,[hg S ( GII, oy B, cos asin— ) sinnt

+ “Q°( d’(’}';““ D,oos"n"u EB‘wsﬁl-D,sinﬂl ) cosat ]
}
+= nﬁ 2 m ( -8y SinmT + by, cosmT )+ z ( o CoSmMT + dy sinmT )

m=l

(3.29)
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seklinde bir hata fonksiyonu oriaya gikar. Heniiz tayin edilmemis ketsayrier B,,Dy lerin,
hatanin karesinin bir peryot boyunca integrali minumum olacak gekilde hesaplanmasi igin

J= j:’ 2 d (3.30)

integralinin eskili gerekir. (3.30) ifadesinin minimum clmas: igin

o) 0J
—=0 , —=0 a=12,..p (3.31)
9B, aDy

oimahdir. (3.30) ifadesinde integralin sinirlart sabit oldugundan, bunun yerine

—#1=0  d1=0 2=12,..p  (3.32)

& &
[

yazilabilir. (3.32) ifadeleri 2p adet By, Dy, ketsayisina nazaran 2p adet inhomojen linesr
denklem verir. Bu denklem takiminmin sayisal analizin bilinen teknikleri ile ¢izlilmesi
suretiyle Bp,Dnp katsayilari, (3.27) esitlikleri kullamlarak A,,Cp, katsayilam
hesaplanabilir. (2.23) simr gartini tam olarak safjlayan ¢iziimlere p nin artan deferleriyle
ulagilabilir.

Bu metot, tshrik motorunun bulundufu symrdeki symr sarllasrindan (2.22a)
giztinline alinarak verilmistir. Bunun yerine (2.22b) simr gartimn alinmas) durumunda
yeklasim geger1iligini korur. Ancak bu defa giiziime ail katsayilardan 2n adeti sifwr olur ve
ayrica ( 3.26) denklemleri ortadan kalkar.
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3.3. Seri Metodu

Sinir defer problemlerinin ¢ozimiinde kullanmilan metotlardan birisi de seri
metodudur. Bir gok durumda, diger metotlara gire nemli Ustiinliikleri olan seri metodunun,
bazi hallerde yavag yakinsama, hatta hig yakinsamama gibi dezavantajlar1 da bulunmaktadir.
Simr deger problemlerinin seri metodu 1le incelenmesinde ¢bzlime ligkin

v= 2 aVa (3.33)
n={

seklindek i bir seri cizlimden hareket edilir. Bu seride yer alan an, ler bilinmeyen sabitler,
¥m ler ise bajimsiz dsfiskenlerin bilinen fonksiyonlaridir, Metodun etkinligi ¥m
fonksiyonlarimin segimiyle yakindan ilgili olup, bu fonksiyonlarin segiminde bunlarin
ortogonal fonksiyon olmalar1 yani sira, sinir defer problemine ait diferansiyel denklemi
veya sinir sartlarini, yahut da sinir sartlarindan birini sajlamas) sarti aranir. Bu durumda
problemin ¢bziimii seride bilinmeyenler olarak yer alan ar, sabitierinin ¥, ler tarafindan
safflanmayan diferansiyel denklem ve/veya s sarilamim  safilayacak  sekilde
belirlenmesine indirgenir. Bu sabitlerin belirlenmesi ise (3.33) seri formundaki ¢Gzimin
sajlamas) gereken simir sartlarinds veya diferansiyel denklemde yerine koyulmasi suretiyle
elde edilen, ay, sabitlerine nazaran sonsuz bilinmeyenli sonsuz cebirsel denklemin ¢iziimii
ile gergeklestirilebilir. Genel halde nonlineer olan bu denklem takimimn goziimii, sonsuz
adet bilinmeyenden ve sonsuz adet denkiemden yeteri kadar biylik olmak Uzere ilk n adeti
alinarak, sayisal analizin bilinen metotlariyla gerceklestirilebilir [17],[18].

Daha Once belirtildigi Uzere incelemeye konu lineerlestirilmis simir deger
probleminin peryodik gizlimlerinin bulunmasinda 11k yaklagik gtizimde kullanilan (3.11)
formu ile x=1 deki simr gartinin saflatiimasinda gicliikler bulunmaktadir. Bu formdaki
¢iiziimiin x=1deki simr gartinda yerine koyulmasiyla Ay, Bm, Cm. Dm katsayilarina nazaran
ve her m deeri icin ayr1 ayr1 ve analitik olarak ¢bzlilebilen denklem takimlari ortaya
gikmamaktadir. Bununia birlikte (3.11) formunda ¢lizlim kabulll x=0 daki ve x=1 deki simr
sartlarinda dogrudan yerlestirilirse, simr defer problemlerinin seri metoduyla
gbzilmesindekine benzer olarak, her iki simr sarty igin sonsuz adet ancak birbirine bagh
lineer denklem takimlari bulunur. Biiylece peryodik coziimlerin genliflini belirleyen
katsayrlarin tayini bu denklemlerden hareketle ve ¢iziime iligkin yukarida belirtilen
yaklasimlar 1g101nda sayrsal olarak gerceklestirilebilir. Farkl bir yaklasim olan bdyle bir
metodun Kkullamimasiyla en kiigik kareler metodunun test edilebilmesi imkam da



28

dojmaktadir. (2.21) denklemini tam olarak sajlayan ve 1T nun 2n peryotlu peryodik
fonksiyonu olan agafidaki seriyi goz tiniine alalhim:

a(x,1)= i ( A,sinl%x + ans‘_lg‘ix) sinnt

as1
(3.34)
+ (C,singggx-r Dncosg-?.ix) cosnt
c
Seri seklindeki bu gdziim, (2.22a) sinir sartinda yerine konursa,
2 nl)y
- Jon"0 By - kg Dy - Gl — Ay =0
n=12,.. (3.35)
L Jgnzn§D,+knnoB,-GI,?—cQ£Cn =0
(2.23) simir sartinda yerine konursa
z (amcosmubnsinm‘t)ag ]
m=0
z - [( Ansinfl—nﬂl-r Bnoos?—qgl ) sinaT+ ( Cnsinﬂh Dncosgf—lgl ) cosnt ]
a1 c c c c
+ z m( -amsianbmoosmt)Q%O
m=0
> al( A,sinll{:ﬁu Bncosﬂ;l ) cosat- (C,sinﬂ;H D,cosﬂl ) sinnt ]
=1 <

+[1 i -mz(amcosm‘t+bmsinm‘[)0§+ i m ( - cp sinmT+ dy; cosmT ) Je@

2 p=0 m=1
(3.36)
i i( Ansinfi:gh Baoosi‘—?l ) sinnT+ ( C,sin?l-r Dxcos-n%o—l ) cosat ]
T3
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2 a0y a0 0 1y

+Gly 2. “L[( Ayoos—21- B,sin21 ) singt+ ( Cyoos21- Dysin™21) cosnt ]
=1 c c c

i m( -amsinm‘nbmcosm‘t)ﬂg- i ( ¢ cosmT + dy, sinm? )

m=0 n=1

D[ -

elde edilir. (3.36) ifadesi

cosmtoosnt:% [cos(m+n)T+ cos(n-m)T)
cosmtsinn‘t:%[sin(m+n)‘t+ sin (n-m )T ] 3.37)

sinmtsinn‘t:é[cos(m-n)‘t- cos(m+n)t]

tzdeglikleri kullamlarak diizenlenir, her harmonik terim igin katsayilar gruplandirihir ve
esitligin saf taraf ile mukayesesi yapihrsa An,Bp.Cn.Dn katsayrlarina nazaran lineer
inhomojen sonsuz sayide cebirsel denklem bulunur. Bu denklem sisteminin (3.35)
denklemleriyle birlikte giziniine ahinarak ciziimii neticesinde bilinmeyen katsayilarin
tayini say1sal analiz metotlariyla gergeklestirilebilir.

Bu metot da (2.22a) sinir gart yerine (2.22b) simr sartinin gbzéiniine alinmast
durumunda gsger1iligini korur. Bu durumda giziime ait sonsuz serinin katsayilardan 2n adeti
sifir olur ve (3.35) denkliemleri ortadan kalkar.
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3.4. Pertiirbasyon Metodu

Genel teori ve coziim melotlarimn  bulunmad®y nonlineer  sistemlerin
incelenmesinde modifiye edilmis gegitli yaklagimlarla kullamlan pertiirbasyon metotlar,
hareket denklemlerinin deflisken ve peryodik kalsayialh oldugu lineer sistemlerin
kararhinginin aragtiryimasinda da kendilerine uygulama buluriar ( Mesela[ 19,20]).

Fiziksel sistemlerin hareketlerine ail diferansiyel denklemier bir cok halde sabit
katsayihr Yineer terimlerle, bunlara nazaran kiigik mertebede olan dedigken katsayil lineer
ya da nonlineer lerimlerin toplamlar seklinde ifade edilebilirler. Pertlirbasyon terimleri
olarak nitelendirilen bu terimler kiigiik bir € parametresine bagdh olarak ifade edilirler ve
hareket denklemlerine ait goziimler bu parametrenin kuvvel serileri seklinde aramr.

Incelemeye konu olan linesrlestiriimis simr defer probleminin, x=1 deki simr
sartinds yer alan mekanizmanin mile indirgenmis kitlesel atalel momentini ve yiik
momentini temsil eden peryodik fonksiyonlar, pratikie gofu kez bir orlalama defer ve bunun
etrafindaki kiiglik mertebede bir dalgalanmadan oluguriar. x=1deki symr sartimn bu dzelligi
problemin ¢tizlimiinde pertiirbasyon metodunun kullammina imkan tanmimaktadr.
Pertiirbasyon metodunun ele alinan probleme uygulanmasinda daha tnce verilen metotlardan
farkli olarak, x=0 daki (2.22a) ve (2.22b) simr sartiyla verilen haller igin farkn
yaklagimlar yapma geredi stzkonusudur. Bu hususa ileride isaret edilecektir,

[k olarak, (2.21) denklemi ile birlikte (2.22b) ve (2.23) sinir sartlarin
gizGniine alalim, :

(2.23) simr gart) daha agik olarak

2 (8gcosmT+bygsinmt ) 0F a (1,1)+ 2 m( -ag sinmt+ by cosmt ) 0f o (1,1)

ms0 mn=l

-{i - 2(amm‘smt-H:omsinm'[)0%+ f m ( -y sinmT+dg cosmt)J@ (1,7)
2520 me]

+1

1 ”
+Glyay(11) =7 Zo m (- a sinm + by cosmt ) O - }:1 ( Cg COSIMIT + g, sinOT )
o= h=
(3.38)

seklinde yazilabilir. Pertiirbasyon terimlerine iligkin € parametresi, indirgenmis kiitlesel
otalet momentinin degisken deferinin sabit deferiyle kargilastiriimasi anlaminda,



£=— (3.39)

olarak tammlanir ve (3.38) ifadesi buna gdre diizenlenirse,

of 0f

0F o (1,7)+€ Do (1, 1)cost+c—a“(l 1) Z o COSIT +€ 0ty (1,T) 2 by, sinmt
mz2 4 m=1
0f

-cﬂoa,(l T )sinT- C—Ot,(l 1) 2 Mmay, sinmT + € —(—)ﬁa;(l 1) 2 mby cosmT
a4 m=2 | m=]

£ ?a(l,! JeosT-€ ga(l,t) i mzancosm-c ga(lﬂ) i mzbmsinmt

1 m=2 1 me=l
(3.40)

1 < X Gl,
+€—0(l,1) z m ( -y sinm? + dp cosmT ) + —9;0"(1’1)

a4 m=1
% $

--(»:Q%smtﬂ: n% 2 ma,, sinm?-€ — z mbyg cosmt
28y =2 281 pey

-t:—— Z ( cp cosmt + dp, sinmT )
& meq

elde edilir. ( a1 bulunmadign takdirde bir sonraki harmonige ait katsay1 alinabilir. )

Problemin € parametresine bajh olan ¢bziimini €nun kuvvet serisi geklinde
yazabiliriz,

0 (x,1)=0g(xX,1)+E£0y(x,T)+ € 0p(x,T)+... (3.41)

(3.41) gbziimii (2.21) denkleminde (2.22b) ve (3.40) simr sartlarinda yerine konur ve €
nun Uslerine gbre diizenlenirse, aiy, 1, @2 katsayr fonksiyonlari igin

azai _ & 3201
7‘@?

i=0,1,... (3.42)



32

o0 (x,1) _ .
- L=o_° i=0,1,... (3.43)
d%ap(x,1) Gl, dmp(x,1)|
T e w LT e
3%y (x,1) Gl dy(x,1)) dap(x,1)|  SEmy(x,1)
BEC AT T W Tt T Wl FR
(3.44.1)
[ ]
[ ]
d%0uy(x,1) f{g_aai(x.T)L Bao(x.T)L ag(x,1)
= =1; [ap(1,1), ,
a‘[z ol + %0‘2) ax 3 1 [00( ) o1 " a,tz el
. aai-l(X.T)L day.1(x,1)
..... L 05.4(1,1), ~ TR m.t]
(3.44.i)

diferansiyel denklemleri ve ssmr sartlar1 takimi bulunur. Burada f; ler i-1 e kadar olan
Qo 01,02, Q-1 fonksiyonlarimin, tiirevierinin ve Tnun  fonksiyonlarini gostermektedir.
(3.41) ciziimiinde yer alan biitiin katsay fonksiyoniari bu denklemlerden hareketie ardigik
olarak elde edilebilirler. op(x,1) yu, (3.42.0) denklemi, (3.43.0) ve (3.44.0) sinwr
sartlari alinarak elde edilen lineer simr deger problemini, degjiskenlere ayirma metoduyla
gizerek bulmak mimkiindiir. Bu gtiziim fiziksel olarak, i$ makinasimn bulundugu x=1
simrinda yiik momentinin bulunmadifh ve mekanizmaya ait degigken kiitiesel atalet momenti
yerine sabit ortalama deflerinin alinmaes1 halinde sistemin serbest titregimlerine kar$
gelir. Problemin partikiiler ¢iziimiinii hedefledigimizden, homojen giziimii bertaraf etmek
lizere Qg{x,1)=0 alinarak ciizlimler arastiriimalidir. € nun katsayisi @y(x,1), (3.42.1)
denklemi (3.43.1) ve (3.44.1) simr gartlar1 ahinarak elde edilen lineer ve inhomojen sinir
defer problemi gbziilerek bulunabilir. Bu simr defer problemi lineer ve inhomojen
oldufundan ¢izim, homojen ve partikiiler ¢bziimlerin toplamlari geklinde olacaktir.
ag(x,1) nunki ile ayni olan homojen giiziim bir terefe birekilirsa, @y (x,1) ¢dziimil yalnizca
inhomojen gtziimden ibaret olur. (3.40) ifadesinden giriildiigli gibi inhomojen terimler 1
nun mihtelif arglimanlarina sahip harmonikierden olusmektadir.  oy(x,t)inhomojen
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goziimii, harmonik giziim kabullinden hareketle elde edilen her-bir harmonige karg! gelen
gGziimlerin toplamlar: olarak bulunabilir. Bu sekilde elde edilen aq(x,1) nun x=1 igin aldifi

deferi (3.44.2) de saf tarafta yerine koyulursa inhomojen terimler de belirli hale gelir ve
biylece ardigik olarak Qo 01,07 katsay1 fonksiyonlar1 bulunabilirler. Cbziimiin bu sekilde

ardigik olarak elde edilmesinde (3.44) de yer alan ikinci denklemden sonra ortaya gikan
inhomojen lerimler T nun ¢esitli argimanlarina sahip harmonik fonksiyoniar ile

cosr1.cosr1 ve sinrt.sinrT garpimlar dolay1siyla ortaya gikan bir sabit terimden olugurlar.
Harmonik fonksiyoniara ait giziimlerin bulunmas) bir giigliik gostermez. Sabit {erime karg
gelen Gzlm ise q bir sabil olmak iizere gx geklindeki bir ¢oziim kabull ile kolayce
bulunabilir.

Pertiirbesyon melodunun (2.228) ve (2.22b) swr sartlart igin farkh
yaklagimlarla uygulanmas: zorunlulugu stzii gegen bu sabil terimden kaynaklanmektachr.
Zira (2.22a) simir sart1 stizkonusu oldugunda bu sabit terime kars: gelen goziim artik s ve q
birer sabil olmak iizere st+qx formunda olmak zorundadw. Bu durum problemin
lineerlestirilmesinde 6rgbriilen ve & min kiiglik meriebede olacafina iliskin kabulii gegersiz

kilar. Bu duruma yol agan st formundaki giziimler , deha baglangigta lineerlestirme siresinda

yapilan (2.6) doniigimiiniin yeniden degerlendirilmesini gereklirir. Milin ortalama agisal
hzimin, yiik momentinin ortalama dederine kars) gelen €, dan farkl1 ve sonradan tayin

edilecek bir parametre olarak segilmesi zorunlulugu ortaya gikar. Sozii edilen bu ortalama
agrsal hiz Q olsun. 1) Simdi (2.6) yerine

0(x,t)=0t+ @ (x.t) (3.45)

doniigtimii yapahm. (2.13) diferansiyel denklemi defismez. (2.14a) ssmir sarty yerine,
(2.3)ve (2.5) ten

Jp @ (0,6)+ k& (0,t)- GLa(0,t)=cu+k(0y-0) (3.46)

siir sarti elde edilir. (2.12) ise

.o & . 1] dM,,
() oz(l,t)+a-a L=m' Qo (Lt)+] XT L‘m. 024 'y L=m]u (Lt)
(3.47)

’ 1 dJ
+Gha(Le)= -5 EELzm' 0F- Mg(t)

1) Bu A ile Sekil 2.3 deki degisken  birbirine karigtirilmamahdir,



34

bigimini ahr. Q agisal hizin1 yiik momentinin ¢, ortalama degerine kar$: gelen ), civarinda

N=0g+eNy+& 0y +... (3.48)

seklinde serisine agalim. (2.15) doniisimu ile her iki simr sartindaki yiik momentine ait
ortalama defer ortadan kaldirihir ve Qt="1 defisken donlisimi yapilhirsa, artik @ lar Qg yi

gistermek izere diferansiyel denklem,

02000 (x,1) = F ag(%,1) (3.49)

sir gartlar ise

o g (0.1)+ k Qg (0,1)- GLoy(0,1)= k(€D +& 0y +...) (3.50)

ye
1 d2J d
TP (1,1)+ okl )flza,(l V) +5 dé‘)nz M'”( )]a(n)
(3.51)
+Glay(1,1)= -EEJ—(t—)Qz 'ﬁw(t)
olarak bulunur. Bu denklem ve simir gartlarinda
0% = 0F + 2050y £+ (08 +20505) .. (3.52)

oldugu dikkate ahinmak ve (3.51) sinir sart1 (3.40) ifadesinde oldugu gibi € parametresine
bagh olarak dizenlenmek suretiyle

[0F +2000, €+ (0 +2000,) 2 +...] 0pp(x,1) = POe(%,1)  (3.53)
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Jol OF +20504 £+ (08 +20,0) € +...] 055 (0,1)

+R( Qg+ 0y €40y Z4..)05(0,1) (3.54)

- Glyoy(0,1) = k(€01 + €0y +...)

(08 +20004 £+..) 0 (1,1)+ € ( OF +2050 €+...) 0 (1,1) cost

+e—(0%+20001 €+...) Qg (LT) Z ay COSMT

m=2

+€ (nﬁ+2nonl €+...) 0 (LT) 3 by sinmt

n={

-€(0F +2050y €+...) 0y (1,T) sinT

. —(n%+20001 €4..)0p(LT) S mig sinmt

n=2

+E€— (00+20001£+ )at(l‘t)Zmbmwsm‘t (3.55)
m=1

™

-(Qo+2.0001 €+...)@(1,1)cost

N

€-—(Q§+20001 £+...)a(l1) 2 m ancosm‘t
m=2

c——(Qﬁ+moQi €+..)a(1L1) Z m?by, sinm1

m=1
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1 & Gl
+€—a(L,1) 2 m( -cgsinmi+ dy cosmt )+ —2a(1,1)
al m=]1 %

; Qﬁ+20001 £+...) sinT+ 8——(Qﬂ+20001 £+...) z may, sinmT
m=2

—C—((lg+2().001 €+...) Zmbmoosm‘t C— z(cmoosm‘u dp, siomT )
m=i 4 m=t

yazilabilir. @(x,1) goziimiine ait (3.41) agihim gbzonine alimir (3.53), (3.54) ve (3.55)
ifadeleri € nun islerine gore diizenlenirse

Q%a?oz;,(x.r)_ czaag(x,‘[)

=0
1é ox
Pay(x,1) ,004(X,1) ¥a, (xt)
270X T) 200(0T)_ ;) g0, 00X D) o
% 012 ox %
(3.56)
o2y (x,1) dag(x,1) ooty (x,T)
Jy —————— kQy———— -Gl
of, Fr R M G ) M
d%ay(x,1) doy(x,1) oy (x,1)
2 1\ 10X, 1
Jop —p—t -Gl =k0
oo 912 x=0 % o1 x=0 ! 3x x=0 1
dap(x,1) g (x,T)
200Nl ——— -k
Dth 3 |4y N ko
[ ]

U 3.57)
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o1é

E&ML -0
¥=1 % ox =)

036201(1{,1)

N _(jl_,i)ozl(x,t)
ot

]l @ 0x

’

30g(x,T) L
«l

Ll =1; [ap(x, 1), P

azao(x,I)' ,
— 8‘[3- xgl‘OO:ol'T]

(3.58)

elde edilir. (3.57) ve (3.58) esitliklerinde yer alan inhomojen terimler bir onceki
iziimlerden gelen a(0,1), a(1,1) ve tiirevierinin yani sira Q0 nin agilimindan gelen Q,,
04,.. leride icermektedir. |1k adim olarak (3.56.0) denklemi (3.57.0) ve (3.58.0) simr
sartlar1 gozbnline alimrsa, Qp(x,T) ¢iziimiing karsihik gelen bu sinir defer probleminin,
bir ucunda asenkron elektrik motoru, diger ucunda kiitlesel atalet momentinin bilyiik1igi
mekanizmanin mile indirgenmig atalet momentinin ortalama degeri olan bir disk bulunmas:
halinde ortaya ¢ikan sistemin serbest titresimlerine iligkin simir deffer problemi oldugu
anlagihr. Lineerlestirilmis simr defer probleminin partikiiler ¢bziimiyle ilgili olmayan bu
problem bir yana birekilarak ap(x,1)=0 ahimir ve @q(x,1) yu elde etmek iizere (3.56.1)
denklemi,(3.57.1) ve (3.58.1) simir sartlarini ahinirsa, (3.56.1) de sa taraf ortadan
kalkar. (3.57.1) simir sartinda ise sa§ tarafta yalmzca -kQq terimi, (3.58.1) de saf
tarafta ise T nun cesitli argimanlarina sahip harmonik fonksiyonlar yer alir. Bu sekilde
ortaya giken ve ay(x,1) e iligkin simir defler probleminin lineer ve inhomojen oimas
gdolay1siyla, genel ¢biziimii homojen ve partikiiler ¢iiziimlerin toplamlar seklinde olacaktir.
ap(x,T) igin olanla aym yamdaki homojen giziimlar bir tarafa birakilirsa, partikiiler
ghzlim; (3.58.1) simr sartin1 sajlayan harmonik ¢bziim kablllerinden hareketle
bulunabilecek cbziimlerle, (3.57.1) simr sartim saflayan (-01/0,)1  formundaki
gozlimiin toplam1 geklinde olacaktir. Peryodik goziimlerin mevcudiyeti, bu formda
gbziimlerin bulunmamasim yani )1 in sifir olmasi gartini gerekli kilar. Bu sekilde gerek
a(x,1) gerekse 0 agylimindaki € nun katsayilarinin hesaplanmas) tamamlanmig olmaktadir.
a>(x,T) nun hesaplanmas) benzer sekilde gergeklestirilebilir. Yalmiz bundan farkl: olarak,
ay(x,T) nun (3.58.2) de sa] tarafta yerine koyulmesi sonucunda sabit bir terim ortaya
gikar. Bu durumda a2(x,T) va ait partikiler ¢bizlimde T nun muhtelif argiimanlarina sahip
harmonik ¢tzlimler yamnda st+gx formunda goziimler ortaye ¢ikar. Bdyle bir goziimiin
ortaya gikmamas), bagka kelimelerle s=0 olmas) gartindan, s in bajh oldufu Q2 nin
hesaplanmasi miimkUin olur, Pertlirbasyon agilimlarindaki diger katsayilarin bulunmasi bu
disiinceler 151g1nda ardigik olarak gerceklestirilebilir.



BOLUM 1Y

UYGULAMALAR VE SONUCLAR

Bu bbllimde, BOlUm || de elde edilen linearlestirilmis symr defer probleminin
gbzlimiine ydnelik olarak B&lum i1 de verilen metollarin uygulamalar: yapiimakiadir.
Uygulamalarda peryodik gevrimli mekanizmalar olarak, harmonik hareket mekanizmasi,
ylirek mekanizmasi ve krank biyel mekanizmas) ele alinmaktadir. Segilen peryodik gevrimli
mekanizmalarin ortak dzelligi mekanizmalara ait tahrik miline indirgsnmis kiitlesel atalet
momentlerinin analitik formiilasyoniarla elde edilebilmesidir. Bununla birlikte ¢bziim
metotlarimin  formilasyonu tamamen genel oldugundan her tdril mekanizma igin
uygulanabilirier.

Metotlardan En Kiiglik Kareler Mstodu ve Seri Metodu birinci ornek , Pertiirbasyon
Metodu ise ikinci ve diglincli rnek Uzerinde uygulanmigtir.
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4.1. Ornek 1. Harmonik Hareket Mekanizmasi
ls makinasina ait peryodik ¢evrimli mekanizmanin Harmonik Hareket Mekanizmas
olarak alindigh bu ornekte, tahrik milinin burulma titregimlerinin incelenmesine yonelik

olarak Seri metodu ve En Kiigiik Kareler Metodu kullamimistir.

Sekil 4.1, de Harmonik Hareket Mekanizmas sematik olarak goriiimektedir.

Sekil 4.1, Harmonik Hareket Mekanizmas:

Harmonik Hareket Mekanizmasinin tahrik miline indirgenmis kiitlesel atalet
momenti,

2 2
J(@) =], +m3r2+94i2r—-m-;—roos?.(p 4.1

seklindedir . BuradaJo, 2 nolu uzvun A noktasindan gegen mil eksenine gore kiitlesel atalet
momenti, m3 ve mg4 sirastyla 3 ve 4 nolu uzuviarin kutleleridir. (4.1) ifadesi

r2 re
ao=Jg+m3r2+m4T. a3=-9%— 4.2)

olmak Uzere,

1 (9) = g + 00529 (4.3)
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sekhinde yazilabilir. Siirtiinme kuvvetlerine esgeger yiik momenti ¢, olmak iizere (2.13)
denklemi, (2.12), (2.148) simir sartlart (2.15) dnligim{ sonucunda,

62(!‘ 32(11
FRE) 49
Jpla(0,1)+ky(0,t)-GLog(0,t) =0 4.5)
(s + agcos200gt) (L) + ( -2apsin20gt) Oglyy(1.t)
4.6)

+( ~28500209t ) OF (L )+ GLyog(1,t) = & 0f sin20pt

olarak bulunur. Bu ifadeler (2.20) degisken doniisiimii sonucunda @ lar Gig yi gistermek
Uzere agafidaki gibi yaz1labilirler.

2
Tr(x1)= on(x) @.7)

3508 0,0 (0,7)+k 0 @;(0,7)- GLyey(0,1) = 0 4.8)

(8 +800521) OF 0t (1,1)+( -2mpsin21 ) OF 0 (11)
4.9)

+( -28500521) Of 0(1,1)+ GLy0y(1,7) = 5,00 sindt

Harmonik Hareket Mekanizmasina ait simr defer probleminin en kigiik kareler
metodu ve seri metoduyla cﬁzmm\esinde, gbziim kebullerindeki terim sayiar artirilarak,
fark verilere sahip bir gok problem igin say1sal sonuglarin yakinsadig1 saptanmig, her iki
metotla ¢lizlimlinden elde edilen sayisal sonuglarin uyum igersinde olduklary goriiims,
sonuglarin grafiklere donligtiiriilmesinde st lste diigen efriler elde edilmig ve dolayisiyla

ayr1 ayr1 sskillere yer verilmemistir. Grafiklerds kullanilan diizglinsiizlik degeri ise
a(x,1)/ 0= as(x,1) olarak tanimlanmigtir.
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Mekanizmaya ait tahrik miline indirgenmig kitlesel atalet momentinde yeralan
degjisken Kismin tahrik motorunun bulundugu simirdaki dizglinsiizlige tesiri , Jekil 4.2. de
mekanizmanin bulundugu simirdaki dizglinsiizlige tesiri ise ekil 4.3. de yeralmaktadir.
Degisken kisimdaki artigin her iki swirda da dizglinsiizligin artigina neden oldugu
gorulmektedir.

Sekil 4.2. Kiitlesel atalet momentine ait dedisken kismin, motorun bulundugu
simirdaki diizglinsiizlige tesiri ( Q,=300rd/s, k=SNms/rd,

Jp=0.0155kgm2, D=0.03m, 1=0.6m, 8,=0.024kgm? )

Sekil 4.3. Kitlese! atalet momentine ait degisken kismin mekanizmanin
bulundugiu s1nirdaki diizgiinsiizliige tesiri ( Qy=300rd/s,

k=5Nms/rd, Jo=0.0155kgm2, D=0.03m, 1=0.6m, 8,=0.024kgm2)



42

Tehrik momenti karakteristiginin galisma bolgesindeki egiminin (k), milin tahrik
motorunun bulundugu simrdski diizgiinsiizliige tesiri Sekil 4.4. , mekanizmanin bulundugu
sinirdaki diizglinstizlUge tesiri Sekil 4.5. de yer almaktadhr. Egimin artisiyla birlikte
motorun bulundugu smrda dizgiinsiizligin azalmast ve milin bu ucunun adeta sabit hizla
donmesi sdizkonusudur. Buna karsg1 mekanizmanin bulundugu simirda dizgiinsiizliik degerinde
gnem1i bir farkl11k ortaya grtkmamaktadir.

Sekil 4.4. Tahrik momenti karakteristiginin, motorun bulundugu

simrdaki diizglinstizliige tesiri ( Qo=300rd/s, Jo=0.015Skgm2,
D=0.03m, 1=0.3m, 8,=0.024kgm2, ap=-0.004 )

&(Le)
= a (1)
Qﬂ 1
0.06
0.04 k=05
0,02 {
0 Qpt=1
m
~0.024
-0.04 k=50
-0.06
k = 500

-0.08

Sekil 4.5, Tahrik momenti karakteristiginin, mekanizmanin bulundugu
simrdaki diizgiinstizlige tesiri { =300rd/s, Jo=0.0155kgm?2,

D=0.03m, 1=0.3m, 8,=0.024kgm2, ap=-0.004 kgm?2 )
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Tehrik mili uzunlugunun milin tahrik motorunun bulundugu simrdaki
diizglinsiiz1iige tesiri Sekil 4.6. da, mekanizmanin bulundugu sinirdaki dizgiinsiizliide tesiri
Sekil 4.7. de yer almaktathr. Tahrik milinin kisa olmasi halinde milin rijit davrams
icersinde bulunmas1 dolayistyla milin tahrik motoru ve is makinasimin  bulundugu
sinirlarda diizginsizlik deferleri aym kalmakia, buna karg1 boyunun artigiyla birlikte
milin elastik davramsg gostermesi sonucunda bu degerler hem Kisa olmas) haline hem de
birbirlerine gbre farkhilasmaktadir.

G(0.t)

= Qg(0,7)

0.03

-0.02 4
-0.03+

Sekil 4.6. Tahrik mili boyunun motorun bulundugu simirdaki diizglinsiizliige
tesiri ( 0y=300rd/s, Jo=0.0155kgm2, k=S50Nms/rd, D=0.03m,

8,=0.024kgm2, ap=-0.004 kgm? )
(1)

0

= ag(L1)

Sekil 4.7. Tahrik mili boyunun mekanizmanin bulundugu simrdaki
diizginsiizliige tesiri { Q,=300rd/s, J,=0.0155kgm2, k=S50Nms/rd,

D=0.03m, 8,=0.024kgm?2, ap=-0.004 kgm? )
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Sekil 4.8. de ve Sekil 4.9. da mil dinme mzimin motor ve mekanizmanin bulundugu
simrlardaki dizgiinsiizlige etkileri molor karakteristigi efiminin farkhy deferleri igin
veriimistir. Sekillerden girlildigU gibi k nmin ok kiglik degerlerinde mil devir sayisimin,
bir ucunda motorun kiitlesel atalel momentine egdeder bir disk diger ucunda mekanizmamn
kiitless! atalel momentinin ortalama degerine esdeder bir disk bulunmasi halindeki slirekli
sistemin buruima litresimlerine ait tabii frekanslarden birincisinin (w1=1508 rad/s)
yaris) civarindaki defer lerinde diizglinsiizlik artmakta, rezonans ortaya gikmaktadir. K min
¢ok bilylik deferleri igin ise rezonans ; mil devir saysimin, bir ucu ankastre, diger ucunda
mekanizmanin ortalama deferine esdefer bir disk bulunmas) halindeki stirekli sistemin
burulma titresimlerine ait tabit frekanslardan birincisinin (wy 1= 944 rad/s) yaris ve
dirtte biri civarindaki degerlerinde sz konusu oimaktadir. Burada Uzellikle tabit frekansin
drite biri civarindaki rezonans olgusu dikkate defer bir dzellik tasimakiadir. Bu durumun
dedisken atalet momentinin ahinmadit incelemelerds ortaya gikarilmas) miimkin olmaz,
Peryodik katséyrh adi diferansiyel denklemlerde karasizlik bbilgelerinin ug noktalari sabit
katsayih denklemin tabii frekanslarimin iki katindan baglayarak ait katlary boyuncs
siralamriar, Genel halde incelemeye konu problemimizin x=1 deki swinir sartimin peryodik
ketsay'hr oldufunu ve defisken terimlerin sabit terimler yaminda kiiglk kaldim
hatirlarsak, elde edilen yukarideki sonuclarin bu hususlaria paratellik tasidvdimi goriiriiz.
Benzer sonuglar stirek)i sistem modeli stiz konusu oldugundan ikinci 1abit frekans igin de
saptanmighir, Bu sonuglar problemimizin ayirt edici belirgin zellikleri olarak kargimiza
¢ikmaktadir,

&(o,t)L
Qo max

0.4

0.35
0.3

|
]
|
|
I
0.25 :
:
}
|
i
i

0.2
0.15

0.1 / k=2
— /0\ ' K =20
0.05
0 etV gy Oolradis]
100 300 500 700 900

Sekil 4.8.  Tahrik mili devir say1sinin ve motor karakteristigi sabitinin motorun
bulundugu sinrdaki dilzglinsiizliige tesiri (J,=0.0155kgm?2,

D=0.03m, 8,=0.024kgm?, 8p=-0.004 kgm? , 1=0.3m )



Sekil 4.9. Tahrik mili devir say1simin ve motor karakteristigi sabitinin meka-
nizmanin bulundugu stmrdaki diizgiinsiizliige tesiri (Jo=0.0155kgm2,

D=0.03m, 8,=0.024kgm2, ap=-0.004 kgm? , 1=0.3m )
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4.2. Ornek 2. Yirek Mekanizmasi

Bu trnekte peryodik gevrim1i mekanizma olarak dogrusal hareket veren, topariakh,
santrik bir yiirek mekanizmas) gizbniine alinmighr (Sekil 4.10).

Sekil 4.10. Yiirek Mekanizmasi

Hareket diyagramimin beklemesiz olarak ongorildigl mekanizmada kalkig ve inig
edrileri adi sinoid geklindedir. Bu Brnekte tehrik milinin burulma titregimleri tahrik
motorunun bulundugu simir igin (2.14b) simr sarti gz online shinarak Pertlrbasyon
metodu ile incelenecektir.

Kalkig ve inig efrilerinin adi sinoid olmast durumunda dogrusal hareket veren uzvun
hareketi ve mekanizmanin mile indirgenmis kiitlesel atalet momenti, h maksimum ylikseime
veya strok, Joy yiirefin tahrik mili eksenine gbre kitlesel atalet momenti, m dofrusal

hareket yapan uzvun kiitlesi olmak lizere,

h
S(¢)=5(1-°°S¢)
(4.10)

J =), mhz_mhz 2
(9)= oy+—5 "5 20

@.11)
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kisaltmalariyla

J(9)=2-ac0s29 (4.12)

olarak yazilabilir. On gerilmenin bulundugu yay elemanina ait yay kuvveti, Fg, on gerilme
kuvveti, k yayin sertlik katsay1s1 olmak lzere,

Fy=-Fpp-ks(9) (4.13)
seklinde yazilabilir. (4.13) ifadesi tahrik miline indirgenerek, yiik momenti igin,
My(9)={Epn+ks(9)]s(9)/ 9 (4.14)

elde editir. Sirtlnme kuvvetleri, tahrik miline esdeger sabit bir Ms momenti ile temsil
edilirse, yik momenti igin

Q=M
h kh?
=Fp -+ — 4,
¢ =Fnz+— (4.15)
khé
d; = 5
olmak Uzere
My(9)= ¢ + dysing- dzsin2@ (4.16)

ifadesi bulunur. Tehrik motorunun bulundugu simir igin (2.14b) simir sarti gdziniine
ahimrsa; (2.15) doniigim{i sonucunda (2.16) denklemi, (2.17b) ve (2.18) sinir sartlar
igin,

%0y _ %oy
=% @17
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(0,t)=0 (4.18)

(9 -500200t ) & q(Lt)+ (2855in20t ) O O(Lt)
+ (23,08 cos20t + dycosOt - 2d;cos20gt ) g(L,t) (4.19)
+GLy0g(L,t) = - 5 Of sin2gt- dysinQyt+ dpsin2Ogt

yazilabilir. (2.20) defisken doniisimi sonucunda (4.17) denklemi, (4.18) ve (4.19)
simr sartlary; o Yar otg yi ghstermek lzere

&
Qe (x,1)= @-aﬂ(x,t) (4.20)
0 (0,1)=0 (4.21)

(% -#00521 ) Of @y (1,7)+ (285in21) OF 05(L,1)
+ (22,08 021 + dycost - 2d5c0521 )0 (1,1) (4.22)
+GLoy(L,1)=-2 05 sin21- dysinT+ dpsin21

olarak elde edilir. (4.22) simir sart1 ap/a,=€ olmak Uzere yeniden dlizenlenir,

a(x,1)=0p(x, 1)+ (x, 1)+ E U(x,T)+... (4.23)

kuvvet serisi yukarida veriler diferansiyel denklemde ve symr sartlarinda yerine konur
daha sonra € nun lislerine gire diizenlenirse,

0y ¢ oy

—_— = 1=0,1,2,... .24.1

P (%sz i=0,1,2 (4.24.1)

aai(lf.T)L _ . :
b =0 =02 (4.25.i)
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(1) ELM(“)L o
a‘[z Xzl %Q% ox =}

Fay(x1)| | G aa,(xt)L ) azao(xt) _2miaao(x,x)L
T =1 %0% ox =1 B x=1 o1 =1
2008210 (1,T)- ! oostag(lt)+262005210t (LT)

o B
dg . dp
1- sinT+ sin21
o TV P
3%0tp(x,1) _giaaz(xt)L - cosdt azu,(xt) _mmaul(x.t)L
B el LR P LI W
dy 2d,
200821 @4 (1,1)- ——cosT Q1 (1,T)+ ——cos2T Qs (1, T
COS 1( ) Q%az 1( f%agws i )
[ ]
® (4.26.1)
bulunur.

Problemin partikiler gozimU hedeflendiginden @o(x,1)=0 alimrsa,(4.26.1) de sad
tarafta yer alan {1k beg terim ortadan kalkar. Buna gire a1(x,t) igin diferansiyel denklem

ve simir gartlar,

62(11 _ & azozl
e “
oay(x,17)
o1 x=0 (4.28)
%y (x,1) Gl doy(x,1)|  dy d . .
T ol Qﬂ% P L‘l— n%azsm‘ti-(-l'fm) sin21 (429)
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olarak bulunur. Burada dikkate deger bir husus, at1(x,t) igin elde edilen yukaridaki simr
deger probleminin ( inhomojen terimler € ile garpiimak kaydiyla ), Boliim 111 de verilen ilk
yaklagik gzlime bzdes olmasidir,

a1(x,7) nun homojen gizlim{i bir yana birakihr, partikiiler ¢bziimii elde etmek
tizere (3.11) gBzlim kabuliinde agagidaki sekilde ilk iki harmonik gdzondne ahimr
ay(x.1)= ;ZY (Amsingl?‘iu Bmcosﬂcnﬁx ) sinm?

m=]
(4.30)

m m
+( Cmsin-—r—qu +Dip cos—!—lgx ) cosm1
c c

ve bu giziim kabuli (4.28) , (4.29) sinir gsartlarinda yerine konursa, gbziim kabuliinde
bilinmeyen olarak yer alan katsayilar

4 4
N -0t +=)
A11 = i , A12 = _.‘2%;__‘2._
511 512
Byy=0 , Byp=0 @31)

Cit=0 ., Cgp=0

Diy=0 ., Dgp=0

gseklinde bulunur. Buna gdre a1(x,T) icin gbziim; s11 ve s12 ler (3.13) den hessplanacak
biyuklukler olmak Uzere

20,

ay(x,1)= Ausing:ix sinT+ Ajgpsin——x sin21 4.32)
c

seklinde yazilabilir.
a1(x,1) nun (4.32) ifadesine bakarak genliklerin simrsiz artip artmayacagim

belirlemek miimkiindir. Bu ifadede katsayilarin paydalarinda bulunan sy ve s12 lerin sifir
oldudu Qo dederlerinde genlikler simrsiz artacaktir. s11, Dgin Sekil 3.1 de tgB ¢ ve k/Py

fonksiyonlarinin kesim noktalarindski degerlerinde, yani bir ucu ankastre diger ucunda &,
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sabit kiitlesel atalet momentine sahip bir disk bulunan milin burulma titregimlerinin 62
frekanslary olan Gx lars egit oldufunds sifir olmaktadir. s1o nin ise Qg W0 Qg=t/2

dederlerinde sifir oldugu gisterilebilir. Buna gore at1(x,1) igin genliklerin simrsiz artmas:

Qp n bu iKi degerinde sGzkonusu alacaktir.

a2(x,1) yu hesaplamak izere iizere (4.32) gfizlimiinin x=1 igin aldr deger

(4.26.2) de yerine konursa diferansiyel denklem ve simir sartlari olarak

azaz & 5202

T2 ﬂ%_axT

0az(x,1)
o1

=0
x=0

o20,(x,1 GlL, aa,(x,1
Tnlxl) |, T 20a(%1) )L = Gysint + Gy sin21
o g w% x|y,
+ G3sin31+ G4 sind1

elde edilir. Burada

A A A
- (. 2ty ) ha 20

O ” c 20y

SA13 dzA diA 2
n & 11)sin{131- 1A12 . 209

M TR ArRT

%hez, 2,

Qe " ¢

Gq=(-5A12+

dir. a2(x,1) nun partikiiler ¢iziimiinii elde etmek iizere

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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m0y m0y

4
oy (x,1)= z ( App Sin——x + Bap cOs——x ) sinm?
m=1 ¢ ¢

| 4.37)
+( Cmsmg?lu Dzloos?ﬁx ) cosmt
c
gbziim kabiili { 4.34) ve (4.35) syimr gartlarinda yerine konursa, katsayilar
Gy Gy Gg 2 Gy
A21=—Qﬁ : 1°‘zz>=-—Qﬁ , Ap= % v Agg= %
511 512 513 S14
Byy=0 , Bp=0, Bxp=0, By=0 (4.38)
Cpy=0, Cp=0, Cp=0, Cp=0
D=0, Dp=0, Dp=0, Dy=0
seklinde bulunur. Buna gbre ato(x,1):
oy(x,1)= &ﬁin—nﬂx sinT+ Azzsin?x sin2t
c
(4.39)
3 4
% Qox sind1

+ @Sin———x sin3T+ A24sin—
[+ c

seklinde yazilabilir.
ao(x,1) ya ait (4.39) ifedesine bakildifinda katsayilarin paydalarint sifir yapan

Q), degerlerinde genliklerin sinirsiz artacad goriliir. Bu durum katsayilarin paydalarinda
bulunan s11, $12, $13 Ve S14 lerin sifir oldudu assfidaki Q, degerlerinde ortaya gikacsktir,

=0 , p=x/2, Q=073 , =0/ (4.40)

Qo defler lerinde ortaya gikacaktir.



53

(4.23) serisinde daha yiiksek mertebeden terimlerin hesaplanmas durumunda ()
n daha baska deferleri igin de genliklerin simrsiz arimasy sbzkonusudur. Bu Qg

degier lerinin genel halde segilen mekanizmadan bajimsiz olarak

0g =& /n kn=1.2,... (4.41)

oldudu gisterilebilir. Bu durumds, peryodik gevrimli mekanizmamin mile indirgenmis

kiitlese] atalet momentine ait ( 2.1b) ve mile indirgenmis ylik momentine ait (2.9) ifadeleri
sonlu sayida terimden ibarel oisalar dshi Qg n @y larin alt katlarina esit deferler aimas

durumunda genliklerin sinirsiz artmas) sdzkonusudur.

Milin siirekli rejim durumundaki davramsim gosteren @ dinme ag1s1 ise ikinci
mertebeden giziime kadar olanlar) dikkate alinarak

_ M
Q(x,t)= Qt + ( --égn -é—l;l)
+ (% )(Ausing‘cix sinQyt+ Amsm-zrc-)'ix sin20yt )
@.42)

Q——:x sinQgt + Azzsin%%gx sin2Q)qt

& )
— A
+(£,0 )? (Agysin

+A23sin3—g'isinmot+ Ag.,sin%‘lsinmot)

seklinde yazilabilir.
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4.3. Ornek 3. Krank Biyel Mekanizmasi
Bu ornekte peryodik gevrimli mekanizma olarak krank biyel mekanizmasi gézoniine

alinmakta ve Pertiirbasyon metodu kullamimaktadir. Sekil 4.11. de bir krank biyel
mekanizmas1 sematik olarak girulmektedir.

Sekil 4.11. Krank Biyel Mekanizmas1

Mekanizmanin tahrik miline indirgenmig kiitlesel atalet momenti,

1 1
J(‘P)=Jk+mff2+(mp+mf)f2[i+i(%)zl

(4.43)
+ (my +§ )2 ~oosp- (m,+m>)—wszq» (my +§ )r? Zoos39- .

seklindedir. BuradaJg krank uzvunun A, noktasindan gegen mil eksenine gire kiitlesel atalet
momenti, mpA, mpB biyel uzvunun A ve B noktalarina esdeer olarek indirgenmis kiitieleri,
mp pistonun kiitlesi, r ve 1 sirasiyla krank ve biyelin uzuniukiaridir. (4.43) ifadesindeki

seride, atalet momentini iyi bir gekilde temsil etmesi bakimindan ilk {ig harmonik giziindne
ahnirsa,

g =Jg +mf 024 (my +mf )12 LTS

AN

ay = (mp+mf ) 2 i 4.44)
B 2

=~ (my ) =

olmak lizere,
J (@) =8g + 840050 + 830520 - 81 cOS3Q (4.45)
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yazilabilir. Sirtliinme kuvvellerine egdefer yik momenti ¢y olsun. Buna gore diferansiyel
denklem ve simir sartlar ( 3.45) doniisiimi ile

o _g¥a (4.46)
o
Jp 0(0,1)+k@(0,t)-GLa(0,1)=cy+k(Np-0) 4.47)
(7 +8ycosNt+ azcoslﬂt—alcos?af)t)&.(l,t)
-0 (8gsinNt+2a,sin20t-3asin30t ) a(Lt)
-5102 (8 cosQt + 4ayc0s20t - 9 cos30L ) (L) (4.48)

. 1
+GLa(Lt)= in2 ( 8 sinDt+ 2 sin2 0t - 3ay5in301 ) + ¢

olarak bulunur. O agisal hizimn (3.48) sgilimi gbzoniine ahmr, (2.15) doniisimii ile

(4.47) ve (4.48) siir sortlarindeki sirtiinme kuvvetlerine esdefer sabit yik momenti
ortadan kaldirihr ve Qi=1 doniisimi yspihirsa, artik @ lar @y yi gistermek iizere,

diferansiyel denklem ve simir sartlar,

(Dp+e0y+. P o (x,1)=F ag(x,1) (4.49)

Jo(Dp+e0y+. P o (0,1)+ k(N +€0y +.) 0 (0,1)-GLay(0,1)
(4.50)

=-k(801+t202+..)
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(a9 +a3c0ST+ayc052T-81c0s3T) (g +€0y + ..)zan( L1)

- (g +€Qy +..)% (asint + 2apsin21- 3agsin31 ) 0g (1,1)
(4.51)

1
"3 (OQp+el)y + ..)2 (ag cosT + 4aycos21-9a3cos3t ) (1, 7)
. 1
+GLa(L1)= 5(0g+£0y+ ) (aysint + 26, sin21 - 3a, sin31)

seklinde yazilabilir. a(x,1) ¢bziimiinin (3.41) agpihminda €=a1/a, olarak tammiamr,
diferansiyel denklem ve sinir gartlari € nun Uslerine gbre diizenlenirse

ﬂ%a?-ozo(x 1) czaozo(x 1)

oz w0
o%ay(x,1) ,004(X,T) d%ap(x,1) )
0f— - = 20— (4.52.4)
2
0%33(1:‘([21,‘[)_62602(];{,‘[):.200 azal(x ) (()2 2()00 )6 (Io(x ‘[)
[ )
[ ]

d2g(x,1) ac'IJ(X 1) aag(x ‘[)L
L L

220 ( x,1 day(x,1 aa 1
o, 1(x )L.o+ 1(x ) 1(x )L.o

o12

30 (x,1 )L 0 dap(x,1 )L
=0 1 =0

KO- 20— a
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2, (X, T)L aofz(x,T)L a0’2(’”)L _

62011( X, )L

- Jo( 0f + 200 0p)—

2
10y g0p0 9 ozo(x 1)L

=0

o0y (%,1T) oqg(x,T)
* Ql 01 L:U k Qz at =0
(4.53.1)

dag(x,1) GIPBGO(X,T)L _
of ot L=1+_9; ox -1_0

3%ay(x,1) Glraozi(x,‘t)L y o%ag(x,1)
n% 912 L=1 * ;— ox =1 - -200 01 912 =1

d20p(x,1) _az_ﬂﬁmma?ao(x,t) ”%mmazag(x,t)l,
=1

2
- 1 L 4
oSt —s 1 ., & T2 Y]

+ Q%sin‘t

8ty (x,1) +2a2(%sinztaa°(x’t) ~3Q%sin3‘taa0(x't)
ot k-1 7 L 0T |y=1

2
+%Q§cos‘tao(l,‘[)+ azﬂ‘z‘ooszwo(l,t)-gnﬁcosuao(l,t)
a

—Qﬁsmt + aza—(%sml‘t - —Qosm3r
1
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oy (x,1) Gl day(x,1) azao(x.I)L
20712 2 _. e A
T L-1+ g & L=1 BT =1

% %o (x,1) 0%0g(x,T)
20504 —cos2T———— 20404 c0S3T———7F—
Qg 1aloos P =1+ 05 Q4 cos Y "

(042050701

aza (x.1)] @08 o%uy(x,1) 0y (x,1)
2 051 ) 1
- Of cos —a L=1 ” cos21 v =1+ 050083‘[———6‘[2 "
2000, 62011(x 1)L |
. 00p(x,T) & ., 00(X,T) . . 00g(x,7)
+ 20y 0y sinT e L{=1+4ﬂoﬂxasm2‘tTLl- 60y Q4 5in31 3 L=1
+ sz 22T +2azf%sin2‘raa1(x'1)[‘ -3rz§smszaa‘(x’”L
0T k=1 & ot =1 o1 =1

+ Qg QycosT (1,7 ) + 400y :2—100521 (1T )- 90 Dy cos3T og(1,1)

1 9
+ 5Qﬁcos't oy(LT)+ zsalzn‘z’ooszt oy (LT)- iﬂ%oos?n ay(1,1)
ol

2
+ OOy sinrt + =2 09 O sin21 - 30 Oy sindT
8
@4.54.)

elde edilir. Coziimiin ardisik olarak elde edilecei bu ifadelerden ilk olarak o(x,1) ele

alimrsa, buna kars gelen (4.52.0) denkiemi (4.53.0) ve (4.54.0) simr sartlarimin; bir
ucunda asenkron elektrik motoru, diger ucunda &, sabit kiitlesel atalet momentine sahip bir

disk bulunan milin serbest burulma titregimlerine ait simr defer problemi oldugu
anlegihr. Problemin partikiiler gizimiinl esas almak lizere ate(x,1)=0 alimrsa o (x,1)

igin diferansiyel denklem ve symir gartlar,
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0 (4.55)

3%y (x,1) oy (x,1)
o o & e

o2y (x,1 )L 3oy (x,1 )L oy (x,1 )L ~

0%y (x,1 Gl do( x, 1 3
ng ®y(x,7) +—2 oy (x,7) = -Qﬁsini + zn_ﬁsi(ﬂ‘[ -—QgsinB‘[ 4.57)
M by 8 X ey 2 3y 2

seklinde bulunur. orq(x,1) nun partikiiler ¢dzimii igin, (4.55) diferansiyel denklemini,
(4.56) sinwr sartimn homojen kismini ve (4.57) simr sartim inhomojen terimlerle
seflayan (3.11) ¢bzlim kabullindeki ilk {ic terimin toplamiyla; yine (4.55) diferansiyel

denklemini safilayan ve bu kez (4.56) simr sartin1 inhomojen, (4.57) simir gartin ise
homojen olarak sajlayan st formundaki ¢zlimiin toplamlarini gbzoniine alalim:

m0y

3 m0y
ay(x,1)= > (Amsin—c—x+ B;mwsTx)sinm‘t
m=]

(4.58)

m m
+ (Cmsin—ggx-k Dmcos—&x)oosm‘t + 5T
c c

Bu ciziimde yer alan bilinmeyen sabitler Aim,B1m.Cim.D1m ler ve s 1 hesaplamak
tzere (4.58) ¢ziim kabulli simir sartlarinda yerine konursa, s igin

§=— 4.59)

bulunur. (4.58) gbzimiiniin peryodik olabilmebi igin st formunda gtizlimlerin bulunmamas
gerekmektedir. Bu ise Q1 in sifir olmasini gerektirir.

a1(x,7) igin, (4.55) diferansiyel denklemi ile artik homojen olan (4.56) simr
sartt ve (4.57) simir sartindan olusan sinir defer problemi ele ahimirsa (inhomojen
terimler € ile garprimak kaydiyla) bunun Bollim I1! de ilk yaklaik goziim igin verilen (3.8)

denklemi (3.9a) ve (3.10) simr sartlarwyla 6zdes oldugu gorilir. (4.58) gbziimiinde
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bilinmeyen olarak yer alan katsayilar tayin etmek izere bu gtizim homojen (4. 56) simr
sarty ile (4.57) siir sartinda yerine konursa

-——(JoGI 521 1293511 K202syy)

Ay =
(51130 Q% - Sz1G1r LR+ 52, K202
2 2 3
-‘-‘—" ( -Gzﬁ‘ﬁsn +Jy Gl ﬁsn)
By =
(113004 - leGIp =R+ 2, k20,2
a] R}
Con = T(‘Glpk'clsﬁ)
11~ [V »
(51130 0 - 521 Gl =2 P + 55 K20
R} . . A3
D = T GI,k—c—Su
11 =

(s119p0% -521%%)2+ s3, k202

"“" (3G}, m"szz 1612 Ofsyz - 4208 s12)

Aqs =
. (43121005 - szzGI!—"'—)z +4s%,k202
"“° (- 6212““" 0 0 +Jg Gl,s-ﬁsu)
B =
?- (45121(](% -522 GIP ——e~)2 + 4S§2k2002
u o)
Cio =

(4s1pJp 02 - szam?_)zm:? k20,2
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(451239 0% - SzzGlr—)2 45, k2092

”2“" oRl

Dy =

sni 203 .
—+ (JpGly— 523 - 81320543 - 96202 543)

(951370 0F - 525GYy -;3)2 + 95, k20042

A=

an? on? 2703

——20 ( -Gzlg _320 S23 +Jg GIP < 0 513)
N

(9513.]0 Q% - 523 GIP ~-—‘=—0)2 + 95%31(2002

By3 =

30 on?
0 (- Glp 0523)

(95197008 °stGI ——)2 + 953, k2000

Ciz =

2
mo Glpk—slg

(9513300% —st% Mo 2 1 952, k202

(4.60)

elde edilir.

@2(x,1) yu hesaplamak Uzere a¢1(x,T) nun x=1igin aldig deger (4.54.2) de yerine
konulursa, ilgili diferansiyel denklem ve sinir sartiari:

32013 (%,T) ,0%i5(x,T)
of 7 -& sz =0 4.61)

20z ( X, d0z( X, d0z( x,
T R
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2_3202(1{,'[ )L R g_llaaz(x,’t)
=1

_ 2 : 2
P ax Ll = HgN§ + GIQ%smI +HyOfcost

+ Gzﬂgsinlt +Hzﬂﬁoo52‘[ + GgQ%sin:&I +H30%cos31+ G4Q%sin41 +H4Q%oos4t

+ Gy O3 5inST + Hy DB cosS1+ GgNEsin6T + Hg O3 cos6t (4.63)

olarak elde edilir. (4.63) simr sartinda bulunan inhomojen terimlerin katsayilar

2 3
Ay =Ausin%l o Aggs = Aizsin-?l , Ay =A138in-%ql

0 20, 304
Bige =Byyoos—1 . Byg =Bygoos—=1 , Bz =Bygoos—1

(4.64)
3
Cigs = Cnsin%l , Cyps = Cnsing'-n;l , Cigg= Cmsin——?gl
2 3
Dyye =Ducosr—::il » Dize =D13ws—fcﬁl v Dige =D13ws-£l°-l
[+
Ve
Eyy =Ay45+Byge . Fiy =Cyis + Dyye
Egz =Aga; +Byay . Fiz =Cyas +Dyze (4.65)

Efg =Ay3; +B1a; . Fi3 =Cyag + Dygy

olmak Uzere
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) 9 1
Hp = =Fp--F3 +-F
0 a 12 413+4 1
10 & Sa
Gy = —FEyp - = —~E
1 4 12 28 11+2a 13

) )
Hy = = Fjy + —F
1 724 “+2a1 13
10 13
Gy = —Eyy + —E
2= 7h1+7Es
H —13F
2=7h8
13 Say
Gz = —Ey3 + —E
3= 12+2a1 11
13 Say
Hy = —Fj3 + —F
3= 1z+2 11

Say 17
Gq = —E13 + —-Eiz 7w En

=—Fxs+—sz-—Fu

17a2
Hs = ——Fxs-~512

45
Gs—-—Em
5
Hg = -—
6 4F13

seklindedir. ao(x,T) ya ait simir defier probleminde & 4(x,T) dan farkli olarak (4.63) simr

sartindaki inhomojen terimler arasinda sabit bir terim yer almaktadir. Bu nedenle ap(x,1)
nun partikiiler ¢ozlim igin

Q(X,1)= %(Az,nsm %

——x+ Bchos—ng ) sinm?
m=1
(4.67)
+( Cznsinﬂ?ix\« Dzncosfzn-gx ) cosmT +ST +gx

(4.66)
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seklinde bir giziim kabulil diglinilmelidir. Bu ¢Bzlim kabuli (4.62) ve (4.63) simr
sartlarinda yerine konursa s ve g igin

skQq - Glyq = - k()
(4.68)
GI
P
—2q=Hy0f
2
esitiikleri bulunur. Peryodik ¢iziimler igin s sabitinin s1fir olmas1 gerektigi gbzoniine
ahinarak (4.68) den
) agHo O
Gl,
4.69)
H
5 gl l:ng

bulunur. A2m.B2m.Com Ve Do, katsayilar ise

m°03
Agg =-1G5 08 (3,0, ~ S -Bom'0fs1n -t 0fsyn)

m?
+HnQ%G1Pk—%s2m] [ (51 Jom?0% - sszlP———)z % Km0g? |

m3
by —5—Sm +JoGl -———Sm)

2
+ Hnﬂg - Gl,km—cn—%-sm ) [(slmjomzf)% ‘SZnGI’m—c%)z*'S%nkzmz%z ]

m=1.2,..6 (4.70)
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m?
stzn Bm'0siy - ¥m?0dssy)

Com =- [ Ha Of (JoG,

mé

+ G 0f (- Glyk—"520)] [ (s1a Jom’0f - 52051 —)+sink2

m?04 308

=-[Ha0f ( Gzlz 33 S +h Ol

Sim)

+ Gy Of Gl,km?%sm]: [(stomzoﬁ-smal,%"i)%simkzmz%z ]

olarak bulunur.
Milin slirekli rejim halindeki davramigim veren @ donme agis1 ikinci mertebeden

¢tziime kadar olanlar dikkate alinarak

2 s Ho 0

Px0)= (B 2=t (g °°1)+'“H°“%

X

+( | ) i (Amsinﬂx-r Bmcosﬂx)sinmﬂgt
4 msi Y c
+ (Cmsing?“ Dmoosgx ) cosmflgt ] 4.71)

+ ( = ¢ [i (AmmﬂlH anwsﬂx)smmmt

mu}

+( %sin%x + %mwsgx ) cosm{)yt ]

seklinde yaz1labilir.

Sekil 4.12, ekil 4.13 ve Sekil 4.14 de  molor karakleristigi sabitinin farkh
defierleri igin nominal mil devir sayisi ), & bajh olarek mil devir sayisindaki sapmay)

gosteren €20), nin defigimi gdsterilmistir. Goriildigl gibi €202 nin mutlek deteri 0, la
artmaktadir, Ayrica bu degerin k parametresinin artmas halinde azaldi§y goriimektedir. Bu
fiziksel olarak beklenen bir sonugtur.



66

0, [rad /5]
75 100 125 150 175

Sekil 4.12. Nominal mil devir sayisindan sapma ( Jg=0.0022kgm2,mpA=0.9kg,
mpB=0.3kg, mp=0.5kg, r=0.04m, lpiy=0.22m, D=0.04m, 1=0.6m,
Jo=0.003kgm?)

£20,[rad/s]

100 200 300 400 °00
0 1

-0.0005 -
-0.001 -
-0.0015 1
-0.002 +
-0.0025 +
-0.003
-0.0035 ¢
-0.004 +

Sekil 4.13. Nominal mil devir say1sindan sapma ( Jx=0.0022kgm2,mpA=0.9kg,
mpB=0.3kg, mp=0.5kg, r=0.04m, lyiy=0.22m, D=0.04m, 1=0.6m,
Jo=0.003kgm?2)



0, [rad/s)
100 200 300 400 500

600
Own + : : 1 QOq[rad/s}
-0.00001 4 —t\‘\‘

-0.00002 -
-0.00003 1
-0.00004 -
-0.00005 ¢
-0.00006 +
-0.00007
-0.00008 -

e

J-

4

k=1000

Sekil 4.14. Nominal mil devir say1sindan sapma ( Jx=0.0022kgm2,m,A=0.9kg,
mpB=0.3kg, mp=0.5kg, r=0.04m, lpjy=0.22m, D=0.04m, 1=0.6m ,
Jo=0.003kgm2)



4.4. Sonuglar

Kuvvet ve ls makinalarim bafjlayan millerin burulma titresimlerinin siirek}i
sistem modeliyle incelendidi bu galigmada, matematik modelleme sonucunda klasik simr
sarilarindan farkh yapida bir simr de§er problemi elde edilmig, problemin; sistemin
stirekli rejim durumuna karst gelen peryodik gbzlimleri arastirilmig, bu emaca yonelik
olarak U¢ farkh ¢dzim ydntemi probleme uyarlanmis ve bu metotlar Ug farkl ornek
lizerinds uygulanmigtir. Ayrica sistemin * 1k yaklagik gtiziim * olarak adlandirilan bir bagka
matematik maodeli verilmig ve bu modelin analitik gbziimleri elde edilmistir.

Sistemin siirekli rejim halindeki davramsimi incelemek lzere, Seri metodu ve En
kiglk kareler metodu olarak uyarlanan metotlarin birbirleriyle uyumu birinci ornek
iizerinde gbrilmusgtir. Pertirbasyon metodu yapisal olarak bu iki metotdan ayrilmaktadir,
Metodun dnemli bir farkhnhdr  milin nominal donme hizimin sonradan belirlenecek bir

parametre olarek segilmesidir.  Pertiirbasyon melodunun Ugiincli drnek (izerinde
uygulanmas) sonucunda milin £} ortalama agisal hzina ait seri agimminda €04 teriminin

yer almadi, €207 teriminin ise gok kiigiik mertebelerde kaldigh saplanmigtir. Bu nedenle
milin nominal dénme mz21 ) min sonradan belirlenecek bir parametre olarak segilmesi
yerine diger melotlarda oldugu gibi ssbil yiike kar$1 gelen ), defleri olarak alinmas
durumunda oriaya gikan hatamin ihmal edilebilir oldufu sbylenebilir. Bunun yaninda bu
metot esas itibariyle sistemin rezonans kogullarina 11k tulmak amaciyla kullaniimigtir.

Genel olarak belirimek gerekirse, tahrik molorunun 6zelligi dolayrsiyla milin
buruima titregimlerinin kararh olacafim stiylemek miimkiindir. Bununia birlikte, tahrik
mili devir sayisimn belirli dederleri ve tahrik momenti karakleristigi efiminin gok biylik
oldugu ektrem halde alt harmonik rezonanslarinin ortaya gikmass stizkonusudur. zelikle
pertiirbasyon metoduyla yapilan incelemelerde belirlendi§i iizere, mil devir sayisimn
nominal deferinde pratikie arzu edilmeyen dalgalanmalarin ortays ¢ikmamasinda motor
karakteristigi e§iminin segimi nem kazanmakia ve Gzellikle efimin biiylk oldugu sert
motor segimi gerekmektedir. Sert motor segimi bir yandan bu istefe cevap verirken bir
yandan da sistemin, milin belirli nominal devir sayilarinda rezonansa girebilecek bir
tizellik kazanmasing zemin hazirlamaktadir. Bu hususun dizayn asamasinda dikkate alinmast
onem arzetmektedir, ‘
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CONTINUE
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CONT INUE
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