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Bridge Regresyon, y >1 kosulu ile Z‘ p j‘y penalty (ceza) fonksiyonu, cezali

regresyonun 6zel tiriidiir. Bridge tahmin edicisi; y =1 i¢in atis metodu ya da y >1
icin diizeltilmis Newton-Raphson metodu ile cezali skor denklemlerinin ¢oziilmesi
sonucu elde edilir. Bridge tahmin edici, yanlilig1 biraz goézden ¢ikarma ile kiigiik
varyanslar verir ve boOylece dogrusal regresyon modelinde mevcut agiklayici
degiskenler arasinda iligski oldugunda, kiigiik hata kareler ortalamasi ve kiigiik hata
tahmini elde edilir.

Cezalandirma kavrami; ortak likelihood fonksiyonlarinin olusuna ragmen,
cezalandirmanin uygulanmasini saglarken, cezali skor denklemleri ile genellestirilir.
Cezalandirma, genellestirilmis lineer modeller (GLM) ve genellestirilmis tahmin
denklemlerinden (GEE) sonra uygulanir.

Ceza parametresi y ve diizen (ayar) parametresi A; genellestirilmis ¢apraz
gecerlilik testi (GCV) ile secilir. Yari-GCV; cezali genellestirilmis tahmin
denklemleri i¢in parametre segmeye gelistirilir.

Anahtar Kelimeler: Bridge Regresyon, Cezali Genellestirilmis Tahmin
Denklemleri, LASSO, Ridge regresyon
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Bridge regression, a special type of penalized regression of a penalty function
Z‘ p j‘y with » >1 is considered. The Bridge estimator is obtained by solving the

penalized score equations via the modified Newton-Raphson method for y >1 or the
Shooting method for y =1. The Bridge estimator yields small variance with a little

sacrifice of bias. And thus achieves small mean squared error and small prediction
error when collinearity is present among regressors in a linear regression model.

The concept of penalization is generalized via the penalized score equations,
which allow the implementation of penalization regardless of the existence of joint
likelihood functions. Penalization is then applied to generalized linear models and
generalized estimating equations (GEE).

The penalty parameter y and the tuning parameter A are selected via the

generalized cross-validation (GCV). A quasi-GCV is developed to select the
parameters for the penalized GEE.

Key Words: Bridge regression, LASSO, Ridge regression, Penalized Generalized
Estimating Equations
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1. GIRIS Isil FIDANOGLU

1. GIRiS

1.1. Giris

Halk sagligi c¢aligmalarinda ya da birgcok uygulamali bilim dalinda
arastirmacilar, yanit (response) degiskenler ve agiklayici degiskenler arasindaki
iliskilerle ilgilenirler. Ornegin gogiis kanseri ¢alismasinda, niifusta kanser artisindaki
olasiligin hastanin dieti, yasi, boyu ve agirligi gibi bazi potansiyel risk faktorlerine
bagli olup olmadigini bilmek isterler.

Istatistiksel analizlerin amac1, meydana gelen olaya énemli katkida bulunmasi
nedeniyle risk faktorlerini belirlemektir. Cok nadir, olasilik teorisi ve istatistiksel
modelleme merkezli olan analiz, regresyon dedigimiz istatistiksel siire¢ boyunca
yiiriitiiliir. Regresyon analizi, risk faktorlerinin bulunmasi i¢in bilgi saglar ve boylece
bilimsel kararlar alarak arastirmacilara yardimci olur.

Bazi ¢alismalarda agiklayict degiskenlerde dogrusal iliski mevcuttur, bazilari
digerlerine dogrusal olarak baghdir. Buna igiliski denir. Aciklayict degiskenler
arasindaki igiligskinin varlig1 regresyon modellerinde genis varyasyona ve belirsizlige
neden oldugundan, model parametrelerinin tahmini bilyiik varyansa sahip olur ve
model iizerindeki Oontahmin ¢ok zayif olur. Bu yiizden modeller arastirmacilarin
ihtiyaclarina uygun olmaz.

Bu tezde igiligki problemi arastirilmis ve istatistiksel metot olan Bridge
cezalandirma teknigi nerilmistir. Ayrica istatistiksel simiilasyonlar gosterilmis ve bu

metot tahmin ve 6ngdrii bakimindan iyi ¢caligsmstir.

1.2. Daraltict Modellerde Baz1 Temel Bilgiler

y=XpB+e¢ (1.1)

lineer regresyon modelini diisiinelim. Burada, y; nx1 tipinde rasgele yanitlar

vektorii, X; nxp tipinde tasarirm matrisi, f; px1 tipinde regresyon
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parametrelerinin vektorii, € ; nx1 tipinde rasgele hatalar vektorii €~ iid (N (05 (72))

dir. Amacimiz; (1.1) nolu modeldeki £ ’y1 tahmin etmektir. Bunun i¢in

RSS=(y-XpB) (y-XpB) =¢"¢

kareler toplami kullanilir ve minimum yapan £ bulunur. £ ’nin en kiigiik kareler

tahmin edicisi

ﬁOLS = (XTX)_I X'y

ve
Var(,@om) = (XTX)i1 o’

dir. Yani herhangi bir lineer yansiz tahmin edici ,@ icing

p=ay . EB=B  ve  Var(B)<Var(p)

dir. Bu nedenle ,BOLS; Gauss-Markov kosullar1 altinda en iyi lineer yansiz tahmin

edicidir (BLUE). Ancak yansizlik ve minimum varyans ﬁOLS icin her zaman yeterli
degildir.

1. Regresyon matrisi X tam rankli degilse, tahmin edici tek degildir. Aslinda hata
kareler toplamini minimum yapan pek ¢ok tahmin edici vardir.

2. Regresyon matrisi X’de yaklasik igiliski problemi varsa EKK tahmin edici yine
yansizdir fakat Var ( ﬁom) = (X X )71 o’ varyanst biiyiik olur.

Hata kareler ortalamasi (MSE)
MSE = E[(}é_ﬂ)T(l[;_ﬂ)} =2 {[bias(ﬂj)]z "'Va’"(/éf)} =2 {Var(ﬁ’j)}

dir. Ornegin iki agiklayici degiskenli basit regresyon problemini diisiinelim.

y=px+p5x,+¢e
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Buradaki ¢~N(0;0”) dagilimina sahiptir. Regresorler arasi iciliskinin etkilerini

ornekte gosterelim. Kolaylik i¢in x, =0, |x jH =1, j=1,2 ve o’ =1 ile regresyon

vektorleri x, ve x,’yi standartlastirtyoruz. Orneklem korelasyon katsayist » = x,'x,

T x'x o x'x, 1 r
xx=| N
X, X, X, X, ro1

A A AT
dir. Boylelikle g, = ( B ,6’2) tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisi

veE

SR
Ve

Var Aj):ﬁ,j:l,Z

dir. x, ve x, agiklayici degiskenleri iligkisiz ise, yani » =0 ise, Var( ,3]) =1 fakat x,
ve x, iligkili ise Var( ,@ j) cok bilyiik olacaktir. Ornegin r=0.95 icin

Var(B,)=10.26 drr.

Tablo 1.1. Korelasyon katsayilari ile artan varyans

r 0 0.3 0.5 0.7 | 0.95

Var(B,)| 1.00 | 110 | 133 | 1.96 | 10.26

Hata kareler ortalamasi tahminin dogrulugunu yansittigindan, biiyiik MSE
kotii tahmin anlamina gelir. X ’te igiliski varsa, ﬁOLS ’ye dayali 6ntahmin ¢ok kotii

performans verecektir. Ornegin 2 agiklayict degiskenli ontahmin hata kareler
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ortalamasii (PSE) diislinelim. OLS tahmin edicisi ﬁ’ ile (x*T,y*) gibi keyfi bir

noktada ontahmin hatasinin beklenen degeri

E(PSE)=E(y’ —x"Tﬁ)2

E(X*Tﬂ—i—&‘* —x*T,@)2

=0’ + Var(x*T,@) + [bias (x*TﬁA’)T

=o? [l+x*T (XTX)il x*}

olur. Buradaki &°; &ntahmin noktasindaki rasgele hata, o”; rasgele hatalarin
varyansidir. Boylece PSE degeri x~ vektdriiniin konumuna baglidir.

Ozel olarak yiiksek iciligkili X"X =diag(1 0.001) alalim.

E(PSE) =0 [ 1+ +1000x,> | “dir. || «max {1,

x, ‘} ise hatanin Ontahmini

yeterlidir. Aksi halde yiiksek igiliski yiiziinden x, ’nin faktorii bilyiik olgiide

sigirilmigtir.  Coklu iciliski, Hoerl ve Kennard (1970a,b), Lawson ve Hansen
(1974), Seber (1977), Sen ve Srivastava (1990), Frank ve Friedman (1993), Hocking
(1996)°de detayl olarak incelenmistir.

1.3. Biiziicii Regresyon Tahminleri

1.3.1. LASSO ve Ridge Regresyon Tahminleri

LASSO ve Ridge regresyon, tahminleri dengeledigi i¢in “Biiziilme
Modelleri” olarak adlandirilirlar. LASSO ve Ridge regresyon farkli cezalandirma
kullanirlar.

y = X[+ ¢ lineer regresyon modeli i¢in her bir bilesen
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,BO+Zxﬂ +e,, i=1,2,...,n

olsun. Tibshirani (1996) En Kiigiik Mutlak Biiziilme ve Operatér Se¢imini (LASSO,
Least Absolute Shrinkage And Selection Operator);

2|8| <t kosulile  min(y-Xp) (y-Xp)

olarak vermistir. LASSO, EKK tahmin edicisi ﬁOLS ’yi sifira biizebilir ve bdylece
bazi j degerleri i¢in ﬁj =0 olabilir.

LASSO regresyonun amag fonksiyonu

171

z(y, . le,ﬂ]

i=l1

ﬁj ‘ — min
j:l

C(t), t ’ye bagli ve j ’den bagimsiz pozitif bir sabit olmak tizere, Tibshirani (1996)

ortonormal X matrisi i¢in LASSO tahmin edicisini

+
C(t)) =12.p

p(j) _ () ( /)
lajwo = sign OJLS)(‘ OJLS

olarak vermistir. ¢ parametresi genellestirilmis ¢apraz gegerlilik testi (GCV) ile
optimize edilir. LASSO sadece 0’a biizen degil, ayn1 zamanda iyi tahmin sagladigi
da simiilasyon c¢aligmalarindan goriilmektedir (Fu, 1998).

Ridge regresyonun amag fonksiyonu

Z(y, B - le]ﬂj +/1Riﬂf—>min

i=l1

dir. Problemin ¢6ziimii

B =(X"X+4, 1) X"y
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dir. ﬁrdg yanl ridge tahmin edicisi, 4, =0 oldugunda ,5’0LS tahmin edicisine biiziiliir.

Buradaki A, yanhlik/ayar parametresidir. Varyanst 4,> 0 icin ﬁOLS ’den daha

kiictktir.

Var(B,) =(X"X + 4,1 X" X(X"X + A,I)"' o

<Var(B,) =0’ (X" X)"

A, ve A, parametreleri biiziilme miktarin1 kontrol eder ve sifir veya daha

biiyiik degerler secilmelidir. Eger parametre 0 ise; EKK gibi LASSO ve Ridge
regresyonun sonuglart da aynidir. Parametre se¢imi CV (capraz gegerlilik testi) veya
bootstrap ile olur. Ontahmin hatasini minimize edecek sekilde secilmelidir. Ridge ve
LASSO regresyon PCR (Temel Bilesenler Regresyonu) ve degisken segimine
alternatiftir. Ridge regresyon, regresyon modelindeki tim x degiskenlerini
kullanirken, LASSO regresyon sadece x degiskenlerinin bir alt kiimesini kullanir.
Her iki model de, en iyi modeli bulmak i¢in parametre se¢imine baghdir (Hoerl ve
Kennard, 1970a; Tibshirani, 1996; Varmuza ve Filzmoser, 2009).

Daraltict modeller ile ilgili cok sayida ¢alisma bulunmaktadir. Knight ve Fu
(2000), LASSO tipli tahmin edicilerin asimptotik 6zelliklerini ¢alismis; Fan ve Li
(2001), lineer regresyonda cezali likelihood metotlarini ¢alismistir ve LASSO, Ridge
ve Bridge bunun 6zel durumlaridir. Huang (2003), LASSO tahmin edicisinin
Oontahmin hatasin1 vermis ve LASSO tahmin ediciyi genellestirmistir. Yuan ve Lin
(2004), Grup LASSO ’yu; Tibshirani ve ark. (2005), Birlestirilmis LASSO ’yu
(Fused-LASSO) oOnermislerdir. Zou ve Hastie (2005), Bridge tahmin edicileri
calismis ve buradan yola ¢ikarak Elastic-Net tahmin edicilerini 6nermislerdir. Wang,
Li ve Tsai (2007), Diizeltilmis LASSO 6nermis ve bunun i¢in algoritma vermistir.

Huang ve ark. (2008), 0<y <1 ile Bridge regresyonun asimptotik Ozelliklerini

calismistir.

Ridge ve LASSO regresyon i¢in amag fonksiyonlarindaki tek fark, regresyon

katsayilarin1 farkli cezalandirma yoludur. Ridge regresyon L, normu (regresyon
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katsayilarinin kareleri toplami) ile cezalandirilirken, LASSO regresyon L, normu

(regresyon katsayilarinin mutlak deger toplami) ile cezalandirilir.
Ridge regresyonun biiziilme etkisini drneklendirelim. Iki aciklayic1 degiskenli

bir lineer regresyon problemini diisiinelim. Ridge tahmin edicinin varyansi

v (,é )= 1+ 4 r - 1 r\(1+A4 r !
W Pra) = r 1+ r 1 ro 1+2
yanlilik

e (A e YR (BY (B
Bzas(ﬂ,dg)—( , 1+ﬂj [r lj(ﬁzj _(ﬂzj

ve hata kareler ortalamasi

A A 2
MSE =Var(f,)+ [Bias(ﬁj)]

ile verilir.

Tablo 1.2. Ridge tahmin edicinin varyansi, yanlihik ve MSE degerleri

A=0 A=1 A=5 2=10

7 | Var bias> MSE | Var bias> MSE | Var bias> MSE | Var  bias° MSE

0 |1.000 0 1.000 | 0.250 0.250 0.500 | 0.028 0.694 0.722 | 0.008 0.826 0.834

0.51.333 0 1.333 1 0.231 0.160 0.391|0.026 0.592 0.618|0.008 0.756 0.764

0.9 |5.263 0 5.263 | 0.154 0.119 0.273 10.022  0.525 0.547 | 0.007 0.706 0.713

bias? ve MSE degerleri gercek p=01 1)" ile hesaplanmistir.
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x, ve x, iliskisiz ise, yani =0 ise, A =1 i¢in Var(ﬁA’j rig) = 1/(1+2)* =0.25

A=0 igin Var(,é’j ors) =1 ’den daha kiigiiktiir. Eger x, ve x, iliskili ise, drnegin

=09 ise, A=1 i¢in Var(f

J rdg

)=0.15, A=0 igin Var(f, ,,s)=5.26"dan gok
daha kiigiiktiir.

Yukaridaki tabloda A’ya gore bias® ’nin artist goriilmektedir. (Bias)?,
bias(,@j) =—AB/(1+ A +r) olarak hesaplanmstir (B, = 8, = =1 6zel durumu igin).

Varyans degerlerinde A arttikga azalma goriilmektedir. MSE degeri ise; 4=0 ’dan
1’e giderken azalmakta; 4 =1"den 5 veya 10’a giderken artmaktadir.

LASSO regresyon katsayilart y’nin bir fonksiyonu olarak yazilamaz.

Kuadratik programlama ile optimize edilerek ¢6ziimii bulunabilir (Tibshirani, 1996).
1.3.2. Bridge Tahmin Edicileri

Asagidaki cezali hata kareleri toplamini
n , 5 P ¥
LB =Y. (v, =xpy+iY|B)|
i=1 Jj=1
ya da esdeger olarak

. V4 . .
A>0 ile Z‘ﬂj‘ <t ksitrile mﬂm(y—Xﬂ)T(y—X,B)

y1 minimum yapan ﬁn degerine Bridge tahmin edici denir (Frank ve Friedman,
1993; Fu, 1998). y =2 iken ¢ok iyi bilinen Ridge tahmin edici, y =1 iken LASSO
tahmin edici adin1 alir (Tibshirani, 1996). Sekil 1.1 ’de ¢=1 icin iki boyutlu

parametre uzayinda orijin g¢evresinde farkli tahminler gosterilmistir (Frank ve

Friedman, 1993)
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gamma > 2 gamma = 2

1.0

1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5
1.0 -0.5 0.0 0.5

40 05 00 05 10 10 05 00 05 10

gamma = 1 gamma < 1

1.0

-0.5 00 05 1.0
-0.5 0.0 0.5

~-1.0

-1.0

40 05 00 05 10 40 05 00 05 10

Sekil 1.1. iki boyutlu parametre uzayinda Bridge regresyonun sinirlandirildigi bélge
(Fu,1998)
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1.4. y ’min Secimi

Ridge ve LASSO’nun performansi OLS’den daha iyi olmasina ragmen X ’de
igiliski oldugunda Frank-Friedman (1993) ve Tibshirani (1996) bazi durumlarda
LASSO’nun Ridge regresyondan, bazi durumlarda da Ridge regresyonun
LASSO’dan daha iyi performans gosterdigine dikkat ¢gekmislerdir. Bunu bulabilmek

i¢in bazi sorular sormuslardir: En iyi performans i¢in » ne olmalidir? Optimal y
degeri nasil se¢ilmeli?

Bu sorulara cevap i¢in, y=1 LASSO veya y=2 Ridge secimi gibi, veriye
dayanarak secilen optimal » degerine tercih edilen bazi teknikler gelistirilmelidir.

Bu tezde 6zellikle

y : .
y>1 ve Z‘,BJ‘ <t kisitrile mﬁln(y—Xﬂ)T(y—X,B)

tizerinde ¢aligilmistir.

Boliim 2’°de herhangi sabit » >1 olan Bridge tahmin ediciyi ¢6zmek icin yeni
algoritmalar gelistirilmesi ve Bridge tahmin edicinin yapis1 c¢alisgilmistir. LASSO
tahmin ediciyi daha basit ve daha kolay hesaplayabilmek igin yeni algoritmalar
gelistirilmistir. Bridge tahmin edicinin varyansi elde edilmistir. Lineer regresyonun
basit bir 6rnegi ile Bridge regresyonun biiziilme etkisi tanimlanmistir ve ortonormal
regresyon matris durumu ig¢in teorik olarak sinanmistir. Bridge ceza fonksiyonu
Bayes¢i prior gibi calisir. Bolim 3’te genellestirilmis lineer modeller (GLM),
likelihood fonksiyonlari, yar1 likelihood yeniden gozden gegcirilmistir. Bridge
regresyon, genellestirilmis lineer modellere genisletilmistir. Cezali  skor
denklemlerini acarak ortak likelihood fonksiyonlarinin  bagimsizlagmasi,
cezalandirmay1 genellestirmistir. Cezali skor denklemlerini ¢dzen algoritmalar
gelistirilmistir. Boliim 4°te longitudinal (boylamasina) ¢alismalarda genellestirilmis
tahmin denklemleri (GEE) ve cezali skor denklemleri tarafindan genellestirilmis
tahmin denklemlerine cezalandirma uygulanmistir. Boliim 5’te ¢apraz gecerlilik testi
(CV) ve genellestirilmis capraz gecerlilik testi (GCV) metotlart incelenmistir.

Biizlilme parametresi y ve ayar parametresi A GLM i¢in GCV ile secilmistir.

10
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Yari-GCV, cezali GEE i¢in y ve A se¢mek igin elde edilmistir. Bolim 6’da

simiilasyon c¢alismalarindan Bridge model ile diger biiziilme modelleri: biiziilmesiz,
LASSO ve Ridge karsilagtirilmistir. Boliim 7’de sonug ve oOneriler verilmistir. Ekte

ise matematiksel ispatlar, tanim ve MATLAB kodlar1 verilmistir.

11
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2. BRIDGE REGRESYONLAR
2.1. Giris

Boliim 1°de kisaca regresyonlar ve biiziilme modelleri tanitilmig, 6zellikle de
Bridge regresyonlar ele alinmistir. Bridge regresyonlar dnermeye ragmen, heniiz
tahmin edicileri lizerinde calisilmamistir. Frank ve Friedman (1993)’1n belirttigi gibi
elde edilen en iyi sonug i¢in optimal y degeri se¢cim yontemi ¢alismasi dnemlidir.

Bu boliimde Bridge regresyon ve tahmin edicileri ¢alisilmistir. Herhangi y >1

verilmigken Bridge tahmin edicisi ¢6ziimii i¢in diizeltilmis Newton-Raphson metodu
(MNR) verilmis ve bir algoritma tasarlanmistir. Bir de LASSO tahmin edici ¢6zen
Atis metodu ve bunun i¢in yeni bir algoritma tasarlanmistir.

Bridge tahmin edicinin varyansi delta metodu ile elde edilmistir. Biiziilme
etkisi ortonormal regresyon matris tipi i¢in teorik olarak ispatlanmig ve basit bir

ornekle gosterilmistir.
2.2. Bridge Tahmin Edicinin Yapis1

y>1 verilmisken Bridge regresyonun coziimiinde asagidaki iki problem

dikkate alinir (Fu, 1998).

y>1 ve t >0 verilmisken Z‘ﬂj‘y <t kosuluile mﬂin RSS (2.1)

»>1ve 420 verilmisken mﬂin(RSS +2Y|8, \7) 2.2)

Bu problemin ikisi de denktir. Yani 4 >0 icin >0 ’in var olmasi veya tersi olarak

t>0 igin A >0 ’m var olmasidir. Iki problem de ayn1 ¢dziimii paylasir.
(2.2) problemi Z‘ﬂj‘y ceza ve A ayar parametresi ile cezali regresyon gibi

yorumlanabilir.

12
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(2.2) *yi diisiiniirsek, G(B,X,y,4,7)=RSS + /12‘,6’]. ‘7 olsun. Oklid normu

|| ﬂ” — +, G — +oo ’dir. Boylece G fonksiyonu minimize edilir. Yani

ﬁ=argmf}nG(ﬁ,X,y,/i,7)

dir.
B;=0"da Z‘ ) j‘ fonksiyonu diferansiyellenebilir olmadigindan, S, #0 *da G ’nin

B; “ye gore kismi tiirevini alabiliriz.

S,(B,X, )—aRgs ve d(Brn)=iy|B| " sign(B)

olsun. 96 =0 alindiginda
j

Sl(ﬂaXay)—i_d(ﬂl:ﬂ,}/):O
2.3)

S,(B.X,y)+d(p,,A,7)=0
yazilabilir (Fu, 1998). Bir sonraki bdliimde goriilebilecegi gibi (2.2) 'nin ¢oziimii bizi
(2.3) ’e gotiirecektir.

(2.3) ’iin nasil ¢oziildiiglinli gorebilmek igin,
y=PBx+px,+¢
dogrusal regresyon modelini diisiinelim. Hata kareler toplami1

RSS = z -pBx, - 2)2 "dir. G fonksiyonunun f;’ye gore kismi tiirevlerini

aldigimizda, (2.3)’teki

_22 it (yi = Bx, = Byx;, ) + Ay |/81 |771 sign(B)=0
_22 Xin (y,- = Bx, — Box,, ) + /17|ﬂ2|y71 sign(fB,)=0

denklemleri olur.

13
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2.3. Bridge ve LASSO Tahmin Ediciler icin Algoritmalar

y>1 ve A>0 verilmisken Bridge regresyonun ¢oziimii i¢in (2.3) problemi

ile baglayalim. Asagida sadece Gauss yanit degiskenleri i¢in metot gostermemize
ragmen, “Iteratif Yeniden Agirliklandirilmis EKK” (IRLS) yontemi ile yanit

degiskenin diger bir¢ok tiirli i¢in algoritmalar uygulanabilir.
. T\T
B, B, harig diger B, ’leriigeren p—1 vektdr olmak tizere, ( B;s ﬂ"’T) ile

S olsun.
(2.3) ’lin j. denklemini diigtinelim.

S,(BB7.X,3)==d(B,, A7) 2.4)

(2.4) denkleminin solundaki fonksiyon
LHS =2x]x,8;+ > 2x]x,8,—2x]y

i#]

sabit £/ i¢in 2xij pozitif egimi ile S, nin lineer bir fonksiyonudur.

(2.4) denkleminin sagindaki fonksiyon

RHS = —/1}/‘,8_/.‘771 sign(f3;)

B, de lineer degildir. Sekil 2.1 farkli ) degerleri i¢in farkli RHS fonksiyonunu
gostermektedir. RHS  fonksiyonu  f,=0 dismnda y>1 icin  siirekli
diferansiyellenebilir ~ ve ~ monoton  azalandir. 1<y<2 i¢in fB,=0’da
diferansiyellenebilir degildir. y=1 i¢in S, =0’da 24 boy sigramasi ile bir heavy-
side fonksiyondur. Bu nedenle (2.4) denklemi y>1 i¢in tek ¢oziimdiir ya da ¢oziimii

yoktur.

y>1 verilmisken Bridge tahmin ediciyi hesaplamak i¢in Newton-Raphson

metodu  kullanilmustir.  Ancak y <2 verilmisken f,=0 ’da d fonksiyonu

14
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diferansiyellenebilir olmadigindan, ¢6ziim yakinsama ile elde edilmeye c¢aligilmistir.
(2.3)’tin j. denkleminin tek ¢Oziimii i¢in iteratif ¢oziim ile genelde y>1 igin

asagidaki diizeltilmis Newton-Raphson metodu gelistirilmistir (Fu, 1998).

7>1 Bridge icin Diizeltilmis Newton-Raphson (MNR) Algoritmasi

A A A A AT
(D). By = Pos = (1819182"“918,)) ile basla.
(2). m. adimda, her bir j=1,...,p icin Sosz(O,,é"j,X,y) olsun. §,=0 ise
Bj =0.
Diger durumlarda y > 2 ise, (2.4) denkleminin ,@ . tek ¢ozliimii igin Newton-Raphson
metodu uygula. y <2 ise, Sekil 2.2°de gosterildigi gibi tam orijin ve ¢oziim
arasindaki noktada (S;,—d kesisimi) teget c¢izgisini biraz degistirerek —d

fonksiyonunu diizelt. Bu nokta ikiye bélme metodu ile bulunabilir.

ﬁf/. tek ¢oziiml i¢in, degistirilmis —d fonksiyonu ile (2.4) denklemine

Newton-Raphson metodu uygulanir. Tim ,5’_/. ’lar bulunduktan sonra yeni tahmin

edici B, = (B frr,) seklindedir

(3). ,Bm bir noktaya yakinsayincaya kadar 2. adimi tekrarla.

Uyarilar
1. ﬁ'o baslangic degeri icin, her zaman OLS tahmin edici ﬁOLS kullanilabilir.

2. p>n oldugunda, X tam rankli degilse herhangi bir genel tahmin ,Bo ‘nin

baslangic degeri olarak kullanilabilir.

3. Diizeltilmis Newton-Raphson (MNR) algoritmasindan, Bridge tahmin edici, baz1

Jj’ler i¢in ,5’ ;=0 yapryorsa, ﬁb)é de S, (0, ,@brg"j , X, y) fonksiyonunu 0 yapar. Bu,

15
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ﬁA’,;ré (p—1) boyutlu vektoriin ( p—2) boyutlunun yerine gegmesi anlamina gelir

ki bu da 0 6l¢iimliidiir. Bu nedenle ﬁ_i ‘nin yaklasik olarak sifir degerini almadigi

sonucuna varilir.

16
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gamma > 2 gamma = 2 1 <gamma < 2

& ! F
Y ! K /

A / f /
M, ; !

/ \
/ kY ;f
J ! /
beta beta beta
gamma = 1 gamma = 1 gamma = 1
7 ¥
! !
! !
! ! !
I ! /
! ! £
! / !
/ £ !
! ! /!
£ FJ £
! £ !
! ! !
! ! Fi
i/ ! !
£ !
! !
! !
beta beta beta

Sekil 2.1. y ‘nin farkli degerleri icin RHS fonksiyonunun farkli sekilleri. Kesik gizgili Sj, diz
cizgiliise —d fonksiyonudur. Her bir grafikteki diisey eksen A uzunlukludur (Fu, 1998)
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LASSO igin yeni bir algoritma olan Atig metoduna gecelim (Fu, 1998).
(1). p=1.(2.3) problemini

2x'x B =2x"y+ Asign(f)=0 (2.5)
olarak yazalim.
,5’0 ‘nin ilk tahmin OLS tahmin edici ile bagla. Sekil 2.2°de gosterildigi gibi yatay
eksende (,30,0) noktasindan 2x'x egimi yoniinde at. Eger sag iistteki gibi bir

noktaya denk geliyorsa (—d = 1), ya da sag alttaki gibi bir alt noktaya denk geliyorsa
(—d =—1) (2.5) denklemi tek ¢Oziime sahiptir, basit kapali bir forma sahiptir ve
LASSO tahmin edicisine esittir. Eger sol alt sekilde oldugu gibi herhangi bir noktaya

denk gelmiyorsa, (2.5) denkleminin ¢6zlimii yoktur. LASSO tahmin edici i¢in ,é =0
olur.

2). p>1. ﬁ’o ‘nin ilk degeri OLS tahmin edici ile basla. m. adimda, (1)’1 kullanarak
ﬁﬂh/ sabiti icin ﬁ’j ’lart gilincelleyerek ﬂAm ’y1 hesapla. ﬁm bir noktaya yakinsayana

kadar iterasyona devam et.

LASSO icin Atis Algoritmasi
A A Ao AT
(D By =Boss =(BBorns B,) il basla.
(2). m. adimda, her bir j=1,...,p i¢in S, :S_/.(O,,é'j,X,y) olsun ve x;, X ’in j.

kolonu olmak tizere

A-=8, S, >4
2x;xj’
A -A-S S <-4
ﬂj: 2xTxO’ 0
i
0, MEY

A A A N A \T
hesapla. Tiim £, ’lar1 bulduktan sonra /3, =( BBy ﬂp) bul.

(3). ,Bm bir noktaya yakinsayana kadar 2. adimi tekrarla.

18
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Isil FIDANOGLU

>
i

R

-lambda 0 lambda

-lambda 0 lambda

-lambda 0 lambda

Sekil 2.2. Algoritmalar. Kesik gizgili Sj, duz cizgili ise —d fonksiyonudur. Sol Ustteki sekil:

noktali ¢izgi ile tegete gdére —d ‘nin degisimi; Sag ustteki §ekiI:S0>2,; Sol alttaki

sekil: |S0| < A ; Sag alttaki sekil: S, < —A , ¢dziim noktali gizgi ile g6sterilmistir (Fu, 1998)

19



2. BRIDGE REGRESYONLAR Isil FIDANOGLU

2.4. Bridge Tahmin Edicinin Varyansi

y >1 Bridge tahmin edicinin varyansi

Var(,@):[XTX—kD(,@) |J_ XTVar(y)X[XTX+D( ﬁ) |]_ (2.6)

Delta metodu kullanilarak (2.3) *ten ¢ikarilir.

Var(f(y)){@j

oY
PR Var(y) (@j

Yo Yo

Buradaki y,, ornek uzaydaki her bir noktadir. Varyans tahmini, tahmin edicisi ile
Var(y) yerine koyarak elde edilir.
F, = Sj(ﬁ,X,y)+d(,5j,l,y) olmak iizere F = (E,Fz,...,Fp)T olsun. Boylece

(2.3) 'ten F; =0 olur. Gauss dagilimu i¢in

or

= 2X"
oy
ve
oF oxTx+ 2D(/§)
op

Burada D (,5’) =diag (@ p

ve bdylece 2D(,@):diag(ﬂy(y—l)‘ﬁj‘y_z). Bu da d(,é’j,l,y) ‘nin f’ya gore

tiirevinin kdsegen elemanlarindan olusan matristir.
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Kapali fonksiyon tiirev teoremi ile

B _ (oF N
oy 0 ﬂ 6y

- (2XTX+2D(,3))7 (-2x7)

-(x7x+n(B)) ¥
Boylece, buldugumuz sonuglart Delta metodunda yerine koydugumuzda;

8ol

=(x"x+D(B)) X"Var(X"(x"x+D(B))

dir. Bu sekilde (2.6) denklemi elde edilir.

Asagida 2 6zel durum verilmistir.

1. OLS regresyon, yani 4 =0. D( ,@ ) fonksiyonu sifir matrisi olur. Boylece
Var(B)=(X"x) X Var(nX(XX)"

2. Ridge regresyon, yani y =2. [ birim matris ve D( ,[3’ ) = Al olmak lizere
Var(B)=(X"x + ALY X Var(n)X (XX + D))

Bu ridge tahmin edicinin varyansi, Var ( ﬁ,,dg) ‘e esittir.
LASSO bazi ﬁj =0 yaptig1 i¢in delta metodu uygulanamaz. Buna ragmen

bootstrap ve jackknife metodu (Shao ve Tu, 1995) varyans hesaplamada

kullanilabilir.
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2.5. Biiziilme EtKisinin Gosterimi

Boliim 2.2 ve 2.3’te Bridge regresyon i¢in tahmin edici ve algoritmalar, 2.4°te
Bridge tahmin edicinin varyansi verilmistir. Bu boliimde Bridge (LASSO) tahmin
edicinin nasil ¢oziilecegi ile ilgilenecegiz. Basit 6rneklerle de Bridge tahmin edicinin

biiziilme etkisi gosterilecektir.

Ortonormal X matrisi ile ornek

40 gozlemli basit dogrusal regresyon modelini
=0+ Bx + box, + fix, + €

olarak diisiinelim. Rasgele hatalar &~N(0,0°) olarak dagilsin. Ortonormal X

matrisinin kolonlar1 x ; vektorleri Zixl.j =0, j=12,..., p ile standartlastirilsin ve

olsun. Kolaylik igin £,=0 ve o’ =1 diyelim. Y yamtin 40 gbzlemi, S =1,
B, =-2, B, =5 gergek degerleri ile iiretilsin. Sabitte biiziilme etkisi olmadigindan,
sabit Zi v, =0 merkezilestirme ile silinir. A >0 ve y2>1 i¢in (2.3)’ln her bir

denklemi, j=1,2,..., p icin
22.,% (5= B = B, _ﬂ3x3)+/7’7‘ﬂj‘y_l Sig”(ﬁj) =0

25, _22,-’@73’1— +/17/‘ﬁj‘771 Sign(ﬁj):o

olur. Sonra ¢6ziim y >1 i¢cin MNR, y =1 i¢in Atis metodu ile hesaplanir. y >1 ig¢in

(2.6) varyans formiilii ile standart hatalar hesaplanir. Bootstrap metodu (Efron ve

Tibshirani, 1993) y =1 i¢in standart hatalar1 hesaplamak i¢in kullanilir.
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Tablo 2.1°’de farkli biiziilme fonksiyonlar: i¢in tahmin ve standart hatalar
verilmigtir. ¥ =1 LASSO igin, parametre tahmini ve standart hata sabit y icin artan
A ile monoton biiziilmeyi gosterir. Ancak y =1 igin ,@3 ‘nin standart hatasi, A ile

monoton azalan trend gostermez. A= 0’da 0.163, A= 10’da 0.157, A= 100’de
0.354’e esittir. >0 icin LASSO standart hatalar1 nedeniyle, yar1 parametrik

bootstrap metodu ile hesaplanir.

23



2. BRIDGE REGRESYONLAR Isil FIDANOGLU

Tablo 2.1. Ortonormal X igin Bridge tahmin ediciler ve standart hatalar (Fu, 1998)

A=0 A=10
y=1 =15 =rl ¥=3
A=1 0917(0.163) | 0.792(0.157) | 0.754(0.143) | 0.734{0.126) | 0.722{0.103)
G=-2 -2.030(0.163) | -1.905(0.158) | -1.780(0.148) | -1.624(0.126) | -1.348(0.079)
B =3 3.071{0.163) | 4.946(0.157) | 4.666(0.152) | 4.057(0.126) | 2.578(0.054)
A=0 A =100
y=1 =135 =2 y=3
A=1 0.917{(0.163) | 0.000{(0.002) | 0.162(0.048) | 0.262(0.045) | 0.379(0.041)
B=-2 -2.030(0.163) | -0.780(0.059) | -0.390(0.071) | -0.580(0.043) | -0.614(0.028)
B =5 5.071(0.163) | 3.821(0.334) | 2.256(0.097) | 1449(0.045) | 1.037(0.018)
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Ortonormal olmayan X matrisi ile 6rnek

40 gozlemli, benzer
=0+ Bx + Box, + fix, + €

modelini diislinelim. X regresyon matrisi ortonormal degil ve korelasyon matrisi

1.000 0.707 0.579
Corr(X)=10.707 1.000 0.819
0.579 0.819 1.000

dir. Zixl.j =0, Zix; =1 ile X ‘in x; kolonlari standartlastirilsin. Kolaylik i¢in
B,=0 ve o’ =1 diyelim. Y yamtinin 40 gozlemi, B =2, B, =3, B, =-1 gergek
degerleri ile iiretilsin. Sabit terimde biiziilme etkisi olmadigindan, sabit Z,- y,=0

merkezilestirme ile silinir. 4 >0 ve ¥ >1 i¢in (2.3)lin her bir denklemi j=1,2,...,p

i¢in
_2Zixij (yi = Bix, = prx, _ﬁ3x3)+/17‘ﬂj‘y4 Sign(ﬁj) =0

olur. Sonra ¢6ziim y >1 i¢cin M-N-R, 7 =1 i¢in Atis metodu ile hesaplanir. y =1
i¢in standart hatalar bootstrapping metodu ile hesaplanir.
Tablo 2.2’de farkli biiziilme fonksiyonlar: i¢in tahmin ve standart hatalar

verilmistir. ¥ =1 LASSO igin standart hatalar1 10000 bootstrap drnegi ile hesaplanir
(Fu, 1998).
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Tablo 2.2. Ortonormal olmayan X igin Bridge tahmin ediciler ve standart hatalar (Fu, 1998)

A=0 A=10
¥=1 =15 Skl y=3
A=1 0.947(0.231) | 1.874(0.239) | 1.819(0.187) | 1.715(0.137) | 1.424(0.069)
5 =3 2.877(0.329) | 2.239(0.249) | 2.027(0.200) | 1.769(0.134) | 1.371(0.059)
B =-1 -0.902¢0.285)| -0.212(0.086) | -0.079(0.130) | 0.112(0.136) | 0.530(0.106)
A=0 A =100
=1 =15 Skl y=3
A=1 1.947(0.231) | 1.215(0.344) | 0.891(0.072) | 0.765(0.040) | 0.718(0.022)
5 =3 2.877(0.329) | 1.406(0.360) | 0.877(0.064) | 0.748(0.036) | 0.706(0.021)
A=-1 -0.902(0.285) | 0.000(0.070) | 0.307¢0.047) | 0.436(0.038) | 0.531(0.028)
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2.6. Ortonormal Matris icin Bridge Regresyon

Bir 6nceki boliimde ortonormal matris X i¢in Bridge regresyon Orneginde
bliziilme etkisi verilmistir. Bu bdliimde ortonormal matris X i¢in Bridge regresyon
teorik olarak calisilacak ve farkli y degerleri icin farkli biiziilme etkileri

gosterilecektir.

X= (xl./.) ortonormal matrisi igin,

1, j=1
zixijxil :{

0, j=lI

olsun. j=1,2,..., p icin p bagimsiz denklem

28,-Y v, +27|B| " sign(p,)=0 2.7)

(2.3) probleminden goriilebilir. Coziim, y >1 icin MNR, y =1 i¢in Atis metodu ile
hesaplanir. y 'nin farkli degerlerinin biiziilme etkisi i¢in, Bridge ve OLS tahmin edici
kargilastirilir. Higbir kosul olmadan, kolaylik i¢in x, ve f, ’nin alt indisi j’yi

kaldiralim. (2.7) denklemi

p=Y 5 =L sign(p)

olarak yazilabilir. Sag taraftaki ilk terim OLS tahmin ediciye esittir. Ikinci terim

bliziilmeye neden olandir. Boylece biiziilme etkisini yansitir.

A A /1}/ A y—1 . A
lgbrg = ﬂOLS _ﬂﬂbrg Slgn(lgbrg)
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2. BRIDGE REGRESYONLAR

Isil FIDANOGLU

gamma = 1
—
-___.-f
,-*"‘f
.-F'fff
.-'//
f__.-'
ol
0
beta_ols
gamma = 2
P
.f'ff
.ff#"# - -
,-"JJ e ff-ff
f:_:--""-ff-
o et e
0
beta_ols

1 <gamma < 2

beta_ols

gamma > 2

beta_ols

Sekil 2.3. Sabit A > 0 igin Bridge regresyonlarin buiziilme etkisi. Tam ¢izgi Bridge tahmin
edici, kesikli ¢izgi OLS tahmin edicisi (Fu, 1998)
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Bridge regresyonun biiziilme etkisini gostermek i¢in, Fu (1998) makalesinden
alman Sekil 2.3’te; Bridge tahmin edici ﬁbrg ‘nin tam degerinin grafigi ve OLS
tahmin edici karsilastirilmis, tam degeri grafiklendirilmistir. y ’nin kiiglik degerleri,
kiigiik parametreleri sifira blizmeye meyilli iken, biiyiikk » degerli Bridge regresyon,
kiigiik parametreleri tutma egilimindedir. Bu yiizden dogru model kiigiik fakat sifir
olmayan parametreler igeriyorsa, biiyilkk » degeri ile Bridge iyi performans
gosteriyorken, LASSO kotii performans gosterir. Dogru model sifir parametrelerini

iceriyorsa  LASSO iyi performans gosterirken, biiyiik » degerli Bridge koti

performans verir.

2.7. Bayesci Prior Olarak Bridge Ceza

Bu boliimde ﬂ:(ﬂl,..., B, )T parametresinin Bayes prior dagilimi olarak
. . ¥
Bridge ceza fonksiyonu Z‘ﬂj‘ caligilacaktir.

Bayes bakis acisindan, Bridge ceza fonksiyon mﬂin (RSS + /IZ ‘ ,Bj ‘y ) ,
1 7\, . - .
( B/Y ) ~C exp {_E(RSS + /Iz ‘ p j‘ )} nin log-posterior dagilimmi maksimize

etmek gibi kabul edilir (C bir sabit). Boylece Bridge ceza Z\ Bl . B= (Bs BB, )T

parametresinin prior dagihmi C, exp{—% ,12‘ '81‘7 } ‘nin logaritmas1 gibi kabul

edilir. Buradaki C, >0 olan normallestirilmis bir sabittir. A, f,,..., B, parametreleri

karsilikli bagimsiz ve 6zdes dagilmislardir. Alt indis j’yi ¢ikarir ve sadece f’nin
. 12 .
prioru C, exp(—ﬂ| ﬂ| / 2) ile ¢alisiriz.

Basit cebir ile

TExp(—i|9|yjd9 :12“1/7/11/7r(1]
b 2 Y Y
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2. BRIDGE REGRESYONLAR Isil FIDANOGLU

I'(-), gama fonksiyonudur.

Boylece £ ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu

2*(1“/7)/11/7 1
()= | 1A

r(1/y) e

|

dir. Buradaki 477, yogunlugun pencere boyutu kontrolleridir. Ozellikle » =2

2 171/7

oldugunda f, Gauss dagilimina sahipse, ( BlY ) ‘nin posterior dagilimi da Gauss

dagilimidir. Bu, Ridge regresyon i¢in Ridge tahmin edicinin 6zel bir durumudur.

A ve y ’nin farkli degerlerinin ceza fonksiyonlarini karsilagtirmak i¢in, Sekil
2.4 ve 2.5 *de gosterildigi gibi yogunluk fonksiyonu IT, (/) grafigi ¢izilir. y 'nin
biiylik degerleri, merkezde f= 0 ¢evresinde toplanir ve bdylece yogunluk daha az
yayilirken Sekil 2.4 ’teki gibi » ’min kii¢iik degerleri daha ¢ok kuyruk kisminda
toplanir ve bdylece yogunluk genis pencere boyutundadir yani yogunluk daha fazla
yayilir. Sekil 2.5 *teki gibi A ’nin genis degerleri i¢in 477 oldugundan, degismeyen
pencere boyutu 1’den kiigiik olur ve y artarken ¢ok hizli bir sekilde 1’e yaklasir.
‘nin kiiciik degerleri = 0 ’da en lst nokta ile f= 0 ’a ¢ok yakin bir¢cok kiime
koyarken, y»’nin genis degerlerinde kiimeler diiz bir sekilde dagilma
egilimindelerdir. y =2 iken yogunluk Gauss dagilimidir.

A’nin kiigiik degerleri icin; biiyiik regresyon parametreli kiigiilk » degerli
Bridge ceza ya da sifir olmayan fakat kiigiik parametreli biiyilk » degerli Bridge

ceza modeli tercih edilir.

A’nin biiyiik degerleri icin; sifir iceren regresyon parametreli kiiclik y
degerli Bridge ceza ya da sifir olmayan fakat kiiclik parametreli biiyiik y degerli

Bridge ceza modeli tercih edilir. Bu sonu¢ ortonormal regresyon matrisi igin

sOyledigimiz sonug ile ayn1 anlamdadir.
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gamma = 1 gamma =15
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Sekil 2.4. 4 =0.5 ile Bayesgi prior olarak Bridge ceza (Fu, 1998)
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gamma = 1 gamma=1.5
o o
o o
g B
Q o
o o
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
gamma = 2 gamma =4
o o
o ol
2 2,
o S __/‘L
Q o - -

Sekil 2.5. 4 =10 ile Bayesgi prior olarak Bridge ceza (Fu, 1998)
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2.8. Ayar Parametresi A ve ¢ Arasindaki iliski

Boliim 2.1 ‘de problem 1 ve 2’nin denkliginden bahsetmistik. Yani A >0
verilmisken bir # >0 varken (2.1) ve (2.2)’nin ayn1 sonuglar1 paylastig1 soylenmisti.
Bu boéliimde ortonormal X matrisinin 6zel durumu i¢in A ve ¢ arasindaki iliskiye
bakacagiz.

y>1 verilmisken (2.1)’in simrh alan1 Sekil 1.1 ’deki gibi kapali bir

formdadir. Boylece Bridge tahmin edici sinirindan elde edilir. Bu, sabit A >0 igin

t(/l) = Z‘ﬂj (/1, }/)‘y anlamina gelir.

Ortonormal X matrisi ile, (2.3)’lin p bagimsiz denklemi
r=1 .
28,-23 %y, + 2y |B,| sign(B)=0 2.8)
le.yl. = ﬁA’OLS’ ; oldugundan OLS tahmin edicinin j. koordinatidir. Bridge tahmin
. . A A A A T
edici #=(B. BB, )

y-1 . A
sign(B,) =0

A A /17/ A
ﬂj _ﬂOLS,j_‘_? ﬂj

esitligini saglar. ¢, = ﬂAOLS’ ; ve Bridge tahmin edicinin OLS tahminine orani

s :ﬂj/cj olsun.

LSNB[ =X b -L 5

Boylece

Z
t(4) =/%2cj,sj(1—sj).
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Buradaki s, (2.8) denkleminden

denkleminin ¢6ziimii ile hesaplanir. Béylece ¢(4), yukaridaki formiilde s ;’nin
yerine koyulmasiyla hesaplanir. Ozel durum olarak ¢c,;=c ve s;=s j’den

bagimsiz sabitler olmak tizere

t(l):i—iczs(l—s).

Sekil 2.6; y=1,1.5,2,10 farkli sabitleri i¢cin p=2 ile ¢; =1 0zel durumu igin,
hesaplanmig t(/l) fonksiyonunu gostermektedir. Bu, ¢ ve A arasindaki birebir
uyumu gosterir. Bu durum i¢in, LASSO ﬁj =0 i¢cin A4 ‘nin baslangi¢ degeri
A, =2’dir. Herhangi A2>4,, ﬁj(ﬂ)zO’l verir. Sekil 2.6’dan sabit y>1 igin
t(/l) ’nin monoton azalan bir fonksiyon oldugu goriiliir.

y>1i¢in A tiim ﬁ/ =0’lar, y=1 i¢in A >4, =2 tim ,63]. =0lar biizer.

Bu nedenle 7(4)=0 ’dur.
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t (lambda) fonksiyonunun grafigi

© ]

o

"

o — gamma=]
—— gamma=].5
== gamma=
—— gamma=10

]
T
£ 0
E -
&

i

2

T e s A

=3 r f

Sekil 2.6. p=2 ve ¢; =1 dzel durumu igin t(A)—2 grafigi (Fu, 1998)
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3. CEZALI SKOR DENKLEMLERI Isil FIDANOGLU

3. CEZALI SKOR DENKLEMLERI

3.1. Giris

Boliim 2’de Bridge tahmin edicilerin bazi teorik sonuglari elde edilmistir ve
(2.3) ile Bridge tahmin edicileri i¢in ¢oziime genel yaklagim, yani y >1 igin MNR
metodu ve ¥ =1 i¢in Atis metodu gelistirilmistir. Bu boliimde teorik olarak cezali
skor denklemleri tanitildi ve bdylece cezalandirma kavrami genellestirildi. Cezali
skor denklemleri igin algoritmalar IRLS ile MNR ve Atis metodu ile verilmistir. Tk

olarak GLM, likelihood fonksiyonlar ve yar1 likelihood incelenmistir.

3.2. Genellestirilmis Lineer Modeller ve Likelihood

Bir¢ok uygulamali bilimde, yanit siirekli olmayabilir. Yanit; ikili veri, sayim
verisi ve derecelendirilmis veri (acinin derecesi: yok, hafif, orta, siddetli) olabilir ve

bu durumda

y=B +px+.+B,x,+¢

gibi bir lineer model uygun olmayabilir. Nelder ve Wedderburn (1979), yanit
degiskenin bir¢ok smifi i¢in lineer regresyon modellerinin dogal yayilimi olan
GLM’i tanitmistir. GLM’de hatalar i¢in normal dagilim varsayimi gerektirmez.
GLM, aciklayici degiskenlerin dogrusal yapisini cevap degiskenin beklenen degerine
baglayan bir bagint1 (link) fonksiyonu kullanir (McCullagh ve Nelder, 1989; Dobson,
1990).

GLM yonteminde verilerin orijinal dagilimi {istel (exponential) formda
yazilir, parametre tahminleri de maksimum likelihood (ML) veya yar likelihood
(quasi-likelihood) yontemleriyle elde edilmektedir. Bazi durumlarda gozlem

degerleri (y;) normal dagilimli olmayabilir. GLM, standart dogrusal modellerle

verilerin orijinal dagilimini esas alarak ML yontemi ile parametre tahmini yapar.

GLM’de, gozlem degerlerinin olasilik yogunluk fonksiyonu
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f(y):I(G,CD,y):exp{(y@—b(@))/a(q))+c(y,d))}

seklinde olmakta ve a, b ve ¢ dagilimin ne oldugunu belirlemektedir. Burada ©

dogal (natural) ve @ 06lgek (scale) parametresi olmaktadir. Ayrica y ve u,y >0 ve
4 > 0 seklinde smirlandirilir. Ornegin Poisson dagilimimni ele alalim. Bu dagilima ait

herhangi bir gézlem degerinin olasilik fonksiyonu,

»)
e A

P(Y:y//i): o

biciminde verilmektedir ve bu olasilik fonksiyonunun log-likelihood fonksiyonu,

GLM kullanilarak,
1(4;y)=ylog(A)-A—log(y!)

biciminde verilir. Burada, terimleri karsilagtirdigimizda; log(/l) =0, A= b(@) ,

log(y!)=c(»,®) ve a(®)=1 olmaktadir (Dobson, 1990; Littell ve ark., 1996).

Bir GLM’in 3 bileseni vardir.
1) Rasgele Bilesen: Y :(Yl,Yz,...,Yn)T ‘nun  bileseni karsilikli  bagimsiz  ve
E(Y)=p ortalama, Var(pu) varyansh istel ailenin 6zdes dagilimimna

sahiptirler.
2) Sistematik Bilesen: x,x,,...,x, degiskenleri,
p
n=2 x5
j=1
lineer prediktoriinii gosterir.

3) Rasgele ve Sistematik bilesenler arasindaki baginti:

g(u)=n,
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olur. Burada g(.) monoton diferansiyellenebilir fonksiyondur ve link fonksiyon

olarak adlandirilir. Boylece GLM;

g(E(Y)):xlﬂ1 +..4x,8,

olarak yazilabilir.

Yanitlarin ve kanonik link fonksiyonlarmin en ¢ok kullanilanlari; g( ,u) = u birim

linkli Gauss yamt, g(u)=1log (%j logit linkli Binom yamt ve g(u)=log(x)
—p

log linkli Poisson sayilaridir. ﬂ:(ﬂl, Byseees ﬂp)T parametreli sonug, likelihood

fonksiyonuna dayali

L(B)=L(0(B).@:y) =] 1/, (v:0(p).2)

fonksiyonudur ve maksimum likelihood tahmin edicisi (MLE) :émze ,

Pie = argmax L ()
olarak tanimlanmistir. MLE tahmin edicisi :émze , asagidaki Newton-Raphson
metodu, Fisher metodu veya IRLS metodu ile hesaplanir.

Biiyiik 6rneklem testi ile, MLE Iémle diizen kosullar1 altinda asimptotik olarak

tutarlidir.
Jn(B-p)->N(o[1(5)]")

Burada 1(4);

1)=& 2]

ile taniml1 Fisher bilgi matrisi ve / ( p ) =log (L ( p )) log-likelihood fonksiyonudur.
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MLE £, ¢oziimii igin /() log-likelihood fonksiyonunun B, ye gore kismi

A

tirevini alinz. g8, ;

ol/aB, =0
3.1)
a1/op, =0

denklemlerini saglamalidir. 61/6ﬂj [ ( ﬂ) likelihoodun skor denklemleri olarak

adlandirlir.

Newton-Raphson Metodu

ol p )/ 0f skor denklemlerinin Taylor serisini alir ve karesel terimden

sonrasini dnemsemezsek;

_al(p) ol o’l -

0_—5ﬂ ﬂJl aﬂﬁ 8,38ﬂ (ﬂmle ,B)
ve

N o'l ) ol

Be =B+ (aﬂaﬂ} B (3.2)
Boylece;

P P -0’1 0

ﬂmﬂ—ﬂm{aﬁaﬁj |—ﬂ| (3.3)

iteratif ¢ozlimii ile ﬂ ., hesaplanir. Iterasyon, ,B tahmini ya da sapma

D(y;ﬁm)=2l(y;umax)—2l(y;u([3’m))
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yakinsaymcaya kadar devam ettirilir. g ;doymus modelin yanitinin ortalamasidir

ve genellikle y ’ye esittir.

Fisher Skor Metodu

Newton-Raphson metodunda (3.2) denklemindeki gozlenen bilgi matrisi
A2 _ A2
0 lT yerine, beklenen bilgi matrisi E, LIT koyalim. Buradaki &;
op op op op

parametrenin gercek degeridir. MLE £ icin ¢Ozlim, asagidaki Fisher skor metodu

mle

ile elde edilir.

. 1\ al
B =B+ |:E9 (Wﬂ B (3.4)

_ A2
E, (#], 0 yardimiyla f’ya baglidir. Bu, hesaplamalar1 kolaylastir. Eger Y,

kanonik link fonksiyonlu {istel ailenin dagiliminin bir sonucu ise, gozlenen ve
beklenen Fisher bilgi matrisleri 6zdestir. Boylelikle Fisher skor metodu Newton-
Raphson metodu ile benzerdir (McCullagh ve Nelder, 1989; Hastie ve Tibshirani,
1990).

Iteratif Yeniden Agirhklandirilmis En Kiiciik Kareler (IRLS) Metodu

Green (1984), link fonksiyonun lineer yayilmasimin alimmasiyla MLE

hesaplamak i¢in asagidaki IRLS metodunu 6nermistir.

g(y)=g(w)+(y-mg'(w)
=1+(y—u)on/ou

n; lineer prediktor, V(u); p ortalamali Y’ nin varyanst olmak iizere, diizeltilmis

bagimli degisken z= u+(y—p)/V(x) kanonik linkler i¢in tanimlanmistir. MLE
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tahmin edici, V' (x) agirlikli X matrisinde z ’nin regress edilmesiyle hesaplanabilir.

IRLS yontemi asagidaki gibi 6zetlenebilir.

IRLS Yontemi

1. ,5’0 baslangi¢ tahmini ile bagla.

2. = X,@ ve V(u)= diag(Vl(yl),...,Vn(un)) agirliklarini hesapla.
3. Diizeltilmis bagimli degisken z=7+[V( ,u)]_1 (y—p) tammla.

4. Yeni tahmin ,B olusturmak icin V() agirlikli X matrisinde z ’yi regress et.

5. Yakinsama elde edilinceye kadar 2-4 adimlarin1 tekrarla.

IRLS ydnteminin Newton-Raphson veya Fisher Skor metoduna gore avantaji;
Agirliklandirilmis EKK yontemi kullanmasidir. Agirliklandirilmis EKK  standart

yontemdir ve bir¢ok istatistiksel yazilimlarda tanimlanmasi kolaydir.
3.3. Yari-Likelihood ve Yari1-Skor Fonksiyonlar:

Son boliimde kisaca GLM ve fistel ailenin dagilimlarin1 gézden gecirmistik.
Olasilik fonksiyonu agikca belirtildiginde, likelihood fonksiyonu kurulabilir ve MLE
kolayca hesaplanabilir. Ancak bazi durumlarda tam olasilik dagilimimi ve bdylece
ortak likelihood fonksiyonunu agik¢a belirtmek gerekli degildir, veya ortak
likelihood fonksiyonunu agik¢a belirtmek miimkiin degildir.

Wedderburn (1974) olasilik dagiliminda GLM’e genisletilen yari-likelihoodu

onermistir. Rasgele degiskenin V(u)o” varyansima ihtiyact olan yari-likelihood,

ortalamanin bilinen fonksiyonudur. Ustel aileden agik¢a belirtilmeksizin dagilimidir.

Tek boyutlunun yari-skoru

Ulu,y)= Gyz; (’; ; (3.5)

olarak tanimlanmuistir.
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U(u, ), likelihood fonksiyonun skor fonksiyonlarinin 3 temel 6zelligini saglar.

E(U(u,))=0

Var(U(u,y)) = m

2]
o) oV

Boylelikle (3.5) denkleminin integrali

_ oy, —t
Q(%)’)—Zj:jy[ %a’t (3.6)

varsa, log-likelihood fonksiyonunun benzer 6zelliklerine sahiptir.

Yari-likelihood i¢in asagidaki 2 duruma bakacagiz.

1. Bagimsiz Gozlemler: Gozlemler bagimsiz oldugundan, varyans-kovaryans

matrisi diyagonaldir.
V()= diag (V,(¢4)s-.V, (1,))

Buradaki V,,V,,....,V, fonksiyonlar: dzdestir. (3.5) ile gosterilen yari-skor, (3.6)’daki
yari-likelihood fonksiyonudur. Yari-likelihood fonksiyonu Q(u,y), GLM’deki log-

likelihood fonksiyonu olarak rol oynar. Yari-likelihood tahmin ediciye dayanan

sonug,

Ul (ll,l, y) = 0
(3.7)
U,(u,»)=0

yari-skor denklemlerini saglar.
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GLM’in MLE’sine benzer yari-likelihoodun tahmin edicisi Fisher Skor

metodu,
-1
~ A oU
ﬂm+1 =ﬂm+|:E9(_$j:| U

yardimiyla hesaplanabilir. Ayrica bu tahmin edici asimptotik olarak da tutarlidir.

Yani, diizen kosullar1 altinda

A A -1
Jn(p-p)->n(o[15] ]
dir.
2. Bagimh Goézlemler: Gozlemler bagimli oldugundan, varyans-kovaryans matrisi

T
]

V' (u) diyagonal degildir. Genelde yari-skor U = (Ul,...,U p)

0U,(B) , U.(B)
op, op.

esitsizligine sahiptir. Bu, yari-skor U(y, y) ile tanimli vektoriin path bagimli oldugu
anlamia gelir. Boylece kismi tiirevi varsa yari-skor olan Q(, y) skaler fonksiyonu
yoktur. Boylelikle (3.6)’daki  Q(u,y) integrali path bagimhdir ve iyi
tanimlanmamistir. Sonug, Q(u,y)’ye dayali olamaz. Daha once bahsedildigi gibi
log-likelihood fonksiyonlarinin 3 ana o6zelligini saglayan U(u,y) yari-skor

fonksiyonu tercih edilir. Asimptotik yakinsama, oldukc¢a karmasik durumlar altinda
da saglanir (McCullagh 1991).

U(u,y) yari-skor fonksiyonunun kismi tiirevinin beklenen degeri simetrik

oldugundan ve kismi tiirevinin olmadigindan, McCullagh (1991), simetrik kismi
tirevleri ile bir ana terim ve asimetrik kismi tiirev ile bir kiigiik “giiriilti” terimi
olarak U’nun 2 terime ayrisiminin olasilifina dikkat ¢gekmistir.

Ayrisim, bilgi kayb1 olmadan ilk terimin yari-likelihoodu araciligiyla, yari-

skor U(u,y) nin c¢alismasina izin verir. Li ve McCullagh (1994) potansiyel
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fonksiyonlar ve tutucu tahmin fonksiyonlari g¢aligmistir. Tahmin fonksiyonlari
simetrik kismi tiireve sahip olan tutucu tahmin fonksiyonlarinin alt uzayinda tahmin
fonksiyonlar1 tasarladilar, bodylece bu tahmin fonksiyonlar1 bir yari-likelihood
fonksiyonuna sahiptir. Yari-likelihood, tahmin fonksiyonunun potansiyel fonksiyonu
gibi adlandirilir.

Denklemleri parametre tahmin edicilerini saglayan tahmin fonksiyonlari,
fonksiyonlarin genis kapsamli bir smifidir. Yari-skor fonksiyonlar, tahmin
fonksiyonlarinin 6zel bir smifidir. y’de dogrusaldir ve asimptotik olarak tutarh
tahmin edici saglarlar. Potansiyel fonksiyonlar, siradan log-likelihood fonksiyonlar
gibi asimptotik olarak benzer Ozelliklere sahiplerdir. Boylece, yari-skor

denklemlerinin miimkiin ¢oklu ¢éziimlerinden, istenilen hesaplamaya yardimci olur.
3.4. Cezali Skor Denklemleri

Bir dnceki boliimde GLM, likelihood fonksiyonlar, skor fonksiyonlar ve yari-

likelihoodu inceledik.

Uyar: (2.3) problemi ve ¢6ziimii, ortak likelihood fonksiyonlarindan bagimsizdir.
Cezalandirma kavrami ve tahmin edicisi, ortak likelihood fonksiyonlarindan

bagimsiz olarak genellestirilir (Fu, 1998).

Cezal1 skor denklemlerini

S, (B.X,y)+ 27| sign(B)=0
(3.8)
S, (B.X.)+Ay|B,[ " sign(B,)=0

kabul edelim.
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Tamim 1: (Cezali Skor Denklemleri)

Jakobian kosulu 2—; pozitif yar1 tanimli olan S fonksiyonlu (3.8) esitligi, Bridge ceza

Z‘ ﬂj‘y ile cezal1 skor denklemleri olarak adlandirilir (Fu, 1998).

Tamim 2: (Bridge Tahmin Edici)
A>0 ve y>1 olsun. Bridge tahmin edicisi ,3(/1, y) olarak tanimlansin. (3.8)
esitliginin tek ¢oziimii, y — 1+ ,bA’(/l,y) ‘nin limiti LASSO tahmin edici ,3(/1,1+)

olarak tanimlanir (Fu, 1998).

Uyarilar

1. Cezali skor denklemleri kavrami genelde Z g(ﬂj) 'nin bir cezasi igin

stirdiiriilebilir. Buradaki g, diizgiin konveks fonksiyondur.

2. Bridge (LASSO) tahmin edicisi, ortak likelihood fonksiyonlarindan bagimsizdir.

Ortak likelihood fonksiyonlarinin bulunmadigi durumlarda uygulanabilir.

Sapmay1 minimize eden cezali skor denklemlerine yaklagim, cezalandirmaya

klasik yaklasim ile karsilastirilir. Yani —2Log(lik), + ceza fonksiyonu gibi. Boyle

bir genellestirme, regresyon problemlerinde ortak likelihood fonksiyonlarinin
yoklugunda karsilasilacak zorluklari dnlemek icin ¢ok Onemlidir, yiiksek iliskili
aciklayici degiskenler nedeniyle cezalandirma istenilir. Cok 6nemli bir uygulama da,
genelde ortak likelihood fonksiyonu olmadiginda genellestirilmis tahmin
denklemlerine bu yontem uygulanir. Bridge (LASSO) tahmin edici icin cezalt GEE
¢oziimii ile agiklayici1 degiskenler arasinda igiliski verildiginde daha iyi 6ntahminler
elde edilecegi, algoritmalar i¢in Boliim 4’te, simiilasyon sonuglari i¢in Bdliim 6’da

gorilecektir.
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3.5. Cezah Skor Denklemleri i¢cin Algoritmalar

Boliim 3.4’te cezali skor denklemlerine teorik olarak giris yapildi. Boliim
2.3’te Bridge ¢oziimii icin MNR ve Atis algoritmalar1 verildi. Bu algoritmalar Gauss
yanitlart i¢in uygulanabilir. Gauss olmayan yanitlar icin ise asagidaki IRLS yontemi

uygulanir.
IRLS yontemiyle Bridge (LASSO) tahmin ediciler icin Algoritma
1. ,30 baslangi¢ degeri ile basla.
2. Genel tahmin ﬁ’ “ya bagli diizeltilmis degisken z ’yi,
2= XB+[V ()] (v-1)
olarak tanimla.

3. W=V"* olmak tizere WX iizerinde Wz 'nin lineer regresyonuna MNR (Ats)

metodunu uygula, ,@ "y1 glincelle.

4. ,B nin yaklagimi elde edilinceye kadar 2. ve 3. adimlarini tekrarla.

Burada, eger ortak likelihood fonksiyonu yoksa Jacobian kosulu saglandigi
siirece Bridge (LASSO) tahmin edici elde etmek icin MNR metodu ya da Atis

metodu uygulanabilecegine dikkat edilmelidir.

Algoritmalarin Yakinsamasi:

A >0 veriliyor. 2—; pozitif taniml ise;
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1. MNR algoritmasi; y >1 i¢in (2.3) ’lin Bridge tahmin edicisine yakinsar.

2. Atis algoritmasi; ¥ =1 i¢in (2.3) *iin LASSO tahmin edicisine yakinsar.

Simdiye kadarki yapilan ¢alismalara gore; MNR ve Atis algoritmalart ¢ok
hizl1 yakinsar ve IRLS yontemi ile birlestirilebilir.
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4. CEZALI GEE

4.1. Giris

Halk saglik caligmalarinda arastirmacilar, uzun zamani kapsayan gozlemler
serisini incelerler. Ornegin nefes darhigi ile ilgili calismalarda, calismadaki konularin
her biri, bir y1l gibi belirli bir zaman dilimi i¢in kontrol edildi. Konunun nefes darligi
ile ilgili durumu, her ziyarette havanin kalitesi, mevsim, sicaklik, nem gibi bazi
etkenlerle birlikte incelendi. Arastirmacilar1 asil ilgilendiren, ¢ok sik olarak nem ve
sicaklik gibi agiklayic1 degiskenlerle, astim durumu gibi yanit degisken arasinda
iliski bulundu. Bu tarz calismalar, longitudinal (boylamasina) calismalar olarak
adlandirilan 6zel istatistiksel ayardir ve amag, agiklayici degiskenlerde yanitin zaman
trendinin bagimliligini teshis etmektir.

Son 20 yildir, longitudinal calismalar bir¢cok saglik arastirmacilart ve
istatistik¢iler tarafindan ilgi ¢ekmektedir ve longitudinal ¢aligmalarin uygulamalar
tibbi, ¢evresel ve psikolojik caligmalar gibi pek ¢ok aragtirmada bulunabilir (Laird ve
Ware, 1982; Liang ve ark., 1992). Longitudinal caligsmalarda istatistiksel metotlar
rasgele etki modelleri, kosullu Markov zinciri modelleri ve GEE metodunu igerir
(Diggle ve ark., 1993).

Bu béliimde GEE metodu ve agiklayict degiskenler arasinda iliski oldugunda

cezal1 skor denklemlerine yaklagim ile cezalandirma kullanma iizerinde durulmustur.

4.2. Genellestirilmis Tahmin Denklemleri

Kategorik verilerin analizinde tekrarlamali 6l¢iimler oldugu zaman genellikle
genellestirilmis tahmin denklemleri (GEE) kullanilarak analiz yapilmaktadir. GEE
yaklasimi (Liang ve Zeger, 1986) GLM’in bir acilimidir. GEE, bireyler iizerinde
uzun donemli elde edilen gozlemler (longitudinal data) icin bir yaklasim
saglamaktadir. GEE ikili veya sayima dayali olarak elde edilen cevap degiskenlerinin
analiz edilmesinde ideal bir yontemdir. GEE’de uygun bir calisilan (working)

korelasyon matrisi tanimlanarak analiz yapilmaktadir. Calisilan korelasyon matrisi
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tim bireyler i¢in ayni olan a bilinmeyen parametre vektoriine baghdir (Davis,

2002).

GEE ortak dagilimin tam olarak tanimlanmasina gerek duyulmadan, tahmin
denklemlerinin elde edildigi yar1 parametrik bir yontemdir. Bunun yerine marjinal
dagilimlar i¢in yalnizca olabilirligi ve her bir bireyden elde edilen tekrarlanmali
Olciimlerin vektorl igin bir ¢aligsilan kovaryans matrisi tanimlar (Davis, 2002; Liang
ve Zeger, 1986). Calisilan korelasyon matrisi her bir bireyin tekrarlanmali 6l¢timleri
i¢in hesaplanir.

GEE yaklasiminda her bir denek bir kiime olarak adlandirilir. Farkli kiimeler
icin elde edilen gozlemlerin bagimsiz, ayni kiime icin elde edilen gozlemlerin ise

birbiriyle iligkili oldugu diisiiniilir. GEE yontemi, etkinligi arttirmak amaciyla bu

iliskiyi de dikkate alan tahmin teknigidir. S6z konusu iliski Rl.(a) ile gosterilen
n, X n, boyutlu simetrik matrisle ifade edilir. Bu matrise ayn1 zamanda ‘“lizerinde

calisilan iliski matrisi” de denilir. Matrise bu ismin verilmesinin bir nedeni, bu
iliskinin yanls tanimlanmis olma olasilifindan kaynaklanmaktadir.

Yari-likelihood fonksiyonunu GEE’ye uygulayabilmek amaciyla, yanit
vektOriiniin ortalama ve kovaryansi diisiiniilmelidir. Buna gore yari-likelihood
yaklasiminda {izerinde calisilan kovaryans matrisi esitlik (4.1)’de oldugu gibi

hesaplanir:
V.= A"R (a)4" (4.1)

Burada; 4 ; n,xn, boyutlu kdsegen matrisini (4, =diag(a,"(0))), R (a);
tizerinde calisilan iliski matrisini gostermektedir. (4.1) esitliginde denekler t

zamanlarinda ¢, kez gozlenmislerdir. Buna gore j=1,..,n; olmaktadir. Farklar

vektorii asagidaki gibi tanimlanmig olsun:

S, =y — K (4.2)
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(4.3) ile verilen denklem ¢aligilan kovaryans matrisidir.

K
> D'V'S, =0 (4.3)

i=1

B ’nin tahmin edilmesi i¢in GEE, GLM’e benzer olarak,

bi¢iminde yazilabilir. ¥, ’nin kovaryans matrisi,
I/i — Ail/zR(a)Ail/z

bi¢giminde tanimlanabilir.

D, =d{a®)|ap- % = AAX,

A = diag(d@t/dm)

= xiY;
A= diag(a;(ﬁ))
Si =i —a;(l9)

Buradan a; (0) = i, oldugu anlasilir.
a,u- -~ T
Burada; D, :6_,é olarak tammlanan vektorii (4, = (g, fhysees iy ) )s V; 5 (4.1)

esitliginde tanimlanan kovaryans matrisini, i =1,...,K  olmak {izere denekleri

gostermektedir. GEE yonteminde regresyon katsayilari tahminleri olasiliklar oram
yardimiyla hesaplanmakta ve yorumlar bu tahminlere gore yapilmaktadir.
GEE yaklagiminda, tutarli ve asimptotik normal dagilim 6zelliklerini saglayan

regresyon katsayl tahminlerini ya da tutarli varyans tahminlerini elde edebilmek i¢in
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calisilan korelasyon matrisinin dogru belirlenmesi gerekmektedir. Birim sayisinin
¢ok fazla oldugu durumlarda asimptotik 6zellikler saglanir, tutarli ve etkin tahminler
elde edilebilir. Bu gibi durumlarda bile korelasyon yapisinin dogru tahmin edilmesi
etkinlikte artan bir kazanca neden olur (Yazici, 2001).

GEE yonteminde biitiin denekler i¢in ayni korelasyon yapisinin benimsenmis
olmasi sart degildir. Sabit bir korelasyon yapisinin benimsenebilmesi, sadece eksik
gozlemlerin tamamen rassal olmasi durumunda gergeklesecektir. Dolayisiyla
uygulamada her bir denek i¢in gozlem sayisi esit olmadigindan, eksik gozlemlerde
rassalligin saglanmasi kosulu ile bu iligkinin tim denekler icin sabit oldugu
varsayilir.

Esitlik (4.1) dikkate alinarak R(a ) asagidaki gibi yazilabilir (Lipsitz ve ark.
1974; Lipsitz ve Fitzmaurice, 1996):

A;1/2K1Ai11/2 Piz t P
. APV AR .
R(a)z pz:12 i 22 i ) p:llt (4.4)
P Pz e Ai;il/zl/iti Ai;,.l/z

Burada; R(a) matrisi (K-1)x(K-1) boyutludur. Matrisin kdsegen elemanlari

gozlemler arasindaki iliskiyi gostermektedir.

GEE’nde yer alan farkli korelasyon yapilar1 sunlardir:

Yapilandirilmamis _korelasyon: Genel olarak kiimelerdeki gozlem sayilar1 ¢ok

azken, eksik gozlem bulunmamasi durumunda uygun korelasyon yapisi
yapilandirilmamis (unstructured) korelasyon yapisidir. Orneklem yeterince biiyiik
oldugunda yapilandirilmamis korelasyon yapisi kullanildiysa tahminler tutarh
olacaktir.

Diger taraftan ayn1 denemelerde yanit degiskeni ¢ok farkli degerler aliyorken

yine yapilandirilmamis korelasyon kullanilmasinda fayda vardir.
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Bagimsiz korelasyon yapisi: Orneklemde yer alan birim sayis1 ¢cok fazla oldugunda

degiskenler arasinda bagimsizlik varsayimi kullanilabilir. Bu durumda dikkat
edilmesi gereken; eksik gozlemlerin miimkiin oldugunca az sayida ve tamamen
rassal olmasidir.

Birim sayis1 az ancak her bir kiimedeki tekrarli gozlem sayisi fazla oldugu
durumlarda da dogru korelasyon yapisinin belirlenmesi ile etkinlikte biraz kazang
saglanabilir. Bu durumda yine uygun korelasyon yapist bagimsiz korelasyon
yapisidir.

Yas gibi zamana bagh es degiskenler varken bagimsiz korelasyon yapisi
kullanilarak elde edilen tahminler, diger korelasyon yapist varken elde edilen
tahminlere gore daha az etkindirler.

Bagimsiz korelasyon yapisi agsagidaki gibi tanimlanir:

1 eger 1=
R, = g J
. 0 d.d.
0 --- 0
0 1 0
R(a)=|. . .
00 1

Korelasyon yapisi tanimlanirken bagimsizlik varsayimi dikkate alindigindan

burada herhangi bir parametrenin tahmin edilmesine gerek yoktur.

Degistirilebilir _(exchangeable) korelasyon yapisi: GEE’nde en ¢ok kullanilan

korelasyon yapilarindan biridir. Korelasyon yapisinin belirlenmesi agagidaki esitlik

ile ilgilidir:

=i

p;=a
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Bu esitligikte k=0 olmasi durumunda kullanilan korelasyon yapist
degistirilebilir korelasyon yapisi olarak adlandirilir (Zeger ve Liang, 1986). Bir diger

ifade ile p, = p;; =...= p,; olmak lizere boylamasina ¢aligmanin tim degiskenlerine

iliskin korelasyonun birbirine esit oldugu sdylenir. Bu durum ¢ogu zaman
boylamasina verilerde gozlemlerin ¢ok kisa araliklarla elde edildigi durumlarda
gerceklesebilir.

Tekrarli gozlemlerin oldugu durumlarda gozlemlerin elde edilmesinde

mantikli bir sira s6z konusu degilse yine degistirilebilir korelasyon yapis1 uygundur.

Tiim gozlemlerde korelasyonun ayni oldugu degistirilebilir korelasyon yapisi

asagida verildigi gibidir:

1 eger i=]j
R.. =
b {p d.d.
1 a a
a 1 a
R(a)z .
a a 1

Biitin  degiskenler icin  korelasyon  katsayilarmin  esit  oldugu

diisiiniildiiginden tahmin edilmesi gereken parametre sayisi 1°dir.

Otoregresif korelasyon yapisi: Longitudinal veri analizinde ¢ogunlukla verilerin

ard arda gozlemlenmesi nedeniyle birinci dereceden otoregresif korelasyon meydana

gelir. Bu durum p, = a’ - denkleminde k=1 olmasi ile ifade edilir. GEE’nde ¢ok

sik kullanilan korelasyon yapilarindan biridir.

Otoregresif korelasyon yapisi i¢in ¢alisilan korelasyon matrisi asagida oldugu

gibidir.
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Bir onceki korelasyon katsayisi da dikkate alindigindan elde edilen parametre

sayist 1°dir.

Bu 4 tip korelasyon yapisindan baska; M-bagimli korelasyon yapisi, sabit
korelasyon yapisi, iissel korelasyon yapisi adi altinda baska korelasyon yapilar da
vardir. Ancak bu korelasyon yapilarinin kullanimi digerlerine oranla daha azdir.

Hangi korelasyon yapismin kullanilacagina karar verilirken benimsenen
yollardan biri, uygun goriilen birka¢ korelasyon yapisini denemek ve daha sonra
model temelli varyansa en yakin deneysel varyansi veren korelasyon yapisini

se¢mektir (Yazici, 2001).

Bir GEE diisiinelim. Lineer regresyonlardaki gibi, i¢ iliskinin potansiyel
problemi de olusur. Yani, eger genellestirilmis tahmin denklemlerindeki agiklayici
degiskenler lineere yakinsa, tahmin ediciye dayali ontahminler koétii performans
gosterecektir. Boylece cezalandirma, dnceki boliimde gosterildigi gibi istenir. Ancak
cezalandirmanin klasik yaklasimi, 6rnegin Bridge regresyon, Boliim 3’teki gibi ortak

likelihood fonksiyonlariin varligi gerekir.

Cezali skor denklemleri yaklasimi, cezalandirmay1 geneller ve cezali skor
denklemleri ortak likelihood fonksiyonlarina bagli olmadigindan, GEE’de igciliski
problemini kullanmak i¢in teknikleri saglar ve IRLS yontemi uygulanabilir.

Asagida genellestirilmis tahmin denklemlerine cezali skor denklemleri uygulanacak

ve daha iyi tahmin ve 6ntahmin elde etmek icin cezali GEE ¢oziilecektir.
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4.3. Cezah Genellestirilmis Tahmin Denklemleri

Longitudinal ¢alismalarda GEE genis alanlarda kullanilir. GEE tahmin edicisi
asimptotik tutarl ve yeterli olmasina ragmen acgiklayici degiskenlerin igiligkili olmasi
durumunda karsilanabilir. Ozellikle aciklayici degiskenlerin fazla sayili oldugu
durumlarda karisiktir. Bu, (4.3)’lin parametre tahmin edicisi ,@ ’ya bagh tahmin ve

ontahmin dogrulugu sorununa neden olur.
Cezalandirmanin, lineer regresyonda igiliski problemini ele alma tekniklerini

kanitladig1 bilinir. Cezalandirmaya klasik yaklasim, ceza fonksiyonlu modelin

sapmasini minimize eder. Ornegin L( ﬂ) ortak likelihood fonksiyonu ise, Bridge

ceza i¢in cezalandirma problemi

mﬂin(—zlogL(ﬂ)mZ\ﬂjV)

dir. Ancak genelde GEE icin ortak likelihood fonksiyonu L( p ) bulunmaz. GEE’ne

cezalandirma uygulamak ig¢in ortak likelihood fonksiyonuna bagli olmayan o6zel
teknikler gereklidir.
Asagida GEE ’ne Bridge ceza uygulanmistir.

Sl(ﬂ,X,y)er(ﬂl,/l,}/):O
4.5)

S, (B.X.y)+d(B,.A.7)=0

d(ﬂj,/l,}/):/iy‘ﬂj‘yil Sign(ﬁj), §,’ler GEE ’nin (-) tahmin fonksiyonlar1 veya

ortak likelihood fonksiyonunun (-) skor fonksiyonlaridir.
Cezali skor denklemleri yaklasimi ile GEE cezalandirilabilir. Agiklayici
degiskenler arasinda igiliski oldugunda daha iyi 6ntahmin ve kiigiik varyans elde

etmek icin cezali GEE, GEE tahmin edicilerini 0’a biizer. Cezali GEE tahmin
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edicisinin ¢oziimii i¢in asagidaki yontem izlenir (Liang ve Zeger, 1986) ve IRLS

yonteminde Agirliklandirilmis EKK’e cezalandirma uygulanir.

Cezal GEE icin Algoritma

1. ﬁo baslangi¢ degeri ile basla.

2. Simdiki tahmin ﬁ’ “ya bagli sapan rezidiiler veya Pearson kullanan R(a) ¢alisilan
korelasyon matrisini ve a,® parametrelerini tahmin et.

3. Diizeltilmis bagimli degisken z = Dﬁ’ + S tanimla.

4. MNR (Atis) metodunu kullanarak 14 agirliklart ile X {izerinde z ’nin
regresyonuna cezalandirma uygulayarak, sabit 1 >0, y>1 icin ,@ tahmin edicisini

giincelle.

5. ﬁ’ ’da yakinsama elde edinceye kadar 2.- 4. adimlarin tekrarla.

Bridge (LASSO) tahmin edicileri i¢in cezali GEE c¢oziimii ile, agiklayici

degiskenler arasinda i¢iliski oldugunda, daha iyi tahmin ve 6ntahmin elde edilir.
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5. BUZULME PARAMETRELERININ SECIMIi

5.1. Giris

Regresyon problemlerinde,
(1) Veriye iyi uyum saglamak
(2) Basit ya da aciklanabilir bir modeli korumak
kurallarina uygun olarak model segmek gereklidir. Ilkinde miimkiin oldugu kadar
cok aciklayici degiskenle model agiklanmak istenirken; ikincisinde, istatistiksel
olarak anlamli olmayan agiklayici degiskenlerin modelde olmamasi istenmektedir.
Ancak c¢ok fazla sayida acgiklayici degisken varsa, ayn1 zamanda hem (1) hem de (2)
’yi saglayan iyi modeli segcmek genelde zordur. Cok sik olarak, ¢ok agiklayici
degiskenli genis modele sahip olunmaktadir. Bu modellerde asil problem over-fitting
(asiri-uyum)’dir.

Over-fitting (asir1 uyum), modeller gereginden fazla agiklayici degisken
igeriyorsa ortaya ¢ikar ve verilen tim veri noktalarinda, veri modele asir1 uyum

saglar. Ontahminde model ¢ok kotii performans gosterir.

5.2. Capraz Gecerlilik Testi ve Genellestirilmis CV

Stone (1974), over-fitting problemini kullanmak i¢in ¢apraz gegerlilik testini
(CV) onermistir. Her defasinda bir gézlem noktasini disarida birakarak model secer
ve geriye kalan veri noktalar1 ile model olusturarak disarida birakilan gézlemlerde

ortalama 6ngorii hatasin1 minimize eder. Yani;

1 &
V() zzz(yl_ — )2
i=1
Ve
7 =xf7(A)

olmak lizere
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mﬂin CV(/I)

dir. ﬁ’i(/l), (xl.,yl.) disinda diger gozlemlere dayali modelin tahminidir ve A,

model secimi i¢in ayar parametresidir. Model uydurma ve secimlerinde CV
metodunun bircok uygulamasi vardir. Ozellikle Stone (1974), Hastie ve Tibshirani
(1990), Wahba (1990), Shao (1993) ve Zhang (1992)’de bulunabilir.

Craven ve Wahba (1979), A diizeltme parametresini optimize etmek ig¢in
lineer diizeltme splineleri i¢in GCV’yi Oonermistir. ¥ = g +¢& modelinin ¢ = A1)y

lineer operatdrii i¢in

GCV(2)=

formudur.

GCV’nin bir avantaji, n kere tahmin hesaplamaya gerek yoktur. Disarida
kalan her bir nokta, ¢capraz gecerlilik testi i¢in se¢ilir. Tam modelin toplam sapmasini
(RSS), orneklem boyutunu ve modelin serbestlik derecesini hesaplamaya yeter.
Boylelikle hesaplama olarak daha az masraflidir ve S+ gibi programlama dilleri ile

hesaplanabilir (Fu, 1998).
53. GCVile A ve Y Parametrelerinin Se¢imi

A ve y ceza parametreleri segmek icin, Craven ve Wahba’nin GCV yontemi

kullanilir. ilk olarak; (2.3)’ten lineer regresyon modelinin Bridge tahmin edicisi
(X"X+AD)p=X"y (5.1)

esitligini saglar. Modelin p(/l, 7/) parametrelerinin efektif (etkili) sayisini, Craven ve

Wahba modelin serbestlik derecesinde ceza etkisini vermistir.
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p(Ly):w(X(X?X+ALﬁ”xﬁ)—%

Buradaki D, p x p tipinde

elemanlarmin diyagonal matrisi, 75 y =1 igin S, =0 olan £, ’nin sayisidir.

GCV, n boyutlu i¢in;

R&qﬁ)
n(l—p(ﬂ,,y)/n)2

GCV = (5.2)

olarak tanimlanmustir. (5.2) esitligi

anﬂﬁ)
(n=p(2.7))

olarak da yazilabilir ve modelin geri kalan serbestlik derecesi iizerinde, ortalama hata
kareler miktar1 anlamina gelir.

A ve y parametreleri segmek i¢in, A >0 ve y >1 ¢izgisi lizerinde her bir
(A,y) gifti icin GCV hesaplanir. A ve y, Sekil 5.1°deki gibi GCV ’nin minimum
degerinin elde edilmesiyle segilir.

Genellestirilmis lineer modellerde, Gauss-olmayan yanit degiskenler i¢in hata
kareler toplam1 anlamli olmadigindan GCV diizeltilir. —210g(Lik), sapma yerine;

GCV ’deki hata kareler toplam: (RSS) kullanihir. Lik yamit degiskenin ortak
likelihood fonksiyonudur.
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58 0.6
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Sekil 5.1. GCV ile A ve y parametrelerinin segimi (Fu, 1998)

p(A,7) parametresinin efektif sayisi i¢in 2 6zel durum dikkate almr.
1.

A =0. Modele higbir ceza uygulanmaz. p(/t, 7) projeksiyon matrisinin izidir ve
lineer modelde parametrelerin sayis1 p ’ye esittir.

2. A»lve y=1.LASSO parametreleri biizdiigiinden ve ﬁ = 0 oldugundan, yeteri
kadar biiyiik A i¢in, D =diag(0) ve n, = p’dir. Tim ,é = 0 oldugunda; model bos
(null) modeldir. Béylece model parametrelerinin efektif sayis1 0’a esittir. Bu da

p(4,7)=p-p=0 demektir. Diger durumlarda p(A,y) 0’dan biyiiktir ve
modeldeki parametre sayis1 p ’den kiiciiktir.

5.4. Cezah GEE i¢in Yari-GCV

GCV metodu, genellestirilmis lineer modeller i¢cin A ve y parametrelerini

secmekte kullanilir. Ancak 4. boéliimde iizerinde duruldugu gibi genelde GEE igin

ortak likelihood fonksiyonlar1 yoktur. Genelde GCV metodu cezali GEE’ne
uygulanamaz. Bu nedenle diizeltme uygulanmalidir.
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Cezali GEE’nde GCV metodunu genellestirmek icin korelasyon yapist dahil
edilmelidir. Korelasyonun yapist dahil edilmesi ile GLM’deki gibi GCV’nin ayni
etkisi elde edilebilir. GLM i¢in GCV’de kullanilan sapma, sapma hatalarinin kareleri
toplamidir. Korelasyon nedeniyle sapma, GEE’nde dogru anlama sahip olmamasina

ragmen, sapma hatalari

sign(y,, —[lk,)\/ —2log L(y,, — i1,)

olarak her bir gozlem noktasinda hesaplanabilir. Buradaki L(y, — /i, ), marjinal
dagilimina dayali Y, gozleminin likelihoodudur. Iliskili gozlemler igin agirlikli
sapma D, (/1, }/), bagimsiz gozlemler i¢in sapmaya benzer etki elde etmek ic¢in

sapma rezidiilerine korelasyon dahil edilmesiyle asagidaki gibi verilir.

D) =2 A [R@] '

Buradaki 7, , k. bilesenin sapma hata vektorudiir. n, xn, boyutlu R, (a), isleyen

korelasyon matrisidir.

Yar-GCV;

GCv, = D,(%7) . (5.3)
n(l—p(/l,j/)/n)

olarak tanimlanir. Buradaki n, Y, iliskili gozlemlerin serbestlik derecesinin efektif

sayisidir ve

K 2
n
n=>y —%*

k=1 |Rk (a)|

olarak tanimlanir. |Rk (@), R.(a)=(p,) nin tim Zpﬁ elemanlarinin toplamidir.

GEE’nin korelasyon yapisi ne Pearson rezidiiler ne de sapma rezidiileri ile tahmin
edilebildiginden, sapma rezidiilere sirayla korelasyon yapisi dahil etmek tavsiye

edilir.
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c.‘}!l gn.72.73

Q-G
,}66.67.68.691

Sekil 5.2. Yar-GCV ile A ve y parametrelerinin segimi (Fu, 1998)

Parametre se¢im yontemi, GLM’deki ile aynidir. Yani her bir sabit (4,y)
cifti i¢cin Bridge (LASSO) tahmin edici ,@(/1,7) hesaplanir, sonra p(A4,7)
parametresinin efektif sayisi hesaplanir. Boylece yari-GCV, sapma rezidiileri ile
(5.3)’tin kullanilmasiyla hesaplanir ve R(a)korelasyon matrisi, cezali GEE i¢in
IRLS yonteminin son adimindan elde edilir. 4 ve y parametreleri Sekil 5.2°de

gosterildigi gibi yari-GCV’nin minimize oldugu noktanin iistiinde segilir.
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Uyarilar

1. Dw(/l, 7)’yi agirhiklt sapma olarak diisiinelim. Bagimsiz goézlemler icgin

korelasyon matrisi R(a) birim matris oldugunda sapmay1 azaltir. Bu nedenle yari-

GCV, GCV’ye indirgenir.

2. Miskili gozlemlerin serbestlik derecelerinin efektif sayisi, R(a) korelasyon
matrisine baglidir. 4 ve y ’nin farkli degerleri, farkli tahminlere ve R(a) 'nin farkli
degerlerine neden oldugundan, n de A ve y gibi farklidir. Ancak serbestlik
derecesinin efektif sayisi, gozlemler ve bilesen i¢in esas oldugundan, n; 4 ve y ’dan
bagimsiz olmalidir. Bu nedenle farkli 4 ve y’ya gore yari-GCV hesaplamak i¢in

sabit n kullanilmalidir. 4 =0 ’dan n ’in tahminini kullanmak tavsiye edilir.

Agirlikli sapma, asagidaki gibi iligkili Gauss yanitlarina neden olur.

Y, & ’un diyagonal olmayan varyans-kovaryans matrisi ve &~N (O,Z) olmak

iizere, ¥ = X +¢& modelinden Y =(Y,,Y,,...,%,)" iliskili yamtlar olsun. Sirastyla
bagimsiz degiskenler icin GCV metodu uygulanir, £=Q"AQ ’yu saglayan
P=A""?Q olmak iizere, doniisiimii Z = PY alalim. Béylece Z, N(PXf,1) normal

dagilimina sahiptir.

(Z—PX,@)T (Z—PX/S’)

GCV(A,y)= 5
%) n(l—p(/l,;/)/n)

(Y—XB)T P'P(Y-Xp)

n(l—p(/l,}/)/n)2

(Y—Xﬁ)T 3! (Y—X/S’)
n(l—p(xi,}/)/n)2
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Yani GCV, rezidiilerde korelasyon yapisinin dahil edilmesiyle elde edilir. Benzer
sekilde cezali GEE’nde ayni etkiyi elde etmek i¢in, (5.3) denklemindeki gibi sapma
rezidiilere korelasyon yapis1 dahil edilir.

Iliskili gozlemlerin serbestlik derecesinin efektif sayisi, iliskili Gauss

gozlemlerine de neden olur. p, =1 kosegen elemanli R=(p,) matrisi olsun.

Y=(%.%,....Y, ) , N (0, O'ZR) dagilimma sahip olsun. ¥ &rneklem ortalamasimin

12429

varyansi;
_ 1
Var(Y) =n—2Var(Zx) =n—2C0v(ZK,ZK)
1
=n—222COV(Yi,Yj)
i

-2 (5.4)

dir.
Y. gozlemlerinin bagimsiz oldugu 06zel durumlarda R birim matristir,

boylece orneklem ortalamasinin  varyansi Var(Y ):az/ n olur. Paydadaki n,

Y. Y,,..Y,

n

bagimsiz gozlemlerinin serbestlik derecesinin sayisidir. 1,Y,,....Y,
iliskili gozlemlerinin serbestlik derecesinin efektif sayisi, (5.4) denkleminin
paydasini nz/ |R| olarak tanimlayalim. Negatif olmayan iliski sabiti p, >0 i¢in, bu
serbestlik derecesinin efektif sayisi ¥,’in n kez tekrari icin ve (1,%,,....,Y,) n

bagimsiz gézlemi i¢in 1 ile n arasindadir.
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Negatif korelasyon ile baz1 problemler olusabilir. Ancak uygulamada, negatif
korelasyonlu gozlemlerin serisine rastlamak c¢ok nadir bir durumdur. Ozellikle
longitudinal (boylamasina) arastirmalarda aymi bilesenden pozitif iliskili yanitlar
beklenir. Boylece serbestlik derecesinin efektif sayisi, genelde boylamasina

arastirmalarda iyi calisir.
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6. SIMULASYON CALISMALARI

Bu boliimde dogru modeldeki Bridge regresyonun biiziilme etkisini sinamaya
dayali istatistiksel simiilasyonlar verilecektir. Bridge ceza modeli; cezali olmayan,
LASSO ceza ve Ridge ceza modelleri ile karsilastirildi. Regresyon parametrelerinin

standartlastirilmis hata kareler ortalamasi: (MSE);

MSE:ort(ﬁ’—ﬁ)T XTX(B—ﬁ)

ve Ontahmin hata kareleri PSE = ort Dev( v, ,&) model rasgele hatasinin ortalamasi

alinarak hesaplanir

PSE, X gibi ayn1 korelasyon yapisina sahip iliski uzayinda, bazi rasgele
secilmis noktalardaki ortalama olarak hesaplanir. Her bir niceligin de standart hatasi
hesaplanir. Bu boliimdeki simiilasyonlar, Fu (1998) makalesinden yararlanilarak

hazirlanmastir.
6.1. Lineer Regresyon Modeli

40 gozlemli ve 5 aciklayici degiskenli

Y =B+ Bx, + byx, + Bixy + Bux, + fsxs + & (6.1)
basit modelinin simiilasyonunda Bridge model ile OLS, LASSO ve Ridge’i
karsilagtiralim. &~N (0, 02) ’dir. Buradaki f;gercek parametre ve X i gozleme

ait vektordiir.
Iciliskide biiziilme etkisini smamak i¢in X’in korelasyon matrisinde

gosterildigi gibi giiglii lineer korelasyonlu X regresyon matrisi segilir. x, ve x,
arasinda p =0.995 alinarak cok giiclii korelasyon katsayis1 segilir. X matrisi

asagidaki gibi iiretilir. Ilk olarak N (0,1) standart normal dagilimli rasgele sayilari ile
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40x5 tipinde bir matris iretilir. Sonra X’in ardisik kolon vektorlerinin ¢ift yonli

korelasyon katsayilari, U (—1,1) diizgiin dagilimindan tretilir.

Sabit terimsiz regresyon parametrelerini biizmek icin,

X = \/Z(xj —OI’f(x_,-))/ij —ort(xj)H

J

ile veri 6lguliir ve merkezilestirilir. Buradaki x,; X ’in j . kolon vektdridiir.

Dogru model 0 katsayisini i¢erdiginde LASSO Ridge’den daha iyi ve dogru
model kiiciik fakat sifir olmayan parametreler i¢erdiginde de LASSO Ridge’den daha

kotii performans gosterdiginden; Gergek [ degerinin iki kiimesi, 0 katsayili

modeldeki biiziilme etkisini simmamasi i¢in segilir. Sifir icermeyen fakat kiigiik

katsayilt modeller:

(a) modeli i¢in S, =0 sabit terimi ile f§, , = (0, 0, 0.5, 0, —l)T

rue

ve
(b) modeli i¢in /3, =0 sabit terimi ile 3,,, =(0.5, 3, 1.0, 2.5, 9)T “dir.

Y yanit1 (6.1) modelinden iiretilir.

(6.1) Lineer modelinin korelasyon matrisi

x, 1.000 0.110 -0.144 0.036 0.066
x, 0.110 1.000 -0.315 0.021 0.034
x, —0.144 -0315 1.000 -0.118 -0.109
x, 0.036 0.021 -0.118 1.000 0.995
x;  0.066 0.034 -0.109 0.995 1.000
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Tablo 6.1. 200 kez tekrarlayan simulasyonla model kargilastiriimasi

Model (a)
A EKK Bridge LASE0 Ridge
& =00 0.006 (0.071) 0.006 (0.071) 0.006 (0.071) 0.006 (0.071)
4 =00 0.0:04 (0.074) -0.004 (0.046) -0.004 (0.046) -0.011 (0.069)
£, =00 -0.007 (0.087) -0.013 (0.060) -0.013 (0.060) -0.018 (0.083)
A =05 0.493 (0.081) 0.437 (0.080) 0.457 (0.080 046 (0.080)
A, ,=00 0.000 (0.837) 0.267 (0.366) 0267 (0.366) -0.394 (0.196)
A =-10 -1.007 (0.843) 20700 (0.373) 0700 (0.375) 40.585 (0.204)
MSE 1.385(0.061) 1.104 (0.05%) 1.104 (0.059) 1212 (0.037)
PSE 3.1780(0.141) 2482(0.132) 2482(0130) 2745 (0.127)
Model (b)
A EEK Endge LASEOD Radge
A =00 0.003(0.737) 0.003(0.757) 0.003 (0.757) 0.003 (0.757)
8=05 0.333 (0.860) 0.386 (0.783) 0.380(0.791) 0.440(0.783)
B8 =30 3018 (0.789) 2.956 (0.768) 2987(0.773) 2913 (0.730)
& =-10 -1.007 (0.811) 10959 (0.769) 0960 (0.779) 0.983 (0.737)
8,=25 22480837 3.670(4.715) 3406 (4.87T) 4909 (1.610)
8 =90 0205 (7.826) 1.666 (4.883) 1.910(5.024) 6257 (1.81%)
MSE 14317 (3.97) 120.60 (5.50) 130.16 (3.32) 12790 (3.70)
PSE 32030 (14.22 29029 (12.87) 20210 (12.90) 286.42 (13.26)
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Tablo 6.1; parametre tahminleri, parantezlerde standart hatalari, OLS’nin
MSE ve PSE’si, Bridge, LASSO ve Ridge modellerini gosterir. ﬁ4 ve ,35 ‘nin

standart hatalar1 iciliski nedeniyle hem (a), hem de (b) modellerinde digerlerine
nispeten daha biiytiktiir.

(a) modelinde; Bridge ve LASSO sonra da Ridge en kiiciik MSE ve PSE
degerini elde eder. i¢iliski nedeniyle OLS en biiyiik MSE’ye ve en biiyiik PSE’ye
sahiptir.

(b) modelinde; En kiiciik MSE’ye sirasiyla Ridge, Bridge, LASSO ve OLS
sahiptir. Ayn1 zamanda en kiiciik ontahmin hatas1 PSE’ye de Ridge sahiptir. En
biiyiik 6ntahmin hatasi ise OLS nindir.

Yukaridaki 6rnekte goriiliiyor ki, Bridge regresyon OLS tahminlerini biizer
ve kiiclik varyans, kii¢iik MSE ve kiiciik 6ntahmin hatas1 elde edilir.

Bridge tahmin edici, LASSO ve Ridge tahmin ediciye kiyasla ve OLS tahmin

ediciye gore daha iyi performans gosterir.
6.2. Karmasik Lineer Regresyon Modeli

Boliim 6.1°de basit lineer regresyon modelleri ¢alisildi, OLS, Bridge, LASSO
ve Ridge gibi farkli cezalarla biiziilme etkisi ve MSE, PSE degerleri karsilagtirildu.
Bu boéliimde agiklayicit degiskenlerin farkli korelasyon yapisi ile daha karmasik
lineer regresyon modellerinde farkli biiziilme etkisi ¢alisilacaktir. Gergek

parametreler, Bolim 2.7’de bahsedildigi gibi y’nin farkli degerleri i¢in Bridge

cezanin prior dagilimindan tretilir.

Model

n =30 orneklem boyutlu, 10 agiklayict degiskenli

Y=P8,+6x +..+BX,+&
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lineer regresyon modeli lizerinde ¢alisalim. 10 regresyon matrisi X,, m=1,2,...,10,
U (—1,1) diizgiin dagilimindan tretilen farkli ¢ift yonlii korelasyon katsayili { p}m ile

30x10 boyutlu ortonormal X matrisinden tiretilmistir.

Veri

Her bir X icin; ger¢ek p,, k=1,2,...,30, Uretilmistir. Buradaki A, 'nin her
bir bilegseni Bridge prior IT, (ﬂ) ‘dan, yani A=1 ve y21 ile II,, (ﬂ) ’dan
tretilmistir. Her bir X, ve g, ile 30 gozlem N (O, 0-2) normal dagilimindan rasgele

hata ¢ ile Y =X pB, +& modelinden fretilmistir. Farkli ceza modelleri: OLS,

Bridge, LASSO ve Ridge i¢in MSE ve PSE;

MSE =(f-p) XX, (p-5)
veE

PSE =ort (J’; —xfﬁ’)z

olarak hesaplanmustir.

20 rasgele se¢ilmis nokta (xt, y,), aynt modelden {iretilmistir. x, ; her bir

Ontahmin noktasina ait vektdrdiir. MSE ve PSE, rasgele model hatasi &’un 50

tekrarli ortalamasidir. g, ; I, ( p ) prior dagilimindan iiretilir. MSE ve PSE, OLS,

Bridge, Ridge ve LASSO modelleri i¢in hesaplanir. Boylece MSE ve PSE’nin
10x30 =300 kiimesi hesaplanir. Yukaridaki yontem y =1,1.5,2,3,4 degerleri igin

tekrarlanir.

Metot

Farkli cezalarin her bir MSE ve PSE kiimesi, IT, (ﬂ) ’dan iretilen aym

B, ’lardan hesaplanir ve degerleri farkli B, ile genis aralikta degismektedir. Fakat
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modeller arasi farklar kiiciiktiir. OLS yardimiyla, bagintili (related) MSE, ve

bagintili (related) PSE ’nin karsilastirilmasiyla segilir.

wsi, = MSE~MSEos
MSE,,
veE
psg, = PSE~PSEy,
PSE,,

Karsilastirildiginda, bagintili  MSE. ve bagintili PSE. orijinal MSE ve
PSE’ye tercih edilir (Fu, 1998).

Sonug¢

Her bir sabit y degeri icin, 300 kiimelik MSE ve PSE, ’nin ortalama ve
standart hatalar1 hesaplanmis ve Tablo 6.2°teki gibi verilmistir. ¥y =1 ve 1.5 igin
gosterildigi gibi Bridge, LASSO ve Ridge’nin MSE ve PSE’si OLS’ninkinden daha
kiigiiktiir. Tablo 6.2°den goriildiigl gibi Bridge ve LASSO kiiglik » degerleri i¢in iyi
performans  gosterirken, biiyik » degerinde o kadar 1iyi performans
gostermemektedir.

y 'nin biiyiik degerleri (y =1.5,2,3,4) icin Ridge; Bridge ve LASSO’dan
daha iyidir. Boliim 2.6 ve 2.7 de de bahsedildigi gibi y 'nin biiyiik degerleri, model
icin kiigiik fakat sifir olmayan [ parametreleri tiiretir ve » 'nin kiiciik degerleri sifiri
da iceren [ regresyon parametreleri iiretir. Bu da, dogru model sifir parametreleri

iceriyorsa LASSO iyi performans gosterirken, dogru model kiigiik fakat sifir
olmayan parametreleri i¢eriyorsa LASSO’nun kotii performans gosterdigi anlamina

gelir. Bridge de LASSO’ya benzer etki gostermektedir. y =1,1.5 gibi kiiciik

degerlerde iyi, fakat y ’nin biiyiik degerlerinde kotii performans gosterir.
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Tablo 6.2. Farkli y degerleriicin MSE, ve PSE ‘nin ortalama ve standart hatalari

Bridge Lasso Ridge
-y MSE, PSE. MSE, PSE, MSE, PSE,
L | -.0860(.0044) | -.0021(.0002) | -.0841(.0043) | -.0020(.0004) | -.0595(.0030) | -.0013(.0002)
1.5 | -.0225(.0054) | -.0009(.0003) | -.0224(.0054) | -.0009(.0003) | -.0566(.0032) | -.0017(.0002)
2 | .0176(.0053) | -.0002(.0005) | .0176(.0053) | -.0002(.0005) | -.0519(.0028) | -.0021(.0003)
3 | .0349(.0048) | .0005(.0003) | .0350(.0048) | .0005(.0003) | -.0566(.0029) | -.0016(.0002)
4 | .0377(.0048) | .0001{.0003) | .0377(.0048) | .0001(.0003) | -.0577(.0027) | -.0013(.0002)

Genis aralikta MSE ve PSE’lerinin degerleri farklidir. Fu (1998), orijinal
MSE ve PSE degerlerindense, farkli ceza modelleri arasinda MSE, ve PSE.’yi

tercih etmenin daha uygun oldugu sonucuna varmaistir.

Yukaridaki sonuca gore; Bridge regresyon kiiciik MSE ve PSE elde eder,
biiyiik regresyon parametreli lineer regresyon modeli i¢cin LASSO ve Ridge’e gore
daha iyi performans verir. Fakat sifir olmayan kiigiik parametreli dogru modele

sahipse kotii performans gosterebilir.
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7. SONUC VE ONERILER

7.1. Sonuclar

Iciliski, regresyonda bir problemdir. Tahmin ve &ntahmini etkiler, bdylece
arastirmalara ¢ok biiyiik etkisi vardir. Igiliskiyi bulabilmek i¢in Temel Bilesenler
Analizi, biiziilme modeli gibi bircok énemli metot vardir.
cezali regresyonlarin 6zel siniflarindandir, igiliski problemini ele almada énemli rol
oynarlar. Tahmin ediciyi 0’a dogru biizerek, iyi tahmin, dntahmin ve kii¢iik varyans
elde eder.

Bridge tahmin edici basit yapiya sahiptir ve basit algoritmalarla
hesaplanabilir. Lineer regresyon modelleri i¢in tahmin ve Oontahmine goére Bridge
tahmin edicinin daha iyi performans gosterdigi simiilasyon c¢alismalarindan da
goriilmektedir.  >1 Bridge tahmin edicinin ¢6zliimii icin MNR metodu ve y =1
Bridge tahmin edici i¢in Atis metodu kullanilir. Bélim 3°te cezali skor denklemleri,
Bolim 4’te GEE’nin ortak likelihood fonksiyonundan bagimsiz oldugundan ve
genelde GEE igin ortak likelihood fonksiyonu olmadigindan Boliim 5°te bahsedilen
GCV metodu, cezali GEE i¢in uygulanamaz.

7.2. Oneriler
Daha ileri arastirmalarda, istatistiksel modellemede cezalandirma konusuna
daha ¢ok ihtiya¢ duyulacaktir. X ’de i¢iliski oldugu durumlarda gelistirilen yontemler

EKK regresyonu ile karsilastirildiginda iyi sonuglar vermesine ragmen, parametre

tahmininde daha iyi sonuglar verebilecek yeni tahmin yontemleri gelistirilmelidir.
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Heavi-side fonksiyon (Oliver Heaviside)
Heaviside adim fonksiyonu, yari-maksimum kuralini kullanir. Yaklasik 0 olan rasgele
degiskenin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur. Ornegin asagidaki grafik, bir adim

sigramal1 heavi-side fonksiyonunu gostermektedir.
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Ek Sekil 1: Heavi-Side fonksiyonu

t - lambda iliskisi
Sabit 4 >0igin ¢(4)= Z‘,Bj (/1,7)‘7. Ortonormal X matrisi ile, P3 ’iin p bagimsiz

denklemi
-1 .
28,-2% x5y, + 47|, [ sign(B)=0
le. V= ﬁA’OLS’ ; oldugundan OLS tahmin edicinin j. koordinatidir.

A A /1 A |71 . A
B, -B. +77 B sign(B)=0

esitligini saglar. ¢, = 3, , ve s, =5, / ¢; olsun.

80



7 =ch5’j _Zﬁf

ﬂ ~
751

Boylece

t(ﬁ):/%zcjsj(l—sj).

A A |7

%Zﬂj _chﬁj—zﬁ’f
Ay Ar
2 2

7 2 A ~
:/1_7/ Z%ﬂj _ZIBJ‘Z

J
B, 2B
] cfj Lf.é_
AVial 2 2.2
—|B.| =cs.,—cCs
y 17 705 %0
AV 51 = 2 2 2 2.2
i € TC€ €8 TC 68,
2
AVl = 2 2
—,Bj c; =8,-8;, = s -85+
2
Ay aa )
2 P :Sj(l sj)
Ay o Ay
29 2¢
A |7 2 )
S, :—c.s.(l—s.)
j Ay 70J j

81




Newton — Raphson Metodu

Dogrusal olmayan denklemleri ¢6zmek icin kullanilan yontemlerden biri de

Newton-Raphson Yontemidir. Bu yontem ile eger denklem bir koke yakinsiyorsa, hiz

bir sekilde kokiin bulunmasi saglanabilmektedir. Newton-Raphson metodu i¢in genel

f (x) fonksiyonunu Taylor serisinde agarsak;

f(xi+l)=f(xi)—'_f'(xi)(xiﬂ_xi)+

Sag taraftaki sadece iki terimi ele alirsak, yakinsama ile;

f(xM)zf(xl.)+f'(xl.)(x”1—xl.)

olur. Bizf (x):O olan bir nokta ariyoruz.

0=f(x,)+/"(x)(x., —x) oldugunu kabul edersek

Olur ve bu da Newton-Raphson metodunun serisidir.

Newton-Raphson Algoritmasi

1. Sembolik olarak f'(x) ’e bir deger ver.
2. x, kokil i¢in baslangi¢ degeri kullan ve

. f(xi)
Xipt =X f'(x,-)

yeni x,,, koklerini tahmin et.
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X — X

x100 ile mutlak goreceli yaklasik hata |€,| y1 bul.
xi+1

4. Mutlak goreceli yaklasik hata

S

a

ile onceden belirlenen goreceli hata toleransi

|es ’yi karsilastir. |ea| > |es| ise 2. adima don, degilse algoritmayi durdur.

f(x) 4

-

) [x; ()]

Ek Sekil 2. Newton-Raphson metodunun geometrik gésterimi
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