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 Bridge Regresyon, 1γ ≥  ko.ulu ile �

γ
β∑  penalty (ceza) fonksiyonu, cezalı 

regresyonun özel türüdür. Bridge tahmin edicisi; 1γ =  için atı. metodu ya da 1γ >  
için düzeltilmi. NewtonDRaphson metodu ile cezalı skor denklemlerinin çözülmesi 
sonucu elde edilir. Bridge tahmin edici, yanlılığı biraz gözden çıkarma ile küçük 
varyanslar verir ve böylece doğrusal regresyon modelinde mevcut açıklayıcı 
deği.kenler arasında ili.ki olduğunda, küçük hata kareler ortalaması ve küçük hata 
tahmini elde edilir. 
 Cezalandırma kavramı; ortak likelihood fonksiyonlarının olu.una rağmen, 
cezalandırmanın uygulanmasını sağlarken, cezalı skor denklemleri ile genelle.tirilir. 
Cezalandırma, genelle.tirilmi. lineer modeller (GLM) ve genelle.tirilmi. tahmin 
denklemlerinden (GEE) sonra uygulanır. 

Ceza parametresi γ  ve düzen (ayar) parametresi λ ; genelle.tirilmi. çapraz 
geçerlilik testi (GCV) ile seçilir. YarıDGCV; cezalı genelle.tirilmi. tahmin 
denklemleri için parametre seçmeye geli.tirilir. 
 
 
Anahtar Kelimeler: Bridge Regresyon, Cezalı Genelle.tirilmi. Tahmin 
Denklemleri, LASSO, Ridge regresyon 



          IV 

ABSTRACT 
 

MSc THESIS 
 

 
A STATISTICAL SHRINKAGE MODEL AND ITS APPLICATIONS 

 
 
 

I�ıl FĐDANOĞLU 
 

DEPARTMENT OF STATISTICS 

INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

UNIVERSITY OF ÇUKUROVA 

 
Supervisor: Prof. Dr. Fikri AKDENĐZ 

 
                                               Year: 2009 Pages: 83 

           Jury : Prof. Dr. Fikri AKDENĐZ 

                    : Prof. Dr. Olcay ARSLAN 

                    : Prof. Dr. Altan ÇABUK 

 
Bridge regression, a special type of penalized regression of a penalty function 

�

γ
β∑  with 1γ ≥  is considered. The Bridge estimator is obtained by solving the 

penalized score equations via the modified NewtonDRaphson method for 1γ >   or the 

Shooting method for 1γ = . The Bridge estimator yields small variance with a little 
sacrifice of bias. And thus achieves small mean squared error and small prediction 
error when collinearity is present among regressors in a linear regression model.  

The concept of penalization is generalized via the penalized score equations, 
which allow the implementation of penalization regardless of the existence of joint 
likelihood functions. Penalization is then applied to generalized linear models and�
generalized estimating equations (GEE).  

The penalty parameter γ  and the tuning parameter λ  are selected via the 
generalized crossDvalidation (GCV). A quasiDGCV is developed to select the 
parameters for the penalized GEE.  

 
 

Key Words: Bridge regression, LASSO, Ridge regression, Penalized Generalized 
Estimating Equations 
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1. GĐRĐD 

 

1.1. Giri� 
 

Halk sağlığı çalı.malarında ya da birçok uygulamalı bilim dalında 

ara.tırmacılar, yanıt (response) deği.kenler ve açıklayıcı deği.kenler arasındaki 

ili.kilerle ilgilenirler. Örneğin göğüs kanseri çalı.masında, nüfusta kanser artı.ındaki 

olasılığın hastanın dieti, ya.ı, boyu ve ağırlığı gibi bazı potansiyel risk faktörlerine 

bağlı olup olmadığını bilmek isterler. 

Đstatistiksel analizlerin amacı, meydana gelen olaya önemli katkıda bulunması 

nedeniyle risk faktörlerini belirlemektir. Çok nadir, olasılık teorisi ve istatistiksel 

modelleme merkezli olan analiz, regresyon dediğimiz istatistiksel süreç boyunca 

yürütülür. Regresyon analizi, risk faktörlerinin bulunması için bilgi sağlar ve böylece 

bilimsel kararlar alarak ara.tırmacılara yardımcı olur. 

Bazı çalı.malarda açıklayıcı deği.kenlerde doğrusal ili.ki mevcuttur, bazıları 

diğerlerine doğrusal olarak bağlıdır. Buna içili.ki denir. Açıklayıcı deği.kenler 

arasındaki içili.kinin varlığı regresyon modellerinde geni. varyasyona ve belirsizliğe 

neden olduğundan, model parametrelerinin tahmini büyük varyansa sahip olur ve 

model üzerindeki öntahmin çok zayıf olur. Bu yüzden modeller ara.tırmacıların 

ihtiyaçlarına uygun olmaz. 

Bu tezde içili.ki problemi ara.tırılmı. ve istatistiksel metot olan Bridge 

cezalandırma tekniği önerilmi.tir. Ayrıca istatistiksel simülasyonlar gösterilmi. ve bu 

metot tahmin ve öngörü bakımından iyi çalı.mı.tır. 

 

1.2.  Daraltıcı Modellerde Bazı Temel Bilgiler 

 


 � β ε= +                                              (1.1) 
 
lineer regresyon modelini dü.ünelim. Burada, 
 ; 1�×  tipinde rasgele yanıtlar 

vektörü, � ; � �×  tipinde tasarım matrisi, β ; 1�×  tipinde regresyon 
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parametrelerinin vektörü, ε ; 1�×  tipinde rasgele hatalar vektörü ε ~ ( )2(0; )

� � σ  

dir. Amacımız; (1.1) nolu modeldeki β  ’yı tahmin etmektir. Bunun için  

 

( ) ( )��� 
 � 
 �β βΤ
= − −  = �ε ε  

 

kareler toplamı kullanılır ve minimum yapan β  bulunur. β ’nın en küçük kareler 

tahmin edicisi 

 
 

( ) 1ˆ
��� � � � 
β

−Τ Τ=  

ve 

( ) ( ) 1 2ˆ
������ � �β σ

−Τ=  

 

dir. Yani herhangi bir lineer yansız tahmin edici β̂  için; 

 

 ˆ �
β =   ,              ˆ( )� β β=          ve         ( ) ( )ˆ ˆ
������ ���β β≤  

 

dir. Bu nedenle ˆ
���β ; GaussDMarkov ko.ulları altında en iyi lineer yansız tahmin 

edicidir (BLUE). Ancak yansızlık ve minimum varyans ˆ
���β  için her zaman yeterli 

değildir. 

1.  Regresyon matrisi X tam ranklı değilse, tahmin edici tek değildir. Aslında hata 

kareler toplamını minimum yapan pek çok tahmin edici vardır. 

2.  Regresyon matrisi X’de yakla.ık içili.ki problemi varsa EKK tahmin edici yine 

yansızdır fakat ( ) ( ) 1 2ˆ
������ � �β σ

−Τ=   varyansı büyük olur.  

Hata kareler ortalaması (MSE) 

 

{ } { }2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �

� �

��� � �
�� ��� ���β β β β β β βΤ   = − − = + =   ∑ ∑  

 
dir. Örneğin iki açıklayıcı deği.kenli basit regresyon problemini dü.ünelim. 

 

1 1 2 2
 � �β β ε= + +  
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Buradaki ε ~ 2(0; )� σ  dağılımına sahiptir. Regresörler arası içili.kinin etkilerini 

örnekte gösterelim. Kolaylık için 0�� = , 1�� = ,  1, 2� =  ve 2 1σ =  ile regresyon 

vektörleri 1�  ve 2� ’yi standartla.tırıyoruz. Örneklem korelasyon katsayısı 1 2� � �Τ=  

ve 

1 1 1 2

2 1 2 2

1

1

�� � � �
� �

�� � � �

Τ Τ
Τ

Τ Τ

   
= =   

  
 

 

dir. Böylelikle ( )1 2
ˆ ˆ ˆ
���β β β

Τ

=  tahmin edicisinin varyansDkovaryans matrisi 

 

 ( ) ( ) 1

2

11ˆ
11���

�
��� � �

��
β

−Τ − 
= =  −−  

  

ve 

 ( ) 2

1ˆ
1����

�
β =

−
, 1, 2� =  

 
 

dir. 1�  ve 2�  açıklayıcı deği.kenleri ili.kisiz ise, yani 0� =  ise, ( )ˆ 1���� β =  fakat 1�  

ve 2�  ili.kili ise ( )ˆ
���� β  çok büyük olacaktır. Örneğin 0.95� =  için 

( )ˆ 10.26���� β =  dır. 

 

 

Tablo 1.1. Korelasyon katsayıları ile artan varyans 

 

�  0 0.3 0.5 0.7 0.95 

( )ˆ
���� β  1.00 1.10 1.33 1.96 10.26 

 

 

Hata kareler ortalaması tahminin doğruluğunu yansıttığından, büyük MSE 

kötü tahmin anlamına gelir. X ’te içili.ki varsa, ˆ
���β  ’ye dayalı öntahmin çok kötü 

performans verecektir. Örneğin 2 açıklayıcı deği.kenli öntahmin hata kareler 
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ortalamasını (PSE) dü.ünelim. OLS tahmin edicisi β̂  ile ( )* *,� 
Τ  gibi keyfi bir 

noktada öntahmin hatasının beklenen değeri 

 

( ) ( )2
* * ˆ� ��� � 
 � βΤ= −  

                          ( )2
* * * ˆ� � �β ε βΤ Τ= + −  

     ( ) ( )
2

2 * *ˆ ˆ��� � �
�� �σ β βΤ Τ = + +     

                           ( ) 12 * *1 � � � �σ
−Τ Τ = +  

 

 

olur. Buradaki *ε ; öntahmin noktasındaki rasgele hata, 2σ ; rasgele hataların 

varyansıdır. Böylece PSE değeri *�  vektörünün konumuna bağlıdır.  

Özel olarak yüksek içili.kili (1 0.001)�� � �
��=  alalım. 

2 *2 *2
1 2( ) 1 1000� ��� � �σ  = + +   ’dir. *

2� « { }*
1max 1, �  ise hatanın öntahmini 

yeterlidir. Aksi halde yüksek içili.ki yüzünden *
2�  ’nin faktörü büyük ölçüde 

.i.irilmi.tir. Çoklu içili.ki, Hoerl ve Kennard (1970a,b), Lawson ve Hansen 

(1974), Seber (1977), Sen ve Srivastava (1990), Frank ve Friedman (1993), Hocking 

(1996)’de detaylı olarak incelenmi.tir. 

 
 
1.3. Büzücü  Regresyon Tahminleri 

 
1.3.1. LASSO ve Ridge Regresyon Tahminleri 

 

 LASSO ve Ridge regresyon, tahminleri dengelediği için “Büzülme 

Modelleri” olarak adlandırılırlar. LASSO ve Ridge regresyon farklı cezalandırma 

kullanırlar. 

 
 � β ε= +  lineer regresyon modeli için her bir bile.en  
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 0
1

�


 
� � 


�


 �β β ε
=

= + +∑ ,  i=1,2,…,n 

 
olsun. Tibshirani (1996) En Küçük Mutlak Büzülme ve Operatör Seçimini (LASSO, 

Least Absolute Shrinkage And Selection Operator); 

 

� �β ≤∑      ko.ulu ile      ( ) ( )min 
 � 
 �
β

β βΤ
− −   

 

olarak vermi.tir. LASSO,  EKK tahmin edicisi ˆ
���β ’yi sıfıra büzebilir ve böylece 

bazı �  değerleri için ˆ 0�β =  olabilir.  

LASSO regresyonun amaç fonksiyonu 

  

 

2

0
1 1 1

min
� � �


 
� � � �


 � �


 �β β λ β
= = =

 
− − + → 

 
∑ ∑ ∑  

 
( )� � , �  ’ye bağlı ve �  ’den bağımsız pozitif bir sabit olmak üzere, Tibshirani (1996) 

ortonormal X matrisi için LASSO tahmin edicisini 

 

 ( )( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ( )� � �
��� �������� �
�� � �β β β

+
= −     , j=1,2,…,p 

 
olarak vermi.tir. �  parametresi genelle.tirilmi. çapraz geçerlilik testi (GCV) ile 

optimize edilir. LASSO sadece 0’a büzen değil, aynı zamanda iyi tahmin sağladığı 

da simülasyon çalı.malarından görülmektedir (Fu, 1998). 

Ridge regresyonun amaç fonksiyonu 

 

 

2

2
0

1 1 1

min
� � �


 
� � � �


 � �


 �β β λ β
= = =

 
− − + → 

 
∑ ∑ ∑  

 
dir. Problemin çözümü 

 

 ( ) 1ˆ � �

��� �� � � � 
β λ
−

= +  
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dir. ˆ
���β  yanlı ridge tahmin edicisi, 0�λ =  olduğunda ˆ

���β  tahmin edicisine büzülür. 

Buradaki λ , yanlılık/ayar parametresidir. Varyansı �λ > 0 için ˆ
���β ’den daha 

küçüktür. 

 
1 1 2ˆ( ) ( ) ( )��� � ���� � � � � � � � �β λ λ σΤ − Τ Τ −= + +  

                2 1ˆ( ) ( )������ � �β σ Τ −< =  

 
 �λ  ve  �λ  parametreleri büzülme miktarını kontrol eder ve sıfır veya daha 

büyük değerler seçilmelidir. Eğer parametre 0 ise; EKK gibi LASSO ve Ridge 

regresyonun sonuçları da aynıdır. Parametre seçimi CV (çapraz geçerlilik testi) veya 

bootstrap ile olur. Öntahmin hatasını minimize edecek .ekilde seçilmelidir. Ridge ve 

LASSO regresyon PCR (Temel Bile.enler Regresyonu) ve deği.ken seçimine 

alternatiftir. Ridge regresyon,  regresyon modelindeki tüm �  deği.kenlerini 

kullanırken, LASSO regresyon sadece �  deği.kenlerinin bir alt kümesini kullanır. 

Her iki model de, en iyi modeli bulmak için parametre seçimine bağlıdır (Hoerl ve 

Kennard, 1970a; Tibshirani, 1996; Varmuza ve Filzmoser, 2009). 

 Daraltıcı modeller ile ilgili çok sayıda çalı.ma bulunmaktadır. Knight ve Fu 

(2000), LASSO tipli tahmin edicilerin asimptotik özelliklerini çalı.mı.; Fan ve Li 

(2001), lineer regresyonda cezalı likelihood metotlarını çalı.mı.tır ve LASSO, Ridge 

ve Bridge bunun özel durumlarıdır. Huang (2003), LASSO tahmin edicisinin 

öntahmin hatasını vermi. ve LASSO tahmin ediciyi genelle.tirmi.tir. Yuan ve Lin 

(2004), Grup LASSO ’yu; Tibshirani ve ark. (2005), Birle.tirilmi. LASSO ’yu 

(FusedDLASSO) önermi.lerdir. Zou ve Hastie (2005), Bridge tahmin edicileri 

çalı.mı. ve buradan yola çıkarak ElasticDNet tahmin edicilerini önermi.lerdir. Wang, 

Li ve Tsai (2007), Düzeltilmi. LASSO önermi. ve bunun için algoritma vermi.tir. 

Huang ve ark. (2008), 0 1γ< <  ile Bridge regresyonun asimptotik özelliklerini 

çalı.mı.tır. 

 Ridge ve LASSO regresyon için amaç fonksiyonlarındaki tek fark, regresyon 

katsayılarını farklı cezalandırma yoludur. Ridge regresyon 2�  normu (regresyon 
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katsayılarının kareleri toplamı) ile cezalandırılırken, LASSO regresyon 1�  normu 

(regresyon katsayılarının mutlak değer toplamı) ile cezalandırılır.  

 Ridge regresyonun büzülme etkisini örneklendirelim. Đki açıklayıcı deği.kenli 

bir lineer regresyon problemini dü.ünelim. Ridge tahmin edicinin varyansı 

 

 

1 1
1 1 1ˆ( )

1 1 1���

� � �
���

� � �

λ λ
β

λ λ

− −
+ +    

=     + +    
 

 
 
yanlılık  

 1 1

2 2

1
1 1ˆ( )

1 1���

� �
 
��

� �

β βλ
β

β βλ

−
+       

= −      +      
 

 
ve hata kareler ortalaması 

2
ˆ ˆ( ) ( )� ���� ���  
��β β = +    

ile verilir. 

 

Tablo 1.2. Ridge tahmin edicinin varyansı, yanlılık ve MSE değerleri  

 

  

λ =0 

 

λ =1 

 

λ =5 

 

λ =10 

�  Var      bias2    MSE Var      bias2    MSE Var      bias2    MSE Var      bias2    MSE 

0 1.000        0        1.000 0.250     0.250    0.500 0.028     0.694    0.722 0.008    0.826     0.834 

0.5 1.333        0        1.333 0.231     0.160    0.391 0.026     0.592    0.618 0.008     0.756    0.764 

0.9 5.263        0        5.263 0.154     0.119    0.273 0.022      0.525   0.547 0.007     0.706    0.713 

bias2 ve MSE değerleri gerçek (1 1)β Τ=  ile hesaplanmı#tır. 
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 1�  ve 2�  ili.kisiz ise, yani 0� =  ise, 1λ =  için 2ˆ(  ) 1 (1 ) 0.25� ������ β λ= + =  

0λ =  için ˆ(  ) 1� ������ β =  ’den daha küçüktür. Eğer 1�  ve 2�  ili.kili ise, örneğin 

0.9� =  ise, 1λ =  için ˆ(  ) 0.15� ������ β = , 0λ =  için ˆ(  ) 5.26� ������ β = ’dan çok 

daha küçüktür. 

 Yukarıdaki tabloda λ ’ya göre bias2 ’nin artı.ı görülmektedir. (Bias)2, 

ˆ( ) (1 )��
�� �β λβ λ= − + +  olarak hesaplanmı.tır ( 1 2 1β β β= = =  özel durumu için). 

Varyans değerlerinde λ  arttıkça azalma görülmektedir. MSE değeri ise; λ =0 ’dan 

1’e giderken azalmakta; λ =1’den 5 veya 10’a giderken artmaktadır. 

 LASSO regresyon katsayıları 
 ’nin bir fonksiyonu olarak yazılamaz. 

Kuadratik programlama ile optimize edilerek çözümü bulunabilir (Tibshirani, 1996). 

 

1.3.2. Bridge Tahmin Edicileri 

 

A.ağıdaki cezalı hata kareleri toplamını 

 

2

1 1

( ) ( )
� �

� 
 
 �


 �

� 
 �
γ

β β λ β
= =

′= − +∑ ∑  

 
ya da e.değer olarak  

 

0λ >  ile  � �
γ

β ≤∑     kısıtı ile      ( ) ( )min 
 � 
 �
β

β βΤ
− −   

 

 yı minimum yapan ˆ
�β  değerine Bridge tahmin edici denir (Frank ve Friedman, 

1993; Fu, 1998). 2γ =  iken çok iyi bilinen Ridge tahmin edici, 1γ =  iken LASSO 

tahmin edici adını alır (Tibshirani, 1996). "ekil 1.1 ’de 1� =  için iki boyutlu 

parametre uzayında orijin çevresinde farklı tahminler gösterilmi.tir (Frank ve 

Friedman, 1993) 
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$ekil 1.1. Đki boyutlu parametre uzayında Bridge regresyonun sınırlandırıldığı bölge 

(Fu,1998) 
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1.4.  γγγγ  ’nın Seçimi 

 

 Ridge ve LASSO’nun performansı OLS’den daha iyi olmasına rağmen X ’de 

içili.ki olduğunda FrankDFriedman (1993) ve Tibshirani (1996) bazı durumlarda 

LASSO’nun Ridge regresyondan, bazı durumlarda da Ridge regresyonun 

LASSO’dan daha iyi performans gösterdiğine dikkat çekmi.lerdir. Bunu bulabilmek 

için bazı sorular sormu.lardır: En iyi performans için γ  ne olmalıdır? Optimal γ  

değeri nasıl seçilmeli?  

 Bu sorulara cevap için, γ =1 LASSO veya γ =2 Ridge seçimi gibi, veriye 

dayanarak seçilen optimal γ  değerine tercih edilen bazı teknikler geli.tirilmelidir. 

 Bu tezde özellikle  

 

 1γ ≥  ve  � �
γ

β ≤∑      kısıtı ile      ( ) ( )min 
 � 
 �
β

β βΤ
− −  

 
üzerinde çalı.ılmı.tır. 

Bölüm 2’de herhangi sabit 1γ ≥  olan Bridge tahmin ediciyi çözmek için yeni 

algoritmalar geli.tirilmesi ve Bridge tahmin edicinin yapısı çalı.ılmı.tır. LASSO 

tahmin ediciyi daha basit ve daha kolay hesaplayabilmek için yeni algoritmalar 

geli.tirilmi.tir. Bridge tahmin edicinin varyansı elde edilmi.tir. Lineer regresyonun 

basit bir örneği ile Bridge regresyonun büzülme etkisi tanımlanmı.tır ve ortonormal 

regresyon matris durumu için teorik olarak sınanmı.tır. Bridge ceza fonksiyonu 

Bayesçi prior gibi çalı.ır. Bölüm 3’te genelle.tirilmi. lineer modeller (GLM), 

likelihood fonksiyonları, yarı likelihood yeniden gözden geçirilmi.tir. Bridge 

regresyon, genelle.tirilmi. lineer modellere geni.letilmi.tir. Cezalı skor 

denklemlerini açarak ortak likelihood fonksiyonlarının bağımsızla.ması, 

cezalandırmayı genelle.tirmi.tir. Cezalı skor denklemlerini çözen algoritmalar 

geli.tirilmi.tir. Bölüm 4’te longitudinal (boylamasına) çalı.malarda genelle.tirilmi. 

tahmin denklemleri (GEE) ve cezalı skor denklemleri tarafından genelle.tirilmi. 

tahmin denklemlerine cezalandırma uygulanmı.tır. Bölüm 5’te çapraz geçerlilik testi 

(CV) ve genelle.tirilmi. çapraz geçerlilik testi (GCV) metotları incelenmi.tir. 

Büzülme parametresi γ   ve ayar  parametresi λ  GLM  için GCV ile seçilmi.tir. 
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YarıDGCV, cezalı GEE için γ  ve λ  seçmek için elde edilmi.tir. Bölüm 6’da 

simülasyon çalı.malarından Bridge model ile diğer büzülme modelleri: büzülmesiz, 

LASSO ve Ridge kar.ıla.tırılmı.tır. Bölüm 7’de sonuç ve öneriler verilmi.tir. Ekte 

ise matematiksel ispatlar, tanım ve MATLAB kodları verilmi.tir. 
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2. BRĐDGE REGRESYONLAR 

 

2.1.  Giri� 

 

 Bölüm 1’de kısaca regresyonlar ve büzülme modelleri tanıtılmı., özellikle de 

Bridge regresyonlar ele alınmı.tır. Bridge regresyonlar önermeye rağmen, henüz 

tahmin edicileri üzerinde çalı.ılmamı.tır. Frank ve Friedman (1993)’ın belirttiği gibi 

elde edilen en iyi sonuç için optimal γ  değeri seçim yöntemi çalı.ması önemlidir. 

 Bu bölümde Bridge regresyon ve tahmin edicileri çalı.ılmı.tır. Herhangi γ >1 

verilmi.ken Bridge tahmin edicisi çözümü için düzeltilmi. NewtonDRaphson metodu 

(MNR) verilmi. ve bir algoritma tasarlanmı.tır. Bir de LASSO tahmin edici çözen 

Atı. metodu ve bunun için yeni bir algoritma tasarlanmı.tır. 

 Bridge tahmin edicinin varyansı delta metodu ile elde edilmi.tir. Büzülme 

etkisi ortonormal regresyon matris tipi için teorik olarak ispatlanmı. ve basit bir 

örnekle gösterilmi.tir.  

 

2.2.  Bridge Tahmin Edicinin Yapısı 

 

 1γ ≥  verilmi.ken Bridge regresyonun çözümünde a.ağıdaki iki problem 

dikkate alınır (Fu, 1998). 

 

 1γ ≥  ve 0� ≥  verilmi.ken � �
γ

β ≤∑  ko.ulu ile    min ���
β

                    (2.1) 

 1γ ≥  ve 0λ ≥  verilmi.ken      ( )min ����
γ

β
λ β+ ∑                                (2.2) 

 
Bu problemin ikisi de denktir. Yani 0λ ≥  için 0� ≥  ’ın var olması veya tersi olarak 

0� ≥  için 0λ ≥  ’ın var olmasıdır. Đki problem de aynı çözümü payla.ır. 

(2.2) problemi �

γ
β∑  ceza ve λ  ayar parametresi ile cezalı regresyon gibi 

yorumlanabilir. 
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 (2.2) ’yi dü.ünürsek, ( ), , , , �! � 
 ���
γ

β λ γ λ β= + ∑   olsun. Öklid normu 

β →+∞ , !→+∞ ’dir. Böylece G fonksiyonu minimize edilir. Yani 

 

 ( )ˆ arg min , , , ,! � 

β

β β λ γ=  

 

dır. 

0�β = ’da �β∑  fonksiyonu diferansiyellenebilir olmadığından, 0�β ≠  ’da !  ’nin  

�β  ’ye göre kısmi türevini alabiliriz. 

 

 ( , , )�

�

���
� � 
β

β
∂

=
∂

        ve    
1

( , , ) ( )� � �� �
��
γ

β λ γ λγ β β
−

=  

 

olsun. 0
�

!

β
∂

=
∂

 alındığında 

 

 
1 1( , , ) ( , , ) 0

                    

( , , ) ( , , ) 0� �

� � 
 �

� � 
 �

β β λ γ

β β λ γ

 + =


 + =

⋯                                                                      (2.3) 

 

yazılabilir (Fu, 1998). Bir sonraki bölümde görülebileceği gibi (2.2) ’nin çözümü bizi 

(2.3) ’e götürecektir. 

 

(2.3) ’ün nasıl çözüldüğünü görebilmek için, 
 

 1 1 2 2
 � �β β ε= + +  
 

doğrusal regresyon modelini dü.ünelim. Hata kareler toplamı            

( )2

1 1 2 2
 
 





��� 
 � �β β= − −∑  ’dir. !  fonksiyonunun �β ’ye göre kısmi türevlerini 

aldığımızda, (2.3)’teki 

 

( )

( )

1

1 1 1 2 2 1 1

1

2 1 1 2 2 2 2

2 ( ) 0

2 ( ) 0


 
 
 






 
 
 





� 
 � � �
��

� 
 � � �
��

γ

γ

β β λγ β β

β β λγ β β

−

−

− − − + =


− − − + =


∑

∑
 

denklemleri olur. 
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2.3.  Bridge ve LASSO Tahmin Ediciler için Algoritmalar 

 

 1γ ≥  ve 0λ >  verilmi.ken Bridge regresyonun çözümü için (2.3) problemi 

ile ba.layalım. A.ağıda sadece Gauss yanıt deği.kenleri için metot göstermemize 

rağmen, “Đteratif Yeniden Ağırlıklandırılmı. EKK” (IRLS) yöntemi ile yanıt 

deği.kenin diğer birçok türü için algoritmalar uygulanabilir. 

 �β − , �β  hariç diğer �β  ’leri içeren 1� −  vektör olmak üzere,  ( ), �

�β β
Τ Τ

−  ile 

β  olsun. 

 

(2.3) ’ün j. denklemini dü.ünelim. 

 

 ( ), , , ( , , )�

� � �� � 
 �β β β λ γ− = −                                                                 (2.4) 

 
(2.4) denkleminin solundaki fonksiyon 

 

 2 2 2� � � � 
 
 �

 �

�"� � � � � � 
β βΤ Τ Τ

≠

= + −∑  

 

sabit �β −  için 2 � �� �Τ  pozitif eğimi ile �β ’nin lineer bir fonksiyonudur. 

(2.4) denkleminin sağındaki fonksiyon 

 

 
1

( )� ��"� �
��
γ

λγ β β
−

= −  

 

�β ’de lineer değildir. "ekil 2.1 farklı γ  değerleri için farklı RHS fonksiyonunu 

göstermektedir. RHS fonksiyonu 0�β =  dı.ında γ >1 için sürekli 

diferansiyellenebilir ve monoton azalandır. 1<γ <2 için 0�β = ’da 

diferansiyellenebilir değildir. γ =1 için 0�β = ’da 2λ  boy sıçraması ile bir heavyD

side fonksiyondur. Bu nedenle (2.4) denklemi γ >1 için tek çözümdür ya da çözümü 

yoktur.  

 γ >1 verilmi.ken Bridge tahmin ediciyi hesaplamak için NewtonDRaphson 

metodu kullanılmı.tır. Ancak γ <2 verilmi.ken 0�β =  ’da �  fonksiyonu 
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diferansiyellenebilir olmadığından, çözüm yakınsama ile elde edilmeye çalı.ılmı.tır. 

(2.3)’ün j. denkleminin tek çözümü için iteratif çözüm ile genelde γ >1 için 

a.ağıdaki düzeltilmi. NewtonDRaphson metodu geli.tirilmi.tir (Fu, 1998). 

 

γ >1 Bridge için Düzeltilmi� NewtonKRaphson (MNR) Algoritması 

(1). ( )0 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,...,��� �β β β β β

Τ

= =  ile ba.la. 

(2). m. adımda, her bir j 1, , p = … için ( )0
ˆ0, , ,�

�� � � 
β −=  olsun. 0 0� =  ise 

ˆ 0�β = . 

 

Diğer durumlarda 2γ ≥  ise, (2.4) denkleminin ˆ
�β  tek çözümü için NewtonDRaphson 

metodu uygula. 2γ <  ise, "ekil 2.2’de gösterildiği gibi tam orijin ve çözüm 

arasındaki noktada ( �� , �−  kesi.imi) teğet çizgisini biraz deği.tirerek �−  

fonksiyonunu düzelt. Bu nokta ikiye bölme metodu ile bulunabilir.  

 ˆ
�β  tek çözümü için, deği.tirilmi. �−  fonksiyonu ile (2.4) denklemine 

NewtonDRaphson metodu uygulanır. Tüm ˆ
�β ’lar bulunduktan sonra yeni tahmin 

edici ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,...,� �β β β β

Τ

=  .eklindedir. 

(3). ˆ
�β  bir noktaya yakınsayıncaya kadar 2. adımı tekrarla. 

 

Uyarılar 

1. 0β̂  ba.langıç değeri için, her zaman OLS tahmin edici ˆ
���β  kullanılabilir.  

 

2. � �>  olduğunda, X tam ranklı değilse herhangi bir genel tahmin 0β̂ ’nın 

ba.langıç değeri olarak kullanılabilir. 
 

3. Düzeltilmi. NewtonDRaphson (MNR) algoritmasından, Bridge tahmin edici, bazı 

� ’ler için ˆ 0�β =  yapıyorsa, ˆ �

���β −   de ( )ˆ0, , ,�

� ���� � 
β −  fonksiyonunu 0 yapar. Bu, 
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ˆ �

���β −   ( 1� − )  boyutlu vektörün  ( 2� − )  boyutlunun yerine geçmesi anlamına gelir 

ki bu da 0 ölçümlüdür. Bu nedenle ˆ
�β ’nın yakla.ık olarak sıfır değerini almadığı 

sonucuna varılır. 
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$ekil 2.1. γ  ‘nın farklı değerleri için RHS fonksiyonunun farklı #ekilleri. Kesik çizgili �� , düz 

çizgili ise �−  fonksiyonudur. Her bir grafikteki dü#ey eksen λ  uzunlukludur (Fu, 1998) 
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 LASSO için yeni bir algoritma olan Atı. metoduna geçelim (Fu, 1998). 

(1). 1� = . (2.3) problemini  

 
 2 2  ( ) 0� � � 
 �
��β λ βΤ Τ− + =                                                                   (2.5) 

 
olarak yazalım. 

0β̂ ’nın ilk tahmin OLS tahmin edici ile ba.la. "ekil 2.2’de gösterildiği gibi yatay 

eksende 0
ˆ( ,0)β  noktasından 2� �Τ  eğimi yönünde at. Eğer sağ üstteki gibi bir 

noktaya denk geliyorsa ( � λ− = ), ya da sağ alttaki gibi bir alt noktaya denk geliyorsa 

( � λ− = − ) (2.5) denklemi tek çözüme sahiptir, basit kapalı bir forma sahiptir ve 

LASSO tahmin edicisine e.ittir. Eğer sol alt .ekilde olduğu gibi herhangi bir noktaya 

denk gelmiyorsa, (2.5) denkleminin çözümü yoktur. LASSO tahmin edici için ˆ 0β =  

olur. 

(2). 1� > . 0β̂ ’nın ilk değeri OLS tahmin edici ile ba.la. m. adımda, (1)’i kullanarak 

ˆ �β −  sabiti için ˆ
�β ’ları güncelleyerek ˆ

�β ’yı hesapla. ˆ
�β  bir noktaya yakınsayana 

kadar iterasyona devam et. 

 

LASSO için Atı� Algoritması 

(1). ( )0 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,...,��� �β β β β β

Τ

= =  ile ba.la. 

(2). m. adımda, her bir j 1, , p = … için ( )0
ˆ0, , ,�

�� � � 
β −=  olsun ve �� , X ’in j. 

kolonu olmak üzere 

 

0 0

0 0

0

,
2

ˆ ,
2

0,

� �

�

� �

� �

� �

� �

� �

�

λ λ

λ λ
β

λ

Τ

Τ

 − >


− − < −

= 

 ≤


 

hesapla. Tüm ˆ
�β  ’ları bulduktan sonra ( )1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,...,� �β β β β
Τ

=  bul. 

(3). ˆ
�β  bir noktaya yakınsayana kadar 2. adımı tekrarla. 
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$ekil 2.2. Algoritmalar. Kesik çizgili �� , düz çizgili ise �−  fonksiyonudur. Sol üstteki #ekil: 

noktalı çizgi ile teğete göre �−  ‘nin deği#imi; Sağ üstteki #ekil: 0� λ> ; Sol alttaki 

#ekil: 0� λ≤ ; Sağ alttaki #ekil: 0� λ< − , çözüm noktalı çizgi ile gösterilmi#tir (Fu, 1998) 
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2.4.  Bridge Tahmin Edicinin Varyansı 

 

 1γ ≥  Bridge tahmin edicinin varyansı 

 

 ( ) ( ) ( )
0 0

1 1

ˆ ˆˆ ( )| |

 


��� � � # � ��� 
 � � � #β ββ
− −

Τ Τ Τ   
   
   

= + +            (2.6) 

 

Delta metodu kullanılarak (2.3) ’ten çıkarılır. 

 

 ( )
0 0

( ) ( )| |

 


$ $
��� $ 
 ��� 



 


Τ
   
   
   

∂ ∂
=

∂ ∂
 

 

Buradaki 0
 , örnek uzaydaki her bir noktadır. Varyans tahmini, tahmin edicisi ile 

Var(y) yerine koyarak elde edilir. 

 ˆ ˆ( , , ) ( , , )� � �% � � 
 �β β λ γ= +  olmak üzere 1 2( , ,..., )�% % % % Τ=  olsun. Böylece 

(2.3) ’ten 0�% =  olur. Gauss dağılımı için 

 

2
%

�



Τ∂
= −

∂
                

ve                    

( )ˆ2 2
ˆ
%

� � # β
β

Τ∂
= +

∂
 

 

Burada ( ) ( ) 21ˆ ˆ
2 �# �
��

γλγ γ
β β

−− 
=  

 
  

ve böylece  2 ( ) ( )( )2
ˆ ˆ1 �# �
��

γ
β λγ γ β

−
= − . Bu da ˆ( , , )�� β λ γ  ’nın β̂ ’ya göre 

türevinin kö.egen elemanlarından olu.an matristir. 
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Kapalı fonksiyon türev teoremi ile  

 

 

1
ˆ

ˆ
%


 


%β

β

−

∂ ∂
= −

∂ ∂

 ∂
 
∂ 

 

      ( )( ) ( )
1

ˆ2 2 2� �� � # �β
−

= − + −  

      ( )( ) 1
ˆ� �� � # �β

−

= +  

 

Böylece, bulduğumuz sonuçları Delta metodunda yerine koyduğumuzda; 
 

( )
0 0

ˆ ˆ
ˆ ( )| |


 


��� ��� 


 


β β
β

Τ
   ∂ ∂

=       ∂ ∂   
           

      ( )( ) ( )( )1 1
ˆ ˆ( )� � � �� � # � ��� 
 � � � #β β

− −

= + +  

 

dir.  Bu .ekilde (2.6) denklemi elde edilir. 

 

A.ağıda 2 özel durum verilmi.tir. 

1. OLS regresyon, yani 0λ = . ( )ˆ# β  fonksiyonu sıfır matrisi olur. Böylece 

 

( ) ( ) ( )1 1ˆ ( )��� � � � ��� 
 � � �β
− −Τ Τ Τ=        

 

2. Ridge regresyon, yani 2γ = . �  birim matris ve ( )ˆ# �β λ=  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )1 1ˆ ( ) )��� � � � � ��� 
 � � � �β λ λ
− −Τ Τ Τ= + +  

 

Bu ridge tahmin edicinin varyansı, ( )ˆ
������ β ’e e.ittir. 

 LASSO bazı ˆ 0�β =  yaptığı için delta metodu uygulanamaz. Buna rağmen 

bootstrap ve jackknife metodu (Shao ve Tu, 1995) varyans hesaplamada 

kullanılabilir. 
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2.5.  Büzülme Etkisinin Gösterimi 

 

 Bölüm 2.2 ve 2.3’te Bridge regresyon için tahmin edici ve algoritmalar, 2.4’te 

Bridge tahmin edicinin varyansı verilmi.tir. Bu bölümde Bridge (LASSO) tahmin 

edicinin nasıl çözüleceği ile ilgileneceğiz. Basit örneklerle de Bridge tahmin edicinin 

büzülme etkisi gösterilecektir. 

 

Ortonormal X matrisi ile örnek 

 

40 gözlemli basit doğrusal regresyon modelini  

 

 0 1 1 2 2 3 3
 � � �β β β β ε= + + + +  

 

olarak dü.ünelim. Rasgele hatalar ε ~ 2(0, )� σ  olarak dağılsın. Ortonormal X 

matrisinin kolonları  ��  vektörleri 0
�

� =∑ , 1, 2,...,� �=  ile standartla.tırılsın ve  

 

 
1,

0,� �

� �
� �

� �

Τ =
= 

≠
  

 

olsun. Kolaylık için 0 0β =  ve 2 1σ =  diyelim. Y yanıtının 40 gözlemi, 1 1β = , 

2 2β = − , 3 5β =  gerçek değerleri ile üretilsin. Sabitte büzülme etkisi olmadığından, 

sabit 0



 =∑  merkezile.tirme ile silinir. 0λ >  ve 1γ ≥  için (2.3)’ün her bir 

denklemi, 1, 2,...,� �=  için 

 

 ( ) ( )1

1 1 2 2 3 32 0
� 
 � �

� 
 � � � �
��

γ
β β β λγ β β

−
− − − − + =∑  

 ( )1
2 2 0� 
� 
 � �


� 
 �
��
γ

β λγ β β
−

− + =∑  

 
olur. Sonra çözüm 1γ >  için MNR, 1γ =  için Atı. metodu ile hesaplanır. 1γ >  için 

(2.6) varyans formülü ile standart hatalar hesaplanır. Bootstrap metodu (Efron ve 

Tibshirani, 1993) 1γ =  için standart hataları hesaplamak için kullanılır. 
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 Tablo 2.1’de farklı büzülme fonksiyonları için tahmin ve standart hatalar 

verilmi.tir. 1γ =  LASSO için, parametre tahmini ve standart hata sabit γ  için artan 

λ  ile monoton büzülmeyi gösterir. Ancak 1γ =  için 3β̂ ’nın standart hatası, λ  ile 

monoton azalan trend göstermez. λ = 0’da 0.163,  λ = 10’da 0.157,  λ = 100’de 

0.354’e e.ittir. 0λ >  için LASSO standart hataları nedeniyle, yarı parametrik 

bootstrap metodu ile hesaplanır. 
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����Tablo 2.1. Ortonormal X için Bridge tahmin ediciler ve standart hatalar (Fu, 1998) 
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Ortonormal olmayan X matrisi ile örnek 

 

40 gözlemli, benzer  

 

 0 1 1 2 2 3 3
 � � �β β β β ε= + + + +  

 

modelini dü.ünelim. X regresyon matrisi ortonormal değil ve korelasyon matrisi 

 

 

1.000 0.707 0.579

( ) 0.707 1.000 0.819

0.579 0.819 1.000

���� �

 
 =  
  

 

 
dir. 0
�


� =∑ , 2 1
�

� =∑  ile X ‘in ��  kolonları standartla.tırılsın. Kolaylık için 

0 0β =  ve 2 1σ =  diyelim. Y yanıtının 40 gözlemi, 1 2β = , 2 3β = , 3 1β = −  gerçek 

değerleri ile üretilsin. Sabit terimde büzülme etkisi olmadığından, sabit 0



 =∑  

merkezile.tirme ile silinir. 0λ >  ve 1γ ≥  için (2.3)’ün her bir denklemi 1, 2,...,� �=  

için 

 

 ( ) ( )1

1 1 2 2 3 32 0
� 
 � �

� 
 � � � �
��

γ
β β β λγ β β

−
− − − − + =∑  

 
olur. Sonra çözüm 1γ >  için MDNDR, 1γ =  için Atı. metodu ile hesaplanır. 1γ =  

için standart hatalar bootstrapping metodu ile hesaplanır. 

 Tablo 2.2’de farklı büzülme fonksiyonları için tahmin ve standart hatalar 

verilmi.tir. 1γ =  LASSO için standart hataları 10000 bootstrap örneği ile hesaplanır 

(Fu, 1998). 

 

 

 

 

 

 



 
 
2. BRĐDGE REGRESYONLAR                                                       I.ıl FĐDANOĞLU 
 

 26 

 

 

 

 

 

 

��Tablo 2.2. Ortonormal olmayan X için Bridge tahmin ediciler ve standart hatalar (Fu, 1998) 
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2.6.  Ortonormal Matris için Bridge Regresyon 

 

 Bir önceki bölümde ortonormal matris X için Bridge regresyon örneğinde 

büzülme etkisi verilmi.tir. Bu bölümde ortonormal matris X için Bridge regresyon 

teorik olarak çalı.ılacak ve farklı γ  değerleri için farklı büzülme etkileri 

gösterilecektir. 

 ( )
�� �=  ortonormal matrisi için, 

 

 
1,

0,

 � 
�

� �
� �

� �

=
= 

≠
∑  

 
 

olsun. 1, 2,...,� �=  için �  bağımsız denklem 

 

 ( )1
2 0� 
� 
 � �


� 
 �
��
γ

β λγ β β
−

− + =∑                                                       (2.7) 

 

(2.3) probleminden görülebilir. Çözüm, 1γ >  için MNR, 1γ =  için Atı. metodu ile 

hesaplanır. γ ’nın farklı değerlerinin büzülme etkisi için, Bridge ve OLS tahmin edici 

kar.ıla.tırılır. Hiçbir ko.ul olmadan, kolaylık için 
��  ve �β ’nin alt indisi j’yi 

kaldıralım. (2.7) denklemi 

 

 
1

( )
2
 





� 
 �
��
γλγ

β β β−
= −∑  

 

olarak yazılabilir. Sağ taraftaki ilk terim OLS tahmin ediciye e.ittir. Đkinci terim 

büzülmeye neden olandır. Böylece büzülme etkisini yansıtır. 

 
 

 
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( )
2��� ��� ��� ����
��

γλγ
β β β β

−
= −  
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$ekil 2.3. Sabit 0λ >  için Bridge regresyonların büzülme etkisi. Tam çizgi Bridge tahmin 
edici, kesikli çizgi OLS tahmin edicisi (Fu, 1998) 
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 Bridge regresyonun büzülme etkisini göstermek için, Fu (1998) makalesinden 

alınan "ekil 2.3’te; Bridge tahmin edici ˆ
���β ’nin tam değerinin grafiği ve OLS 

tahmin edici kar.ıla.tırılmı., tam değeri grafiklendirilmi.tir. γ  ’nın küçük değerleri, 

küçük parametreleri sıfıra büzmeye meyilli iken, büyük γ  değerli Bridge regresyon, 

küçük parametreleri tutma eğilimindedir. Bu yüzden doğru model küçük fakat sıfır 

olmayan parametreler içeriyorsa, büyük γ  değeri ile Bridge iyi performans 

gösteriyorken, LASSO kötü performans gösterir. Doğru model sıfır parametrelerini 

içeriyorsa LASSO iyi performans gösterirken, büyük γ  değerli Bridge kötü 

performans verir. 

 

2.7.  Bayesçi Prior Olarak Bridge Ceza 

 

 Bu bölümde ( )1,..., �β β β
Τ

=  parametresinin Bayes prior dağılımı olarak 

Bridge ceza fonksiyonu  �

γ
β∑  çalı.ılacaktır. 

 Bayes bakı. açısından, Bridge ceza fonksiyon ( )min ����
γ

β
λ β+ ∑ , 

( )&β ~ ( )1
exp

2 �� ���
γ

λ β − + 
 

∑ ’nın logDposterior dağılımını maksimize 

etmek gibi kabul edilir (C bir sabit). Böylece Bridge ceza �

γ
β∑ , ( )1,..., �β β β

Τ
=  

parametresinin prior dağılımı 0

1
exp

2 ��
γ

λ β − 
 

∑  ’nın logaritması gibi kabul 

edilir. Buradaki 0 0� >  olan normalle.tirilmi. bir sabittir. 1 2, ,..., �β β β  parametreleri 

kar.ılıklı bağımsız ve özde. dağılmı.lardır. Alt indis j’yi çıkarır ve sadece β ’nın 

prioru ( )0 exp 2�
γ

λ β−  ile çalı.ırız. 

Basit cebir ile 
 

 1 1 11 1
2

2
��� �

γ γ γλ
θ θ λ

γ γ

+∞
+ −

−∞

  − = Γ   
   

∫  
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( )Γ ⋅ , gama fonksiyonudur. 

Böylece β ’nın olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

 ( )
( )

( )

1 1 1

, 1

2 1

1 2
���

γγ γ

λ γ γ
γ λ β

β
γ λ

−

−

+  
Π = −  Γ  

 

 

dir. Buradaki 1 γλ− , yoğunluğun pencere boyutu kontrolleridir. Özellikle 2γ =  

olduğunda β , Gauss dağılımına sahipse, ( )&β  ’nin posterior dağılımı da Gauss 

dağılımıdır. Bu, Ridge regresyon için Ridge tahmin edicinin özel bir durumudur. 

 λ  ve γ  ’nın farklı değerlerinin ceza fonksiyonlarını kar.ıla.tırmak için, "ekil 

2.4 ve 2.5 ’de gösterildiği gibi yoğunluk fonksiyonu ( ),λ γ βΠ  grafiği çizilir. γ  ’nın 

büyük değerleri, merkezde β = 0 çevresinde toplanır ve böylece yoğunluk daha az 

yayılırken "ekil 2.4 ’teki gibi γ  ’nın küçük değerleri daha çok kuyruk kısmında 

toplanır ve böylece yoğunluk geni. pencere boyutundadır yani yoğunluk daha fazla 

yayılır. "ekil 2.5 ’teki gibi λ  ’nın geni. değerleri için 1 γλ−  olduğundan, deği.meyen 

pencere boyutu 1’den küçük olur ve γ  artarken çok hızlı bir .ekilde 1’e yakla.ır. γ  

’nın küçük değerleri β = 0 ’da en üst nokta ile β = 0 ’a çok yakın birçok küme 

koyarken, γ ’nın geni. değerlerinde kümeler düz bir .ekilde dağılma 

eğilimindelerdir. γ = 2 iken yoğunluk Gauss dağılımıdır. 

 λ ’nın küçük değerleri için; büyük regresyon parametreli küçük γ  değerli 

Bridge ceza ya da sıfır olmayan fakat küçük parametreli büyük γ  değerli Bridge 

ceza modeli tercih edilir. 

 λ ’nın büyük değerleri için; sıfır içeren regresyon parametreli küçük γ  

değerli Bridge ceza ya da sıfır olmayan fakat küçük parametreli büyük γ  değerli 

Bridge ceza modeli tercih edilir. Bu sonuç ortonormal regresyon matrisi için 

söylediğimiz sonuç ile aynı anlamdadır. 
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                    $ekil 2.4. λ = 0.5 ile Bayesçi prior olarak Bridge ceza (Fu, 1998) 
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                    $ekil 2.5. λ = 10 ile Bayesçi prior olarak Bridge ceza (Fu, 1998) 
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2.8.  Ayar Parametresi λλλλ  ve �  Arasındaki Đli�ki 

 

 Bölüm 2.1 ‘de problem 1 ve 2’nin denkliğinden bahsetmi.tik. Yani 0λ ≥  

verilmi.ken bir 0� ≥  varken (2.1) ve (2.2)’nin aynı sonuçları payla.tığı söylenmi.ti. 

Bu bölümde ortonormal X matrisinin özel durumu için λ  ve �  arasındaki ili.kiye 

bakacağız. 

 1γ ≥  verilmi.ken (2.1)’in sınırlı alanı "ekil 1.1 ’deki gibi kapalı bir 

formdadır. Böylece Bridge tahmin edici sınırından elde edilir. Bu, sabit 0λ ≥ için 

( ) ( ),��
γ

λ β λ γ=∑  anlamına gelir. 

 Ortonormal X matrisi ile,  (2.3)’ün �  bağımsız denklemi 

 
1

2 2 ( ) 0� 
 
 � �




� 
 �
��
γ

β λγ β β
−

− + =∑                                                        (2.8) 

 

,
ˆ


 
 ��� �




� 
 β=∑  olduğundan OLS tahmin edicinin j. koordinatıdır. Bridge tahmin 

edici ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., �β β β β

Τ

= , 

 

 
1

,
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0

2� ��� � � ��
��
γλγ

β β β β
−

− + =  

 

e.itliğini sağlar. ,
ˆ

� ��� �	 β=  ve Bridge tahmin edicinin OLS tahminine oranı 

ˆ
� � �� 	β=  olsun. 

 

 2ˆ ˆ ˆ
2 � � � �	

γλγ
β β β= −∑ ∑ ∑  

 
Böylece 
 

 22
( ) (1 )� � �� 	 � �λ

λγ
= −∑ . 
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Buradaki �� , (2.8) denkleminden  

 

 2 2 0
2� � � �� � � 	γ γλγ −− + =  

 

denkleminin çözümü ile hesaplanır. Böylece ( )� λ , yukarıdaki formülde �� ’nin 

yerine koyulmasıyla hesaplanır. Özel durum olarak �	 	=  ve �� �=   � ’den 

bağımsız sabitler olmak üzere 

 

 ( ) ( )22
1

�
� 	 � �λ

λγ
= − . 

 

"ekil 2.6; 1, 1.5, 2,10γ =  farklı sabitleri için 2� =  ile 1�	 =  özel durumu için, 

hesaplanmı. ( )� λ  fonksiyonunu göstermektedir. Bu, �  ve λ  arasındaki birebir 

uyumu gösterir. Bu durum için, LASSO ˆ 0�β =  için λ  ‘nın ba.langıç değeri 

0 2λ = ’dir. Herhangi 0λ λ≥ , ( )ˆ 0�β λ = ’ı verir. "ekil 2.6’dan sabit 1γ ≥  için 

( )� λ ’nın monoton azalan bir fonksiyon olduğu görülür. 

 1γ >  için λ  tüm ˆ 0�β = ’ları, 1γ =  için 0 2λ λ≥ =  tüm ˆ 0�β = ’ları büzer. 

Bu nedenle ( ) 0� λ =  ’dır. 
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$ekil 2.6. 2� =  ve 1�	 =  özel durumu için ( )� λ λ−  grafiği (Fu, 1998) 
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3. CEZALI SKOR DENKLEMLERĐ 

 

3.1.  Giri� 

 

Bölüm 2’de Bridge tahmin edicilerin bazı teorik sonuçları elde edilmi.tir ve 

(2.3) ile Bridge tahmin edicileri için çözüme genel yakla.ım, yani 1γ >  için MNR 

metodu ve 1γ =  için Atı. metodu geli.tirilmi.tir. Bu bölümde teorik olarak cezalı 

skor denklemleri tanıtıldı ve böylece cezalandırma kavramı genelle.tirildi. Cezalı 

skor denklemleri için algoritmalar IRLS ile MNR ve Atı. metodu ile verilmi.tir. Đlk 

olarak GLM, likelihood fonksiyonlar ve yarı likelihood incelenmi.tir. 

 

3.2.  Genelle�tirilmi� Lineer Modeller ve Likelihood 

 

 Birçok uygulamalı bilimde, yanıt sürekli olmayabilir. Yanıt; ikili veri, sayım 

verisi ve derecelendirilmi. veri (acının derecesi: yok, hafif, orta, .iddetli) olabilir ve 

bu durumda  

 
 0 1 1 ... � �
 � �β β β ε= + + + +  

 

gibi bir lineer model uygun olmayabilir. Nelder ve Wedderburn (1979), yanıt 

deği.kenin birçok sınıfı için lineer regresyon modellerinin doğal yayılımı olan 

GLM’i tanıtmı.tır. GLM’de hatalar için normal dağılım varsayımı gerektirmez. 

GLM, açıklayıcı deği.kenlerin doğrusal yapısını cevap deği.kenin beklenen değerine 

bağlayan bir bağıntı (link) fonksiyonu kullanır (McCullagh ve Nelder, 1989; Dobson, 

1990). 

 GLM yönteminde verilerin orijinal dağılımı üstel (exponential) formda 

yazılır, parametre tahminleri de maksimum likelihood (ML) veya yarı likelihood 

(quasiDlikelihood) yöntemleriyle elde edilmektedir. Bazı durumlarda gözlem 

değerleri ( 

 ) normal dağılımlı olmayabilir. GLM, standart doğrusal modellerle 

verilerin orijinal dağılımını esas alarak ML yöntemi ile parametre tahmini yapar. 

GLM’de, gözlem değerlerinin olasılık yoğunluk fonksiyonu 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , exp ,$ 
 � 
 
 � � 	 
θ θ θ= Φ = − Φ + Φ  

 
.eklinde olmakta ve � , b ve c dağılımın ne olduğunu belirlemektedir. Burada θ 

doğal (natural) ve Φ  ölçek (scale) parametresi olmaktadır. Ayrıca 
  ve 3 , y > 0 ve 

3  > 0 .eklinde sınırlandırılır. Örneğin Poisson dağılımını ele alalım. Bu dağılıma ait 

herhangi bir gözlem değerinin olasılık fonksiyonu, 

 

 ( )/
!



'

� & 




λ λ
λ

−

= =  

 

biçiminde verilmektedir ve bu olasılık fonksiyonunun logDlikelihood fonksiyonu, 

GLM kullanılarak,  

 

( ) ( ) ( ); log log !� 
 
 
λ λ λ= − −  

 

biçiminde verilir. Burada, terimleri kar.ıla.tırdığımızda; ( )log λ θ= , ( )�λ θ= ,  

( ) ( )log ! ,
 	 
= Φ  ve ( ) 1� Φ =  olmaktadır (Dobson, 1990; Littell ve ark., 1996). 

  

 Bir GLM’in 3 bile.eni vardır. 

1) Rasgele Bile.en: ( )1 2, ,..., �& & & &
Τ

=  ’nun bile.eni kar.ılıklı bağımsız ve 

( )� & 3=  ortalama, ( )��� 3  varyanslı üstel ailenin özde. dağılımına 

sahiptirler. 

2) Sistematik Bile.en: 1 2, ,..., �� � �  deği.kenleri,  

1

�

� �

�

�η β
=

=∑  

       lineer prediktörünü gösterir. 

3) Rasgele ve Sistematik bile.enler arasındaki bağıntı: 

( )
 
� 3 η=  
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olur. Burada g(.) monoton diferansiyellenebilir fonksiyondur ve link fonksiyon 

olarak adlandırılır. Böylece GLM; 

 

 ( )( ) 1 1 ... � �� � & � �β β= + +  

 
olarak yazılabilir. 

Yanıtların ve kanonik link fonksiyonlarının en çok kullanılanları; ( )� 3 3=  birim 

linkli Gauss yanıt, ( ) log
1

�
3

3
3

 
=  − 

 logit linkli Binom yanıt ve ( ) ( )log� 3 3=  

log linkli Poisson sayılarıdır. ( )1 2, ,...,
�

�β β β β=  parametreli sonuç, likelihood 

fonksiyonuna dayalı 

 
 

( ) ( )( ) ( )( ), ; ; ,

& 





� � 
 $ 
β θ β θ β= Φ = Φ∏  

 

fonksiyonudur ve maksimum likelihood tahmin edicisi (MLE) ˆ
��'β ,  

 
 

( )ˆ arg max��' �
β

β β=  

 

olarak tanımlanmı.tır. MLE tahmin edicisi ˆ
��'β , a.ağıdaki NewtonDRaphson 

metodu, Fisher metodu veya IRLS metodu ile hesaplanır.  

 Büyük örneklem testi ile, MLE ˆ
��'β  düzen ko.ulları altında asimptotik olarak 

tutarlıdır. 

 

( ) ( )( )1ˆ 0,� β β β
−

− → Ν Ι    

 

Burada  ( )βΙ ; 

 

( ) ( )2

�

� β
β

β β

 ∂
Ι = −Ε 

∂ ∂ 
 

ile tanımlı Fisher bilgi matrisi ve ( ) ( )( )log� �β β=  logDlikelihood fonksiyonudur. 
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 MLE ˆ
��'β  çözümü için ( )� β  logDlikelihood fonksiyonunun �β ’ye göre kısmi 

türevini alırız. ˆ
��'β ; 

 

1 0

0�

�

�

β

β

∂ ∂ =


∂ ∂ =

⋯                                                                                                  (3.1) 

 

denklemlerini sağlamalıdır. �� β∂ ∂  ( )� β  likelihoodun skor denklemleri olarak 

adlandırılır. 

 

NewtonKRaphson Metodu 

 

( )� β β∂ ∂  skor denklemlerinin Taylor serisini alır ve karesel terimden 

sonrasını önemsemezsek; 

 

( ) ( )
2

ˆ

ˆ0 | | |
��'

��'�

� � �

β ββ

β
β β

β β β β
∂ ∂ ∂

= + −
∂ ∂ ∂ ∂

=                                                              

 
ve 
  

12

ˆ
��' �

� �
β β

β β β

−
 −∂ ∂

= +  ∂ ∂ ∂ 
                                                                          (3.2) 

 
Böylece; 

12

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ | |
� �

� � �

� �

β β

β β
β β β

−

+

 −∂ ∂
= +  ∂ ∂ ∂ 

                                                                (3.3) 

 

iteratif çözümü ile ˆ
��'β  hesaplanır. Đterasyon, β̂  tahmini ya da sapma 

 

( ) ( ) ( )( )max
ˆ ˆ; 2 ; 2 ;� �# 
 � 
 � 
β 3 3 β= −  
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yakınsayıncaya kadar devam ettirilir. max3 ;doymu. modelin yanıtının ortalamasıdır 

ve genellikle 
  ’ye e.ittir. 

 

Fisher Skor Metodu 

 

NewtonDRaphson metodunda (3.2) denklemindeki gözlenen bilgi matrisi 
2

�

�

β β
 −∂
 ∂ ∂ 

 yerine, beklenen bilgi matrisi 
2

�

�
θ β β
 −∂

Ε  ∂ ∂ 
 koyalım. Buradaki θ ; 

parametrenin gerçek değeridir. MLE ˆ
��'β  için çözüm, a.ağıdaki Fisher skor metodu 

ile elde edilir. 
 

1
2

ˆ
���'

� �
θβ β

β β β

−
  −∂ ∂

= + Ε  ∂ ∂ ∂  
                                                                 (3.4) 

 

2

�

�
θ β β
 −∂

Ε  ∂ ∂ 
; θ  yardımıyla β ’ya bağlıdır. Bu, hesaplamaları kolayla.tır. Eğer Y, 

kanonik link fonksiyonlu üstel ailenin dağılımının bir sonucu ise, gözlenen ve 

beklenen Fisher bilgi matrisleri özde.tir. Böylelikle Fisher skor metodu NewtonD

Raphson metodu ile benzerdir (McCullagh ve Nelder, 1989; Hastie ve Tibshirani, 

1990). 

 

Đteratif Yeniden Ağırlıklandırılmı� En Küçük Kareler (IRLS) Metodu 

 

Green (1984), link fonksiyonun lineer yayılmasının alınmasıyla MLE 

hesaplamak için a.ağıdaki IRLS metodunu önermi.tir. 

 

( ) ( ) ( ) '( )� 
 � 
 �3 3 3= + −  

          ( )
η 3 η 3= + − ∂ ∂  
 
η ; lineer prediktör, ( )� 3 ; 3  ortalamalı Y’nin varyansı olmak üzere, düzeltilmi. 

bağımlı deği.ken ( ) / ( )( 
 �3 3 3= + −  kanonik linkler için tanımlanmı.tır. MLE 
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tahmin edici, ( )� 3  ağırlıklı X matrisinde z ’nin regress edilmesiyle hesaplanabilir. 

IRLS yöntemi a.ağıdaki gibi özetlenebilir. 

 

IRLS Yöntemi 

1. 0β̂  ba.langıç tahmini ile ba.la. 

2. ˆ�η β=  ve ( )1 1( ) ( ),..., ( )� �� �
�� � �3 3 3=  ağırlıklarını hesapla. 

3. Düzeltilmi. bağımlı deği.ken  [ ] ( )1
( )( � 
η 3 3

−
= + −  tanımla. 

4. Yeni tahmin β̂  olu.turmak için  ( )� 3  ağırlıklı X matrisinde z ’yi regress et. 

5. Yakınsama elde edilinceye kadar 2D4 adımlarını tekrarla. 

 

IRLS yönteminin NewtonDRaphson veya Fisher Skor metoduna göre avantajı; 

Ağırlıklandırılmı. EKK yöntemi kullanmasıdır. Ağırlıklandırılmı. EKK standart 

yöntemdir ve birçok istatistiksel yazılımlarda tanımlanması kolaydır.  

 

3.3.  YarıKLikelihood ve YarıKSkor Fonksiyonları 

 

 Son bölümde kısaca GLM ve üstel ailenin dağılımlarını gözden geçirmi.tik. 

Olasılık fonksiyonu açıkça belirtildiğinde, likelihood fonksiyonu kurulabilir ve MLE 

kolayca hesaplanabilir. Ancak bazı durumlarda tam olasılık dağılımını ve böylece 

ortak likelihood fonksiyonunu açıkça belirtmek gerekli değildir, veya ortak 

likelihood fonksiyonunu açıkça belirtmek mümkün değildir. 

 Wedderburn (1974) olasılık dağılımında GLM’e geni.letilen yarıDlikelihoodu 

önermi.tir. Rasgele deği.kenin 2( )� 3 σ  varyansına ihtiyacı olan yarıDlikelihood, 

ortalamanın bilinen fonksiyonudur. Üstel aileden açıkça belirtilmeksizin dağılımıdır. 

Tek boyutlunun yarıDskoru  

 

2
( , )

( )



) 


�

3
3

σ 3
−

=                                                                                      (3.5) 

 

olarak tanımlanmı.tır. 
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( , )) 
3 , likelihood fonksiyonun skor fonksiyonlarının 3 temel özelliğini sağlar. 

 

 

( )

( ) 2

2

( , ) 0

1
( , )

( )

1

( )

� ) 


��� ) 

�

)
�

�

3

3
σ 3

3 σ 3

=

=

 ∂
− = ∂ 

 

 
Böylelikle (3.5) denkleminin integrali 

 

 
2

( , )
( )













 



 �
* 
 ��

� �

3
3

σ
−

=∑∫                                                                            (3.6) 

 

varsa, logDlikelihood fonksiyonunun benzer özelliklerine sahiptir. 

YarıDlikelihood için a.ağıdaki 2 duruma bakacağız. 

 

1. Bağımsız Gözlemler: Gözlemler bağımsız olduğundan, varyansDkovaryans 

matrisi diyagonaldir.  

 

 ( )1 1( ) ( ),..., ( )� �� �
�� � �3 3 3=  

 
Buradaki 1 2, ,..., �� � �  fonksiyonları özde.tir. (3.5) ile gösterilen yarıDskor, (3.6)’daki 

yarıDlikelihood fonksiyonudur. YarıDlikelihood fonksiyonu ( , )* 
3 , GLM’deki logD

likelihood fonksiyonu olarak rol oynar. YarıDlikelihood tahmin ediciye dayanan 

sonuç,               

 

1( , ) 0

      

( , ) 0�

) 


) 


3

3

 =


 =

⋯                                                                                               (3.7) 

 
 yarıDskor denklemlerini sağlar. 
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 GLM’in MLE’sine benzer yarıDlikelihoodun tahmin edicisi Fisher Skor 

metodu, 

 

1

1
ˆ ˆ
� �

)
� )θβ β

β

−

+

  ∂
= + −  ∂  

  

 

 
yardımıyla hesaplanabilir. Ayrıca bu tahmin edici asimptotik olarak da tutarlıdır. 

Yani, düzen ko.ulları altında 

 

( ) ( )1
ˆ ˆ0, ( )� � �β β β

−
 − →    

 

dir.  

 

2. Bağımlı Gözlemler: Gözlemler bağımlı olduğundan, varyansDkovaryans matrisi 

( )� 3  diyagonal değildir. Genelde yarıDskor ( )1,...,
�

�) ) )= , 

 
( )( ) ��

� �

)) ββ
β β

∂∂
≠

∂ ∂
 

 
e.itsizliğine sahiptir. Bu, yarıDskor ( , )) 
3 ile tanımlı vektörün path bağımlı olduğu 

anlamına gelir. Böylece kısmi türevi varsa yarıDskor olan ( , )* 
3  skaler fonksiyonu 

yoktur. Böylelikle (3.6)’daki ( , )* 
3  integrali path bağımlıdır ve iyi 

tanımlanmamı.tır. Sonuç, ( , )* 
3 ’ye dayalı olamaz. Daha önce bahsedildiği gibi 

logDlikelihood fonksiyonlarının 3 ana özelliğini sağlayan ( , )) 
3  yarıDskor 

fonksiyonu tercih edilir. Asimptotik yakınsama, oldukça karma.ık durumlar altında 

da sağlanır (McCullagh 1991). 

 ( , )) 
3  yarıDskor fonksiyonunun kısmi türevinin beklenen değeri simetrik 

olduğundan ve kısmi türevinin olmadığından, McCullagh (1991), simetrik kısmi 

türevleri ile bir ana terim ve asimetrik kısmi türev ile bir küçük “gürültü” terimi 

olarak U’nun 2 terime ayrı.ımının olasılığına dikkat çekmi.tir. 

 Ayrı.ım, bilgi kaybı olmadan ilk terimin yarıDlikelihoodu aracılığıyla, yarıD

skor ( , )) 
3 ’nin çalı.masına izin verir. Li ve McCullagh (1994) potansiyel 
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fonksiyonlar ve tutucu tahmin fonksiyonları çalı.mı.tır. Tahmin fonksiyonları 

simetrik kısmi türeve sahip olan tutucu tahmin fonksiyonlarının alt uzayında tahmin 

fonksiyonları tasarladılar, böylece bu tahmin fonksiyonları bir yarıDlikelihood 

fonksiyonuna sahiptir. YarıDlikelihood, tahmin fonksiyonunun potansiyel fonksiyonu 

gibi adlandırılır. 

Denklemleri parametre tahmin edicilerini sağlayan tahmin fonksiyonları, 

fonksiyonların geni. kapsamlı bir sınıfıdır. YarıDskor fonksiyonlar, tahmin 

fonksiyonlarının özel bir sınıfıdır. 
 ’de doğrusaldır ve asimptotik olarak tutarlı 

tahmin edici sağlarlar. Potansiyel fonksiyonlar, sıradan logDlikelihood fonksiyonlar 

gibi asimptotik olarak benzer özelliklere sahiplerdir. Böylece, yarıDskor 

denklemlerinin mümkün çoklu çözümlerinden, istenilen hesaplamaya yardımcı olur.  

 

3.4.  Cezalı Skor Denklemleri 

 

 Bir önceki bölümde GLM, likelihood fonksiyonlar, skor fonksiyonlar ve yarıD

likelihoodu inceledik. 

 
Uyarı: (2.3) problemi ve çözümü, ortak likelihood fonksiyonlarından bağımsızdır. 

Cezalandırma kavramı ve tahmin edicisi, ortak likelihood fonksiyonlarından 

bağımsız olarak genelle.tirilir (Fu, 1998). 

 

Cezalı skor denklemlerini            

 

( )

( )

1

1 1 1

1

, , ( ) 0

        

, , ( ) 0� � �

� � 
 �
��

� � 
 �
��

γ

γ

β λγ β β

β λγ β β

−

−

 + =



+ =

⋯                                                        (3.8) 

 

 
kabul edelim. 
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Tanım 1: (Cezalı Skor Denklemleri) 

Jakobian ko.ulu 
�

β
∂
∂

 pozitif yarı tanımlı olan S fonksiyonlu (3.8) e.itliği, Bridge ceza 

�

γ
β∑  ile cezalı skor denklemleri olarak adlandırılır (Fu, 1998). 

 

Tanım 2: (Bridge Tahmin Edici) 

0λ >  ve 1γ >  olsun. Bridge tahmin edicisi ˆ( , )β λ γ  olarak tanımlansın. (3.8) 

e.itliğinin tek çözümü, 1γ → +   ˆ( , )β λ γ ’nın limiti LASSO tahmin edici ˆ( ,1 )β λ +  

olarak tanımlanır (Fu, 1998). 

 

Uyarılar 

1. Cezalı skor denklemleri kavramı genelde ( )�� β∑  ’nin bir cezası için 

sürdürülebilir. Buradaki g, düzgün konveks fonksiyondur. 

 

2.    Bridge (LASSO) tahmin edicisi, ortak likelihood fonksiyonlarından bağımsızdır. 

Ortak likelihood fonksiyonlarının bulunmadığı durumlarda uygulanabilir. 
 

 Sapmayı minimize eden cezalı skor denklemlerine yakla.ım, cezalandırmaya 

klasik yakla.ım ile kar.ıla.tırılır. Yani 2 ( )��� �
+− ,  + ceza fonksiyonu gibi. Böyle 

bir genelle.tirme, regresyon problemlerinde ortak likelihood fonksiyonlarının 

yokluğunda kar.ıla.ılacak zorlukları önlemek için çok önemlidir, yüksek ili.kili 

açıklayıcı deği.kenler nedeniyle cezalandırma istenilir. Çok önemli bir uygulama da, 

genelde ortak likelihood fonksiyonu olmadığında genelle.tirilmi. tahmin 

denklemlerine bu yöntem uygulanır. Bridge (LASSO) tahmin edici için cezalı GEE 

çözümü ile açıklayıcı deği.kenler arasında içili.ki verildiğinde daha iyi öntahminler 

elde edileceği, algoritmalar için Bölüm 4’te, simülasyon sonuçları için Bölüm 6’da 

görülecektir. 
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3.5. Cezalı Skor Denklemleri için Algoritmalar 

 

 Bölüm 3.4’te cezalı skor denklemlerine teorik olarak giri. yapıldı. Bölüm 

2.3’te Bridge çözümü için MNR ve Atı. algoritmaları verildi. Bu algoritmalar Gauss 

yanıtları için uygulanabilir. Gauss olmayan yanıtlar için ise a.ağıdaki IRLS yöntemi 

uygulanır.  

 

IRLS yöntemiyle Bridge (LASSO) tahmin ediciler için Algoritma 

 

1.  0β̂  ba.langıç değeri ile ba.la. 

 

2.  Genel tahmin β̂ ’ya bağlı düzeltilmi. deği.ken z ’yi,  

 

( ) ( )
1ˆ( � � 
β 3 3
−

= + −     

 
olarak tanımla. 

 

3.  1 2, � −=  olmak üzere ,�  üzerinde ,( ’nin lineer regresyonuna MNR (Atı.) 

metodunu uygula, β̂ ’yı güncelle. 

 

4.  β̂ ’nın yakla.ımı elde edilinceye kadar 2. ve 3. adımlarını tekrarla. 

 
 Burada, eğer ortak likelihood fonksiyonu yoksa Jacobian ko.ulu sağlandığı 

sürece Bridge (LASSO) tahmin edici elde etmek için MNR metodu ya da Atı. 

metodu uygulanabileceğine dikkat edilmelidir.  

 

Algoritmaların Yakınsaması: 

 

 0λ >  veriliyor. 
�

β
∂
∂

 pozitif tanımlı ise; 
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1.  MNR algoritması;  1γ >  için (2.3) ’ün Bridge tahmin edicisine yakınsar.  

 

2.  Atı. algoritması; 1γ =  için (2.3) ’ün LASSO tahmin edicisine yakınsar. 

 
 "imdiye kadarki yapılan çalı.malara göre; MNR ve Atı. algoritmaları çok 

hızlı yakınsar ve IRLS yöntemi ile birle.tirilebilir. 
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4. CEZALI GEE 

 

4.1.  Giri� 

 

 Halk sağlık çalı.malarında ara.tırmacılar, uzun zamanı kapsayan gözlemler 

serisini incelerler. Örneğin nefes darlığı ile ilgili çalı.malarda, çalı.madaki konuların 

her biri, bir yıl gibi belirli bir zaman dilimi için kontrol edildi. Konunun nefes darlığı 

ile ilgili durumu, her ziyarette havanın kalitesi, mevsim, sıcaklık, nem gibi bazı 

etkenlerle birlikte incelendi. Ara.tırmacıları asıl ilgilendiren, çok sık olarak nem ve 

sıcaklık gibi açıklayıcı deği.kenlerle, astım durumu gibi yanıt deği.ken arasında 

ili.ki bulundu. Bu tarz çalı.malar, longitudinal (boylamasına) çalı.malar olarak 

adlandırılan özel istatistiksel ayardır ve amaç, açıklayıcı deği.kenlerde yanıtın zaman 

trendinin bağımlılığını te.his etmektir. 

 Son 20 yıldır, longitudinal çalı.malar birçok sağlık ara.tırmacıları ve 

istatistikçiler tarafından ilgi çekmektedir ve longitudinal çalı.maların uygulamaları 

tıbbi, çevresel ve psikolojik çalı.malar gibi pek çok ara.tırmada bulunabilir (Laird ve 

Ware, 1982; Liang ve ark., 1992). Longitudinal çalı.malarda istatistiksel metotlar 

rasgele etki modelleri, ko.ullu Markov zinciri modelleri ve GEE metodunu içerir 

(Diggle ve ark., 1993). 

 Bu bölümde GEE metodu ve açıklayıcı deği.kenler arasında ili.ki olduğunda 

cezalı skor denklemlerine yakla.ım ile cezalandırma kullanma üzerinde durulmu.tur. 

 

4.2.  Genelle�tirilmi� Tahmin Denklemleri 

 

 Kategorik verilerin analizinde tekrarlamalı ölçümler olduğu zaman genellikle 

genelle.tirilmi. tahmin denklemleri (GEE) kullanılarak analiz yapılmaktadır. GEE 

yakla.ımı (Liang ve Zeger, 1986) GLM’in bir açılımıdır. GEE, bireyler üzerinde 

uzun dönemli elde edilen gözlemler (longitudinal data) için bir yakla.ım 

sağlamaktadır. GEE ikili veya sayıma dayalı olarak elde edilen cevap deği.kenlerinin 

analiz edilmesinde ideal bir yöntemdir. GEE’de uygun bir çalı.ılan (working) 

korelasyon matrisi tanımlanarak analiz yapılmaktadır. Çalı.ılan korelasyon matrisi 
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tüm bireyler için aynı olan �  bilinmeyen parametre vektörüne bağlıdır (Davis, 

2002). 
 

GEE ortak dağılımın tam olarak tanımlanmasına gerek duyulmadan, tahmin 

denklemlerinin elde edildiği yarı parametrik bir yöntemdir. Bunun yerine marjinal 

dağılımlar için yalnızca olabilirliği ve her bir bireyden elde edilen tekrarlanmalı 

ölçümlerin vektörü için bir çalı.ılan kovaryans matrisi tanımlar (Davis, 2002; Liang 

ve Zeger, 1986). Çalı.ılan korelasyon matrisi her bir bireyin tekrarlanmalı ölçümleri 

için hesaplanır. 

GEE yakla.ımında her bir denek bir küme olarak adlandırılır. Farklı kümeler 

için elde edilen gözlemlerin bağımsız, aynı küme için elde edilen gözlemlerin ise 

birbiriyle ili.kili olduğu dü.ünülür. GEE yöntemi, etkinliği arttırmak amacıyla bu 

ili.kiyi de dikkate alan tahmin tekniğidir. Söz konusu ili.ki ( )
� �  ile gösterilen  


� × 
�  boyutlu simetrik matrisle ifade edilir. Bu matrise aynı zamanda “üzerinde 

çalı.ılan ili.ki matrisi” de denilir. Matrise bu ismin verilmesinin bir nedeni, bu 

ili.kinin yanlı. tanımlanmı. olma olasılığından kaynaklanmaktadır. 

 YarıDlikelihood fonksiyonunu GEE’ye uygulayabilmek amacıyla,  yanıt 

vektörünün ortalama ve kovaryansı dü.ünülmelidir. Buna göre yarıDlikelihood 

yakla.ımında üzerinde çalı.ılan kovaryans matrisi e.itlik (4.1)’de olduğu gibi 

hesaplanır: 

 
 

1/2 1/2( )
 
 
 
� � � � �=                                         (4.1) 

 

Burada; 
� ; 
� × 
�  boyutlu kö.egen matrisini ( ( )( )''
 
� �
�� � θ= ),  ( )
� � ; 

üzerinde çalı.ılan ili.ki matrisini göstermektedir. (4.1) e.itliğinde denekler t 

zamanlarında 
��  kez gözlenmi.lerdir. Buna göre 1,..., �� �=  olmaktadır. Farklar 

vektörü a.ağıdaki gibi tanımlanmı. olsun: 

 
 
 
 
� 
 3= −                    (4.2) 
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(4.3) ile verilen denklem çalı.ılan kovaryans matrisidir. 

 

 1

1

0
-

�


 
 





# � �−

=

=∑                                                                                            (4.3) 

 
β ’nın tahmin edilmesi için GEE, GLM’e benzer olarak, 

 

( )1

1

0
��




 
 





� 

3

3
β

−

=

∂
− =

∂∑  

 

biçiminde yazılabilir. 
&  ’nin kovaryans matrisi, 

 
 1/2 1/2( )
 
 
� � � � �=  

 
biçiminde tanımlanabilir. 

 

 

{ }
( )

( )

'

''

'

( )

( )

( )




 
 
 
 



 
� 
�

�


� 
�





 
 


# � � � � �

�
�� � �

�

� �
�� �

� 
 �

3
θ β

β

θ η

η β

θ

θ

∂
= = = ;

∂

; =

=

=

= −

 

Buradan '( )
 
� θ 3=  olduğu anla.ılır. 

Burada; 


#

3
β

∂
=
∂

 olarak tanımlanan vektörü ( ( )1 2, ,...,
�


 
 
 
�3 3 3 3= ), 
� ; (4.1) 

e.itliğinde tanımlanan kovaryans matrisini, 1,...,
 -=  olmak üzere denekleri 

göstermektedir. GEE yönteminde regresyon katsayıları tahminleri olasılıklar oranı 

yardımıyla hesaplanmakta ve yorumlar bu tahminlere göre yapılmaktadır. 

 GEE yakla.ımında, tutarlı ve asimptotik normal dağılım özelliklerini sağlayan 

regresyon katsayı tahminlerini ya da tutarlı varyans tahminlerini elde edebilmek için 
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çalı.ılan korelasyon matrisinin doğru belirlenmesi gerekmektedir. Birim sayısının 

çok fazla olduğu durumlarda asimptotik özellikler sağlanır, tutarlı ve etkin tahminler 

elde edilebilir. Bu gibi durumlarda bile korelasyon yapısının doğru tahmin edilmesi 

etkinlikte artan bir kazanca neden olur (Yazıcı, 2001). 

 GEE yönteminde bütün denekler için aynı korelasyon yapısının benimsenmi. 

olması .art değildir.  Sabit bir korelasyon yapısının benimsenebilmesi, sadece eksik 

gözlemlerin tamamen rassal olması durumunda gerçekle.ecektir. Dolayısıyla 

uygulamada her bir denek için gözlem sayısı e.it olmadığından, eksik gözlemlerde 

rassallığın sağlanması ko.ulu ile bu ili.kinin tüm denekler için sabit olduğu 

varsayılır. 

 E.itlik (4.1) dikkate alınarak R( � ) a.ağıdaki gibi yazılabilir (Lipsitz ve ark. 

1974; Lipsitz ve Fitzmaurice, 1996): 

 

( )

1 2 1 2
1 1 1 12 1

1 2 1 2
12 2 2 2 1

1 2 1 2
1 2 
 
 



 
 
 
 
 �


 
 
 
 
 �


 � 
� 
� 
� 
�

� � �

� � �
� �

� � �

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

− −

− −

− −

 
 
 =  
  
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

                                   (4.4) 

 

 Burada; ( )� �  matrisi (KD1)x(KD1) boyutludur. Matrisin kö.egen elemanları 

gözlemler arasındaki ili.kiyi göstermektedir.  

GEE’nde yer alan farklı korelasyon yapıları .unlardır: 

 

Yapılandırılmamı� korelasyon: Genel olarak kümelerdeki gözlem sayıları çok 

azken, eksik gözlem bulunmaması durumunda uygun korelasyon yapısı 

yapılandırılmamı. (unstructured) korelasyon yapısıdır. Örneklem yeterince büyük 

olduğunda yapılandırılmamı. korelasyon yapısı kullanıldıysa tahminler tutarlı 

olacaktır.  

Diğer taraftan aynı denemelerde yanıt deği.keni çok farklı değerler alıyorken 

yine yapılandırılmamı. korelasyon kullanılmasında fayda vardır. 
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



















=α

100

010

001

)(

⋯

⋮⋱⋮⋮

⋯

⋯

R

Bağımsız korelasyon yapısı: Örneklemde yer alan birim sayısı çok fazla olduğunda 

deği.kenler arasında bağımsızlık varsayımı kullanılabilir. Bu durumda dikkat 

edilmesi gereken; eksik gözlemlerin mümkün olduğunca az sayıda ve tamamen 

rassal olmasıdır. 

Birim sayısı az ancak her bir kümedeki tekrarlı gözlem sayısı fazla olduğu 

durumlarda da doğru korelasyon yapısının belirlenmesi ile etkinlikte biraz kazanç 

sağlanabilir. Bu durumda yine uygun korelasyon yapısı bağımsız korelasyon 

yapısıdır. 

Ya. gibi zamana bağlı e. deği.kenler varken bağımsız korelasyon yapısı 

kullanılarak elde edilen tahminler, diğer korelasyon yapısı varken elde edilen 

tahminlere göre daha az etkindirler. 

  Bağımsız korelasyon yapısı a.ağıdaki gibi tanımlanır: 

 

 

 =

=
.

1

d.d0

jieğer
R ji,

 

 
 

                                                    

 

                                                                              
 

 Korelasyon yapısı tanımlanırken bağımsızlık varsayımı dikkate alındığından 

burada herhangi bir parametrenin tahmin edilmesine gerek yoktur.  

 

Deği�tirilebilir (exchangeable) korelasyon yapısı: GEE’nde en çok kullanılan 

korelasyon yapılarından biridir. Korelasyon yapısının belirlenmesi a.ağıdaki e.itlik 

ile ilgilidir: 

 
+

� 



� �ρ −=             
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  Bu e.itliğikte k=0 olması durumunda kullanılan korelasyon yapısı 

deği.tirilebilir korelasyon yapısı olarak adlandırılır (Zeger ve Liang, 1986). Bir diğer 

ifade ile 12 13 1... �ρ ρ ρ= = =  olmak üzere boylamasına çalı.manın tüm deği.kenlerine 

ili.kin korelasyonun birbirine e.it olduğu söylenir. Bu durum çoğu zaman 

boylamasına verilerde gözlemlerin çok kısa aralıklarla elde edildiği durumlarda 

gerçekle.ebilir.  

 Tekrarlı gözlemlerin olduğu durumlarda gözlemlerin elde edilmesinde 

mantıklı bir sıra söz konusu değilse yine deği.tirilebilir korelasyon yapısı uygundur. 

  

 Tüm gözlemlerde korelasyonun aynı olduğu deği.tirilebilir korelasyon yapısı 

a.ağıda verildiği gibidir: 

 

 

 =

=
.

1

d.d

jieğer
R ji, ρ

 

 

( )

1

1

1

� �

� �
� �

� �

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

 

 Bütün deği.kenler için korelasyon katsayılarının e.it olduğu 

dü.ünüldüğünden tahmin edilmesi gereken parametre sayısı 1’dir.  

 

Otoregresif korelasyon yapısı: Longitudinal veri analizinde çoğunlukla verilerin 

ard arda gözlemlenmesi nedeniyle birinci dereceden otoregresif korelasyon meydana 

gelir. Bu durum 
+

� 



� �ρ −=  denkleminde k=1 olması ile ifade edilir. GEE’nde çok 

sık kullanılan korelasyon yapılarından biridir.  

 Otoregresif korelasyon yapısı için çalı.ılan korelasyon matrisi a.ağıda olduğu 

gibidir.  
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 

 =

=
.

1

d.d

jieğer
R iDjji, ρ

 

 

( )

1

2

1 2

1

1

1

�

�

� �

� �

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

−

−

− −

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

 

  

 Bir önceki korelasyon katsayısı da dikkate alındığından elde edilen parametre 

sayısı 1’dir. 
 

 Bu 4 tip korelasyon yapısından ba.ka; MDbağımlı korelasyon yapısı, sabit 

korelasyon yapısı, üssel korelasyon yapısı adı altında ba.ka korelasyon yapıları da 

vardır. Ancak bu korelasyon yapılarının kullanımı diğerlerine oranla daha azdır. 

 Hangi korelasyon yapısının kullanılacağına karar verilirken benimsenen 

yollardan biri, uygun görülen birkaç korelasyon yapısını denemek ve daha sonra 

model temelli varyansa en yakın deneysel varyansı veren korelasyon yapısını 

seçmektir (Yazıcı, 2001).  
 

 Bir GEE dü.ünelim. Lineer regresyonlardaki gibi, iç ili.kinin potansiyel 

problemi de olu.ur. Yani, eğer genelle.tirilmi. tahmin denklemlerindeki açıklayıcı 

deği.kenler lineere yakınsa, tahmin ediciye dayalı öntahminler kötü performans 

gösterecektir. Böylece cezalandırma, önceki bölümde gösterildiği gibi istenir. Ancak 

cezalandırmanın klasik yakla.ımı, örneğin Bridge regresyon, Bölüm 3’teki gibi ortak 

likelihood fonksiyonlarının varlığı gerekir. 
 

 Cezalı skor denklemleri yakla.ımı, cezalandırmayı geneller ve cezalı skor 

denklemleri ortak likelihood fonksiyonlarına bağlı olmadığından, GEE’de içili.ki 

problemini kullanmak için teknikleri sağlar ve IRLS yöntemi uygulanabilir. 

A.ağıda genelle.tirilmi. tahmin denklemlerine cezalı skor denklemleri uygulanacak 

ve daha iyi tahmin ve öntahmin elde etmek için cezalı GEE çözülecektir.  
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4.3.  Cezalı Genelle�tirilmi� Tahmin Denklemleri  

 

 Longitudinal çalı.malarda GEE geni. alanlarda kullanılır. GEE tahmin edicisi 

asimptotik tutarlı ve yeterli olmasına rağmen açıklayıcı deği.kenlerin içili.kili olması 

durumunda kar.ılanabilir. Özellikle açıklayıcı deği.kenlerin fazla sayılı olduğu 

durumlarda karı.ıktır. Bu, (4.3)’ün parametre tahmin edicisi β̂ ’ya bağlı tahmin ve 

öntahmin doğruluğu sorununa neden olur.  

 Cezalandırmanın, lineer regresyonda içili.ki problemini ele alma tekniklerini 

kanıtladığı bilinir. Cezalandırmaya klasik yakla.ım, ceza fonksiyonlu modelin 

sapmasını minimize eder. Örneğin ( )� β  ortak likelihood fonksiyonu ise, Bridge 

ceza için cezalandırma problemi 

 

 ( )( )min 2log ��
γ

β
β λ β− + ∑  

 

dir. Ancak genelde GEE için ortak likelihood fonksiyonu ( )� β  bulunmaz. GEE’ne 

cezalandırma uygulamak için ortak likelihood fonksiyonuna bağlı olmayan özel 

teknikler gereklidir. 

 A.ağıda GEE ’ne Bridge ceza uygulanmı.tır.  

 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1, , , , 0

        

, , , , 0� �

� � 
 �

� � 
 �

β β λ γ

β β λ γ

 + =


 + =

⋯                                                                  (4.5) 

 

 

( ) ( )1
, ,� � �� �
��

γ
β λ γ λγ β β

−
= ,  �� ’ler GEE ’nin (D) tahmin fonksiyonları veya 

ortak likelihood fonksiyonunun (D) skor fonksiyonlarıdır. 

 Cezalı skor denklemleri yakla.ımı ile GEE cezalandırılabilir. Açıklayıcı 

deği.kenler arasında içili.ki olduğunda daha iyi öntahmin ve küçük varyans elde 

etmek için cezalı GEE, GEE tahmin edicilerini 0’a büzer. Cezalı GEE tahmin 
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edicisinin çözümü için a.ağıdaki yöntem izlenir (Liang ve Zeger, 1986) ve IRLS 

yönteminde Ağırlıklandırılmı. EKK’e cezalandırma uygulanır.  

 
 
Cezalı GEE için Algoritma 

1.  0β̂  ba.langıç değeri ile ba.la. 

2.  "imdiki tahmin β̂ ’ya bağlı sapan rezidüler veya Pearson kullanan ( )� �  çalı.ılan 

korelasyon matrisini ve ,� Φ  parametrelerini tahmin et. 

3.  Düzeltilmi. bağımlı deği.ken ˆ( # �β= +  tanımla. 

4. MNR (Atı.) metodunu kullanarak �̂  ağırlıkları ile X üzerinde ( ’nin 

regresyonuna cezalandırma uygulayarak, sabit 0, 1λ γ≥ ≥  için β̂  tahmin edicisini 

güncelle. 

5.   β̂ ’da yakınsama elde edinceye kadar 2.D 4. adımlarını tekrarla. 

 

 Bridge (LASSO) tahmin edicileri için cezalı GEE çözümü ile, açıklayıcı 

deği.kenler arasında içili.ki olduğunda, daha iyi tahmin ve öntahmin elde edilir. 
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5. BÜZÜLME PARAMETRELERĐNĐN SEÇĐMĐ 

 

5.1.  Giri� 

 

 Regresyon problemlerinde, 

(1) Veriye iyi uyum sağlamak 

(2)  Basit ya da açıklanabilir bir modeli korumak 

kurallarına uygun olarak model seçmek gereklidir. Đlkinde mümkün olduğu kadar 

çok açıklayıcı deği.kenle model açıklanmak istenirken; ikincisinde, istatistiksel 

olarak anlamlı olmayan açıklayıcı deği.kenlerin modelde olmaması istenmektedir. 

Ancak çok fazla sayıda açıklayıcı deği.ken varsa, aynı zamanda hem (1) hem de (2) 

’yi sağlayan iyi modeli seçmek genelde zordur. Çok sık olarak, çok açıklayıcı 

deği.kenli geni. modele sahip olunmaktadır. Bu modellerde asıl problem overDfitting 

(a.ırıDuyum)’dir. 

 OverDfitting (a.ırı uyum), modeller gereğinden fazla açıklayıcı deği.ken 

içeriyorsa ortaya çıkar ve verilen tüm veri noktalarında, veri modele a.ırı uyum 

sağlar. Öntahminde model çok kötü performans gösterir.  

 

5.2.  Çapraz Geçerlilik Testi ve Genelle�tirilmi� CV 

 

 Stone (1974), overDfitting problemini kullanmak için çapraz geçerlilik testini 

(CV) önermi.tir. Her defasında bir gözlem noktasını dı.arıda bırakarak model seçer 

ve geriye kalan veri noktaları ile model olu.turarak dı.arıda bırakılan gözlemlerde 

ortalama öngörü hatasını minimize eder. Yani; 

 

 ( ) ( )2

1

1
ˆ
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λ −

=

= −∑  

ve 
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 � 




 � β λ− −=  

 
olmak üzere 
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 ( )min��
λ

λ  

 

dir. ( )ˆ 
β λ− , ( ),
 
� 
  dı.ında diğer gözlemlere dayalı modelin tahminidir ve λ , 

model seçimi için ayar parametresidir. Model uydurma ve seçimlerinde CV 

metodunun birçok uygulaması vardır. Özellikle Stone (1974), Hastie ve Tibshirani 

(1990), Wahba (1990), Shao (1993) ve Zhang (1992)’de bulunabilir. 

 Craven ve Wahba (1979), λ  düzeltme parametresini optimize etmek için 

lineer düzeltme splineleri için GCV’yi önermi.tir. & � ε= +  modelinin ˆ ( )� � 
λ=  

lineer operatörü için  

 

 ( )
( )( )
( )( )

2

2
/

� � 

!��

� �� � � �

λ
λ

λ

−
=

 − 

 

formudur. 

 GCV’nin bir avantajı, n kere tahmin hesaplamaya gerek yoktur. Dı.arıda 

kalan her bir nokta, çapraz geçerlilik testi için seçilir. Tam modelin toplam sapmasını 

(RSS), örneklem boyutunu ve modelin serbestlik derecesini hesaplamaya yeter. 

Böylelikle hesaplama olarak daha az masraflıdır ve S+ gibi programlama dilleri ile 

hesaplanabilir (Fu, 1998).  

 

5.3.  GCV ile λ  ve γ  Parametrelerinin Seçimi 

 

 λ  ve γ  ceza parametreleri seçmek için, Craven ve Wahba’nın GCV yöntemi 

kullanılır. Đlk olarak; (2.3)’ten lineer regresyon modelinin Bridge tahmin edicisi   

 

       ( )� �� � # � 
λ β+ =                                                                                 (5.1) 

 

e.itliğini sağlar. Modelin ( ),� λ γ  parametrelerinin efektif (etkili) sayısını, Craven ve 

Wahba modelin serbestlik derecesinde ceza etkisini vermi.tir. 
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 ( ) ( )( )1

0, � �� �� � � � # � �λ γ λ
−

= + −  

 

Buradaki D, � �×  tipinde  

 

 

2 ˆ2, 0
1,...,

ˆ0, 0

� �

�

�

# � � 
.
�

γ
γ β β

β

− ≠
= =

=

 

 

elemanlarının diyagonal matrisi, 0� ; 1γ =  için ˆ 0�β =  olan ˆ
�β ’nın sayısıdır.  

GCV, n boyutlu  için; 

 

 
( )

( )( )2

ˆ

1 , /

���
!��

� � �

β

λ γ
=

−
                                                                      (5.2) 

 
olarak tanımlanmı.tır. (5.2) e.itliği 

 

 
( )

( )( )2

ˆ

,

� ���

� �

β

λ γ−
 

 

olarak da yazılabilir ve modelin geri kalan serbestlik derecesi üzerinde, ortalama hata 

kareler miktarı anlamına gelir. 

 λ  ve γ  parametreleri seçmek için, 0λ ≥  ve 1γ ≥  çizgisi üzerinde her bir 

( ,λ γ ) çifti için GCV hesaplanır. /'λ γ , "ekil 5.1’deki gibi GCV ’nin minimum 

değerinin elde edilmesiyle seçilir. 

 Genelle.tirilmi. lineer modellerde, GaussDolmayan yanıt deği.kenler için hata 

kareler toplamı anlamlı olmadığından GCV düzeltilir. ( )2log �
+− , sapma yerine; 

GCV ’deki hata kareler toplamı (RSS) kullanılır. �
+  yanıt deği.kenin ortak 

likelihood fonksiyonudur. 
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$ekil 5.1. GCV ile λ  ve γ  parametrelerinin seçimi (Fu, 1998) 

 

 

( ),� λ γ  parametresinin efektif sayısı için 2 özel durum dikkate alınır. 

1.   0λ = . Modele hiçbir ceza uygulanmaz. ( ),� λ γ  projeksiyon matrisinin izidir ve 

lineer modelde parametrelerin sayısı � ’ye e.ittir. 

2.   λ »1 ve 1γ = . LASSO parametreleri büzdüğünden ve ˆ 0�β =  olduğundan, yeteri 

kadar büyük λ  için, (0)# �
��=  ve 0� �= ’dir. Tüm ˆ 0�β =  olduğunda; model bo. 

(null) modeldir. Böylece model parametrelerinin efektif sayısı 0’a e.ittir. Bu da 

( ), 0� � �λ γ = − =  demektir. Diğer durumlarda ( ),� λ γ  0’dan büyüktür ve 

modeldeki parametre sayısı � ’den küçüktür.  

 

5.4.  Cezalı GEE için YarıKGCV 

 

 GCV metodu, genelle.tirilmi. lineer modeller için λ  ve γ  parametrelerini 

seçmekte kullanılır. Ancak 4. bölümde üzerinde durulduğu gibi genelde GEE için 

ortak likelihood fonksiyonları yoktur. Genelde GCV metodu cezalı GEE’ne 

uygulanamaz. Bu nedenle düzeltme uygulanmalıdır. 
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 Cezalı GEE’nde GCV metodunu genelle.tirmek için korelasyon yapısı dahil 

edilmelidir. Korelasyonun yapısı dahil edilmesi ile GLM’deki gibi GCV’nin aynı 

etkisi elde edilebilir. GLM için GCV’de kullanılan sapma, sapma hatalarının kareleri 

toplamıdır. Korelasyon nedeniyle sapma, GEE’nde doğru anlama sahip olmamasına 

rağmen, sapma hataları 

 

 ( ) ( )ˆ ˆ2 log+� +� +� +��
�� 
 � 
3 3− − −  

 

olarak her bir gözlem noktasında hesaplanabilir. Buradaki ( )ˆ
+� +�� 
 3− , marjinal 

dağılımına dayalı +�&  gözleminin likelihoodudur. Đli.kili gözlemler için ağırlıklı 

sapma ( ),0# λ γ , bağımsız gözlemler için sapmaya benzer etki elde etmek için 

sapma rezidülerine korelasyon dahil edilmesiyle a.ağıdaki gibi verilir. 

 

 ( )
1

1

, ( )
-

�

0 + + +

+

# � � � �λ γ
−

=

 =  ∑  

 
Buradaki +� , k. bile.enin sapma hata vektörüdür. + +� �×  boyutlu ( )+� � , i.leyen 

korelasyon matrisidir. 

 YarıDGCV; 

 

 
( )
( )( )2

,

1 , /

0

1

#
!��

� � �

λ γ

λ γ
=

−
                                                                        (5.3) 

 
olarak tanımlanır. Buradaki n, +�&  ili.kili gözlemlerin serbestlik derecesinin efektif 

sayısıdır ve 

 

 
2

1 ( )

-
+

+ +

�
�

� �=

=∑  

 

olarak tanımlanır. ( )+� � , ( ) ( )+ 
�� � ρ= ’nin tüm 
�ρ∑  elemanlarının toplamıdır. 

GEE’nin korelasyon yapısı ne Pearson rezidüler ne de sapma rezidüleri ile tahmin 

edilebildiğinden, sapma rezidülere sırayla korelasyon yapısı dahil etmek tavsiye 

edilir. 
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$ekil 5.2. YarıEGCV ile λ  ve γ  parametrelerinin seçimi (Fu, 1998) 

 

 

 Parametre seçim yöntemi, GLM’deki ile aynıdır. Yani her bir sabit ( , )λ γ  

çifti için Bridge (LASSO) tahmin edici ˆ( , )β λ γ  hesaplanır, sonra ( , )� λ γ  

parametresinin efektif sayısı hesaplanır. Böylece yarıDGCV, sapma rezidüleri ile 

(5.3)’ün kullanılmasıyla hesaplanır ve ( )� � korelasyon matrisi, cezalı GEE için 

IRLS yönteminin son adımından elde edilir. λ  ve γ  parametreleri "ekil 5.2’de 

gösterildiği gibi yarıDGCV’nin minimize olduğu noktanın üstünde seçilir. 
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Uyarılar 

 

1. ( ),0# λ γ ’yi ağırlıklı sapma olarak dü.ünelim. Bağımsız gözlemler için 

korelasyon matrisi ( )� �  birim matris olduğunda sapmayı azaltır. Bu nedenle yarıD

GCV,  GCV’ye indirgenir. 

 

2. Đli.kili gözlemlerin serbestlik derecelerinin efektif sayısı, ( )� �  korelasyon 

matrisine bağlıdır. λ  ve γ ’nın farklı değerleri, farklı tahminlere ve ( )� � ’nın farklı 

değerlerine neden olduğundan, n de λ  ve γ  gibi farklıdır. Ancak serbestlik 

derecesinin efektif sayısı, gözlemler ve bile.en için esas olduğundan, n; λ  ve γ ’dan 

bağımsız olmalıdır. Bu nedenle farklı λ  ve γ ’ya göre yarıDGCV hesaplamak için 

sabit n kullanılmalıdır. 0λ = ’dan n ’in tahminini kullanmak tavsiye edilir. 

 

 Ağırlıklı sapma, a.ağıdaki gibi ili.kili Gauss yanıtlarına neden olur. 

Σ , ε  ’un diyagonal olmayan varyansDkovaryans matrisi ve ε ~ ( )0,� Σ  olmak 

üzere, & � β ε= +  modelinden ( )1 2, ,...,
�

�& & & &=  ili.kili yanıtlar olsun. Sırasıyla 

bağımsız deği.kenler için GCV metodu uygulanır, Σ = Λ�� �  ’yu sağlayan 

P 1 2−= Λ �  olmak üzere, dönü.ümü 2 �&= alalım. Böylece Z, ( ),� �� �β  normal 

dağılımına sahiptir. 

 

 
( ) ( )

( )( )2
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Yani GCV, rezidülerde korelasyon yapısının dahil edilmesiyle elde edilir. Benzer 

.ekilde cezalı GEE’nde aynı etkiyi elde etmek için, (5.3) denklemindeki gibi sapma 

rezidülere korelasyon yapısı dahil edilir. 

 Đli.kili gözlemlerin serbestlik derecesinin efektif sayısı, ili.kili Gauss 

gözlemlerine de neden olur. 1

ρ =  kö.egen elemanlı ( )
�� ρ=  matrisi olsun. 

( )1 2, ,...,
�

�& & & &= , ( )20,� �σ  dağılımına sahip olsun. &  örneklem ortalamasının 

varyansı; 

 

 ( ) ( )2 2

1 1
( ) ,
 
 
��� & ��� & ��/ & &

� �
= =∑ ∑ ∑  

              ( )2

1
,
 �


 �

��/ & &
�

= ∑∑  

   
2

2 
�


 ��

σ
ρ= ∑∑  

   
2

2
�

�

σ
=  

             
2

2� �

σ
=                                                                                           (5.4) 

dir. 

 
&  gözlemlerinin bağımsız olduğu özel durumlarda �  birim matristir, 

böylece örneklem ortalamasının varyansı 2( )��� & �σ= olur. Paydadaki n, 

1 2, ,..., �& & &  bağımsız gözlemlerinin serbestlik derecesinin sayısıdır. 1 2, ,..., �& & &  

ili.kili gözlemlerinin serbestlik derecesinin efektif sayısı, (5.4)  denkleminin 

paydasını 2� �  olarak tanımlayalım. Negatif olmayan ili.ki sabiti 0
�ρ ≥  için, bu 

serbestlik derecesinin efektif sayısı 1& ’in n kez tekrarı için ve ( 1 2, ,..., �& & & ) n 

bağımsız gözlemi için 1 ile n arasındadır. 
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 Negatif korelasyon ile bazı problemler olu.abilir. Ancak uygulamada, negatif 

korelasyonlu gözlemlerin serisine rastlamak çok nadir bir durumdur. Özellikle 

longitudinal (boylamasına) ara.tırmalarda aynı bile.enden pozitif ili.kili yanıtlar 

beklenir. Böylece serbestlik derecesinin efektif sayısı, genelde boylamasına 

ara.tırmalarda iyi çalı.ır.
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6. SĐMÜLASYON ÇALIDMALARI 

 

 Bu bölümde doğru modeldeki Bridge regresyonun büzülme etkisini sınamaya 

dayalı istatistiksel simülasyonlar verilecektir. Bridge ceza modeli; cezalı olmayan, 

LASSO ceza ve Ridge ceza modelleri ile kar.ıla.tırıldı. Regresyon parametrelerinin 

standartla.tırılmı. hata kareler ortalaması (MSE); 

  

 ( ) ( )ˆ ˆ
�

���� ��� � �β β β β= − −  

   

ve öntahmin hata kareleri ( )ˆ,��� ��� #'/ 
 3=  model rasgele hatasının ortalaması 

alınarak hesaplanır  

 PSE, X gibi aynı korelasyon yapısına sahip ili.ki uzayında, bazı rasgele 

seçilmi. noktalardaki ortalama olarak hesaplanır. Her bir niceliğin de standart hatası 

hesaplanır. Bu bölümdeki simülasyonlar, Fu (1998) makalesinden yararlanılarak 

hazırlanmı.tır. 

 

6.1.  Lineer Regresyon Modeli 

 

 40 gözlemli ve 5 açıklayıcı deği.kenli 

 
 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5& � � � � �β β β β β β ε= + + + + + +                                               (6.1) 

 
basit modelinin simülasyonunda Bridge model ile OLS, LASSO ve Ridge’i 

kar.ıla.tıralım. ε ~ ( )20,� σ ’dir. Buradaki β ;gerçek parametre ve 
�
� ; 
 . gözleme 

ait vektördür. 

 Đçili.kide büzülme etkisini sınamak için X’in korelasyon matrisinde 

gösterildiği gibi güçlü lineer korelasyonlu X regresyon matrisi seçilir. 4�  ve 5�  

arasında 0.995ρ =  alınarak çok güçlü korelasyon katsayısı seçilir. X matrisi 

a.ağıdaki gibi üretilir. Đlk olarak ( )0,1�  standart normal dağılımlı rasgele sayıları ile 
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40 5×  tipinde bir matris üretilir. Sonra X’in ardı.ık kolon vektörlerinin çift yönlü 

korelasyon katsayıları,  ( )1,1) −  düzgün dağılımından üretilir.  

 Sabit terimsiz regresyon parametrelerini büzmek için, 

 

 ( )( ) / ( )� � � � �� � � ��� � � ��� �= − −  

 
ile veri ölçülür ve merkezile.tirilir. Buradaki �� ; X ’in � . kolon vektörüdür. 

 Doğru model 0 katsayısını içerdiğinde LASSO Ridge’den daha iyi ve doğru 

model küçük fakat sıfır olmayan parametreler içerdiğinde de LASSO Ridge’den daha 

kötü performans gösterdiğinden; Gerçek β  değerinin iki kümesi, 0 katsayılı 

modeldeki büzülme etkisini sınaması için seçilir. Sıfır içermeyen fakat küçük 

katsayılı modeller:  

 (a) modeli için 0 0β =  sabit terimi ile ( )0, 0, 0.5, 0, 1
�

��3'β = −   

ve  

 (b) modeli için 0 0β =  sabit terimi ile ( )0.5, 3, 1.0, 2.5, 9
�

��3'β = − ’dir.  

Y yanıtı  (6.1) modelinden üretilir. 

 

(6.1) Lineer modelinin korelasyon matrisi 

1

2

3

4

5

1.000 0.110 0.144 0.036 0.066

0.110 1.000 0.315 0.021 0.034

0.144 0.315 1.000 0.118 0.109

0.036 0.021 0.118 1.000 0.995

0.066 0.034 0.109 0.995 1.000

�

�

�

�

�

− 
 − 
 − − − −
 

− 
 − 
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          Tablo 6.1. 200 kez tekrarlayan simülasyonla model kar#ıla#tırılması 

 

Model (a) 

 

 

Model (b) 

 

 

 

 



 
 
6. SĐMÜLASYON ÇALI"MALARI                                                I.ıl FĐDANOĞLU 

69 

 Tablo 6.1; parametre tahminleri, parantezlerde standart hataları, OLS’nin 

MSE ve PSE’si, Bridge, LASSO ve Ridge modellerini gösterir. 4β̂  ve 5β̂ ’nın 

standart hataları içili.ki nedeniyle hem (a), hem de (b) modellerinde diğerlerine 

nispeten daha büyüktür. 

 (a) modelinde; Bridge ve LASSO sonra da Ridge en küçük MSE ve PSE 

değerini elde eder. Đçili.ki nedeniyle OLS en büyük MSE’ye ve en büyük PSE’ye 

sahiptir. 

 (b) modelinde; En küçük MSE’ye sırasıyla Ridge, Bridge, LASSO ve OLS 

sahiptir. Aynı zamanda en küçük öntahmin hatası PSE’ye de Ridge sahiptir. En 

büyük öntahmin hatası ise OLS’nindir. 

 Yukarıdaki örnekte görülüyor ki, Bridge regresyon OLS tahminlerini büzer 

ve küçük varyans, küçük MSE ve küçük öntahmin hatası elde edilir. 

 Bridge tahmin edici, LASSO ve Ridge tahmin ediciye kıyasla ve OLS tahmin 

ediciye göre daha iyi performans gösterir.  

 

6.2.  Karma�ık Lineer Regresyon Modeli 

 

 Bölüm 6.1’de basit lineer regresyon modelleri çalı.ıldı, OLS, Bridge, LASSO 

ve Ridge gibi farklı cezalarla büzülme etkisi ve MSE, PSE değerleri kar.ıla.tırıldı. 

Bu bölümde açıklayıcı deği.kenlerin farklı korelasyon yapısı ile daha karma.ık  

lineer regresyon modellerinde farklı büzülme etkisi çalı.ılacaktır. Gerçek 

parametreler, Bölüm 2.7’de bahsedildiği gibi γ ’nın farklı değerleri için Bridge 

cezanın prior dağılımından üretilir. 

 

Model 

 

30� =  örneklem boyutlu, 10 açıklayıcı deği.kenli  

 

0 1 1 10 10...& � �β β β ε= + + + +  
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 lineer regresyon modeli üzerinde çalı.alım. 10 regresyon matrisi , 1,2,...,10�� � = , 

( )1,1) −  düzgün dağılımından üretilen farklı çift yönlü korelasyon katsayılı { }
�

ρ  ile 

30 10×  boyutlu ortonormal X matrisinden üretilmi.tir. 

 

Veri 

 

Her bir ��  için; gerçek , 1, 2,...,30+ +β = , üretilmi.tir. Buradaki +β ’nın her 

bir bile.eni Bridge prior ( )γ βΠ ’dan, yani 1λ =  ve 1γ ≥  ile ( ),λ γ βΠ  ’dan 

üretilmi.tir. Her bir ��  ve +β  ile 30 gözlem ( )20,� σ  normal dağılımından rasgele 

hata 
ε  ile � +& � β ε= +  modelinden üretilmi.tir. Farklı ceza modelleri: OLS, 

Bridge, LASSO ve Ridge için MSE ve PSE; 

 

 ( ) ( )ˆ ˆ
� �

�

� ���� � �β β β β= − −  

ve 

 ( )2
ˆ�

� ���� ��� 
 � β= −  

 

olarak hesaplanmı.tır. 

 20 rasgele seçilmi. nokta ( ),� �� 
 , aynı modelden üretilmi.tir. �� ; her bir 

öntahmin noktasına ait vektördür. MSE ve PSE, rasgele model hatası ε ’un 50 

tekrarlı ortalamasıdır. +β ; ( )γ βΠ  prior dağılımından üretilir. MSE ve PSE, OLS, 

Bridge, Ridge ve LASSO modelleri için hesaplanır. Böylece MSE ve PSE’nin 

10 30 300× =  kümesi hesaplanır. Yukarıdaki yöntem 1,1.5, 2, 3, 4γ =  değerleri için 

tekrarlanır.  

 

Metot 

 

Farklı cezaların her bir MSE ve PSE kümesi, ( )γ βΠ ’dan üretilen aynı 

+β ’lardan hesaplanır ve değerleri farklı +β  ile geni. aralıkta deği.mektedir. Fakat 
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modeller arası farklar küçüktür. OLS yardımıyla, bağıntılı (related) ����  ve 

bağıntılı (related) ���� ’nin kar.ıla.tırılmasıyla seçilir. 

 

 ���
�

���

��� ���
���

���

−
=  

ve 

 ���
�

���

��� ���
���

���

−
=  

 

Kar.ıla.tırıldığında, bağıntılı  ����  ve bağıntılı ����  orijinal MSE ve 

PSE’ye tercih edilir (Fu, 1998).  

 

Sonuç 

 

 Her bir sabit γ  değeri için, 300 kümelik ����  ve ���� ’nin ortalama ve 

standart hataları hesaplanmı. ve Tablo 6.2’teki gibi verilmi.tir. 1γ =  ve 1.5 için 

gösterildiği gibi Bridge, LASSO ve Ridge’nin MSE ve PSE’si OLS’ninkinden daha 

küçüktür. Tablo 6.2’den görüldüğü gibi Bridge ve LASSO küçük γ  değerleri için iyi 

performans gösterirken, büyük γ  değerinde o kadar iyi performans 

göstermemektedir. 

 γ ’nın büyük değerleri ( 1.5, 2, 3, 4γ = ) için Ridge; Bridge ve LASSO’dan 

daha iyidir. Bölüm 2.6 ve 2.7 ’de de bahsedildiği gibi γ ’nın büyük değerleri, model 

için küçük fakat sıfır olmayan β  parametreleri türetir ve γ ’nın küçük değerleri sıfırı 

da içeren β  regresyon parametreleri üretir. Bu da, doğru model sıfır parametreleri 

içeriyorsa LASSO iyi performans gösterirken, doğru model küçük fakat sıfır 

olmayan parametreleri içeriyorsa LASSO’nun kötü performans gösterdiği anlamına 

gelir. Bridge de LASSO’ya benzer etki göstermektedir. 1,1.5γ =  gibi küçük 

değerlerde iyi, fakat γ  ’nın büyük değerlerinde kötü performans gösterir. 
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 Tablo 6.2. Farklı γ  değerleri için ����  ve ���� ‘nin ortalama ve standart hataları 

 

 

 

 

 

 Geni. aralıkta ���  ve ��� ’lerinin değerleri farklıdır. Fu (1998), orijinal 

���  ve ���  değerlerindense, farklı ceza modelleri arasında ����  ve ���� ’yi 

tercih etmenin daha uygun olduğu sonucuna varmı.tır. 

 Yukarıdaki sonuca göre; Bridge regresyon küçük MSE ve PSE elde eder, 

büyük regresyon parametreli lineer regresyon modeli için LASSO ve Ridge’e göre 

daha iyi performans verir. Fakat sıfır olmayan küçük parametreli doğru modele 

sahipse kötü performans gösterebilir. 
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7. SONUÇ VE ÖNERĐLER 

 

7.1. Sonuçlar  

 

Đçili.ki, regresyonda bir problemdir. Tahmin ve öntahmini etkiler, böylece 

ara.tırmalara çok büyük etkisi vardır. Đçili.kiyi bulabilmek için Temel Bile.enler 

Analizi, büzülme modeli gibi birçok önemli metot vardır. 

Ridge regresyon ve LASSO gibi iki önemli üyesi olan Bridge regresyon, 

cezalı regresyonların özel sınıflarındandır, içili.ki problemini ele almada önemli rol 

oynarlar. Tahmin ediciyi 0’a doğru büzerek, iyi tahmin, öntahmin ve küçük varyans 

elde eder.  
Bridge tahmin edici basit yapıya sahiptir ve basit algoritmalarla 

hesaplanabilir. Lineer regresyon modelleri için tahmin ve öntahmine göre Bridge 

tahmin edicinin daha iyi performans gösterdiği simülasyon çalı.malarından da 

görülmektedir. 1γ >  Bridge tahmin edicinin çözümü için MNR metodu ve 1γ =  

Bridge tahmin edici için Atı. metodu kullanılır. Bölüm 3’te cezalı skor denklemleri, 

Bölüm 4’te GEE’nin ortak likelihood fonksiyonundan bağımsız olduğundan ve 

genelde GEE için ortak likelihood fonksiyonu olmadığından Bölüm 5’te bahsedilen 

GCV metodu, cezalı GEE için uygulanamaz. 

 

7.2. Öneriler 

 

Daha ileri ara.tırmalarda, istatistiksel modellemede cezalandırma konusuna 

daha çok ihtiyaç duyulacaktır. X ’de içili.ki olduğu durumlarda geli.tirilen yöntemler 

EKK regresyonu ile kar.ıla.tırıldığında iyi sonuçlar vermesine rağmen, parametre 

tahmininde daha iyi sonuçlar verebilecek yeni tahmin yöntemleri geli.tirilmelidir. 
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HeaviKside fonksiyon (Oliver Heaviside) 

Heaviside adım fonksiyonu, yarıDmaksimum kuralını kullanır. Yakla.ık 0 olan rasgele 

deği.kenin kümülatif dağılım fonksiyonudur. Örneğin a.ağıdaki grafik, bir adım 

sıçramalı heaviDside fonksiyonunu göstermektedir. 

 

 

Ek $ekil 1: HeaviESide fonksiyonu 

 

t K lambda ili�kisi 

Sabit 0λ ≥ için ( ) ( ),��
γ

λ β λ γ=∑ . Ortonormal X matrisi ile,  P3 ’ün �  bağımsız 

denklemi 
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 β=∑  olduğundan OLS tahmin edicinin j. koordinatıdır. 
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Newton – Raphson Metodu 

 

Doğrusal olmayan denklemleri çözmek için kullanılan yöntemlerden biri de 

NewtonDRaphson Yöntemidir.  Bu yöntem ile eğer denklem bir köke yakınsıyorsa, hız 

bir .ekilde kökün bulunması sağlanabilmektedir. NewtonDRaphson metodu için genel 

( )$ �  fonksiyonunu Taylor serisinde açarsak; 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 1

''
'

2!




 
 
 
 
 
 


$ �
$ � $ � $ � � � � �+ + += + − + − +⋯  

 

Sağ taraftaki sadece iki terimi ele alırsak, yakınsama ile; 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1'
 
 
 
 
$ � $ � $ � � �+ +≈ + −  

  

olur. Biz ( ) 0$ � =  olan bir nokta arıyoruz. Eğer ( )1 0
$ � + =  ve 
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$ � $ � � �+= + −  olduğunu kabul edersek 
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Olur ve bu da NewtonDRaphson metodunun serisidir. 

 

NewtonKRaphson Algoritması 

 
1. Sembolik olarak ( )'$ �  ’e bir değer ver. 

2. 
�  kökü için ba.langıç değeri kullan ve  

( )
( )1 '





 





$ �
� �

$ �
+ = −  

yeni 1
� +  köklerini tahmin et. 
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3. 1

1

100
 

�




� �

�

+

+

−
∈ = ×  ile mutlak göreceli yakla.ık hata �∈ ’yı bul. 

4. Mutlak göreceli yakla.ık hata �∈  ile önceden belirlenen göreceli hata toleransı 

�∈ ’yi kar.ıla.tır.  �∈  > �∈  ise 2. adıma dön, değilse algoritmayı durdur. 

 

 

Ek "ekil 2. NewtonDRaphson metodunun geometrik gösterimi 

 

 


