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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

|K| : K kiimesinin eleman sayisi

o : Yogunluk fonksiyonu

O, : A-yogunluk fonksiyonu

(AXx), : x dizisinin A matrisi altindaki doniisiim dizisi

st : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

C : Yakinsak dizilerin uzay1

C, : Cesaro matrisi

A : K kiimesinin karakteristik fonksiyonu

(X,1n) : Reel terimli double dizi

Q : Reel terimli double diziler uzayi

L(f;x) . f fonksiyonunun L operatérii altindaki goriintiisii

D(L) . L operatoriin tanim kiimesi

R(L) . L operatoriin deger kiimesi

C(D) . D iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar uzay1
B(D) . D iizerinde tanimli reel degerli sinirli fonksiyonlar uzay1

Il : B(D) uzayinin aligilmig supremum normu

e, 1=0,123 : 1?=[0,1]%[0,1]{izerinde tanimli test fonksiyonlar



OZET

ISTATISTIKSEL RELATIVE DUZGUN YAKINSAKLIK
VE KOROVKIN TiPi TEOREMLER

Bu doktora tezinde A- istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik ve istatistiksel relative
equal yakinsaklik kavramlari kullanilmistir.

Bu tezde ilk olarak kullanilacak olan bazi tanim, teoremler verilmistir.

Bulgular bolimiiniin birinci kisminda A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik
kavrami double diziler igin tanitilmis ve bu yakinsaklik tiirii aracilig ile Korovkin tipi
yaklagim teoremi g¢aligilmistir. Burada verilen 6rnek ile elde edilen sonucun diizgiin
yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli oldugu gosterilmistir.
Son olarak bu teorem i¢in A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik orani
hesaplanmastir.

Ikinci kisimda, istatistiksel relative equal yakinsaklik kavrami tamitilarak bu kavram
yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi elde edilmistir. Daha sonra yeni elde
ettigimiz teoremin kosullarim1 saglayan fakat istatistiksel ve istatistiksel relative
Korovkin tipi teoremlerin sartlarin1 saglamayan bir 6rnek sunulmustur. Sonrasinda
istatistiksel relative equal yakinsaklik orani hesaplanmustir.

Bulgular bolimiiniin son kisminda ise, double diziler i¢in istatistiksel relative equal
yakinsaklik tanimi ve Korovkin tipi yaklagim teoremi verilmistir. Sonrasinda bu yeni tip
yaklagimi saglayan bir 6rnek ¢alisilmistir. Son olarak bu teorem igin istatistiksel relative

equal yakinsaklik orani hesaplanmistir. Ayrica Voronovskaya tipi teorem ¢alisiimistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin teoremi, pozitif lineer operator, istatistiksel yakinsaklik,
relatively diizgiin yakinsaklik, istatistiksel equal yakinsaklik, yakinsaklik orani,

Voronovskaya teorem.



ABSTRACT

STATISTICAL RELATIVE UNIFORM CONVERGENCE AND KOROVKIN
TYPE THEOREMS

In this doctoral thesis, the concepts of A-statistical relative uniform convergence and
statistical relative equal convergence have been used.

In this thesis, firstly some definitions and theorems used in the thesis have been given.
In the first part of the findings section, the concept of A-statistical relative uniform
convergence has been presented for double sequences and via this type of convergence,
Korovkin type approximation theorem has been studied. Then, an example, showing
that the result obtained has been stronger than uniform convergence and statistical
uniform convergence, is given. Finally the rate of A-statistical relative uniform
convergence for this theorem has been computed.

In the second part, introducing statistical relative equal convergence, a Korovkin type
approximation theorem has been obtained via this type of definition. Also, an example
which satisfies the conditions of this theorem but does not provide the conditions of the
statistical relative Korovkin type theorems, given previously, has been presented. Then,
the rate of statistical relative equal convergence has been computed.

In the last part of the findings section, for double sequences the concept of statistical
relative equal convergence and Korovkin type approximation theorem have been given.
After then, an example satisfying this new type approximation has been studied. Finally
the rate of statistical relative equal convergence for this theorem has been computed.
Also, Voronovskaya type theorem has been studied.

Key Words: Korovkin theorem, positive linear operator, statistical convergence,
relatively uniform convergence, statistical equal convergence, the rate of convergence,

Voronovskaya theorem.
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1. GIRIS

Alman matematik¢i Karl Weierstrass tarafindan 1885 yilinda sonlu aralikta siirekli bir
fonksiyona bu aralikta cebirsel polinomlarla yaklasmanin miimkiin olduguna dair bir
teorem verilmistir. Klasik Yaklasim Teorisi’nin baslangici sayilan bu teoremde, verilen
stirekli fonksiyona yaklasan polinomlarin sadece varligi hakkinda bilgi verilirken; S. N.
Bernstein 1912 yilinda bu polinomlarin fonksiyonlarla iligkisini ifade edip Weierstrass
Teoremi’ nin basitge ispatin1 vermistir. Sonrasinda lineer pozitif operator dizileri igin
yaklasim Ozellikleri arastirilmistir. Bohman (1952) ve Korovkin (1960) birbirinden

bagimsiz olarak, (L,(f;x)) pozitif lineer operatdrler dizisinin siirekli bir f

fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi igin gerekli kosullar sorusuna cevap vermislerdir.

Klasik Korovkin Teoremi’ ne gore f :[a,b]— R siirekli bir fonksiyonun pozitif lineer

operator dizileri altindaki goriintiisiiniin bahsi gegen f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter kosul sirasiyla 1 x,Xx* test fonksiyonlarinin her birinin

goriintiilerinden olusan dizinin sirasiyla 1, X, x> fonksiyonlarma diizgiin yakinsamasidir.

Bu sonug¢ birgok matematik¢i tarafindan arastirilmis ve dolayisiyla bu sonucun farkl
uzaylara genisletilmesine olanak vermistir. Bunun sonucu olarak Klasik Yaklasim
Teorisi’nin 6nemli bir dali olan Korovkin Tipi Yaklasim Teorisi ortaya ¢ikmistir. Klasik
Korovkin Teorisi’'nde yakinsakligin olmadigi durumlarda matris toplanabilme
metotlarimin kullanilmast 6nemli bir rol oynar (Swetits, 1979). Nishishiraho, 1981
yilinda kompakt bir uzayda A-toplam siireci kavramini ifade ederek daha genel sonuglar
ispatlamistir. Sonrasinda bu kavramlar yardimiyla farkli uzaylarda bircok Korovkin tipi
teorem ¢alisilmistir (Dirik ve Demirci, 2010; Karakus ve ark., 2010; Orhan ve Demirci,
2014; Demirci ve Orhan, 2015).

Fonksiyonel Analiz, Fourier Serileri, Ol¢iim Teorisi, Yaklagim Teorisi ve Toplanabilme
Teorisi’'nde 6nemli bir rol oynayan istatistiksel yakinsaklik kavrami (regiiler bir
toplanabilme metodu oldugundan) ilk defa Fast tarafindan 1951 yilinda kullanildi. Fast
bu kavrami Steinhaus’a (1951) dayandirsa da, aslinda Antoni Zygmund 1935 yilinda
yazdig1r “Trigonometric Series” isimli kitapta “hemen hemen yakinsaklik” adiyla bu
kavramdan bahsetmistir.  Schoenberg (1959), Salat (1980), Freedman ve Sember
(1981), Fridy (1985, 1993), Connor (1988) , Fridy ve Orhan (1997a, 1997b) gibi bir¢ok

matematikgi istatistiksel yakinsakligin gelisimine katkida bulunmustur. Istatistiksel



yakinsaklik tanimi kullanilarak Korovkin Tipi Yaklasim Teorisi adina da oldukga giiglii
sonuclar elde edilmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman ve ark., 2003).

Hazirlanan bu doktora tezinde ilk olarak A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik
tanim1 double diziler i¢in verilerek, bu kavram yardimiyla Korovkin tipi yaklasim
teoremi calisilacaktir ve bu teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek verilecektir. Daha
sonra tek indisli diziler icin istatistiksel relative equal yakinsaklik kavrami tanitilip,
Korovkin tipi teorem ispatlanacaktir. Elde edilen sonuglarin daha kuvvetli oldugunu
gosteren bir Ornek verilecektir. Son olarak istatistiksel relative equal yakinsaklik
kavram1 double diziler i¢in ele alinacak ve bu tanim yardimiyla Korovkin tipi yaklasim
teoremi ifade ve ispat edilecektir. Bu yeni yaklasim teoremini saglayan bir 6rnek
verilerek, daha once elde edilen sonuglardan daha kuvvetli oldugu gosterilecektir. Son

olarak bu yakinsaklik yardimi ile Voronovskaya tipi teorem calisilacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu kisimda tezin diger bolimlerinde gerekli olan bazi tanim ve teoremler ifade

edilecektir.

2.1. Klasik Korovkin Teoremi
Bu boéliimde ilk olarak lineer pozitif operatorler tanitilarak operatdrlerin sagladigi bazi

ozellikler ele alinacaktir.
X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay1 olsun.

2.1.1. Tanim: X uzayina ait herhangi bir f fonksiyonu Y uzayina ait bir ve yalniz bir
g fonksiyona eslestiren bir L kurali mevcut ise L’ye “X uzaymdan Y uzayina

tanimli bir operator” denir ve bu ifade L( f(t); X) =g (x) seklinde gosterilir. Burada
L( f (t);x) yerine L(f;x) kullanilacaktir. Ayrica X =D(L) uzayt L’nin tamm
kimesi ve R(L)={g:g(x)=L(f(t);x),feD(L)}cY kimesi de L’nin deger
kiimesidir.

X reel degerli fonksiyonlarin bir lineer uzayi olsun.

2.1.2. Tamm: g, ve g,, X uzayna ait iki fonksiyon olmak iizere; a,,a, € R igin

L(a,0,+8,0,:%) =L (91 %) +a,L(9,: )
gercekleniyorsa bu taktirde bu operatére lineer operator denir. Lineer operatorler i¢in

L(0;x)=0 olur.

2.1.3.Tamm: X" ={f eX:f(x)=0} ve Y"={g(x):g(x)>0} olmak iizere L lineer
operatorii X* uzayma ait bir f fonksiyonunu Y* uzayma ait bir g fonksiyona

déniistiiriiyorsa bu operatore pozitif lineer operator denir. Baska bir ifade ile f(x)>0

oldugunda L( f;x)>0 olur.

Bu durumda asikardir ki her x igin f(x)<g(x) oldugunda L(f;x)<L(g;x) olmasi

pozitif lineer operatdrlerin monoton oldugunu gosterir.

Ornegin;



B,(f,x)= nof(K)(E]x"(l—x)"_k ,0<x<1

~ \n

ile tanimli Bernstein operatorii, S. Bernstein tarafindan 1912 yilinda tanimlandi

(Bernstein, 1912). f(x)>0 olmak iizere x*(1-x)"" >0 oldugundan bu operatdr bir

pozitif lineer operatordiir.

C[a,b], [a,b] araliginda tanimli, reel degerli ve araligin tiim noktalarinda siirekli

fonksiyonlarin uzayr olsun. f eC[a,b] icin ||f||= sup |f(X)| alisilmis supremum
xe[a,b]
normu ile birlikte C[a,b] bir Banach uzayidir.

B[a,b], [a,b] aralig1 lizerinde sinirli tiim fonksiyonlarin uzayi olsun. f € B[a,b] igin

| f]|=sup |f(x)] normu ile birlikte B[a,b] bir Banach uzaydir.
xe[a,b]
Simdi yaklasim teorisinde Onemli bir yer edinmis, “Korovkin Teoremi” olarak da

bilinen ve 1960 yilinda Korovkin tarafindan verilen asagidaki teorem ifade edilsin.

2.1.4. Teorem: (L,), L,:C[ab]—>B[a,b] pozitif lineer operatorler dizisi [a,b]

araliginda
0 fiml, @x)-4=0
@ timJt, (6)-x|=0

(i) lim

n—o

Ln(tz;x)—xzuzo

sartlarmi sagliyorsa o halde tiim reel eksende smurli herhangi bir f eCl[a,b]
fonksiyonu i¢in

lim|L, (f;x)-f(x)|=0  ,a<x<b

olur (Korovkin, 1960).

2.1.5. Ornek: x<[0,A], (Ae R*), f €C[0, A] olmak iizere

S, (fix)=e™> f (%J(nzl)k

0
k=0



seklinde tanimli Szdsz operatoriiniin teoremin sartlarini sagladig gosterilsin (Szasz,

1950).

(i) S,(Lx)= e”Xi(nX) e Me™ =1

o k!
(i) S, (t;x) = e”xik—(nx)k = e’”xi X = xe’”xi (nx)k’l = xe”xi(nx)k =xe "e” =X
" =n k! = (k-1)! = (k-1)! = k!

k=o N k=1 k=1
o S N & nkixK IO - (nX)k X & (nX)k X
—¢ {kz_;(k_z)'+kz_;(k_l)'}_e {x kzz(; o +nk§ (=X

olur. Buradan

lim|s, (¢:x)-3 =0
lim|, (t:x) x| =0
lim|s, (tz;x)—xzuzo

olup vf eCJ[0, A] fonksiyonu igin lim|S, ( f;x)— f (x)|=0 olur.

2.2. istatistiksel Yakinsakhk ve istatistiksel Korovkin Teoremi

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bu kavramin temel 0Ozellikleri

tanitilacak ve ayrica istatistiksel yaklagim ile elde edilen Korovkin teoremi verilecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir alt kimesi A ve A :={k<n:keA} olsun. A

kiimesinin eleman sayisi |A1| ile gosterilsin.

2.2.1. Tammm: N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi igin

Iimw
non



limit degeri mevcutsa, bu limite A kiimesinin dogal yogunlugu (kisaca yogunlugu)
denir ve 8(A) seklinde gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).
(ak) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve A= {ak ‘keN } kiimesinin S(A) yogunlugu

mevcut ise 5(A) = Iikm£ olur (Niven ve Zuckerman, 1980).
ak

Bu tanim yardimu ile;
3(N)=L 5({k? 1k e NJ) =0, 8({2k:keN})=5({2k +1:k e N}) =2

oldugu rahat¢a goriilebilir. Bir A kiimesi i¢in 8(A) mevcut ise, bu takdirde

8(N—A)=1-3(A) olup ayrica |A| <o ise §( A)=0 olacaktir.
2.2.2. Tamm: x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. V& >0 igin
8({neN:|xn—I|25})=0

olacak sekilde bir | sayisi mevcut ise, X dizisi | sayisina istatistiksel yakinsaktir denir

ve st—limx, =1 seklinde gosterilir (Steinhauss, 1951; Fast, 1951).

Bu tanim goz Oniine alindiginda, eger X dizisi, | sayisina istatistiksel yakinsak ise, |
sayisinin Ve komsulugunda diziye ait sonsuz c¢oklukta terim mevcutken, bu
komsulugun disinda da, yine diziye ait sonsuz c¢oklukta terim bulunabilir (indis
kiimesinin yogunlugu sifir olmak sartiyla). Bu durum, istatistiksel yakinsakligin klasik
yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu ifade eder. Eger ¢ yakinsak diziler uzay: ve st

istatistiksel yakinsak diziler uzayi ise buradan ¢ st dir.

Bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sarti ifade eden teorem

asagida verilsin.
2.2.3. Teorem: st—limx, =l olmasi igin gerek ve yeter sart S(K) =0 olacak sekilde

N dogal sayilar kiimesinin bir K alt kiimesi vardir ve N\K = {kn ‘neN } olmak tizere

limx, =1 olmasidir (Fridy, 1985).



2.2.4. Ornek: Genel terimi

n+1

olan x=(x,) dizisi verilsin. K ={m’:meN} olmak iizere 5(K)=0, &(N\K)=1

olup

(xkn)=(ni+lj—>o .(k, «(N\K) ,neN)

elde edilir. Bu ise st—limx, =0 oldugunu gosterir.

2.2.5. Ornek: Genel terimi,

n+l '

ile verilen x =(x,)dizisi igin st—limx, =1 olur.
n

Orneklerden de goriilebilecegi gibi bu diziler sinirli 1raksak ve sinirsiz iraksak

olmalarina ragmen istatistiksel yakinsaktirlar.

Simdi istatistiksel noktasal ve diizgiin yakinsaklik kavramlar1 hatirlatilsin.

(f,), R nin herhangi bir X kompakt alt kiimesinde tanimli reel degerli siirekli

fonksiyonlarin bir dizisi yani Vme N igin f_ fonksiyonlar1 C(X) uzayma ait olsun.

2.2.6. Tammm: Eger her £ >0 ve X € X igin;

S({meN:|f, (- f(|=¢})=0

oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde istatistiksel noktasal yakinsaktir
denir. Bu yakinsaklik f_ it) f ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

2.2.7. Tanim: Eger her ¢ >0 i¢in;



5({meN:||fm— f||25})=0

oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir.
st

Bu yakinsaklik f = f ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

Simdi diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli olan istatistiksel diizgiin yakinsaklik

kavrami yardimi ile elde edilen Korovkin tipi teorem ifade edilsin.

2.2.8. Teorem: L, :C [a, b] - B[a, b] pozitif lineer operatorler dizisi i¢in
(i) st—lim||L,, (L x)-1| =0

(i) st—lim|L, (t; x)— x| =0

(iii) st—limHLm (tz;x)—xzu =0

kosullar1 saglaniyorsa tiim reel eksende sinirli herhangi bir f €C [a, b] icin
st—lim|L,, (f;x)— f (x)|=0

dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Simdi bu teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verilsin.

2.2.9. Ornek: X =[0,1] olsun. C(X) iizerinde taniml1 Bernstein operatorii

- (8 e

k=0

seklinde idi. (a,) dizisi;

1, m=k?
a = k=12,3,...
0, m=k?

seklinde tamimli olmak iizere, Bernstein polinomu yardimiyla asagidaki pozitif lineer

operatdr olusturulsun:

T () =(1+a,)B, ().



Bu durumda
T.Gx)-1=a,,

T, X)—x=xa,,

T (t%x)—x* = X=X +[x2 + X_ijam
m
oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica st—li ma, = 0 oldugundan;
st—Iinr1n||Tm (Lx)-1| =0,
st —IinEn”Tm (t:x)—x| =0,

st—lim
m

Tm(tz;x)—xzuzo

elde edilir. Dolayisiyla ele alinan operator 2.2.8. Teorem'in sartlarini saglar. Fakat (a,)

dizisi klasik anlamda yakinsak olmadigindan 2.1.4. Teoremi bu tanimlanan operator igin
gegerli degildir. Dolayisiyla 2.2.8.Teoremi, 2.1.4.Teorem’in asikar olmayan bir

genellemesidir.

2.3. Toplanabilme Teorisi ve A-Istatistiksel Yakinsakhk

Bu béliimde A-istatistiksel yakinsaklik kavrami hatirlatilsin. Ilk olarak toplanabilme

hakkinda biraz bilgi verilsin.

S tiim diziler uzayinin iki alt kiimesi X ve Y olsun.

2.3.1. Tanim: A:(ank) reel ya da kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere

x=(%)e X veher neN igin

(AX)n = Z a, X,
k=1

serisi yakinsak ise AX:= ((Ax)n) dontisim dizisi vardir denir. ¥Xxe X i¢in AX

doniisiim dizisi var ve AxeY ise A=(a, ) matrisi X uzayindan Y uzayma bir matris



doniistimii tanimlar. Ayrica bir x dizisinin AX dontisiim dizisi var ve bir | sayisina

yakinsiyorsa bu dizi | sayisina A-toplanabilirdir denir ve A—limx=1 seklinde
gosterilir.  Eger bir Xz(xk) dizisi igin Iikm X, =l oldugunda Iirfn(AX)n =1
gercekleniyorsa A matrisine regiiler matris denir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

A, X uzaymdan Y uzaymna bir matris doniisiimii ise Ae(X,Y) ile gosterilir. Limiti

veya toplami koruyan matrislerin sinifi (X,Y; p) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y =¢

alindiginda Ae(c,c) ise A’ya konservatif matris denir.

Simdi bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar ifade eden Silverman-

Teoplitz Teoremi verilsin.

2.3.2. Teorem (Silverman-Teoplitz): Bir A:(ank) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul,

(i) |A|=supD |a,| <

n k=3

(if) Her ke N i¢in lima, =0

(iii) IimZ:ank =1
" k=
olmasidir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

2.3.3. Ornek: Aritmetik ortalamaya karsilik gelen C, =(c,, )

ile tanimli Cesaro matrisi regiilerdir.

Simdi Freedman ve Sember’in 1981 yilinda ifade ettigi A-yogunluk ve A-istatistiksel
yakinsaklik kavramlar1 verilsin.

2.3.4. Tamm: Az(ank) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun. K< N
i¢in
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lim(Azy), =lim>_a,

keK

limit degeri mevcutsa bu degere K kiimesinin A-yogunlugu denir ve &,(K) seklinde

gosterilir (Freedman ve Sember, 1981).

Bir K kiimesinin A-yogunlugu mevcut ise bu durumda &, (N-K)=1-6,(K) olur.

Ayrica K kiimesinin sonlu elemanli olmasi durumunda &, ( K) =0 olacag aciktir.

2.3.5. Tamm: A=(a, ) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun. V& >0
icin K = {k R g} olmak tlizere

5,(K)= Iir(n;ank;(K (k)= IirEnZank =0

keK

oluyorsa x =(x,) dizisi | sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve st, —limx=1 ile

gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993; Miller, 1995).
2.4. Relatively Diizgiin Yakinsakhk ve Istatistiksel Relative Diizgiin Yakinsaklik

Moore, ilk olarak 1910 yilinda fonksiyon dizilerinin relatively diizgiin yakinsaklik
tanimin1 vermistir. Sonrasinda Chittenden 1919 yilinda, Moore tarafindan verilen tanimi
genisleterek asagidaki yakinsaklig ifade etmistir.

2.4.1. Tamm: Bir X =(a<x<b) araliginda tanimh (f,) fonksiyon dizisi olsun. Eger
Ve>0 igin en az bir m_ tamsayisi vardir oyle ki her m>m_ i¢in X {izerinde
| £.,00— f(X)| <5‘0'(X)‘ esitsizligini saglayacak sekilde bir o(x) fonksiyonu
bulunabiliyorsa, (f ) fonksiyon dizisi bir f limit fonksiyonuna relatively diizgiin

yakinsaktir denir. Burada o (x) fonksiyonu skale fonksiyonu olarak adlandirilir.

Burada skale fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olarak segilirse diizgiin yakinsaklik,

relatively diizgiin yakinsakligin 6zel bir hali olur.

2.4.2. Ornek: VmeN igin f, Z[O,l] — R fonksiyonu

11



m2x
f (X)=———,
n (%) 1+ m3x?

ile tammlansm. |f, - f|= oldugundan verilen fonksiyon dizisi f =0

Jm
2
fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir. Fakat bu fonksiyon dizisi igin, skale

Xx=0

1,
fonksiyonu o(x)=<1 seklinde tanimlanirsa (fm) dizisi f=0’a
X

, 0O<x<1

relatively diizgiin yakinsak olur. Gergekten,

m2x

1+ méx?

1

mx

1

m

1

X k)

|fm(x)—f(x)|=‘ —O‘s

sartin1 saglayan o(x) skale fonksiyonu mevcuttur.

Demirci ve Orhan (2015), Chittenden tarafindan ifade edilen relatively diizgiin
yakinsaklik tanimindan yola ¢ikarak fonksiyon dizileri igin istatistiksel relative diizgiin
yakinsaklik kavramimi vermisler ve bu tanimi Korovkin tipi yaklasim teorisine

uygulamislardir.

2.4.3. Tamm: (f ) fonksiyon dizisi C(X) uzaymda tanimli olsun. Eger her & >0 igin;

{100 )

olacak sekilde o(x) (Jo(x)|>0) fonksiyonu varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X

()= F(¥)

o(X)

tizerinde istatistiksel relatively diizgiin yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik

(st)-f, = f(X;0o) ile gosterilir (Demirci ve Orhan, 2015).

Simdi istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik kavrami yardimi ile Demirci ve Orhan

tarafindan verilen teorem ifade edilsin:

2.4.4. Teorem: T_:C(X)— C(X) pozitif lineer operator olsun. Bu takdirde
(st)-T,(e) =e(X;0;), 1=012
kosullar1 saglaniyorsa Vf e C(X)igin,

(s)-T,(f) = F(X;0)

12



dir. Burada e(x)=x', (i=0,12), a(x):max{|ai(x)|;i=O,1,2}, |ai(x)|>0 ve o(x)

smirsizdir (Demirci ve Orhan, 2015).

Simdi teoremin sartlarinin saglandigi asagidaki 6rnek verilsin:

2.4.5. Ornek: X =[0,1] olsun ve C(X) iizerinde tanimli Bernstein operatorii ele

alinsin. Ayrica VmeN i¢in ¢, = [0,1] >R,

_2mX
1+ m?x?

G (%)
olmak iizere asagidaki pozitif lineer operator olusturulsun:
P.(f;X)=(+9, (x)B,(f;x), x€[0,]], f eC(X).

Bu durumda

P (8o; X) = 1+ 9, (X))ey (X) ,

Pa(esx) = (1+9,(x))e(x),

Pm(ez:x)=(1+gm(x»(e2(x>+@]

, OD<x<l1

1
oldugu kolaylikla  goriliir. Dolayisiyla  o(X) = X oldugunda
1

x=0

(st)—g,, =9 =0([0,1];0) oldugundan her i=0,1,2 i¢in

(st)—-P,(e) = ¢ ([0,1],0)

bulunur. Béylelikle teoremin sartlar1 saglanmis olup Vf € C(X) igin;
(st)—P,(f)= f([0.1],0)

elde edilir. Ote yandan (g,) fonksiyon dizisi X kompakt kiimesi iizerinde g =0

fonksiyonuna diizglin yakinsamamaktadir. Bu sebeple klasik Korovkin teoremi,

yukarida tanimlanan operator i¢in gegerli degildir. Ayrica (g,,), X kompakt kiimesi

13



tizerinde g =0 fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsak olmadigindan 2.2.8.
Teoremi de bu operator icin gecerli degildir. Boylelikle 2.4.4. Teoreminin, klasik
Korovkin ve istatistiksel Korovkin teoremlerinin asikar olmayan bir genellemesi oldugu

goriilmektedir (Demirci ve Orhan, 2015).

2.5. Double Diziler icin Klasik ve Istatistiksel Korovkin Tipi Teoremler

Iki degiskenli fonksiyonlarin istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi Dirik ve
Demirci (2010) tarafindan verilmistir. Bu teoremden 6nce double dizi tanimi1 ve bilinen

temel ozellikleri verilsin.

25.1. Tamm: f:NxN— R  seklinde tanimlanan f fonksiyonuna reel terimli

(m,n) > f(m,n)=xy,

double dizi denir.

Herhangi bir x = (x,,) double dizisi

X Xp X3 o0 Xy,

Xpp Xy Xz o0 Xy,

Xy X X - X

31 32 /33 3n
X=Xn)=| 7 T

Xmi Xm2 Xmz =" Xpn o

seklinde gosterilir. Reel terimli biitiin double dizilerin ciimlesi € ile gosterilip
Q={x=(x,):VmneNiginx 6 R}

seklindedir. Bu climle Vx,y e Q ve Ve, € Rigin

ax+ BY =X+ BYm)

islemi ile bir lineer uzaydir.

2.5.2. Tamm: X=(x,,) reel terimli bir double dizi olsun. Tim (m,n)eN? igin

|an| < K olacak sekilde bir K >0 sayisi var ise X dizisine sinirlidir denir (Pringsheim,

1900).

2.5.3. Ornek: Genel terimi
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— ,m=n
X = 2m

0 ,diger durumlar

olan x=(x,,) double dizisi verilsin. Bu durumda vm,neN igin |x_,| s% olup (x,,)

dizisi sinirhdir.
Simdi double dizilerin yakinsaklig1 kavrami hatirlatilsin.

2.5.4. Tamm: Bir x=(X,) reel terimli double dizisi verilsin. Eger V& >0 icin
vmn>N oldugunda |x, —I|<e& olacak sekilde bir N:=N(&)eN sayisi var ise
X =(X,,) dizisi | sayisma Pringsheim anlaminda yakinsak, kisaca P-yakinsak, |
degerine de X=(X,,) dizisinin Pringsheim limiti, kisaca P-limiti denir ve

P—limx,, =1 seklinde gosterilir (Pringsheim, 1900).
2.5.5. Ornek: Genel terimi (X,,) :(m—J olan double dizisi verilsin. Bu durumda
+n

P—Ilim
mn m+n

=0 oldugu goriilebilir.

Yakinsak her dizinin sinirlt oldugu bilinmektedir fakat P-yakinsak double dizilerin

siirl olmas1 gerekmez. Ornegin; genel terimi

n ,m=1
X,,=1m ,n=1
0 ,diger durumlar

olacak sekilde tanimlanan X = (x,,) double dizisi ele alinsin. (x,,, ) double dizisi

1 2 3. n ...
2 0 0... 0 ...

0 0... 0 ...

Om) =l
mO 0... 0...
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seklindedir. Bu dizi i¢cin P-limx,, =0 oldugu gorilebilir. Fakat ¥Ym,neN i¢in

|[Xan| < K olacak sekilde bir K >0 sayis1 bulunamadigindan (x,,, ) dizisi simrl degildir.

2.5.6. Teorem: Bir double dizinin Pringsheim limiti tektir (Pringsheim, 1900).

25.7.Teorem: Xx=(X,,), Y=(Ym)eQ olmak iizere P-lim x =a, a=0,

m,n—>o0

P-limy =b, b#0 ve Ae€R olsun. O halde asagidaki esitlikler gergeklenir

(Pringsheim, 1900).

,N—0 m,n—o0

() P = im (X, + Yy) = (P~ lim x,, | +(P= lim ., |=a+b

(i) P— lim Ax,, =4a

m,n—o0

(“I) P— lim (an'ymn):(P_ lim an)'(P_ lim ymn):a'b

m,n—oo m,n—oo

et (L) i

mnoe{ x ) P—limx  a

m,n—oo

(v) P— lim [ﬁji.
m,n—o0 ymn b

Volkov 1957 yilinda pozitif lineer operatorlerin double dizisi i¢in Korovkin tipi teoremi

ispatlamustir.

| = R* kompakt alt kiimesi verilsin. C(l), 1 —R* kompakt alt kiimesinde taniml

siirekli  fonksiyonlarin uzayr olsun.  feC(l) icin |f|=sup |f(x,y)| alisilous
(x,y)el

supremum normu ile birlikte C(I) bir Banach uzayidir. B(l), I «R* kompakt alt

kiimesinde sinirli tim fonksiyonlarin uzayi olsun. f eB(l) igin ||f||= sup |f(X, y)|
(x,y)el

normu ile birlikte B(I ) bir Banach uzayidir.

Test fonksiyonlar1 e,(X,y)=1, e (X, ¥)=X, & (X y)=Y, &(x y)=x*+y* seklinde

gosterilsin.
2.5.8. Teorem: Eger L, :C(I)—) B(I) pozitif lineer operatdrlerin (Lmn) dizisi i¢in

P—IrLrp“Lmn(ei;x, y)-&(xy)|=0(i=0 1 2 3),

16



kosullar1 saglaniyorsa R?' de sinirli herhangi bir f C(I) fonksiyonu i¢in
P—tim|L,, (fix,y)~f(xy)|=

dir (Volkov, 1957).

2.5.9. Ornek: A,B>0 olmak iizere | =[0, A]x[0,B] = R? iizerinde tammli f eC (1)

icin double Szasz operatorii
& (mx)*(ny)'
S, (f; =e e ™ f
( xy ¢e kzjz(; (m nj KIj!

seklindedir. Bu operatoriin teoremin sartlarini sagladig gosterilsin.

() Sw(esixy)=€™e nyzze(k J](mx)k(.ny)i

=0 0 m'n kij!

o™ nyz - {g(njll)]

me —ny
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(nnsm(%;my):e4m€m‘“ﬁi%[k;j)(mX)(nyY

kojo \mn kij!

(iv) S, (esxy)= e"“xe—“yiie3 (i , le

gy K (M) (Y) ey 2 (MX) ()]

mx 4 =Ny K — i’

o ;;w a0 ° é;# ktj!

g K ()" [ (0)' ) o (M) (50 57 ()
e mX 4 —Ny 1
o ;mz k! [sz; TR A kz(; k! ,Z_f;nz j!
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k k
= (mx)*  x = (mx =
— Xze—mxz( ) +_e—mxz( ) + yze—nyz
oo k! m o k! =0
= X ™e™ 4 e ™e™ 4 y2e e 4 g e
m n
X
=X +y+ =+ y
m n

olur. Buradan

0) P—mlvinrﬁnw”Smn(eo;x,y)—eo(xly)”:O’
(i) P— lim S, (e;x y)-& (xy)|=
(i) P— lim s, (&% y)—&, (%, y)| =0,

(IV) P _mI,EWToo”Smn (93; X, y)_e3 (X’ y)” =
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gergeklenir. Bu durumda herhangi bir f € C(1) fonksiyonu i¢in
P— lim ||Smn (f;x,y)—f(x y)|| =0

olur.

Double diziler i¢in 2003 y1linda Mursaleen ve Edely tarafindan ifade edilen, istatistiksel

yakinsaklik kavrami verilmeden 6nce yogunluk kavrami ele alinsin.

2.5.10.Tamm: E c N? =NxN ’nin bir alt kiimesi, E, ile {(m,n)e E:m<j, nSk}
kiimesi ve E; kiimesinin eleman sayisi ‘Ejk‘ ile verilsin. E kiimesinin double

yogunlugu

|
52(E)::P—I5TW‘EW‘

seklinde tanimlanir (Moricz, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003).

2.5.11.Tanim: X=(an) double dizisi verilsin. Eger, her &>0 i¢in

E:={(mn)eN:|x,, —L|>¢}
kiimesi sifir yogunluga sahip yani;
5, ({(m n)eN:|x,, —L|= g}) =0

ise x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st, —limx =L ile gosterilir
m,n

(Moricz, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003).
Simdi double dizilerin istatistiksel yakinsakligini karakterize eden teorem ifade edilsin.
2.5.12. Teorem: st,—limx,, =L olmasi i¢in gerek ve yeter sart 5,(K)=0 olacak

sekilde N> =NxN kiimesinin bir K alt kiimesi vardir ve N*\K := {(m,n):m,n EN}

olmak tizere P— lim x_ . =L olmasidir (Mursaleen ve Edely, 2003).

m,n—>o0

(m,n)eK
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Bir P-yakinsak double dizi istatistiksel yakinsaktir ancak tersi dogru degildir. Ayrica,
istatistiksel yakinsak bir double dizi sinirli olmak zorunda degildir. Ornegin genel

terimi,

_|mn, mven tam kare,
™1, dd.

olan X= (an) double dizisi almsm. st,—limx_ =1 oldugu kolaylikla goriilebilir.
Bununla birlikte x double dizisi ne P -yakinsak ne de sinirlidir.

Simdi de toplanabilme teorisiyle ilgili bazi temel tanimlar verilsin.

2.5.13. Tamm: A:=(a,,,) 4-boyutlu toplanabilme matrisi olsun. Verilen bir X =(X,, )

jkmn

anlaminda yakinsak olmak kosulu ile
(Ax)jk = Z a‘jkmnxmn
(m,n)eN?

seklindedir ve AX:= ((AX) jk) ile gosterilir.

1926 yilinda Robinson 4-boyutlu matrislerin regiilerligini asagidaki gibi tanimlamistir
(Robinson 1926). Bu kosullar Robinson-Hamilton kosullar1 veya RH-regiilerlik olarak
bilinir.

A::(ajkmn) 4-boyutlu matrisi RH-regiilerdir << sinirli P-yakinsak her double dizinin
ayn1 P-limite sahip P-yakinsak bir diziye doniismesidir.

A= (ajkmn) 4-boyutlu  matrisi RH-regiilerdir < asagidaki Robinson-Hamilton

kosullarmin saglanmasidir:

(i) Her bir (m,n) e N? i¢in P—Ii_rpajkmn =0,
N
(if) P —lim > am =1,
(m,n)eN?
(iii) her bir neN igin P—IETZ‘ajkmn =0,

" meN
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:O’

jkmn

iv) her bir meN icin P—-Ilim » |a
(iv) eN i¢in i %‘

V) 2

(m,n)eN?

, P-yakinsak,

ajkmn

(vi) her (j,k)eN? icin Z ‘ajkmn < A olacak sekilde sonlu pozitif Ave B sayilari

m,n>B

vardir.

A::(ajkmn) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris olsun. Simdi K < N?

kiimesinin A-yogunlugu tanimi ifade edilsin.

2.5.14. Tanm: K c N? alt kiimesi i¢in

5(1)(K)= P—lim Z &

Ik (m,n)eK

limit degeri varsa, bu degere K kiimesinin “A-yogunlugu” denir.

Bir E kiimesinin A-yogunlugu mevcut ise 5(2A) (N 2\ E) = 1—5(2A) (E) olacaktir.
2.5.15. Tamm: X =(X,, ) reel terimli bir double dizi olsun. Ve >0 igin

Sy ({(mn) eN:[x, —L|> })=0

olacak sekilde bir L sayist mevcut ise X dizisi L sayisina “A-istatistiksel yakinsaktir”

denir ve st?

(n —limx =L ile gosterilir.

Aciktir ki Pringsheim anlamda yakinsak her double dizi, ayn1 sayiya A-istatistiksel
yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir. Ayrica A-istatistiksel yakinsak double dizilerin

sinirlt olmast gerekmez. Ornegin; x =(x,,) dizisinin genel terimi

mn

{mn, m ve n tam kare,

0, diger durumlarda

olsun. C(1,1) := (c;,,) Matrisi
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_i,lsms J;1<n<k
C =

jkmn
0 ,dd.

ile tanimlanan double Cesaro matrisi olmak iizere eger A=C(L1), alinirsa

st?

cay —limx=0 elde edilir fakat bu x dizisi Pringsheim anlamda yakinsak degildir.

Ayrica, C(L1)-istatistiksel yakinsaklik Mursaleen ve Edely tarafindan verilen double

dizilerin istatistiksel yakinsakligi ile c¢akisir. Eger A matrisi yerine 4-boyutlu birim

matris alinirsa A-istatistiksel yakinsaklik Pringsheim anlamda yakinsaklia indirgenir.

Simdi double fonksiyon dizileri igin istatistiksel noktasal ve diizgiin yakinsaklik

kavramlar: hatirlatilsin.

(fan), C(1) uzayma ait fonksiyonlarin bir dizisi yani R*nin herhangi bir | kompakt

alt kiimesinde taniml1 reel degerli siirekli fonksiyonlarin bir double dizisi olsun.

2.5.16. Tammm: Eger her £ >0 ve (X,y) €l igin;
Sy ({(m ) eN: | £, (x, y) - F(x, y)| = £}) =0

oluyorsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna | {iizerinde A-istatistiksel noktasal yakinsaktir

2
Stia)

denir. Bu yakinsaklik f_—— f ile gosterilir (Gokhan, Giingér ve Et, 2007).

2.5.17. Tammm: Eger her ¢ >0 ig¢in;

5(2;\) ({(m, n) e N?: sup | f..(xy)—f(x y)| > g}j =0

(x,y)el
oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna | {izerinde A-istatistiksel diizgiin yakinsaktir
Stéa)
denir. Bu yakinsaklik f_ = f ile gosterilir (Gokhan, Giingér ve Et, 2007).
Simdi iki degiskenli fonksiyonlarin istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi verilsin.
2.5.18. Teorem: A:=(ajkmn) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris olsun ve

L :C(1)—>C (1) pozitif lineer operatérler dizisi verilsin. Her f € C(1)igin
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st I|m||L f||=0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

stéy —lim||L,,, (&) —€| =0 (i=0, 1, 2, 3)

olmasidir (Dirik ve Demirci, 2010).

2.5.19. Ornek: (X,y) el =[0,1]x[0,1] ve Vf eC(l) icin asagidaki double Bernstein

polinomlari ele alinsin:

810 =33 15 T Mgy 0y

j=0 k=0

Buradan

an (eo; X, y) = eo(X1 Y),
B (€%, Y) =€1(X, Y),

an (ez; X, y) > ez(x, Y)u

2 2
an(eB;X, y) =e3(X! y)+ﬁ+u
m n

oldugu bilinmektedir. Ayrica A=C(L1) ve (a,,,) double dizisi

{1, m ve n tam kare

0, diger durumlarda

seklinde alinirsa st(zc(n)) —lima =0 oldugu kolaylikla goriilmektedir. Simdi de

yukaridaki double Bernstein polinomlar1 ve (a,,) double dizisi yardimiyla asagidaki

operatdrler dizisi olusturulsun:
Pon (3%, ) = 1+ 0t) By (5, Y)
Boylelikle 2.5.18. Teoremi yardimiyla

Sticq ~im|Pu ()~ ]|=0
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oldugu kolayhkla sdylenir. Ote yandan (o) double dizisi 0’a P-yakisak

olmadigindan, 2.5.8. Teorem (double diziler i¢in klasik Korovkin tipi teorem) bu

operator i¢in gegerli degildir (Dirik ve Demirci, 2010).
2.6. Istatistiksel Equal Yakinsaklhik

Das ve arkadaslarinin 2014 yilinda ifade ettikleri istatistiksel diizglin yakinsakliktan

daha kuvvetli olan istatistiksel equal yakinsaklik kavrami ise su sekildedir:

2.6.1. Tanim: Eger Vxe X i¢in;

S({meN:[f, (- f()[2¢,})=0

olacak sekilde st—lime, =0 olacak sekildeki bir (&, ) pozitif sayr dizisi varsa (f)

dizisi f fonksiyonuna X iizerinde istatistiksel equal yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik
e
f., — f ile gosterilir (Das ve ark., 2014).

Simdi diizgiin yakinsaklik, istatistiksel diizgiin yakisaklik ve istatistiksel equal

yakinsaklik kavramlar1 arasindaki iliskiyi aciklayan asagidaki lemma verilsin:

st eq
26.2.Lemma: f, =f=f =f=1f —>f.

Simdi ise istatistiksel equal yakinsakligin istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha

kuvvetli oldugunu gosteren asagidaki 6rnek verilsin:

2.6.3. Ornek: X =[0,1] olsun. VxeX igin f(X)=0 olsun. YmeN icin genel
terimleri

m , mtam kare,

4, m tam kare,
f.(X)= VEn =Y 1

0, dd. ——, dd.
m+1

olan (f,), (&,) dizileri alinsm. (f,) fonksiyon dizisi f =0’a istatistiksel diizgiin

yakinsak degildir. Fakat,
{meN:|f ()-f(X)|=2¢,}={1L4]
olup 5({1,4})=0 oldugundan bu dizi f =0’a istatistiksel equal yakinsaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boéliimiiniin ilk kisminda A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik kavrami
double diziler i¢in tamitilarak, bu yakinsaklik yardimiyla Korovkin tipi teorem ifade ve
ispat edilmistir. Ayrica bu yaklagim teoreminin A-istatistiksel relative yakinsaklik orani

hesaplanmustir.

Ikinci kisimda tek indisli diziler icin istatistiksel relative diizgiin yakisaklik ve
istatistiksel equal yakinsaklik kavramlari yardimiyla istatistiksel relative equal
yakinsaklik kavrami ifade edilmistir ve bu kavram yardimiyla Korovkin tipi yaklasim

teoremi ispatlanmistir. Sonrasinda bu teorem i¢in yakinsaklik orani hesaplanmuistir.

Son kisimda ise double diziler icin istatistiksel relative equal yakinsaklik tanimi ve
Korovkin tipi yaklasim teoremi g¢alisilmigtir ve bu yaklagim teoreminin istatistiksel
relative equal yakinsaklik orani hesaplanmistir. Son olarak Voronovskaya tipi teorem

ispatlanacaktir.
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4. BULGULAR

Bu kisimda ilk olarak A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik kavrami double diziler
icin verilecektir. Bu yakinsaklik tanimi yapilirken, Demirci ve Orhan’in 2015 yilinda
ifade ettigi tek indisli diziler i¢in istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik esas alinmustir.
Sonrasinda yine Demirci ve Orhan tarafindan 2015 yilinda verilen Korovkin tipi
teoremin pozitif lineer operatorlerin double dizileri igin genisletilmesi verilecektir.
Ayrica verilen teoremin daha kuvvetli olduguna dair bir 6rnek ifade edilecek ve bu

yakinsakligin orani hesaplanacaktir.

4.1. Double Diziler i¢in A-Istatistiksel Relative Diizgiin Yakinsakhk

vm,neN igin ¢,, ve g, R*nin herhangi bir | kompakt alt kiimesinde tanimli
fonksiyonlar olsun.

4.1.1. Tamm: Eger V& >0 i¢in 3n, tamsayist vardir dyle ki her m,n>n_ i¢in bu
kiime iizerinde |9, (X, ¥)—g(X, y)|<g‘0(x, y)‘ esitsizligini saglayacak sekilde bir
o(xy) fonksiyonu bulunabiliyorsa, (gmn) fonksiyon dizisi bir g limit fonksiyonuna
relative diizgiin yakinsaktir denir. Burada o(x,y) fonksiyonu skale fonksiyonu olarak

adlandirilir.

4.1.2. Tanim: Eger her ¢ >0 i¢in;

E:= {(m, n) e N*: sup

(x,y)el

O (%, Y) =9 (X,Y)| g}
o(x.y)

kiimesinin A-yogunlugu sifir yani;

O (X ¥Y) = 9(X,Y)
o (X, y)

A ({(m, n) e N?: sup

(x,y)el

Ho

olacak sekilde |o(x,y)|>0 saglayan o(x,y) fonksiyonu varsa (g,,) dizisi g

fonksiyonuna | iizerinde A-istatistiksel relative diizgiin yakinsaktir denir. Bu

yakinsaklik (St)(ZA) —0,, = 9(l;0) ile gosterilir.
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4.1.3. Teorem: A::(ajkmn) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris olsun. Eger
Sy :C(1)—> C(1) pozitif lineer operatdrler dizisi igin

(st)iy —Sm(&) =e(l;07) (i=0, 1 2, 3),

kosullart saglaniyorsa, herhangi bir f e C(I) fonksiyonu igin

(st)2y — S, (F) = F(1;0)

dir. Burada o—(x,y):max{|o~i(x, y)|;i =O,1,2,3}, |O'i (x, y)|>0 ve o(x,y) smursizdir.

Ispat: feC(l1) verilsin. f fonksiyonu | kompakt kiimesi iizerinde siirekli

oldugundan, V(X,y) €l icin | f (X, y)| <K olacak sekilde bir K =|f| sayisi vardur.

f siirekli fonksiyon oldugundan, her ¢ >0 verildiginde (U,v) €l icin |U —X| <o ve

|V— y| <0 oldugunda | f(u,v)—f(x y)| < & olacak sekilde & > 0 sayis1 vardir. Buradan

$(u,v)=(U—x)*+(v-y)* olmak iizere |f(u,v)—f(x,y)|<g+2§—|§¢(u,v) yazilir.

Dolayistyla
2K 2K
e =g < F(uV)= T (xy) <a+4(uv)

elde edilir. S, ( fix, y) monoton ve lineer oldugundan,

S )| 0= 000 | < x (£ (0) £ (19)) <k ) e+ 00|

yazilir. Dolayisiyla

2K 2K
_‘gsmn (eO;X!y)_ESmn (¢’ X, y) < Smn(f;xfy) - f(X! y)Smn(eO;le) < gSmn(eO;X!y) +§Smn(¢; X, y)

elde edilir. Ayrica

Smn(f » X, y)_ f (X, y) = Smn(f » X, y)_ f(X, y)Smn(eO; X, y) + f(X! y)Smn(eO; X, y) - f(X, y)
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= [Smn(f » X, y) - f (X1 y)smn (eO; X, y)]

+f (X! y) [Smn (eo; X, y) —eO(X, y)]

oldugu bilinmektedir. Bu esitlik yukaridaki esitsizlikte goz oniine alinirsa;
: : 2K : :
Smn ( f 1 X, y) —f (Xv y) < gSmn (eo1 X, y) + ?{[Smn (93’ X, y) —eS(X, y)] —2X [Smn (el’ X, y) —el(X, y)]

~2Y[ S (€%, Y) =€, (%, )]+ (X + Y [Sn (€63 X, Y) —€, (X, )]}

+f (Xv y)[smn (eo; X, y) _eO(Xv y)]

= €+8[Smn(e0; X, y) —eo(X, y)]
2K
o S (© % V) =€, V)] = 2X[ Sy (%, ¥) (%, )]

~2Y[S (€% ¥) =€, (X, Y) ]+ (X* + ¥*) [ S (803 X, ¥) —€, (X, V)]}

+f (X, y)[smn (eo; X, y) _eO(Xl y)]

elde edilir. Buradan M = ¢ + K +25_f(||e3||+ 2ll, [ +2]e, +1) olmak iizere

2K |le
S (F5%,¥) = £ (X, Y))| <g+[g+ K +%j|smn(eo;x, y)—e, (X, Y)|

4K e 4K e
5|l l|||Smn (&%, y)—e, (X, y)|+ ”2 2|||Smn (&%, y)—e, (X, y)|

o

+

2K
+?|Smn(e3’ X, y) _e3(x’ y)|

<e+M {|Smn (eo; X, y)—eo(x, y)|+|smn (e17 X, y) _el(Xi y)|

+|Smn (ez; X, y) _ez(xf y)| +|Smn (es; X, y) —e3(X, y)|}
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yazilir. Dolaysiyla o (X, y) = max {|o, (X, y)|.|o: (%, V)|, | (%, V)], s (%, y)|} olmak iizere

sup [SmCEXN=FON| & gy [Sm@ix )= (x,y)
(x,y)el G(X, y) (x,y)el G(X, y)| (x,y)el GO(X, y)
+ sup Smn (el; X, y) —el(X, y)
(x,y)el Gl(X, y)
+ sup Smn (ez; X, y) _ez (X, y) + sup Smn (eS; X, y) _es(X! y) |}
(x,y)el o, (X, Y) (x,y)el O‘S(X, y) ‘

bulunur. r >0 verildiginde & >0 sayist sup
(x,y)el

<r olarak segilirse

a(x,y)|

(x,y)el

R:= {(m n)eN”: sup

Smn(f;xl y)_ f(X! y)|2r}
oxy) |

ve

Sun (&5 X, Y) =& (X, Y)| > et o (X, y)|

R = 2
(m,n)eN*: sup o (%7) ‘ M

' (el

, 1=0,1,2,3

3
olur. Dolayisiyla R ¢ U R ve boylelikle

i=0

Z a'jkmng Z ajkmn+ Z ajkmn+ Z ajkmn

(m,n)eR (mn)eR, (m.n)<R, (mn)<Ry
elde edilir. Buradan hipotez kullanilarak,
(5% — S (F) = F(1;0)
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Simdi teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verilsin.

4.1.4. Ornek: |1 =[0,1]x[0,1] = R? ve A=C(L1):=(c,,,) matrisi

jkmn
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_i,lgms J;1<n<Kk
c

jkmn =

0,d.d.

ile tanimlanan double Cesaro matrisi olsun. C(l) tlizerinde tanimli double Bernstein

operatori

B(Fixy) =23 (L5 [m][ﬂjx‘(l—x)”“" v (a-y)

=0 k=0 J

seklindedir. Bu polinomlar kullanilarak C(1) iizerinde (x,y)el, feC(l) ve

2n°m?xy
2,,2

————— ile tamml h :[0,1]x[0,1]] - R double fonksiyonlar olmak
1+ n’m®x%y

hn (X, Y) =

tizere asagidaki pozitif lineer operator olusturulsun:
Fon (F5%, ) = @+ 1 (X, ¥)) B (T, Y).
Bu durumda

an (eo; X, y) = (1+ hmn (X! y))eo (X, y):
Fon (8%, ¥) = @+ Ry, (%, v))eu (%, y),

an (ez; X, y) = (1+ hmn (X’ y))ez (X’ y),

Fon (€ X, y) =(@+h (X, y)){e (x, y)+ — LYY }

3 - — (X y) € (0,1]x(0,1] )
oldugu kolaylikla gorilir. o(x,y)= olmak iizere
1, x=0 veya y=0

(St)(ZA) —h,, =h=0(l,5), oldugundan, her bir i=0,1,2,3 i¢in

(St)(ZA) -Fn(&)=e(l,0)
bulunur. Dolayisiyla 4.1.3. Teoreminden kolaylikla tim feC(l) i¢in

(st)(zA)—an(f):; f(1,0) oldugu goriilir. Ote yandan (h_) fonksiyon dizisi |

kompakt kiimesi iizerinde h =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsamamaktadir. Bu sebeple

klasik Korovkin teoremi, yukarida tanimlanan operator i¢in gegerli degildir. Ayrica
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(h,,), | kompakt kiimesi iizerinde h=0 fonksiyonuna istatistiksel olarak diizgiin

yakinsamadigindan 2.2.8. Teoremi de bu operator i¢in gecerli degildir. Boylelikle 4.1.3.
Teoreminin, klasik Korovkin ve istatistiksel Korovkin teoremlerinin asikar olmayan bir

genellemesi oldugu goriilmektedir.

Simdi stireklilik modiilii yardimiyla double dizilerin A-istatistiksel relative diizgiin

yakinsama oranlari verilsin.

4.1.5. Tamm: A:=(a,,,) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris ve ()

pozitif, artmayan bir double dizi olsun. Eger her &£ >0 i¢in;

fmn (X! y) —f (X’ y)
a(x,y)

K(g) = {(m n)eN”: sup

(x,y)el

> g} olmak tizere;

P-Ii.mi > Ay =0

1k Otjk (m,n)eK(e)

olacak sekilde |o(x,y)|>0 saglayan o(x,y) skale fonksiyonu varsa (f,,) double

dizisi f fonksiyonuna | {iizerinde 0(¢,,) oraninda A-istatistiksel relative diizgiin

yakinsaktir denir. Bu oran
(st)a) = (fn = T) = 0(ct,)(150)

ile gosterilir.

jkmn

4.1.6. Tamm: A:=(a,,,) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris ve ()

pozitif, artmayan bir double dizi olsun. Eger her & >0 igin;

fmn (X' y) - f (X! y)|
oxy) |

M (&) ={(m, n)eN”: sup

(x.y)el

> gamn} olmak tizere;

P-lim > a;,=0

1K m)eM (&)

olacak sekilde |o(x,y)|>0 saglayan o(x,y) skale fonksiyonu bulunabiliyorsa (f,,)

double dizisi f fonksiyonuna | iizerinde 0,,(«,,) oraninda A-istatistiksel relative

diizglin yakinsaktir denir. Bu oran
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(St)fA) - ( fmn - f) = Oy (amn)(l ; O-)

ile gosterilir.

4.1.7. Lemma: A::(a ) 4-boyutlu negatif olmayan RH-regiiler matris olsun. ( f,,)

jkmn

ve (9,,), C(I)iizerinde tanimli fonksiyon dizileri olmak {izere ;

o;(x,y)|>0, i=0,1

olmak iizere
(St)(ZA) _(fmn - f) = O(amn)(l ; O_O) ve (St)?A) _(gmn - g) = O(ﬂmn)(l ’01) 1

oldugu kabul edilsin. y,, =min{a,,,B,} olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

gergeklenir:
(i) ()% = (F + Gp) = (f = @) =0(y,,,)(1;max {|o (x, y)|;1 =0,1}) ,

(i) (s)Gn —(Fon = F)( G = 9) = 0(7,, )(1; 55 (X, V) 53.(%, Y)),

(iii) (St)Z) —(A(fm — 1)) =0(ci )10 (X, ¥)) herhangi bir 2 sayist igin,
(V) (3)Z8) =] fon — ] =0(e )15\l (. V)))-

Ispat: (i) C(1) iizerinde |o; (%, y)|>0, i =0,1 olmak iizere

(St)(ZA) _(fmn - f) = O(amn)(l ; O-O) ve (St)(ZA) _(gmn - g) = O(ﬂmn)(l ’01) )

olsun. Ote yandan her & >0 i¢in, o(X, y) = max {O'O(X, y), o, (X, y)} olmak tizere;

o(XY)

(x,y)el

K, (&) :{(m, n)eN?: sup

um+gmeyr4f+ngy>28}

K2(5)={(m,n)eN2: sup fon (%, ) = T (X, ) 23},
(x,y)el o, (X, y)

K3(5) _ {(m’ n) c NZ © sup 9 (X’ y) - g(X! y) > 8}
(x,y)el Gl(X, y)

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda
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1 1 1
— Z ajkmn <— Z ajkmn +— Z ajkmn
Yik (mn)eK, (e) Yik (mn)eK,(e) Y ik (mn)eKs(e)

elde edilir. y,,, =min{e,,, B} oldugundan;

1 1 1
o Z Qjmn S —— z Qe +5— z QAjimn

Vi (mmeky(e) Lk (mn)eKy () Bic (mmeks ()

bulunur. j,k — o tizerinden limit alinirsa ve hipotez kullanilirsa;

P-Ii_mi Z Qo =0

PEY e mmeky e)
elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir. (ii), (iii) ve (iv)’nin ispat1 benzer sekilde yapilir.

Ote yandan C(I) iizerinde taniml1 f fonksiyonu igin siireklilik modiilii

W(f,6mn):sup{|f(u,v)— f(x,y)|: (U V). (X y) e I,\i’(u—x)2+(v—y)2 Sémn} (6, >0)

seklinde tanimlidir. Bu siireklilik modiilii yardimiyla asagidaki teorem verilsin.

4.1.8. Teorem: (S, ), C(l) iizerinde tanimli pozitif lineer operatorlerin double bir
dizisi olsun. (e,,) ve (B,,) pozitif, artmayan double diziler olmak iizere asagidaki

kosullar saglansin:

(@) (5% — (S (&) —€,) = 0(@,,)(155,)

(b) @(U,V) =, (UV) = (U=X)? + (V= Y)? Ve &, =[S, (9)] olmak iizere;

(0% ~W(F,8,0) =0(B,,)(1;03)

Bu takdirde Vf eC(1) igin,

()2 ~ (S ()= 1) =0(7,n)(1:0)

dir. Burada 7, =Min{at,y, By} (%, y) = max{[o (%, Y)|-|o (% )] o (%, Ve (%, W)

i=0,1 igin |O'i(X, y)| >0 ve o;(X,y) sinirsizdir.
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Ispat: f eC(I)ve (x,y)el verilsin. M =|f| olmak iizere;
|Smn(f ' X, y)_ f (X! y)| < W(f 75mn)|smn(e0; X, y) _eo(X! y)|+2W(f 75mn)

+M S, (€3 %, Y) — € (%, Y)

oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlik yardimiyla

sup Smn(f;X,y)—f(X,y)|< W(f'é‘mn)

< Smn (eO; X, y) _eO(Xl y)|
(x,y)el O'(X, y) | (x,y)el Gl(X, y)| (x,y)el

(%, Y) |

Smn (eo; X, y) — eO(X, y)

+2 sup M+M sup xy)
o,(X, Yy

(x,y)el O'l(X, y)| (x,y)el

yazilir. Simdi ¢ >0 igin asagidaki kiimeler tanimlansin:

}

Smn(eO;X1Y)_eo(X’y)|2f}
amxy) | 3]

Smn(f;x1 y)_ f(X1 y)
a(xy)

K= {(m, n) e N*: sup

(x,y)el

K, = {(m,n) eN?: sup W, On) sup

(x,y)el O'l(X, y)| (x,y)el

K, :=<(m,n) e N*: sup sz :
wel |oy (%, Y)| 6

K, = {(m, n) e N?: sup

(x,y)el

Simn (895 X, ¥) — & (X, y)| >_¢
UO(X,Y) ‘_3M |

Buradan kolaylikla K c K, UK, U K,oldugu goriiliir. Ayrica

f,0.) £
K,:=<(m,n)eN?: su Mz =t
4 {( ) (x,y)Fe)I O'l(X, y)| 3}

smn(eo;x,y)—eo(X,y)|2\/E}
oxy) | \3

(x,y)el

K = {(m, n)eN?: sup
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5
kiimeleri tanimlanirsa, K, K, UK, ve dolayisiyla K ¢ U K, oldugu goriilmektedir.
i=2

Yon =Min{a,,., B} oldugu i¢in tim (j,k) € N? igin,

1 1 1 1 1
— Z ajkmnS_ Z ajkmn+_ Z a‘jkmn_'__ Z ajkmn+_ Z ajkmn

yjk (m,n)eK ,Bjk (m,n)eK, Otjk (m,n)eK; ﬂjk (m,n)eK, Otjk (m,n)eKy

elde edilir. Bu son esitsizlik yardimiyla

P-Ii_mi Z Qo =0

Ik Y,-,k (m,n)eK
oldugu goriilmektedir. Bdylece ispat tamamlanir.

4.2. Istatistiksel Relative Equal Yakinsakhk ve Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

Bu kisimda istatistiksel relative diizglin yakinsaklik ve istatistiksel equal yakinsaklik
kavramlarindan yola ¢ikilarak olusturulan istatistiksel relative equal yakinsaklik
kavrami verilecektir. Bu kavram yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi elde
edilecektir. Sonrasinda bu teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verilecek ve verilen

teorem i¢in yakinsaklik orani ifade edilecektir.

vheN igin f ve f, R ’nin herhangi bir X kompakt alt kiimesinde tanimli, reel

degerli fonksiyonlar olsun.

4.2.1. Tanim: Eger VXe X ig¢in;

5({neN; Ho

olacak sekilde st—limg, =0 saglayacak sekildeki bir (g,) pozitif say1 dizisi ve o(X)

f,(0—f(x)

o(X)

(lo(x)| > O) fonksiyonu varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde istatistiksel
eq
relative equal yakinsaktir denir. Bu yakisaklik f — f(X; o) ile gosterilir.

Bu tanimda skale fonksiyonu sabit alinirsa, istatistiksel relative equal yakinsaklik

istatistiksel equal yakinsakliga indirgenir.
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1, n tam kare,

4.2.2. Ornek: X =[0,1] , vxeXigin , f(x)=0, f (x):=
0,n tam kare degil,

3n, n tam kare,

o(X) 1 olsun. Ayrica g =1{1 olarak alinirsa st—limeg, =0
X+1 =, n tam kare degil,
n
< e qiye A . 1. (x)—=1(x)
oldugu kolaylikla goriilebilir. Ote yandan ¥xe X i¢in <neN: ”T >¢g 1=
o(X

eq
oldugu goz 6niine aliirsa f, — f (X; o) elde edilir. | f, - f| =1 oldugundan (f,) dizisi
X lizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ve istatistiksel relative diizgiin yakinsak

degildir.
Simdi de 4.2.1.Tanimi1 kullanilarak elde edilen esas sonug verilsin:
4.2.3. Teorem: S, :C(X ) - C(X) pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Bu durumda
her f EC(X) icin;
eq
S, (f)=>f(X;0o)
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
eq
S, (e;))—¢;(X;0))
olmasidir. Burada e; = x’, o(x) = max {‘o-j (X)‘} , ‘Gj (X)‘ >0, ]=0,1,2 seklindedir.
Ispat: f eC(X) verilsin. f fonksiyonu X kompakt kiimesi iizerinde siirekli
oldugundan |f(u)— f (X)| <2K olacak sekilde bir K:=|f| sayist vardir. Ayrica f

stirekli fonksiyon oldugundan, her &>0 verildiginde VXe X i¢in |U—X|<5

oldugunda | fu-f (X)| <& olacak sekilde >0 sayist vardir. Buradan
2 .. 2K .
@(u) =(u—x)* olmak iizere|f(u)— f(x)|<e +§¢)(u) yazilir. S (f;x) pozitif ve

lineer oldugundan,

1S, (F53) = £ O =S, (F () = F (X)) + T (X)(S, (&; X) =& (X))
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<S, (| W)= O x)+ KIS, (& X) —& (X)|

yazilir. Buradan

S, (f;x)—f(x)|<S, (5+25—f¢(u);xj+ K|S, (€: X) — €&, (X)|

<e+(e+K)[S, (e %) —eo(x)|+25—fsn(go(u);x) :
Son esitsizlikteki “ S (¢(u); X) ” terimi hesaplanirsa;
S, (@(u);X) =S, (U=x%)*;x)
<[S, (&,; ) —&,(X)|+2|x[|S, (er; X) —&,(X)| +|x|2 |S, (803 X) — & (X)|

elde edilir. Dolayisiyla T = ¢+ K +25—|§(||ez|| +2||e, +1) olmak tizere
2K
S,(F30)— () < g+(g+ K +§||e2||j|sn(eo; X)—e, ()

2K
+HAK []I8, (60 —€ (0] + 58, (€ ) €, (X)]

<T {[S, (603 ) — €5 (X)] +[S, (61 X) — &, (X)] +[S, (€, ) —&, ()|} + &
yazilir. ¢ keyfi oldugundan

S, (F;) = f(x)|<T {|Sn(e0;x)—eo(x)|+|Sn(el;x)—el(x)|+|Sn(e2;x)—ez(x)|}

bulunur. Buradan da o(x) = max{‘o-j(x)‘}, |;(x)|>0, j=0,12 olmak iizere

o )

esitsizligi elde edilir.

S, (f5x) = f(x)
o(X)

S, (€55 X) —&(X)

Sn (el; X) _el(x) | +
,(X)

;(x)

S, (&,,X) —&,(x)
0,(X)

+
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€q
1=012 i¢in S (e;)—>e;(X;0;) oldugundan;  st—limeg, ;=0 olacak sekildeki bir

(&,,;) pozitif say1 dizisi ve Vxe X igin;

5[{neN: Ho

olacak sekilde o;(x) (‘GJ-(X)‘>O) fonksiyonlar1 vardir. vxeX ve j=0,1,2 icin

fn (X) —f (X)

o;(x)

&, = max{gnvo,gn’l, 8,1’2} ve o(X) =max {‘O'j (x)‘} olmak tizere

R::{ eN:
Ro::{neN:

R1:={neN:‘

Sn(f;x)—f(x)|>3_|_g
o(X) B "I

S,(f0-f] }

o,(X) ‘ T

Sy(fi0)- (9|, }

o(x) | ™

R, =sneN: >
2 {E o, (%) ‘ n,2

Sy(fi0- (9| }

2
olarak secilirse R ¢ U R, ve boylelikle

j=0

2

5(R)£5[U Rj]gga(Rj)

j=0
yazilir. Buradan hipotez kullanilarak,
5.(F)> £ (X;0)
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Simdi teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verilsin.
4.2.4. Ornek: X =[0,A], AeR" olsun. C(X) iizerinde tanimli Szész operatdrii
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k
S, (f;x)= e’”XZ f (Ej% seklindedir. Bu polinomlar kullanilarak C(X) {izerinde
k=0 \N :

1 ntam kare, C o
vxe X ve f (x):= _.. olmak {izere asagidaki pozitif lineer operator
0, ntam kare degil,

olusturulsun:
H,(f;x) =@+ f,(x)S,(f;x).

3n, ntam kare,

Ayrica (g,) =11 seklinde almirsa st—limeg, =0 oldugu kolaylikla
o n tam kare degil,

goriilebilir. Bu durumda
H,, (&: %) = 1+, (X))& (%),

H, (e;x) =1+ f,(X))e,(x),

H, (6, %) = 1+ f,(X)) {ez(x> +§}

eq
oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica o(X) = il alinirsa, X {lizerinde f,— f =0(X;0)
X+

oldugundan

Hn(eo)ieO(X;a) )

H, (e) > (X;0),

H, (e,)—,(X;0)

elde edilir. Boylelikle ele aliman operatoriin 4.2.3. Teoreminin sartlarin1 sagladigi

goriilir. Ote yandan (f) dizisi f =0’a istatistiksel relative diizgiin yakinsak

olmadigindan, 2.5.4. Korovkin teoremi yukarida tanimlanan operatdér igin gecerli
degildir. Boylelikle 4.2.3. Teoreminin, 2.5.4. Teoreminin asikdr olmayan bir

genellemesi oldugu goriilmektedir.
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Simdi stireklilik modiilii yardimiyla istatistiksel relative equal yakinsama oranlar

verilsin.

4.2.5. Tanm: Eger VXe X i¢in;

—{neN: Zgn}

olacak sekilde st—limg, =0 saglayan bir (g,) pozitif sayr dizisi ve o(x),

f,00 = ()
o(x)

=0

(lo(x)|>0) fonksiyonu varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde «<(0,1)

oraninda istatistiksel relative equal yakinsaktir denir. Bu yakinsama orani

f—f= o(n*“)(x ;eq;0) ile gosterilir.

Bu tanim kullanilarak, 4.2.3. Teoreminin yakinsama oranini elde etme igin gerekli olan

asagidaki lemma verilsin:

4.2.6. Lemma: (f,) ve (g,), X diizerinde tammh iki fonksiyon dizisi olsun.
f,—f=0(n"*)(X;eq;0;) ve g,—g=0(n"")(X;eq;0,) oldugu kabul edilsin. Ayrica
i=0,1 i¢in a=min{e;}, o(x)=max{|o;(x)|} ve |o;(x)|>0 olsun. Bu durumda

asagidakiler gergeklenir:

(i) (f,+9,)-(f£g)=0(n")(X;eq;0),

(i) A herhangi bir reel say1 olmak iizere; (A(f,—f))= o(n_‘"1 ) (X;eq;o0,) -

Ispat:() f,—f=o(n"*)(X;eq;0;) ve g,—g=0(n"")(X;eq;0,) oldugu kabul

edilsin. f,—f =o(n)(X;eq;0;) oldugu igin;

{n eN: Zgnvl}

olacak sekilde bir (gnyl) (st—lime,, =0) pozitif sayr dizisi ve o0,(X), |o,(X)[>0

f, (0= (%)

01(X)

lim =0

nl—a1

fonksiyonu vardir. Benzer sekilde g, —g = o(n*"z )(X ;€0; 0,) oldugu i¢in;
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9. () =9(x)
0,(X)

IImTaZ :O

nn

{neN: Zgnyz}

olacak sekilde bir (,,) (st—lims,,=0) pozitif say1 dizisi ve (), |o,(X)|>0

fonksiyonu vardir. Vx e X i¢in g, = max {gn’l, 3n,z} olmak tizere;

(%) |

B:z{neN:‘(fnign)(x)—(f £, . }

o,(X) ’
B, ::{neN: 9,()~-9(x) Zgnz}
O-z(x) ’

olarak secildiginde; B < B, UB, oldugu goriilir. Béylelikle o =min{e,a,} olmak

luzere
Bl _ 8] [
nl—a - nlfal nlﬂ){2

elde edilir. n — oo i¢in limit alinip hipotez kullanilirsa;

=0

lim —

none o(X)

{neN:‘(fnigo(x)—(fig)(x)|zgn}

oldugu bulunur. Bdylelikle ispat tamamlanir. (i) nin ispatt da benzer sekilde

yapilmaktadir.

Ote yandan C(X) iizerinde tanimli f fonksiyonu igin siireklilik modiilii

w(f,8)= sup [f(y)-f(x)|, (6>0)

ly—X|<5,x,yeX
seklinde tanimlidir. Simdi bu siireklilik modiilii yardimiyla asagidaki teorem verilsin.

4.2.7. Teorem: S :C(X)—>C(X) pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Ayrica

asagidaki kosullar gergeklensin:
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(8) S,(8)—& =0(n"*)(X;eq;0;);
(b) 5,(x)= Ln(goz;x) ve ¢(u)=u—-x olmak iizere w( f,8,)=0(n"")(X;eq;o,).

Bu durumda a=min{e,a,}, o(x)=max{c;()[}, |o;(x)|>0, i=12 olmak iizere

vf € C(X) icin;
S.(f)—f =0(n")(X;eq;0),
saglanir.

Ispat: f €C(X) ve xe X olsun. S, operatdriiniin lineer ve pozitif olmasi ayrica W

siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden;

S, (f5x)—f(x)|<S, (| @) —f()]:x)+|f(x)

gs{(u@Jw(fﬁ); ]

S, (807 X) =€ (X))

S, (€ X)—¢ (X)‘

S, (€01 %) —¢ (X)‘

yazilir. S, (|¢(u) ; X|) ” terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa;

1S, (f:x)—f(x)|<w(f,5)S,(e:x)

+W(f,5)

S, (&%) +

S, (#%x) S, (; %) —€, ()
elde edilir. 5:=6, (x)= Sn<(p2;x) segilirse;

(¥)|
o(x) \

e (1) wit.5)
O-l(x) ‘ |O-2(X)|
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+W(f,§) S, (85 X) = (X)|
o] e |

bulunur. Bu son esitsizlik, (a) ve (b) kosullar1 ve 4.2.6. Lemma kullanilarak ispat

tamamlanir.

4.3. Double Diziler i¢in Istatistiksel Relative Equal Yakinsakhk

Bu kisimda ilk olarak C(l) iizerinde tanimli olan double fonksiyon dizileri icin

istatistiksel equal yakinsaklik kavrami ifade edilecektir ve bu kavramin daha kuvvetli

oldugunu gosteren bir 6rnek verilecektir.

4.3.1.Tamm: Eger V(X,y) €l icin
&, ({(m,n) e N2 | £, 06 V) = F (X, )] 2 &0 }) =0

olacak sekilde st,—limeg_ =0 olan bir (g,,) pozitif double say1 dizisi mevcut ise

(f.,) dizisi f fonksiyonuna | iizerinde istatistiksel equal yakinsaktir denir. Bu

eq-st,

yakimsaklik f = — f ile gosterilir.

Simdi double fonksiyon dizilerinin istatistiksel diizgiin yakinsakligi ile istatistiksel

equal yakinsaklig1 arasindaki iligkiyi ifade eden lemma verilsin:

eq—st, eq—st, st,

st,
432Lemma: f ,=f =>f =f=f, 6 —> f.Aynca f, > f = f —>f.

st

Ispat: f = f olsun. Her £ >0 icin;
D:={(mn)eN:|f, —f|=z]
seklinde tammlansin. Ayrica (&,,) double dizisi

i , (m,n)eD,
mn

Emn =

[ — F+—, (m.n)e D",
mn
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seklinde almirsa st,—limg,, =0 oldugu kolaylikla goriilir. Bu durumda her

(m,n) e D° i¢in;

| fmn (x,y)—f(x y)| < ” fmn - f” < &m

eq—st,
elde edilir. Boylece f, — f bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi istatistiksel equal yakinsakligin istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli

oldugunu gosteren bir 6rnek verilsin:

433. Ornek: |1=[0,19x[0,1], V(x,y)el icin g(x,y)=0, AcN* ve 6&,(A)=0

olsun. V¥(m,n) e N? igin;

u, (m,n) € A,

I (X, Y) =
0 , (mn)eA,

seklinde tanimlansin. Ayrica (&,,) double dizisi

m+n, (m,n) e A,

i , (mn)eA°,
mn

seklinde aliirsa st, —lime,,, =0 oldugu kolaylikla goriiliir. Boylelikle

{(m’n)ENZ :|gmn(x’ y)_g(X! y)|28mn} =

eq-st,

olur ve g,, &> g=0 oldugu goriilir. Fakat (g,,) dizisi | iizerinde g=0

fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsak degildir.

Simdi de double fonksiyon dizileri igin, istatistiksel relative diizglin yakinsaklik
kavrami ve istatistiksel equal yakinsaklik kavrami yardimiyla istatistiksel relative equal
yakinsaklik kavrami verilecek ve bu kavram yardimiyla elde edilen Korovkin tipi
yaklagim teoremi ifade edilecektir. Verilen teoremin daha kuvvetli oldugunu gdsteren
bir ornek calisilacaktir. Ayrica bu yaklasim teoreminin istatistiksel relative equal

yakinsaklik orani hesaplanacaktir.
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4.3.4.Tamm: Eger V(X y) €l i¢in

5, H(m,n) eN?:

olacak sekilde st,—limg,, =0 olan bir (g,,) pozitif double say1 dizisi ve o(X,Y)

fmn(X’y)_f(X’y)|Z€ }]=0’
o(x,y) |

(|a(x, y)|>0) fonksiyonu varsa (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna | {izerinde

eq-st

istatistiksel relative equal yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik f N f(l;o0) ile

gosterilir.

Burada skale fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olarak alinirsa istatistiksel equal

yakinsaklik, istatistiksel relative equal yakinsakligin 6zel bir hali olur.

Simdi istatistiksel relative equal yakinsakligin, istatistiksel relative diizgilin

yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu gosteren bir 6rnek verilsin:
4.3.5.0rnek: : 1 =[0,1]x[0,1] ve V(X,y)el igin g(X,y)=0 olsun. ¥(m,n) € N* i¢in;

ﬁ, m,n tam kare,
I (X, Y) =

0, dd.

seklinde tamimlansin. Ayrica (&,,) double dizisi

4(m*+n?),m,n tam kare,
gmn = 1

, dd,
m+n

seklinde almirsa st, —limg,_ =0 oldugu kolaylikla goriiliir. Ote yandan V(X,Y) €| igin

eq—st,

seklinde tanimlansin. Boylelikle g,, — g =0(l;0) oldugu goriiliir.

d&w=x+

Fakat (g,,) dizisi | iizerinde g=0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak, istatistiksel

diizgiin yakinsak ve istatistiksel relative diizgiin yakinsak degildir.
Simdi istatistiksel relative equal yakinsaklik yardimi ile asagidaki teorem verilsin:

4.3.6. Teorem: S :C(1)—C(1) pozitif lineer operatorler dizisi i¢in
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eq-st,

Sin(€0) = € (l50Y),

eq—st,

S (€0) — &,4(l1503),

eq—st,

Sin(€1) = €y (l503),

eq—st,

Sin (B T€x2) = €5 +€5,(150,)

kosullart saglaniyorsa, herhangi bir f €C (I) fonksiyonu i¢in

eq-st,

Si(f) — f(I;0)
dir.  Burada (X, y)=x'y!i,j=012 o(x, y)=max{|ak(x, y)|; k=1,2,3,4}ve
oy (x,y)|>0 dur.

Ispat: feC(I)VeriIsin. f fonksiyonu | kompakt kiimesi {izerinde siirekli
oldugundan, her >0 verildiginde [u—x|<& ve [t—y|<d olan V(ut)el igin

[fut)—f(xy)<e olacak  sekilde 5>0 sayist  vardir.  Buradan
2| f
pu,t) =(U—-Xx)*+(t—y)> olmak tizere| f (u,t)— f(x, y)| <&+ y(,ﬁ(u,t) yazilir.

Dolayisiyla S, ( f;x,y) pozitif ve lineer oldugundan,
[Sn (F3%,¥) = £ (6 Y)[ =[S (F (U, ) = F(X, )i X, ) + T (X, Y)(S (8003 X, Y) —€00 (X, V)|

<SS (FUD=FOCYXY) +] (S (Bo0i X ¥) — €00 (X, Y))
2||f
= Smn(e+y¢(u,t): X Y)+ [ 1S (803 %, ¥) — €60 (X, V)|
2| f
= gsmn (eoo; X, y) +y Smn (¢(U,t), X, y) + ” f |||(Smn (eOO; X, y) _eOO(X’ y)|

Son esitsizlikteki “ S, (#(u,t); X, y) ” terimi ele alinirsa;
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S (B(U1); %, Y) =S (U=X)* +(t—Y)*; X, )

= Smn (eZO + eOZ; X, y) - 2XSmn (elO; X, y) - 2ySmn (601; X, y) + (X2 + yz)smn (eOO; X, y)

< |Smn (e20 + e02; X7 y) - (ezo + eOZ)(X7 y)| + 2||X|||Smn (e10’ X’ y) _elo (X’ y)|

+2||y|||8mn (e01; X, y) _e01(X! y)| + HXZ + y2H|Smn (eOO; X, y) _e00 (X’ y)| .

Bu esitsizlik yukaridaki esitsizlikte g6z Oniine alinirsa;
2| f
1S (F5%, )= F (%, Y) s[e+|| f ||+yux2 + yz\\}smn(eoo: X, ¥) — €5 (X, Y)|

4| f
Al g, i -2t

4| f
ALy, e -eutey)

2| f
+ ﬂ‘z ” |Smn (B0 +€023 X, Y) — (B + €52 )(X, Y)| +é&
- 2| f 4| f 4| f 2| f
elde edilir. Buradan S:max{g+||f||+y”x2+y2”, L ||||x|| L ||||y|| L ”} olmak

uzere

|Smn(f 1 X, y) —f (X, y)| < 5+‘9{|Smn (eoo; X, y) _eoo(xv y)| +|Smn (elo; X, Y) _elO(Xl Y)|

+|Sn (€013 X, Y) = €6, (X, V)| + S (€20 + €023 X, Y) — (€55 +€0,)(X, y)|}

yazilir. ¢ keyfi oldugundan

|Smn (f 1 X, y) - f (X1 y)| < l9{|Smn (eOO; X, y) _eoo (X! y)| +|Smn (em; X, y) _elo(X' y)|
+|Smn (901; X, y) _e01(x’ y)| +|Smn (ezo +€5: X, Y) _(ezo +802)(X, y)|}

yazilir. Dolayisiyla o (X, y) = max {|ak (X, y)| k=123, 4} olmak iizere
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smn(f:x,y)—f(x,y>|<9{
oxy) |

Smn (eoo; X, y) _eoo(x’ y)|+ Smn (elo; X, y) _elo(x’ Y)‘
o, (X Y) | o,(X,Y)

| S By % ) €y (6 V)| [Sun(Bap + 51 ¥) = (B0 + €)X y>l}

a5 (%, Y) B &, (X, Y)

elde edilir.

eq—st,

S (60) = €y(1;0,) oldugundan st, —lime =0 olacak sekilde (g'mn) double say1

dizisi ve o,(x,y), (|o-1(x, y)| > 0) fonksiyonu vardir yle ki; V(X,y) €| icin

S5, H(m, n)eN?:

olur.

S (Boo3 X, Y) — €40 (X, y)| > } =0
O_l(x’ y) mn

eq—st,

S.n(en) = €,(l;0,) oldugundan st,—lime’, =0 olacak sekilde (g"mn) double say1

dizisi ve o,(x, ), (|o,(x, y)| >0) fonksiyonu vardir dyle ki; V(X,y) €I igin

5, H(m,n) eN?:

olur.

Sin (€103 % Y) — €5 (X, y)| > } =0
-, (X1 y) mn

eq—st,

S.n(€) = €, (l;0;) oldugundan st,—lime’ =0olacak sekilde (g"'mn) double say1

dizisi ve o,(x,Y), (|o-3(x, y)| > 0) fonksiyonu vardir dyle ki; V(X,Yy) €l igin

5, H(m,n)eNz:

olur.

S (8015 X, YY) — €6, (X, y)| >g" } =0
o5 (%, Y) "
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eq—st,

S (€ +€5) = €+, (1;0,) oldugundan st,—lime",, =0 olacak sekilde (&)

double say1 dizisi ve o,(x,y), (|o,(x,y)|>0) fonksiyonu vardir 6yle ki; V(X,y) €l

igin
& {(m, n) e N*: Sinn (820 + €025 X, ¥) — (B30 + €2 (X, Y) >& e |=0
o, (X, Y)
olur.
V(xy) el igin £, =496" . & p=MaX{E & i & | Ve kK=12,34 igin

o(X,y)=max {|0'k (%, y)|} olmak iizere

U ={(m,n)eN2:

Smn(‘l:;xiy)_f(x’y)|Z }
a(x,y) -

U, ={(m,n) eN?:

Smn (eoo; X, y) _eoo(X, y)| > g'
o.(xy) "

Ulz{(m,n)eNz:

Smn (elo’ X, y) - elO (X, y)| > g-- }
a,(%Y) ™

U, = {(m, n)eN?: S (812X, ¥) ~ €y (X, y)| > g"'mn},
a3(X,Y) ‘

U, = (m n) c N2 : Smn (ezo + €y X, y) - (eZO +€y, (X, y)
3 a,(X,y)

2 ‘C"""mn}

3
seklinde alinsin. Ayrica st,—limeg,, =0 oldugu aciktir. Buradan U gUUi oldugu

i=0

goriiliir. Buradan da kabulden,

V] RS V)
0<P-Ilim= <> pP-lim=l=0
= f!mmn<§‘ r!{nnmn

elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.
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Simdi teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verilsin.

4.3.9. Ornek: | =[0,1]x[0,1] = R*olsun. C(1) iizerinde tanimli

n

B, (f:x,y)= ZT:Z f (%%)(T](UXJ (1— x)m—i yk (1_ y)n—k

double Bernstein operatorleri kullanilarak C(l) iizerinde (x,y)el, feC(l) ve

Xy

O, (X, y) =1 2 M ve ntamkare, olmak {iizere asagidaki pozitif lineer operator
0 ,diger durumlarda,

olusturulsun:

Pon (F5 %) =@+ 90, (X, YD) B (5, Y).

4(m* +n?), m ve n tam kare,

Ote yandan ¢ :={ 1 seklinde almirsa st,—limeg =0
,diger durumlarda.

m+n

. 3
oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica V(x,y)el i¢in o(X,y)= olarak alinirsa
X+

eq—st,

g,, = 9=0(1;0) oldugu goriiliir. Bu durumda
I:)mn (eOO; X, y) = (1+ gmn (X’ y))eOO (X’ y)’
I:)mn (e01; X1 y) = (1+ gmn (X1 y))eO:L(X! y)l

Pmn (e10’ X, y) = (1+ gmn (X! y))em (X1 y)!

2

X—X —y?
P (€20 + €53 %, ¥) = A+ G (X, y»{(emeoz)(x, ”*T*%}

oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla

P (Boo3 X, Y) = €00 (%, Y) | _ | @+ G (% Y200 (X, ¥) — €00 (X V)| _ |G (%, Y)|
o(x,y) a(x,Y) a(xy) |

Pon (8101 %, ) ~ 30 (%, y)‘ _| @t G (% Y10 (%, ) ~ €0 (X, V)| _[ G (X, 1))
a(x,y) o(x,Y) a(xy) |
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Pan (B2 % ¥) =€ (6 V)| _ |4 G (% V)81 (X, Y) =€ (%, Y) | _ | G (%, V)

(X, y) B a(x,Y) RESE
Pon (820 +802): % ¥) = (& +E) X, Y)| | x=x* | | y—V’
(X, y) mo(x y)| [no(x,y)
G (X, y)((ezo o) y)+ XY yzj
N m n
a(x,Y) ‘

elde edilir. g,,, & 9=0(l;0) oldugundan,

eq—st,

Pmn (eoo) —€p — 0(l;0),

eq—st,

I:)mn (elo)_em - O(I !O-)!

eq—st,

Pmn(801)—601 - 0(l;0),

eq—st,

Pmn (e20 + e02) - (820 + e02) - O(I , O-)

q-st,

bulunur. Dolayisiyla 4.3.8. Teoreminden tim f € C(l) igin Pmn(f)e—> f(I;0) oldugu
goriilir. Ote yandan (g, ) fonksiyon dizisi | kompakt kiimesi iizerinde g =0
fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir. Bu sebeple 2.4.8. Teoremi yukarida tanimlanan
operatdr icin gegerli degildir. Ayrica (g,,), | kompakt kiimesi lizerinde g =0
fonksiyonuna istatistiksel diizgiin ve istatistiksel relative diizglin yakinsak olmadigindan
2.4.12.Teoremi ve 4.1.3.Teoremi de bu operator icin gecerli degildir. Boylelikle 4.3.8.

Teoreminin, klasik Korovkin, Istatistiksel Korovkin ve istatistiksel relative Korovkin

teoremlerinin asikar olmayan bir genellemesi oldugu goriilmektedir.

Simdi stireklilik modiilii yardimiyla C(l) tizerinde tanimli pozitif lineer operatorlerin

double dizileri i¢in istatistiksel relative equal yakinsama orani verilsin.

C(I) tuzerinde tamimli f fonksiyonu i¢in siireklilik modiilii
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w,(F,8) =sup{| ()= F [ @D, (6 ) e, Jlu=x7 +(t=y)* <6}, (5>0)
seklinde tanimlidir. Ayrica her f e C(1) ve & >0igin,
w, (f,nd) <(1+[n])w,(f,5)

seklinde idi. Burada [n] ile n’ye esit ya da n’den kiiciikk en bilyilk tam say1

gosterilmektedir. Bu siireklilik modiilii yardimiyla asagidaki teorem verilsin.

4.3.10. Teorem:(S,), C(l) iizerinde taniml pozitif lineer operatdrlerin bir double

dizisi olsun. &, =S (ViX,y) Ve V(u,t)=(u—x)>+(t—y)’olmak iizere asagidaki

kosullar saglansin:

eq-st,

(@) Syn(€) = €p(l;0y),

eq-st

bYW, (F;5,,) — 0(I;0,).

Bu durumda her f € C(l) icin,

e, (x,y)=xy),i,j=012 o(x, y):max{|ok(x, y): k:1,2}ve o (x,y)|>0 olmak iizere

eq-st,
San(f) = f(l;0)
dir.

Ispat: feC(l) ve (X,y)el verilsin. Siireklilik modiiliinin &zellikleri ve S

mn

operatoriiniin 6zellikleri kullanilarak, her § >0 ve m,ne N igin;

|Sun (£33, ) = £ 06 V)| < S (| F (U D) = (X Y)[5 X y) +[ T (X Y)]| (S (003 X0 Y) —€00 (X, V)|

<Sm ((H v(;z’t)jwz(f;é); X, yj

+ £ 06 Y)||(Sn (801 X ¥) — €00 (X, V)|
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W, (58)S (803 X, y)+w2(f:5>smn(vf;’;t’;x, yj

T Y)][(Sn (€03 X, Y) — €00 (X, V)]

elde edilir. Bu esitsizlik yardimyla &, =0=./S,(Vix,y), M:=|f| ve

a(xy)= max{|<7k (xy) k=1 2} olmak iizere

S, Y) = F ()| _ wy(f,0)

< Smn (eOO; X! y) _eoo(x’ y)|
(%, Y) |7 o (%, y)

+| f(x, y)| Sin (o3 %, Y) =€ (X, Y)
(%, y) |

o, (X Y)

w(f.8) . w(f.9) o v
o,y Tmooyye o (VDY)

< Wz(f ,5) Smn(eOO; X, Y)_eoo(xi y)‘+ M Smn(eOO; X, Y) _eoo(xv y)|
o (%, Y)| CACRY) (%, y)
AU
|O'2(X, Y)|

yazilir.

eq—st,

Ayrica S, (€,) = €y(l;0;) oldugundan st,—lime, =0 olacak sekilde (glmn)

double say1 dizisi ve o,(X,Y) (|01(x, y)| >O) fonksiyonu vardir 6yle ki; V(X y) €l

i¢cin

52 {(m’ n) c NZ : Smn (eOO; X, y) _eOO (X1 y)| > g'mn} =0
o,(X, Y) |

olur.

eq—st,

Benzer sekilde; W,(f;5 ) — 0(l;0,) oldugundan st,—lime =0 olacak sekilde
(g"mn) double say1 dizisi ve o,(X,Y) (Jo,(x,¥)|>0) fonksiyonu vardir Gyle ki;

Y(x,Y) €l icin

54



W, (F3 )|
o, (X, y)

5, H(m, n) e N%:

olur.

Simdi (X,¥) €l icin, & =& +(M+2)¢

mn ! mn

=max{g &\ Ve

o (X, y) = max {|c7k (x,y):k=1, 2} olmak iizere asagidaki kiimeler tanimlansin:

{(m e :[Smfx D= Fy)| }
o(x,y) ")
{(m 0y e 1 | SmEiX VN =e (6 V)| }
o, (X, Y) "
_ o |we(F:8,)]
_{(m,n)eN o, (x y) mn}.

Buradan kolaylikla U cU, UU,oldugu gériiliir. Ayrica st,—lime =0 oldugu

aciktir. Buradan da

uj 2 ul_,
0<P-l -1l
<P-lim — <> P-lim - =0

oldugu goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi ise 4.3.9. Ornekteki pozitif lineer operatdrleri igin N=m alinarak yazilan (P, )

operatorleri igin istatistiksel relative equal yakinsaklik yardimiyla Voronovskaya-tipi

teoremi elde edilecektir.

4.3.11. Lemma: (B, ) Bernstein pozitif lineer operatérleri, tim (X, Y) € | =[0,1]x[0,1]

igin, €;(X,y) = X'yl ,i,j=0,1,2,34 olmak iizere;

n-)(n-2 3(n-1 1
Bnn(eOS;Xfy)z( |)'](2 )y3+ (n2 )y2+Fy1

w7002 5 30D

Bnn (630 ’ n2

X,
n2
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n-1)(n—-2)(n—-3 6(n-1)(n—-2 7(n-1 1
Bnn(904:><,y)=( )( : ) )y4Jr ( )3( )y3+ ( : )y2+_3y’
n n n n
B (e,:% ) = (n=1)(n —32)(n—3) Wy 6(n—1)3(n—2) N 7(n3—1) 2 +i3x
n n n n
seklindedir.

4312. Lemma: (x,y)el=[01]x[0,1] olsun. Bu durumda e(x,y)=xy’,

i,j=0,12,34 olmak iizere;

eq-st,
PRy ((u -x)"1x, y) 53¢ (x-12(1;0), (4.3.12.1)
ve
4 eq-st,
NP (=)' 3% ) > 3y*(y-1)7(1;0) (4.3.12.2)
dir.

Ispat: Oncelikle (4.3.12.1) ispatlansin. (4.3.12.2)’nin ispat1 benzer sekilde yapilir.
4.3.11. Lemmadan, X €[0,1] i¢in

1B ((U=3)" %, ¥ ) 3 (%, V) [0 X, ) — 28 (X, V) + € (x, y)]‘

=(n* (1+9,, (X, Y)) By, ((u -x)'x, y)—3e20(x. Y)[€20 (X, V) = 2€,5(X, y) + €55 (, y)]‘

= (3x“—6x3+3x2 8 e Ty +§j(1+ O (X, ))—(3%* —6X° +3x°)
n n" n n

26
<129, (X, ¥) +(1+g,,(x, y))F

eq—st,

yazilir. g, = g =0(l;0) oldugu igin;

26 ea-—st
n

129,, (%, ¥) +(1+9,,(x, ¥))— — 0(l;0)
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oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Son ifadeyi bir onceki esitsizlikte diisiiniirsek ispat

tamamlanir.

4.313. Teorem: (x,y)el=[01]x[01] ve f, f, f . f, f, eC() olsun. Bu

v xr Ty Txxo

durumda

eq-st,

(R (i)~ T} > 2= L+ -y)1, (o)

Ispat: (x,y)elve f f,f, f,f, f,eC(l) olsun. y fonksiyonu
F0- T00) - 00~ £,-3) = (£, =0 +26, @0 -y)+ T, -3’}

wt) = Ju=x*+ -y’
0 J(ut)=(xy)

(U, ) # (X, y)

seklinde tanmimlanirsa w(X,y)=0 ve w eC(l) oldugu goriilmektedir. f eC(l)

fonksiyonu i¢in Taylor formiiliinden;

fut)=fxy)+u-x"f +t-yf, +%{(u—x)2 fo +2U=X)t—y) f, +(t-y)*f, |

(U ) U —X)* +(t—y)*

elde edilir. P,, operatorii lineer oldugundan;

P.(fixy)=1(xy)A+g,(y)+ P, u-xxy)+f P t-yXYy)

+%{ fcPan ((U —X)%; %, y) +2 fy P (U=X)(—y); X, y)+ £, B, ((t— Y% y)}

+Ph (t//(u,t)\/(u -x)"+(t-y)*'; X, y)

yazilir. Buradan operatoriin 6zellikleri kullanilarak

(5%, 9) = £+ 6,06y + 28X (a2 1 vy -y, |
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R (w(u,t)\/(u =X+ ({t-y) X, y)
ve dolayisiyla

BT, )= 09} =g, (xy) + T2 2t o (y-y2,

+nP, (y/(u,t)\/(u -x)* -y X, Y)

elde edilir. Yukaridaki esitligin sagindaki son terime Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa;

[ (1w D=+ 3 x|

12

<(Pu (W W% y)) " (WP (=X + - y)ix.y))

2

:(Pnn (v u.t);x, y))ll2 {nZPnn (W-%"%x, y)+ n’P,, ((t —y)* X, y)}ll

oldugu goriilmektedir. A(u,t)=y’(u,t) denirse S(x,y)=0 ve SeC(l) oldugu

goriiliir. 4.3.10. Teorem’den

eq-st,

P (v (U)X, y) =P, (BUL:XY) > B(xy)=0(1;0)

elde edilir. Dolayisiyla 4.3.12. Lemma yardimiyla

eq-st,

P, (U V=0 + (=97 ix,y) = 0(1;0)

eq—st,

elde edilir. Ayrica ¢,,(X,¥) = g=0(l;0) oldugundan;

eq—st,

R ) - T} 5 X=X+ (=¥, }(150)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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