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ISTATISTIKSEL RELATIVE DUZGUN YAKINSAKLIK VE KOROVKIN TiPi
YAKLASIM TEOREMLERI

OZET

Tez c¢alismasinda istatistiksel ve istatistiksel A-toplanabilme yardimi ile iki

degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremleri incelenmistir.
Tez galigmasi dort boliim, sonug ve kaynaklar dizini kismindan olusmaktadir.

Birinci boliimde istatistiksel yakinsaklik ve Korovkin teoremi ile ilgili yapilmig

calismalarin tarihsel gelisimi verilmistir.

Ikinci boliimde istatistiksel yakinsaklik, double dizilerin yakisaklii, double
dizilerin istatistiksel yakinsakligi ve relative diizgiin yakinsaklik kavramlarina ait

bilgiler ile bunlara iligkin 6rnekler ve bazi sonuglar verilmistir.
Ucgiincii béliimde materyal ve kullanilacak yontemlerden bahsedilmistir.
Dordiincti boliim ise kendi iginde alt kisimlardan olugmaktadir.

Birinci kisminda pozitif lineer operatorler ile ilgili genel bilgiler verilmistir.
Ikinci kisimda ise klasik Korovkin teoremi yer verilmistir. Uciincii kisimda istatistiksel
yakinsaklik kullanilarak Korovkin tipi teorem ¢alisilmistir. Dordiincii kisimda ise
fonksiyon dizilerinin istatistiksel relative diizglin yakinsakligi tanitilarak, besinci
kisimda bu tanim kullanilarak Korovkin tipi teorem ¢aligilmigtir. Daha sonra bu teoremi
saglayan fakat klasik ve istatistiksel durumu saglamayan bir 6rnek incelenmistir.
Ayrica, altinct kisimda, istatistiksel relative diizgiin yakinsakligin mertebesi verilmistir.

Son kisimda ise double diziler i¢in istatistiksel relative diizglin yakinsaklik tanimi

kullanilarak R’ nin kompakt altkiimesi iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarm uzay:

tizerine Korovkin tipi teorem calisiimistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, pozitif lineer operatdr, Korovkin
tipi yaklagim teoremi, istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik, istatistiksel relative

diizgiin yakinsakligin mertebesi, double diziler.



STATISTICAL RELATIVE UNIFORM CONVERGENCE AND KOROVKIN
TYPE APPROXIMATION THEOREMS

ABSTRACT

In this thesis, korovkin type approximation theorems for two variable functions
via statistical and statistical A- summability is considered.

This study consist of forth chapter with results and reference section

In the first chapter, the historical development and significant works of statical

convergence and Korovkin theorem is considered.

In the second chapter, the concepts of statistical convergence, convergence of
double sequence, statistical convergence of double sequence and relatively uniform
convergence are described, Some examples and results which ara related these concepts

are given.
In the third chapter, material and methods are mentioned.
In the forth chapter fourth part consists of the lower parts in itself

In the first part, general informations about positive linear operators is given. In the
second part, the classical Korovkin theorem is examined. In the third part, Korovkin
type theorem is studied by using statistical convergence.In the fourth section, statistical
relatively uniform convergence of function sequences has introduced and the fifth
section, Korovkin type theorem has studied by using this definitions. Then,a sample
which provides this theorem but does not provide the classical and statistical state is
examined. In addition, in the sixth part, the order of the statistical relatively uniform

convergence is given.In the last part, Korovkin-type approximation theorem has

studiedon the all continuous functions defined on a compact subset of R* by using the

concept of statistical relatively uniform convergence for double sequences.

Keywords: Statictical convergence, positive linear operator, Korovkin-type
approximation theorem, statistical relatively uniform convergence, rates of statistical

relatively uniform convergence, double sequences.
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SEMBOLLER VE KISALTMLAR LISTESI

|A| : A kiimesinin eleman sayist

0 : Yogunluk fonksiyonu

O, : A-yogunluk fonksiyonu

c : Yakinsak diziler uzay1

S : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

B [a, b] : [a, b] araligi lizerindeki siirli fonksiyonlarin uzayi
||||B : B[a, b] uzayinin aligilmig supremum normu

C [a, b] : [a, b] aralig1 tizerindeki siirekli fonksiyonlarin uzayi

|||| Clan) : C [a, b] uzayinin aligilmig supremum normu

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

A : A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
C, : Cesaro matrisi

w(f;06) . f fonksiyonunun siireklilik modiilii



1.GIRiS
Steinhaus ve Fast,1951 yilinda reel say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik

kavramini tanimladiktan sonra, bu tanimin birgok genellemesi ve uygulamasi

arastirilmaktadir.

(Ah) , A, :C[a,b] - C[a,b] taniml1 pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olmak
iizere,1960 yilinda Korovkin x',i=0,1,2 test fonksiyonlarmni kullanarak (A1 (f ))

dizisinin bir f fonksiyonuna yaklasimi problemini incelemistir.

Daha sonra 2002 yilinda yakinsakliktan daha kuvvetli olan istatistiksel
yakinsaklik tanimi yardimi ile, Gadjiev ve Orhan Korovkin tipi yaklagim teoremini
ispatlamis ve daha gii¢lii sonuclar elde etmislerdir. Ayrica, istatistiksel yakinsaklik, A-
istatistiksel yakinsaklik, A-toplanabilme siiregleri, es-istatistiksel yakinsaklik, relative
diizgiin yakinsaklik gibi yakinsaklik cesitleri yardimi ile Korovkin tipi teorem, yaklasim
teorisinde arastirilmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002; Erkus ve ark., 2006, Karakus ve ark.
2008, Yilmaz ve ark. 2016). Bdylece, bu verilen teoremlerin Korovkin tarafindan
verilen teoremden daha giiglii oldugunu gosteren sonuglar elde edilmistir.

Diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli olan relative diizgiin yakinsaklik 1919
yilinda E. W. Chittenden tarafindan tanimlandi.

Bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak yogunluk kavrami tanitilacak ve bu kavram
yardimiyla istatistiksel yakinsaklik tanimi verilecektir. Daha sonra klasik Korovkin
teoremi tanitilip, bu teoremin Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan verilen istatistiksel
benzeri verilecektir.

Demirci ve Orhan (2016) tarafindan tanimlanan istatistiksel relative diizgiin
yakinsaklik kavrami kullanilarak reel sayilarin kompakt bir alt kiimesi lizerinde taniml
fonksiyonlarin uzay: lizerinde, istatistiksel Korovkin tipi teoremin Demirci ve Orhan
(2016) tarafindan calisilan istatistiksel benzeri verilecektir. Son boliimde double diziler
icin istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik tanimi kullanilarak Korovkin tipi teorem

verilecektir.



2.GENEL BIiLGILER

2.1. istatistiksel Yakinsakhk:
N dogal sayilar kiimesi, AcNve A :={k<n:keA} olsun. A kiimesinin elaman

sayisi |A1| ile gosterilsin.
2.1.1.Tanim: A c Nigin

lim w limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin “yogunlugu” denir ve o (A)
n—oo n

ile gosterilir (Niven ve Zuckerman,1980).

Ayrica Niven ve Zuckerman yogunluk kavrami igin asagidaki karakterizasyonu

verdiler.

Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi (Xn) ve K= {Xn ‘neN } olsun. Eger K

kiimesi yogunluga sahip ise

5(K)= lim2L dir. ( Niven ve Zuckerman,1980).

n—o ¥
n

Bu tanim kullanilarak; 5(N) =1, 5({n2 ‘ne N}) =0, ve
5({2n:neN})=5({2n+1:neN})= % oldugu kolayhkla goriilebilir. Ayrica bir A
kiimesi yogunluga sahip ise, bu durumda & (N\ A) =1-¢6 ( A) :

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavrami verilsin:

2.1.2. Tanim: X = (Xk) reel (ya da kompleks)terimli bir dizi olsun. Eger her &£ >0 i¢in

5({k e N:|x, —L|Zg})=001acak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x dizisi L

sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve bu durum

st—limx=L

seklinde gosterilir (Fast, 1951).



Simdi Fridy tarafindan yapilan karakterizasyon verilsin:
2.1.3. Teorem: x=(x,) dizisi verilsin.st—limx =L olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

) ({nk :keN})zl ve i!im X, =L olacak sekilde en az bir (Xnk) yakinsak alt dizisi

vardir (Fridy,1985).

Yani, 1 yogunluklu indis kiimesi tlizerinde (veya O yogunluklu indis kiimesi
disinda) x dizisi L sayisina klasik anlamda yakinsak bir alt diziye sahip ise, x dizisi L

sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

2.1.4. Ornek: x=(x,) dizisinin genel terimi

Lk=n?
X =4 n=1,23,.
0,k=n

olsun. K :{kz:keN} olarak segilirse §(K)=0 olup 6(N\K)=1 oldugu goriiliir.

Ayrica,

(%, )=(0,0,..) >0,(n, e(N\K) ,keN)
oldugundan st—limx, =0 bulunur.

Ayrica bilindigi tizere “Yakinsak her dizi sinirlidir” fakat “istatistiksel yakinsak

dizilerin sinirh olmasi gerekmez”. Simdi buna bir 6rnek verelim.

2.1.5. Ornek: Genel terimi

2
x =1 K=" mo123.
0,k=m

seklinde tanimlanan x =(X,) dizisi i¢in St—limx, =0 olmasina ragmen bu dizi iistten

sinirsizdir.

Tanim ve teoremden anlasilacagi lizere, eger x dizisi L sayisina istatistiksel
yakinsak ise, L sayisinin herhangi bir £ >0 komsulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta
terimi bulunurken bu komsulugun disinda, indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak

kosulu ile yine diziye ait sonsuz coklukta terim bulunabilir. Bu ise, istatistiksel



yakinsakligin klasik anlamda yakinsakliktan daha genel oldugunu gosterir. Boylece
yakinsak diziler uzayini ¢ ile istatistiksel yakinsak diziler uzayini da S ile gosterecek
olursak, ccS oldugu agiktir. Yani yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Yukaridaki 6rneklerden de anlasilacagi gibi tersi dogru degildir.

Klasik anlamda yakinsaklik metodunun lineer oldugunu biliyoruz. Asagidaki

teorem istatistiksel yakinsaklik metodunun lineer oldugunu gosterir.

2.1.6. Teorem: st—limx=L, , st—limy=L, ve @ €R olsun. Bu durumda;
(i)st—lim(x+y)=L +L,

(ii)st—limax=al,

saglanir (Fast,1951).

2.2.DoubleDizilerin Pringsheim Anlaminda Yakinsakhgi

1900 yilinda double dizilerin yakinsakligi ilk olarak Pringsheim tarafindan

tanimlandi.

2.2.1. Tamm: x=(X,,) reel terimli bir double dizi olsun. X dizisinin | sayisina

Pringsheim anlaminda yakinsak (P-yakinsak) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

&>0 veher mn>N igin |an —|| <& olacak sekilde en az bir N=N(&)eN sayisinm
var olmasidir. Buradaki | sayis1 x dizisinin P-limiti olarak adlandirilir ve bu durum,
P—limx =1 ile gosterilir (Pringsheim, 1900).

2.2.2. Tanmm: Xz(xmn) reel terimli bir double dizi olsun. Tim (m,n)eNZ i¢in

|| < K olacak sekilde bir K >0 sayisi var ise X dizisine simrhidir denir (Pringsheim,

1900).

Bilindigi gibi yakinsak her dizi siirlidir fakat P-yakinsak double dizilerin sinirlt

olmasi gerekmez.



Ornegin, genel terimi

« - m, n=1
e 0, diger durumlarda,
olacak sekilde X=(X,,) dizisini tammlansin. P—limx=0 oldugu kolaylikla
gorilebilir fakat bu dizi sinirh degildir.
2.3. Double Dizilerin Istatistiksel Yakinsakhg

2003 yilinda Mursaleen ve Edely, double diziler igin istatistiksel yakinsaklik

kavramini tanitti. Simdi bu tanim1 vermeden 6nce yogunluk kavramini hatirlatalim.
AcN?=NxN ve A, ={j<mk=<n:(jk)eA} olsun.

2.3.1. Tamm: N?nin bir A alt kiimesi i¢in

[Awl

P—lim—= limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin “yogunlugu” denir ve
mn - mn

52 {A} ile gdsterilir (Mursaleen ve Edely, 2003).
Ornegin; &2{N?}=1, & {(mz, n?):m,ne N} =0 oldugu kolaylikla gbriilebilir.
Ayrica; 67 {A} ve &° {N 2\ A} yogunluklarindan biri mevcut ise, bu durumda

8% {N’\ A} =1-5%{ A} olacaktir (Mursaleen ve Edely, 2003; Moricz, 2003).

2.3.2. Tanim: X = (an) reel terimli bir double dizi olsun. Eger her € >0 i¢in
5 {(m,n)eN2 !X —I|25} =0

olacak sekilde bir | sayis1 varsa x dizisi | sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve

st? —limx =1 ile gésterilir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Simdi double dizilerin istatistiksel yakinsaklik kavrami i¢in asagidaki

karakterizasyonu hatirlatalim.



2.3.3. Teorem x =( x,,, ) double dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmas i¢in

gerekli ve yeterli kosul 6 (K ) =1ve P - j,Ilj—rQo X; = L olacak sekilde
(j,k)EK

K= {( J, k): J,ke N} —N? alt kiimesinin olmasidir. (Mursaleen ve Edely, 2003).

2.4. Relative Diizgiin Yakinsakhik
Simdi 1919 yilinda Chittenden tarafindan verilen relative diizgiin yakinsaklik

kavramini verelim.

2.4.1. Tamm: (f ), I =(a<x<b) araliginda tanimlanan fonksiyon dizisi ve o(X)

scale fonksiyonu olmak iizere V& >0 igin n_ tamsayisi var > ¥n>n_ i¢in

|, (x)— f(x)|<&|o(x),
olacak sekilde o(x) fonksiyonu varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna “relative diizgiin
yakinsaktir” denir (Chittenden, 1919).

Diizgiin yakinsama, scale fonksiyonunun sifir olmayan sabit say1 oldugu relative
diizgiin yakinsamanin 6zel bir halidir.

Relative diizgiin yakinsakligin diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu

gosteren bir 6rnek verelim.

2.4.2. Ornek: VneNigin f :[0,1] >R dizisi

—,x=0
f, (X)=1nx
0,x=0
1
. e ot — ,0<x<1 .
ile tanimlansin. Bu dizi diizgiin yakinsak degildir fakat o (x)=1 x ile
1 ,x=0

taniml1 scale fonksiyonu ile f =0 fonksiyonuna relative diizgiin yakinsaktir.



3.MATERYAL VE YONTEMLER

Bulgular boliimiinde, ilk olarak istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimi ile

Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan verilen Korovkin tipi yaklagim teoremi ¢alisilmistir.

Bu bolimde Demirci ve Orhan (2016) ¢alismasindaki yontemler kullanilarak
istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik kavrami yardimu ile, reel sayilarin bir kompakt
kiime iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzayi {lizerinde Korovkin tipi yaklasim

teoremi ¢alisildi.

Bu boliimde son olarak double diziler i¢in Okgu Sahin ve Dirik (2017) tarafindan
verilen istatistiksel relative diizglin yakinsaklik kavrami yardimi ile iki boyutlu reel
sayilar kiimesinin bir kompakt kiimesi lizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzayi

tizerinde Korovkin tipi yaklagim teoremi ¢alisildi.



4 BULGULAR

4.1. Pozitif Lineer Operatorler:

Ik olarak gerekli olan bazi fonksiyon uzaylarini tanitalim.
X reel sayilarin kompakt alt kiimesi olsun.

C(X) Uzayr: X iizerinde tanimli, reel degerli ve tiim siirekli fonksiyonlarin uzayidir.

f eC(X)igin | = max f(x)‘ alistlmis maksimum normu ile birlikte C(X) bir

[ Fllege, =ma

Banach uzayidir.

B(X) Uzayr: X araligi tizerinde tanimli reel degerli tiim siirh fonksiyonlarin uzayidir.

Ayrica | f|, =Sup|f (x)| normu ile B(X) uzay1 bir Banach uzayi olup bu norma gore
xeX

yakinsaklik, diizgiin yakinsakliktir.

X, ve X, iki reel degerli fonksiyon uzay1 olsun.

4.1.1 Tamm: : Eger X, den alinmis herhangi bir f fonksiyonuna X, de bir ve yalniz bir
g fonksiyonu karsilik getiren bir T kurali varsa bu takdirde “ X uzaymda bir operator

tanimlanmistir” denir ve bu durum

9(x)=T(f(1)ix)

seklinde gosterilir.

Burada T ( f (t); X) yerine kisacaT ( f; X) yazilacaktir.

X, uzayma T operatriiniin “tamm kiimesi” denir ve D(T) ile gosterilir. Ayrica

R(T)= {g T(f;x)=9(x),feD(T )} kiimesine de T operatdriiniin deger kiimesi

denir. R(T) < X, dir.



Eger X uzayi lineer uzay ise lineer operatoriin tanimi verilebilir:

4.1.2.Tammm: X, uzaymndag,ve g, herhangi iki fonksiyon ve her x, herk,, k, € Ri¢inT
operatdrii; T (K., +K,0,;X) =KT (9,;X)+K,T (9,;x) kosulunu sagliyorsa bu takdirde T
operatoriine “lineer operator” denir. Tanimdan da goriilebilecegi gibi T lineer operatorii
igin T (0;x)=0o0lur.

Simdi lineer operatorler iginde ¢ok dnemli bir sinif olan pozitif lineer operatorler
verilsin:
4.1.3.Tamm: X; ={f eX,:f(x)20} , X; ={geX,:g(x)=0} olsun. T operatérii
X, uzayinda tanimlanmis olsun. Eger T operatorii X,” kiimesindeki herhangi bir f

fonksiyonunu X, daki pozitif bir fonksiyona donistiiriiyor ise o taktirde T operatoriine

“pozitif lineer operatdr ““ denir.

T pozitif lineer operatdrii igin TX,” = X, saglamir. Yani f (x)>0 oldugunda

T ( f; X) >0 olur. Pozitif lineer operatorlerin monoton oldugu kolaylikla goriilebilir.

Ornegin; of :C[O,l] - B[O,l] ve f eC[O,l] olmak uizere

sk(f;x):ekxif(ﬂ)@ xelo]
~ \k/) n!
kX n
ile tanimlanan Szasz operatorii ( n') >0 ve e >0 oldugundan pozitif lineer bir

operatordiir.
4.2. Korovkin Teoremi

1960 yilinda Korovkin [a,b] araligr tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar

uzayinda tanimli pozitif lineer operatorler igin (Ln ( f;X)) dizisinin f fonksiyonuna

yakinsamasi problemini incelemistir.



Simdi klasik Korovkin teoremini verelim.

4.2.1. Teorem: Eger (Ln) , L, :C[a,b] - B[a, b] pozitif lineer operatorler dizisi [a,b]

araliginda n — oo igin

L (zx)-1 -0 )
|, (t:x)-x|—0 )
L (tz;x)—xzu—>0 ®)

kosullarini gergekliyorsa o takdirde herhangi bir f €eC [a, b] fonksiyonu ve n — oo igin
L, (F:%)- 1 (x)] >0

saglanir (Korovkin, 1960).

Ispat: f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugu icin yle bir M pozitif sayis1 bulabiliriz
kivx e[a,b] i¢in

[f(x)|<M )
saglanir. f eC[a,b] oldugundan V& >0 igin 36 >0 bulabiliriz ki te(—oo,oo) ve
x €[a,b] i¢in |t—X| <& oldugunda

[f(t)-f(x)<e (5)
olur. x,te [a, b] oldugunda (5) esitsizligi f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli
oldugundan saglanir. x € [a,b],t ¢[a,b]oldugunda ise (5) esitsizligi f fonksiyonu a ve
b noktalarindan sirasiyla soldan ve sagdan siirekli oldugu i¢in gerceklenir.

(4) ve (5) esitsizliklerinden dolay: tiim t € (—o0,00) ve x [a,b] i¢in
\f(t)—f(x)\<g+25—'\f(t—x)2 (6)

esitsizligi gerceklenir. Ciinkil |t—X|<5 oldugunda (6) esitsizligi (5) esitsizliginden

2M
dolay1 2 (t - X)2 ifadesi pozitif oldugu i¢in saglanir.

10



(t=x)’

|t — X| > ¢ oldugunda ise 52

Bu durumda & >0 oldugu igin (4) esitsizliginden (6) esitsizligi elde edilir.

<

Diger taraftan
L (1= £ 00 (F(00)~L (1 (00) L, (£ ()= 1 ()|
=L (F ()= f(x);x)+ f(x)(L, (L x —1)”
< Ln(f(t)—f(x);x)‘+|f(x) L, (Lx)-1]
(

L (| (&)= £ O0fsx)|+ 171

esitsizligi mevcuttur.

Simdi birinci terime bakarsak (6) esitsizliginden

L, (| f(t)- f (x)];x)< Ln(g+25—l\f(t—x)2;xj
=el, (1 x)+25—'\£I L, ((t—x)z;x)
=el, (1;x)+25—'\£I L, (t2—2tx+x2;x)
=e+e(L, (L x)_1)+25_'\f(|_n (tz;x)—xz)
—ZX?(LH (t;x)—x)+x —(Ln (1 x)—l)

elde ederiz. Buradan x e [a, b] tizerinden supremum alirsak

L, (t;x)-x|+C,

L, (tz;x)—XZHJrC2

L (1 f (-1 (:x)|<c,

L, (Lx)-1|+e&

2M
>1 olacagindan ?(t — X)2 >2M esitsizligi saglanir.

(7)

dolay1

bulunur. & keyfi oldugundan ve (1), (2), (3) kosullari saglandigindan n — oo igin

NGIGRRIEIEY R
dir. Bu sonug ve (7) esitsizliginden yararlanirsak

Ln(f;x)—f(x)H—>O

olur. Buda ispat1 tamamlar.
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Simdi 4.2.1. Teoreminin kosullarini saglayan bir 6rnek verelim.

S, :C[O,l] — B[O,l] vef e C[O,l] olmak tizere

S ( f;x):e‘kxg f (E)(k:—')n , xe[0,1]

ile tanimlanan Szasz operatoriinii alalim. Buradan

© (kx)"
S, (l; X) = ekxzq =e e =1 olup (1) kosulu saglanir.

olup (2) kosulu saglanir.

n=0 n'
=g “xe™ = x
2 —kx S n2 kx)n
Sk(t x):e Z,;,k_T
_ ke wﬂ(kx)n_l
-° X;k(n—l)!
-1 x & (k) ]
=é X; " (n—l)!+e an_;‘(n—l)! olup (3) kosulu saglanir

O halde k — w0 i¢in
lim||s, (L x)-1|=0

k—o0

lim||S, (t;x)—x| =0

k—o0

i, (¢5¢) -] -0

Oldugundan Korovkin teoremin kosullari saglanir. Dolayisiyla her f €C [0,1] icin

|!i_r>2HSk (f;x)—f (X)H =0 gergeklenir.
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4.3.istatistiksel Korovkin Tipi Teorem

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanilarak bir Korovkin tipi

yaklasim teoremi ispatlayacagiz.

4.3.1. Teorem: Eger A :C[a,b] - B[a,b] tammli (A, ) pozitif lineer operatdrler dizisi

icin

st—tim|A, ()1 =0 ®
st-lim||A, (t;x)-x| =0 ©)
st—limHA](tz;x)—XZH:O (10)

n—o0o

kosullarmni saghyor ise herhangi bir f eC[a,b] fonksiyonu i¢in
st—lim||A, (f;x)-f (x)|=0 (11)

dir (Gadijev ve Orhan , 2002).

Ispat: f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan &yle bir K pozitif sayis1 bulabiliriz
ki tim x ve tler igin ‘f(x)—f(t)‘SZK yazabiliriz. Ayrica f ,[a,b] araliginda
stirekli oldugundan her &£ >0 sayisi, tim x ve tler i¢in |t —X| <0 oldugunda

|f (t)—f (x)| < g dir. Bu yiizden tiim t € (—o0,0) ve tiim X €[a,b] i¢in § sabit reel say1

olmak {iizere ‘f (x)—f (t)‘é€+25—f(t—x)2 elde ederiz. Ayrica A, pozitif ve lineer

oldugundan
A ()= 1) = A, (f (1)~ F(x):x)+ f ()(A (1x)-1)

yazabiliriz ve boylece her £ >0 i¢in ¢ =max {|a| , |b|} olmak iizere

~t

A, () T O], (£ (0 £ ()30 £ (x)(A, (1))
<[ (£ (0= £ )| (1A @)

13



<[l (1t @£ )+ KA 0]
2
— A (e5x)+ 23 A (=) x)
<l (s0)-dh 25 A (50) -] + el (504

+2_Kczu/sh 1) -1+ K |A (LX)-1]+

+KHA1 (1 x) ]ﬂ

KA, (Lx)-Y

K, = max {g +K+ % c?, % c} olacak sekilde segersek
o o

A (£~ £ () <K, {3 -2+ A, (65) -] +|A, (£:%) -]+

bulunur. Son esitsizlik gdsteriyor ki £ > ¢ olacak sekilde herhangi bir £'>0 igin

(<N A (Fx)=F ()22 f < {n<N:|A (LX) -1 +[A (6x) -]
(-2

olup

{n<NeA, (0= F ()2 | <[n< N[, (Lx) -2+ A (t:x) -]
N e

elde ederiz. Simdi

M:={n:M(rx>—#\+HMt;x)—xH+Hﬂ(tz:x)— 2‘}‘8}

= () 4= |

. . . _ g'_g
Mz._{n.wt,x) | 3Kl}
MS::{n:HAj(tz;x)— 2 283;18}

yazalim. Buradan M < M, UM, UM, oldugu kolayca goriilebilir.
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Jfrengateel- 42

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafini 1 ile garpip N — oo igin limit alinirsa (8) , (9) ve
n

(11) kosullarindan Iiml {n <N H'Ah ( f;X)— f (X)H > 8}‘ =0

n—o n

bulunur. Dolayistyla st—lim| A, (f;x)— f (x)| =0 elde edilir.

3 k(N ne
Bilindigi gibi B,(f;x)=)_f [_)(k] xX (1-x) “ 0<x<1 ile tanimlanan Bernstein

k=0 \N

polinomlar dizisi klasik Korovkin tipi teoremin kosullarini saglar. O halde istatistiksel
Korovkin tipi teoremin kosullarini da saglar.

Simdi istatistiksel Korovkin tipi teoreminin kosullarin1 saglayan fakat klasik
Korovkin tipi teoremin kosullarini saglamayan pozitif lineer operatdrler dizisine bir

ornek verelim.

4.3.2.0rnek: (B, ),Bernstein polinomlari ve (¢, ) dizisi de

1n=k?
=7 , k=123,...
2 {O,n;«rsk2

seklinde tammlansin. (¢, ) dizisi sinurli iraksak bir dizi olup st—limg, =0dur.
Simdi T, :C[0,1] — B[0,1] olmak iizere
T.(f;x)=(1+¢,)B,(f;x)
seklinde tammli (T,) dizisini goz oniine alalim.
Bilindigi gibi ;
2

X=X
n

dir.

B,(Lx)=1, B,(tx)=x, B, (t*x)=x"+

15



(Tn ) dizisinin istatistiksel Korovkin tipi teoremin kosullarini sagladigini gosterelim.
(i) T, (:L X)_l” -
st— Ilm ¢ =0 oldugundan st

(i)

T, (Lx)—1 = sup [(1+4¢,)—1 = sup 4, = ¢, bulunur.
0 ] xe 0,1 Xe O,l

(LX) ]ﬂ 0 elde edilir.

(%) xH

T, (t;X) x‘_ sup‘ (1+4,)x—x= sup X = ¢ sup x bulunur.
xe[0.] xe[0,1]

[O 1] ve St—llm¢ =0 oldugundan st

T, (t;X) XH 0 elde edilir.

2 2
X — X X —X
+| X2+ é,
n n

_y2 _y2
SSUpX X +supx2¢n+sup(X XJ%

xf0] N x€[01] x€[0]

(t X XH

(tz;x)—xz‘z sup

Xe[O,l]

(iii)

XeOl]

1 1
=—+¢ +—
an Tt

bulunur.

st—limg, =0ve St—Ilmi—Ooldugundan st

nN—o0 n—o0 n n—o0

(t x - X H_O olur.

Istatistiksel Korovkin tipi teoreminden dolayr st

T, (f:x) H_O elde edilir.

Diger taraftan T (Lx)-1=¢, ve (¢,) dizisi iraksak oldugundan n-—>oo igin

(ZLX 1|| A0 olup klasik Korovkin tipi teoremin sarti saglanmaz ve

||Tn (f;x)—f (x)” 40 olur bu ise iddiay1 ispatlar.
4.4. Fonksiyon Dizilerinin Istatistiksel Relative Diizgiin Yakinsaklig
Kabul edelim ki f, f, eC(X), neN olsun.

4.4.1.Tanmm: Her £ >0 ve her bir xe X i¢in
S({n:]f, ()= f (x)|=&}) =0

Kosulu gercekleniyorsa yani St

2 (X)— f(x)|=0ise bu durumda (f,) dizisi f

n—o0
fonksiyonuna X lizerinde “istatistiksel noktasal yakinsaktir” denir.Bu durum

f, — f (istatistiksel) ile gosterilir (Duman ve Orhan,2004).
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4.4.2.Tanmm: Her £ >0 icin
s({n:[|f,—f|z¢})=0
Kosulu gercekleniyorsa yani St—r|1im|| f,— f||=0 ise bu durumda (f,) dizisi f

fonksiyonuna X  {izerinde  “istatistiksel — diizgin = yakinsaktir”  denir ve

f, = f (istatistiksel) ile gosterilir (Duman ve Orhan,2004).
Simdi istatistiksel relative diizgiin yakinsaklik tanimini verelim.

4.4.3.Tammm: o (x) scale fonksiyonu ,|o-(x)| >0 olmak iizere her & >0 icin

5Hn:supM 25}]_0

a(x)
kosulugergekleniyorsa bu durumda ( f,) dizisi f:X —R fonksiyonuna X iizerinde

“istatistiksel relative diizgiin yakinsaktir” denir.

Bu durum st— f, = f (x;0) seklinde gosterilir (Demirci ve Orhan, 2016).

Asagidaki Lemma yukaridaki tanimlar kullanilarak kolayca goriilebilir.

4441 emma: X iizerinde f, = f ise f, = f(istatistiksel) ise st—f, = f (x;0)

olur(Demirci ve Orhan, 2016).
Simdi bu Lemma’ nin karsitinin her zaman dogru olmadigini gosteren birkag

ornek verelim.

4.4.5.0rnek: VneNigin g,:[0,1] >R olmak iizere

9. (X)

seklinde tamimlansin. (g, ) dizisi g =0 fonksiyonuna diizgiin yakimsak degildir fakat

20X
1+n°x?

. ,0<x<1 . e :
(T(X) =9X scale fonksiyonu ile istatistiksel relative diizgiin yakinsaktir.
1

, x=0

Yani st—g, = g=0([0,1];5)dir.
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4.4.6.0rnek: VneNigin f :[0,1] >R olmak iizere
f.(x)=n*%(1-x)"

seklinde tanimlansin. ( f, ) dizisi f =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir fakat

i,0<xsl , e e
(T(X) =:x° scale fonksiyonu ile istatistiksel relative diizgiin yakinsaktir.

1, x=0

Yani st—f = f =0 ([O,l];a)dir.
4.5 Istatistiksel Relative Diizgiin Yakinsak Korovkin Tipi Teorem

4.5.1.Teorem: ( e, ), L, :C ( X ) —C ( X ) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Her
feC ( X ) igin, X tizerinde
st—L,(f)=f (X;0) (12)

olmas igin gerek ve yeter sart
st—L,(e)=e (X;0;) ,i=012 (13)
o(x)= max{‘ai (x)‘ i=0,1, 2} , |<yi (x)| > 0dir(Demirci ve Orhan, 2016).

Ispat: ¢ (i=0,12) fonksiyonu C(X) uzayma ait oldugundan (12)=(13)
gergeklenir. Tersine st—L, (e ) =g (X;o;) olsun.xe X sabitve f eC(X) olsun.

X iizerinde f fonksiyonunun siirekliligi ile |f(x)|<K yazabiliriz. Bu nedenle
| (u)—f(x)<2K

olur.Ayrica f eC(X) oldugundan Ve>0 igin |u—X <& kosulunu saglayan her

ue X igin ‘ f(u)-f (X)‘ < & olacak sekilde bir § >0 sayis1 vardir.

(u—x)
52

u-x>6 = >1 olup tim durumlar i¢in ¢(u) =(u—x)2 olmak iizere

‘f (u)—f (X)‘ < 8+25—|§(0(u) yazilir. Yani,

e 2K ()< F(U)- F(x) < e+ 2 ()
o o
olmasidir. Buradan, L, pozitif lineer operatdr oldugundan
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2K

L (eo;x)(—g—?go(u)j <L, (e 0)(F (u)— f (x)) <L, (eo;x)(8+25—|§(0(u)j
bulunur. Boylece

2K : : : s 2K :
—eL, (& x)—? L, (@ x) <L, (f;x)—f (X)L, (e %) <eL, (eo,x)+? L, (@;x) (14)
yazilir. Ayrica

L, (f;x)= () =L, (F:x)= F (X)L, (6 X)+ F (X)L, (8;%) =  (x)
=[ L, (f;x)= F (X)L, (%) ]+ f (X)[ L, (& X) & (X) ] (15)

dir. (14) ve (15) i kullanarak

Ln(f;x)—f(x)<gLn(eo;x)+2§—f{[Ln(ez;x)—ez(x)]—Zx[Ln(el;x)—el(x)}
+X2[ L, (e %) - e(x)]} (x)[ L, (e ) — €, (x) ]
=¢[ L, (e x) ]+g+—{[L (e x)—e,(x)]

—2x[L & X)— e (X) X[ L, (i X) —€ (x) ]}
(})[ L, (e %) — €y (x) ]

yazabiliriz. Buradan

2K 4K 2K
L (f)-f (x)\sﬁ(ﬁ K +?||e0||)‘Ln (e0) -+ e )+ 251, ()<

<e+M {‘Ln (&) —&|+|L, (el)—el‘+‘Ln(e2)—e2‘}

olup M = 5+K+ (||e ||+2||e ||+1) dir. |a | boliip, Xe X iizerinden supremum

alirsak

Ln(ez;x)_ez(x)%} (16)



elde edilir. Burada o (x) =max{o; (x)|:i=0.12} , |o;(x)| > Odir.

Simdi verilmis bir r >0 i¢in & >0 seg¢ilsin dyle ki SupT)‘ <rolsun.
xeX [O( X

Rn(x,r):z{kSn:sup -

xeX

ve
r—sup——
R, (x.r)=1k<n:sup 2 (8:%) =8 (X |2 (%) ,1=0,1,2
' xeX O-I(X) ‘ 3M

2
kiimelerini alalim. (16) esitsizliginden R, (x,r)<| JR,,(x.r) ve

i=0

§(R,(x.r))<

S(R,(xr))

bulunur. Buradan (13) kullanilarak st—L, (f)=f (X;o) yazilir. Boylece ispat

2
i=0

tamamlanir.
Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi sonug¢lardan daha kuvvetli

oldugu bir 6rnekle gosterilsin.

4.5.2.0rnek: C[0,1]iizerinde B, ( f;x) klasik Bernstein polinomlar: ve

9. (X)

P.(f;x)= (1+ g, (X)) B, (f;x)olsun. (P, ) pozitif lineer operatorlerin bir dizisidir ve

2nx

= olmak {izere, X € [O,l], fe C[O,l] icin

2

B,(Lx)=1, B, (t;x)=x, Bn(tz;x)=x2+x X

oldugundan
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1,O< x<1
X

elde edilir .o (x) = olmak iizere st—g, = g =0 ([0,1];05) oldugundan

1x=0
st—P,(e)=e([0,1];c) , i=0,1,2 bulunur.
Buradan 4.5.1.Teorem’ den Vf €C[0,1] i¢in st—P,(f)=f ([O,l];a) bulunur.
(gn) , [0,1] iizerinde g =0 fonksiyonuna istatistiksel diizglin yakinsak olmadigindan
(Pn ) pozitif lineer operatorler dizisi istatistiksel Korovkin tipi teoremi saglamaz.

Yine (gn) : [0,1] iizerinde g =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmadigindan (P)

n

pozitif lineer operatorler dizisi klasik Korovkin tipi teoremi de saglamaz.
4.6.Istatistiksel Relative Diizgiin Yakinsakligin Mertebesi

Once istatistiksel yakinsakligin mertebesini hatirlayalim.
4.6.1.Tanmm: Ve >0 icin

{k<n:le, —L=&}]
n”’

lim =0 ise a=(e) sayr dizisi 0<fB <1 mertebesi ile L
n
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.Bu durum ak—LZSt—O(k_ﬂ ) , kK—>oo ile

gosterilir(Gadjiev ve Orhan, 2002).

4.6.2.Tanim: Ve >0igin

fi ()= (x)
o (x)

Ilgn o =0

k<n:sup >

ise (f,) dizisi S (0,1) mertebesi ile f fonksiyonuna istatistiksel relatively diizgiin
yakimsaktir denir.Bu durum st—(f, —f)= o(n’ﬂ ) (X;0) ile gosterilir(Demirci ve

Orhan, 2016).
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4.6.3.Lemma: C(X) uzaymn iki fonksiyon dizisi ( f,) ve (g,) olsun. X iizerinde
st—(f,—f)=o(n")(X;o,) ve st—(g,—g)=0(n") (X;0,)
olsun.|o; (x)[ >0, i=0,1 ve B=min{f,, f} olmak iizere.

(i) st—(f,+g,)-(f+g)=0(n") (X;max{|e; (x);i=0.1}},

(i) st—(f,~ )(g,~9)=0(n") (Xioy(x)e(x)) ,

(iii) st—(A(f, = f))=0(n")(X;0(x)) , 2R

(V) st— [T, = f]=o(n ) (X: o, (x))

kosullar1 gergeklenir. (Demirci ve Orhan, 2016).

Ispat:
(i) X iizerinde st—(f,—f)=o0(n")(X;o,)vest—(g,~g)=0(n"*)(X;o;) olsun.

}

Ve>0vexe X igin

(fe+9)(x)~(f +9)(x)

v, (x¢€)=

{ksn:sup

xeX

X, €)= <n:su M
Vo 6 {k‘ x| o(x)

\V4
N | ™
%K_J

v (X &)= {k <n :sup o (%)

(@]

=
—~~

>
N—

[

(@]
—

>
i

v
N | ™
%,_/

kiumeleri belirlensin.
Burada o (x)= max{‘ai (x))si= O,l}dir.
Buradan |(f, +g,)(X)—(f+g)(x)|<|f, (x)— f (x)|+|g, (x)—g(x)| oldugundan

Vo (X&) _Von(X8)  ¥in(X8)

I N e elde edilir.
B=min{,, B} oldugundan
v (%.8) o (%) Y (x2) olur.

nl_ﬂ - n17ﬁ0 nl_ﬂl

Boylece n — oo i¢in limit alarak ve hipotezden
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v, (X ¢€)

e 0 olup ispat tamamlanur.

lim
n

Diger kosullar benzer sekilde gosterilir.

Simdi stireklilik modiilii kavramini hatirlatalim:

f eC(X) ve f fonksiyonun siireklilik modiili ( ;&)= sup | (y)- f(x)|
X, yeX
ly—X|<6

seklinde tanimlidir.

Ayricax,ye X ,0>0,c>0ve [C] , ¢’nin tam kismini1 gostermek {izere

(i) o(f;c6)<(1+[c])o(f;0)

(i)|f (y)— f (x)|< o f;]y—x|) esitsizlikleri mevcuttur.

4.6.4.Teorem: L, :C(X)—C(X) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

Eger

a) X iizerinde st—(Ln(eo)—e0)=o(n’ﬂ°)(X;ao)

b)p(y)=y—-x ve &,(x)= Ln(¢2;x) olmak iizere st—a)(f;5n):o(n’ﬂl)(x;al)
kosullar1 saglanirsa her f €C(X) i¢in A=min{z,, 3} ve
a(x):max{‘ao(x)‘,‘al(x)‘,‘ao(x)al(x)‘} Joi(x)[>0 ,i=0.1

olmak iizere X iizerinde st—(L,(f)-f)=0(n")(X;o)

olur. (Demirci ve Orhan, 2016).

Ispat: f eC(X), xeX ve M =||f| olmak iizere

L (F(9)0) =L (1 (X)) Ly (F (X))~ £ ()]
L (F ()= £ (030~ £ ()L (e X) e, ()]

L (f5)=F (%)=

<L, (

P ()= 0 %) L (07 )~ (x)
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L, (&%) - (X)‘

<L, (1+@jm(f;5);x]+lvl

w(f;6

N—"

=o(f;5)L, (e);X)+ L, (€ X)—& (X))

I_n(|y—x|;x)+M

olup pozitif fonksiyonlar i¢in Cauchy-Schwartz esitsizliginden

%

L (=) =L (v =2 0)) (L (0:0))

=L (#%: %)L, (&3 X)

L, (eo;x)—eo(x)|+a)(1‘;5)(Ln (eo;x)+5’1,/Ln (qoz;X)JLn (eo;x))

elde edilir.o =6, = /L, ((pz; X) alinirsa

olacagindan

Ln(f;x)—f(x)|£M

L,(f;x)—f(x)|<M

L, (e5:%)—& ()] + @ £:8)( L, (80:%) + Ly (65:%) )

olur. Bu durumda

L, (%)= (X)| <ML, (ey:x) &, (X)|+ o ( :5)(L, (85 X)—€5 (X))

+2+\/Ln (5 X)—ey(X)
<ML, (e X) =& (X)|+20( f;3,) +o(f;0)

+a)(f;5n)\/Ln(eo;x)—eo(x)

bulunur. Buradan

L, (f;x)—f(x)
)

o(X

L, (eo; X)_eo (X)‘

Ln(eo;x)—eo(x)|

+25upw(f;§”)
o, (X) ‘

xeX ‘O'l(X)
+sup w(f;6,) |L (&;x —eo(x)|
xeX ‘O'l(X)

)
o () ‘
+sup w(f;é”)sup\/

L, (&3 %)=& (¥)|
xeX ‘O'l(X) xeX

)
oy () ‘

sup

xeX

<M sup

xeX

sup

xeX

elde edilir. (a), (b) ve 4.6.3.Lemma kullanilarak teorem ispatlanir.
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4.7. Double Dizilerin Istatistiksel Relative Diizgiin Yakisakhg

D — R?herhangi bir kompakt alt kiime olmak iizere C(D) ile D iizerinde taniml1
reel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin uzaymi gosterelim. Kabul edelim ki Vm,ne N

icin f  f eC(D) olsun.

mn?

4.7.1.Tamm: C(D) deki (f, ) fonksiyon double dizisi ve o (x,y) scale fonksiyonu

olmak lizere V¢ >0 icin n, tamsayilari vardirs ¥n,m>n_ icin

[T (X Y) = F (X y) <&lo(xY)
olacak sekilde o (x,y)fonksiyonu varsa ( f,,)double dizisi f fonksiyonuna “relative

diizgiin yakinsaktir” denir.

4.7.2.Tamm: Ve >0 ve V(x,y) eD i¢in

& ({(m,n):]fo ()= f (x,y)[= £}) =0

kosulu gercekleniyorsa bu durumda (f, ) double dizisi f fonksiyonuna D iizerinde

istatistiksel noktasal yakimsaktir denir.Bu durum st’—limf_ (x,y)=f(xy) ile
gosterilir.

4.7.3.Tammm: Ve >0igin
52({(m,n):|| f - f||2g})=0

ise bu durumda ( f,,,) dizisi f fonksiyonuna D iizerinde istatistiksel diizgiin yakinsaktir

denir. Bu durum st*—lim sup |f (x,y)—f(x,y)|=0 veya f = f(istatistiksel) ile

MmN (x,y)eD

gosterilir.
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4.7.4.Tanm: o (X, y)scale fonksiyonu , |o-(x, y)|> 0 olmak iizere V&> 0 igin

o(xy)

5° H(m n): sup
(x,y)eD

kosulu gergekleniyorsa bu durumda (f,,) dizisi f fonksiyonuna D iizerinde

istatistiksel relative diizgiin yakisaktir denir. Bu durum st*—f = f(D;o) ile

gosterilir (Okgu Sahin, Dirik, 2017).

4.75. Ornek: Y(m,n) e N?icin f, :[O,l]x[O,l] — R double dizisi

2nmxy

fn (X,Y)=—F—"5— ile tanimlansm. Bu dizi diizgin yakinsak degildir fakat

1+n’m?x%y

1
X—y,(x, y) €(0,1]x(0,1]

1, x=0veyay=0

ile tanimli scale fonksiyonu ile f =0

o(xy)=

fonksiyonuna istatistiksel relative diizgiin yakinsaktir.

4.7.6.Teorem :(L,,), C(D) iizerinde pozitif lineer operatdrlerin bir double dizisi olsun.

Bu durumda her f € C(D)i¢in

P—lim
m,n

Lon (f)—f || =0 olmast igin gerek ve yeter kosul

P—lim|L,,(&)-&|=0 , (i=0,12,3)olmasidur.

Burada e,(x,y)=1,e (X, y)=X ,&(X,y)=Yy ,& (X y)=x*+y* dir (Volkov, 1957).

4.7.7.Teorem: (L,,),C(D) den C(D) ye tanmimli pozitif lineer operatérlerin double

dizisi olsun.
Eger her f e C(D)igin

st? —lim|L,,,(f)— f||=0 olmast i¢in gerek ve yeter sart
m,n

st’ —lim|L,,, (e)—&[=0 , (i=0,1,2,3) dir (Dirik ve Demirci, 2010).
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4.7.8.Teorem: (L,,) , C(D) den C(D) ye tanimli pozitif lineer operatdrlerin double

dizisi olsun.
Bu durumda, her f e C(D) igin

st - L, (f)= f(D;o) (17)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

st?~L,,(e)=¢(D;o;) ,i=0123 (18)
olmasidir.

Burada a(x,y)zmax{\ai(x,y)\;i:0,1,2,3} . |ov(x.y)[>0 dir. (Okgu Sahin ve
Dirik,2017) .
Ispat: e (i=0,1,23) fonksiyonu C(D) uzayma ait oldugundan (17)=>(18)

gerceklenir.

Tersine st’—L,, (&) =2e (D;o;) olsun.(x,y) e Dsabit ve f eC(D) olsun.
Diizerinde f fonksiyonunun siirekliligi ile | (x,y)| <K yazabiliriz.
Bu nedenle |f (u,t)—f(x, y)|£2K olur.
Ayrica f eC(D) oldugundan Ve >0 igin [u—X| <&, [t—y|< 5 kosulunu saglayan her
(u,) e D igin | (u,t)— f (X, y)|<& olacak sekilde bir§ >0 sayis1 vardir.

2 2
(6= -y,

u-x>6 = 72

>1lveyalt—-y|>6 =

1 oldugunda tiim durumlar igin

(p(u,t):(u—x)2 +(t- y)2 olmak iizere ‘f (u,t)— f (X, y)‘ S8+25—l2<(0(u,t)

yazilir.Yani,

2K 2K
—g—?(p(u,t)< f(ut)—f(x y)<g+?gp(u,t)

olmasidir.

Buradan, L, operatdriiniin lineerlik ve pozitifliligini kullanarak

Lonn (€05 %, y)(—g—zg—fgo(u,t)j < Lo (803 %, Y)(F(u,t) = F (X)) < Ly (€05 %, y)(g+25—|§(p(u,t)]

bulunur.
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Boylece

2K
=L (€% Y) = 7 L (@1 Y) < L (F3,¥) = £ (X ) Ly (801 %,Y)

(19)
2K
<gLn(e0;x,y)+?Lmn(go;x,y)
yazilir.
Ayrica
Lo (T3 )= (% y) =Ly (Fixy)— (X ¥) Lo (85 % Y)
+ (X)L, (% y)— (XY
()b (&9)= £ (1) -

(L (3% )= F (% ¥) Ly (8% Y)]
+ f (X, y)[Lmn (eo; X, y)_eo (X’ y):|
dir. (19) ve (20) i kullanarak

Lon (F3%,Y)= T (X, Y) < &Ly (803 %, y)+25—f{[Lmn (&% )€, (x)]

“2X[ Lo (&% ¥) =& (% )] = 29[ Lo (&%, ¥) e, (x,Y)]

+Mw%%@mﬂemm%ﬂy[(HW%Mwﬂ

= &[ Lo (8%, Y) =€ (%, Y) ]+5+ {['-mn (&1%,y)=e; (x.y)]
~2X[ Ly (&% ) =& (%, Y) ] =2y [ Ly (2%, V) —€, (x,Y) ]
0 +Y2) [ L (803 ¥) & (%, ) ]

1 (% Y)[ Ln (8%, Y) —& (X, V) ]

yazabiliriz.

2K
Lo (Fi%,y)= f (X, y)[< g+(5+ K +?||e3||j Lo (803X, Y) =€, (X, Y)]

+ el (6 y)-e ()

L 4K
Szl

£3+M{

m@xweWM+K Lo (8% Y)— & (x,Y)|

o (€975, ¥) =€ (% Y)| [ Lon (&%, ¥) & (%, ¥)

Lo (0%, Y) =€ (% Y] L (85 ¥) —: (%, V)
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olup M —6‘+K+ (||es||+2||e |+2]e,[+1) dir. lo(x,y)| boliip, (x,y)eD iizerinden

supremum alirsak

Lmn(f:x,y)—f(x,y)%S Sup

(x,y)eD G(X, y)‘
+ sup L (€17%,Y) ~ & (%,Y) + sup
(x,y)eD o, (xY) (x,y)eD o, (X Y)

+ sup Lmn (eS; X, y)_eS (X’ y) (21)
(x.y)eD (o (X, y)

| Lo (805X ¥) =65 (X, Y)|

sup
oo (X, Y) ‘

(x,y)eD O'(X, y)

+M{sup

(x,y)eD

I‘mn (eZ; X, y)_ez (X’ y)

elde edilir. Burada o (x, y) =max{|o; (x,y)|:i=0,12,3} . |o; (x,y)| > Odir.

Simdi verilmis bir r>0 i¢in &£>0 segilsin dyle ki sSup ———=<r olsun.

(x.y)eD |O (X y)‘
R:=4(mn)eN*: sup Lmn(f;x,y)—f(x,y)|2r
(x,y)eD o(xy) ‘
ve
L (e r— sup (i )
R :=1(mn)eN*: sup m (65%Y) =6 (0Y), ol ,i1=0,1,2,3
(x,y)eD O; (X, y) ‘ 3M

3 3
dir. (21) esitsizliginden RCORi ve 5(R)35(URij325(Ri)

i=0
bulunur.
Buradan (18) kullanilarak st*— Lmn( ) (D O') yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi bu teoremi saglayan fakat klasik ve istatistiksel durumu saglamayan bir

ornek verelim.

4.7.9.0rnek:
D :=[0,1]x[0,1] olmak tzere C(D) iizerinde

J(Fixy) iZf( ](kjinjxkysa—x)m‘k(1—y)”‘s ile tamml klasik

k=0 s=0 S

Bernstein polinomunu gézoniine alalim.
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v(m,n) eN*igin g,,,:[0,1]x[0,1] — R double dizisi g,,, (X, y) = %

5 olmak
1+n"m°x°y

tizere, (X,y)e D ve f eC(D) igin

P (fi%y)=(1+9,, (% Y))B,, (fix,y) olsun. (P,,) pozitif lineer operatorlerin bir
dizisidir ve

P (8% Y) =(1+ 0 (X V))& (X, Y)

P (8%, Y) = (1+ 0y (% y) )& (%,Y)

(LG (%, ¥))&: (%, Y)

I:)mn (ez; X1 y)

Pon (851 ¥) = (1 G (% y)){es(xl )X y_nyz}

elde edilir.

1
— (X 0,1 X 0,1
o(x,y)= xy( y)(0lx (1] olmak iizere st’—g,, =g =0 (D;o) oldugundan
1, x=0veyay=0

st’~P..(e)=¢ (D;o) , =012 bulunur.

Buradan 4.5.1.Teorem’ den Vf € C(D) igin st*—P_ ( f ) = f (D;o)bulunur.

(g mn) , D iizerinde g =0 fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsak olmadigindan
(Pmn)pozitif lineer operatorler dizisi istatistiksel Korovkin tipi teoremi saglamaz. Yine

(gmn) , D lizerinde g =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmadigindan (Pmn) pozitif

lineer operatorler dizisi klasik Korovkin tipi teoremi de saglamaz.
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5.TARTISMA VE SONUC

Yaklagim teorisinde, Korovkin tipi teoremler dnemli bir yer tutmaktadir. Ayrica
son yillarda, alisilmis yakinsakliktan daha kuvvetli olan istatistiksel yakinsak yardimi
ile elde edilen Korovkin tipi teoremler, kuvvetli sonuglarin elde edilmesini saglamistir.
Bu nedenle bu yiiksek lisans tezinde konuya ait makaleler incelenerek doktora
calismasina hazirlik yapilmistir. Daha kuvvetli sonuglar elde edebilmek ve bunu daha az
kosul altinda gerceklestirebilmek i¢cin Korovkin tipi teorem ve istatistiksel yakinsakligin

yaklagim teorisinde incelenmesi faydali olacaktir.
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