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OZET

Regat Kasap
Yiiksek Lisans Tezi

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi

Subat 1987

Bu galigmada, istatistiksel veri analizindehkarsl—
lasilan Temel Biligenler (TB), Temel Bilesenler Anali-
zi (TBA) ve Temel Bilegenler Regresyonu (TBR) adlari
altinda incelenmesine ¢aligilmigtir. TBA, X tesadiifi
vektdrinli, bilegenleri iligkisiz ve varyanslarinin bii-
yikliiklerine gdre siralanmig yeni bir tesadiifi vektbre

doniiglimii olarak tanimlanmigtir. TBR, ¢oklubaglanti so-

rununda incelenmigtir.
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ABSTRACT

THE ROLE OF PRINCIPAL COMPONENTS

IN THE STATISTICAL DATA ANALYSIS

Regat Kasap
M.S. Thesis
Gazi University
Institute of Science and Technology
February 1987

In this study we tried examining the principal
Components (PC) faced in the statistical data analysis
under the names of Principal Components Analysis (PCA)
and Principal Components Regression (PCR). PCA has been
defined as a transformation of a random vector X in to
a new random vector whose components are uncorrelated
and, ordered according to their size of variances. And
PCR has been examined in the sense of multicollinearity.
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GiRris

Istatistiksel veri analizinde kargilasilan Temel
Bilegenler (TB), Temel Bilegenler Analizi (TBA) ve
Temel Bilegenler Regresyonu (TBR) adlari altinda ince-

lenmeye caligilacaktar.

Cok degigkenli istatistiksel analizin temelini
olugturan TBA, caligmanin &nemli bir kesimini tegkil
etmekte olup, teknidin esasi ve olusumu gbsterilmeye
caligilacaktir. Pek ¢ok, ¢ok de§igkenli analiz galisg-
malarinda arastirma konusu olmug TBA hakkinda s&yle-

nenlerin bir araya getirilmesine galigilacaktar.

Lineer modellerde goklubaglantl yapisinin belirlen-
mesi ve yanli kestirim ile bu sorunun incelenmesine
¢alisilacaktir. Bu konuda yapilmis pekngok ¢aligmalar
olmakla beraber sadece TB agisindan ¢oklubaglantinin
incelenmesi ve Onemli yanli kestirimlerden biri olan

TB kestiricisi ayri bir inceleme konusu olmugtur.

Bu nedenle galigmanin amaci, az sayida yeni degis-
kenler (temel bilegenler)'i tilireten ve bilgi kaybini
minumum yapmaya g¢aligan en uygun istatistiksel veri
‘analizlerinden TBA'ni incelemek ve goklubaglanta
yapisini 6zdederlerle belirleme dlgilitleri ile yanla
kestirim olan TBR'nunu goklubadlanti sorununun incelen-

‘mesinde g¥stermektir.



GCok degigkenli analizlerle ilgili gailsmalar 1900
yillarina dayanir. Cok dedigkenli analiéler, ¢ok sayi-
da dedigkeni az sayida lineer bilegimlere indirgeyerek,
degigkenler arasindaki karmagik iligkilerin yorumlan-

masinda kolaylik saflayan istatistiksel analizlerdir.

Temel bilegenler analizi, Karl Pearson (1901) ta-
rafindan betimlenmis ve Hotteling (1933) tarafindan

geligtirilmigtir.

Girshick (1939) ve Anderson (1958), temel bilesen-
leri, dadilimlarini ve Ornek dzelliklerini ele ala-

rak geligtirmiglerdir.

Morrison (1967) temel bilesenlerin geometrik yo-

rumlanmasina ve dijer bazi Ozelliklerine definmigtir.

Cokdegiskenli analizlerin kullanimi, 8zellikle bil-
gisayar kullaniminin geligsmesinden sonra daha yaygin
hale gelmistir. Cooley ve Lohnes (1971) temel bilegen-
lerin pratikte yorumlanma51n1 da vererek, bilgisayara

uyarlanmasini gdstermiglerdir.

Ongel (1975) dogentlik tezinde faktdr ¢bzilimiine gi-
rig olarak, TBA'ni ele alarak iki uygulama ile agikla-

migtir.

Matematiksel teknikleri kullanarak, g¢ok defigkenli
analizlere gegigleri Green (1976) bir arada incelemig-

tir.



Srivastava v.d. (1979}, temel bilegenlerin en ¢ok
olabilirlik kestirimlerini ve asimptotik dagilimlari-

" na definmigtir.

' TBA'nin kuramini ve bir uygulamasini Ersoy (1981)

caligmasinda vermigtir.

Shurt (1985), TBA'nin kuramsal yapisinin temelini
tegkil eden yaklagimi,genellestirilmig en kiiglik kare-

ler ve 6zdegerleri kullanarak gostermigtir.

Massy (1965), temel bilegsenler regresyonu goklubag-
lanti sorununun halledilmesinde kullanildigdini sdyle-

migtir.

Silvey (1969), coklubaglanti kavramini tanimlamig
ve goklubaglantiyi incelemek ig¢in Ozdederlerin ve 6z-.

vektdrlerin kullanimini Snermigtir.

Coklubaglantinin Szdederlerle belirlenmesi &8lglit-
leri, Marquard (1970) ve Mason (1975) tarafindan verilmig-
tir.

Marquard (1970), Temel bilegenler kestiricisi ile il-
gili galigmalar yapmigtar.

. Hill v.d. (1977), TgR'da bilesen sec¢im &lglitlerini

gOstermiglerdir.

B6liim I 'de; TBA basligi altinda, yi§inda TB'in
tanimi, dedigkenler normal dagildiginda TB'in yorumu,
TB'in en ¢ok olabilirlik kestirimi ve TB'in Ornek

6zellikleri hakkinda bilgi verilmigtir. Ayrica birin-



ci temel bilegsenin yorumu ve pratikte TB'in yorumu in-
celenﬁigtira B6limiin sonunda bir &rnekle teknigin uy-

gulamasi yapilmigtar.

B&liim II 'de; lineer modellerde temel bilegenleri
anlatirken, ilk Once bazi tanimlar yapildiktan sonra
¢oklubaglantinin Szdeferlerle belirlenmesi 8lglitleri

verilmistir. TBR baglifi altinda; genellegtirilmig

invers ve kisitlanmis EKKK olarak TB kestiricisi ve
&zellikleri ile son olarak da, gikarilacak bilesenle-
rin segim &l¢liti verilmigtir. Ayraca b&liimlin sonunda,
Hald'in ¢imento verilerinden olugan bir &rnekle tek-
nigin uygulamasi yapilmigtir.

BSlim III de ise, bdlim I ve bslim II de verilen
tekniklerin, tig degigkenli bir &rnek lizerinde uygulama-

s1 yapllmlgtlr.



BOLUM 1
TEMEL BILESENLER ANALfzZI

I.1l. TEMEL BILESENLERIN TANIMI

X:pxl tesadiifi vektdrii Z kovaryans matrisine sahip
olsun. Burada sadece varyans ve kovaryanslarla ilgile-
necegimizden E(X)= 0 oldufunu varsayacagdiz. Bundan bag-
ka fikirlerin ve iglemlerin olugumunda, X in gergek
dagilimi, kovaryans matrisi hari¢ ilgili dedildir. Bu-
nunla birlikte, eder X normal dadilmig ise, temel bi-
legenler daha fazlalyorum-getirébilir. Agagadaki islem-
lerde ¥ tekil (singular) yani pozitif yari tanimli kat-

11 kdklere sahip olma durumlarinida kapsar.
Amacimiz, X vektSrinlin bir lineer ddniigimii olan
- 1
Yl w'X (r.1)

tesadiifi de§igkenini, llwll=1 kisatlamasi altinda maksi-
mum varyansa sahip olacak sekilde belirlemektir. Yl in

varyansi

E(w'X'w) =w'S

— —

olmak lizere Lagrange fonksiyonu
¢(E,X)= E'E !fk(ﬂ'z-l) (I;Z)

olsun, burada A ragrange carpanidir. w ye gbre kismi

tiirev alinip sifira egitlenirse

8 = my-22w=0 (I.3)

Ow



olur. Buradan
(Z-AI)w =0 i (1.4)

elde edilir. Bu homojen denklem sisteminin w = 0 dan

bagka ¢dziimli olmasi igin
| Z-A1l =0 (I.5)

olmalidir. (I.5) fonksiyonu A nin p. dereceden bir

polinomudur. Bu yilizden (I.5) ifadesinin p tane k&ki
vardir; bu kdkler 7\1> 7\2> .o >)\p olsun. (I.4) ifa-

desini soldan w' ile garparsak

w'Z w =Aw'w =X (1.6)

elde ederiz. Buradan (I.l) de verilen w'X in varyansa
Rl Oolur. Bbylece maksimum varyans ig¢in (I.4) ifadesin-
deki en biiylk A, kokiind kullanacagiz. wy, (Z-A;I)w=0
in Rl'e karsilik gelen normlanmig bir gézﬁmﬁ olsun.
O zaman Y,= yl'g maksimum varyansli lineer bir bile-

simdir.
Simdi, Yl ile iligkisiz tiim lineer bilesimler ara-

sinda en bilylik varyansa sahip Y,= w'X , fwil=1 degiske-

nini arastiralim. Yl ile Yz nin iligkisiz olmasi
E(Y;.¥,)= E[ (w;X) (w'X)] (1.7)
= E(w'XX'w)
=w'Zow
=Aw'w, =0
olmasidir. BSylece w'X ve Y; hem istatistiksel anlam-

da iligkisiz hem degeometrik anlamda Eig = 0 oldufun-



dan ortogonal (dik) dir. Simdi A ve t, Lagrange garpan-
lari olmak lizere’ .

$y(w, A, ty) = w'E w-h(w'w-1)-2t,w' S wy (1.8)

1
ifadesini maksimum etmek istiyoruz. Kismi tiirevi ala-

nip, sifira egitlenirse

2, | _
—= = 2Z w-27\w-2t12 wl= 0 (I.9)

olup, bunu soldan Ei ile carparsak (I.7) den

0 = 2w!Z w-2w

! tu-2t Wi Zw, (I.10)

1

= —2th

11

elde ederiz. Bu yilizden, ti=0 ve w (I.4)U saglamals,
A da (I.5)1 sa§lamalldlr.‘ ?\(2) ' (E-K(Z)I)y =0 ,
w'w = 1 ve (I.7) yi salayan bir w vektdrli var olacak
gsekilde 7\1,. . ')\p lerin en biiyli§i olsun, bu vektdre Y,
diyelim. Bunu karsi gelen lineer bilesim Y2= y_ég ola-
caktir. (Bunun scrucu )\(2)= 2 oldufunu gdstermis olacak
ve )\(1)= 7\1 clarak tanimlayalim.)

Bu gekilde devam edildidinde (r + 1). adimda Y,
Yore.. Y ile iligkisiz bilitin w'X, llwli=1, lineer bi-

legimler aras:.hda maksimum varyansa sahip olacak se-

kilde bir w vektdri bulmak istiyoruz. Yani,

0=E [(y'_)g)le-‘- E(w'XX'w,) (I.11)
= t = ' : =
w'Zow, K(j)y_ wy 3= Li2,..0r

olacak gekilde; A ve tyr.-.,t_Lagrange garpanlari ol-

mak {izere



r

= ) - - - ]
¢r+1(y_,7\,tl,...,tr) E'zﬂ R(E'v_v 1) zjéltiﬂ Zy.j (I.12)

yi maksimum etmek istiyorui. (I.12) nin w ye gbre kismi -

tiirevi alinip sifira egitlenirse

0¢ r
) = 9y y-2hw-2  t.Zw,= 0 (I.13)

olup, bu egitligi soldan Ej ile garparsak

= T w=2Aw'w-ot.w'Zw, (1.14)
0 = 2wisw-2ly W=t w 2wy

J
= 0 ve (I.13) deki toplam sifar

i A, L F AL L =0 t.= 0 dixr. Eger
elde ederiz. (3) 0 ise 2t3 (3) ve g
= Zw.= \,..W.
Mgy~ O dse Zw = R 4yuy
olur. Bdylece w, (I.4) ifadesini saglamali ve A da (I.5)

ifadesini saglamali.

LS (Z-K(r+l)1)y==g, w'w=l ve (I.ll) ifadesini
saglayan bir w vektdrii var olacak gekilde, Rl,...fkp
lerin en biliyiigli olsun. Bu vektdrii Yo ile ve karsi ge-
len lineer bilesimi Yr+1=1£'r+l X ile gdsterelim Ar+l=0 ve
kj=0 ise yj'Zyr+l=O olmasai, Eéﬂr+l=o olmasini gerektir-
mez. w_,, sifir olan Rj 1i Wy Ve W4y in dogrusal bir
bilegimi olarak alinabilir. Bu gekilde alinan Yoty
(3=1,...,r) tim ¥y lerle ortogonaldir. Bu ydndem w'w=1,
ve (I.1ll) ifadelerini saglayan bir w vektSrli bulunama-
yacagi (mtl). adima kadar uygulanir. El';"'ﬂm lineer

bagimsiz olduklarindan m=p dir veya m < p dar.

$imdi m < p egitsizliyi bizi bir geligkiye gdtiir-
diglinti gdrelim. m < p i 'e.=0, e'e.=¥8,.0lacak se-
g g . M p oise woe 70, e/e,70,501a $
kilde p-m tane vekt®&r yani §m+l""'§p vektbrleri mev-
cuttur. (§m+l,...,gp)==bd olsun. Simdi Rl=0 ile



p

M_q=2ciei(1.4) ifadesinin bir ¢&6zlimli olacak gekilde

i=m¥1 .
. bir p-m bilegenli c vektdrii ve bir 6 sayisinin var ol-

dugunu gbsterece§iz. {M'IM-0I] =0 in bir kdkii ve M'ZMc=0c
yi sa§layan bir kdke karsi gelen bir c yi gbzbniine alalim.
ZMC, Wyreoo /W ' ortogonal bir vekt&rdlir. Bunun igin
fo'.mﬂ’ .. "~e—p tarafindan gerilmis uzayda bir vektérdiir

ve Mg olarak yazilabilir (Burada g, (p-m) bilegenli

bir vektdrdiir.) XZMc=Mg soldan M' ile garpilarak
M'ZMc=M'Mg =g elde edilir. BSylece g=0c olur ve

Z (Mc) =0 (Mc)olur. O zaman (Mg_) 'X ,» (371,...,m) olmak
lizere yj'_x_i ile iligkisiz olur. Bu yeni bir y_m+lvekt6-
riinlin var oldugunu ifade eder. Bu durﬁm n<p varsayi-

[1]

mimizla ¢elisece§inden m=p olmalidir.

W= (W) Wy .,yp) ve

.A 1
(1) 0 ... ©
A =lo ?:\(2)..(:) (1.15)
ceee A
o 0 (p)

gbsterimiyle Ey_r=7\(r)gr denklemleri matris formunda

ZW=WA (1.16)
olarak yazilabilir ve r#s olmak lizere yliglfl ve
w'w =0 denklemleri

W'W=T (X.17)

olarak yazilabilir. (I.16) ve (I.17) den
W'Zw=A {1.18)

elde edilir.
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FZ-A1i=[w'l.| Z-ATl.iw | (1.19)
= W'S W -AW'Wl = A-A1l
=1L (LA
5 (47N
den dolayi bu ifadenin kdkleri A nln'k6$egen elamanla-
sritriiz. Ao =hg A o =A,a,A  =A .
r1i oldudunu gdririiz WM )7 Moy dir

§imdi, buraya kadar s&ylenenleri bir teoremle &zet-

leyelim.

Teorem I.1 X:pxl tesadiifi vektdrli igin E(X)=0 ve

E(XX')=Z olsun. Kovaryans matrisi

3 R
Rl 0....0
E(QY')=A=0 A,...0 (I.20)
0  0....A
b p#
ve ?\l> 7\2> N >>\p, olacak sekilde
Y =wW'X ' (I.21)

ortogonal lineer doniiglimii vardir. W nin r. silitunu Wor
(E—RII)E=Q'1 saglar. ¥ nin r. bilegeni, Yr‘—"g_v]':g
Yl,Yz,.._.,Yr_l ile iligkisiz biitiin normlanmig lineer

bilegimler ig¢inde en biiylik varyansa sahiptir.

Y vektdri, X in temel bilegsenler vektdri olarak
tanimlanir, Yl’Yz""’Yp déniiglimleri yapildiginda, Yl
en biliylik varyansli katsayilar vektori normlanmig X in

(1]

lineer bilegimidir.

Sonug I.l. kr+l=""= >‘r+m=d (yani, d katli bir 8z-
defer) oldugunu varsayalim. O zaman ( 2-dI), (p~m) ranklidir. Ayra-
ca, Vr:“i’rﬂ
sinda tek olarak belirlenir.

reeas ,wgm) ortogonal bir matris ile safdan garpilmasi di-
[1]
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Bilindigi gibi tek dedigkenli dagilimin varyansi o>
nin cok dediskenli karsiligi I kovaryans matrisidir.
Bagka bir g¢ok dediskenli karsiligi ise, cok degiskenli
dagilimin "genellegtirilmig varyans;“ denilen Z nin de-

terminanti, |21 dar.

Teorem I.2 Temel bilegenler vektdriinlin genellesti-
rilmis varyansi, orjinal vektdriin genellestirilmis var-
yansidir ve temel bilegenlerin varyanslari toplami or-

jinal dediskenlerin varyanslari toplamina egittir.

Ispat: X tesadifi vektdr ve Y=WX temel bilegenler
vektdri olmak lizere, E(¥)=0 ve E(YY')=WIW' dir. ¥

nin genellegtirilmis varyansi
lwZw'l=lw 02 dwl=lZ .lww'|=| Z| (1.22)

olmak lizere X in genellegtirilmig varyansina egittir.

Y nin bilegenlerinin varyanslari toplami

P
ZE(y.iZ) =tr (WZW')=tr (SW'W) (1.23)
i=1

=tr (ZI)=tr ()
P

=3 E(x‘?)
i=1 %

olur.

TBA de kiiglik varyansli bilegenlerin, toplam var-
vans lizerinde etkisi ihmal edilebilir, bundan dolayi
bilesen sayisi p den kiigiik olabilir (r <p gibi). r<p
iken ilk r temel bilesen'(yig,...,yéﬁ), X:pxl in yeri-
ne kullanildiginda bilgi kaybl olacaktir. Bu kaybin

minumum olmasi istenir.
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I.2. X:pxl VN(0,%) DAGILIMLI OLDUGUNDA TEMEL

BILESENLERIN YORUMU

X:px1“N(0,Z), rank (Z)=p olsun. X in olasilik yo-

'§unluk fonksiyonu

f(x)= e , x€IRP (I.24)

olmak lzere sabit yodunluklu noktalarin klimesi olan
{x€ I8P ; 5"2'1:_:_ = ¢, ¢>0} elipsoidlerini g&z &niine
alalim. Bu elipsoidler ayni merkez ve temel (ana) ek-
senli i¢ ige elipsoidlerdir. Bdyle bir elipsoidin te-
mel eksenleri g(x) =x'x , x€{x : Egz‘li;cz} fonksiyo-
nunun duragan noktalarini belirleyen x vektdrlerin

do§rultularidir. Lagrange garpanlari ySntemiyle dura-

gan noktalari bulalim. Lagrange fonksiyonu

6(x , }) =x'x-Ax'E 1y (I.25)
olmak ﬁzere
3?.:2{.2)\2‘1{-_-0 (I.26)
0x
veya
_ 5 s—1
x =AZ Ty (1.27)

elde edilir. Sagdan Z ile carpilirsa
Zx =Ax - (1.28)"

olur. Bu egitlik (I.4) ile aynidir ve ayni iglemler
geligtirilebilir. BSylece w),...,u, vektorleri elip-

soidin temel (ana) eksenlerini verir. u =Wx ddniigiimi



13

koordinat eksenlerinin dondiirlilmesidir. Bu doniigiimle
elde edilen yeni eksenler elipsoidin temel eksenleri

yénﬁndedir. Yeni koordinat sisteminde elipsoidin denklemi
u?

~-=c (I.29)

}{J

dir. Bbylece temel eksenlerin uzunludu 'Z\IXic dir.

Simdi p boyutlu uzayda sdylenenleri, p=2 oldugunda

sekil olarak g&sterelim.

X 0 %11 933
X = VN { . 1} , rank(Z)=2 olsun.
X
2 0 %1 %22
A
~ 2
. e {£(x) :x€R7}
Y s
Y ‘\_‘_'_,‘ N
\ ™
’\/ &
’/.
J \.\ ! —
Vs \ S
s \ {
/: T u2 /“'”"‘
“ LIy ol \\ B - -
///’/ \“ e o *p\f '/>/ e
/ W //X."“ z ! 122 X; LY
A —SNT T f{,// ’
. e - 1‘
T \¥1 / 2 8=((x, ,x.) :] ] -1 %1 _ }
//M l, 27" Xl'xz E x2 c
1
\ ={{u;,u,): —=+-==¢}
N L W
uy ‘{\ \ 1 "2
\

fekil I.1



14

X:2x1 in olasilik yodunluk fonksiyonu

o}
U P
2 27172710

1 | e 21

o]

£(x)=(2m) 7| 2 22 | *2],x€IR®

2x2

olmak ﬁzere, yukaraidaki aglklamalérln i1giginda

11 %12 ' [*,
&= {_{Ele ; [xl_le | =c}
91 %22 X2
ve
g(£)==x§-+x§ , x€&
olsun.

& elipsinin duragan noktalara gekil I.1 deki 3,
B, C ve D noktalaridir. Bu durumda s6zli gegen elip-
soidler birer elips olmak lizere eksenleri AC ve BD
dogrulari {izerindedir. Bu dogrular ayni zamanda Z nain

6zvektdrlerinin dogrultularadir.

I.3. TEMEL BILESENLERIN EN COK OLABILIRLIK

KESTIRICILERY

N(#,Z) dagilimindan N birimlik tesadiifi bir &rnek

¢ekildigini varsayalim. S Ornek kovaryans matrisi

N

=__1 — — .

olmak tzere,S'in Szde§erleri L, >L,>... >Lp ve bunlara
gelen &zvektdrler Xl""'!b olup, (S-LjI)y_j ve zﬁzj =1
dir.
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- ' LAE 2B 1 Z
Teorem I.3 Wi ,gp, nin farkli Al 2

P P |

- P
gibi Szdeferlerine karsilik gelen Bzvektdrler olsun.
Benzer 5ekiA1de, Vire.s ,y_p ve Ll> L2> cee” I,‘P sirasiyla,
Z nin en gok olabilirlik kestiricisi § nin, 8zvektdrle-
ri ve 6zdeferleri olsun. O zaman Wy lerin en ¢ok olabi-

lirlik kestiricileri vy ler ve Aj lerin en gok olabilir-

lik kestiricileri,Lj ler (3=1,...,p) dir.IZ]

Teorem I.4 kl"“’Ar , 2 nan dyreverdy katli Szde-
gerleri ise, o zaman Ak nin en ¢ok olabilirlik kestiri-

cisi

9y
n
= XL , k=1,...,r ve n=N-1 (I.31)
N .= M

Ik

I.4. TEMEL BILESENLERIN ORNEK OZELLIKLERI

2 kovaryans matrisinin farkli Szdegerleri .
Rf>R2>...3>K§>0 ve bunlara kargilik gelen Szvektdrler,
WysWoree.,W Olsun. N birimlik tesadiifi &rnedimiz,

Xy 1 X50-..,Xg Olmak tizere, Ornek kovaryans matrisi
n=N-1 serbestlik derecesinde S olsun. S nin Ozdegerle-
ri, Lf>L2>...>>LP>O ve bunlara karsilik gelen Szvek-
torler ise, yl,yz,...,yp olsun.

Girshick ve Anderson "n" g¢ok biiyllk oldujunda aga-
[3]

gidaki sonuglarin saflandiklarini g8stermiglerdir.

(1) Lj' ona karsilik gelen zj vektoriinlin elaman-

larindan bagimsiz dagilmigtir.
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(2) 1im +/n (L -A )"VN(O ZK ) dagilimina sahiptir.

n-? oo

(3)-#:1(Yj—yj), si1fir ortalama vektdrli ve kovar-

yans matrisi

A
p h w %' ;
J\j 2‘-————-——-— —h~h (1.32)
h=1
(7\h Rj)

clan ¢oklu normal dagilima gdre dagilmistar.

(4) v, nin r. elamaniyla yj nin s. elamanlari ara-
sindaki kovaryans

kikj .
- — WV 17 (1.33)
n(ki—kj?z
dir.
$imdi yukaradaki sonug¢larin igidinda yigin Szde§er-
lerine ve Ozvekt®Srlerine iligkin hipotez testlerini ve

gliven araliklarini verelim.

Yidin kovaryans matrisinin j. zdederine iligkin

gliven araligi 2. sonugtan g¢ikar. "n" biiylik oldugunda

B(L.-AL) /A,
\/2(1.J )/AVN (0,1)

dir. Buradan

P( X (L -7\ ) <zm/2 a (I.34)
214
3
L. L,
P (o s)\f —_—d )= 1-a (1.35)
2 |
2,5V 7 1-Z4 2V &

dir.
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2 nin r tane orta biliyliklikteki Ozdegerlerinin egit-

1igini test etmek istedi@imizde-hipotez testi

gtr (I.36)

H.: Orta biiyikliikte bazi &zdegerler farklidir
bi¢imindedir. Burada g tane biiyllk 6zdeger p-g-r tane

kﬁgﬁk bzdeder vardir. Test istatistigimiz ise

gtr
& . .L.
2  9ix i=atlT]
Xx*=-n X2 fnL.tnrfn ———m——— (1.37)
j=qtl r

dir. (I.36) nolu hipotez dogru oldufunda istatistik bli-
yik n'ler igin %r(r+l)—l serbestlik derecesiyle xz(ki—
[ 3]

kare) dagilimina sahiptir.

Z nin farkla Rj bzdeerlerine karsilik gelen Szvek-
t8rlerin bazi Szel Ejo Bzvektdrlerine egit olup olmadi-

g1 test edilebilir. Asimptotik hipoz testi,

H .

o Ej_y-jo (1.38)

H W.FW,

1t i —jo
olsun. 3. sonug¢ ve onun kovaryans matrisi (I.32) den

test istatistigi

2. v el L wl Sw. _
X n(LjijS ﬁjo+ Lj jo © =jo =-2) (1.39)

[3]

olup, p-1 serbestlik derecesine sahiptir.

Simdi, alinmayan bilegenlere kargilik gelen &zde-
gerlerin (kiliglik 8zdederlerin) yidin deferlerinin sifir
olup olmadigini test etmeye galigsalim. Burada dedigken
deferleri standartlastirildiginda S=R oldudu gbz Oniine

alinmalidar.
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Bartlett tarafindan yapilan bu testte ge¢meden &n~
ce, bu test igin kullanilacak artik veya hata (residual
or error) matrisi kavramina deginelim. S8z gelimi j. (ya

da birinci) Szdefer igin

V.=L.V. : I.40
R,V Y3 ( )

veya

R.=L.V, (I.41)

'
3 737373
olsun. Burada Rj’ miimkiin olan p sayidaki bilegenden sa-
dece j. (s6z gelimi birinci) si alinmig olsa idi, bu
bilegenle R nin elde edilen Rj(veya R,) lik kaismidar.
Birinci bilegenin agiklamadidi artik (veya hata) R

A(l)
olarak gbsterilirse,

=R-R (I.42)

Ra(1) 1

dir. Daha sonra ikinci bir bilegenin alinmasi halinde
ise
=R~ (R, +
Ra(1.+2.) R (Ry7Ry)

olur. R=R1+R +...+Rp oldugu é&z 6niine alinirsa, "x"

2
sayida bilegen alindiginda artik matris
r P
Rp(1.42.+...4r) " R~ Z R.=Z R, (I.43)

j=1 7 j=r+1

[ 4]

olur.

"r" bilegenin alinmasindan sonra geriye kalan artik
matrisin, yi§in de§eri sifir olan bir matristen gelip

gelmediginin testi, artik matris igin

H_: P= (I.44)

o 0

lo

—

HyTP£Q
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hipotezi olup, artik matris,eiamanlarl istatistiksel
olarak sifirdan farkli olmadidini ifade eder. Yani
Bartlett testi R (veya S) matrisinin p-r sayidaki &6z-
degerler (kiigliik dzdederler)inin yidin dederlerinin

sifir oldufunu test ediyor demektir.

Serbestlik derecesi (p-r)(p-r-1)/2 olan Bartlett
tarafindan yaklasik xz(ki—kare) dadilimina sahip olan

istatistik ise

. X2= - (N..]_)_.é'_ (2p+5)-%r]Qoger_r (1.45)
burada
iRl
Q-—.—
r r p-r
{OL.l(p- 2 1.)/(p-1)] ¥
j=l J j:l J

dir. Burada, N birim sayisi, p dedisken (veya bilegen)

[ 5]

sayisi, "r" alinan bilesen sayisini gOstermektedir.

I.5. BIRINCI TEMEL BILESENIN YORUMU

X:px1™V(0,%Z) dagilimindan N birimlik tesadifi bir
drnek g¢ekildigini varsayalim. Gézlemlerin analiz edi-

lecek verilerini igeren Nxp tipindeki veri matrisi

1]

*21 X220 %29 %2p
X=|: : : :

S SN S REREL SRR S

He v e
Xe o

Nl NZ."'xNj."'xNP

olsun. Bu matrisin xkj elamani, k. bireyin j. degigken
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ﬁzerihdeki ald1§1 nicel deferi ifade eder. Burada gbz-
lemler ortalamalardan sapmalar big¢iminde olsun. Bu ve-
rilere ait Ornek kovaryans matrisi S nin farkli &zdeger-
leri 21,22,..,,29 ve bunlara kargilik gelen &zvektdrle-
ri Xl""’!@ oléun. simdilRp de bulunan (xkl'ka""xkaEF’
k=1,2,...,N noktalarin kendisine dik uzakliklarin kare-
leri toplamini minumum yapan D dodrusu, S nin en biiyiik
bzdegeri Ql ve Szvektdri v, © karsilik gelebilecegini

gbstermeye calisacagdiz.

IRP*de, D bir dogru ve x bir nokta olmak izere
d(x,D) ifadesi x in D ye olan ortogonal uzaklidini gbs-
tersin. IR® de verilen noktalar §1,...,§F olmak lizere

bunlarin dik uzakliklarinin kareleri toplami olan

N
k 2
T=2d(x ,D I.46
k=1(‘ +D) ( )

yi minumum yapacak D dogrusunu ariyoruz.

Oncelikle aranan dodrunun noktalarin adirlik merke-

N
zinden gegmesi gerektigini g&sterelim. O halde Z xk=g

k=1""
durumu merkezilegtirilmis deferleri ifade etmek lizere;

lvll=1kosulu altinda,

D= {x:x"tv , t€ IR} (1.47)
dogrusu orjinden gegen bir dogdru olsun. IRP deki her
X igin [d(ﬁ,D)lz hesaplanacaktir, Sekil I.2 den, y -
vektdri x in D iizerindeki izdiiglimii olmak iizere

Iyll=lx 1l .cosé

=lxll lvllcost

=<:§'X:>
dir.
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Sekil 1.2
Pisagor Teoremi'nden, sekil I.2 g&z &niine alindidinda
d(§,D)z=ll_)glf2-<_}s,_y_>2 (1.48)

olacaktir.

simdi IRP de orjinden gegmeyen D ye paralel bir D'
dogrusunu gézéniine alalim. wipxl tipinde bir vektdr
olmak iizere

D'={x:x =¥+tv, tER} (1.49)

_olsun. Aradi§imiz uzaklik sekil I.3 de gorildugi gibi,

|RP

Sekil I.3



22

d(x,D')= d(x-w,D) - (I.50)
dlr.{Gl Oyleyse,

a(x,0") ?=d(x-w, f=llx-ul®-< (x-w),y>?  (1.51)
dir. Buradan |

a(x-0,0) 2=< (x-0) , (x-0)>-[< %,y >-<u,v> ®

=<x,x>-<x-w>+<g,u>-< ,x>-[<x,v>°

<
]V

+<.‘_".'X>2~2<§.'Y.><_“i' >

Annd

i<

=12l - <z, > Hwl2-<g, >0 2<x, 0> +2<g, > <w, >
= 2 2 ;
=d(x,D) “*d(w,D) "-2<x, [w-<w,v>v]> (1.52)

elde edilir. Burada, .‘E"<.‘*_’r1’_>_‘.’.=§. dersek,

N N N
z d(gk,D')2= z d(_}_{_k,D)z"'Nd (9_,.0)2-2 z <3<_k,§>
k=1 k=1 k=1

N
d(gﬁk.D)z**'Nd(_ug:D)z -2<( 2 _)gk) ra>
1 k=1

k

(I S

§k=9_ oldugu hatirlanirsa

1

(I v =

yvazilaip,
k

N N
Z a(x*,0")2%= T a(x*,0) 2+ nd(w,D)? (I.53)

k=1 k=1
olur. Bdylece

N N

Z a(x",0") %> = a(x*,p)? (1.54)
k=1 k=1

dir. Yani istenilen dogrunun agdirlik merkezinden geg¢-

mesi gerektigini gbstermis olduk.
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D dogrusunun belirlenmesi problemi, D nin dogrultu-
sunun, yani v vektdriiniin belirlenmesine indirgenmis ol-
du. llvll =1 kisitlamasi altinda (I.46) daki optimizasyon
problemini g&z Oniline alalim.

N k )2 N N k

T= I a(x,D0)%=Z IxN- T <x*, v? (I.55)
k=1 k=1 = k=1

yi minimum etmek demek, llvll =1 kisiti altinda

N
£(v)= £ <x*, v>?2 (I.56)

k=1
y1 maksimum etmek demektir. C=X'X olmak lizere

£(v) =lxvil=v'Cv (1.57)
[ 7]

olarak yazilir. B8ylece f bir karesel (quadratic)

formdur.

Simdi simetrik bir matris olan C yi k8segenlegti-
relim L = k&saq. (Ql'QZ' 3 ..~,2p) ve V ortogonal matris

olmak {izere

L = v'cv (1.58)
olup, L nin gergel degerleri igin Ql>22.>... >2p>0
oldudu bilinmektedir.! 8! §imdi L ye kargilik gelen
karesel form

glw) =u'lu=2 222, (I.59)

- T 4=y J 3]

olur. Egitlik (I.58) 'den

c=vLv'
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WVLVW=BLE

7f(y_)=g"(V'z) ' (1.60)
bulunur. Bu ylizden
mak. {£(y):llvll =1} =mak.{g(u):N¥l=1, uw=v'v} (I.61)

olur. Oyleyse

p
mak. {g(u)= = 222

P,
5955 =u'lLuj;u' Null—zu =1}
3=1

33

problemi i¢in Lagrange fonksiyonu kullanilarak

$=u'lu-£,(uu1)
ve

9 - 3L u-20_u=0 ‘

du - 3T
olup,

ZLE—Z%ﬂiz'Q

(L-—Ej) u=9 (1.62)
veya

L_E=ij_ (I.63)

olur. GOrildligi gibi (I.62) veya (I.63) egitliklerine
gbre % » L nin &zdegeri ve u da &zvektdériidiir. Bu form-

da optimum olan g(u), en biiyiik 6zde§er'%-ve buna karsi-

11k gelen
- o A - . .
%_ 0....0 1 1 1
0 Q eesl 0 0 0
0 0....%2 0 0 0
! Rj L i I

pxp “pxl ~ pxl px1
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ilk standart temel vektdr ile maksimum defere ulagair.

Bundan dolayidir ki, f nin maksimum degeri,

. ST RN i "
Vi1 v12""v1p 1 Vi1

vE Vu= #21 v22....v2 0| = V21

= V2T 4 <P : : (I.65)
v V. noeessV

0ldudu zaman gdriiliir. Bu da V'nin ilk siitunu ve %_e
kargilik gelen Szvektdrid v= Ve=Vu dir. O halde bizim
aradiimiz dodrunun dofdrultusu X'X matrisinin en bﬁyﬁk
Ozdeferine kargilik gelen 8zvektdriin belirledigi dog-

rultudur.

Sonucgta buldugumuz\en bliylik 8zdeger ve ona kargi-
lik gelen &zvektdr, daha Once stz edilen S nin en bii-
yiik 8zdegeri 2, ve buna karsilik gelen v, Szvektdrii-
diir. Burada dikkat edilirse, 21 birinci temel bilege-
nin varyan51,gb ise birinci temel bilegene ait lineer

bilesinin katsayilar vektdrli oldudu gbriliir.

TB ig¢in buraya kadar yapilan c¢alismalardan sonra,
kargilagsilan gligliklerden biri TB in yorumlanmasidir.
Simdi, bu konuyla ilgili yapilan islemleri, pratikte

TB in yorumu baslig:r altinda inceleyecegiz.

I.6. PRATIKTE TEMEL BILESENLERIN YORUMU

Pratikte TB in yorumu, TB in degigkenlerle olan
korelasyon katsayilari yardimiyla adlandirilmalari ve
birimlerin TB itibariyle biiylikliiklerine gbre siralan-

masi olar gorecegiz.
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Simdi, degigkenler ile bilegenler arasindaki korelas-
yon katsayilarini gdsteren yapi matrisini gbrelim.

§==(zl,...,zp)"w(g,2), burada

l plznoocplp
= (1.66)
z l..... P
1
L -

olup, Z standartlagtirilmis dedigkenlerin vektdril ve
bunlardan elde edilen temel bilegenler vektdri Y olsun.

Bilegenlerin ortalamasi, E(Yj)=E:(ﬂ§§)=ﬂ5E(§)==D ve

standart sapmasi, Vanr(YjY=w/Rj‘olmak lizere

x (E4mE(V)) ¥

vy =—d , 5=1,2,...,p (1.67)
vV var(Yj) -Vlj

degigken standartlagtirilmis j. temel bilegendir. Bu

durum p tane bilegen igin

C LT ‘ T
Yl l/VRl 0....... ..0 Yl
>

Yy =] 0 1INV .0 Y,
;z* (; o ......... i/\/x‘ y

R Pl | P

= A ‘w'z (1.68
1
*
bigimini alar. Burada §f=W1\ZX yazilir. Bu dbniigiimdeki
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1
A==WV\7 matrisine yapi matrisi denir. Bu matris igin
1
A=qu2
1 11
=wAZwwAaZA 2
1
= 2
TWAW'WA
-1
-1
- ' 2
=E(ZZ')WA
*x !
=E(ZY
i * * * ]
p p ’lov-.p
ZlYl ZlY2 ZlYp
=| P * p S SRRy S
ZZYl ZZYZ Zsz (I.69)
p.x b Ke....p
Y Y Z_Y
“p'1 %p 2 PP |
yaz;llr.{51

A matrisi TBA bakimindan 6nemlidir. Cfinkii, hangi
degigkenlerin hangi bilegen ile iligkili oldudunu gds-
tererek dediskenlerin ortak niteligini saptar. Bu da
bilegenlerin tanimlanmasina ve onu'adlandlrmaya yardim-
c1 olur. Burada dedigkenligin ortak niteligini saptar-
ken R korelasyon matrisine bakilmasina dikkat edilme-

1igir. b9

Standartlagtirilmig herhangi bir deJisken Zj

_ x kL *x
25 ijY* Ypte, g* Yo FeeiFo, *Yo,5=1,2,00,p (1.70)

1 j 2 i'p
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~olarak yazilabilir. Bu TBA modeli olup, p tane degigken
icin p tane bilegen alinarak, toplam varyansi agiklaya-

[ 4]

cagi varsayilmaktadir. Ayraica yukarada ya21lah yapi
matrisi, N birimlik tesadifi bir Ornekten tahmin edil-
mek istendiginde, A==VL.1/2 ile bulunur. Bu durumda

*
(1.70), 6rnekten bulunan dederler cinsinden Zj=rZ Y,
iv1

* *
* * bi
+rz v Y24-..c+rz.y Yp olarak yazilabilir.

j2 i'p.

Simdi, N birim (gbzlem)lik tesadiifi bir Srnek igin
yapilan bir TBA uygulamasinda bilegenlerin adlandiral-
masindan sonra, birim (g&zlem)lerin bilegenler itiba-
riyle dederleri bulunarak, bliyiikliiklerine g&re siralan-
masi istenebilir.llo] Oyleyse standartlagtirilmig g8z-

lemler matrisi

r -
le le....le
Z Z ceod
=21 22 2 :

Z = : : Y (I.71)

ZNl ZN2° .o 'sz_
ve
z'z=vL V' (.72)

olmak lizere temel bilegenlerin gdzlem matrisi Y =2V
olsun. Buradan temel bilegenlerin standartlastirilmis

gbzlem matrisi

-
1/\/§l‘ (0 Y
1/\/22‘....0

LI B N ]

Qesee O
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=L %yrg
. =B'%Z

olup, bu matrise ayni zamanda bilegen degerleri matrisi

[ 5]

denir.’

Y* matrisi bulunduktan sonra matrisin her bir stitun
vektdrld, her bir bilegenin g&zlemler itibariyle aldik-
lara deﬁerleri verir. Bu vektbrlerin elamanlarai biliylikten
kiicige dodru siralanarak yorumlamaya yardimci oldugundan

TBA bakimindan Onemlidir.

TBA uygulamalarinda karsilagilan zorluklardan biri
de 6l¢lim birimlerinin etkileridir. S maﬁrisinde tlim ve-
ya bazi degigkenlerin sonuglari, 6l¢lm birimleri degisg-
kenligi igerir. Bunun sonucunu, &zdeferler ve dzvektdr-
lerde g&zlemek zordur. Bununla birlikte Snemli ve Onem-
siz degigkenlerin rolu dedigir, yani birbirlerinin yeri-
ni alabilirler. Bdylece kiigik varyansli olan, biyidk var-
yansli durumuna gegebilir. Bundan dolayi temel bilegen-
ler analizinde yalnizca, tiim degiskenler ayni birimle
o6lc¢ilildliglinde veya en azindan kargilagtirilabilir birim-
lerle &lg¢iildiiglinde kullanilabilir. Bu zorluktan kurtul-
manin yolu, TB'e kargilik gelen korelasyon matrisini

dikkate almaktlr.{zl

Simdi, TBA ig¢in s8ylenenleri bir &rnek lizerinde

gbsterelim.
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Ornek I.l Topragin yapisinda bulunan;
Xlz camur % si
- % 3
Xz. Kil si
X3t Organik madde % si
X4: pH (asitlik ve bazlik derécesi)

(111 5, degiskenleri igeren, de§ig-

dediskenler olsun.
kenligin bilylik bir kismini agiklayan yeni bilegenler

bulmaya c¢aligaca§iz. Ayrica bilegenlerle ilgili diger
6zelliklerde incelenmeye g¢aligilacaktir. Bunun ig¢in in-

celeme alani olan topraktan 20 numune alinmig olup, bu

numuneler lizerinden degdigskenlere ait veriler agagidadir.

Numuneler Xl x2 X3 x4
1 13.0 9.7 1.5 6.4
2 10..0 7.5 1.5 6.5
3 20.6 12.5 2.3 7.0
4 33.8 19.0 2.8 5.8
5 20.5 14.2 1.9 6.9
6 10.0 6.7 2.2 7.0
7 12.7 5.7 2.9 6.7
8 36.5 15.7 2.3 7.2
9 27.1 14.3 2.1 7.2
10 25.5 12.9 1.9 7.3
11 26.5 14.9 2.4 6.7
12 22.3 8.4 4.0 7.0
13 30.8 7.4 2.7 6.4
14 25.3 7.0 4.8 7.3
15 31.2 11.6 2.4 6.5
16 22.7 10.1 3.3 6.2
17 31.2 9.6 . 2.4 6.0
18 13.2 6.6 2.0 5.8
19 11.1 6.7 2.2 7.2
20 20.7 9.6 3.1 5.9
ortalamalar- .-22.235 10.505 2.535 6.650
standart 8.34369 3.71745 0.80212 0.51248

sapmalar
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Korelasyon matrisi

1. 0.6743 . 0.2131 0.0242]
1. -0.1960 0.0131

R =
1. 0.0787
1. f
L. . o

olur. R nin 6zdederler matrisi

[~ 7
1.676 0- 0-’ 0.
1.146 0. 0.
L=
0.960 0.
0.218
b o

dir. % lere bakildiginda

21 >22>!23 >SZ4>0

oldufu gdriillir. Burada

4
Z 2j= 1.676 +1.146 +0.960+0.218= 4
3=1

ve

P
tr(R) = 2 L, =4

dair.

Ayrica

=

[RI ="

% =0.402
3

1

dir. Bilegenler tarafindan ag¢iklanan varyans paylara,

sirasiyla
2 4 ' 2
4
pll"’l-—g Veya ‘%"— l-co’T den
z 9, Z R
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Agiklanan varyans Birikimli agiklanan

Ozdegerler paylari % pav.%
1.676 41.90 41.90
1.146 28.65 70.55
0.960 24.00 94.55
0.218 5.45 100.00

olur. Ozdederlerden sonra onlara karsilik gelen &zvektdr-

ler matrisi

~
0.710 0.702 0.025 0.042T

0.182 -0.241 0.836 0.459

}

V=V, VoV v, = |
TLIE20S3740 0,147 0.111 -0.423  0.887

‘L-o.664 0.661 0.349 -0.026

-

olarak bulunur. Bu matris bir ortogonal matris olup

v'v=1I ve IVl =1 kogullarini saglar.
Simdi, herbir bilegenle degigken arasindaki kore-

lasyon katsayilarini igeren yapi matrisini bulalim.

A=VL.]'/2 olmak lizere

[ 0.919 0.752 0.025 0.020]
| 0.23  -0.258 0.819 0.214
0. 190 0.119  -0.415 0.414
-0.860 0.708 0.342 ~0.012 |

A matrisinden anlasirlacagi gibi Xl(gamur) ve X4(pH)
birinci temel bilegen ile yakin bir iligki halindedir.
Ayrica bu iki degigken birinci bilesen eksenine daha
yakindir. Ginkil degigkenlerin bu bilesen ekseniyle yap—
tiklara korelasyon (aginin cosinus)lar satirlardaki en
biiyiik sayilardir. Ayni bilesen eksenine yakin olan de-

iskenler ortak nitelikli dedgigkenlerdir. Birinci bi-
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lesenin ortak niteligi, veri matrisindeki de§igkenligin
%$ 41,90 ini agiklar. Birinci ve ikinci bilegen beraber
% 70,55 lik kasmini agiklar. % 29.45 lik bilgi kaybiy-
la istenirse bu ddrt dedisken yerine, onlarlﬁ ortak ni-
teliklerini temsil eden birinci ve ikinci temel bilegen-
ler alinabilir. Bu durumu birinci ve ikincl bilegenler

“igin tablo halinde gdsterirsek

Bilegenler

Degiskenler 1.,Bile§en 2. Bilegen
X, 0.919 0.752
X, 0.236 -0.258
Xq ~0.190 0.119
X, -0.860 0.708

olur. Sayet bilgi kaybi amaca gdre kabul edilebilir di-
zeyde ise (buna hipotez g¢alismalari yardimci olabilir)
dért boyutlu uzay yerine iki boyutlu dilizlem ele alina-
bilir.

Simdi bulunan TB i¢in Ornek 6zelliklerini ince-
leyelim. Degiskenlidin en biiyik kismini agiklayan bi-
rinci temel bilegen (en bliylik 6zdeger) ig¢in & 95 1lik
gliven aralidi olugturalim. n = 19, ¢

= 1.676,% =1,96

1
degerleri (I.35) egitliginde yerine konulursa

0.025

1.676 1.676
P - <Al~<~ ) =0.95
2 2

1+1.9 19 1-1.96 9

3]

P(0.611< A, < 4.603)=0.95

1
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olur. Ikinci biiylik temel bilegen ig¢in %95'lik giiven ara-
ligini, n=19, £,= 1.146, %, 025 1.96 deferleri ile

olusturalaim.

1,146 1.146

P( < A, <
- A 2 2

P(0.701 < xz < 3,148) = 0,95

A

) =0.95

olur.

$imdi alinan temel bilegenlerden sonra geride kalan
bilegen (klglik 6zde§er) lerin yi1§in deJerlerinin sifir
olup olmadidini test edelim. Bunun igin ilk &nce birin-
ci ve ikinci bilegen alind:zktan sonraki artik matrisi
bulalim,

= R=(R.F
Rp(1.42.)" R-(R"R,)

Ritp Thypo Poyy
[ 0.919 0.752]
0.236 -0.258] {0.919 0.236 =-0.190 -0.860
= ®
-0.190 0.119( |0.752 -0.258 0.119 0.708
[-0.860 0.708]
[ 1.410 0.023 -0.085 ~-0.258]
0.023 0.122 -0.078 ~0.386
-0.085 -0.078 0.050 0.170
0.410 0.264 0.128 -0.234]
0.264 0.878 =-0.118 =-0.373
R L= ‘
A(l.+2.) 0.128 -0.118  0.950 -0.091
| -0.234  -0.373  -0.091  -0.241]
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olur. Bu artik matrisin.yidin degeri sifir olan matristen
gelip gelfﬁedigini test edelim. ﬁipot'ez

Hj: P =0
1° ?=#g
ise @=0.05 anlamlalik dﬁzeyinde 1 serbestlik derece-
siyle (I.45) egitligine gbre

0.402

il

Q e
{(1.676) (1.146)[(4-1.676-1.146)/(4-2)1%"2}

i

0.151
ve

x? == [(20-1)~ & (2(4)45)- -2 210,151

=29.303
olur. Bulunan defer ile tablo deferi Xg gs.q =3.841
kargilagtirildiginda H0 red edilir. Yani adi gegen ve-
rilerin artik matrisi, = 0.05 anlamlilik ve 1 serbest-
lik derecesinde, yi§in dederi sifir olan bir matristen

gelmedi§i istatistiksel olarak g&riilmiistiir.

Alinmayan bilegsenler igin bulunan artaik matrisin
yidin deferi sifir olan bir matristen gelmedigini gor-~
diikten sonra, bu bilesenlerin (6zdeferlerin) birbirine
esit olup olmadigini test edelim. n=19, g=2 ve r=2

olmak lizere

hipotezi, (I.37) egitlidi kullanilarak «= 0.05 anlamli-~

li1k dlizeyinde test edelim.
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2 : 0.930+0.218
X _?"19‘(_211 0.930 +¢n 0.218)+(19) (2)¢n 7

= 9,225
degerini, tablo deferi Xj os.,=5.99 ile kargilastiral-
diginda Ho red edilecektir. Yani adi gegen verilerin
yiginina ait Ucglincli ve d¥rdiincli bilesenler {(veya Bzde—

gerler) ,@= 0.05 anlamlilik dlizeyinde esit degildir.



37

BOLUM 11
LINEER MODELLERDE TEMEL BILESENLER

TB'in istatistiksel veri analizindeki yerini ince?
lerken; ¢ok deJigkenli istatistiksel analizdeki, TBA
ni inceledikten sonra, lineer modellerdeki Temel Bile-
senler Regresyonu (TBR) 'nu, c¢oklubaglanti sorununun
incelenmesinde gdrecediz. Bunun ig¢in ilk OSnce bazi ta-

nimlari verelim.
II.l. BAZI TANIMLAR
II.l.a. Lineer Model

Bu b&liimde kullanilacak olan model, Y:nxl rasgele
defiskenlerin gdzlenebilir bir vektdrii, X:nxp(n > p)
bilinen rasgelé olmayan sayilarin matrisi f:pxl bilin-
meyen paremetrelerin vektdril, €:nxl ayni dagilima sa-
hip E(g) = 0, Cov (g) = 021 kosulunu saglayan ve gdz-

lenemeyen rasgele dediskenlerin vekt&rli olmak lizere

Y =XB+¢e (I1.1)

—

anlamindadir. Bu sekilde tanimlanan modele genel 1li-

neer model veya Gauss-Markov modeli denir.

(II.1) denklemiyle belirlenen modelde EﬁN(g,ozln)
dagilimliy oldudunda modele Genel Lineer Hipotez Mode-
[12]

li denir.

Buna bagli olarak,

Y nin g&zlenen dederi y olmak lizere
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y-XB= e(B) (11.2)
denklem sistemi igin

min, e (B)1%= (y-XB)* (y-xB) (II.3)

B (+0) |

kosuluyla belirlenen B vektSriine (II.2) sisteminin EKK

. [12]
¢6zlimi denir.

II.1.b. Goklubaglanti (Multicollinearity)

p dedisken sayisi olmak.ﬁzere, X'X matrisinin p
rankli olma varsayiminin bozulmasi yani her bir g&zlem
ig¢in agiklayici dedigkenler arasinda bir ya da birden
¢ok dogrusal bagintinin varli§i tam ¢oklubadlanti gbs-
tergesidir. Tam ¢oklubaglantiya bir sorun olarak ba~
kilmsz.Gligll ¢goklubaglantida slitunlarin yaklasik ola-
rak sifira esit olan lineer bilesimleri olarak karak-

terize edilir. Daha agik olarak, eger

%
2w X=0 , (11.4)
olacak gsekilde sifir olmayan y'=(wl,w2,...,w ) vektori
. [13]
varsa, X in siitunlari ¢oklubaglantilidar denir.
II.l.c. Bir Matrisin Kosul Sayisi
Simetrik bir A matrisi ig¢in kosul sayisi
Makjkjl
k., (R) = —d—0" (II.5)
2 MinlALl
3 J

olarak tanimlanir.

Lineer modellerde TB'in yerini, ¢oklubaglanti so-

rununun ‘incelenmesinde gbrecegiz. Bunan- igin ilk
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Once 6zdeferlerle ¢oklubaglantinin belirlenmesi, daha

sonra yanli kestirimlerden TBR incelenecektir.

II.2. GOKLUBAGLANTININ OZDEGERLERLE BELIRLENMES1

Goklubaglantinin dogal bir 8lg¢iitii X'X matrisinin
kosul sayisi olan kz(X'x) dederidir. kz(X'X) < 10 ise
verilerde ¢ok az bir goklubaélantl vardir. Kosul sayi-
s1 30'a glkmaél orta derecede kuvvetli g¢oklubaglantinin
varligini gbsterir. ké(x'x) > 30 olmasi, siddetli bir

g¢oklubaglantinin derecesidir}l4]

Aciklayici dedigkenler arasindaki goklubaglanti en
iyi gekilde korelasyon matrisinin Ozdeferleri ve 8Szvek-

tdrlerinin incelenmesiyle belirlenebilir§l4]

X'X matrisinde ¢oklubaglanti varsa Rj bzdederlerin-
den bir ya da bir kismi sifir ya da sifira yakin cikar.
X'X in j. 6zdeferi Rj ve buna karsilik gelen Ozvektdr

sz olmak lizere

A= VIX'XV.= (XV.)'(XV.), 5 = 1,2,... I1.6
3T XXV (XV) N(XV4), ] 12;-004p )

dir. X'X in son r tane &zdeJeri yeterince kiiglik ise

0 % (XV4) ' (XV,) ®XV~0, § = 1,2,...,x  (IL.7)

olacaktair. lj”() oldugu zaman bunlara kargilik gelen
6zvektdrlerin mutlak dederce biiylik olan elemanlari

15
¢oklubaglantida igerilen de§iskenleri verecektir} :

Goklubaglantiyi belirlemede izlenen bir diger yol,

-t P _
x'x)" = = aTlv.ve (II.8)
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1

oldugundan (X'X) ~ in j. k8segen elamani, varyans si-

sirme oran (VIF)1olarak adlandirilan

P _q19 v
L= ZATWA 1 =1,2,... II.
CJJ 551 3 Vi ) 1,2, P (11.9)

olarak yazilabilir. Bu cjj'lerden en biliyiigliniin 10'dan
biylk olmasi zararli ¢oklubadlanti olarak nitelendiril-
migtir.{lsl

GCoklubagdlanti sorununun incelenmesinde kullanilan tek-
niklerden biri, yanli bir kestirim olan TBR dur. Ken-
dall'in ¢oklubaglanti varliginda ¢ok defiskenli TBA
nin regresyon analizine donligtiirilebilecedi savina da-
yanarak, EKK Kestiricisine g8re yanli ancak daha kii¢lik
AKO (Artik Kareler Ortalama)li kestirimler TBR ile el-

de edilir. 151

II.3. TEMEL BILESENLER REGRESYONU

IT.3.a. Genellegtirilmig Invers ve Kisitlanmis

EKKK Olarak TB Kestiricisi ve Ozellikleri

X'X matrisinin 8zdeferli Rl>'R,> ..J>Rp ve bunla-

2
rin k&gegen matrisi A , 8zdederlere karsilik gelen
normlandirilmig Szvektdrler ji,yz ,...,yp ve bunlarain

matrisi V olsun.
V matrisi ile A matrisi asadidaki gibi pargalansin

vy, tv_ ] (I1.10)

pxr  px(p-r)
A 0

0 A
- P™8 pxp
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+
A matrisi

AT = (rT.11)

olmak fizere (X'X)+ matrisi gu gekilde tanimlansin
+ +
(X'X) =vVvVA V' (IT.12)

+
(X'X) matrisine "belirlenmis r ranki igin X'X in

| 14]
genellegtirilmig inversi" denilmektedir. Burada
+ -
] = ]
(x'x) = v AT (II.13)
ve
. + -
| 1 4 -— ¥ 1
(X'X) (X'X) (vrArlvr) (VA V)
=V V!
rr
= il ]
I Vp-rvp—r (IT1.14)
dir.
Simdi genellestirilmig invers kestiricisi tanimina
yapalim;
-+ +
B = (x'X) X'Y (II.15)

kestiricisine 8 parametre vektOriiniin genellegtirilmis

inver kestiricisi denir.
_ + -1 s
r = p alindidinda (X'X) = (X'X) olup, B = dar.
ot 2 . s
Teorem II.1 B kestiricisi f nin bir lineer d&nii-
siimiidiir.

Ispat: Normal denklemlerde X'Y = X'Xf olmak iize-

re (I1.12) den
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B =(xX'X) X'x8 (1I.16)
+ ,
dir. Buradaki (X'X) X'X matrisi simetrik ve idenpotent

olup, bir dik izdilisliim matrisidir.
(x'x) x'x = v v (I1.17)
r'r
dir. éurada éf';é.nln V. Uzerine dik izdliglimi olan vek-
tbrdiir.
Simdi QG[Vr] kisitlamasi altinda (II.1l) modelini

gbz Oniine aldim.

gelv 1« Vi')_rﬁ_=0 (11.18)

oldugundan Vé—rg =0 kasitlamasi altinda § nin kisit-
lanmig EKK kestiricisi, B:=§_’+S-1R' (Rs_lR‘)—l(;c_-R 8) goz

6niine alindigainda

A=p 1y~ ' iy~ L -1 — 3
B=B+(X'X) vp__r (vp_r(x X) vp_r) ( vp_rﬁ_ )
=(I-(x'%) " v___A )8

'
p-r p-rvp-r =

= - ' )
(1 vp_rvp_r) B

=(X'X) "X'X§
=5+ (Ir.19)
dair.
é+.kestiricisi B nin v!_ =0 parametrik kisitla-

p=x—
mas1: altinda EKKK (En Kiiglik Kareler Kestiricisi)dir.

DigJer taraftan (II.l) modelinde Z2 = XV dOniiglimil
vapilarak
Y =xv'gt+e
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deki TB tiirlinden & nin kestiricisi

1

" _&_~=(z'2)*'lz'g=A' z'g_=A'lv'xg. (I1.21)

dir. BOlim I'de bahsedilen TB in &zellikleri g&z &niine
allndlglﬁda, kliglik 6zdeferlere kargilik gelen TB in X
in toplam degisimine katkisi az olacadini biliyoruz. Si-
fir ya da sifira yakin 8zdeferlerin bilesenleri ¢ikaril-

diginda, elde edilen TB kestiricisi

| « -1 Yyt
I Of e A vpxx
gTB a= = (IX.22)
0 o l o 0
olmak ilizere R
= - A;lvpc'g
Bop™ Veqgp= V
0
dir. Ayrica
rA.lV'X‘Y
r r =
E»'I‘levrivp—r]
o]
=v A lvixy
rr r =
=+ (I1.23)

dir. GOriildligi gibi E+ kestiricisi B nin bir TB kesti-

ricisidir.

TB igin AKT (Artik Kareler Toplama)

AKT = X (y,-y)“- E)\ja. (11.24)
i=1 j=1J 3
[-15]
olur.

Simdi TB kestiricisinin dagilim &zelliklerine ba-

~

kalim, TB kestiricisinin
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E(B)=(X'X) 'X'E(Y)
=(X'X) +x'x?_

=g-v__ V' B

p-r p-r—

P
=§._.2 +1(Y'3E)Yj (I1.25)
J1=r

oldugundan ETB kestiricisi yanlidir. Bireysel paramet-

reler igin

- P
E@Bpn )=8-2 (ViB) V.. (I1.26)
TBi 1 j=p+1 3 ji
dir. Burada Vji ’ y_j nin i. elemanidair.
- + -
Cov (Bp)=Cov((X'X) X'X§)
+ - +
=02(.X'X) X X(X'X) TR X(X'X)
+
=02(x'x)
r
=% 2 a3lv.v! (I1.27)
dir. Bireysel parametrelerin varyanslari
var (6, ) =o° 3 Aty (I1.28)
TB; j=1j ji *

olur. Sonugta, £ VN (9_,02:[) oldugundan

3 ~n, ' + ' 2 ' +

ETB N ((X'X) X'Xf ,0°(X'X) ) dagilimladar.

Tiim kestirimler iizerinden yanli kestirim ortalamasi
(YKO) ise

- r _ p
YRO (B, )=0% TATV.VIH £ (v.f)v.1?
P T o Rl .

r . p
=2 AT T (vip)2 (II.29)
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seklinde elde edilir. (13

II.3.b. Gikarilacak Bilegenlerin Segim Olgiitii

Coklubaélantl tam oldudu zaman Kj= 0 'a ve goklubag-
lant1 gﬁgiﬁ olmasz halinde Rj%()'a karsilik gelen szvek-
térlerin g¢ikarilmasiyla TB kestiricileri elde edilebi-
1ece§ihi sOylemigtik. Yalniz, Kj“() oldudu ﬁurumlarda
hangi bilesenlerin gikarilacadi sorununa iki yol &ne-

rilmigtir,

a) En kiigiik Szdeferlere karsilik gelen Szvektdrle-

ri ¢ikarmak,

b) En kﬁgﬁk,aj lere karsilik gelen bilegenleri ¢a-

karmak.

Hangi bilegenlerin ¢ikarilacadina karar vermek

igin ya da daha Once adi gegen Vé_r§?=0 kisitlamasinin

dogruludunu test etmek ig¢in

o - n— .
u =l (ART AKT)/{AKT)]I—)-_—_-% (II.30)
veya
- & 2 % ~2y1h=
u=[ X Aef/(1-= 7‘1"‘;‘”5‘-‘? (11.31)

j=r+1 J =1

Istatisti§i verilmigtir. Ur veya UV F dagila-

p-r; n-p
mina sahip olup, tablo deferleriyle karsilagtirmasi
yapilarak g¢ikarilacak bilesenlerin sayisinin bulunabi-

[16]
lecedi belirtilmisgtir.

Simdi bu bSlimde sbylenenleri bir 8rnek lizerinde gds-

terelim,.
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Ornek II.] Hald'in c¢imento verilerinden yararlana-
rak TBR'de s®ylenenleri gdstermeye g¢aligalim. Portland
¢imentosunun sertlesmesi sirasinda agidi ¢ikan 1isai,
¢imentonun bilegenlerinin lineer fonksiyonu olarak su-
nulmugtur.[l7]

Bagimsiz dedigkenler:
13 3CaOA1203(tricalcium aliminate)in %' agirliga

X

-y

5 3CaOSi02(tricalcium silicate)in % agirlaig:

Xyt 4CaOA1203Fezo3(tetracalcium alimuno ferrite)in
% adirliga

X4: 2CaSiOz(dicalcium silicate)in % adirliga

Bagimli deglsken:

¥: Gram basina acifa ¢ikan isi miktari (kalori o-

alarak)
Cimento Verileri

X1 X2 X3 X4 Y

7 26 6 60 ~78.5
1 29 15 52 74.3
11 56 8 20 104.3
11 31 8 47 87.6
7 52 6 33 95.9
11 55 9 22 109.2
3 71 17 6 102.7
1 31 22 44 72.5
2 54 18 22 93.1
21 47 4 26 115.9
1 40 23 34 83.8
11 66 9 12 113.3
10 68 8 12 109.4

Ort. 7.46154: 48.15185 11.76923 29.99999 95.42308
Stand.
sapms 5.88239 15.56088 6.40513 16.73818 15.04372
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rimleri ve bunlarin varyanslari

<ol e
NI SO S

>

olsun.

-

B

1.55216

0.51127
0.10297
-0.14298

Kcrelasyon matrisi

ve

1.

L

0.22857

l.

38.53617

olarak bulunur.

-0.82412
-0.13923

l.

94.23650
254.76032

Var(ﬁ.)

_

0.55536
0.52451
0.57029
0.50337

0.02953

1.

46.91811

-0.24544
-0.97296

41.92868
105.22158

-y

282.88552

R(korelasyon) matrisinin- Szdeferler matrisi

-

2,23570 0.

0.

1.57607 0.

0.18660 0.

0.00162J

ve bunlara karsilik gelen 6zvektSrler matrisi

bt

0.56387
~0.39407

[ 0.47595

~0.54793

0.50898
-0.41194
-0.60497

0.45123

0.67550
-0.31442
0.63769

-0.19542

N
0.24105
0.64176
0.26846

0.67674

99.90851
267.89398

111.28187
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olarak bulunur. Ayrica

T 0.73071]

0.81624
X'y= |
~0.53466

-0.82629

=3 -

dir. Verilerden bulunan determinasyon katsayisi R2=0.98235A~

olsun.

Simdi parametreleri test edelim. Once her bir para-

metrenin sifirdan farkli olup olmadigdr testini yapalim.

H,: B.#0 3=1,2,3,4

hipotezini @=0,05 anlamlilik diizeyi ve n=N-1=12 serbest-

-

8.8,
lik derecesiyle ty_;= P

V var (Ej)

H=2.08282, 52 igin t2H=0.70595,

H=0.20153 degerleri,

kullanilarak her bir Bjye

karsilik bulunan; B, igin t

1 1

Byigin £,,50.13935 ve §, icin t

3H 4
t12;0'025=12.l79| tablo dederleri ile kargilastirildi§in-
da biitiin leer igin H  red edilemeyecek. Bunun anlami
sudur, her bir ﬁj ayri ayri test edildiginde «=0.05 an-
lamlilik diizeyinde Iistatistiksel olarak hi¢ biri anlamli dedil-

dir. Ikinci olarak bu parametrelerin hepsinin ayni anda

s1fira egit olup olmadifini test edelim.
Ho= ﬁl=52=33= 4:0
Hl: En az bir Bj31flrdan farklidair

2
hipotezi @=0.05 anlamlilik diizeyinde ve F= R/ (k-1)

(1-R%) / (N-k)



49

_ istatistigini kullanarak F;k-1, N-k serbestlik derece-
siyle test edildiginde, bulunan FH=lll.l3 deferi,

.F4,8;0,05=3'84 tablo dederiyle karsgilagtirildiginda H0
red edilir. Bunun anlami gudur, «¢=0.05 anlamlilik diize-

yinde sézli edilen parametreler ayni anda istatistiksel

olarak sifira egit degildir.

Yapilan bu parametre testlerinin sonug¢lari g¢eligki-
1i olmasi, akla degiskenler arasinda goklubaglantinin
var olup olmadigd:r sliphesini getirmektedir. Bu ylizden

incelemelerimiz bu dodrultuda olacaktar.

Simdi daha Once bulunan degerler kullanilarak Once

coklubaglantiyi inceleyelim.

| S -
(VIF). ayni zamanda c..= X k.lV. , R 1 matrisinin
3 3 4= 3 33

k&gsegen elamanlari olduﬁuna gbre maksimum (VIF)=282.88550
igin

mak (VIF) j=282 .88550 =10

oldugundan siddetli g¢oklubaglanti vardar.

GCoklubaglanti derecesini kZ(X'X) yadimiyla da gdre-

biliriz.
mak,ik.l ‘
k, (X' %)= —1 = 2.23570 - 1380.06
min Al 0.00162

J
Burada 1380.06 > 30 oldujundan giddetli bir g¢oklubag-

lanti oldugu tekrar goriiliir.

Korelasyon matrisinden elde edilen &6zdederlerden
si1fira en yakin olan R4 tir. Minimum &zdefere kargi-

11k gelen bilesgen
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+0.64176X +0.67674X,~0

=0;24105X1

+
Z4 2 0.2?846)(3 4
olup, gokiubaélantiya neden olan degigkenler ise katsa-

AYlla%l mutlak deferce biiylik olan Xz ve X4dﬁr.

gimdi, h4z0 oldugundan, R4 ve ona karsilik gelen

Yy ¢ikartilarak TB kestirimlerini bulmaya galigalam.

2.23570 0. 0.
A= 1.57607 0.
0.18660.
ve
(0.47595 0.50898  0.67550 |
| 0.56387 -0.41394  -0.31442
V2‘-’_-0.39407 -0.60497 0.63769
-0.54793  0.45123  -0.19542 |

olur. Buradan

a = Atyrxry
Y r e
0.656951
=10.00831
0.04762J

ve

-+
= o
g Vr--r

[ 0.34907]
_| 0.35202
" 1-0.23355

:0.3655%’

olarak bulunur. Kestirimlerin varyanslari ise



var (ﬁTB )
0.25134
0.06836

"0.23618
0.03934

olur.

- 51
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BOLUM 111
UYGULAMA

Simdi, b&liim I ve bdliim II nin sonunda verilen &6r-
neklerden baska, her iki bdliimde sBylenenleri; li¢ degig-

kenli, 10 birimlik veriler ic¢in uygulamaya ¢alisacagiz.

Asafida verilen verileri ilk 8nce TBA agisindan

inceleyelim.
N . x
Birimler X X, 3
1 20 3 5
2 22 5 6
3 18 0 5
4 24 5 6
5 30 5 4
6 25 8 5
7 35 11 5
8 28 8 4
9 40 5 6
10 18 5 4
Ortalamalar 26.0 5.5 5.0

Standart sapmalar 7.3182 2.9907 0.8165

Korelasyon matrisi

-

1. 0.4418 0.3347
R = 1. -0.2013
L l-

olup, R nin &zdederler matrisi
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r T
-11.4720 0. 0.
L= 1.1890 0.
0.3389
dir. Burada
3
z 2.=tr(R)={3
j=13’
ve
3 )
IRl=1 £ = 0.5931

dir. Bilesgenler tarafindan agiklanan varyans paylari

ve birikimli agiklanan pay ise

Agiklanan varyas Birikimli aglkia—
Ozdegerler paylari % nan pay %
1.4720 49.07 49.07
1.1890 39.63 88.70
0.3389 11.30 100.00

olur. Yzdegerlere kargilik gelen Ozvektdrler de

0.758 0.157 -0.642

V=1_[y, ¥y» ¥3 1 = | 0.560 -0.628 0.582
0.350  0.840 0.502

-y
olarak bulunur. Her biri bir bilegenle dedigken arasin-

daki korelasyon katsaY1lar1n1 igeren yapi matrisi ise

0.9197 0.1712 -0.3737
A=]0.6794  -0.6848" 0.3308
0.4265 0.9159 0.2923

olur. A matrisi incelendiginde, Xl ve X2 degigkenleri

birinci temel bilegen ile yakin iligki halindedir. Xl

dedigkeni birinci. bilegen eksenine daha yakindar.
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cﬁnkﬁ bu deJigkenin bilesen ekseniyle yaptiga korelasyon
satirdaki en biliylik sayldlr; Benzer durum ikinci bilegeﬁ
ile X3 degigkeni arasainda vardir. Bir bilegene yakin
olan dedigkenler ortak nitelikli déﬁiskenler olup bile-
senin'adlandlrllma51na yardimca olur.bBirinci bilesenin
adlandirilmasina yardimci olur. Birinci bilesen;n ortak
niteligi, veri matrisindeki degiskenligin % 49.07 ini
agiklar. Ilk iki bilegen beraber % 88.70 lik kismini
agiklar. Amaca uygun olarak istenirse % 11.3 1liik bilgi
kaybi ile bu lig¢ dedisken yerine onlarin ortak niteligi-
ni temsil eden birinci‘ve ikinci temel bilegen alina-
bilir. Sayet bilgi kaybi amaca gbre kabul edilebilir
diizeyde ise Ug boyutlu uzay yerine iki boyﬁtlu dlizlem

ele alinabilir. Bunu iki bilegen ig¢in gsu sekilde yaza-

biliriz.
Bilegenler
Degigkenler 1. Bilegen 2. Bilegen
Xy 0.9197 0.1712
X, 0.6794 -0.6848
Xq .0.4265 0.9159

Yukarida ortak niteligi belirlenen bu bilegenlerin,
birey(birim) lerin bilegsen dederlerine gdre siralanigi
ise 56yiedir. Bu siralama g¢alismanin amacina uygun ola-
rak birimlerin siralanmasi Snemli ise yapilir. §imdi

bu siralamayil birinci wve ikinci bilegen ig¢gin yapalim.
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1. Bilegen ) 2. Bilesen

A¢iklayicilik payi % 49.07 Agiklayicilik pay1 % 39.63

Sira No Kad No Bilegen dégeri, Kod No »Bile§en ded.

1 7 1.6171 9 1.3153

2 9 1.4712 2 0.9611

3 6 0.3005 1 0.3620 -
4 5 0.2643 6 -0.5011

5 10 0.2524 10 -0.6898

6 8 0.2075 5 -0.7685

7 3 0.1007 7 ~0.8819

8 2 ~0.0652 4 -0.8866

9 4 -0.5005 3 -1.2165
10 1 ~0.8970 8 -1.3855

Simdi bulunan TB ig¢in &rnek Szelliklerini inceleye~
lim. Birinci bilegen. (en biiylik 6zdeger) ig¢in % 95 1lik

gliven araligini olugturalim. n=9, Ql? 1.4720, 2 =1.96

0.025
degderleri ile

P(0.7844 <A, < 11.9190) =0.95

1
olur. Ikinci temel bilegen igin ise

P(0.6336 S A, < 9.6275) =0.95

2

olarak bulunur.
Alinan temel bilesenierden sonra geride kalan bile-

senlerin yi§in degerinin sifir olup olmadifini test

edelim. Bunun ig¢in artik matrisi bulalim.

of -y
0.8752 0.5076 0.5491
Ryyp, = 0.9305  -0.3374
1.0208

den
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i ]

0.1248 ~0.0658 =0.2144 |
RA(1.+2.) = - 0.0695 '~0.1361
) : -0.0208

- o - -

olur. Bu artik matrisin yidin dederi sifir olan matris-
den gelip gelmedigini, @-=0.05 anlamlilik diizeyinde
1 serbestlik derecesiyle test edelim.
HO:'P=Q
Hy: P#Q
hipotezi ile
0 =0.9997
ve

x2 =0.0074

olup, bu deder tablo degeri xg.05;1=3.84l ile kargilag-
tirildigainda Ho red edilemez. Yani adi gegen verilerin
artik matrisi, «=0.05 anlamlilik diizeyinde yi§in deferi
sifir olan bir matristen geldigi istatistiksel olarak
(g8rilmiistiir) reddedilememistir. Bu da kiiglik bilesenin

yvigdin degeri sifira yakin oldudu anlamindadir.

Ayni verileri Y dedigkenini de gdz &niline alarak

TBR ag¢isindan inceleyelim.

Y: 4,4,3,6,4,7,4;3,8'2
Daha 6ncedeh bulunan deJerler de kullanilarak,dnce
goklubaglanti yapisini g8rmeye g¢aligalim. Bunun igin

k, (X X) kullanilarak

- mak.lA |
. (x'xr-j J o 1.4720
2 0.3389 4-34
min.l A, |

3 3
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olup, 4.34 <:;10 oldujundan verilerde diigiik giddette gék-

lubaglanti vardar.

Korelasyon matrisinden elde edilen 6zdegerierden_
sifira en yakin olani R4 tiir. En kiiglik Szdegere kargilaik

gelen bilegen

Z4 l+0.582 XZ'FO.SOZ X3 =~ 0

olup, cokbaglantiya neden olan defigkenler ise katsayi-

=-0.642 X

lari mutlak degerce biiyliik olan Xl ve X2 dir.

Simdi, %?0 oldugundan, R3 ve ona kargilik gelen

V3 ¢ikartilarak TB kestirimlerini bulalim.

1.4720 0 i
A =
0 1.1890
ve )
0.758 0.157 |
v, =|0.560 -0.628
0.350 0.840 _
dir.
2.2290
]
X Y=|-1.2321
5.8002
den
. 2.0590 2.1640
o = . f‘+=
2r 3.8aq3 | ile ‘8 1.2612
3.9499

olarak bulunur.
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SONUC

Bu caligmada istatistiksel veri analizinde Snemli
bir yeri olan temel bilegenler, temel bilegenler ana-
lizi ve lineer modellerde temel bilegenler bagliklari

altinda iki b®liimde incelenmigtir.

Temel bilegenler analizi, X tesadlifi vektdriini,
bilegsenleri iligkisiz ve varyanslarainin biiylikliiklerine
gbre 31raianm1§ yeni bir tesadiifi vektdre doniiglimii ola-
rak tanlmlanmlstlr. Degigkenler normal dadilimli oldu-

. gunda uygulanacak ddniiglim sonucunda yeni bilegenler,
olasilik yogunluk fonksiyonunun ayni dederli oldudu nok-
talarin geometrik yeri, elipsoidlerin temel eksenlerine
karsgilik gelir. IRP de verilen noktalarin kendisine dik
uzakliklarin kareleri toplamini minimum yapan D dogrusu,
S Ornek kovaryans matrisinin birinci temel bilegsenine -
kargilik geldigi gériilmiigtlir. Ayrica b&liimiin sonunda

TBA bir Ornek {lizerinde g6sterilmigtir.

Lineer modellerde temel bilegenler regresyonu kes-
tiricisi, g¢oklubaglanti sorununun incelenmesinde yanli
bir kestirimdir. Kisitlanmig EKKK olarak temel bilegen-
ler kestiricisi, é& olarak verilmigtir. Ayrica bdliimin
sonunda verilen ®rnekten de tanlasildigy gibi TER kestirimi,

EKKK'ye gbre yanli fakat daha kiiglik bir kestirim oldugu
gbriilmiigtiir.
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