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OZET

Bu ¢alisma alt1 bdliimden olusmaktadir. Tlk boliim olan giris kisminda konunun tarihi
gelisimi anlatilmistir. ikinci béliimde, bu c¢alismada kullanilan konuya iliskin bazi temel
tamim ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde dizilerin istatistiksel yakinsaklig1,
istatistiksel sinirliligi kavramlari genis bir sekilde ele alinmis ve bazi genellestirmeleri
incelenmistir. Dordiincii boliimde kuvvetli p - Cesaro yakinsaklik incelenmis ve istatistiksel
yakinsaklik ile kuvvetli p - Cesaro toplanabilirlik arasindaki iliski ortaya konulmustur.
Besinci bolimde literatiirde fazla yer almayan sonsuz serilerin istatistiksel yakinsakligi
incelenmistir. Sonuglar ve Tartisma adiyla verilen altinci boliimde, ¢alismada elde edilen

sonugclara iligkin kisa bir yoruma yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakinsaklik, Istatistiksel

Smirlilik, Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik, Diziler, Seriler

1A%



SUMMARY

Statistically Convergent Sequences and Series

This study consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction
part and in this chapter, the historical development of statistical convergence is given. In the
second chapter, some basic concepts and results which are related to the subject are given.

In the third chapter, we study the statistical convergence, the statistical boundedness
and some generalizations of these concepts.

In the fourth chapter, we study the strong p — Cesaro summability and investigate
the relation between statistical convergence and strong p — Cesaro summability.

In the fifth chapter, we investigate the statistical convergence of infinite number
series which takes a few place in the literature. In the sixth chapter titled Results and
Discussion, a comment related to the obtained results is given.

Keywords: Natural Density, Statistical Convergence, Statistical Boundedness,

Strong Cesaro Summability, Sequences, Series.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu c¢aligmada kullanilan baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida belirtilmistir.

N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
W Tim kompleks terimli dizilerin uzay:
£ :  Simirh diziler uzay:
c . Yakinsak diziler uzay1
Co :  Sifira yakinsak diziler uzayi
0(E) : E kiimesinin dogal yogunlugu
S . Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
6,(4) : AKkimesinin A — yogunlugu
Sy : A — istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi
[C,1] : Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
w,  :  Kuvvetlip — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
[V,A] : Kuvvetli (V,1) — toplanabilir dizilerin kiimesi

VI



1. GIRIS

Bu tezde, say1 (reel veya kompleks) dizileri igin istatistiksel yakinsaklik, Cesaro
toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 verilecek ve bu kavramlarin
genellestirmeleri olan A-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik

kavramlar1 incelenecektir.

Ayrica istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligki
verilecektir. Istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik tanimlarmmn her ikisi de
alisilmig limit taniminin bir geniglemesi olarak diisiiniilebilir ki burada bir dizi L 'ye yakinsak
ise bu dizi L 'ye hem kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ve hem de istatistiksel yakinsaktir. Ayrica

bu dizi siniflarinin her biri w'nin birer alt vektor uzayi, yani bir dizi uzayi olusturur.

[statistiksel yakinsaklik kavramu ilk kez Fast tarafindan ortaya atildi [1]. Schoenberg
[2] istatistiksel yakinsakligi bir toplanabilirlik metodu olarak calisti ve istatistiksel
yakinsakligin bazi 6zelliklerini listeledi. Connor [3] kuvvetli p-Cesaro toplanabilir bir
dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu; sinirli bir dizinin L “ye istatistiksel yakinsak olmasi

halinde L 'ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugunu ortaya koydu.

[statistiksel yakimsaklik ayrica R.C. Buck [4] tarafindan gdsterildigi gibi, yogunluga
gore bir yakinsaklik olarak ortaya ¢ikmaktadir. Yogunluklarin matris ve matris olmayan
toplanabilirlik metotlar1 ile olusturuldugu yogunluga goére yakinsaklik kavrami, Freedman

ve arkadaslar1 tarafindan gosterildi [5].

Istatistiksel yakinsaklik Salat [6] ve Fridy [7] gibi matematikgiler tarafindan da yakin
zamanda c¢alisild1 (Ayrica bak [8], [9], [10]). Ayn1 zamanda Salat [6] tarafindan, sinirl reel

terimli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesinin €, "un kapali bir alt uzay oldugu gosterildi.

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilirligin tarihi, uzun olmakla birlikte, tam olarak
bilinmemektedir. Kuvvetli p- Cesaro toplanabilirlik kavraminin, Hardy ve Littlewood
tarafindan Fourier serilerinin yakinsakligina iliskin olarak 1913’iin baslarinda tanitildigi
goriiliiyor. Bu konu 1946 da Kuttner tarafindan bir makalede ¢alisiilmadan once
toplanabilirlik metodu olarak hig galisilmamigti. Maddox [11], w), uzayinin 1 < p < oo igin

bir BK uzay1 olarak ve 0 < p < 1 i¢in ise p-normlu uzay olarak diisiiniilebilecegini ve o



zaman da 0 < p < o i¢in w, yi ¢ ye doniistiiren matrislerin karakterize edilebilecegini
belirtmistir. Daha sonralar1 bu konuya iliskin bircok genellestirmeler verilmis ve konu

fonksiyonel analiz bakis agistyla ¢alisilmistir.

Yakin bir ge¢miste seriler i¢in de istatistiksel yakinsaklik kavrami Tripathy [12]
tarafindan tanimlanmistir. Serilerin istatistiksel yakinsakligi konusunda mevcut olan az

sayida makalede bazi 6zellikler ve ilging sonuglar ortaya konulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Kavramlar ve Tanimlar

Bu kisimda tezde kullanilan ve ¢esitli kaynaklarda mevcut olan temel kavramlar ve

tanimlar verildi.

Tanim 2.1.1. Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan bir fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore isimlendirilirler. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise
diziye reel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise diziye kompleks terimli dizi denir

[13].

Tamim 2.1.2. (x,,) bir (reel veya kompleks) say1 dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in n > n,

iken
lx, —x| <e¢

olacak bi¢imde bir n, = ny(€) dogal sayis1 mevcut ise (x,) dizisi x sayisina yakinsaktir

denir ve x,, = x veya lim x,, = x bi¢iminde gosterilir. Yakinsak biitiin say1 dizilerinin
n-oo

kiimesi c ile gosterilir. Sifira yakinsak olan biitiin say1 dizilerinin kiimesi ¢, ile gosterilir

[14].
Tamim 2.1.3. (x,,) bir say1 dizisi olsun. Eger her € > 0 sayisina karsilik, her m,n > N igin

|y — x| < €

olacak bi¢imde bir N = N (&) dogal sayis1 mevcutsa, (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Tanim 2.1.4. Her n dogal sayis1 i¢in

|Xn| < M

olacak sekilde bir M pozitif reel sayis1 varsa (x,,) dizisine sinirh dizi denir. Sinirl biitiin

say1 dizilerinin kiimesi €, ile gosterilir.
Biitiin say1 dizilerinin kiimesi w ile gosterilir. (x,,), (3;,) € w olmak tizere w,

(xn) + (yn) = (xn + yn)



toplama islemi ve a bir skaler olmak {izere
a(xn) = (axn)
skalerle ¢arpma iglemine gore bir vektdr uzayidir.

w vektor uzayinin her bir alt vektor uzayina bir dizi uzayi denir. ¢, ¢, €, birer dizi

uzay1 olup
coccct,Cw
kapsamalar1 kolayca goriilebilir.
Tamim 2.1.5. (x;,) bir say1 dizisi olsun. Bu dizinin terimlerinin
2,
n=1

sonsuz toplamina bir seri denir. s, = x; + x5 + x5 + :*- + x,, olmak {iizere (s,) dizisine

an serisinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,) kismi toplamlar dizisi yakinsak ise

seri yakinsaktir, aksi halde iraksaktir denir. s,, = s (n — ) ise serinin toplami s dir denir

\

yazilir.

Tanim 2.1.6. Terimlerinin mutlak degerleri alinarak olusturulan

[ee)

> Il

n=1
serisinin yakinsak olmasi halinde Y};—; x;, serisine mutlak yakinsaktir denir [13].
Tamim 2.1.7. X bir dizi uzay1 olsun. Eger her x = (x,,),y = (y,) € X i¢in xy = (x,),,) €

X oluyorsa X'e bir dizi cebiri denir.



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE BAZI GENELLESTIRMELERI

Fast [1] tarafindan kisa bir not olarak verilen istatistiksel yakinsaklik, Schoenberg
[2] tarafindan toplanabilme metodu olarak incelendi ve istatistiksel yakinsakligin bazi
temel 6zellikleri verildi. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Buck [4], Connor [3], Salat
[6], Fridy [7] ve daha bir¢ok matematik¢i tarafindan ve 6zellikle son yirmi - otuz yil i¢inde

genis bir sekilde caligildi.

Bu boliimde dogal say1 kiimelerinin dogal yogunlugu ile istatistiksel yakinsaklik,

istatistiksel sinirlilik ve bazi genellestirmeleri verilecektir.
3.1. Dogal Yogunluk, istatistiksel Yakinsaklik ve Istatistiksel Simirlihk

Bu kisimda 6nce bir kiimenin dogal yogunlugu, daha sonra bir dizinin istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel sinirlilig1 verildi ve bu kavramlari barindiran 6zellikler

incelendi.

E c N ven € N olmak iizere E(n) = {k < n: k € E} tanimlansin.

Tanim 3.1.1. Bir E € N kiimesinin dogal yogunlugu, |E|, E c N altkiimesinin eleman

sayisint gostermek ve limit mevcut olmak {izere

5(E) = lim (L)

n—oo n

seklinde tanimlanir. Her n € N i¢in |E(n)| < n esitsizligi saglanacagindan, herhangi bir
E C N alt kiimesi i¢in 0 < §(E) < 1 olacaktir. §(E) = 0 olmasi halinde E kiimesine sifir
yogunluklu kiime denir [5].
Ornek olarak

A={keN: k=2nn=123.}=1{246.},

B={keN: k=2n-1,n=1,2,3,.}={1,3,5,.},

C={keN: k=5nn=123.}={510,15,.},
D={keN: k=n* n=1,23.}={14916,..}

kiimelerinin dogal yogunluklari [r] ,r € R sayisinin tam kismini gostermek {izere



A 2] 1
s(a) = fim AW _ i /2] _1
n—-oo n n—oo n 2
B 2] 1
5B = fim 2 _ oy /21
n—oo n n—oo n 2
c 2] 1
5(C) = tim KO _ /201
n—oo n n—-oo n 5
c
5(D) = limﬂ: 1imwzo
n—-oo n n—oo n

olarak elde edilir.

Tanim 3.1.2. Eger bir (x;,) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin
k' lar i¢in bir P 6zelligini sagliyorsa, (x; ) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligini

sagliyor denir ve h.h.k seklinde gosterilir [7].

Sifir yogunluklu kiime tanimindan esinlenilerek istatistiksel yakinsak dizi tanimi1

asagidaki sekilde verilir.

Tanim 3.1.3. (x;) kompleks (veya reel) sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in,
o1
lim—|{k<n: |x,—Ll=¢€}| =0,
n-on

bir bagka ifadeyle

S({keN:|x;, — L =€}) =0

yani h.h.k igin |x, — L| < € olacak sekilde bir L sayis1 varsa (x; ) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir. (x;) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi halinde

S —limx;, = L veya x;, = L(S) yazilir [7].

[statistiksel yakinsak dizilerin uzay: S ile gosterilir. L = 0 olmas1 halinde S, , yani

sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay: elde edilir.

Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Bunu gostermek i¢in yakinsak bir (xy,)
dizisi alalim ve x;, — x farz edelim. Bu durumda her € > 0 i¢in k > k,, iken |x; — x| < ¢

olacak sekilde bir k, € N vardir. Demek ki ancak k < k; i¢in |x;, — x| = € olur. Halbuki

6



1 1
lim—=[{k<n: |x,—x|=¢€}| < lim—ky=0
n—-oon n—-oon

dir.

Ancak bu iddianin tersi dogru degildir, yani istatistiksel yakinsak her dizi yakinsak

olmayabilir. Ger¢ekten

vk, k=m?
X = m=1,2,3,..
1, k#m?

seklinde tanimlanan (xj,) dizisi i¢in S — limx;,, = 1 dir, ancak (x;) & [, ve bu nedenle

(xy) dizisi yakinsak degildir.
Bunun yaninda sinirh bir dizi de istatistiksel yakinsak olmayabilir. Ornegin
x=(10,1,0,1,0,..)

dizisi sinirhidir ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise bu dizinin S — limx; istatistiksel limiti bir

tektir.

Teorem 3.1.4. [1] Reel terimli iki dizi (x), (yx) € S ve a € R olsun. Bu durumda
i) S — lim(axg) = aS — limxy,

i) S —lim(xy + y) = S — limx, + S — limy,,

dir.

S istatistiksel yakinsak diziler sinifinin bir lineer uzay oldugu (i) — (ii) den
anlagilmaktadir.

Tamim 3.1.5. [15]

S{k EN: |xx| >M}) =0



olacak sekilde pozitif bir M reel sayisi1 varsa (x; ) dizisine istatistiksel sinirlidr denir.
Istatistiksel sinirl1 dizilerin kiimesi BS ile gosterilir.
Teorem 3.1.6. Istatistiksel yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel smirlidur.
Teorem 3.1.7. S bir dizi cebiridir, yani (x;), (y) € S i¢in (xz) - (yx) € S olup,
S —lim(xgyg) = S — limx. S — limy,,

dir.

Ispat. (x}), (y) € S ve S — limxy, = [, , S — limy, = I, olsun. istatistiksel yakinsak bir

dizi ayn1 zamanda istatistiksel sinirli oldugundan, (x; ) istatistiksel sinirlidir. Bu durumda
o1
lim—|{k <n: |x| =M} =0
n-oon

olacak sekilde M > 0 vardir. Simdi S — limx;, = [;, § — limy, = [, olsun. Buna gore her

e > 0igin
I 1|{k< : L=—=0
it = =iz ] =0
I 1|{k< My = | = — }—0
nbwn U= e T R =0 T
olur. Simdi

{k<n:|xy,—lLlL|=¢e}c {k sn: g =Ll = M+£|12|}

Ufk <n: |x;| =M} 3.1)
Uk s lye =Ll 2 )

T M+l

kapsamasinin gegerli oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in
ACBUCUD ©B°NC°NnD°c A

denkliginden yararlanacagiz. Yani



{kSn:ur4ﬂ<EﬁapwkSn:uu<M}

n&én=Wr4ﬂ< 8} (3.2)

M+]|l;|
Clk<n: |xy— Ll <ée}

oldugunu gosterelim: (3.2) kapsamasindaki arakesit kiimesinden alinan ortak k 'lar i¢in

&
X = | < =77 [xkl <M ve lyx = l] <

&
M + |L,| M + |1,]

esitsizlikleri saglanir. Bu k 'lar i¢in
Iy — Lo = [y — xily + xly — L]

&
|x | 1y — Ll + 1] |xe — Ll <M + || ————=¢

&
M + |L,| M + ||

saglanir. Bu da (3.2) kapsamasinin, dolayisiyla da (3.1) kapsamasinin saglanmasi

demektir. Kiimelerin eleman sayilar1 arasindaki
s(BUCUD)<s(B)+s(C)+s(D)

bagintisindan yararlanilarak

ik <n: |xeye — Lilp| = €}

S|{k£n: ka—lllz

M + Ilzl}

<n: >M <n: — >
Hike<n bl 2 M+ k< n s = bl 2 g

yazilabilir. Esitsizligin her iki taraf % ile ¢arpilip limiti alinirsa sag tarafin limiti sifir olur.

Dolayisiyla
|
lim — |{k <n: |xkyk - lll2| = S}l =0
n-on

olur. Boylece S — lim(x, y,) = 11, elde edilir.

Uyan 3.1.8. (x;) € BS, (y,) € S iken (x;y,) € S olmak zorunda degildir. Ornegin (x;,),
(yi) dizileri



1, k=2n
xk={ n=12,3,..

0, k=2n-1

yx = 1 (her k € N igin) olacak sekilde segilsin. (x; ) dizisi istatistiksel sinirl1, () sabit

dizisi de 1 'e yakinsak ve dolayisiyla 1 'e istatistiksel yakinsaktir. (x; vy ) dizisi igin

1, k=2n

XkYk :{ n=1>273,..
0,0 k=2n-1

olup, bu dizi istatistiksel yakinsak degildir.

Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsak ve S bir dizi cebiri oldugundan asagidaki sonucu

hemen verebiliriz.

Sonug 3.1.9. Her k € N i¢in x;, # 0 olmak tizere x = (x;) Ecvey = (y;) € Sisexy € S
dir.

Uyar 3.1.10. (x) € I, ve (yi) € Sise (xxyx) € S olmasi1 gerekmez. Ornegin, (x) ,
(yi) dizileri

I 1
xk:(—l) Veyk:1+E

olacak sekilde segilsin. (x;) dizisi siirli, (y,) dizisi 1 'e yakinsak ve dolayisiyla 1 'e

istatistiksel yakinsaktir. Ancak

(141 k=2
K’ —an
XYk = n=1273,..
1
~1-2, k=2n-1

olup, (x,yy) dizisi istatistiksel yakinsak degildir.

Tanim 3.1.11. [7] Eger her € > 0 i¢in

1
lim—=|{k<n: |x,—xy|=¢€}=0
n-on

10



yani h.h.k i¢in |x; — x| < € olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayisi varsa (x;,) dizisine

istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.12. [7] Asagidaki 6nermeler denktir:
(1) (xp) istatistiksel yakinsaktir,

(i) (xy) istatistiksel Cauchy dizisidir,

(iii) (x) dizisii¢in §({k : x; # yi}) = 0 (yadah.hk igin x;, = yj) olacak sekilde
yakinsak bir (yy) dizisi vardir.

3.2. 1 — Istatistiksel Yakinsakhik ve 1 — istatistiksel Stmirhhk

Bu kisimda, Mursaleen [16], Savas [17], Colak ve Bektas [18] gibi bir¢ok
matematikei tarafindan calisilan, kompleks terimli bir dizinin A — istatistiksel yakinsakligi,
A — istatistiksel sinirliligr tanimlandi ve A sinifina ait ¢esitli A = (4,,) dizileri igin A —

istatistiksel yakinsaklik ile A — istatistiksel sinirlilik arasindaki iligkiler verildi.

(A,,) pozitif sayilarin azalmayan, oo a iraksayan ve A,,1 <4, +1,1; =1
sartlarina sahip bir dizisi olsun. Bu sekilde tanimlanan tim A = (A,,) dizilerinin kiimesi A

ile gosterilir.

Tanim 3.2.1. [16] Bir K © N kiimesinin 1 — yogunlugu, I, = [n — A, + 1,n] olmak iizere
o1
6,(K)=1lim—|{k€l,: k €K}
nooo 1

olarak tanimlanir ve 0 < §;(K)) < 1 dir. K kiimesinin A — yogunlugu olan &, (K)

yogunlugu A,, = n durumunda §(K) dogal yogunluga indirgenir.
Tamim 3.2.2. [16] (x;) kompleks bir dizi ve A = (4,,) € A olsun. Eger her € > 0 igin, I, =

[n — A, + 1,n] olmak {izere

1
lim —|{kel,: |x,—1|=¢}=0
n—)OOAn

olacak sekilde bir / sayis1 varsa (x;) dizisi [ ye A — istatistiksel yakinsaktir denir ve S; —
limx, = [ veya x;, — [(S;) yazilir. Tiim A — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S; ile

11



gosterilir. A,, = n durumunda S; nin S 'e denk oldugu agiktir.

Tanim 3.2.3. [19] A € A olmak iizere

1
lim —|{k €L, : |x,] > M} =0
n—)OOAn

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa (x,) dizisi A -istatistiksel sinirlidir denir. A -

istatistiksel sinirlt dizilerin kiimesi BS; ile gosterilir.

Teorem 3.2.4.[19] A = (1)), u = (1) € Ahern € N i¢in A,; < u,, olacak sekilde iki dizi

.. A .
olsun. liminf #—" mevcut olmak tizere
n

(i) Eger

lim inf22 > 0 (3.3)

n—oo Un

ise u — istatistiksel yakinsak bir dizi A — istatistiksel yakinsaktir, yani §, < S dur.
(ii) Eger

lim inf22 = 1 (3.4)

n—oo Un

ise A — istatistiksel yakinsak her dizi u — istatistiksel yakinsaktir, yani S; € S, dir.

Ispat. (i) Her n € N i¢in A,, < p,, oldugunu ve (3.3) iin saglandigini varsayalim. Bu
durumda J,, = [n — u, + 1, n] olmak tizere her n € N i¢in I,, C J,, ve boylece her € > 0
i¢cin

|{k E]n : |xk _xo| = £}| = |{k € In : |xk _xol = S}l

yazilabilir ve bu nedenle

1 Ay 1
— k€l lxx—xol 2 e}l =2 ——{k €L, : |x; — x|l = €}
n .unln

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinarak ve (3.3) kullanilarak
X > xO[SM] = X = Xo[S3]
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ve boylece S, < S oldugu elde edilir.

(i) (xx) € S, olsun ve (3.4) saglansin. Her n € N igin I, € J,, oldugundan & > 0 olmak

lizere her n € N igin

1 1
—k€ln: Ik —x|l zell =—ln—p +1<k<n—2;: |xp — x| 2 €}

n n

1

+— Ik €1, : |x) — x0| = €}
Un

S.un_/ln_i_i
Un An

AN 1
S(l——)+—|{keln: e — xo] = €}

Un/ Ay

[tk € I+ |x; — x| = €}

yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.4) den dolay1

A
lim—= =1
n Uy

oldugundan ve ikinci terim (x;,) € S; oldugundan n — oo iken 0 a gider. Bu n - oo iken

1
ﬂ—l{k €Jnt |x = Xole}| = 0

n

oldugu ve boylece

X = Xo[Sa] = xx = x[S,]
oldugu anlamina gelir. Bu nedenle S; < S, dir.
Teorem 3.2.4 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.5.[19] A = (4,), 4 = (u,,) € Ahern € N i¢in A, < u,, sartin1 saglayan iki dizi
olsun. Eger (3.4) saglaniyorsa S; = S, dir.

Teorem 3.2.4 de u = (1) = (n) alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.6. [19]
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sartin1 saglayan herhangi bir A = (4,) € Aigin S; = S dir.

Teorem 3.2.7. Kompleks terimli sinirlt bir dizi, her bir A € A i¢in A — istatistiksel sinirlidir.

Ispat. (x;,) smirli bir dizi olsun ve herhangi bir 1 € A g6z éniine almsin. (x;) dizisi smirl
oldugundan, her k € N igin |x;, | < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1 vardir. Bu

durumda her n € N igin

{k<n:|x|>M}=0¢
olur ve

{kel,: |xg| >M}c{k<n: |x|>M}

kapsamas1 gecerli oldugundan her n € N i¢in

{k=sn: |x|>M}=0
ve dolayisiyla

[{k € I = |x,| > M} =0
elde edilir. Buradan da n — o i¢in 4,, — o0 oldugundan

lim Ail{k €l x| =M} =0,

n—-oo

yani dizinin A — istatistiksel sinirlt oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.8. [19] A2 = (4,),u = (u) € Ahern € N igin A,, < u,, sartin1 saglayan iki

dizi olsun.

(i) (3.3) saglansin. Eger bir (x;) dizisi u — istatistiksel yakinsak ise A — istatistiksel

sinirhdir yani, S, © BS, dir.

(i) (3.4) saglansin. Eger bir (x;,) dizisi A — istatistiksel sinirli ise p — istatistiksel

sinirhdir, yani BS, < BS,, dir.
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Ispat. (i) Her n € N igin A,, < p,, olsun ve (3.3) saglansin. (x;) dizisi [ sayisina yu —
istatistiksel yakinsak olsun. A4,, < p,, oldugundan I,, € J,, dir ve dolayisiyla herhangi bir

€ > 0 ve yeterince biiylik olan bir M > 0 ( M > ¢ ) sayis1 i¢in
fkel,: |xpx -l =M}c{ke],: |x, — 1| =&}
yazilabilir. Bu kapsama bagintisindan,
Kk €n: I —U=ze}l =k €l |xp— 1| = M}

esitsizligi elde edilir. Buradan da her n € N igin J, = [n — p, + 1, n] olmak tizere

1 Ap 1
— Nk €], : — > >——NWkel,: >M
I Itk € Jn + |xg xol_e}l_ﬂ 1 Itk €L, : [x| = M}

n nsn

yazilabilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinip (3.3) kullanilarak (x;) € BS; ve
boylece S, < BS; elde edilir.

(i) (xx) € BS, olsun ve (3.4) saglansin. I,, € J,, oldugundan, yeteri kadar biiyiik bir M >

0 sayisi ve her n € N i¢in

1 1
‘u_l{ke]n: |xk|2M}|=_|{n_ﬂn+13ksn_ln: |xk|2M}|

n n

1
+M—I{k €lnt |xx| 2 M}

n

tn — An 1
< +—k€el,: |x| =M}
Mo Ay nok
<(1 /1")+1|{k61 x| = M}
S\ 1-——)+= 2] =
Un) Ay nok

yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.4) den dolay1 ve ikinci

terim (x;) € BS, oldugundan n — oo iken 0 a gider. Bu da

1
lim —[{k€J,: |xx| =M} =0
n=e Uy

oldugunu verir. Boylece (x;) dizisi u — istatistiksel smirly, yani (x;) € BS, olur. (x;) €

BS, keyfi bir eleman oldugundan BS; < BS,, elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.2.8 (i) de (u,) = (4,) alinirsa asagidaki sonug hemen elde edilir.
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Sonug 3.2.9. Herhangi bir A = (4,,) € Ai¢in her A — istatistiksel yakinsak dizi A —

istatistiksel sinirlidir, yani S; € BS; dir.

Teorem 3.2.8 (i) ve (ii) de (u,) = (n) alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.10. [19] 1 = (4,,) € A olsun.
(i) Eger

y)
lim inf== > 0

n—-oo n
ise her istatistiksel yakinsak dizi A — istatistiksel sinirlidir, yani S € BS, dir.

(ii) Eger

. . n
Iiminf— =1
n—-oo n

ise her A — istatistiksel sinirl dizi ayn1 zamanda istatistiksel sinirhidir, yani BS,; < BS dir.
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4. CESARO TOPLANABILIRLIK

Tezin bu boliimiinde, sayi dizileri i¢in Cesaro toplanabilme ile kuvvetli Cesaro

toplanabilme kavramlar1 ve elde edilen siniflara iligskin baz1 6zellikler verilecektir.

4.1 Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

Tanim 4.1.1.[20] (x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger

n
li ! =1L
lmﬁz X =
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, (x;) dizisi L' ye Cesaro toplanabilir veya (C, 1) —

toplanabilirdir denir.

Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi gy ile gosterilir. Buna gore
1 n
0, = {(xk) = limEZ(xk — L) = 0,enazbir L icin
k=1

dir. Eger (x;) dizisi L ' ye Cesaro toplanabilir ise bu o; — limx = L yazilarak gosterilir.

Tanim 4.1.2. [21] (x;) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

n
1
lim—Z|xk —LIP=0
n
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa (x;) dizisi L ' ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir ve

wp — limx = L yazilir. Kuvvetli p -Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi w,, ile gosterilir.
={x = () lim X0l — LIP = 0 bir L ici
wy = {x = (x): lmn2k=1|xk |P =0, enazbirLigin.

Teorem 4.1.3. L 'ye yakinsak olan bir dizi L' ye (C, 1) — toplanabilirdir.

Ispat. (x;) dizisi L 'ye yakinsak olsun. Verilen herhangi bir € > 0 sayis1 i¢in k > N;

olunca |x; — L] < % olacak sekilde pozitif bir N; tamsayis1 mevcuttur. Simdji;



n
1 X1+ o+ x
—ZXk—L == “—L|
n n
k=1
_ x1+---+xn—nL|
B n
- n
+ (xN1+1_L)+"'+(xn_L)
n

< |x1 _Ll +"‘+ |xN1 _L|

n

i w1 = L]+ 4 Loy = L

n

yazilabilir. K = max{|xjL —Lj,..., |xN1 - L|} alinirsa, n > N; i¢in

x1+...+xn_L|<N1K+(Tl—N1)8<N1K &

n n 2n n 2

elde edilir. V n > N, i¢in % < ﬁ olacak sekilde N, sayis1 bulunabilir. Bu durumda
1

N = max{N;, N,} alinirsa her n > N i¢in

X1+ ...+ xy L|<s+e
_— - —_ —=¢
n 2 2
bulunur. Bu da
n
li 1 L
nl—r}o}on Xie =
k=1

demektir. O halde
o7 —limx =1L

Yani, (x;) dizisi L 'ye (C, 1) — toplanabilirdir.
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Bu teoremin tersi dogru degildir, yani (C, 1) — toplanabilir bir dizi yakinsak

olmayabilir. Ger¢ekten
) =1+ (=DM

dizisi i¢in g, — limx = 1 dir, ancak bu dizi yakinsak degildir.
4.2. Istatistiksel Yakinsakhk ve Kuvvetli p - Cesaro Toplanabilirlik

Bir dizinin istatistiksel yakinsakliginin ve kuvvetli p — Cesaro toplanabilirliginin
tanimlart literatiirde birbirinden bagimsiz olarak verilmis ve ilk ortaya ¢ikislarindan
itibaren geligimleri farkli sekillerde olmustur. Ancak bu iki kavramin birbirleriyle iligkili
oldugu ve smirl diziler i¢in ayn1 oldugu Connor tarafindan 1988 yilinda ortaya

konulmustur [3].
Teorem 4.2.1. [3] 0 < p < oo olsun. Bu takdirde

i) Bir L sayisina kuvvetli p — Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisina ayni zamanda

istatistiksel yakinsaktir.

i) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan sinirl bir dizi L sayisina ayn1 zamanda kuvvetli

p — Cesaro yakinsaktir .

Ispat. i) x € w, ve

n
1
lim—Zka —LP=0
n
k=1

olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir € > 0 igin

T R T
nk_lxk _n X n Xt

1<ksn 1<k=n
|xp—Ll<e |xp—L|ze

1
> - l{k < n:|x) — L| = &}|ef

yazilabilir. Burada n — oo i¢in limit alinirsa esitsizligin sol tarafi i¢in
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n
1
lim—Zka _LP=0
n
k=1

olmast
hm Hk<n: |x,—Ll=¢}=0
olmasini gerektirir, bir baska ifadeyle
wy — limx = L
olmasi
S—limx, =L
oldugu sonucunu verir.

i) Smurl bir x = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve E = ||x||, + [L]

denilsin ve € > 0 verilsin. N, sayisin1 her n > N; i¢in

{kSn: I, — L] = (%)%}

S|r

olacak sekilde secilsin ve

={k£n: ka—LIZG)%}

olarak tanimlansin. Bu takdirde her n > N, i¢in

lZ|x L= D =L+ Y LI
n k n k— k—

k=1 k<n k<n
k€L, keLn

yani
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n
1
lim—Zka _LP=0
n
k=1

elde edilir. Demek ki (x) dizisi L sayisina kuvvetli p -Cesaro yakinsaktir.
Teorem 4.2.2. Bir (x;,) dizisi L' ye istatistiksel yakinsak ise

limy, =L
olacak sekilde (x) dizisinin bir (y;,) alt dizisi vardir.
Teorem 4.2.3. [21] 0 < p < q < % olsun. Bu durumda w,; € w,, olur.
4.3. (V, 1) — Toplanabilirlik ve Istatistiksel Yakinsakhik

Tanim 4.1.2. de p = 1 alinirsa asagidaki tanim elde edilir.

Tanim 4.3.1. (x;,) kompleks terimli bir dizi olmak tizere eger

1 n
lim—Zka —Ll=0
nn
k=1

olacak sekilde bir L kompleks sayis1 varsa, (x;) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro

toplanabilirdir denir ve kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C, 1] ile gosterilir:

n
1
[C,1] = {x =(x):3AL€ C,limEZka — Ll = 0}
n
k=1

Bir A4 € A dizisi i¢in Genellestirilmis de la Vallée-Poussin Ortalamasi,
1
() =5 ) %
kely

ile tanimlanir [10]. t,(x) = L (n —» o) olmasi durumunda (x; ) dizisi, L sayisina (V, 1) —
toplanabilirdir denir [10]. Her n € N igin A,, = n olmasi durumunda (V, 1) —

toplanabilirlik (C, 1) — toplanabilirlige indirgenir.
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1
jim =S b - 1= 0
Jim > |, = L|
kely,

olmasi halinde (x;,) dizisi L sayisina kuvvetli (V, 1) — toplanabilirdir denir. Kuvvetli

(V, A) — toplanabilir dizilerin kiimesi

1
[V,A] =<x = (x):3 L, lim — Elxk—L|=0
noe A kel

ile gosterilir.
Teorem 4.3.2 [16] A € A olsun. Bu durumda

(i) x, = L[V, A] = x;, = L(S,) dir.

(ii) Eger (xy) smurh ve x; — L(S;) ise bu durumda x;,, — L[V, A] dir.

Ispat (i) x; — L[V, 4] olsun. Herhangi bir £ > 0 igin

Zka —L > z I — L| = el{kel: |x, — L] = &}

kel kely
|xp—L|ze

yazilabilir. Bu esitsizlikte her iki taraf A,,’e boliinerek

1 1
—Z I, — L] = &— |{kel,: |x — L] = £}
An Ay

kely

esitsizligi ve bu esitsizlikte de n — oo igin iki tarafta limit alinarak, x; — L[V, A]
oldugunda sol taraf 0 'a gidecegi icin sag tarafin da 0 'a gidecegi goriiliir. Bu da x, —

L(S,) sonucunu verir.
(i1) (xx) sirli bir dizi ve x;, = L(S;) olsun. (x;) sinirli bir dizi oldugundan her k € N
i¢cin

|xk — Ll <M

olacak sekilde bir M > 0 reel sayist secilebilir. Buna gore herhangi bir € > 0 i¢in
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N B S N R = S T
An Xk _/111 Xk /171 Xk

kel, kely kel,
|xg—L|ze |xx—Ll<e

M
<—Hke€l,: |[xx—L| =€} +¢
An
elde edilir. x; — L(S;) oldugundan her € > 0 igin

M 1
lim —|{k€l,: |xy — Ll =€e}|=Mlim —|{k€l,: |x,— Ll =¢c}=0
A n-w A,

n—-oo n

olur. Boylece bir 6nceki esitsizlikten x; — L[V, A] sonucu elde edilir.

Teorem 4.3.3. [16] Eger

ise, bu durumda
(1) (xp) sl ve x;, = L(S;) ise x, = L[C, 1],

(i) x; — L[C, 1] ise x;, = L(S,) dir.
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5. ISTATISTIiKSEL YAKINSAK SERILER

Bu boliimde, hakkinda birkag ¢alisma bulunan ve ¢alisilmaya muhtag olan say1
serilerinin istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis ve istatistiksel yakinsak serilerin bazi
ozellikleri verilmistir. Klasik analizdeki yaklasim tercih edilerek, bir say1 serisinin
istatistiksel yakinsakligi, serinin kismi toplamlar dizisinin istatistiksel yakinsaklig

yardimiyla tanimlanmustir.

Herhangi bir K = {kj t j € N} C N kiimesi, eger §(K) = 0 ise ince, 6 (K) # 0 ise

ya da K dogal yogunluga sahip degilse, ince olmayan kiime olarak kabul edilir.

Y. a, serisi verilmis olsun. Eger her bir b,, = a;, olacak sekilde en az bir k € N

varsa, ), b,, serisine, ), a,, serisinin yeniden diizenlenmisi denir.
5.1 Bir Serinin Istatistiksel Yakinsaklig
Tanim 5.1.1. [12] Sayilarin (reel veya kompleks)

2, o

k=1

serisi verilmis olsun. Bu serinin

(5]

k=1

kismi toplamlar dizisi istatistiksel yakinsak ise

serisi istatistiksel yakinsaktir denir.

Tamim 5.1.2. Bir seri istatistiksel yakinsak olup, mutlak yakinsak degil ise bu seriye

kosullu istatistiksel yakinsak seri denir.



Tamim 5.1.3. Bir ), a,, serisi i¢in
6{fkeN: aq,<0}]=0
ise bu seriye istatistiksel negatif terimli olmayan seri denir.
Asagidaki lemmalar bazi sonuglarin elde edilmesi bakimindan 6nemlidir.

Lemma 5.1.4 [12] Bir (x,,) say1 dizisinin bir a sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart §(K) = 1 ve

lim an =a

n—-oo

olacak sekilde bir K = {k; < k, < k3 < ---} c N kiimesinin mevcut olmasidir.

Tanim 5.1.5. ) a,, serisinin
n
o0 =() o)
k=1
kismi toplamlar dizisi istatistiksel sinirli ise verilen seri istatistiksel sinirlidir denir.

Ornek 5.1.6 Istatistiksel yakinsak bir seri sinirli olmayabilir. Gergekten

(—1D)"k, n=k?
a, =< (=", n—1=k*keN
n-2, diger durumlarda

olmak {izere verilen }; a,, serisi istatistiksel yakinsak oldugu halde sinirli degildir. Demek

ki istatistiksel yakinsak bir seri sinirsiz olabilir.

Uyar 5.1.7. Sinirh bir seri istatistiksel yakinsak olmayabilir. Gergekten

PG

serisi sinirl bir seri oldugu halde istatistiksel yakinsak degildir. Cilinkii

S _{O, n=72m
" l-1, n=2m-1
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olup, bu serinin (s,) kismi toplamlar dizisi sinirli oldugu halde istatistiksel yakinsak

degildir.

Asagidaki 6rnekte de kolayca goriilebilecegi gibi sinirli olan istatistiksel yakinsak bir seri

yakinsak olabilir ya da olmayabilir.

Ornek 5.1.8.
(_1)71' n= kZ
a,={(-1)", n-1=k%keN
n-2, diger durumda

olmak tizere Y} a,, serisini ele alalim. Bu seri sinirli olup istatistiksel yakinsaktir, ancak

yakinsak degildir.

Tanim 5.1.5 ve Ornek 5.1.8 den de kolayca goriilebilecegi gibi her yakinsak seri

istatistiksel yakinsaktir, ancak bunun tersi dogru degildir.

Onerme 5.1.9. Negatif terimli olmayan bir serinin istatistiksel yakinsak olmast i¢in gerek

ve yeter sart yakinsak olmasidir.

Uyari 5.1.10. Istatistiksel yakinsak birserinin yeniden diizenlenmisi istatistiksel yakinsak
olmak zorunda degildir. Bunun igin Ornek 5.1.8 de verilen seriyi ve bu serinin asagidaki

yeni diizenlenmisini g6z 6niine alalim.
b,=1—-14+414+1-1491+1-14+06)" +1-1+Q5 !+
Tanim 5.1.1 den ve yukardaki 6rnekten yola ¢ikarak asagidaki 6nerme elde edilebilir.
Onerme 5.1.11. [12] Eger . a,, serisi istatistiksel yakinsak ise, bu durumda
S —lima, =0
olur, fakat bunun tersi dogru degildir.
Onerme 5.1.12. Eger Y. a,, ve Y. b,, serileri istatistiksel yakinsak ise, bu durumda a, § € C

i¢in
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> (@@, + Bby)

serisi

aZan+ﬁan

toplamina istatistiksel yakinsaktir.
5.2. Istatistiksel Yakinsak Serilerin Ozellikleri

Teorem 5.2.1. [12] Eger bir Y a,, serisi istatistiksel yakinsak ise §(K) = 1 ve

l

serisi yakinsak olacak sekilde bir K = {k; < k, < k3 < -} c N alt kiimesi vardir.

Ispat Y a, serisi istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda Lemma 5.1.4 geregince §(P) =
1ve (Spi) yakinsak olacak sekilde bir P = {p; < p, < p3 < :--} € N kiimesi vardir. q; €
P€ olmak iizere m,; = q; + 1, my;_; = q; ve eger bazi i ler icin m; = m;,, seklinde
tekrar varsa m; alinip m;,; birakilacak sekilde bir

M = {ml,mzlm& } CcN
alt kiimesi olusturulsun. Bu durumda

S(M)=0=8M°) =1
olur. K = M€ alinirsa )¢k ay, serisi yakinsak olur.

Uyar 5.2.2. Asagidaki Ornekten acikca goriilecegi gibi yukardaki sonucun tersi, Y., a,,

sinirl1 bir seri olsa bile gegerli degildir.

Ornek 5.2.3. Y a,, serisi,

(-D" n=k?
a, = keN
0, n # k?
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olacak sekilde tanimlanmis olsun. ), ., > a, serisi yakinsak ancak }; a, serisi istatistiksel

yakinsak degildir

Teorem 5.2.4. Istatistiksel yakinsak bir Y. a,, serisinin 0’a iraksayan ince bir alt seriye

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart —oo 'a iraksayan ince bir alt seriye sahip olmasidir.

Ispat Y a,, istatistiksel yakinsak bir seri ve o'a raksayan bir ince alt seriye sahip olsun.
Onerme 5.1.9 geregince, seri negatif terimlere sahip oldugu gibi pozitif terimlere de
sahiptir. Teorem 5.2.1 geregince 6(K) = 1 ve (s,) kismi toplamlar dizisi K tizerinde

yakinsak olacak sekilde bir K © N alt kiimesi vardir. M kiimesi

keEM

olacak sekilde N kiimesinin ince bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
B=K‘—MnK¢°

olmak {izere bir serinin istatistiksel yakinsaklig1 tanimi geregince

keB
sonucu cikar. A¢ik¢a goriildiigii gibi §(B) = 0 dir. Ispatin tersi benzer sekilde ¢ikar.
Asagidaki sonuglar ispatsiz olarak verilmistir.

Onerme 5.2.5. [12] Karmasik terimli bir Y| a, serisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart bu serinin reel ve sanal (imaginer) kisimlarinin olusturdugu serilerin

istatistiksel yakinsak olmasidir.

Onerme 5.2.6. [12] Bir Y, a,, serisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

=

her € > 0 igin

1
lim —
n-on

n
Zak =0

k=m

{kEN:
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olacak sekilde bir m = m(&) sayisinin mevcut olmasidir.

Onerme 5.2.7. [12] Eger bir Y, a,, serisi istatistiksel yakinsak ise bu serinin kalan terimi

0’a istatistiksel yakinsar ve bunun tersi de dogrudur.

Onerme 5.2.8. [12] Asagidaki ifadeler 6zdestir:

i) Y a, istatistiksel yakinsaktir.

ii) 8[{k € N : a; # b, }] = 0 olacak sekilde yakinsak bir Y. b,, serisi vardir.

i) 8(K) =1ve

Y.

keK

yakinsak olacak sekilde bir K < N alt kiimesi vardir.
iv) Y x, yakinsak ve ), y, istatistiksel sifir serisi olmak {izere her n € N igin
an = Xn + Yn

olacak sekilde Y; x,, ve Y, y,, serileri vardir.

Uyan 5.2.9. Istatistiksel yakinsak diziler igin ayrisma teoremi geregince limit ayni kalir,

ancak seriler i¢in limit farklilik gosterebilir.
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6. SONUCLAR

Bu tezde say1 dizileri igin istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel sinirlilik ve kuvvetli
Cesaro toplanabilirlik kavramlari, mevcut literatlir kullanilarak derlenmis; bu kavramlara
iliskin olarak elde edilen dizi uzaylarmin matematiksel 6zellikleri ile bu uzaylardan, ek
kosullar ve ek parametreler altinda elde edilen genellestirilmis dizi uzaylar1 da incelenmis,
ele alinan smiflar arasinda kapsama bagintilarinin hangi kosullar altinda elde edilebilecegi
belirlenmistir. Bu tez, incelenen konuda calisacak bilim insanlar1 i¢in bir yardimer kaynak

olarak kullanilabilecek niteliklere sahip bir derleme ¢aligsmadir.
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