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OZET

Bu tezde, reel Hilbert uzaylarinda genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel
esitsizlik, denge ve genislemeyen doniistimler i¢in sabit nokta problemlerinin ortak
¢Oziimiini elde etmek amaciyla iki yeni iterasyon algoritmasi Onerilmis ve analiz
edilmistir. Birinci algoritma, s6z konusu {i¢ problemin ortak ¢ézliimiinii yaklasik olarak
elde etmek amaciyla gelistirilmistir. Hilbert uzaylarinda, zayif ve standart varsayimlar
altinda algoritma tarafindan iiretilen dizinin giiclii yakmsadig1 ispatlanmistir. Ikinci
algoritma ise D-plus iterasyon algoritmasi g¢ercevesine dayali olarak gelistirilmistir.
Ekstra gradyan tipi yontemlerin aksine, Onerilen algoritmada genellestirilmis lineer
olmayan varyasyonel esitsizlik (GNVI) problemi i¢in bir projeksiyon operatdrii, denge
problemi (EP) icin bir rezolvent operatdrii ve sabit nokta yapisindan elde edilen
genislemeyen bir donilistim kullanilmistir. Bu algoritma tarafindan iiretilen dizinin giiglii
yakinsadig1 standart varsayimlar altinda ispatlanmis; ayrica algoritmanin kararlilik ve
pertiitbasyon o6zellikleri incelenmis ve acgik hata tahminleri elde edilmistir. Ayrica,
Onerilen algoritmalarin performansini degerlendirmek ve diger iterasyon algoritmalarina
gore sagladiklar1 avantajlart ortaya koymak amaciyla sayisal orneklere ve cesitli

uygulamalara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denge problemi, iterasyon ydntemleri, Sabit nokta,

Varyasyonel esitsizlikler
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ABSTRACT

In this thesis, two novel iterative algorithms are proposed and analyzed to obtain
a common solution to generalized nonlinear variational inequality, equilibrium, and
fixed-point problems for nonexpansive mappings in real Hilbert spaces. The first
algorithm is developed to approximate a common solution of these three classes of
problems. It is proved that the sequence generated by the algorithm converges strongly
under mild and standard assumptions in Hilbert spaces. The second algorithm is
developed within the framework of the D-plus iterative algorithm. Unlike extragradient-
type methods, the proposed algorithm employs a projection operator for the generalized
nonlinear variational inequality (GNVI) problem, a resolvent operator for the equilibrium
problem (EP), and a nonexpansive mapping derived from the fixed-point structure. It is
shown that the sequence generated by the algorithm converges strongly under standard
assumptions. Furthermore, the stability and perturbation properties of the algorithm are
investigated, and explicit error estimates are derived. In addition, numerical examples and
various applications are presented to evaluate the performance of the proposed algorithms

and to demonstrate their advantages over existing iterative algorithms.

Keywords: Equilibrium problem, Iteration methods, Fixed point, Variational

inequalities
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1. GIRIS

Banach daralma ilkesi, tam metrik uzaylarda tanimli her daralma doniisiimiiniin
tek bir sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir (Banach, 1922). Bu temel sonug, lineer
olmayan fonksiyonel analizin en 6nemli arastirma alanlarindan biri olan metrik sabit
nokta teorisinin gelisimine Onciililk etmis ve sonraki yillarda ¢ok sayida iterasyon
yonteminin gelistirilmesine zemin hazirlamistir (Ahmad vd., 2023; Christiana vd., 2025;
Maldar ve Cetin, 2026). Giinlimiizde sabit nokta teorisi; miihendislik, ekonomi,
optimizasyon, fizik, sinyal isleme, makine 6grenmesi, uygulamali bilimler ve oyun teorisi
gibi bircok alanda ortaya c¢ikan problemlerin sabit nokta problemi bigiminde
modellenebilmesi nedeniyle genis bir uygulama alanina sahiptir (Debnath vd., 2021;
Joshi vd., 2023; Vinsensia ve Utami, 2024).

Sabit nokta teorisinin yani sira, denge problemleri ve varyasyonel esitsizlik
problemleri de lineer olmayan analizin temel arastirma konular1 arasinda yer almaktadir.
Blum ve Oettli (1994) tarafindan tanitilan denge problemi, optimizasyon problemleri,
Nash denge problemleri ve tamamlayicilik problemleri i¢in birlesik bir matematiksel
cergeve sunmustur (Kassay, 2010; Alleche ve Radulescu, 2015; Lara, 2022; Arutyunov
vd., 2025). Bu yaklasim, denge problemlerinin ¢éziimiine yonelik ¢ok sayida iteratif
yontemin gelistirilmesini tesvik etmistir (Tian ve Liu, 2012; Balaji vd., 2023). Benzer
sekilde, Stampacchia (1964) tarafindan ortaya konulan varyasyonel esitsizlik problemi;
ekonomi, miithendislik ve fizik basta olmak iizere bir¢ok alanda 6nemli uygulamalara
sahip olmus (Barbagallo ve Guarino Lo Bianco, 2023; Kovtunenko ve Lazarev, 2024) ve
bu problemlerin ¢oziimii i¢in ¢esitli iteratif algoritmalar gelistirilmistir (Zhu vd., 2021;
Sharun ve Ovchinnikov, 2024). Daha sonra Noor (1988), klasik varyasyonel esitsizlik
modelini genisleterek genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik (GNVI)
problemini tanmitmis ve bodylece daha karmasik lineer olmayan sistemlerin
modellenmesine olanak saglamistir (Gupta vd., 2021; Gissy vd., 2026).

Zamanla bu ¢ problem smifi arasinda giiclii yapisal iliskiler bulundugu
anlasilmistir. Ozellikle uygun projeksiyon ve rezolvent operatdrleri yardimiyla hem
denge problemleri hem de varyasyonel esitsizlik problemleri sabit nokta problemleri
biciminde yeniden ifade edilebilmektedir (Latif vd., 2022; Zhang vd., 2024). Bu durum,
sabit nokta teorisinin s6z konusu problemlerin ¢oziimiinde merkezi bir rol tistlendigini

gostermektedir.



Her ne kadar Banach daralma ilkesi giiclii yakinsama 6zellikleri saglasada, daralma
kosulunun olduk¢a kisitlayict olmasi nedeniyle aragtirmacilar zamanla geniglemeyen
dontigiimler gibi daha genel operator siniflarina yonelmislerdir. Bu amagla Mann (1953),
Krasnosel'skii (1955), Halpern (1967), Ishikawa (1974), Noor (2000), Agarwal vd.
(2007), Phuengrattana ve Suantai (2011) ile Ullah ve Arshad (2018), Giirsoy vd. (2020),
Ullah vd. (2026) gibi ¢esitli iterasyon yontemleri gelistirilmis; bu yontemlerin yakinsama
ozellikleri daha sonraki ¢aligmalarda ayrintili bigimde incelenmistir (Zhiqun, 2008; Cona
ve Simsek, 2025; Kondo, 2025).

Literatiirdeki caligmalar incelendiginde, genellestirilmis lineer olmayan
varyasyonel esitsizlik, denge ve sabit nokta problemlerinin cogunlukla ayr1 ayr1 veya ikili
kombinasyonlar halinde ele alindig1 goriilmektedir (Saechou ve Kangtunyakarn, 2023;
Patel ve Shukla, 2024; Yazdi ve Hashemi, 2024). Ornegin Dashputre vd. (2025), Hilbert
uzaylarinda genellestirilmis varyasyonel esitsizlik problemleri ile genislemeyen
doniistimler i¢in sabit nokta problemlerinin ortak ¢dziimiinii elde eden yeni bir iterasyon
algoritmasi1 onermistir. S6z konusu yontem asagidaki sekilde tanimlanmustir: H bir reel
Hibert uzay1, K c H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime, 4, S: K = H sirasiyla
a, — ve a, —ters kuvvetli monoton doniistimler. g: H - H sabit nokta problemi ile
genellestirilmis  lineer olmayan varyasyonel esitsizlik problemini birlestiren

genislemeyen bir doniisiim ve {f,,} < (0,1) olmak tizere;

t; €K,
Un = (1 - Bn)tn + ﬁngo[tn - S(tn) + PK{S(tn) - AA(tn)}]’
Th = go[vn - S(Un) + PK{S(Un) - AA(Un)}]: (1)

Sp = SO[Tn - S(rn) + PK{S(Tn) - AA(Zn)}]:
tn+1 = SO[Sn - S(Sn) + PK{S(Sn) - /114(511)}] , Vn € N.

Ote yandan, Ali vd. (2022) tarafindan 6nerilen genislemeyen doniisiimler icin sabit
nokta yaklagimlarina yonelik D-plus iterasyonu, bir¢ok klasik iterasyon yontemine gore
daha hizli yakinsama davranigi sergilemistir. F lineer olmayan bir doniislim,
{9,.},{6,.}, {nn} < (0,1) kontrol dizileri olmak tizere, D-plus iterasyonu asagidaki sekilde

tanimlanmistir



(ro €C,
tn = F((1 = 91 + 9,F13,), ,
sn = F((1 = 6ty + 6,F1y,), 2
Tnr1 = F((1 = 0)Ft, + noFsy),

Bu tez ¢alismasinda, genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik, denge
ve sabit nokta problemlerinin ortak ¢ozlimiine yonelik algoritma (1) ve algoritma (2)
kullanilarak iki yeni iterasyon algoritmasi gelistirilmistir. Birinci algoritma, algoritma
(1)’e denge problemiyle iliskili rezolvent operatorii entegre edilerek genisletilmis;
bdylece genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik problemi, denge problemi
ve sabit nokta problemi tek bir ¢ergevede birlestirmistir. Burada Q,, denge problemine

iliskin rezolvent operatér ve {a,} € (0,1) dizisi lim a,, = 0, Y7, @, = © kosullarini
n—-oo

saglanmak lizere birinci algoritma asagidaki sekilde insa edilmistir:

(x4 €K

Up = an(xn):

) wyp = (1 — apuy + anPlu, — S(uy,) + Pe{S(uy) — 14Uy},
Zn = @[Wn = S(wp) + PK{S(Wn) - AA(Wn)}],

Yn = @lzn — S(2n) + Px{S(2,) — AA(z)}],

X1 = @0 — SOn) + Pk{SOn) — 140}, vneN.

(3)

Ikinci algoritma, algoritma (2)’den hareketle yeni bir hizlandirilmis algoritma
gelistirilmistir. Bu algoritmada, (GNVI) problemi igin R(x) = Pg[S(x) — uA(x)]
projeksiyon operatorii, EP i¢in Q, rezolvent operatorii ve sabit nokta problemi icin
U:H - H genislemeyen doniisiimii kullanilarak {ic problem tek bir F operatoriinde

birlestirilmistir. {a,,}, {Bn}, {¥vn} € (0,1) kontrol dizileri olmak {izere F operatorii
F(x) = Q;(U[x = S(x) + R(x)])

seklinde tanimlanmistir. Boylece, F operatorii algoritma (2)’ye uygulanarak asagidaki

yeni iterasyon algoritmasi insa edilmistir:

X9 €K
by = F((l = Yn)Xn + VnF(xn))'
Sp = F((l - .Bn)tn + .BnF(tn));

Xn+1 = F((l —ap)F(t,) + anF(sn))-
3

(4)



Tez kapsaminda her iki algoritma igin reel Hilbert uzaylarinda gii¢lii yakinsama
teoremleri verilmis. Ayrica gelistirilen yontemlerin Nash denge problemleri, konveks
optimizasyon problemleri, split fizibilite denge problemi ve Uretken Cekismeli Aglar
(GAN’ler) gibi giincel uygulama alanlarina uygulanabilirligi de arastirilmistir. Sayisal
sonuglar, teorik yakinsama analizlerini dogrulamakta ve algoritma (3) ve (4)’iin mevcut

iterasyon algoritmalarina gore daha etkin performans sergiledigini gostermektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tez kapsaminda ele alinacak konulara iligkin baz1 temel kavramlar,

tanimlar ve sonuglar verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analizin Baz1 Temel Kavramlari

Tanim 2.1.1. X # @ bir kiime ve

d: XxX->R, (x,y) > d(xy)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu Vx,y, z € X icin asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
d ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. d(x, y) sayisina x

ile y noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

D;. d(x,y) =0,

D,. d(x,y) =0 & x = y (6zdeslik aksiyomu),
Ds. d(x,y) = d(y, x) (simetriklik aksiyomu),

D,. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (icgen esitsizligi)

d(x.z)

Sekil 1. Uggen esitsizligi
X1,X2, e, Xp €EX

d(xlrxn) < d(xlixZ) + d(xZ'x?;) + ot d(xn—lixn)

esitsizligine genellestirilmis tliggen esitsizligi denir. D,, D,, D3, D, kosullarina metrik

aksiyomlar1 ad1 verilir (Rynne ve Youngson, 2008).



Ornek 2.1.1. Vx,y € Ricin d(x,y) = |x — y| sekilde tanimlanan d fonksiyonu, R
tizerinde bir metriktir.
Cozliim. Vx,y,z € Rigin
D;. Mutlak degerin tanima geregi d(x,y) =[x —y| =0
D,.d(x,y)=|x—y|=0o0lsun.x—y=0 &x=y
D3.d(x,y) = lx =yl = |(=Dy -0 = |-1lly — x| = d(y,x)
Dy. d(x,y) = |x— y|
=|lx—z+z-y|
< |x—z| +z -yl
= d(x,z) +d(z,).

Dolayisiyla d fonksiyon R {izerinde bir metriktir ve buna mutlak deger veya R nin
standart metrigi denir.

Omek 2.1.2. X = R" veya X = C" olmak iizere (x1, X5, ...,X,) €EX, y =
V1, Y2, -, Yn) € X icin d(x,y) = /27, |x; — y;|? seklinde tanimlanan d: X X X - R
doniisiimii X tlizerinde bir metriktir.

Cozim. Vx,y,z € X i¢in

D,. Vi=12,..,n icin |x;—y;|=0 oldugundan |x; —y;|>=>0 ve bdylece

VX lx; = yil> = 0 olur. Yani d(x,y) = 0 dir.

D,. dx,y)=0e XL lxi—y|*=0

e Yl —yl>=0
Vi=12,..,nicin|x; —y;|> =0 & |x; —y;| =0 © x; — y; = 0. Dolayisiylax; = y;

bulunur. Bu ise x = y oldugunu gosterir.

D;. Vi=12,..,nigin

d(x,y) =

n
= D I-10i- 0P
i=1



= zn:KJ’i — x;)|?
i=1

=d(y,x)
dir.
D,. Vi=12,..,ni¢in

n
d(x,z) = Z|Xi — z;|?
i=1
n
= lei —Yi+yi—zl?
i=1
<

n n
D=yl [ lyi—al
i=1 i=1

d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

elde edilir. D; — D, sartlar1 sagladigindan dolay1, d doniisiimii X iizerinde bir metriktir
ve buna Oklid metrigi denir.

Ornek 2.1.3. X # @ bir kiime ve d: X x X - R déniisiimii Vx,y € X i¢in

1, X *
d(x,y)={0 xz;

seklinde tanimli d doniisiimii X {izerinde bir metriktir.

Coztim. Burada, d donlisiimiiniin taniminda D;, D,, D; aciktir. D, sartini
inceleyelim: Vx,y,z € X i¢in x = z oldugunu varsayalim d(x,z) = 0. Bu durumda d
nin tammmina geregi d(x,z) + d(x,y) + d(y,z) toplaminin olabilecegi degerler 0,1,2
oldugundan

d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)



dir. x # z oldugunu varsayalim x = y ve y = z esitlikleri ayn1 anda dogru olamaz. Bu
durumda x # y ve y # z esitsizliklerinden en az biri dogrudur. d(x,y) + d(y, z)

toplaminin olabilecegi degerler 1 veya 2 dir. d(x,z) = 1 oldugundan
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

olur. Dolayisiyla, D; — D, sartlar1 sagladigindan, d doniisiimii X tizerinde bir metriktir ve
buna ayrik (diskrete) metrigi denir.

Tanim 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay, x, € X olsun. Bir r > 0 reel sayisin1 alalim.

Br(xg) = B (xg,7) ={x € X : d(x,x9) <1} (Agik yuvar)
B.[xg] = B [xo,7] ={x € X :d(x,x5) <71} (Kapali yuvar)
Sr(xg) =S (x,7) ={x €X:d(x,xy) =71} (Yuvar yiizeyi)

olarak tanimlanir. Bu ii¢ durum da x, merkez, r ise yarigap adini alir.

Ornek 2.1.4. (X, d) ayrik metrik uzay ve x € X olsun. B, (x) arastiralim

0, X =
o {0 E27

ayrik metrigin tanimindan

r>1licin B.(x) = {yeX:d(x,y)<r}=X
r<1licin B,(x) = {yeX:dx,y)<r}=y

olup

, r<i1
B)={yexdwn < =% "I}

dir.

Tanim 2.1.3. Dogal sayilar kiimesi iizerinde tanimli her fonksiyona dizi denir ve
(xy) ile gosterilir (Musayev, 2000).

Tanim 2.1.4. (X,d) metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Ve > 0 sayisina

karsilik en az bir ny(e) € N dogal sayisi vardir 6yle ki her n > ny(¢) igin d(x,,x) < ¢
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ise (x,) dizisi x e yakinsaktir denir (Bayraktar, 2006). (x,) dizisi yakinsak degilse
raksaktir denir.

Tanim 2.1.5. (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in en az
bir ny(€) € N vardir dyle ki her m,n = ny(¢) igin d(xy, x,,,) < € ise (x,,) dizisine X de
bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de yakinsak her dizi bir Cauchy
dizisidir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.7. (X,d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de ki her dizi yakinsak bir alt
diziye sahipse (X, d) uzayina kompakt metrik uzay1 denir (Brown ve Page, 1970).

Tanim 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay ve bu uzaydaki her cauchy dizisi yakinsak ve
yakinsadigi nokta uzaya ait ise (X, d) ye tam metrik uzay denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1.5. R standart metrige gore tamdir.

Ornek 2.1.6. C standart metrige gore tamdur.

Omek 2.1.7. Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerindeki d(x,y) = |x — y| standart

metrige gore tam degildir. Gergekten;

n

1
(xp) = (1 +Z) rn=1273..

dizisi (Q, d) de bir Cauchy dizisidir fakat bu dizinin yakinsadigi x sayisi rasyonel sayilar
kiimesi i¢inde degildir. Dolayisiyla Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerindeki aligilmis
metrige gore tam degildir.

Ornek 2.1.8. [a,b] aralig1 iizerinde tiim siirekli fonksiyonlar1 kapsayan C[a, b]

kiimesi iizerinde tanimli d : C[a, b] X C[a,b] = R metrigi
d(f,9) = max|f(t) — g(t)l

olmak tizere (C[a, b], d) bir tam metrik uzaydir.

Tanim 2.1.9. X # @ bir kiime ve F kompleks ya da reel sayilarin bir cismi olsun.

+:XXxX—>X, (x,y) =x+y,
:FxX—X, (B,x)— Bx,

doniigiimleri ile toplama ve ¢arpma islemleri tanimlansin. Vx,y,z € X ve VS, y € F i¢in,

9



V) x+y=y+x;

V2) x+(y+2z)=x+y)+z;

V3) x + 6 = x bigimde bir 6 € X vardir;

V4) x + (—x) = 6 bigimde bir (—x) € X vardir;
V5) L.x=x;

V6) (By)x = B(yx);

V7) B(x+y) =Bx+By;

V8) (B+y)x=pfx+yx.

kosularin1 saglayan X kiimesine [ cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir
(Kreyszig,1978). Burada, F = R alinirsa X e bir reel lineer uzay ve [F = C alinirsa X e bir
kompleks lineer uzay denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1.9. X = R™ kiimesi x = (%1, ..., %), ¥ = (V1, ..., V) seklinde yazilan,
tiim sirali reel say1 n-lilerin kiimesi olsun. R nin bir cisim oldugu dikkate alindiginda

x,y € R" ve @ € R olmak {izere R" kiimesinin

x+y=01+yux+ Y2 0 X0 F V), ax = (axy, ax; ..., axy,)

islemlerine gore bir lineer uzayidir. (Burada islemlere bilesen toplama ve skalerle ¢arpma
denir.)

Ornek 2.1.10. Cla,b] ={f | f : [a,b] = R, f siirekli} reel degerli ve siirekli
fonksiyonlarin uzay1 bir lineer uzayidir.
Coziim: Lineer uzayin kosullarinin sagladigini1 gosterelim.

V1) Vf,g € Cla, b] igin x € [a, b] olmak {izere

F+9@) =f)+9(x) =g(x)+f(x)=(g+ )

dir. O halde f + g = g + f olur.
V2)f,g,h € Cla,b] ve Vx € [a,b] i¢in

[(f +9) + h]l(x) = (f + 9)(x) + h(x)
= [f(x) + g()] + h(x)
= f(0) +[g(x0) + h(x)]
=f)+@+hk)

10



=[f+@+nlk)
dir. O halde (f + g) + h=f + (g + h) olur.

V3)0:[ab] » R,x - 0(x) = 0 olarak alinirsa Vf € C[a, b] ve Vx € [a, b] i¢in
f+0)x) =fx)+0(x) =f(x)+0=f(x)
dir. O halde f + 6 = f olur.
V4)Vf € Cla, b] i¢in — f € C[a, b] oldugundan Vx € [a, b] i¢in
[f + (=1 = f(x) + (=) ()
=f(x)+(=1Dfx)
=[1+(=DIfx)
=0f(x)
=0
dir. O halde f + (—f) = 6 olur.
V5)Vf € Cla, b] ve Vx € [a, b] igin
(1) (x) =1f(x) = f(x)
dir. O halde 1f = f olur.
V6)Her B,y €R, f € Cla,b] ve Vx € [a, b] i¢in
[(BY)f1(x) = (By)f (%)
= B(rf(x))

= Brf)(x)

dir. O halde (By)f = B(yf) olur.

VI VB,y €R, f € Cla,b] ve Vx € [a, b] igin
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[(B+7V)f1(x) = (B+y)f(x)
= Bf(x) +yf(x)
= Bf +v )

dir. O halde (8 +y)f = Bf + vf olur.
V8) f,g € Cla,b], B € RveVx € [a, b] i¢gin

[BU + ] =B +9)x)
= B(f(x) + g(x))
=pf(x) +pg(x)
= (Bf + Bg)(x)

dir. O halde B(f + g) = Bf + g olur.

Lineer uzaymn biitiin kosullarin1 sagladigindan C[a, b] kiimesi R iizerinde bir lineer
uzayidir. Sonug olarak reel degerli ve siirekli fonksiyonlar (C[a,b],R) bir lineer
uzayidir.

Ornek 2.1.11. m X n tipindeki reel matrisler kiimesi M,,,»,, bir reel lineer uzayidir.
Gercekten, M,,«, nin matrisler arasindaki toplama islemine gore bir degismeli grup
oldugundan ve her A € M,,«,, ve her § € R icin [ skaleri ile A matrisinin ¢arpimi SA nin
dam X n tipinde bir matris oldugundan, bu lineer uzay1 (V1) — (V8) aksiyomlarini saglar.

Tanim 2.1.10. X bir lineer uzay ve Y, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
Y kiimesi, X iizerinde tanimli olan toplama ve skalerle carpma islemleri altinda kapali
olup bu islemlerle bir lineer uzay yapisi olusturuyorsa, Y ye X in bir lineer alt uzayi denir.
(Rynne ve Youngson, 2008).

Tanim 2.1.11. X, T cismi lizerinde tanimli bir lineer uzay: olsun. ||-|: X —

R,Vx,y € X ve V[ € F icin

N1) ||x]| = 0 (pozitif tanimlik)
N2)|lx]| =0 © x=20

N3) [IBx]l = 18Il
N4) [lx + yll < [Ix|[ + [lyll (iggen esitsizligi)
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ozellikleri saglaniyorsa |||| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||]]) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Burada (N1)-(N4) ozelliklerine norm aksiyomlar1 adi verilir
(Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1.12. R reel sayilar kiimesi iizerinde Vx € R i¢in

llxll = x|

fonksiyonu bir normdur.

Cozim. Vx,y € R ve Vf € Rigin,

ND) [lx] = x| = 0
N2) x|l =|x| =0 & x=0
N3) [[Bx|l = |Bx] = |Bllx] = [BlllxI
N4) [lx + yll = [x + |
< lxl + lyl
< Il + 1yl

kosullari saglandigindan (IR, ||*]|) bir normlu uzaydir.

Teorem 2.1.2. Her normlu uzay bir metrik uzaydir. Fakat genelde tersi dogru
degildir.
Ispat. (X, ||-|]) bir normlu uzay olmak iizere d(x,y) = ||x — y|| ile tanimli1 d: X X X - R

fonksiyonu X tiizerinde bir metriktir. Vx,y,z € X icin

NI d(x,y) =llx =yl 20 = d(x,y) =0
N2) dx,y) =0 |x-yll=0 ®@x—-y=0ex=y
N3) d(x,y) = llx =yl = 1D =2l

= [=1Ully —xll =lly — x|l = d(y,x)
N4) d(x,z) = llx —zl| = lI(x —y) + (v — 2)l

< llx =yl +lly —zl

<d(x,y) +d(y,z)

olup d bir metriktir. Burada d ye (X,||:|]) normunun irettigi, indirgendigi veya

dogurdugu metrik ad1 verilir.
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Ornek 2.1.13. X bir lineer uzay1 olsun.

d(x,y) = {

1, egerx # yise
0, egerx =yise

ile tanimli metrigin bir norm tarafindan {retilemeyecegini (indirgenemeyecegini)
gosterelim.
Cozim. Vx,y € X i¢cin d(x,y) < 1 dir. Sayisal 6rnekle ¢6ziim verebiliriz. Bir M

fonksiyonunu

_ (1, egerx # Oise
M(x,0) = {O, eger x = 0 ise

dir.

x #0ve B = 2igin
MQ2x) =1ve2M(x) =2

ve bu durumda da
M(2x) < 2N(x)

elde ederiz. Bu ise norm olma kosulu ile gelisir. Dolayisiyla, d metrigi herhangi bir norm
tarafindan tretilemez.

Ornek 2.1.14. X bostan farkli herhangi bir lineer uzay B(X) de X {izerindeki biitiin
sinirli  kompleks fonksiyonlarin  kiimesini gostersin. Yani B(X) ={f|f:X -

C sinirh fonksiyon} olsun. Bu takdir de B(X) de tanimli

Il = sup{lf(x)] : x € X}

fonksiyonu bir normdur.
Cozim.

N1)Vf € B(X) ve Vx € X igin |f(x)| = 0 olur. Her tarafin supremumu alinirsa;

sup{|f (x)[} = sup{0}

xX€X
11l = 0.
14



N2)Vf € B(X)veVx € Xi¢in ||f|]| =0 < f = 0 oldugu gosterilsin.

Ifll=0 < ilé)z;{lf(x)l}= 0

& VxeXigin|f(x)|=0
&  Vx € Xicin f(x) = 0 (sifir fonksiyonu)
= =0

N3) Vf € B(X) veVa € Ri¢in [|Bf|| = |BIIIf]l oldugu gosterilsin.

lafIl = %g{l(ﬁf)(x)l}
= ilgg{lﬁf (0}
= ig{lﬁllf(x)l}
= Iﬁlilet)z?{lf(X)I}

=B
N4) Vf,g € BX) i¢in|If + gll < lIfIl + llgll oldugu gosterilsin.

If + gll = sup{|(f + 9)(0)| : x € X}

= szgz{lf(x) + g0}
< stgg{lf(X)l + g}
< sup{lf ()|} + sup{lg()|}

xXeX xXeX

< lIfiF+llgll

Dolayisiyla (B(X), ||*]|) bir normlu uzaydir.

Ornek 2.1.15. x = (x4, X3, ..., %) € R™ igin [|x]| = X |x;| = loeq| + 15| + -+

|, | bir normdur.
Cozim. VB € Rve x,y € R™ igin
N [lxll =[xy | + |xz| + -+ |xn| = 0
N2) [x1] + |xo| 4+ -+ x| =0 & |x1] =0, |xz] = 0., | x| = 0

© x;=0,x,=0,...,x, =0

15
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x = (xq,%x5,...,%x,) = (0,0,...,0) =0 € R"
N3) [IBx|l = 1Bx1| + [Bxa| + -+ + | x5l
= |Bllxs| + [Bllxz| + -+ + |Bllxx]
= [Bl(xs] + Ixz| + -+ + |xn )
= [BllixIl
N4) |lx + yll = Zizqlx; + yil
< YisaUxl + 1y
= Yisalx| + X 1yl
= [lx|l + [ly|l

Dolayisiyla, |||, R™ lizerinde bir normdur.

Omek 2.1.16. (N, ||-]]) bir normlu uzay ve S, N nin lineer alt uzay olsun. |||
normunun S ye kisitlanist ||-]|g olsun. Bu durumda ||-||g fonksiyonu S fizerinde bir
normdur.

Tanim 2.1.12. (X, ||*]|) normlu uzay, (x,,) € X bir dizi olsun. Eger x € X igin

lim||lx, —x||=0
n—-oo

ise (x,) dizisi x e gii¢lii yakinsiyor veya norma goére yakinsiyor denir. Bu durum x,

Il e
— X veya x, — x notasyonlartyla gosterilebilir (Rynne ve Youngson, 2008).

n—oo
Tanim 2.1.13. (X, ||*]]) normlu bir uzay olsun. (x,,) € X bir dizi olsun. Eger, her
€ > 0 igin Any(e) € N vardir 6yle ki her m,n > ny(¢) igin ||x, — x| < € ise (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.1.17. (x,) = % dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

Coziim. Mutlak deger metrigi R iizerinde verilmis olsun. R deki (x,) = % dizisi
0 € R noktasina yakinsar. Bundan dolay1 (x,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ornek 2.1.18. (x,) = zin bir Cauchy dizisi. Fakat, (x,,) =1+ % + % + -+ % genel
terimine sahip (x,,) Cauchy dizisi degildir.

Tanim 2.1.13. Normlu uzayda her Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise bu

uzaya bir tam normlu uzay veya Banach uzay denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.1.19. [,(N), 1 < p < oo lineer uzay1
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1
> P
Il = (me) ;X = () € (V)

normuna gore bir Banach uzayidir. Benzer sekilde 1,,(Z), p = 1 lineer uzayida

1

> p
Il = ( > |xn|p) , x= () €L,

n=-—oo

normuna gore bir Banach uzaydir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.14. Bir i¢ ¢arpim uzayna, i¢ ¢arpimin dogurdugu norm ile tam ise
Hilbert uzay1 denir. Bagka bir ifade ile (X,(:,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger X, i¢
carpimin dogurdugu bir Banach uzay ise bu (X, (:,-)) i¢ ¢arpim uzayina bir Hilbert Uzay1
denir (Kreyszig, 1978).

Uyari 2.2.1. Bu ¢alisma boyunca, (:,-) i¢ carpimi ve bu i¢ ¢arpimdan tiiretilen |||
normu ile donatilmig reel bir Hilbert uzay1 olan H iizerinde galigilmistir.

Omek 2.1.20. K=R veya C olmak iizere, X =1,={x=(x,) €
K*: Y% |x,|? < oo} alalim. Su halde i¢ carpim x,y € L, i¢in

(x! }’) = Z‘;?:l Xn }771

olup norm,

x|l = /{x,x) =

©o
D ll?
n=1

olarak tanimlidir. Bu norm tamdir. Dolayistyla (15, (-,-)) bir Hilbert uzaydir.
Tanim 2.1.15. (X, ||]]) bir normlu uzayi, (x,,) € X bir dizi ve x € X olsun. Eger

her stirekli lineer fonksiyonel f € X* i¢in
lim £(o,) = £(2)

saglantyorsa, (x,) dizisi x e zayif yakinsiyor denir. Eger X bir Hilbert uzay ise, bu tanim,
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Vy € X i¢in i¢ ¢arpim yardimiyla

lim (x,, y) = (x, )

sekilde ifade edilir. Bu durum x,, = x yada x, 5 x ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

2.2. Sabit Nokta Teorisi

Tanim 2.2.1. X # @ ve T : X — X bir doniisiim olsun. Tx = x esitsizligi saglayan
x € X elemanina, T donlisiimiiniin sabit noktasi denir (Berinde, 2007). T doniisiimiiniin
tim sabit noktalarinin kiimesi F(T), Fr ya da Fix(T) ile gosterilebilir. Bu tez

calismasinda Fix(T) gosterimi kullanilacaktir. Sabit nokta sayisi bir, birden fazla veya

hi¢ olmayabilir.
y
h
f{x) egrisi
R | S das
2 —
> 17 -
0 : X
i
-2 -1 0 1 2 3 a
X

Sekil 2. T: R — R doniisiimiiniin sabit noktalar1 a,, as, a4, as, ae.

Omek 2.2.1. T:R—> R, T(x) =5x + 7 sekilde tanimlanan déniisiimiin sabit

noktasini bulalim.

5x + 7 r_ 7
= = — = — —
X X 4 4

7

——ZeRr
YTy

oldugundan bir sabit noktas1 vardir. Yani Fix(T) = {— %} dir.

Ormek 2.22. T:R - R, T(x) = x? + 3x + 4 tanimlansin.
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X’ +3x+4=x
x242x+4=0

Diskriminant, A= 4 — 4.4 = —12 < 0. O halde reel kok yoktur, sabit nokta yoktur. Yani,
Fix(T) = @.
Ornek 2.2.3.T:C - C, T(x) = x? + 3x + 4 verilsin.

X>+3x+4=x=2x2+2x+4=0,A=-12<0

L= —2+\/;2\/—_1 _ —2+22\/§i = —1+3i

O halde x; = —1 4+ v/3i ve x, = —1 — +/3i . Dolayistyla T nin 2 tane sabit notas1 vardur.
Yani, Fix(T) = {-1 —V3i,—1 + V3i} drr.

Ornek 2.2.4. X = R? yi ele alalim. ¢ # 0 olmak iizere. Tx = ¢ + x ile tammlanan
T:R? - R? dteleme (translation) doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Bir noktas: sabit

nokta olabilmesi i¢in T'(x) = x saglamasi gerekir. Tanimi1 yerine yazarsak,

elde edilir. Ancak varsayimimiza gore ¢ # 0 dir. Dolaysiyla Tx = ¢ + x ile tanimlanan
dontisiimiiniin herhangi bir sabit noktas1 yoktur. Yani, Fix(T) = @ dir.
Ornek 2.2.5. X # @ bir kiime olmak iizere I: X — X, I(x) = x ile taniml1 6zdeslik

doniistimii i¢in, X in her noktasi bir sabit noktadir. Yani Fix(I) = X dir.
Ornek 2.2.6. T(x) = x + % ile tanimli T: [1, ) — [1, c0) doniisiimiinii ele alalim.

Vx,y € [1,0),x # y i¢in |T(x) — T(y)| < |x — y| oldugunu fakat T nin higbir sabit

noktasinin olmadigini gosterelim.

T:[1,0) - [1,0), T(x) =x+§,‘v’x,y€ [1,00),x # y igin

=1l =[(x+3) = (+3)
X yi=|lX Y y y

ITx =Tyl < x =yl |1 - $| (iicgen esitsizligi)

x,y = 1 oldugundan $ < 1 dir. Dolayisiyla |1 - $ =1- $ <1
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1
Tx —Ty| = |x — 1——) -
|Tx —Ty| = |x yl( o <l|x—yl

O halde |Tx — Ty| < |x — y| dir. Ote yandan, s in bir sabit nokta olmas1 igin,
Ts=s

olmalidir. Buradan

bulunur. Ancak bu esitlik higbir s € [1, ) i¢in dogru degildir, ¢iinkii % > 0 her zaman

pozitiftir ve asla sifira esit olamaz. Dolayisiyla T nin sabit noktasi yoktur.
Tanim 2.2.2. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisim olsun. Eger her
X,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Bd(x,y)

olacak sekilde bir § > 0 sabiti varsa T ye bir Lipschitz doniisiimii ad1 verilir ve bu sart1

saglayan en kiiciik 8 degerine de Lipschitz sabiti ad1 verilir (Berinde, 2007).
Omek 2.2.4. x = (x,) € I, igin Tx = (x?”) ile tanimli T: 1, — [, donilisimi bir

Lipschitz doniigiimiidiir. Gergekten, [, nin tanimindan,

I, = {x = (xn) € K*: lenlz < 00},
n=1

olup x,y € [, i¢in

1
d: l2 X l2 - ]:RF d(x;}’) = (Z‘;.{):llxn - y‘)"llz)E

x = (x,),y = () € [, alahm ve x # y olsun.
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1 1
© 2

X, 1 1
d(Tx,Ty)=<z ?_y? ) §<Z|xn—}’n|2> =§d(x,y)

n=1

dir.

1
d(Tx,Ty) = 34(y) = pd(x,y)

oldugundan g > % olur. Dolaysiyla T Lipschitz doniisiimiidiir.

Tanim 2.2.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. T : X — X bir Lipschitz donilistimii
olsun. Eger Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Bd(x,y)

olacak sekilde bir 0 < f < 1 varsa T ye daralma ya da biiziilme (contraction) doniisiimii,

P ya ise daralma ya da biiziilme oran1 denir (Berinde, 2007).

Sekil 3. T: X — X daralma doniisiimii

Eger elimizde X gibi bir uzay veya daire varsa, bir daralma doniisimi T:X — X
uygulandiginda, X i¢indeki herhangi iki nokta x ve y arasindaki mesafe, T (x) ve T(y)
arasindaki mesafeden her zaman daha biiyiik veya esittir. Yani daralma doniisiimii,

noktalar arasindaki uzaklig1 azaltir. Matematiksel olarak;

d((Tx),(Ty)) < Bd(x,y),0< B <1

olarak ifade edilir.
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Omek 2.2.5. n > 1 olmak iizere 0 < x < ﬁ icin Tx = x™ seklinde tanimli

T: [0, ﬁ] - [0, ﬁ] bir daralma doniistimiidiir. Gergekten, Vx,y € [0, ﬁ] i¢in,

d(Tx,Ty) = [x™ — y"|
= |x —yllx" X"y e+ Yy

n
(n+1)n-1

<|x—yl

n
(n+1)n-1

0<p= < 1 dersek,

d(Tx,Ty) < Blx —y|

bulunur. Dolayisiyla, T bir daralma doniistimiidiir.
Ornek 2.2.6. (X, d) bir metrik uzay. Tx = 2x ile tanimli T: R - R doniisiimiinii ele

alalim. T doniligiimii X iizerinde bir daralma doniigiimiidiir.
d(Tx,Ty) = |2x — 2y| = 2|x — y|

Burada = 2 bulunur. Ama daralma doniisiimii olmasi i¢in 0 < < 1. Dolaysiyla, T
doniistimii X lizerinde bir daralma doniistimii degildir.

Teorem 2.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir daralma doniisiimii ise T, X
izerinde diizgiin stireklidir.
Ispat: T bir daralma déniisiimii oldugundan Vx,y € X icin d(Tx, Ty) < Bd(x,y) olacak
sekilde 0 < f < 1 vardir. Eger f = 0 ise T sabit fonksiyondur ve diizgiin siireklilik
aciktir. B > 0 ve € > 0 olsun. d(x,y) < 6 iken

d(Tx,Ty) < Bd(x,y) < Bd = ¢

olup § = % dir. Dolayisiyla T, X iizerinde diizgiin siireklidir.

Uyarn1 2.2.2. Bu sonug, daralma doniisiimlerinin her zaman diizgiin siirekli
olmasindan kaynaklanir. Bunun nedeni, Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiimiin ayni
zamanda diizgiin siirekli olmasidir. Ote yandan, eger T doniisiimii siireksiz ise, bu

durumda T bir daralma doniisiimii olamaz.
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Tanim 2.2.4. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Vx,y € T ve
X # yigin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

esitsizligi saglantyorsa T kesin daralma (strict contraction) doniisiimii olarak adlandirilir

(Berinde, 2007). Yani burada f katsayisi sabit degil, fakat her durumda
d(Tx,Ty) < d(x,y)

olmak zorundadir.
Omek 2.2.7. (X, d) bir metrik uzay ve T:[0,1] — [0,1], Tx = %x + % bir doniisiim
olsun.

1
d(Tx,Ty) = x+———y——| | | slx—yl <|x—yl

3%

T doniistimii X {lizerinde bir kesin daralma doniistimiidiir.
Ornek 2.2.8. Tx = %x +sinx ile tanimli T:R —» R doniisiimiinii x € E,n]

aralifinda ele alalim. Bu aralikta cos x < 0 oldugu i¢in

T x| = |%+ cosxl <05<1

olur. Dolayistyla bu E , n] aralikta T, R tizerinde bir kesin daralma doniistimiidiir.

Ornek 2.2.9. T(x) = x ile tammli T: R - R déniisiimiinii g6z 6niine alalim. Bu

durumda
d(Tx,Ty) = |x — y|
olup T kesin daralma doniisiimii degildir ¢linkii esitlik var, dolayisiyla kiiciilme yok.

Uyart 2.2.3. Yukanidaki orneklerden de anlasilacagi gibi bir doniisiimiin kesin

daralma olmasi durumunda, o doniisiim otomatik olarak daralma doniisiimiidiir.
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Tanim 2.2.5. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger Vx,y €
X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa, T doniisiimiine genislemeyen doniisiim (nonexpansive mapping)
denir (Berinde, 2007).

Yani bu tiir dontigiimlerde, herhangi iki nokta arasindaki uzaklik artmaz, ayni
kalabilir veya azalabilir. Dolayisiyla doniisiim “mesafeyi korur veya sikistirir” ama asla
genisletmez.

Ornek 2.2.10. (R, d) bir metrik uzay ve Tx — |x| ile tanimli T: R — [0, ) bir

doniisiim olsun. Vx,y € R icin

d(Tx, Ty) = |Ix| = lyl| < |x =yl

dir. Dolayisiyla T déniisiimii R iizerinde bir genislemeyen doéniisiimdiir, ¢iinkii mutlak
deger alma uzaklig1 azaltabilir ama artirmaz.
Ornek 2.2.11. (R, d) bir metrik uzay ve T:R - (—1,1), Tx = tanh x ile taniml

bir doniisiimii olsun. Vx € R igin

1
cosh x

|T'x| = |sech?x|, sechx =

Vx € Rigin cosh(x) = 1 oldugundan, 0 < sech?(x) < 1 tiirevi 1den kiigiik oldugundan
0 < B < 1 dir. Dolaywsiyla |T(x) — T(y)| < |x — y| saglanir. O halde T, R {izerinde bir
genislemeyen doniisiimdiir.

Tanim 2.2.6. T: H —» H doniigiimii, eger

ITC) = TOI? <(T(x) =T, x—y),Vx,y €EH

kosulunu sagliyorsa firmly genislemeyen (firmly nonexpansive) olarak adlandirilir.

Bu kosul, 2T — I doniisiimiiniin genislemeyen olmasiyla denktir. Ayrica T, ancak ve
ancak baz1 S: H — H genislemeyen dontigiimleriicin T = % sekilde yazabiliyorsa firmly

genislemeyendir (Combettes ve Hirstoaga, 2005).
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Tanim 2.2.7. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. 3x # y igin,

d(Tx,Ty) = d(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa, bu doniisiime genisleyen doniisiim (expansive mapping) denir
(Wang vd., 1984). Eger Vx # y i¢in bu esitsizligi gecerliyse, doniisiimiine tam genisleyen
(strictly expansive) denir.

Ornek 2.2.12. (R, d) bir metrik uzay ve Tx = 2x ile tanimhi T: R — R déniisiimii

olsun. Vx # y i¢in

d(Tx,Ty) = |2x = 2y| = 2|[x —y| = |x — y|

oldugundan T doniisiimii R {lizerinde genisleyen dontlistimdiir.

Ornek 2.2.13. (R, d) bir metrik ve T: R — (0, ), T(x) = e* olsun. Vx > 0 i¢in
IT'(x)| = |[e*] > 1 oldugundan T doniisiimii R {izerinde genisleyen doniisiimdiir.
Yukarida tanimlanan doniisiimler arasindaki baglantilar su sekilde 6zetlenebilir: daralma,
bir kesin daralma doniisiimiiniin 6zel bir tiriidiir. Her kesin daralma doniisimi ayni
zamanda bir genislemeyen doniistimdiir ve tiim bu doniisiimler, uygun bir sabit katsay1
ile Lipschitz doniisiimleri ailesinin bir alt kiimesini olusturur. Bu hiyerarsik yap1

asagidaki sekilde gosterilmistir (Jain ve Ahmad, 2004):

Kesin
Daralma

Daralma

Genislemeyen

Sekil 4. Daralma, kesin daralma, genislemeyen ve Lipschitz doniigiimleri arasindaki iliski

Diyagramda goriildiigii gibi, doniisiim tiirleri arasinda tek yonlii bir kapsama iligkisi
vardir. Ancak bu kapsama iliskisinin tersi her zaman gecerli degildir.

Tanim 2.2.8. X # @ bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun.
ToT(x) = T(T(x))
ile verilen T2 déniisiime T nin bileskesi ya da ikinci iterasyonu denir (Soykan, 2008).

n adet T den elde edilen,
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ToToTo ...oT(x)
n. iterasyonu denir. T" ile gosterilir. Yani

T" = {ToTo..oT}x) = T(T(T(x)..))

n tane T nin bileskesi

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda, keyfi bir n € N i¢in Fix(T) c Fix(T™) olur.
Baska bir deyisle, bir doniisiimiin sabit noktalari, ayn1 zamanda bu doniisiimiin n.

iterasyonunun da sabit noktalaridir. Gergekten de 3x, € Fix(T) igin T (xy) = x, olup,

T™(xo) = T" ' (Txo)
= T"1(xo)
=T""%(Tx,)
= T"2(x)

= T (=1(Tx,)
= TxO

dir. Boylece x, € Fix(T™) oldugu goriiliir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Ornek 2.2.14 T:{1,2,3,4} - {1,2,3,4} déniisimii bu sekilde olsun: T(1) = 2,
T(2) =1,T(3) = 3, T(4) = 4. Bir x, sabit nokta ise T'(x,) = x, olmahdir. Burada:

T(1) =21
T(2) =12
T(3) =3
T(4) = 4

Dolayisiyla Fix(T) = {3,4} dir. T? igin,

T?(x) = T(T(x))
T?2(1) =T(T()=TR) =1
T2(2) =T(T(2))=T(1) =2
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T2(3) =T(T(3))=T(3) =3
T2(4) =T(T(4)) =T(4) =4

Dolayisiyla Vx = {1,2,3,4}, T?(x) = x dir. O halde Fix(T?) = {1,2,3,4} dir. Fix(T) =
{3,4} c {1,2,3,4} = Fix(T) oldugundan, Fix(T) c Fix(T?) dir. Ancak tersi her zaman
dogru degil ¢iinkii 1 € Fix(T?) ama 1 & FixT ve 2 € Fix(T?) ama 2 & FixT dur.
Iterasyon ydntemleri, bir doniisiimiin sabit nokta veya sabit noktalarini belirlemede
kullanilan en temel tekniklerden biridir. Bu amagla literatiirde ¢esitli iterasyon yontemleri
gelistirilmistir. Ancak yeni bir iterasyon yontemi ortaya konurken iki temel husus g6z
ontinde bulundurulmalidir; yontemin hem 6nceki yontemlere gore daha hizli yakinsamasi
hem de daha sade bir yapiya sahip olmasi1 beklenir. Simdi, bir iterasyon yonteminin genel
tanimi verilerek Picard iterasyon yontemi tanitilacaktir.
(X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisiim olsun. Sabit nokta iterasyon yontemi f bir

fonksiyon olmak iizere Vn € N ve x, € X icin en genel formda

Xnt1 = f(Tl xn)

sekilde tanimlanir. Bu tanima gore Vn € N icin Picard iterasyon dizisi (yaklasiklar dizisi)

su sekilde tanimlanir

Xn+1 = f(T, xn) = T(xn)

(Picard, 1890).
Ornek 2.2.15. X = [0,1] ve T:[0,1] - [0,1] déniisimil T(x) = %x +§ sekilde

tanimlansin. Bu doniisiim bir daralma doniistimdiir ¢iinkii Vx,y € [0,1] igin,
1
TGO =T = 21x —yl
dir. Burada daralma katsayis1 f = % < 1 elde edilir. Bir sabit nokta x* bu kosulu saglar.

T(x*)=x"
x4 =x"
2 2

x*=1
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bulunur. Dolayisiyla Fix(T) = {1} elde edilir. Herhangi bir x, = a € [0,1] baslangi¢

noktasi i¢in iterasyon dizisi
1 1
Xny1 = T(xp) = 7 %n + 3

seklindedir. Bu dizi agik bicimde ¢dziilebilir. ilk birkag¢ adim:

X1=—a+-
1o 1 103
Xy = =Xq 2—461 4
_1o 117
X3 == X3 =g¢tg

Genel form ise
1
Xn = 1-— Z_n (1 - a)

seklinde bulunur. Genel formdan agik¢a goriiliir ki lim x, = 1 = x™ dir. Yani Picard
X—00

iterasyonu her baslangi¢ noktasi i¢in sabit noktaya yakinsar.

Uyar1 2.2.4. Dolayisiyla daralma ve tamlik kosullar1 sabit nokta iterasyonun
yakinsamasini garanti eden temel unsurlardir. Eger doniisiim daralma degilse sabit nokta
bulunsa bile Picard iterasyonu genellikle yakinsama gostermez. Asagida literatiirde sikca
kullanilan bazi iterasyon yontemleri verilmistir:

Mann iterasyon yontemi (Mann, 1953),

Krasnosel’skii iterasyon yontemi (Krasnosel’skii, 1955),

Kirk iterasyon yontemi (Kirk, 1971),

Ishikawa iterasyon yontemi (Ishikawa, 1974),

Noor iterasyon yontemi (Noor, 2000),

Multistep iterasyon yontemi (Rhoades ve Soltuz, 2004),

S iterasyon yontemi (Agarwal ark., 2007),

Iki adiml1 Mann iterasyon yontemi (Thianwan, 2009),

Kirk—Ishikawa iterasyon yontemi (Olatinwo, 2009),

Kirk—Mann iterasyon yontemi (Olatinwo, 2009),

SP iterasyon yontemi (Phuengrattana ve Suantai, 2011),
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CR iterasyon yontemi (Chugh vd., 2012),

S* iterasyon yontemi (Karahan ve Ozdemir, 2013),
Abbas—Nazir iterasyon yontemi (Abbas ve Nazir, 2014),
Thakur ve arkadaglar iterasyon yontemi (Thakur vd., 2014),
Yeni li¢ adimli iterasyon yontemi (Karakaya vd., 2017),

M iterasyon yontemi (Ullah ve Arshad, 2018),

D iterasyon yontemi (Aftab Hussain vd., 2021)

D-Plus iterasyon yontemi (Ali vd., 2022)

Simdi metrik uzaylarda sabit noktanin varligini ve tekligini garanti altina alan temel
teoremlerden biri olan Banach sabit nokta teoremini ifade edelim (Banach, 1922).
Teorem 2.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere T:X — X bir daralma
doniisiimii olsun.
1) T nin bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir.
i) Keyfi xq € X igin {T™x,} iterasyon dizisi, T nin tek sabit noktasi olan x* e
yakinsar. Baska bir ifadeyle, Vn € N, x, = T(x,,_;) ile tammh {x,}

iterasyon dizisi, T nin tek sabit noktasi olan x* e yakinsar.

2.3. Varyasyonel Esitsizlikler, Denge Problemleri ve Yardimci Sonuglar
Tanim 2.3.1. K € H bos olmayan, kapal1 ve konveks bir alt kiime olsun. A:K - H

doniisiimii i¢in, eger Oyle bir & > 0 sabiti bulunabilirse ki

(A(x) — A(y),x —y) = allA(x) — AW)II>,Vx,y €K

kosulu saglaniyorsa, A doOniisiimiine a —ters kuvvetli monoton (inverse strongly
monotone) doniisiim denir.

Tanim 2.3.2. K € H bos olmayan, kapali1 ve konveks bir alt kiime olsun ve 4, S: K —
H seklinde iki lineer olmayan doniisiim olsun. Genellestirilmis lineer olmayan

varyasyonel esitsizlik (GNVI) problemi, asagidaki kosulu bir x € K noktasi bulmaktir

(A(x),S(y) —S(x)) = 0,Vy € K,S(x),S(y) € H. (5)

Bu (5) probleminin ¢6ziimii kiimesi GNVI(K, A, S) ile gosterilir (Noor, 1988).
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Ozel olarak S = I (6zdeslik déniisiimii) aliirsa, problem (5) Stampacchia’ nin klasik

varyasyonel esitsizlik problemine indirgenir. Yani 6yle bir x € K bulunmasi ki

(A(x),y —x)=0,vy €K
kosulu saglansin (Stampacchia, 1964).

Lemma 2.3.1. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. 4, S: K =
H doniistimleri igin S(x) € K, Vx € K olsun. Herhangi bir 4 > 0 igin, x € K noktasinin
(5) problemini ¢ozmesi i¢in gerek ve yeter kosul

S(x) = Px[S(x) — 2AA(x)] (6)

esitliginin saglanmasidir. (6) numarali bu karakterizasyon esitligi, GNVI i¢in rezolvent-

tipi operatdr tanimini dogurur

Ry(x) = Px[S(x) — 2A(x)], x € H (7)

Boylece (6) esitligi

S(x) = Ry(x)

seklinde bir sabit nokta denklemi olarak bicimde ifade edilebilir. Ozel olarak S = I

durumunda bu esitlik

Ra(x) =x
seklinde sadelesir (Noor, 1988).

Tanim 2.3.3. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. I: K X K —
R bir bifonksiyon olsun. Denge problemi (EP), dyle bir x € K noktas1 bulmaktir ki

I'(x,y) =0,Vy €K (8)

kosulu saglansin. Bu (8) probleminin ¢6ziim kiimesi
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EP(T) ={x € K:I'(x,y) = 0,Vy € K} olarak gosterilir (Combettes ve Hirstoaga,

2005).

Lemma 2.3.2. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. Denge
probleminin iyi tanimli olmasi i¢in, I' bifonksiyonunun asagidaki kosullar1 saglamasi
gerekir:

(D;) T'(x,x) =0, Vx € K. Yansima(reflexivity);

(Dy) T(x,y) +T'(y,x) <0, Vx,y € K. Monotonluk (monotonicity);

(D3) Vx,y,z€ K i¢in, limsup. o (tz+ (1 —t)x,y) <T'(x,y) ist yar siireklilik
(upper hemicontinuity);

(D,) Vx € Kigin, y = I'(x, y) fonksiyonu konvekstir ve zayif alt yari-siireklidir (convex

and weakly lower semicontinuous).

r > 0 bir parametre ve x € H olsun. Bu durumda, Vy € K igin
1
F(Z;J’) +;<y —Z,Z— x) =0

olacak sekilde bir z € K noktas1 bulunabilir (Combettes and Hirstoaga, 2005).
Lemma 2.3.3. K c H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. Her r >

0 i¢in, Q,: H — K dontisiimii
1
Q,(x) = {Z eEK:T'(zy) +;(y —z,z—x)=20,Vy € K},Vx EH

olarak tanimlansin. Bu durumda, Q,- rezolvent operatorii asagidaki 6zellikleri saglar:
1) Q, tek degerlidir (single-valued);
i1) Q, firmly genislemeyen;
1ii) @, nin sabit nokta kiimesi, denge probleminin ¢dziim kiimesine esittir, yani,
Fix(Q,) = EP(D);
iv) EP(T") kiimesi kapal1 ve konvekstir (Noor, 1988).
Uyan 2.2.5. Denge problemi (8), varyasyonel esitsizlik problemlerini de igeren

daha genel bir ¢ergeve olarak tanitilmistir. Nitem
F(X, Y) = (A(X)»y - X)
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secimiyle denge problemi, klasik varyasyonel esitsizlik problemine indirgenir.
Tanim 2.3.4. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. Her x € H
icin
llx = P (Ol = min|lx — yll
esitligini saglayan tek bir Pg(x) € K noktasi vardir. Baska bir ifadeyle,
lIx = Pkl < llx — yll, vy € K.
Burada Px: H — K doniisiimii, K tizerine metrik projeksiyon (metrik projection) olarak
adlandirilir (Goebel ve Reich, 1984).
Lemma 2.3.4. K< H bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. Bu
durumda metrik projeksiyon Pk asagidaki 6zellikleri saglar:
1) Firmly genislemeyen. Her x,y € H i¢in
|Pgx — Peyll* < (Pxx — Py, x —y)
11) Varyasyonel esitsizlik karakterizasyonu. Her x € H i¢in
(x — Pgx,Pgkx —y) = 0,Vy €K
Tersine, u € K noktasi
(x—u,u—y)=0,Vyek
kosulunu sagliyorsa, ancak ve ancak u = Pgx olur (Kinderlehrer ve Stampacchia, 2000).

Lemma 2.3.5. {u, } ve {t,,} sirasiyla u ve 7 ya yakinsayan H uzayindaki iki reel

dizi olsun. Asagidaki limitin var oldugunu varsayalim:

My — ull
hm —_— =
n—o [|7,, — 7l|

Bu durumda:
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i) Eger m = 0 ise, {u,,} dizisi {t,,} dizisinden daha hizli yakinsar denir.
ii) Eger 0 < m < ooise, {u,,} ve {t,,} dizileri ayn1 hizda yakinsar denir (Berinde,
2007).
Tanim 2.3.5. {u,} ve {r,}, H uzayinda ayn1 Q limitine sahip iki reel dizi olsun.
Ayrica, her ikisi de sifira yakinsan pozitif reel degerli {,,} ve {&,} dizilerinin var

oldugunu ve
lun —Qll < vellt, —Qll <&, VneN

kosullarin1 sagladigin1 varsayalim. Eger {(,,} dizisi sifira, {¢,} dizisinden daha hizli
yakinsiyorsa, yani lim g—n = 0 ise, 0 zaman {u,} dizisinin Q ya {t,,} dizisinden daha hizh
n—oosn

yakinsadig1 denir (Berinde, 2007).

Lemma 2.3.6. Negatif olmayan reel sayilardan olusan {u,} ve {t,,} dizileri,
Hn+1 < miy + Tn, Vn € N)

esitsizligini saglasin. Burada 0 < m < 1 ve lim 7,, = 0 olsun. Bu durumda, lim u, =0
n—->oo

n—->oo

olur (Robbins ve Siegmund, 1971).
Lemma 2.3.7. {u,}, {t,,} ve {0,}, ti¢c pozitif reel degerli dizi olsun ve asagidaki
esitsizligi saglasin

Hn+1 = (1 - Tn),un + 0n,Vn €N,

Burada 7,, € (0,1), Y71 T, = © Ve 0, = 0(T,), yani lim f—n = 0 olsun. Bu durumda,
n—-oo tn

Un = 0 (n = ) (Robbins ve Siegmund, 1971).
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3. BULGULAR

Bu boliimde, algoritma (3) ve algoritma (4) i¢in elde edilen temel yakinsama
teoremleri, bu teoremlere iliskin 6rnekler ve giincel problemlere yonelik uygulamalar ele
alinmustir. {1k olarak, algoritma (3) ve algoritma (4)’iin yakinsama analizinde kullanilan
yardimc1 Onermeler ispatlanmis, ardindan bu algoritmalara iliskin giiclii yakinsama
teoremleri ve ispatlar1 sunulmustur. Daha sonra, algoritmalarin yakinsama davranislari ve
yakinsama hizlar1 teorik olarak incelenmistir. Son olarak, bir ve iki boyutlu uzaylarda
gerceklestirilen sayisal ornekler araciligiyla, algoritma (3) ve algoritma (4)’lin mevcut

yontemlere kiyasla daha etkili sonuglar verdigini géstermistir.

3.1. Algoritma (3) icin Yakinsama Analizi ve Sayisal Sonuclar

Burada ana teoremleri vermeden Once, algoritma (3)’lin olusturulma siireci ve
motivasyonu kisaca agiklanmistir.

Lemma 2.3.1 de tartisildig1 tizere, GNVI problemi bir sabit nokta problemi olarak

ifade edilebilir. (6) numarali esitligin her iki tarafina x — S(x) eklenerek,

x =x—5() + Pg[S(x) — 1A(x)]

esitligi elde edilmistir. Ardindan, bu cerceveye bir denge problemi dahil edilmistir.

Lemma 2.3.3 geregince, rezolvent operator Q,-(x)
Fix(Q;) = EP(T)
kosulunu saglamaktadir. Su halde,
x € GNVI(K,A,S) N EP(T') N Fix ()
kosulunu saglayan bir x € H noktasi aranmaktadir. Ayrica, x yukarida tanimlanan

kesisim kiimesine ait ise, (6) esitligi ve x = x —S(x) + Px[S(x) — AA(x)] ifadesi

kullanilarak asagidaki birlesik sabit nokta formiilasyonu elde edilir

x = p(x) = x = S(x) + P[S(x) — 24(x)] = Q, (x).



Daha acik ifadeyle

x = plx — S(x) + P[S(x) — 14001} = Q- (x)

seklinde yazilir. Sonug olarak, ortak bir ¢6ziim bulma problemi, bu {i¢ operatoriin ortak
bir sabit noktasini belirleme problemine denktir.

Teorem 3.1.1. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir kiime olsun. 4,S: K - H
sirastyla a; — ve a, —ters kuvvetli monoton doniisiimler olsun. : H — H sabit nokta
problemi ile GNVI problemini birlestiren genislemeyen bir doniisiim ve Q,- ise denge

problemine iligkili operator olsun. Ayrica

GNVI(K,A,S)NEP(T) N Fix(p) # 0

oldugu varsayilsin. A > 0 parametresi

A —ai] <a;(1-90) (9

kosulunu saglasin. Burada

1
a, ——
a;

¢=2
seklinde tanimlanmaktadir. Bu durumunda, algoritma (3) den elde edilen {x,,} dizisi
x* € GNVI(K,A,S) N EP(T) N Fix(¢)

noktasina gii¢lii yakinsar. Ayrica, 1 sabiti

Y=2a -

2

al—){

+

<1 (10)

aq

olarak tanimlanmak tiizere, hata tahmini

n
tnes = 2l < WO Dllxg =l | [[1 - @@= )], vnen

m=0
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dir.
Ispat. Ortak ¢oziim x* € GNVI(K,4,S) n EP(T) n Fix(%) olsun. x*, GNVI’in bir

¢Oziimii ve £ nin bir sabit noktasi oldugundan, Lemma 2.3.1 den

x* = p[x" = S(x7) + Pe{S(x") — AA(x")}] (11)

elde edilir. Ayrica x* € EP(I') ve u,, = Q,, (x5,), denge problemiyle iliskili Q, firmly

genislemeyen olup dolayisiyla genislemeyendir. Bu nedenle

i = %112 = [|Qr, (n) = Qe )| < (Que, Gt) = Qe (), % — x7)

llun = x*I < lloen, — x7I. (12)

. : e < 1. :
A, ay parametreli ters kuvvetli monoton bir doniisiim oldugundan, - —Lipschitz
1

stireklidir. Benzer sekilde, S de a, parametreli ters kuvvetli monoton bir doniigiimdiir.
Ayrica, § ve Py genigslemeyen doniisiimlerdir. Algoritma (3) ve denklem (11)

kullanilarak

1z, = x*|| = llgo[wn — SWy) + Pr{S(wy) — 2A(wy)}]
—plx" = S(x") + Pe{S(x™) = 24|
< 2w —x" = {S(wp) = SOOI
Hiwy —x* = H{A(wy,) — Ay} (13)

esitsizligi elde edilir. A, @; —ters kuvvetli monoton oldugundan,

Wy, — x* — H{Awy) — ACI? = llwy, — x712 + 22[1A(wy,) — AG)II?
_ZA(Wn - x*'A(Wn) - A(X*)>

—2\2 .
< (22) Hwy — x712 (14)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde, S doniisimii a, —ters kuvvetli monoton

oldugundan,

Iwy, — x* = {S(wp) = SCIZ = llwy, — ™17 + IS(W) — SHII?
_2<Wn - x*'S(Wn) - S(x*))
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< (%) w12 (15)

a2
esitsizligi elde edilir. Boylece, (13) — (15) esitsizliklerinden,

a, — A

a2—1|

) 1w =711 = llw, = x|

o =271 < (2

ay 1

elde edilir. Burada 1, (10) da tanimlanan sabittir. (9) kosulundan ¢ < 1 oldugu goriiliir.
Simdi, (13) — (15) esitsizliklerindeki adimlarin aynisi izlenerek ve (3) iterasyon

algoritmasi kullanilarak,

”Wn - x*” = ”(1 - an)un + anso[un - S(un)
+PK{S(un) - AA(un)}] - x*”
< (1 —a)lluy = x* |l + appllu, — x|

= [1 - (1 = P)]lluy, — x7|l (16)
esitsizligi elde edilir. (12) esitsizligi (16) esitsizliginde yerine yazilirsa
Iwy, = x|l < [1 = an (1 = P)]llxn, — 7l
elde edilir. Ayrica, |lw, — x*|| < [1 — @, (1 — Y)]llx,, — x*|| esitsizligi kullanilarak

llyn = 271l = ll2(zn) — o (x7)|
< Yllz, — x|
< PPlwp — x|l

< P21 — (1 = PY)]llxy — x7| (17)
esitsizligi elde edilir. Sonraki adimda,

IXn+1 — 27| = l2[yn — SOm) + Px{S() — 2A(y)}]
—px" = S(x") + Pe{S(x™) — 24|
< Yllyn — x|

olup dolayisiyla, (17) esitsizligi kullanildiginda,
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xnt1 — X7 < P31 — (1 = P)]llxn, — 7|l
esitsizligi bulunur. 1 — a, (1 — ) < 1 oldugundan ve (18) esitsizliginden
||xn+1 - x*” =< l/)3”xn - x*” , Vn €N

elde edilir. Tiimevarim yoluyla,

n
nes = 2l < @2 Ollo =7l | [[1 = am@ = )], vn e N
m=0

esitsizligi bulunur. 0 < ¢ < 1ve 0 < a; < 1 oldugundan,

olur. Ayrica, lim a, = 0, Y7, &, = © ve Yo _o &y, = 0 Kosullarindan
n—oo

lim | (1= an(-y)] =0
m=0

elde edilir. Sonug olarak,

lim|[x, —x*|| =0
n—>00

dir. O halde, {x,} dizisi x* noktasina gii¢lii yakinsar.

Teorem 3.1.2. K C H bos olmayan, kapal1 ve konveks bir kiime olsun. 4, S, g ve i,

Teorem 3.1.1 de tanimlandigi gibi; Q. ise denge problemi ile iligkili rezolvent operatorti

olsun. {t,} ve {x,}, sirasiyla (1) ve (3) iterasyon algoritmalari tarafindan tiretilen diziler

olsun. (9) numarali kosulun saglandigini ve

GNVI(K,A,S) NEP(T) N Fix(gp) + @

oldugunu varsayalim. Buna gore asagidaki ifadeler saglanir:
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3
1) Eger {1;¢} dizisi smirlt ve Y- B, = © ise {x, —t,} farki sifira

n

yakinsar ve asagidaki hata tahmini gegerlidir

”xn+1 - tn+1” < [1 - Bn(l - l/))]”xn - tn” + (1 + 1/’3)”xn - x*”; vn €N

i) Eger {t,} dizisi x* € GNVI(K,A,S) N EP(T') N Fix(p) noktasina
yakinsiyorsa, {t, — x,} farki giiclii olarak sifira yakinsar ve dolayisiyla
{x,} dizisi de x* noktasina gii¢lii yakinsar. Ayrica, asagidaki hata tahmini

gecerlidir
ltns1 — Xneall S Y3ty — xnll + A+ 93)|le, — x*||, VEN

Ispat.

i) Teorem 3.1.1 den lim ||x;, — x*|| = 0 oldugu bilinmektedir. Burada x* €
n—oo

GNVI(K,A,S) N EP(I") N Fix(g) dir. Teorem 3.1.1 in ispatindaki argiimanlar ve (1) ve

(3) iterasyon algoritmalar1 birlikte kullanildiginda

ltner = 2711 < 9°[1 = (1 = P]lIt, — X7l (19)

esitsizligi elde edilir. Ayrica, (18) esitsizliginden

lxpe1 = 2"l < P°[1 = an (1 = P]llxn — ¥l (20)

esitsizligi elde edilir. Simdi liggen esitsizligini kullanarak,

lxns1 = tnsall < lxpgq — 7| + it — x|

elde edilir. (19) ve (20) esitsizlikleri kullanildiginda,

xn+1 = traall S YP°[1 = (1 = P)]llxy — x7I + P31 = B (1 = ]Ity — %7l
<Y1 — a1 —P]lixn, — x7ll
+°[1 = B (1 =PIl — tall + [l — %1
< P31 = B = )]llxn — tull + 9 ([1 — @n (1 — )]

+[1 =B (1 =) Dllxn, — x7|l (21)
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esitsizligi elde edilir. 0 < Y < 1 ve 0 < a,, S, < 1 oldugundan,

[1-a, (1=l <lve[l-p,(1-P)]<1

dir. Ayrica, Y3 + 3 = 213 < 1 + Y3 olup, (21) esitsizliginden

%n+1 = tneall < [1 = Ba(1 = P)]llxn = tall + (1 + ) lxn, — x7|| (22)

esitsizligi elde edilir. Simdi, u, = ||x, — tall, T = Bn(1 =), 0, = (1 + Y3 ||x, —

x*|| olarak tanimlansin. Boylece (22) esitsizligi asagidaki gibi yeniden yazabilir:

Un+1 < (1 - Tn).un + On-

3
Hipotez geregi g1 B = o oldugundan, };;—; T,, = o olur. Yine hipoteze gore {1;¢ }
n

1+y3
Bn(1-1)

dizisi sinirhidir. Bu nedenle { } dizisi de sinirlidir. Dolayisiyla,

1+y3

mSM, vn €N

olacak sekilde bir M > 0 sabiti segilebilir. Boylece,

llxn — x|l

e -l = 81—y |
0n = L+ ¥y = x"ll = Ba(1 = ) lsnu —D

On < MTn”xn - x*”
oldugu goriiliir. Teorem 3.1.1 den lim ||x,, — x*|| = 0 oldugundan,
n—>0co

en
Tn

-0, n— oo,

)

Yani, 0, = o(t,) elde edilir. Dolayisiyla, Lemma 2.3.7 nin tiim varsayimlar1 saglanir.

Boylece,

lim u, = lim||x, —¢t,|]| =0
n—->oo n—-oo
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elde edilir. Bu ise 1) kisminin ispatini tamamlar.

i) {t,.} dizisinin x* € GNVI(K,A,S) N EP(T) N Fix(g) noktasina giiglii

yakinsadigini varsayalim. (19) ve (20) esitsizliklerinden,

ltner — %"l < P°[1 = Br(1 = )]ty — x|

Ve

||xn+1 - X*” < l/)3[1 - an(l - l/))]”xn - x*”

esitsizlikleri elde edilir. Burada

ltne1 = xpaall < P°[1 = Br(1 = P)]lItn — 27l
+P°[1 — an (1 = P)]llxnss — 27l

dir. Ayrica,

”xn _x*” < ”tn - xn” + ”tn - x*”

oldugundan,

ltne1 = xpaall S P3[1 = Br(1 = ]Ity — x|l
+°[1 — (1 = PIlIty — xall + NIt — 71D
<YP°[1 — an(1 =PIty — xull +P°([1 = B (1 — )]
+[1 -, (1 =)Dty — x|l (23)

esitsizligi elde edilir. 0 < ¥ < 1ve 0 < a,, B, < 1 oldugundan,

[1-5Q-PI<1L[1-a,(1-P)]<1veyp® +¢° =2¢° <1+y°

elde edilir. Dolayisiyla (23) esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir

”tn+1 - xn+1” < l/ngltn - xn” + (1 + lpg)”tn - x*” (24)
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Simdi,
o = Nty = xull, 00 = (L + P2ty — x|l
olarak tanimlansin. Boylece (24) esitsizligi,
Hnir S Y pn + 00, 0 <% <1 (25)
seklinde yazilir. {t,} dizisi x* a yakinsadig1 igin
lim||t, —x*|| =0
n-oo
olur ve dolayisiyla

lim g, =0

n—>oo

elde edilir. Boylece Lemma 2.3.6 nin tiim kosullar1 saglanir. Sonug olarak,
lim y, = lim||t, —x,|| =0
n—00 n—oo

bulunur. Son olarak,
I = 2"l < Nt = xnll + It — x|

olup, n — oo igin sag taraf sifira yakinsar. Dolayisiyla, {x,,} dizisi de x* noktasina giiglii
yakinsar. Bu da i1) kisminin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.1.3. Kc H bos olmayan, kapali ve konveks bir kiime olsun.
Doniisiimlerin ve parametrelerin Teorem 3.1.1 in hipotezlerini sagladigin1 kabul edelim.
{t,.} ve {x,} dizileri sirasiyla (1) ve (3) iterasyon algoritmalar1 tarafindan iiretilsin. (9)
kosulunun saglandigini ve GNVI(K,A,S) N EP(I') N Fix(%) # @ oldugunu varsayalim.

Eger ty = x, ise,
x* € GNVI(K,A,S) N EP(T) N Fix(gp)
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olmak tizere, {x,} dizisi x* noktasina {t,,} dizisinden daha hizl1 yakinsar.

Ispat. (18) esitsizliginden,

lxp41 = 2711 < P°[1 = e (1 = )]l — 7| (26)

esitsizligi elde edilir. {a,} < (0,1) oldugundan, her n € N i¢in

0<a<a,<1

olacak sekilde bir a € (0,1) sabiti segilir. Boylece, (26) esitsizliginden

lxne1 — 2"l < P31 — a1 — P)]llx, — 7| (27)

esitsizligi elde edilir. (27) esitsizligi ardisik olarak uygulanirsa,

lxps1 = 271 < @*[1 = a1 = PID™*Hixo —x7|l, YR €N (28)

esitsizligi bulunur.

Simdi, {t,} dizisinin yakinsama davranisi incelensin. Teorem 3.1.1 de 3, igin

kullanilan ayn1 arglimanlar uygulanirsa

ltner = 711 < 9°[1 = (1 = P]lIt, — X7l (29)

esitsizligi elde edilir. {8,} < (0,1) oldugundan, her n € N i¢in

0<p<p. <1

olacak sekilde bir § € (0,1) sabiti segilir. Bu durumda, (29) esitsizliginden

ltner = 2" < Y°[1 = B = Y]ty — x|l (30)

esitsizligi elde edilir. (30) esitsizligi ardisik olarak kullanilirsa,

ltner — 27l < @°[1 = BA —PID™ Ity —x7|l, vn €N (31)

43



esitsizligi bulunur. (28) ve (31) esitsizliklerinden,
A = @31 — a1 = PID™ Hlxg — x7|l
ve
By = @1 =B =PID™ito — "l
tanimlansin. Varsayim geregi t, = x, oldugundan,
It — x"l = llxo — x”||
elde edilir. Dolayisiyla, ||ty — x*|| = ||xo — x™|| oldugundan,

Ay @1 —a@=P)D™ Ixe — 7l

B, (@[l — B -ty — x|

~ (1_a(1_¢)>n+1
S \1-B0-y)

elde edilir. 0 <Y < 1ve 0 < a,f < 1 oldugundan,
0<l-a(l-yY)<1

ve
0<1-p1-yY)<1

olur. Eger a > [ ise,
1-a(l-y)<1-p(1-9)

elde edilir. Bu durumda,
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1-a(1-19)

<——=<1
1-(—-1)
olur, bu ise
Ay
BB,

oldugunu gosterir. Sonug olarak,

Nl = X7l
lim ———— =

now [ty —x*||

0

elde edilir. Bu nedenle, Lemma 2.3.5 geregince, {x,} dizisi x* noktasina {t,,} dizisinden
daha hizli yakinsar.
Ornek 3.1.1. H = R?, standart i¢ ¢arpim ve norm ile birlikte iki boyutlu bir Oklid

uzay1 olsun.
K={x€eR?x, =0,x, =0}

kiimesi, H nin bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. 4,5:K — H ile

$,U:H - H doniisiimleri asagidaki sekilde tanimlansin

AR) = (2x,2%,), S() = (1, 32). 900 = (3. 2). U@ = (3.7).

2 2’2
[': K X K — R bifonksiyonu
F'w,v) = u (v; —uy) +ux (v, —uy)

seklinde verilsin. Bu bifonksiyon, (D;) — (D,) kosullarin1 saglamaktadir ve rezolvent

operator ise

X1 X3
1+r'1+7r

Q) = ( ), 7>0
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seklindedir. Agikga,
x* = (0,0)
asagidaki kosullar1 saglayan tek ¢oziimdiir:

i) @(x*) = x* oldugundan, x* € Fix().
ii) (A(x*),S(y) —S(x*)) = 0 = 0 oldugundan, x* € GNVI(K, A4, S).
iii) I'(x*,x) = 0 = 0 oldugundan x* € EP(T).

Teorem 3.1.1-Teorem 3.1.3 iin tiim varsayimlarn a; = %, a, =1 ve Y =0.2 icin
saglanmaktadir. Sayisal deneyde baslangi¢ noktasi x, = (5,5), parametreler a,, = 0.5,
Brn=01 1=04, r =1 ve n =10 iterasyon sayist olarak se¢ilmistir. Mutlak hata
llx, — x*|| seklinde hesaplanmustir. Tiim sayisal deneyler MATLAB R2026a ortaminda

gergeklestirilmistir.

Tablo 1. Algoritma (3)’lin Mann, Ishikawa, Halpern, S-iterasyon ve Algoritma (1)
iterasyon yontemleriyle yakinsama performansi karsilagtiriimasi

n Mann Ishikawa Halpern S-iterasyon Algoritma Algoritma
1
1 7,07e+00 7,07e+00 7,07e+00 7,07e+00 7,0ge)+00 7,0%100
2 5,30e+00 4,86e+00 1,77¢+00 2,65e+00 3,89¢-03 1,94e-03
3 3,98e+00 3,34e+00 5,89¢-01 9,94e-01 2,14e-06 5,35e-07
4 2,98e+00 2,30e+00 2,21e-01 3,73e-01 1,18e-09 1,47e-10
5 2,24e+00 1,58e+00 8,84¢-02 1,40e-01 6,47e-13 4,04e-14
6 1,68e+00 1,09¢+00 3,68e-02 5,24e-02 3,56e-16 I,11e-17
7 1,26e+00 7,47e-01 1,58e-02 1,97e-02 1,96e-19 3,06e-21
8 9,44e-01 5,13e-01 6,91e-03 7,37e-03 1,08e-22 8,41e-25
9 7,08e-01 3,53e-01 3,07e-03 2,77e-03 5,92e-26 2,31e-28
10 5,31e-01 2,43e-01 1,38e-03 1,04e-03 3,26e-29 6,36e-32
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Iterasyon (n)
Sekil 5. Incelenen iterasyon algoritmalarmin logaritmik dlcekte yakinsama davranist

Tablo 1 ve Sekil 5’ten, alt iterasyon yonteminin tamaminin ortak ¢dzliim olan x* =
(0,0) noktasina yakinsadigi gézlemlenmektedir. Boylece, her bir algoritmanin etkinligi
hakkinda agik bir degerlendirme yapilmasina olanak saglamaktadir. Sayisal sonuglar,
algoritma (3) iin yakinsama hizinin, algoritma (1) den ve diger tiim incelenen iterasyon
yontemleriden daha iistiin oldugunu gostermektedir. Algoritma (3) iin yakinsama
performansindaki iyilesme, denge problemiyle iligkili rezolvent operatdriiniin algoritma
(3) e dahil edilmesine baglanmaktadir. Bu operatdr, iterasyon siirecinin kararliligini

artirarak yakinsamay1 hizlandirmaktadir.

Ornek 3.1.2. H = R olsun ve K = [1,3], H nin bos olmayan, kapal1 ve konveks bir
alt kimesi olsun. H, ||x|| = |x| ve (x,y) = xy i¢ ¢arpimu ile tanimlansin ve 4,S: K - R

ve §: R — R doniisiimleri asagidaki gibi tanimlansin

X x+1

A(x) =2x, S(x) ==, ppx) = —

2 )
[ K X K — R bifonksiyonu ise

Fr,y)=@-@—-1

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
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1
(A — AW, x —y) = 2lx —yI* 2 S IIAG) — AD)II®

oldugundan, A dontisiimii ; —ters kuvvetli monotondur. Bezer sekilde,

1
() =5, x—yy=5lx —yI1? 2 2[IS(x) = SII?

oldugundan, S doniisiimii 2 —ters kuvvetli monotondur. Ayrica,

1
) — Ol =5lx -yl < lx -yl

oldugundan, g genislemeyen bir doniisiimdiir. go(x*) = (x*) denklemi ¢ozildigiinde
x*=1

elde edilir. Ayrica,
rLy)=@—-1%=0, vyeK

dir. Ustelik, her y € [1,3] i¢cin
(A, S -SMW)=y—-1=0

oldugundan, 1 € GNVI(K, 4, S) elde edilir. Bu nedenle,

x*=1€GNVI(K A, S)nEP(T) N Fix(p)

olur. Teorem 3.1.1-Teorem 3.1.3 iin tiim varsayimlar1 saglandigindan, iiretilen dizi ortak

¢Oziim olan x* = 1 noktasina gii¢lii yakinsar. Sonug olarak, bu 6rnek teorik ¢erceve ve

algoritma (3)'iin gecerliligini somut olarak kanitlamaktadir. Uretilen dizinin x* =1 a

giiclii yakinsamasi ise, yaklasimin GNVI, EP ve sabit nokta problemlerini birlikte

cozmedeki etkinligini agik¢a ortaya koymaktadir.
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3.2. Algoritma (3) icin Konveks Optimizasyon Problemleri

Bu kisimda, bir konveks minimizasyon problemini ¢ézmek i¢in Teorem 3.1.1
uygulanmaktadir.

K c© H bos olmayan, kapali ve konveks alt kiime olsun. Px: H — K, K {izerine
metrik projeksiyon operatoriinii gostersin. F: K = R doniisiimiiniin konveks ve Fréchet
tiirevlenebilir oldugu varsayilsin. Konveks minimizasyon problemi asagidaki sekilde

tanimlanir (Facchinei ve Pang, 2003):

min F(x*). (32)

x*€eK

Bir x* € K noktasi, ancak ve ancak asagidaki varyasyonel esitsizligi sagladiginda (32)

probleminin ¢éziimiidiir:

(VF(x*),x —x*) = 0,Vx € K.

Buna esdeger olarak, x*, ancak ve ancak Pg(I — AVF) metrik projeksiyon operatoriiniin
bir sabit noktas1 oldugunda (32) problemini ¢ozer, yani VF, F nin gradyani ve 1 > 0

uygun sabit olmak tizere

x* = Pg[x* — AVF (x*)] (33)

dir. (33) formiilasyonu, gradyan metrik projeksiyon yontemidir ve kisith konveks
optimizasyon problemlerinin ¢éziimiinde temel bir 6neme sahiptir (Byrne, 2004). Metrik
projeksiyon tipi ve gradyan temeli yontemler, (32) probleminin ¢6ziimii i¢in kapsamli bir
biciminde incelemistir (Zhao vd., 2024; Zhou vd., 2025; Zhang vd., 2026).

Simdi, Teorem 3.1.1 in ¢ercevesini kullanarak (32) problemini ¢ézelim. Bunun i¢in
A:=VF,S =1 ve $ = I olarak tanimlansin. P gradyan metrik projeksiyon ve {a,} C

(0,1) olmak tizere algoritma (3) yeniden asagidaki gibi olusturulsun

x1 €K
w, = (1 — ay)x, + a,Pxlx, — AVF(x,,)],
Zn = PK[Wn - AVF(Wn)]; (34)

Yn = PK[Zn - AVF(Zn)],
Xn+1 = PK[yn - AVF(yn)]-
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Teorem 3.2.1. K € H bos olamayan, kapal1 ve konveks bir kiime olsun. F: K - R,
konveks ve Fréchet tiirevlenebilir bir donilisiim olsun. Ayrica, VF:K — H gradyan
donilisiimiin a; —ters kuvvetli monoton oldugu varsayilsin. Konveks minimizasyon
probleminin (32) bir ¢dziime sahip oldugunu ve A > 0 parametresinin S = [ i¢in @, = 1
alinmak tizere, (9) kosulunu sagladigin1 kabul edelim. Bu varsayimlar altinda, iterasyon
algoritma (34) tarafindan iiretilen {x,} dizisi, (32) konveks minimizasyon problemini

¢Ozen bir x* noktasina gii¢lii yakinsar. Ayrica, 1 sabiti,

olmak ilizere hata tahmini

n
tnar = 2 < 93D g = 27 | [ (1= @@ =), vne N
m=0

ile tanimlanur.
Ispat. Istenen sonug, S = VF, A = I ve $ = I alinarak dogrudan Teorem 3.1.1 den
elde edilir. Burada I, H iizerindeki 6zdeslik donlislimiinii gostermektedir. a, =1

oldugundan, (9) kosulu
A —aq| < aq

sekline indirgenir ve bu kosul varsayim geregi saglanmaktadir. Boylece, Teorem 3.1.1,
(34) tarafindan tretilen {x,} dizisinin (32) probleminin bir ¢6ziimii olan x* a gii¢lii

yakinsadigini garanti eder.
Omek 3.2.1. H = 12[0,1] = {n:[0,1] > R: f h*(x)dx < oo} olsun. Bu durumda

(H, |I]l2) bir Hilbert uzayidir. Norm ve i¢ ¢arpim asagidaki sekilde tanimlanir

1

um@=mm=th@m.
0

Asagidaki H nin kapali ve konveks bir alt kiimesini ele alalim
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K ={h € L*[0,1]:|In]l, < 1}

F:K - R fonksiyoneli

F(h) = |IRII2 = f B2 (x) dx

seklinde tanimlansin. F fonksiyoneli K {izerinde tiirevlenebilirdir ve VF: K — H gradyan
VF(h) = 2h,Vh € K

seklindedir.

Simdi VF nin ters kuvvetli monotonlugunu gdésterelim. hq, h, € Ki¢in

(VF(h1) - VF(hz): hy — hz) = <2h1 — 2hy,hy — hz)
= 2||h1 - hz”%

elde edilir. Diger taraftan,

IVF (hy) = VF (h)II5 = l12(hy — )13
= 4'||h1 - hz”%

dir. Bu iki esitligi birlestirerek,

(VF (hy) — VF (), by — ha) = 3 19F (hy) — VF (ko)1

elde edilir. Dolayisiyla VF, % —ters kuvvetli monotondur, yani a¢; = ; dir. A = i ,a, =1
icin (9) kosulu
P | = 1 1 1 < = 1
N VR A
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saglanir. Boylece Teorem 3.2.1 nin tiim varsayimlar1 gecerlidir. Acikca, konveks
minimizasyon problemi I}{lellr(l F(h) tek bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢6ziim h*(x) = 0
seklindedir. Her n €N i¢in «a, = ﬁ € (0,1) parametre dizisini segersek, bu

Ym—1 &, = oo kosulunu saglamaktadir. Burada Px: H — K uzayindaki kapali birim kiire

tizerine metrik projeksiyon ve

h} ”hllz S 1)
Px(h) =
IRl

olmak iizere (34) iterasyon algoritmast

(%1 €K,
W = (1= =) x + == Pl — AVF ()],
Zp = Pglwn — AVF (wy)], (35)

Yn = PK[Zn - AVF(ZTL)];
Xn+1 = PK[yn - AVF(yn)]-

olarak ifade edilebilir. Teorem 3.2.1 nin tiim kosullar1 saglandigindan, (35) iterasyon
algoritmasi tarafindan iiretilen {x,,} dizisi L?[0,1] uzayinda tek ¢ziim olan h*(x) = 0 a

giiclii yakinsar.

3.3. Algoritma (3) icin Split Fizibilite Denge Problemi

Bu kisimda, denge problemi eklenerek split fizibilite problemine genisletilmekte ve
birlesik problemin ¢6ziim i¢in Teorem 3.1.1 uygulamaktadir.

K, € H; ve K, € H, bos olmayan, kapal1 ve konveks iki kiime olsun. B: H; = H,

siirl lineer bir operator ve B*: H, — Hy, B nin eslenik operatorii olsun. Split Fizibilite

Problemi (SFP), asagidaki kosullar1 saglayan bir x* noktasinin bulunmasindan olusur:

x* €K, ve Bx* €K, (36)

Y, (36) probleminin ¢6ziim kiimesi olsun. O halde

Y = {x* € Kl:Bx* € Kz} = K1 N B_lKZ
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dir. Split Fizibilite Problemi; ters problemler, sinyal isleme ve gorintii yeniden
yapilandirma dahil olmak iizere ¢ok sayida alanda yaygin olarak uygulanmaktadir (Yang,
2004; Chen ve Li, 2021; Shi vd., 2024). Xu (2012), split fizibilite problemi (36) ile

f =P |l —2B*(I — Pg,)B]|

operatoriiyle iliskili sabit nokta problemi arasinda bir iliski kurmustur; burada B*, B

operatoriiniin eslenik operatdriinii, Pk, ve Pk, ise sirastyla K; ve K, kiimeleri lizerine

metrik projeksiyon operatorlerini gdstermektedir. Daha acgik olarak 4 > 0 i¢in x* € K,

noktasi, ancak ve ancak
x* = Pg [I — AB*(I — P,)B|(x*)

esitligini sagladiginda (36) probleminin bir ¢6ziimiidiir. Sonug olarak, SFP’yi ¢6zmek
f =P |l —2B*(I — Pg,)B]|

operatoriiniin sabit noktasina indirgenir. Byrne (2004), SFP (36) y1 ¢ozmek i¢in 0 < 4 <

M Bz 2 olmak iizere asagidaki iterasyon algoritma gelistirmistir

Xny1 = Pg [l = 2B*(I — Px,)B](x,), vn=0.

Tanim 2.3.3’e gore, denge probleminin ¢oziim kiimesi EP(I') ile gosterilmektedir.

Burada, asagidaki ortak ¢oziimiin bulunmasi amaglanmaktadir
x*€YNEP()

baska bir ifadeyle
x* € Ky,Bx* € K,,x* € EP(I).

Lemma 2.3.3’e gore rezolvent operator Q,., F ix(an) = EP(T') 6zelligini saglamaktadir.
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Yukaridaki sonuglara dayanarak ve Teorem 3.1.1 uygulanarak hem SFP’nin hem de

EP’nin ortak ¢6ziimiinii yaklasik olarak elde etmek i¢in {a,} < (0,1),1;, > 0 ve f =

2
1B1I?

Py, [I — AB *(I - PKZ)B] operatorii 0 < A < sart1 ile birlikte genislemeyen doniisiim

olmak tizere yeni iterasyon algoritma onerilmektedir

(X1 € Kl)
Un = an(xn),
wy, = (1 —ap)x, + anf(un);

< Zn = f(Wn); (37)
Yn = f(Zn);

\xn+1 = f(yn)’

Teorem 3.3.1. Y N EP(T') # @ oldugunu ve S = I oldugundan a, = 1 ile birlikte
(9) kosulunun saglandigin1 varsayalim. Boylece, (37) iterasyon algoritmasi tarafindan

tiretilen {x,,} dizisi
x*€YNEP()

olacak sekilde bir x* noktasina giiglii yakinsar, yani
x* € Ky, Bx* € Ky, x* € EP(T)

al_'1| olmak iizere hata tahmini asagidaki sekilde ifade edilir
1

dir. Ayica, Y sabiti, P =

n
onss = %11 < Y20 Dy =21 | [(1 = @@ =], vm e N,

m=0

Ispat. Teorem 3.3.1°de verilen sonug, Teorem 3.1.1°den asagidaki tanimlamalar

yapilarak elde edilir: B*, B operatdriiniin eslenik operatdrii olmak iizere
A(x) = B*(I =Py, )Bx, S=1, o =f = Pg,[I - 2B"(I - Pg,)B]

tanimlansin. Ayrica, denge problemi rezolvent operator Q.. araciligiyla algoritmaya dahil

edilmektedir. Lemma 2.3.3’e gore bu operatdr firmly genislemeyen ve F ix(QTn) =
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EP(T') 6zelligini saglamaktadir. Dolayisiyla, (37) iterasyon algoritmasindan elde edilen
{x,} dizisi, x* € Y n EP(I") noktasina gii¢lii yakinsar. Boylece istenen sonug, Teorem

3.1.1 ve verilen hata tahmininin dogrudan bir sonucudur.

3.4. Algoritma (4) icin Yakinsama Analizleri ve Sayisal Sonuclar

Bu kisimda 6nerilen iterasyon algoritmayla iligkili operatorlere dair birkag yardime1
lemma sunulmakta, ardindan onerilen algoritma i¢in giiglii yakinsama ve pertiirbasyon
teoremlerini ispatlanmaktadir.

Lemma 3.4.1. K € H bos olmayan, kapal1 ve konveks bir kiime olsun. 4,S: K - H
strastyla @; — ve a, —ters kuvvetli monoton doniisiimler olsun. U: H = H genislemeyen

bir donilisiim olsun ve Py, K lizerine metrik projeksiyon gostersin. G: H = H operatorii

G(x) =Ulx—S(x) + R(x)]

olarak tanimlansin. Burada genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik ile

iliskili rezolvent tipi operator R: K = K,

R(x) = Px[S(x) — AA(x)]

seklinde verilmektedir. O halde,

1
a, ——
a;

N a; — A

=2

<1
aq

olmak iizere her x,y € H i¢in

I1G(x) — GOl < Pllx —yll
dir.

Lemma 3.4.2. Denge rezolvent operatorii Q,: H — H firmly genislemeyen ve

dolayisiyla genislemeyen bir operatordiir. Yani,

10-() — QW < llx —vll, Vx,y € H

dir.
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Lemma 3.4.3. Birlesik operatér F: H — K, F(x) = QT(G (x)) seklinde tanimlansin;
burada G, Lemma 3.4.1 deki gibi tanimlanmistir. Bu nedenle, 0 < 1 < 1 olmak iizere her
X,y € H i¢in

IF() = FODIl < ollx =yl

dir. Sonug olarak, F, H {lizerinde bir daralma doniistimdiir.

Teorem 3.4.1. K € H bos olmayan, kapali ve konveks bir kiime olsun. 4,S: K - H
strastyla @; — ve a, —ters kuvvetli monoton doniistimler olsun. U: H = H genislemeyen
bir déntisiim olsun ve I': K X K - R, (D;) — (D,) kosullarin1 saglayan bir bifonksiyon

olsun. Ortak ¢6ziim kiimesinin
A:=GNVI(K,AS)NEP(I) NFix(U) # @
oldugunu ve parametrelerin
A - <a (1-9)

kosulunu sagladigini varsayalim. Burada m > 0, I' bifonksiyonin sabiti olmak iizere
1 1
(—2|a’2—a—2| VGO<A<%
dir. Kontrol dizileri {a,,}, {8}, {v»} < (0,1) igin

Z?lo=0 ap = oo, Z?LO=O ﬁn = oo, Z?LO=O Yn = o0,

olsun. Sonug olarak, algoritma (4) den elde edilen {x,} dizisi, x* € A noktasina gii¢lii

yakinsar. Ayrica,

1
a, ——
ay

al_}.

P =2 +

<1
aq

olmak tizere asagidaki hata tahmini gegerlidir
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1241 — 27| < 3+ 1_[[1 —¥Ym(1 =PI = B (1 = )] [1 — (1 = P)]lloxg — x7I.
m=0

Ispat. Lemma 3.4.3 e gore F(x) = Q.(G(x)) operatorii H iizerinde bir daralma

dontisiimdiir. Dolayisiyla Banach sabit nokta teoremine gore,

F(x*) =x* (38)
olacak sekilde tek bir x* € H noktas1 vardir. F nin tanimini kullanarak

Qr(Ulx™ = S(x™) + R(xM]) = x* (39)
elde edilir. Burada

R(x™) = Pg[S(x") — AA(x")]
olup Lemma 2.3.3 den, Fix(Q,) = EP(T') oldugu i¢in

Ulx*—=S(x*) + R(x")] € EP(T) (40)
elde edilir. Ayrica, Lemma 2.3.1 den

S(x") = Pl[S(x) — 2A(x")]
olur. Bu ise

x* € GNVI(K,A,S) (41)

sonucunu verir. U geniglemeyen bir donilisiim oldugundan ve F taniminda agikc¢a yer

aldigindan
Ux*) =x*

elde edilir. Dolayisiyla,
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x* € Fix(U)

olur. Sonug olarak,

x* € GNVI(K,A,S)NEP(T) NnFix(U) = A

dir.

Simdi x* in, F nin tek sabit noktast oldugunu varsayalim. Lemma 3.4.3” ¢ gore F
bir daralma doniisiimiidiir. Bu daralma 6zelligini kullanarak, algoritma (4) iin her adimin
asagidaki sekilde tahmin edilir:

t, i¢in tahmin

Ity — %1l = [|F((1 = yu)xn + ¥ F (x)) — F(x*)
S YU = yn)xn + v F () — x7||
< Y[ = y)llxg — x|l + vollF () — x7|]
< Y[ =y + vadblllxn, — x7|]
=9P[1 =y (1 =P, — x7l (42)

S, i¢in tahmin

lIsn = "Il = [|[F((1 = Bt + BuF (tn)) — F(x*)
S YA = Bty + BuF (t) — x7||
< Y[ = Bty = 7|l + Ball F (&) — x7lI]
< Y[ = Bn) + Budpllit, — X7l
=P[1 = (1 =PIty — x| (43)

(42) dan, ||t, —x"|| < Y[1 =y, (1 = P)]llx, — x7|| olduBundan,
lIsn = x"II < Y2[1 = 1 (1 = YL = B (1 — Y]l — x|l (44)

esitsizligi elde edilir.

Xp4+1 1¢in tahmin

x4 — x*|| = ”F((l —an)F(t,) + anF(sn)) —F(x")
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S YA = an)F(tn) + anF(sn) — x7|

< P[(1 — a)DIF(ty) — x|l + anllF (s,) — x* ]

< Y[ = a)ylity — 27| + anplls, — x7|I]

=2 [(1 = ality = x"ll + anlls, — x"1I]. (45)

(45) esitsizliginde ||t, — x*|| ve ||s, — x*|| yerine yazilir ve 0 < ¥ < 1 oldugundan,

Y*a, < Y3a, kullanilirsa,

lxne1 — 2"l < P2[(1 = @) P[1 = yo (1 = P)]llxn, — x7]|
+app?[1 = ¥ (1 = P11 = B (1 = P)]llxy, — x7I]
=9°(1 = a)[1 = yu (1 = P]llx, — 7|l
+ptan[1 =y (1 = P11 = Ba (1 = P)]llx, — x|l
<Y1 =y (1 =PI — anBn(1 = P)]llx, — x7|| (46)

esitsizligi elde edilir. Bununla birlikte, 1— a,8,(1—-¢) <[1-8,1—-Y)][1 -
a,(1 — )] oldugundan

”xn+1 - x*” < l/)3[1 - Vn(l - ll})][l - ﬁn(l - l/})][l - an(l - l/))]”xn - x*”
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlige tiimevarim uygulanirsa

41 = 271 < P3OV o[ = Y (1 = YL = B (1 = Y] = @ (1 = P)]llxo — %7l (47)

esitsizligi elde edilir. i < 1 oldugundan,
ll)3("+1) >0,n>

olur. Sonug olarak,
lim|[x, —x*|| =0
n-oo

dir. Dolayisiyla, {x,,} dizisi, x* € A noktasina gii¢lii yakinsar.
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Teorem 3.4.2. Teorem 3.4.1’in tiim varsayimlar1 saglansin. {x,} algoritma (4) ile
edilen dizi ve {u,}, algoritma (1) den elde edilsin; baslangi¢ noktalar1 ayn1 olmak {izere,
yani x, = U, olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar gegerlidir:

i) {x,} dizisi, Ai=GNVI(K,A,S) NEP(T)NFix(U) # ® olmak iizere, A
igindeki bir tek x* noktasina gii¢lii yakinsar.

ii) {u,} dizisi, ®:=GNVI(K,A,S)NFix(U)+ @ olmak, ® icindeki u*
noktasina giiclii yakinsar.

iii)  (46) esitsizliginden,

tns = %1 < 9200 |11 =y =9I = B (1 = W[ = (1 = )]y = 7l

m=0

elde edilir. Benzer sekilde, algoritma (1) den,
lungs = ull < P30Vl — ||
elde edilir.

iv) [1=ym@ =PIl - Bn1 -1 - an(1—¥)] <1 oldugundan,
algoritma (4) her iterasyon adiminda ek sonlimleme ¢arpanlarina sahiptir.

Sonug olarak, algoritma (4), algoritma (1) e kiyasla daha keskin bir teorik hata
tahmini sunmaktadir.

Ispat. Teorem 3.4.1°e gore, algoritma (4) ile edilen {x, } dizisi, A kiimesindeki bir

tek x* noktasina giiclii yakinsar. Dolayisiyla,
lim ||x, —x*|| = 0.
n—>oo

Ayrica, algoritma (1) in yakinsam analizinden, {u,} dizisi ® kiimesindeki bir u”

noktasina giiclii yakinsar. Yani,
lim ||u,, —u*|| = 0.
n—oo

(46) esitsizliginden,
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1 = X711 < P3Ol = Y (1= Y] = B (1 = P)I[1 = @ (1 = )]l — x|l (48)
esitsizligi elde edilir. Ote yandan, algoritma (1) in sonucundan {u,,} dizisi,

sy — wll < P3OVl — || (49)
esitsizligini saglar. 0 < a;,, B Ym < 1 ve 0 < Y < 1 oldugundan,

0<[1-yn(1-¥)]<1
0<[1-Bn(1-Y)]<1
0<[1l—-a,(1-¥)]<1

elde edilir. Boylece,

0 <ITh=oll = ¥m (1 =P[1 = B (1 =P [1 — @ (1 -Y)] <1 (50)
bulunur. (50) kullanilarak, (48) esitsizligi

1241 = 71 < P3O lxg — 27| (51)

seklinde ifade edilebilir. Her adimda hata iist sinirin1 azaltan

[1=ym(1=P)], [1-Bn(1 =] [1-anl -]

ifadeleri, algoritma (4) ek sonlimleme carpanlar1 olarak goérev yapmaktadir. (51)
esitsizligi, algoritma (1) e karsilik gelen (49) tahminiyle karsilastirildiginda algoritma (4)
iin daha kesin bir teorik hata tahmini sagladig1 sonucuna varilir.

Sonug 3.4.1. (Denge probleminin olmamasi durumu). K € H bos olmayan, kapali
ve konveks bir alt kiime olsun. Teorem 3.4.1’in tiim varsayimlarinin saglandigini ve

ayrica I bifonksiyonunun 6zdes olarak sifir oldugunu, yani

I'(x,y) =0,vVx,y €K

varsayalim. Bu durumda,

1)  Denge problemi (8) asikar hale gelir ve
61



EP(T) = K

olur.
i1)  Rezolvent operatorii Q,., metrik projeksiyon Pk ye indirgenir. Sonug olarak, F

operatorili agagidaki sekli alir:

F(x) = Px(U]x — S(x) + Px(S(x) — 24(x))]).
iii) (3) algoritmasindan elde edilen {x,,} dizisi,

GNVI(K,A,S) nFix(U)

noktasina gii¢lii yakinsar.

iv) Teorem 3.4.1°de elde edilen hata tahmini gecerliligini korur.

Ispat. Tereom 3.4.1 de T = 0 alindiginda, denge problemi 6nemsiz bir forma
indirgenir ve dolayisiyla EP(I') = K olur. Bunun sonucunda rezolvent operatorii Q,
metrik projeksiyon Pk ye indirgenir. Diger tiim sonuglar dogrudan Teorem 3.4.1°den elde
edilir.

Teorem 3.4.3. Teorem 3.4.1’in tim varsayimlari saglandigin1 varsayalim. {x,},
algoritma (4) den elde edilen dizi olsun ve {v,}, aym1 F operatori ile iligkili Mann,
Ishikawa, Picard-S, K-iterasyon veya CR-iterasyon yontemlerinden biriyle, aym
baslangi¢ noktas1 x, = v, alinarak elde edilen bir dizi olsun. Seg¢ilen iterasyon yontemin

asagidaki hata tahminini sagladigini varsayalim:
1Vnes — %"l < Y™ Hlvp — x7|l.

Burada x* € A, F nin bir tek sabit noktasidir ve 0 < ¢ < 1 dir. Bu durumda, Lemma
2.3.5’e gore algoritma (4) yukarida belirtilen klasik yontemlerin her birinden daha hizli

yakinsar. Daha agik olarak

s — X7
hm ITT I =
Ly

0.
Ispat. Teorem 3.4.1°den, algoritma (4) ile edilen {x,} dizisinin asagidaki

esitsizligini saglanir:
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241 = 71 S P3P0l = V(1 = W] = B (1 = PI][L = @ (1 = P)]lIxo — 71 (52)

0 < amBm¥m <1ve0 <y <1 oldugundan,
0<[1=¥m(-WI1-Fn(1-PI[1-an(1l-9)] <1
elde edilir. Dolayisiyla,
121 = 271 < P3P+ Iy — x7|| (53)
esitsizligi elde edilir. Ote yandan, klasik iterasyon yontemler i¢in
1Vner — %"l S P™HHlvg — x| (54)
esitsizligi gecerlidir. (53) ve (54) esitsizlikleri birlestirilerek,

s = 'l _
Tona =1

11}2<n+1) ”xo - x*”

llvo — x|
elde edilir. 0 < ¥ < 1 oldugundan,

lim 2D = 0

n—->oo

dir. Boylece,

|
lim T an
n—oo [[vpq — 7|

0.

Sonug¢ olarak, Lemma 2.3.5’e gore, algoritma (4) yakinsama hiz1 acisindan Mann,
Ishikawa, Picard-S, K-iterasyon ve CR-iterasyon yontemlerinden daha iyi performans
gostermektedir.

Tereom 3.4.4. K< H bos olmayan, kapali ve konveks bir kiime olsun. (4)
algoritmasindan elde edilen dizi {x,} ve (4) algoritmasinda tanimlanan dontisiimler
A, S, U, T olsun. Ote yandan, {%,,} ise pertiirbe edilmis 4, S, U, I' déniisiimleri kullanilarak
elde edilsin. Her x, y € K i¢in asagidaki kosullarin
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|AG) —A@)|[ <& [|SC) =S| <& U -T)| <e,
Ve

IT(x,y) = T(x,y)| < e

bir € > 0 i¢in saglandigin1 varsayalim. Bu taktirde, Teorem 3.4.1’in hipotezleri altinda,
x* ve X* a sirastyla karsilik gelen F ve F operatorlerinin bir tek sabit noktalar1 olsun.

Boylece, € dan bagimsiz olan bir M > 0 sabiti i¢in

M
1-9

*

|x* — x*|| < £

esitsizligi gecerlidir. Yani sonug olarak, ¢6ziim veriye siirekli olarak baglidir.
Ispat. F bir déniisim ve F ise F nin pertiirbe edilmis iterasyon operatdriinii
gostersin. Teorem 3.4.1°den her iki operatdrde ayn1 0 < 1 < 1 sabiti i¢in daralmadir,

yani

IF () = FOOIl < 9llx = yll, [|[FCO) = FO)| < ¢llx = l.
Bu operatdrlerin sirasiyla bir tek sabit noktalarini x* ve X* ile gosterelim:
x*=F(x*), ¥ =F®.

Buna gore,

I =2l = ||[F(x™) — F(%) (55)
olup (55) esitligine F (X*) terimini ekleyip ¢ikarirsak,
I = 2N < IF () = FEOI + [|F (&) — F (&) (56)

esitsizligi elde edilir. F bir daralma dontisiimii oldugundan, ilk terim i¢in
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IF(x™) — F(ED)I < llx™ — x|
yazilabilir. Dolayisiyla (56) esitsizligi,

Ix* — % || < Yllx* — || + ||[F(&) — F(x)

seklini alir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

A -Plx - <||F(&x) - F®)

elde edilir. Boylece,

* ~% 1 ~% o ~x
lx* — 2l < = [F (&) - F(=")

| (57)

esitsizligi elde edilir. 4, S, U, I' lizerindeki pertiirbasyon varsayimlari, her x € K i¢in
|F(x) — F(x) || < Me

olacak sekilde, € dan bagimsiz bir M > 0 sabitinin se¢ilebilmesini saglar. x = X* alinirsa

|F(x) — F(x)

< Me (58)

elde edilir. Sonug olarak, (58) esitsizligi kullanilarak (57) esitsizliginden

M
19

*

lx* —x*|| < £

bulunur.
Ornek 3.4.1. H = R?, standart i¢ carpim1 ve Oklid normu ile tanimlanmis olsun.

Ayrica K, asagidaki konveks kiime olsun

{(x, %) ER? | x; =20,x, >0, x; +x, < 1}.

A,S:K — H doniisiimlerini
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X
Alx) = 7 S(x)=x

olarak tanimlayalim ve U: H — H, doniisiimiinii

U(x) =§

ile verilsin. I': K X K = R bifonksiyonu

FCoy) = (v = x1) + (y2 = x2)
olarak tanimlayalim. A = 0.2 parametresini secelim ve kontrol dizlerini

1
an=.8n=yn=n+2; n=0

olarak belirleyelim. Yukaridaki se¢imler i¢in, Algoritma (4) ile iliskili
F(x) = Q. (U[x — S(x) + Px(S(x) — 214(x))])

operatOrii agagidaki sekli alir
S(x) —AA(x) = x — 0.2; = 0.95x .

Dolayisiyla,
F(x) = Q- (U[Pk(0.95x)])

dir. Her x € K i¢in 0.95x € K oldugundan, metrik projeksiyon operatorii
Px(0.95x) = 0.95x

ozelligini saglar. Boylece,
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0.95 )

FOO) = 0 (52

elde edilir. Simdi, Teorem 3.4.1 in varsayimlarini dogrulayalim:

Monotonluk 6zellikleri: Her x,y € K igin,

1
(A0) —AD) x —y) =7 llx - ylI? = 4l1A(x) — A1
Dolayisiyla A, 4 —ters kuvvetli monoton doniigiimdiir, yani a; = 4 dir. Benzer sekilde,

(SC) =S, x —y) = llx —ylI? = ISCx) = SMII?

oldugundan, S doniisiimii 1 —ters kuvvetli monoton doniistimdiir, yani a, = 1 dir.

Genislemeyen 6zelligi: U doniisiimii igin,

1
G = UM =3 llx =yl < llx = yll

oldugundan, U genislemeyen bir doniisiimdyir.

Bifonksiyon kosullari: I' bifonksiyonu i¢in
I'(x,x)=0

ve
F'x,y)+T'(y,x) =0

olur. Boylece, (D,) ve (D) kosullar1 saglanir. Ayrica I'(x, y), her iki degiskende de afin
ve siireklidir; bu nedenle, iist yar1 siireklilik kosulu (D3) ile konveks ve zayif alt yari
stireklilik kosulunu (D,) da saglar.

Parametrelerin dogrulanmas:

1
=2 =2{1-=|=0
f i1

1
a, ——
a;
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Ayrica,

1 —ay| =02 —4| = 3.8 < ay(1—0)
|/1—051|=3.8<4.

Bununla birlikte, m = 1 i¢in
1
0<A<—

3m

kosulu

0<02<>

seklinde saglanmaktadir. Son olarak,

1-1] 4-02
v =2 |

=0+095=095<1.
o

Dolayisiyla, Teorem 3.4.1°in tiim varsayimlari saglanmaktadir. Baslangi¢c noktasi
Xo = (1,0) alindiginda, algoritma (4), asagidaki tek ortak ¢oziime gii¢lii yakinsayan bir
dizi iiretir

x* € (0,0) € A.
Tiim sayisal sonuglar MATLAB R2026a ortaminda gergeklestirilmistir. 11k 6 iterasyon
(n=0,1,...,5) asagida gosterilmistir.

Tablo 2. Ornek 3.4.1 igin algoritma (4) {in iterasyonlari

n ) o)
0 1,000000 0,000000
1 0,012632 0,000000
2 0,000232 0,000000
3 0,000005 0,000000
4 0,000000 0,000000
5 0,000000 0,000000
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Sonug olarak, yukaridaki sayisal sonuglar Teorem 3.4.1 kurulan gii¢lii yakinsamay1
dogrulamaktadir.
Ornek 3.4.2. H = R?, Oklid normu ile tanimlanmis olsun ve K, asagidaki konveks

kiime olsun
{(x1, %) ER? | %, =0,x, = 0, x; +x, < 1}

(4) algoritmasindaki operatdrleri

X x
Alx) = 7 S(x) =x, U(x) = 3

ve bifonksiyonu
I(x,y) = (1 —x1) + (2 — x2)

olarak secelim. Simdi pertiirbe edilmis karsiliklarini

A =2+21), $&) = (1), T6) =2+(11
(x)_z-l_ﬁ(')ﬂ (x)—x-l'ﬁ(:): (x)_§+ﬁ(l)

Ve

~ 5
F'(,y) =T, y) + NG (1,1)

olarak alalim. € = 1073 olarak belirlensin. Her x,y € K icin,

A0 — A || = &,
|S(x) = S()|| =&,
|UG) —T)|| =«

Ve

|F(X’Y) - f(X:Y)l =&

69



elde edilir. Dolayisiyla, Teorem 3.4.4’de ki tiim pertiirtbasyon varsayimlari
saglanmaktadir. Algoritma (4) tarafindan iiretilen ve pertiirbe edilmis iterasyon dizileri,
ayn1 baslangi¢ noktas1 x, = (1,0) kullanilarak MATLAB R2026a ortaminda sayisal
olarak hesaplanmistir. Algoritma (4) tarafindan {iretilen iterasyon dizisi,

x* = (4.144 x 10732,0)
noktasina yakinsamaktadir. Bu nokta sayisal olarak

x* = (0,0)
seklinde degerlendirilebilir. Pertiirbe edilmis iterasyon dizisi ise

X" ~ (0.0014,0.0014)
noktasina yaklasmaktadir. iki ¢6ziim arasindaki sayisal hata.

[x* — %*|| = 0.0019
olarak elde edilir. ¢ = 1073 oldugundan yaklasik olarak,

0.0019 = 1.9¢
elde edilir. Sonu¢ olarak, sayisal hesaplamalar pertiirbasyon hatasinin ¢ ile orantili
kaldigin1 dogrulamakta ve boylece Teorem 3.4.4°de ortaya konan siirekli bagimlilik ve
kararlilik tahminini gegerli kilmaktadir.

3.5. Algoritma (4) iin Nash Denge Problemlerine Uygulamasi

P oyuncunun yer aldig: igbirlikli olmayan (non-cooperative) bir oyun ele alalim.

Her j € {1,2, ..., P} oyuncusu

i¢in,

K; c R™
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oyuncu j nin bos olmayan, kapali ve konveks strateji kiimesi olsun ve

P
Jj=1
seklinde tamimlansin. x; € K, j oyuncunun stratejisini; x_; ise diger tiim oyuncularin

stratejilerini ifade etmek tizere her oyuncu, 9; (xj, X_ j) maliyet fonksiyonunu minimize

etmeye caligmaktadir.
x* = (x1,x3,...,xp) €EK

noktasi, asagidaki kosul saglandiginda bir Nash dengesi (Nash equilibrium) olarak

adlandirlir

Denge problemi formiilasyonu: Asagidaki bifonksiyon ele alalim

P

[(x,y) = Z[ﬁj CIEMESACTE)}

j=1

Standart varsayimlar altinda, yani her bir 9; fonksiyonunun siirekliligi ve konveksligi
durumda, T bifonksiyonu (D;) — (D,) kosullarin1 saglar. Sonu¢ olarak, Nash denge

problemi agagidaki kosulu saglayan x* € K noktasini bulmaya esdegerdir
I'(x*,y) =0, Vy€eK

Genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik (GNVI) formiilasyonu: Her

bir ¥; tirevlenebilir olamak tzere,

A(X) = (Vx1191, ey prap)
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operatoriinii tanimlayalim ve S(x) = x olsun. Bu durumda denge problemi klasik bir
varyasyonel esitsizlik problemine indirgenir. Ayrica, birim operatér disindaki herhangi
bir S doniisiimii ekleyerek, GNVI problemi elde edilir.

Sabit nokta formiilasyonu: En iyi tepki bagintist asagidaki bigimde tanimlanir

B(x) = 1_[ argmin 9, (yj,x_j).
j=1 ijKj

Her Nash denge noktasinda B doniisiimiiniin bir sabit noktasi vardir. Sonug olarak,

iterasyon giincelleme siireci, uygun bir genislemeyen U doniisiimii ile tanimlanabilir ve
Fix(U)

kiimesi Nash denge ¢oziimlerini icerir. Boylece, Nash denge problemi,
A:=GNVI(K,A,S)NnEP(I') N Fix(U)

birlesik cergevesi iginde karakterize edilebilir. Dolayisiyla, Teorem 3.4.1-Teorem
3.4.3’lin varsayimlar1 altinda, algoritma (4), kisith igbirlikli olmayan oyunlarda Nash
denge c¢oziimlerinin yaklasik olarak hesaplanmasi i¢in etkili bir ¢er¢eve sunmaktadir.
Ornek 3.5.1. Her bir oyuncunun strateji kiimesi K; = K, = [0,1] ve ortak strateji
uzay1 K = K; X K, olan iki oyunculu isbirlikli olmayan bir oyunu ele alalim. Maliyet

fonksiyonlar1 asagidaki gibi verilsin:

ﬁl(xl,xz) = (Xl - 05)2 + 0.2X1x2,
192(x1,x2) = (xZ - 05)2 + O.lexZ.

Her bir maliyet fonksiyonu, kendi strateji degiskenine gore stirekli ve konvekstir.
Nash dengesi karakterizasyonu: Birinci derecenden optimalite kosullar

uygulandiginda,

P 20, —0.5) +0.2x, = 0, 22 = 2(x, —0.5)+0.2x, = 0
8X1 6x2

elde edilir. Asagidaki lineer sistem
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2(x1 - 05) + O.sz =0
Z(XZ - 05) + O.le = 0,

¢Oziiliirse

1

elde edilir. Dolayisiyla Nash dengesi,
x* =~ (0.4545,0.4545)

seklindedir.

Bifonksiyon formiilasyonu: Asagidaki bifonksiyonu tanimlayalim

I'(x,y) = [91 (1, x2) — 91(xq, x2)] + [92(V2, x1) — 9(xq, x2)].

Konvekslik ve siireklilik nedeniyle ', (D;) — (D,) kosullarin1 saglar. Boylece Nash

denge problemi, agsagidaki kosulu saglayan x* € K noktasin1 bulmaya esdegerdir
I'(x*,y) =0, VyeK
GNVI formiilasyonu: Operatorleri
A(x) = (Vx191,Vx9,) = (2x; — 1+ 0.2x5,2x, — 1+ 0.2x;), S(x) =x
olarak tanimlayalim. Bu durumda denge kosulu,
A(x") = (0,0)

olur ve bu standart bir varyasyonel esitsizlige karsilik gelir.

Sabit nokta formiilasyonu: En iyi tepki doniistimleri asagidaki gibidir
Bl(xZ) =0.5-— O.le, Bz(xl) =0.5- 0.1x1 .
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Dolayisiyla,
U(x) = B(x)

doniistimii, daralma katsayis1 0.1 < 1 oldugundan daralma kosulunu saglar. Bu nedenle,
Fix(U) = {x*}.

Sayisal deney: Algoritma (4), asagidaki parametrelerle uygulanmistir A =
0.3,a, = Bn ="n =$ ve baslangic noktasi, x, = (0.8,0.2) olarak segilmistir.

Analitik denge noktast,

1
Xt = (E'ﬁ) ~ (0.4545,0.4545)

seklindedir. Tiim sayisal sonuglar MATLAB R2026a ortaminda gerceklestirilmistir ve

elde edilen sayisal sonuglar asagida vermistir

Tablo 3. Nash dengesinin yaklasik hesaplanmasi

n x(M x? llxn — 71l
0 0,800000 0,200000 0,429106
1 0,454623 0,454449 0,000124
2 0,454546 0,454545 0,000000
3 0,454545 0,454545 0,000000
4 0,454545 0,454545 0,000000
5 0,454545 0,454545 0,000000

Tablo goriildigi tizere, iterasyon dizi Nash denge noktasi x* a hizli sekilde
yakinsamaktadir. Sadece birkag iterasyondan sonra hata normu sifira diismektedir. Bu
sonuglar, algoritma (4) iin kisith isbirlikli olmayan oyunlarda Nash denge ¢ézlimlerinin
hesaplanmasindaki etkinligini dogrulamaktadir.

Ornek 3.5.2. Ornek 3.5.1°de agiklanan ayni iki oyunculu igbirlikli olmayan oyunu
ele alalm. K; =K, =[0,1],K = K; X K, olsun ve maliyet fonksiyonlar1 asagidaki

sekilde tanimlansin
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191()(1, xz) = (xl - 0.5)2 + 0.2x1x2,
7.92(x1, xZ) = (xz - 05)2 + O.lexz.

Buna karsilik gelen Nash denge noktasi

x* = (0.4545,0.4545)

seklindedir. Yakinsama davranigini karsilastirmak amaciyla,
1) Algoritma (4)
i1) Algoritma (1) kullanilmistir.

Ayni baglangi¢ noktasi x, = u, = (0.8, 0.2) ve ayni kontrol parametreleri

1
n+1

A=03,a, =B =Vn=

olarak belirlenmistir. Her iterasyon adiminda, ||x, — x*|| ve |lu, — x*|| hata normlar1
hesaplanmustir. Burada {x,,} ve {u,}, sirasiyla Algoritma (4) ve algoritma (1) tarafindan
iretilen iterasyon dizilerini gostermektedir. Tiim sayisal sonuglar MATLAB R2026a

ortaminda gerceklestirilmistir ve elde edilen sayisal sonuglar agagida vermistir.

Tablo 4. Algoritma (4) ile algortima (1) in yakinsama hizlari

n Algoritma (4) Algoritma (1)
0 0,429106 0,429106
1 0,000124 0,042911
2 0,000001 0,004291
3 0,000001 0,000429
4 0,000001 0,000043
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100
10"
102
102

104 L

Hata normu ||x, - X'||

105 L

109 | L ]
- [—&— Algoritma (4) S © ©
[ |[=B—Algoritma (1) ]

107 1 | |
0 1 2 3 4

Iterasyon (n)

Sekil 6. Algoritma (4) ve algoritma (1) in yakinsama hizlar

Tablo 4 ve Sekil 6 de sunulan sayisal sonuglar, algoritma (4), algoritma (1) e gore
o6nemli Olciide daha hizli yakinsadigini acik¢a gostermektedir. Bu gelistirilmis
performans, algoritma (4) de bulunan ve her iterasyon adiminda hata sinirin1 daha azaltan

ek sonliimleme ¢arpanlarindan kaynaklanmaktadir:

[1 - Ym(l - l/))], [1 - ﬁm(l - 1/J)]. [1 - am(l - 1/J)]
Sonug olarak, elde edilen sayisal davranis Teorem 3.4.2 nin teorik sonucuyla tamamen
uyumludur.

Ornek 3.5.3. Ornek 3.5.1°de agiklanan ayni iki oyunculu isbirlikli olmayan oyunu,

strateji kiimesi K = [0,1] X [0,1] ve maliyet fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlansin

191(x1,x2) = (xl - 05)2 + 0.2x1x2,
9,(x1,%,) = (x; — 0.5)% + 0.2x; x,.

Buna karsilik gelen Nash denge noktast,

x* = (0.4545,0.4545)

olur. En iyi tepki operatorii asagidaki sekilde tanimlanir
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U(x) = B(x) = (0.5 —-0.1x,,0.5 — 0.1x;).

Simdi, algoritma (1) in yakinsama davranisint Mann, Ishikawa, K-iterasyon ve CR-

iterasyon olmak iizere dort klasik yontemi ile karsilagtirilmistir. Tiim yontemlerde ayni

baslangi¢ noktasi x, = (0.8, 0.2) ve ayn1 kontrol parametreleri

anzﬁnzynz

1
n+1

kullanilmigtir. Her yontem igin, her iterasyon adimindaki yaklasik hata ||x, — x*||

hesaplanmistir. Tiim sayisal deneyler MATLAB R2026a ortaminda ger¢eklestirilmistir

ve elde edilen sayisal sonuglar Tablo 5’te sunulmustur.

Tablo 5. Algoritma (4) in Mann, Ishikawa, K-iterasyon ve CR-iterasyon yontemleriyle
yakinsama performansi karsilagtirilmasi

n Algoritma (4) Mann Ishikawa K-iterasyon CR-iterasyon
0 0,429106 0,429106 0,42+9106 0,429106 0,429106
1 0,000124 0,235131 0,225895 0,003321 0,018205
2 0,000001 0,164366 0,155688 0,000030 0,001145
3 0,000001 0,127285 0,119690 0,000001 0,000084
4 0,000001 0,104319 0,097660 0,000001 0,000007
100
10 f
10 7
X< 109,
; F
E [
2 104,
P :
©
I L
10'5 E
- [—©— Algoritma (4)
108 L m=f] = Mann
E Ishikawa
F K-iterasyon
L [=—g= CR-iterasyon
107 ‘

2 3
iterasyon (n)

Sekil 7. Algoritma (4) in klasik iterasyon yontemleriyle yakinsama karsilastiriimasi
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Tablo 5 ve Sekil 7°de goriildiigii iizere, algoritma (4), Mann, Ishikawa, K-iterasyon
ve CR-iterasyon yontemlerine kiyasla onemli Olclide daha hizli yakinsamaktadir.
Ozellikle, algoritma (4) sadece birkag iterasyonda Nash dengesinin yakiina ulasirken,
klasik iterasyon yontemler karsilastirmali olarak daha yavas bir yakinsama davranisi
sergilemektedir. Ayrica, algoritma (4) e eklenen ilave sOniimleme carpanlari, her
iterasyon adiminda hata iist sinirin1 daha etkili sekilde azaltmaktadir. Bu sayisal bulgular,

Teorem 3.4.3’te belirtilen sonuglarla tamamen uyumludur.

3.6. Algoritma (4) iin Uretken Cekismeli Aglarin (GAN) Egitimine Uygulamasi
Bir GAN cergevesi, liretici (generator) G ve bir ayirt edici (discriminator) D olmak
tizere, birbirleriyle rekabet eden iki sinir agindan olusur. Bu aglar, genellikle asagidaki
sekilde ifade edilen bir minimaks optimizasyon problemi araciligiyla egitilir: V (G, D),
temel iki oyunculu sifir toplamli oyunla iliskili ¢cekismeli kayip fonksiyonunu temsil

etmek lizere

min maxV (G, D).
G D

GAN egitim siirecinin denge durumu, minimaks probleminin bir eyer noktasina
karsilik gelir. Bu eyer noktas1 formiilasyonlari, varyasyonel esitsizlik (VI) problemleri
olarak ve uygun konvekslik-konkavlik varsayimlar: altinda 6rnegin V nin G de konveks
ve D de konkav olmasi, denge problemleri olarak yeniden formiile edilebilir. x = (G, D),
iiretici ve ayirt edicinin birlesik parametre vektoriinii gostersin. Asagidaki operatorii

tanimlayalim

V.V (G,D) )

Alx) = (—VDV(G,D)

Bu durumda GAN egitim problemi, K 6rnegin sinirli agirliklardan olusan uygulanabilir
parametre kiimesi olmak iizere asagidaki kosulu saglayan x* € K noktasin1 bulmaya

esdegerdir
(A(x™),y —x*) =2 0,Vy € K. (59)

Eger S doniisiimii birim operator olarak alinirsa, yani
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S(x) = x,

GNVI problemi (5), (59) problemine indirgenir. S nin daha genel se¢imleri ise, ¢gekismeli
O0grenmede ortaya cikan ek kisitlar1 veya parametre doniistimlerini modelleyebilir.
Bunlara 6zellik eslestirme (feature matching) ya da gradyan cezalari (gradient penalties)
ornek verilebilir. Ayrica, GAN egitiminde kullanilan doniisiimlii gradyan inis-¢ikis
yontemleri gibi iterasyon optimizasyon prosediirleri, dogal olarak sabit nokta tiiri

operatdrlerin ortaya ¢ikmasina yol agar. Sonug olarak, GAN egitim siireci,

A=GNVI(K,A,5) nEP(I) nFix(U)

birlesik ¢ercevesi icinde formiile edilebilir; burada
i) GNVI(K, A,S), varyasyonel denge kosulunu temsil eder.
i1) EP(T"), aywrt edicinin Lipschitz diizenlilestirilmesi gibi ek diizenlilestirme
terimlerini veya baglasim kisitlarini igerebilir.
1ii) Fix(U), birlesik gradyan adimi gibi iterasyon giincelleme mekanizmasiin
i¢sel sabit nokta yapisini yansitir.

Sonug olarak, V nin konvekslik-konkavlik 6zelligi ve gradyanlarin Lipschitz
strekliligi gibi uygun diizenlilik varsayimlar: altinda, algoritma (4), GAN egitim
dinamiklerinde ortaya ¢ikan denge tipi formiilasyonlar1 analiz etmek i¢in birlesik bir
cergeve sunar. Ayrica, ilgili varsayimlar saglandig siirece iterasyon siiregleri, Teorem

3.4.1°de ortaya konan gii¢lii yakinsama 6zelliklerini saglar.

79



4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tezde reel Hilbert uzaylarinda genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel

esitsizlik, denge ve sabit nokta problemlerinin ortak c¢oziimiine yonelik yeni iteratif

yaklagimlar gelistirilmis ve teorik olarak incelenmistir. Elde edilen baslica sonuglar

asagida ozetlenmistir:

1.

Genellestirilmis lineer olmayan varyasyonel esitsizlik, denge ve sabit nokta
problemlerinin ortak ¢6zlimiinii elde etmeye yonelik yeni bir iterasyon algoritmasi
Onerilmistir.

Onerilen ilk algoritma icin reel Hilbert uzaylarinda standart varsayimlar altinda
giiclii yakinsama teoremleri ispatlanmastir.

[lk algoritmanin yakinsama davranisi ayrintili olarak analiz edilmis ve elde edilen
sonuglarin konveks minimizasyon problemleri ile split fizibilite denge problemi
genisletilebildigi gdosterilmistir.

Literatiirde yer alan bazi klasik iterasyon yontemleri ile yapilan karsilastirmalar
sonucunda algoritma (3) in daha etkin yakinsama ozellikleri sergiledigi ortaya
konulmustur.

D-plus iterasyon yonteminden esinlenerek genellestirilmis lineer olmayan
varyasyonel esitsizlik, denge ve sabit nokta problemlerinin ortak ¢oziimiine
yonelik ikinci bir iterasyon algoritmasi gelistirilmistir.

Onerilen ikinci algoritmada, GNVI problemi i¢in projeksiyon operatdrii, EP’yi
i¢in rezolvent operatdrii ve sabit nokta problemi i¢in genislemeyen doniisiim
yapisi tek bir iteratif ¢ercevede birlestirilmistir.

Ikinci algoritma tarafindan iiretilen dizinin giiglii yakinsamasi reel Hilbert
uzaylarinda standart varsayimlar altinda ispatlanmistir.

Gelistirilen ikinci algoritmanin kararlilik ve pertiirbasyon o6zellikleri ayrintili
olarak incelenmis, ayrica yakinsama siirecine iligkin agik hata tahminleri elde
edilmistir.

Sayisal 6rnekler ve grafiksel karsilagtirmalar, 6nerilen algoritmalarin mevcut bazi
iterasyon yontemlerine goére daha hizli ve daha etkin sonuclar iirettigini

gostermistir.

10. Elde edilen teorik ve sayisal sonuglar, onerilen algoritmalarin yalnizca sabit nokta

teorisinde degil; optimizasyon, denge modelleri, split fizibilite problemleri ve



iliskili uygulamalarda da kullanilabilecek esnek bir ¢erceve sundugunu ortaya

koymustur.

Gelecek Caligsmalar i¢in Oneriler
Gelistirilen algoritmalarin Banach uzaylarina genisletilmesi,
Cok degerli doniisiimler i¢in benzer yakinsama sonuglarinin elde edilmesi,
Suzuki tipi ve zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimler altinda incelenmesi,
Biiytik  oOlgekli  optimizasyon ve makine &grenmesi problemlerinde
performanslarinin arastirilmasi,
Ivmelendirilmis (accelerated) ve ataletsel (inertial) versiyonlarinin gelistirilmesi

gelecekte gerceklestirilebilecek arastirma konulari arasinda yer almaktadir.
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