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OZET

Bu tez ¢alismasinda, yeni ti¢ adimli iterasyon yontemi kullanilarak ikinci tip lineer
ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin ¢oziimlerinin gii¢lii yakinsakligi ve bu
denklemler i¢in veri baglilig1 arastirilmastir.

Bu tez calismasit dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde konu hakkinda literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci béliimde tez boyunca kullanilan bazi temel kavramlar ifade edilmistir.
Ayrica, bu boliimde literatiirde yer alan bazi1 daralma doniisiimleri, iterasyon yontemleri
ve sabit nokta teoremleri incelenmistir.

Ugiincii boliimde hipotez dogrultusunda bulgulara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise bu tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar 6zetlenerek, daha

sonra yapilabilecek olasi ¢aligmalar i¢in fikirler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teoremleri, Daralma doniisimleri, Fredholm

integral denklemler, Iterasyon yontemleri, VVeri baglilig:.
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SUMMARY

In this thesis, the strong convergence of the solutions of the second type linear and
nonlinear Fredholm integral equations and the data dependence for these equations were
examined using the new three-step iteration method.

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, a summary of the literature on the subject is given.

In the second chapter, some basic concepts used throughout the thesis are
expressed. Also, some contraction mappings, iteration methods and fixed point theorems
in the literature were investigated in this chapter.

In the third chapter, the findings are given in line with the hypothesis.

In the fourth chapter, the results obtained in this thesis study are summarized and

ideas for possible future studies are presented.

Keywords: Fixed point theorems, Contraction mappings, Fredholm integral

equations, Iteration methods, Data dependence.
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. T : X — X daralma doniistimii



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi
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1. GENEL BILGILER

Sabit nokta teorisi matematik kadar fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve ekonomi
gibi bir¢ok farkli disiplinde 6nemli bir arastirma konusudur. Yaygin olarak kullanilan
sabit nokta teorisinin kokenleri, 19. yiizyilin sonlarina dogru Liouville, Cauchy,
Lipschitz, Peano ve Picard'in yaklagim yontemlerine dayanmaktadir.

Iterasyon yontemi kavrami Liouville tarafindan tanitildi ve Cauchy tarafindan
kullanildi. 1890 yilinda Picard, tanimladigi iterasyon ile sabit noktaya teorik bir yaklagim
gostermis ve gliniimiizde hala iizerinde ¢alisilan iterasyon yontemi kavraminin gelistirme
stirecini baglatmistir (Picard, 1890). 1922'de Stephan Banach, sabit noktanin gesitli
kosullar altinda varhigimi ve tekligini kanitlayan Banach sabit nokta teoremini tanitti
(Banach, 1922). Banach’in bu ¢alismada elde ettigi en 6nemli sonuglardan biri, Picard
iterasyonu ile elde edilen dizinin sabit noktaya yakinsamasidir.

Sabit nokta teorisi lizerine yapilan ¢alismalara dayanarak bir¢ok daralma doniistimii
tamimlanmistir. Bunlardan bazilari: Lipschitz  doniistimii, daralma doniisimi,
genigslemeyen daralma, sahte daralma, yari daralma, zayif daralma, contractive-like
doniisim vb.

Tiim bu gelismelere paralel olarak c¢esitli iterasyon yontemleri literatiire
kazandirilmigtir. Sabit nokta teorisinde kullanilan bazi 6nemli iterasyon yontemleri:
Mann (Mann, 1953), Krasnosel'skii (Krasnosel’skii, 1955), genellestirilmis
Krasnosel’skii (Schaefer, 1957), Halpern (Halpern, 1967), Kirk (Kirk, 1971), Ishikawa
(Ishikawa, 1974), Noor (Noor, 2000), multistep (Rhoades ve Soltuz, 2004), S (Agarwal
vd., 2007), iki adimli Mann (Thianwan, 2009), SP (Phuengrattana ve Suantai, 2011), CR
(Chugh vd., 2012), S* (Karahan ve Ozdemir, 2013), Abbas-Nazir (Abbas ve Nazir, 2014),
yeni ii¢ adimli (Karakaya vd., 2017) vb.

Bu iterasyon yontemlerine dayanan kullanigh birgok hibrit iterasyon yontemleri
gelistirilmistir. Bunlardan bazilari: Kirk-1shikawa ve Kirk-Mann (Olatinwo, 2009), Kirk-
SP ve Kirk-CR (Hussain vd., 2012), Kirk-Noor (Chugh ve Kumar, 2012), Picard-Mann
(Khan, 2013), Multistep-SP (Giirsoy vd., 2013), Kirk-Multistep (Giirsoy vd., 2014),
Picard-S (Giirsoy ve Karakaya, 2014a), Kirk-Multistep-SP ve Kirk-S (Giirsoy ve
Karakaya, 2014b), Mann-Picard ve Kirk-MP (Dogan, 2016) vb.

Ayrica, asimptotik genislemeyen doniistimler i¢in bir¢ok aragtirmaci yeni iterasyon
yontemleri tanimlamistir. T yerine T nin n. iterasyonu olan T™ doéniisiimiini alarak

modifiye edilmis iterasyon yontemlerinden bazilar1 sdyledir: modifiye Mann ve modifiye



Ishikawa (Schu, 1991a; 1991b), modifiye ii¢ adimli iterasyon yontemi (Xu ve Noor,
2002), modifiye Noor (Suantai, 2005), Nilsrakoo ve Saejung {i¢ adim (Nilsrakoo ve
Saejung, 2006), modifiye S (Agarwal vd., 2007), modifiye Halpern (Agarwal vd., 2009),
modifiye multistep (Akewe, 2014) vb.

Kendi lizerine olmayan doniisiimler i¢in Jungck’in ortaya koydugu iterasyon
yontemi (Jungck, 1976) yeni bir¢ok hibrit iterasyon yonteminin gelismesine olanak
saglamistir. Bunlardan bazilart: Jungck-Mann (Singh vd., 2005), Jungck-Ishikawa
(Olatinwo ve Imoru, 2008), Jungck-Noor (Olatinwo, 2008), Jungck-multistep (Olaleru ve
Akewe, 2010), Jungck-SP (Chugh ve Kumar, 2011), Jungck-CR (Hussain vd., 2013),
Jungck-Kirk ve Jungck-Kirk-Mann (Olatinwo, 2013) vb.

Bu gelismelerle birlikte temel olarak sabit nokta teorisi, metrik uzaylarda, normlu
uzaylarda, reel analizde, lineer cebirde ve oOzellikle diferansiyel denklemler teorisinde
kullanilan bir¢ok matematiksel yapr ile iligkili olarak incelenmistir. Uygulamali
matematikte sabit nokta teorisinin en yaygin kullanim alanlarindan biri integral
denklemler teorisidir. Integral denklemlerin varhigmi ve tekligini belirlemek g¢ok
onemlidir. Sabit nokta teorisi bu amagla kullanilan en 6nemli araglardan biridir.

Ote yandan, belirli bir doniisiimle olusturulan bir iterasyon algoritmasi igin,
yaklagim operatorii olarak adlandirilan baska bir doniisiim kullanilabilir. Ger¢ek doniisiim
ile yaklasim operatoriiniin sabit noktalar1 farkli oldugundan, bu iki sabit nokta arasinda
bir fark vardir. Bir¢ok arastirmaci tarafindan iizerinde ¢alisilan veri bagliligi kavrami, bu
farkin ne kadar oldugu ve bu farkin nasil hesaplanabilecegi sorularina cevap vermektedir

(Soltuz ve Grosan, 2008; Giirsoy vd., 2013; Atalan, 2019).



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliim ti¢ kisimdan olusmaktadir. Tez calismasi boyunca genis bir literatiir
taramasi yapilarak tezde kullanilacak olan fonksiyonel analiz, sabit nokta teorisi ve

integral denklemler ile ilgili kavramlar verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analiz ile Tlgili Bazi Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1. X # @ bir kiime ve d : X X X — R bir fonksiyon olsun. Vx,y,z € X

i¢in

Ldx,y) =0 x=y
ii. d(x,y) = d(y, x) (simetri)
iii. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi)

sartlar1 saglantyorsa d ye X de metrik (uzaklik) fonksiyonu ve (X, d) ikilisine de metrik
uzay adi verilir (Rynne ve Youngson, 2008).

Burada i., ii. ve iii. sartlarina metrik aksiyomlar: denir. i. aksiyomu bir noktanin
kendisine olan uzakligin sifir oldugunu ifade eder. ii. aksiyomu ise x noktasininy
noktasina olan uzakligi ile y noktasinin x noktasina olan uzakligin ayni oldugunu ifade
eder.

Diizlemde bir dogru iizerinde bulunmayan farkl ii¢ nokta alindiginda bu noktalar
yardimiyla olusturulan tiggenin bir kenarin uzunlugu diger iki kenarin uzunluklari
toplamindan kiiciiktiir. Ucgen esitsizligi deyimi elemanter geometrideki bu husustan ileri
gelmektedir. iii. aksiyomu bu liggen esitsizligini ifade eder. Ayrica, metrik fonksiyonu

higbir zaman negatif degildir. Gergekten, iii. de y = x alinirsa,

d(x,x) <d(x,z) +d(z,x)
0 < 2d(x,2)

olup, daima

d(x,z) =0

bulunur.



Ornek 2.1.1.d : RX R - R,

d(x,y) = |x =yl
olarak tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R nin alisilmis metrigi veya

mutlak deger metrigi ad1 verilir.

Ornek 2.1.2. d : R? x R? - R,
x=(x,%2), ¥y=O1Yy2)
olup, x,y € R? i¢in
d(x,y) = d((xl:xz): (J’1,J’2)) = |xy — y1l + |x2 — y2l

olur. (R?, d) bir metrik uzaydir ve bu metrige taksi metrigi adi verilir.

Ornek 2.1.3. a,b € R, a < b kosulunu saglayan iki say1 olsun ve
C([a,b],R) ={f | f : [a,b] » R, f siirekli fonksiyon}
kiimesi tanimlansin. Analizin temel teoremlerinden bilinir ki
f:la,b] >R, g:lab] >R
stirekli fonksiyonlar ise
IfI:la,b] > R, f—g:lab] >R
fonksiyonlar1 da siireklidir. Bu halde,

{f(x) =gl : x € [a,b]}



siirekli bir kiime ise tiistten sinirlidir. Dolayisiyla, bu kiimenin supremumu vardir.
Weierstrass ekstrem deger teoreminden?, bu kiimenin bu aralikta maksimumu mevcuttur.

Boylece,d, : C X C - Rve

doo(f,9) = max{|f (x) — g(¥)| : x € [a, b]}

seklinde tanimli doniisiim anlamli olup, (C[a, b], do,) bir metrik uzaydir.

Ornek 2.1.4. X # (@ herhangi bir kiime ve
B(X,R)={f|f:X - R, f sirh fonksiyon}
kiimesi iizerinde

deo: B(X,R) X B(X,R) = R, du(f,9) = ig}lglf(t) - 9@l

seklinde tanimlanan d dontistimii bir metriktir.

Tamm 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in
dng(e) EN3Vn=ny(e) igin d(x,, x) <e ise (x,) dizisi x e yakinsaktir denir
(Bayraktar, 2006). Yani,

lim d(x,,x) =0
n—-o0o

olacak bigimde x € X mevcutsa (x,,) dizisi X de yakinsaktir ve x e de dizinin limiti denir.

Su halde, (x,,) dizisi yakinsak ve

lim x, = x

n—co
ise n — oo iken (x,) — x seklinde gosterilir. (x,,) dizisi yakinsak degilse wraksaktir denir.

Tanmim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere (x,,), X de bir dizi olsun. Ve > 0
icin Any(e) € N 3 Vvm,n = ny(e) igin d(x,, x,,,) < € ise (x,,) dizisine X de bir Cauchy
dizisidir denir (Bayraktar, 2006).

1 “Extreme value theorem”, Wikipedia, erisim 6 Kasim, 2022, https://en.wikipedia.org/wiki/Extreme_value_theorem.
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Bu tanima gore eger (x,,) bir Cauchy dizisi ise belli bir terimden sonra geriye kalan
sonsuz c¢okluktaki terimlerden herhangi iki terim arasindaki uzaklik & dan kiiciik
kalmalidir.

Teorem 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de her yakinsak dizi bir Cauchy
dizisidir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1.2. Bir (X,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisinin alt dizisinin
yakinsadigi degere dizinin kendisi de yakinsar (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.4. (X, d) metrik uzayindaki her (x,) Cauchy dizisi, yine uzayin bir
elemanina yakinsaksa yani (x,,) = x € X ise (X, d) metrik uzay1 tamdur denir (Bayraktar,
2006).

Ornek 2.1.5. R mutlak deger metrigine gore tamdir.

Ornek 2.1.6. C mutlak deger metrigine gore tamdir.

Tamm 2.1.5. X # @ bir kiime ve [F (R veya C) bir cisim olsun.

+:XXxX->X, (x,y)ox+y

FxX-X, (a,x) > ax

dontisiimleriyle toplama ve carpma iglemleri tanimlansin. Vx,y,z € X ve Va, b € F i¢in

Lx+y=y+=x.

Lx+@+2)=C&+y) +z
iii. Vx € X igin x + 0 = 0 esitligini saglayan yalniz bir 0 € X mevcuttur.
Iv. Vx € X i¢in x + (—x) = 0 esitligini saglayan yalniz bir —x € X mevcuttur.
V.Vx E X i¢in 1.x = x.
vi. (ab)x = a(bx).
vii. a(x +y) = ax + ay.
viii. (a + b)x = ax + bx.

kosullar1 saglaniyorsa, X e [F cismi lizerinde bir vektor (lineer) uzay denir (Maddox,
1970). Burada, F nin elemanlarina skaler, X in elemanlarina ise vektor denir. Ayrica X,
F = R olarak alinirsa reel vektor uzayi, F = C olarak alinirsa da kompleks vektér uzay
olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.7. X = R" kiimesi

X = (xl; "'!xn) y Y= ()’1: ---'yn)



vb. seklinde yazilan, tiim sirali reel say1 n-lilerin kiimesi olsun. R nin bir cisim oldugu

dikkate alindiginda x,y € R" ve a € R olmak {izere R" kiimesinin

x+y=01+yux+ Y2 0, X ¥ ¥), ax = (axq, ..., axy)

islemlerine gore vektor uzayidir. Burada islemlere sirasiyla bilesen toplama ve skalerle
carpma denir.

Ornek 2.1.8. C([a,b]) = {f | f : [a,b] » R, f siirekli fonksiyon} uzay1 bir
vektor uzayidir.

Tanmm 2.1.6. X # @ kiimesi [F (R veya C) cismi iizerinde bir lineer uzayi olsun.
Il : X >R, x - ||l
fonksiyonu Vx,y € X ve VA € F igin
x| =0 x=0
i | Ax]l = ALl

i [l + vyl < llxIl + [yl

sartlarin1 sagliyorsa, ||| fonksiyonuna norm fonksiyonu ve (X, ||-]|) ikilisine de normlu
uzay denir. i., ii. ve iii. dzelliklerine norm aksiyomlar: denir (Maddox, 1970).
Ornek 2.1.9. X = R ve x € X i¢in

Il : R->R, x - |lx|| = [x]
seklinde tanimlanirsa R kendisi lizerinde normlu reel lineer uzaydir. Gergekten,
iLllx]|=0e|x|=0 x=0
i [ Ax |l = |Ax| = |A[|x| = |A]l]x|l
i |lx + yll = [x + y| < [x| + [yl = llx|l + Iyl = llx + yll < lIx]l + [[¥]l
sartlar1 saglanir. Bu halde (R, ||+]|]) normlu uzaydir.

Teorem 2.1.3. Her normlu uzay bir metrik uzaydir. Fakat genelde tersi dogru
degildir.



Ispat (X, ||-]]) normlu bir uzay olmak iizere
d: XxX->R, dix,y) = llx—yll

seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonunun X {izerinde bir metrik oldugu kolayca

goriiliir. Gergekten, Vx,y,z € X i¢in

Ldx,y)=0e |x—yll=0=x-y=0 ox=y
i.dx,y) =llx—yll =ll-@v =2l = lly — x|l = d(y,x)
Hi.dx,y) =lx—yll=llx—z+z-yll

Sllx =zl +llz=yll =d(x,2) + d(z,y)

oldugundan d, X tizerinde bir metriktir. Boylece her (X, ||-||) normlu uzayindan bir (X, d)
metrik uzay elde edilebilir. Bu yolla elde edilen d metrigine ||-|| normunun indirgendigi
(tirettigi, dogurdugu) metrik denir.

Ornek 2.1.10. X = R kiimesi bir vektor uzay1 olsun.

d: Rx R-oR, d(x,y)={(1)' xzz

seklinde tanimlanan ayrik (discrete) metrigi géz oniine alinsin. Fakat bu d metrigi bir

norm degildir. Ciinkii x # y ve A = 2 igin ii. sartina bakilacak olursa,

d(x,y) = Ad(x,y)

sartin1 saglamaz. Gergekten,

?
d(x,y) = Ad(x,y)
1#21

olur. Yani ayrik metrik bir norm tarafindan indirgenemez (iiretilemez).

Tamim 2.1.7. (X, ||-]|) bir normlu uzay, (x,) bu uzayin ig¢inde bir dizi ve x € X
olsun. Eger Ve > 0 i¢in Any(e) € N 3 Vn > ny(¢) igin ||x, — x|| < € ise (x,,) dizisi x e
yakinsaktir denir (Soykan, 2008). Yani,



lim|[x, — x| =0
n—->oo
ise (x,,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve (x,) — x veya

lim x, = x

n—->oo

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama
adi verilir.

Tanmim 2.1.8. (X, ||-]|) bir normlu uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olsun.

d(Y) = sup{llx -yl : x,y €Y} = 0
sayisina Y kiimesinin ¢apr denir. Eger bir Y € X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise Y kiimesine
swmnirlt kiime denir. Ayrica X igindeki (x,) dizisine karsilik gelen noktalar kiimesi sinirlt
ise (x,,) dizisine stirl dizi denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.1.11. Vx, y € R icin

A={(xy):x*+y*=1}

kiimesinin ¢ap1 d(A4) = 2 olur.
Ornek 2.1.12. Vn € N i¢in

wo-()

dizisi siirlt midir?

Coziim Dizinin terimleri bir A kiimesi igerisinde diistiniilsiin. Burada,

ise ¢ap1 d(A) = 1. Dolayisiyla (x,,) dizisi sinirlidir.
Ornek 2.1.13. Vn € N icin

() = (n)



dizisi smirlt midir?

Coziim Dizinin terimleri bir A kiimesi igerisinde diisiiniilsiin. Burada,

A={1,23..}

olsun. Dogal sayilar iistten sinirli olmadigi i¢in A kiimesinin ¢ap1 i¢in d(A) < K olacak

sekilde bir K € R mevcut olamaz, yani A kiimesi smirsizdir. Dolayisiyla (x,,) dizisi

sinirsizdir.
Teorem 2.1.4. Norm fonksiyonu stireklidir (Soykan, 2008).

Teorem 2.1.5. (x,), (X, ||I"]l) normlu uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Eger

lim x,, = x
n—-oo
ise,
i. x limiti tektir.

ii. (x;,) dizisi sinirhdir.
iii. (x,) dizisinin her (x,, ) alt dizisinin limiti de x dur.
iv. a, (a,) € Fi¢in (a,) - aise (a,x,) - ax.

V. y, (yn) € X icin () — yise (x,+y,) = x + .

Vi lxa [l = [lx]l.

ifadeleri dogrudur (Soykan, 2008).

Tamim 2.1.9. (x,,), (X, ||"]]) normlu uzayinda bir dizi olsun. Ve > 0 ve Ym,n >
ny(€) icin [|x, — x,, || < € olacak sekilde € a bagl bir ny(e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa
(x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1.14. (f,) < €([0,1], R) dizisi Vt € [0,1] i¢in

fn(t) =t"

seklinde tanimlansin. (f;,) dizisi,
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CLOALIFD, Nfll = flf(t)ldt, f € C([0,1], R)

normlu uzayinda, bir Cauchy dizisidir. Fakat,

(CI01L I lleo) s NIfllee = sup {If ()] : t €[0,1]} , f € C([0,1],R)

normlu uzayinda, bir Cauchy dizisi degildir.
Oncelikle (f;,) dizisinin (C[0,1],||:]l;) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. Ym,n € N ve m > n olsun. Bu halde m > n oldugundan

1 1
flt”—tmldt=j(tm—t”)dt= 2 — 1 <l
m+1 n+1 m
0 0

oldugu elde edilir. Eger Ve > 0 i¢in

alinirsa Vm, n > n, i¢in

1
Ifo = finlln < = <&
oldugundan,

”fm - fn”l <e&

bulunur. Boylece, (f;,) dizisi (C[0,1], ||]|;) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir.
Simdi (f;,) dizisinin (C[0,1],]|[lc) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olmadig1
gosterilsin. Bunun i¢in aksine (f;,) dizisinin (C[0,1], ||"]|) normlu uzayinda bir Cauchy

dizisi oldugu varsayilsin. Vm,n € N ve n > m olsun. Bu halde n > m oldugundan
Ifa = finllo = sup{[t" —t™|: 0 <t < 1} = sup{t™ —t": 0 <t < 1}
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esitligi elde edilir. Hesaplamalar sonucu,

sup{t™ —t": 0 <t <1} = (%)m(l —%)
esitligi bulunur. Buradan
o
I =l = ()" (1= )

esitligine ulagilir. Bu halde € = 1 i¢in

”fn b fm”oo <e&

olamayacag aciktir. Dolayisiyla (f;,) dizisi (C[0,1], ||*||s) normlu uzayinda bir Cauchy
dizisi degildir.
Teorem 2.1.6. Asagidaki 6nermeler dogrudur:
i. Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
ii. Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhdir.
iii. Bir (X, ||-||) normlu uzayinda bir (x,,) Cauchy dizisi x, € X noktasina yakinsak bir
(xnk) alt dizisine sahip ise (x,,) dizisi de x, a yakinsaktir.
iv. Bir (X, [|*]|) normlu uzaymda (x,,) ve (y,,) Cauchy dizileri ise, (x,, + y,) dizisi de
bir Cauchy dizisidir (Bayraktar, 2006).
Tanmm 2.1.10. Eger bir normlu uzayda her Cauchy dizisi, bu normlu uzayda
yakinsak ise bu uzaya bir tam uzay denir (Maddox, 1970).
Tamim 2.1.11. X normlu uzay olsun. Eger X uzay1r norm metrigine gore tamsa X €
bir Banach uzay: adi verilir (Kreyszig, 1978). Yani her Banach uzay1 normlu tam uzaydir.
Ornek 2.1.15. R alisiimis norma gore tamdir. Yani, R bir Banach uzaydir.
Ornek 2.1.16. C alisilmis norma gore tamdir. Yani, C bir Banach uzaydir.

Ornek 2.1.17. R* = {x = (x4, %5, ..., x,) : x; € R, 1 < i < n} kiimesi
1
n 2
Ixll = (lem)
i=1

12



normuna gore bir Banach uzaydir.
Coziim R" in bir normlu uzay oldugu biliniyor. Bu halde R™ in bir Banach uzay

oldugunu gostermek i¢in tam oldugunu gostermek yeterlidir.

(m) = (27", s '}

R™ de bir Cauchy dizisi olsun. Yani, Ve > 0 igin Any(e) € N 3 Vm,r > ny(¢e) iken
lx,, — x|l < & olsun.

vm,r > ny(e)vel <i <nigin

1
2

n
e — 21l = (Zm" - xﬂZ) <e
i=1

olur. Buradan, vm,r > ny(e) ve 1 < i < nigin

n
le}" —x7|? < €2
i=1

|x™ — x]|? < €2

|x* —x]| < ¢
bulunur. Bu ise (x]™) dizisinin R de Cauchy dizisi olmasi1 demektir. R tam oldugundan

lim x/"* = x;
m—oo

olacak sekilde x; € R vardir.
x = {xq, %5, e, X}

alinirsa, x € R™ dir. Bu halde (x,,,) dizisinin x e yakinsak oldugu gosterilsin.

vm,r > ny(e)vel <i < nigin
|x* —x]| < ¢

esitsizliginin her iki tarafinin m > ny(e) ve r - oo igin limiti alinirsa,
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lim [x" — x/| < lim ¢
T —00 T—00
|x{" — x| <e

m
Xi =X

bulunur. Bu halde, (x,,) — x olup R™ in n-boyutlu Oglid uzay1 tamdir.

Ornek 2.1.18. C" = {z = (24,25, ..., Z,) : z; € C, 1 < i < n} kiimesi

1
n 2
Izl = (lem)
i=1

normuna gore Banach uzaydir.

Ornek 2.1.19. F = R (veya C) olmak iizere, C([a, b], F) vektor uzay1

If1leo = max{|f ()] : t € [a, b]}
normuna gore Banach uzaydir.

Coziim C([a, b], F) in Banach uzay oldugunu gostermek igin |||, normuna goére
tam oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bunun i¢in C([a, b], F) uzayinda bir (f;,) Cauchy

dizisi alinsin. (f;,;) bir Cauchy dizisi ise Ve > 0 i¢in Any(e) € N 3 Vn,m > n,(€) igin
lfr. — finllo < €o0lur. Bu, Vn,m > ny(¢) igin

max{|f(¢) — fn(©)| : t € [a,b]} < €

anlamina gelir. Bu halde vVt € [a, b] igin (f;,(t)) yakinsaktir.
lim £,(6) = £(©), t€[a,b]

kabul edilsin. Bu durumda f € C([a, b], F) ve
lim|Ify, = flle = 0

oldugu gosterilmelidir.
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max{|f,(t) — fin(©)] : t € [a,b]} <€
esitsizliginde n > n,(€) igin m — oo iken limite gegilirse,
max{|f,(t) — f(O)| : t € [a,b]} < ¢

bulunur. Buradan Ve > 0 i¢in 3ny(e) € N 3 Vn > ny(¢€) ve Vt € [a, b] igin
1@ —f@Ol<e

elde edilir. Béylece (£, (¢)) dizisinin f(t) ye diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.
Ote yandan, £, (t), [a, b] iizerinde siirekli ve f(t) ye diizgiin yakinsak ise £ (t) limit

fonksiyonu da [a, b] tizerinde stireklidir. Dolayisiyla,
Tim Iy = fllo = 0
olur. Buda C([a, b], F) uzaymin ||:||, normuna gére tam oldugunu verir.

2.2. Sabit Nokta Teorisi ile Tlgili Bazi Temel Kavramlar
Tamm 2.2.1. X # @ bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun.

Tx =x (D

esitligini saglayan x € X elemanina T nin bir sabit noktas: denir (Berinde, 2007).
Asagidaki ornekten de goriilecegi gibi bir T : X — X doniisiimiiniin hicbir sabit
noktasi olmayabilir, yalniz bir sabit noktasi olabilir veya birden fazla sabit noktasi
olabilir.
Ornek 2.2.1. X = R? kiimesi gz 6niine almsin.

i. a # 0 olmak tizere,

Tx =a+x
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seklinde tanimlanan T : R? > R? oteleme doniisiimiiniin bir sabit noktast mevcut
degildir.
ii. 0 < 6 < 2migin

cosf —sin 6] [x]
y

T(xy) = [sinH cos 0

ile verilen T : R? - R? dénme doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 mevcuttur ve bu (0,0)
noktasidir.

iii. {(x,0) : x € R} kiimesinin her bir eleman1

T(x:)’) = (X', —3’)

ile tamml T : R? > R? yansima déniisiimiiniin sabit noktasidir. Baska bir deyisle, T
doniisiimiiniin sonsuz sabit noktasi mevcuttur.
T : X — X doniistiimiiniin sabit noktalar1 aslinda, X tizerindeki I birim fonksiyonu

i¢in verilen,
T-Dx)=0
denkleminin ¢ozliimleri ile aynidir. Bu halde bir denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in

standart bir yontem, buna karsilik gelen fonksiyonun sabit noktalarini aragtirmaktir.

Tamm 2.2.2. X # @ bir kiime olsun. T : X — X bir doniisiim ise,
ToT(x) = T(T(x))

ile verilen T2 doniisiimii de X — X bir doniisiimdiir ve buna T nin ikinci iterasyonu denir.

Genel olarak m adet T den elde edilen

ToTo..0T(x)=T(T(..T(x)..))

mtaneT

ifadesine T nin m. iterasyonu denir ve T™ ile gosterilir.
Tamim 2.2.3. (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir dénlisim olsun. Eger her
x,y € X igin
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d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir 4 > 0 sayis1t mevcut ise T ye bir Lipschitz doniigiim denir (Berinde,
2007).
Ayrica, Ve > 0 i¢in

£
d(x,y) <é =5

ise
d(Tx,Ty) < Ad(x,y) < ¢

olur. Yani, her T Lipschitz doniisiimii diizgiin siireklidir.
Ornek 2.2.2. X = R bir kiime ve T : X — X bir déniisiim olsun.

d(x,y) = |x—y|, Tx=>5x
seklinde tanimlansin. Bu durumda,

d(Tx,Ty) = |5x — 5y| = 5|x — y| = 5d(x, y)
bulunur. Bu halde, 4 > 5 igin T doniisiimii Lipschitz kosulunu saglar.

Tamim 2.2.4. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir Lipschitz doniisim olsun.
Eger Vx,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < Ad(x,y)
olacak sekilde 34 € (0,1) reel sayis1 varsa T ye bir daralma (contraction) dontisiimii adi
verilir. 1 ya ise daralma oran: denir (Berinde, 2007).

Geometrik anlamda bu tanim, herhangi x ve y noktalarinin goriintiileri olan Tx ve

Ty, x ile y ye nazaran birbirlerine daha yakindir seklinde yorumlanabilir.
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Sekil 1. T : X — X daralma doniistimii

Ornek 2.2.3. a > 0 1 hangi degerleri igin

f:l0,al > [0,a], f(x)=x?
fonksiyonu bir daralmadir?
Coziim x € [0,a] ise yani 0 <x <a ise 0 <x? <a olmas1 i¢cin 0 <a <1
olmalidir ve x,y € [0, a] ise
Ix+y|<|x|+|yl<a+a=2a
olur ve
If ) = fOI = 1x* —y?| = Ix — yllx + y| < 2alx — y|
bulunur. Boylece, f ancak ve ancak

If () = fWI < 2alx —y| < |x—yl

ise bir daralmadir. Bu halde a < % olmasi durumunda f fonksiyonu bir daralmadir.
Ornek 2.2.4. X =C ([0 g]) bir uzay olsun. Herhangi bir x € X fonksiyonu ve her

OStSEigin

F(x(t)) = f(x(s) + s)sinsds
0
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ile verilen F : X - X doniisiimii tanimlansin. x,y € X fonksiyonlari her 0 < t < giqin

x(t)=—t, y(t)=1—-t

ile tanimli olsun. Simdi F (x), F(y), d (x,y) Ve do (F (x),F (y)) hesaplansin ve buradan
F nin bir daralma olmadig1 sonucu gosterilsin.

Céziim Her 0 < t <~ icin

F(x(t)) = f(—s +5s)sinsds =0
0

t
S =
F(y(t))=f(1—s+s)sinsds=—cossS =1—cost
0

olur. Boylece,

do(x,y) = supﬂll —t—(-t) =1

0St$7

de(F(x),F(y)) = supﬂll —cost| =1

OStSE

bulunur. Buradan F nin bir daralma olmadigi elde edilir.
Ornek 2.2.5. x € C([0,m]) olsun. Her 0 < t < m i¢in

1
F(x(®) = Ex(t) cost + sint

seklinde tanimlanan F doniisiimiiniin bir daralma oldugu gosterilsin.

Coziim x,y € C([0,]) olsun. O zaman her 0 <t < wigin |cost| < 1 ve

[x(©) —y(©] < sup |x(s) = y(s)

0ss<m

oldugundan
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1
[F(x(0) - Fy(®)| = |5cost (x(®) - y(t))‘

1
< > |cost]|x(t) — y(t)| < dw(x,y)

olur. Bu halde,

1
doo(F(x)’F(y)) Sidoo(x)y)

elde edilir. Bu da F doéniisiimiiniin bir daralma oldugunu verir.
Tamim 2.2.5. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir Lipschitz doniistimii olsun.
Eger Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y)
ise T ye bir genislemeyen (nonexpansive) doniisiim ad1 verilir (Berinde, 2007).
Ornek 2.2.6. X = R bir uzay ve T : X - X bir doniisiim olsun.
dx,y)=Ix—yl, Tx=x+5
seklinde tanimlansin. Bu durumda,
d(Tx,Ty) =|x+5—-y—=5|=[x—y|l=d(x,y)
elde edilir. Boylece Vx,y € X i¢in
d(Tx, Ty) < d(x,y)
sart1 saglanir.
Tanim 2.2.6. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir dontisim olsun. Eger her
x,y € XVex # yicgin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye bir kesin (strict) daralma déniisiimii denir (Berinde, 2007).

Ornek 2.2.7. X = Rve T : X — X bir operatdr olmak iizere,
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d(x,y) =|x—y|, Tx =1+1In(1+ e¥)

olsun. Bu durumda,

X

<1

T =1re

olur. Ortalama deger teoreminden’

T(x)—T()

T ==

yazilabilir. Dolayisiyla

T'(c)<1
olur. Yani
T'(c) = —T(x; ~ i(y) <1

elde edilir. Buradan,

ITx) =T < |x—yl
d(Tx,Ty) < d(x,y)

bulunur. Sonug olarak T, kesin daraltan doniisiimdiir ancak daralma doniistimii degildir.
Tamm 2.2.7. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Amax{d(x,y),d(x,Tx),d(x,Ty),d(y,Tx),d(y,Ty)}

! “Ortalama deger teoremi”, Wikipedia, erisim 6 Kasim, 2022,
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ortalama_de%C4%9Fer_teoremi.
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olacak sekilde bir A € (0,1) sayis1t mevcut ise T ye bir yart (quasi) daralma doniistimii
denir (Ciri¢, 1974).
Tanmim 2.2.8. (X, d) bir tam metrik uzay, T : X - X bir donlisim olsun. Eger

Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) + Ld(y,Tx) (2)
veya

d(Tx,Ty) < A2d(x,y) +Ld(x, Ty) (3)

olacak bigimde A € (0,1) ve L = 0 reel sayilart mevcutsa T ye bir zayif (weak) daralma
doniistimii veya hemen hemen (almost) daralma déniisiimii denir (Berinde, 2004).

T doniigimiiniin zay1f daralma olup olmadigini dogrulamak igin (2) ve (3) ile
verilen kosullar kontrol edilmelidir.

Tamim 2.2.9. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir donilisiim olsun. Eger
Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) + go(d(x, Tx))

olacak bi¢imde bir A € [0,1) sabiti ve ¢(0) = 0 sartin1 saglayan monoton artan bir ¢ :
R* — R* fonksiyonu varsa T ye bir contractive-like doniisiim denir (Imoru ve Olatinwo,
2003).

Uyar 2.2.1. Yukarida verilen doniisiimler arasinda, daralma doniisiimii = kesin
daralma doniisiimii = genislemeyen doniisiim = Lipschitz doniisiimii, seklinde bir
bagint1 vardir.

Tanmim 2.2.10. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim olsun. Sabit nokta

iterasyon metodu f bir fonksiyon olmak iizere, Vn € N ve x, € X i¢in en temel formda

Xps1 = f (T, %) (4)

bagintisi ile tanimlanir (Berinde, 2007).
Bir iterasyon yontemi tanimlanirken dikkat edilmesi gereken iki temel husus vardir.

Birincisi, tanimlanacak iterasyonun mevcut iterasyon yontemlerinden daha hizli olmasi,
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ikincisi ise bu iterasyon yonteminin sade olmasidir. Asagida kronolojik siraya gore
literatiirdeki baz1 iterasyon yontemleri verilmistir.

Tamm 2.2.11. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) =Tx, = Tn(xo)

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Picard iterasyon yontemi denir (Picard, 1890).

Adi diferansiyel denklemlerin baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik
ve teklik ispatiyla gelistirilen bu iterasyon yontemi, tam metrik uzayda tanimli daralma
dontisiimlerinin sabit noktalarina yaklagimda kullanilir.

Tanmim 2.2.12. a,, < [0,1] bir reel say1 dizisi olmak tizere, (4) ifadesinde
Xn+1 = f(T' xn) =1- an)xn + a,Tx,

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Mann iterasyon yontemi denir (Mann, 1953).

Bu iterasyon yontemi, genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagiminda
kullanilmak amaciyla tanimlanmis en temel iterasyon yontemidir. Krasnosel’skii
iterasyon yonteminden daha 6nce tanimlanmis olmasina ragmen, Krasnosel’skii iterasyon
yonteminin bir genellestirilmesidir.

Tanmm 2.2.13. (4) ifadesinde

1
Xn+1 = f(T: xn) = E (xn + Txn)

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Krasnosel'skii iterasyon ydntemi denir
(Krasnosel’skii, 1955).

Bu iterasyon yontemi, Picard iterasyon yonteminin genislemeyen doniisiimlerin
sabit noktalarina yakinsamasindaki yetersizligi gidermek amaciyla tanimlanmistir.

Tamm 2.2.14. 1 € (0,1) olmak iizere, (4) ifadesinde
Xn+1 = f(T' Xp) = (1 —Dx, + ATxy,

alinarak elde edilen iterasyon metoduna genellestirilmis Krasnosel skii iterasyon yontemi

denir (Schaefer, 1957).
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Bu iterasyon yontemi, Krasnosel’skii iterasyon yonteminin genellestirilmis formu
olarak tanimlanmistir. Burada A =% almirsa Krasnosel’skii iterasyon yontemi, A = 1

alindiginda ise Picard iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.15. k > 1ve 0 <i < k i¢in

K
a;=>0, a; >0, Z“i=1
i=0

olmak tizere, (4) ifadesinde

k

Xns1 = f(T,x,) = z o; Tixn

=0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk iterasyon yontemi denir (Kirk, 1971).

Bu iterasyon yontemi, Banach uzaylarinda genislemeyen doniisiimlerin sabit
noktalarina yaklagim i¢in tanimlanmistir. Burada k = 0 alindiginda Picard iterasyon
yontemi, k = 1 alindiginda ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde
edilir.

Tamim 2.2.16. a,, 5,, < [0,1] reel say1 dizileri,

0<a,<p,<1, limp,=0, Eanﬁnzoo
n—oo
n=1

sartlarin1 saglamak tizere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T' xn) = (1 - an)xn + a Ty,
Yn = (1 - ﬁn)xn + BnTxy

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Ishikawa iterasyon yontemi denir (Ishikawa,
1974).

Bu iterasyon yontemi, Mann iterasyon yonteminin basarisiz kaldigi dontisiimlerin
sabit noktalarina yaklasim i¢in tanimlanmistir. Burada f3,, = 0 alinirsa Mann iterasyon
yontemi elde edilir.

Tanim 2.2.17. &y, Bn, ¥ € [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde
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Xn+1 = f(Tr xn) = (1 - an)xn + a, Ty,
Yn = (1 - Bn)xn + BnTZn
Zn = (1 - Vn)xn + YnTxy

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Noor iterasyon yontemi denir (Noor, 2000).

Bu iterasyon yontemi, Ishikawa iterasyon yonteminin genellestirilmesi seklinde ii¢
adimli olarak tanimlanmustir.

Tamm 2.2.18. k > 2 icin 1 <i < k — 2 ve a,, B} c [0,1] bir reel say1 dizileri

olsun. (4) ifadesinde

Xni1 = f(T,x) = (1 — ay)x, + anTyr%
Vi = (1= BL)xy + BiTyi*?
yAc—l = (1 T Tlf_l)xn + ﬁrlzc_lTxn

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Multistep iterasyon yontemi denir (Rhoades ve
Soltuz, 2004).

Bu iterasyon yontemi, birgok iterasyon yonteminin genellestirilmesi seklinde ¢ok
adimli olarak tanimlanmigtir. Burada k = 3 alindiginda Noor iterasyon yontemi, k = 2
alindiginda Ishikawa iterasyon yontemi, k = 2 ve 1 = 0 i¢in Mann iterasyon yontemi,
k =2, Bt = 0 ve a,, = 1 igin ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde
edilir.

Tanim 2.2.19. a,, 8, < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T' xn) = (1 - an)Txn + a Ty,
Yn = (1 - ﬁn)xn + BnTxy

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, S iterasyon yontemi denir (Agarwal vd., 2007).

Tanim 2.2.20. a,,, 8, < [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) = (1 - an)yn + a,Ty,
Yn = (1 - .Bn)xn + .BnTxn

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, iki adimli Mann iterasyon ydntemi denir
(Thianwan, 2009).
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Tammm 2.2.21. k ve s, k > s kosulunu saglayan tamsayilar olsun. o, ,87{ c [0,1]

dizileri
ab >0, a#0, Bl>0, B2 #0

sartlarini saglayan diziler olmak tizere, (4) ifadesinde

k

k
Xn+1 = f(T’ xn) = a?lxn + z a;'lTiyn , Z a;'l =1

i=0

=1
s s
Yn = Brgxn + z ﬁrlejxn ’ Z .3111 =1
= =0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-Ishikawa iterasyon yontemi denir
(Olatinwo, 2009).
Tanim 2.2.22. (4) ifadesinde

k

k
Xn+1 = f(T: xn) = agxn + Z ariLTixn ’ Z ariz =1

i=1 i=0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-Mann iterasyon yontemi denir (Olatinwo,
2009).
Tanim 2.2.23. a,, B, V» € [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T' xn) = (1 - an)yn + a,Ty,
Yn = (1 - ﬁn)zn + .BnTZn
Zp = (1 - Vn)xn + Y Txy

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, SP iterasyon yontemi denir (Phuengrattana ve
Suantai, 2011).
Tanim 2.2.24. a,,, B, ¥ € [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xny1 = (1= )y + an Ty
Yn = (1= B)Txy + BuTzy
Zn = (1= yp)xn + vaTxy
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alinarak elde edilen iterasyon metoduna, CR iterasyon yontemi denir (Chugh vd., 2012).

Tanm 2.2.25. af, ,8,{, vt < [0,1],

020, no#0, B =0, Buo#0, 20, ¥o#0

sartlarin1 saglayan diziler olsun. k,s ve t, k > s > t sartin1 saglayan tamsayilar olmak

lizere, (4) ifadesinde

k

xn+1_f(T xn) anxn-l'zanT Yn Za;:l:]‘

i=0

ﬁnxn'l'ZﬁnT Zn Zﬁn_l
Zn = Vr?xn +ZVrZLTlxn ’ Zyrlt =1
=1 =0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-Noor iterasyon yontemi denir (Chugh ve
Kumar, 2012).
Bu iterasyon yontemi, Kirk-Mann ve Kirk-Ishikawa iterasyon yontemlerinin

genellestirilmesi olarak tanimlanmistir.

Tamm 2.2.26. ok, B, v} < [0,1],

ab >0, al#0, BI=0, BO#0, ¥1=0, y2#0

sartlarint saglayan diziler olsun. k,s ve t, k > s > t sartin1 saglayan tamsayilar olmak

lizere, (4) ifadesinde

k

xn+1—f(T xn) anyn+zanlen' Zag:l
i=0
ﬁnzn+ZﬁnT Zﬁn=1
n :Vr(l)xn-l'zyrllTlxn' Zyrllzl
=1 =0
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alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-SP iterasyon yontemi denir (Hussain vd.,
2012).

Tamim 2.2.27. k,sve t, k > s > t sartim1 saglayan tamsayilar ve a}, ﬁ,{, vt < [0,1]
ahb=0, af#0, 120, B3#0, i =0, y #0

sartlarin1 saglayan diziler olmak tizere, (4) ifadesinde

k

k
Xni1 = f(T,x,) = agyn + z a%TiYn ) 2 a1i1 =

i i=0

=1
s s
Yn = Br?Txn + Z BTJLTjZn ’ Z ﬁrjz =1
j=1 j=0
t t
Zn =Vr(l)xn+2yrllTlxnr ZVTZL=1
=1 =0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-CR iterasyon yontemi denir (Hussain vd.,
2012).

Tanim 2.2.28. a,,, B, ¥ € [0,1] reel say1 dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T: xn) = (1 - an)Txn + a, Ty,
Yn = (1 - ﬁn)Txn + .BnTZn
Zp = (1 - Vn)xn + Y Txy

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, S* iterasyon yontemi denir (Karahan ve
Ozdemir, 2013).
Tanmm 2.2.29. a,, € (0,1), X5 @, = oo sartini saglayan reel say1 dizisi olsun. (4)

ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) =Ty,
Yn = (1 - an)xn + a,Tx,

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Picard-Mann iterasyon yontemi denir (Khan,
2013).
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Bu iterasyon yontemi Picard, Mann ve Ishikawa iterasyon metotlarindan daha gii¢lii
yakinsayan bir iterasyon metodu bulmak amaciyla tanimlanmistir.
Tamm 2.2.30. k > 2i¢in 1 < i < k — 1 ve a,, B} < [0,1] reel say1 dizileri olsun.

Ap, Yim=o Xn = o0 sartini saglamak {izere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) = (1 - an)yr} + anTyr%
vi = (1 - Byt + BLTyi*?
Vet =1 - B Dx, + i Tx,

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Multistep-SP iterasyon yontemi denir (Giirsoy,
2013).

Burada k = 3 igin SP iterasyon yontemi, k = 2 i¢in iki adimli Mann iterasyon
yontemi, k = 2 ve 1 = 0 igin Mann iterasyon yontemi, k = 2, L = 0 ve a,, = Aigin
ise genellestirilmis Krasnosel’skii iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.31.1 < p < k — 1igins; V€ Spyq, S; = S = -+ = S sartini saglayan

tamsayilar olsun. {an,il}:_o' { p } cl01], 1< p<k-1igin
= o

n,i
p+1),

Uni, 20, Ao #0, B, 20, Bro#0

lp+1

kosullarini saglayan dizilerve 1 < p < k — 1igin

Sq Sp+1

E o E P _
an,ll - 1 ) ﬁn,ip_'_l - 1

i1=0 ip+1=0

olmak tizere, (4) ifadesinde

S1

Xn+1 = f(T' Xp) = AnoXn + Z an,ilTilyr%

i1=1
Sp+1
b _ pb p i p+1
Yn = PnoXn + Z ﬁn,ipHT P Yn , 1<sp<k-2
ip+1=1
Sk
k-1 _ k-1
Vn Zﬁnlk T“x, , k=2
ix=0
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alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-Multistep iterasyon yéontemi denir (Giirsoy,
2014).

Burada k = 3 alindiginda Kirk-Noor iterasyon yontemi, k = 2 alindiginda Kirk-
Ishikawa iterasyon yontemi, k = 2 ve s, = 0 alindiginda Kirk-Mann iterasyon yontemi,
k =2,s, =0veay,; = a; i¢inise Kirk iterasyon yontemi elde edilir. Ayrica, 1 < p <

1 14

ip+1=0 Py ey = 1 bulunur.

k—1igins; =1 Ve s,y =1 almrsa ¥} o, =1ve Y
Bunlara ilave olarak 1 < p < k — 1 i¢in a3 = a, Ve B = B} segimleri ile multistep

iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.32.1 < p < k —1igins; V€ S,11, S; = Sy = -+ = Sy sartin1 saglayan

tamsayilar ve {an,il}:_o» { p }Oo c[01], 1< p<k-1igin
= =0

Mip+1),
0 P 0
Ani, =0, ap #0, ,Bn,l-pﬂ >0, g #0

sartlarint saglayan diziler ve 1 < p < k — 1 i¢in

S1 Sp+1

E E 2 p _
an,ll - 1 ) ﬁn!ip+1 - 1

i1=0 ip+1=0

olmak tizere, (4) ifadesinde

S1

Xn+1 = f(T: xn) = an,oJ’% + z an,ilTilyr%

i1=1
Sp+1
p _ pp ,,pt1 p i p+1
Yo = Prodn Z Bh TP, 1<sp<k-2
ip+1=1
Sk
k-1 _ k—1pi
yn zﬁnlka'xn) k22
ir=0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-Multistep-SP iterasyon yontemi denir
(Giirsoy, 2014).
Burada k = 3 alindiginda Kirk-SP iterasyon yontemi, k = 2 alindiginda Kirk-iki

adimli Mann iterasyon yontemi, k = 2 ve s, = 0 alindiginda Kirk-Mann iterasyon
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yontemi, k = 2, s, = 0 Ve a,; = a;, i¢in ise Kirk iterasyon yontemi elde edilir. Ayrica,

1<p<k-1igins; =1vesy; =1alnrsa Zill:() ani, =1 ve > ,85’ =1

p+1=0 Pip4q
elde edilir. Bunlaraek, 1 <p < k — ligina, = a, Ve f,, = P secimleri ile Multistep-
SP iterasyon yontemi elde edilir.

Tamm 2.2.33. s; Ve 55, s; = s, kosulunu saglayan tamsayilar ve a,ill, ,Bff c [0,1]
al >0, a#0, B2=>0, B2 %0

sartlarin1 saglayan diziler olmak tizere, (4) ifadesinde

S1 S1
= _ -0 i1 i1 _
Xn+1 = f(T’xn) - anTxn + Z anT 1yn ) Z an -
i1=1 i1=0
S2 S2
_ po iami ip _
yn_ﬁnxn'l'Z:Bnsznl Z:Bn_
i2=1 i2=0

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-S iterasyon yontemi denir (Giirsoy, 2014).

Bu iterasyon yontemi, Banach uzaylarinda daralma benzeri doniistimler i¢in, S
iterasyon yoOnteminin genellestirilmesi olarak tanimlanmistir. Burada s; = s, =1
alinirsa Y} _o @, = 1 Ve Xf _o B, = 1 elde edilir. Bunlara ek olarak a,,;, = a;, ve
Bn,i, = Bn secimleri ile S iterasyon yontemi elde edilir.

Tanmm 2.2.34. a,,, 8, < [0,1] reel say1 dizileri olmak tiizere, (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T: xn) = Tyn
Yo =0 —-—a)Tx, + a,Tz,

Zn = (1= Bp)xn + BnTxp

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Picard-S iterasyon yéntemi denir (Giirsoy,
2014).

Tanmm 2.2.35. a,,, Bn, ¥ € [0,1] reel sayi dizileri olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T' xn) = (1 - an)Tyn +a,Tz,
Yn = (1 - ﬁn)Txn + BTz,
Zn = (1 - Vn)xn + YnTxy
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alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Abbas-Nazir iterasyon yontemi denir (Abbas ve
Nazir, 2014).
Tamim 2.2.36. a,, < [0,1] olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) = (1 - an)yn + a,Ty,
Yn =Txp

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Mann-Picard iterasyon yéntemi denir (Dogan,

2016).

Tamim 2.2.37. k ve s, k > s kosunu saglayan tamsayilar ve a’,, ,8,{ c [0,1] dizileri
ab =0, a2 %0, Bl>0, B0

sartlarin1 saglayan diziler olmak tizere, (4) ifadesinde

k k

Xn+1 = f(T’ xn) = agyn + Z ariLTiyn ’ Z aril =

i=1 i=0

s s
Yn :Zﬁrjojxn' Zﬁrjl: 1
j=1 Jj=1

alinarak elde edilen iterasyon metoduna, Kirk-MP iterasyon yontemi denir (Dogan, 2016).
2017 yilinda Karakaya vd. (Karakaya vd., 2017) tarafindan tanimlanan asagidaki
yeni ii¢ adimli iterasyon algoritmasinin Picard (Picard, 1890), Mann (Mann, 1953),
Ishikawa (Ishikawa, 1974), Noor (Noor, 2000), SP (Phuengrattana ve Suantai, 2011), CR
(Chugh vd., 2012), Sahu-S (Sahu, 2011) ve Picard-S (Giirsoy ve Karakaya, 2016) gibi
birgok iterasyon algoritmasindan daha hizli oldugu gosterilmistir (Atalan, 2017).
Tanmm 2.2.38. 3, < [0,1] bir reel say1 dizisi olsun. (4) ifadesinde

Xn+1 = f(T’ xn) =Ty,
Yn = (1 - ﬁn)zn + BTz, (5)
zZ, =Tx,
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alinarak elde edilen iterasyon metoduna, yeni tic adimli iterasyon yontemi denir
(Karakaya vd., 2017).

Asagida verilen Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay tizerindeki
herhangi bir daralma doniisiimii i¢in bir sabit noktanin varligini ve tekligini garanti eder
ve onu hesaplamak i¢in bir yontem saglar (Banach, 1922).

Teorem 2.2.1. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X - X bir daralma dontisimu
olsun. Bu takdirde,

I. T nin bir ve yalniz bir x € X sabit noktas1 vardir.

ii. Herhangi bir x, € X i¢in {T™x,} iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktasina yakinsar
(yani vn € N i¢in x,, = T(x,,_) ile tamiml {x,,} iterasyon dizisi T nin bu sabit x
noktasina yakinsar).

Ispat Once sabit bir noktanin varlig: ispatlansin ve bunun i¢in x, € X baslangig

noktasi segilsin.

X0
xl = Txo
Xy = Tx1 - TZXO

— — n
Xpn =Txp_1 =T"%p (6)
iterasyon dizisi goz Oniine alinsin. m > n i¢in

d(xp, xpm) = d(T"xy, T™xg)
=d(T"xy, T"T™ ™x,)
< A"d(xo, T™ ™)
= 2"d(x0, Xm-n)
< AM{d(xg,x1) + d(xy, %) + -+ d(Xm_ne1, Xm—n)}
< d(xg,x){1+ A+ A2+ -+ A"

< ﬂ"d(xo,xl)z/lj , <Z A= 1Al < 1)
j=0 n=0

n

< d(x, x1) (7)

1-4

33



elde edilir. 0 < 1 < 1 oldugundan {x,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugu sonucuna ulasilir.
(X, d) bir tam metrik uzay oldugu i¢in 3x € X vardir 6yle ki {x,} dizisi x e yakinsar.
Simdi x elemaninin T nin bir sabit noktast oldugu gosterilsin.

d(Tx,x) < d(Tx,T"xy) + d(T™xy, x) < Ad(x, x,,_1) + d(x,,, x)
oldugundan ve {x,} dizisi x e yakinsadigindan

d(Tx,x) =0

elde edilir ve buradan

sonucuna ulagilir (veya x in T nin bir sabit noktasi oldugu, T nin siirekliliginden ve
Tx=T (lim xn) = lim T(x,) = lim x,,,; = x
n—oo n—oo n—-oo

esitliginden elde edilir). Simdi T nin sabit noktasinin tek (bir tane) oldugu gosterilsin.

Herhangi bir y € X i¢in

Ty=y
olsun. Bu durumda,

d(x,y) =d(Tx,Ty) < Ad(x,y)
olup, 0 < 4 < 1 oldugundan

d(x,y) =0

bulunur ki bu
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oldugunu verir.

Teorem 2.2.1, (1) esitligi igin sadece bir ¢6ziimiin varligindan bahsetmez; ayrica
¢Ozlimiin bulunmasi i¢in pratik bir metodu da verir. Yani, iterasyonlarla (6) esitliginin
hesaplanmasini saglar. Ispatin iginde gosterildigi gibi (6) ile verilen iterasyon, (1) ile

verilen ¢6ziime yakinsar. (7) esitsizliginden

n
d(xp, x) <

——d (o, 1) ®)

elde edilir ve bu sabit noktaya bir yaklasim olarak n. iterasyonun secimindeki hatay1
hesaplamada kullanilabilir. Bununla birlikte bu ¢ok zahmetli bir islem olabilir. Ciinkii
iterasyon i¢in baglangi¢c noktasinin se¢imi bir iterasyon dizisi tiretebilir dyle ki bu dizi

yakinsamak i¢in ¢ok yavas olabilir. (8) esitsizliginde n = 1 durumu diisiiniiliirse,
A
d(xy, %) < 77— d(x0,x1)

elde edilir. Iterasyonu x,_; den baslatarak yani x, yerine x,,_; ve x; yerine x, alarak

hatanin daha iyi bir hesab1

At 2) < T dConms,3) ©

ile verilir.
Teorem 2.2.1 in hipotezindeki A < 1 kosulu A4 < 1 olacak bigimde esnetilemez. Bu
asagidaki ornekten gortilebilir.

Ornek 2.2.8. T : R - R bir doniisiim ve R iizerinde standart metrik kullanilarak,
L T(x)=x+1
ile taniml1 doniisiim ele alinsin. Bu halde,
IT) — T < |x -yl (10)

olur. Burada A = 1 oldugundan T bir daralma degildir ve bir sabit noktaya sahip degildir.
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x
1+]|x|

i.T(x) =x+1-

ile taniml1 doniisiim diistiniilsiin. O zaman,
IT'"()l=1-1+[xD?<1

olur ve bu nedenle her x < y igin
y

y y
WOO—T&N=.fT&MtSfﬂ%ﬂmt<fdh=w—ﬂ

X

bulunur. Bu halde herhangi x, y i¢in kesin bir esitsizlik olan

d(T(x), T()) < d(x,y)

saglanir. Bununla birlikte 4 = 1 oldugundan T nin daralma olmadig1 ve herhangi bir sabit

noktaya sahip olmadigi kolayca goriiliir.
. T(x) = x

ile taniml1 fonksiyon doniisiim goz 6niine alinsin. Bu durumda (10) esitsizligi saglanir.
Vx € R noktas1 T nin birer sabit noktasidir. Bu halde, sabit nokta tek degildir (birden
fazladir).

Asagidaki 6rneklerde C([0,1]) tizerindeki sup metrigi ve R {izerindeki mutlak
deger metrigi goz oniline alinmustir.

Ornek 2.2.9.

T(f®) = [ - 0f©de, x€lo1], f e coi)
0

ile tamml T : C([0,1]) — €([0,1]) nin bir daralma doniisiim oldugu gésterilsin ve T nin

sabit noktast bulunsun.
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Coziim u,v € C([0,1]) ve x € [0,1] olsun. Bu halde,

IT(w)(x) —TWw)(x)| = f(x —tu(t)dt — ](x —t)v(t)dt

_ f (x — O)(u(t) — v(©))dt

< flx — t]lu(t) — v(t)|dt

< flx — tldo W, v)dt, (Ju®) —v(O)| < dow,v))
0

X

= f(x —t)do (u, v)dt
0
1

A t=x
= |- 60| 5| detew)
1
=§x2dw(u,v), (0<x<1)
<1d (u,v)
—2 (00 )

bulunur. Boylece %doo(u, V) sayisi

{ITW)(x) =TW)() = x € [0,1]}

kiimesi i¢in bir {ist sinirdir ve bu nedenle

1
sup{IT(W)(x) = TW)() : x € [0.1]} < 5 deo (w, V)
1
deo (T(W), T(V)) < 5 Ao (u,v)
olur. Buradan T nin bir daralma doniisiimii oldugu elde edilir. Kolayca u(x) =0 m T
nin bir sabit noktas1 oldugu goriiliir ve sabit nokta teoreminden (d, , sup metrigine gore

C([0,1]) tam oldugundan) bu nokta T nin tek bir tane olan sabit noktasidir.
Ornek 2.2.10. f € C([0, ]) fonksiyonu ve Vx € [0, 7] i¢in
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T(f(x)) = %f(x) cosx + sinx

doniisiimii tanimlansin. T nin bir daralma oldugu gosterilsin. Neden T nin yalniz bir tane
sabit noktas1 oldugu agiklanip, bu sabit nokta bulunsun.

Coziim f, g € C([0,m]) olsun. Bu durumda Vx € [0, 7] i¢in |cos x| < 1 ve

If (x) — g(x)| < sup |If(y) — g)|

Osys<m

oldugundan

1
7(£G)) = T(g())| = |5 cosx [£(x) — 9o

1 1
< Elcosxllf(x) —gx)| < Edoo(f'g)

olur. Boylece

4T, T(@)) < 3du(f,9)

olur. Bu T nin bir daralma oldugunu verir. (C[0, 7], d, ) metrik uzay1 tam oldugundan ve

sabit nokta teoreminden T tek bir sabit noktaya sahiptir. Bu nokta Vx € [0, ] igin

sin x 2sinx

1
f(xX)=T(f(x)) ==f(x)cosx + sinx = =
( ) 2 1—%cosx 2 —cosx

esitligini saglar. Bu nedenle sabit nokta,

2sinx

fe) =3

— COS X

fonksiyonudur.
Uyan 2.2.2. Ozellikle Banach sabit nokta teoremi uygulanmak istendigi

durumlarda, T doniisiimii bir (X, d) tam metrik uzaymin tamami iizerinde bir daralma
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olmayabilir fakat sadece X in bir Y alt kiimesi tizerinde daralma olabilir. Eger Y alt kiimesi
kapali ise tamdir. Bu nedenle, eger T :Y — Y ise Banach sabit nokta teoremi
uygulanabilir. Bir T doniisimii daralma olmayabilir fakat T nin m. iterasyonu yani T™
bir daralma olabilir.
Simdi, Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesi verilsin.
Lemma 2.2.1. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X olsun. 3m € N i¢in T™ bir
daralma doniistimii ise,
I. T yalniz ve yalniz bir x sabit noktasina sahiptir.
ii. Herhangi bir x, € X verildiginde, ardisik olarak Vn € N i¢in x,, = T(x,_,) ile
tanimli {x,,} iterasyon dizisi, T nin bu sabit x noktasina yakinsar.
Ispat

I. T™ bir daralma doniisiimii oldugundan Vx,y € X icin

d(T™x,T™y) < 2d(x,y)

olacak bi¢imde bir 0 < A < 1 vardir. Banach sabit nokta teoreminden T™ bir tek sabit

noktaya sahiptir. Bu sabit noktaya x densin. Bu halde,

TMx = x

oldugundan

d(Tx,x) = d(T™x, T™x) < Ad(Tx, x)

elde edilir. Bu nedenle

d(Tx,x) =0

Tx =x

bulunur. Yani x, T nin bir sabit noktasidir. Ayrica T nin her sabit noktas1 7™ nin bir sabit
noktasidir. Cilinkii

Tz=z=>TMz=T"1(Tz) =T™ 1z =T""2(Tz2)

=TM 2z =T"3Tz) = =Tz=12
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elde edilir. Sonug olarak, T™ yalniz bir tane sabit noktaya sahip oldugundan T' doniistimii

de bir ve tek sabit noktaya sahiptir.
. xg, x;1 =T(xg), x, =T(xq1), ...
ifadesinin x e yakinsadigini géstermek i¢in T™, g olarak yeniden adlandirilsin, ilk olarak
Xm =T(m—1) = T(T (xp—2) = -+ = T™(x0) = g(x0)
oldugu gozlemlenir. Benzer olarak,
Xmi1 =T () = T(T(Xpp—q) = - =T™(x1) = g(x1)
ve boyle devam ederek,
Xmaz =TT (x2) = g(x2)
vb. elde edilir. Bu nedenle x;, x,, x5, ... dizisi,
Xo, X1, X, X3, wv0) X1, (%), 9 (1), g (x2), v, 9 m-1), 9 (9 (x0)), 9 (9 (1)), -

dizisi olarak yeniden yazilabilir. Bu aslinda,

X0, 9(x0), g(g(xo)),
x1,9(x1), 9(g(x1)), .

Xm—1, g(xm—l)' g(g(xm—l))'

olan m dizinin bir kombinasyonudur. Bunlarin her biri X in bir noktasindan baglanarak
ve g daralmasi ile iterasyonla elde edilir. Boyle her dizinin g nin bir tek sabit noktasi
olan x e yakinsadigi biliniyor. Bu nedenle m dizinin her biri x e yakinsar ve boylece bir

araya getirilen

xOJ xl; xZJ ey xm—ll g(xO)’ b

40



dizisi x e yakinsar.

Banach sabit nokta teoreminde kullanilan doniisiimiin daralma olma kosulu, sabit
noktanin her zaman tek ve kesin bir hesaplama ile elde edilebilir olmasina biiyiik fayda
saglamis olmasma ragmen teoremin uygulama bolimlerine ©Onemli zorluklar
getirmektedir. Bu nedenle birgok bilim insani, Banach’in sabit nokta teoreminde ya
uzayin yapisini genellestirerek ya da farkli iterasyon yontemleri veya farkli doniisiim
smiflar1 kullanarak, bu teoremin bir¢cok genellestirilmis versiyonunu elde etmislerdir.
Ayrica, T doniisiimiiniin siirekliligini gerektirmeyen farkli daralma doniisiimleri i¢in pek
¢ok sabit nokta teoremi ortaya konmustur (Berinde, 2004; Agarwal vd., 2009; Chugh ve
Kumar, 2012; Atalan, 2017).

Teorem 2.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

Vx,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ald(x,Tx) + d(y,Ty)]

olacak sekilde 31 € [O, %) say1st mevcut ise, T bir Picard operatoriidiir (Kannan, 1968).

Teorem 2.2.3. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

Vx,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ald(x,Ty) + d(y,Tx)]

olacak sekilde 31 € [O, %) sayist mevcut ise, T bir Picard operatoriidiir (Chatterjea, 1972).

Teorem 2.2.4. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

Vx,y € X igin
. d(Tx, Ty) < Ad(x,y)

ii. d(Tx,Ty) < al[d(x,Tx) + d(y,Ty)]
iii. d(Tx,Ty) < bld(x,Ty) + d(y, Tx)]

kosullarindan en az birisinin dogru olacagi bicimde A € [0,1) ve a,b € (0,%) sartlarini

saglayan /4, a, b reel sayilart mevcut ise T bir Picard operatoriidiir (Zamfirecu, 1972).
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Berinde’nin (Berinde, 2004) ¢alismasinda ortaya koydugu asagidaki teorem, (2) ile
verilen daralma kosuluna oldukga benzer ek bir daralma kosulu ile zayif daralmanin sabit
noktasinin tekligini miimkiin kilmistir.

Teorem 2.2.5. X bir tam metrik uzay ve T : X - X doniisimii asagidaki sarti

saglayan bir zayif daralma olsun. Vx,y € X icin
d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(x,Tx) (11

olacak sekilde 8 € (0,1) sabiti ve L; = 0 mevcut olsun. Bu durumda,
i. T bir tek sabit noktaya sahiptir.
ii. Herhangi bir x, € X i¢in Picard iterasyonundan elde edilen dizi bu sabit noktaya
yakinsar.

(5) ile verilen yeni ii¢ adimli iterasyon yontemi ve (11) ile verilen zayif daralma
kosulu kullanilarak asagidaki sabit nokta teoremi ispatlanmistir.

Teorem 2.2.6. X kiimesi bir Banach uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi olmak tizere T : X — X bir zayif daralma doniisimii olsun. {x,}n- , (5) ile
verilen iterasyondan elde edilen bir dizi ve {B,,}n=o € [0,1] olmak {izere Y;7—; B = ©
sarti saglansm. Bu durumda {x,},-, dizisi T operatoriiniin teklikle belirli olan sabit

noktasina yakinsar (Atalan, 2017).

2.3. Integral Denklemler ile lgili Baz1 Temel Kavramlar
Integral denklemler, x(t) bilinmeyen fonksiyonunun integral isareti altinda
bulundugu denklemlerdir. g(t) ve h(t) integrasyon limitleri, A sabit bir parametre olmak

tizere, integral denklemlerin en genel sekli

h(t)

x()=ft)+ 21 J k(t,s)x(s)ds
g(®)

ile verilir (Koklii, 2018). Burada k(t,s), t ve s degiskenlerine bagli ¢ekirdek adi verilen
bilinen bir fonksiyondur. integral denklemler birgok baslik altinda siniflandirilirlar. Bu
denklemleri siniflandirmak igin 6ncelikle denklemin integrasyon limitleri, lineerligi,

homojenligi ve tipi incelenir.

42



Tamm 2.3.1. Integrasyon limitlerinin en az biri degisken olan integral denkleme
Volterra integral denklem, her ikisi de sabit olan integral denkleme de Fredholm integral
denklem denir (Koklii, 2018).

Ornek 2.3.1. t, s € [0,1] olmak iizere,

x(t) = f(t) +Af et=Sx(s)ds
0

bir Volterra integral denklem iken,

x(t)—f(t)+/1f1+ 2(s)

ise bir Fredholm integral denklemdir.

Tanmim 2.3.2. Bir integral denklemde integral isareti altinda yer alan x(t)
fonksiyonun kuvveti, 1 ise yani x(t) lineerse bu denkleme lineer integral denklem, birden
biiyiikse veya x(t) lineer degilse bu denkleme de lineer olmayan integral denklem denir
(Kokli, 2018).

Ornek 2.3.2. t,s € [—1,1] olmak iizere,

1

(t)—5t+1jt (s)d
X —6 > sx(s)das
0

bir lineer Fredholm integral denklem iken,

1

(t)—1+1J Y4
e = 3 ) 1+ x2%(s) s
-1

ise bir lineer olmayan Fredholm integral denklemdir.

Tamim 2.3.3. Bir integral denklemde f(x) = 0 ise bu denkleme homojen integral
denklem, f(x) # 0 ise bu denkleme de homojen olmayan integral denklem denir (Kokli,
2018).

Ornek 2.3.3. t, s € [0,1] olmak iizere,
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1

x(t) =J.tsx(s)ds

0

bir homojen Fredholm integral denklem iken,

1

x(t) =t +f tsx(s)ds

0

ise bir homojen olmayan Fredholm integral denklemdir.

Tamim 2.3.4. Bir integral denklemde x(t) bilinmeyen fonksiyonu, yalnizca
integral isareti altinda yer aliyorsa bu tip denkleme birinci tip integral denklem, hem
integral isareti altinda hem disinda yer aliyorsa bu tip denkleme de ikinci tip integral

denklem denir. y(t) bilinen bir fonksiyon olmak tizere,

h(t)

y®x(t) =f()+1 f k(t,s)x(s)ds

g(®)

seklindeki denklemlere ise iiciincii tip integral denklem denir. Birinci tip ve ikinci tip
integral denklemler, ti¢iincii tip denklemlerin birer 6zel halidir (Koklii, 2018).
Ornek 2.3.4. t, s € [0,1] olmak iizere,

1
e t=2t3-1 +J t?sx(s)ds
0

bir birinci tip Fredholm integral denklem iken,

1

x(t) =t +f tsx(s)ds

0

ise bir ikinci tip Fredholm integral denklemdir.
Simdi, ikinci tip lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin

¢Oziimlerinin varlik ve teklik sartlarini ifade eden teoremler verilsin.
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Lemma 2.3.1. f(t), [a, b] lizerinde bir siirekli fonksiyon ve x(t), [a, b] lizerinde
¢ozlimii istenen bir fonksiyon olsun. k(t,s), D = {(t,s) : (t,s) € [a, b]} bolgesinde bir

stirekli fonksiyon ve A bir parametre olmak tizere

b
x(t) =f() + Af k(t,s)x(s)ds (12)

bigiminde ikinci tip homojen olmayan lineer Fredholm integral denklem tanimlansin. k,

siirh ve D tizerinde siirekli oldugundan V(t,s) € D i¢in

ast,s<

b
M= maxbjlk(t,s)lds (13)
a

olacak sekilde bir M vardir (Musayev ve Alp, 2000).
Teorem 2.3.1. f(t) € C([a, b]) olmak iizere

b
Tx,.1(t) = f(t) + /1[ k(t,s)x,(s)ds

ile tanimhi T : (C[a, b], ||I'll) = (Cla, b], ||I|ls) operatoérii goz oniine alnsin. (13)
esitligindeki M igin

ITx1 = Txzlle0 < 1AIMIx1 — x2]l0

oldugundan, eger @ = |A|M < 1 ise T bir daralma doniistimiidiir. Bu durumda (11) ile
verilen integral denklemin ¢6ziimii T operatoriiniin sabit noktasidir ve @ = [1|M < 1
oldugunda Banach sabit nokta teoreminden C([a, b]) i¢inde bir tek sabit nokta vardir
sonucuna ulasilir. Coziim ise [a, b] tizerinde bir x, baslangi¢ noktasi ile baglayan Vn € N

i¢cin
b
Xnsn () = F(O) + A f k(t, $)xn(s)ds
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iterasyonunun limitidir (Musayev ve Alp, 2000).
Teorem 2.3.2. k(t,s,x), D ={(t,s,x) ER3:(t,s) €[a,b], —oo <x < o}
bolgesi tizerinde tanimli bir fonksiyon ve x(t) ¢éziimii istenen bir fonksiyon olsun. A

herhangi bir sayisal parametre olmak {izere,

b
x(t) = Af k(t, s,x(s))ds (14)

a

seklinde ikinci tip lineer olmayan homojen Fredholm integral denklem tanimlansin. Ote

yandan,

b
Tx(t) = /1] k(t,s,x(s))ds

seklinde tanimlanan T : (C[a, b], ||I"|l) = (Cla, b], |I*]|) operatérii géz oniine alinsin.

V(t,s,x1), (t,s,x,) € D, = {(t,5,x) €ER®: (t,5) € [a,b], |x| <r, r>0}i¢in

_ 1 r 4
Am = min {L(b ' —a) + Lo} » Lo = max, Ua Ik(,s,0)lds }
olmak iizere k(t,s,x),D = {(t,s,x) € R®: (t,s) € [a,b], — o0 < x < o} bdlgesinde

surekli ve
|k(t,S,x1) - k(t,S,x2)| S lel - x2|

olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa |A| < A, oldugunda C([a,b]) uzayinda (14)

denkleminin yalniz bir x*(t) ¢6ziimii vardir.

b
x,(t) = /'lf k(t, S, xn_l(s))ds , n=12,..
a

seklinde tamimlanan (x,(t)) dizisi, herhangi bir x, € C([a, b], Ixllw) 3 llx|les < T

noktasi i¢in x*(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Musayev ve Alp, 2000).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Karakaya vd. (Karakaya vd., 2017) tarafindan tanimlanan yeni iig
adimli iterasyon yontemi kullanilarak, alt basliklar halinde lineer ve lineer olmayan
Fredholm integral denklemlerin yakinsakligi ve veri baglilig arastirilmistir. S6z konusu
arastirma i¢in elde edilen sonuglar sunulmus ve bu sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Asagida teoremlerin ispatinda kullanilacak olan, literatiirde yer alan bazi tanim ve
lemmalar verilmistir.

Tanmmm 3.1. T, S : X — X iki operator olsun. Vx € X ve € > 0 igin
ITx — Sx|| < ¢

ise S ye T nin bir yaklasim operatérii denir (Soltuz ve Grosan, 2008).

Lemma 3.1. {a, }5—o Ve {bn}n=o negatif olmayan iki dizi olmak iizere,

Aptq < (1 - .un)an + bn

esitsizligi saglansin. Eger n > n; igin
tn €(0,1), z.un =™
n=0

ven — oo igin Z—" - 0 saglanirsa lim a,, = 0 olur (Weng, 1991).
n n—-oo

Lemma 3.2. {a, }n=, negatif olmayan bir dizi ve vn € N i¢in,

un € (0,1), Z#n=°°, Yn=0

n=0

olsun. vn = ny igin

Aptq < (1 - .un)an + UnVn

esitsizliginin saglanacagi sekilde bir n, sayist mevcut olsun. Bu durumda



0 < lim supa, < lim supy, (15)
n—oo n—->oo

esitsizligi saglanir (Soltuz ve Grosan, 2008).
Bu tez calismasimnin bulgular ve tartismalar boliimiinde yer alan 3.1 ve 3.2

kisimlarinda kisalik adina C([a, b], ||*||) uzay1 C([a, b], ||*||) seklinde kullanilacaktir.

3.1. Lineer Fredholm integral Denklemler

Lineer Fredholm integral denklemler igin yakinsaklik ve veri baglihigi
incelemelerinde kullanilmak iizere, asagidaki iterasyon algoritmasi tanimlansin:

(12) ile verilen integral denklem kullanilarak, (5) ile verilen iterasyon algoritmasi

T : C([a, b]) = C([a, b]) operatorii ile yeniden insa edilirse,

b
Xnsa(6) = £(E) + 2 ] k(t, $)yn(s)ds

~~

b
V() = (1 = Bn)zn(t) + By [f(t) + lj k(t, S)Zn(S)dSl (16)

b
z,(t) = f(t) + Af k(t,s)x,(s)ds

elde edilir.

Teorem 3.1.1. T : (C[a, b], |I:]l) = (C[a,b], ||]]) bir operator ve {B,}me0o < [0,1]
belirli sartlar1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda, (11) ile verilen integral denklem bir
tek x* € C([a, b]) ¢6ziimiine sahiptir ve (5) ile verilen iterasyon algoritmasindan elde
edilen {x,, }o-, dizisi bu ¢6ziime yakinsar.

Ispat T : (C[a, b],|I-I) = (Cl[a, b, ||| operatorii ile insa edilen ve (5) ile verilen
iterasyon algoritmasindan elde edilen {x,, };- dizisi g6z 6niine alinsin. n — oo iken x,, -
x* oldugu gosterilecektir. (5) esitligi, (12) esitligi ve Teorem 2.3.1 in sartlari

kullanilarak,

1Xn+1(8) = x7 (O = [Ty (t) = Tx"(0)]

b b
= ‘f(t) + /'lf k(t,s)y,(s)ds — f(t) — /1] k(t,s)x*(s)ds

b
=11 |[ k9 Gt — 2 @)
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b
< 1| f 1t )11y () — x°(s)lds

< [AIM|ly, — x|
= ally, — x|
elde edilir. Buradan,
|xp+1(8) —x* (O < ally, —x*|| (17)

bulunur. Benzer sekilde, gerekli hesaplamalar yapilarak,

”yn - x*” = ”(1 - ﬁn)Zn + BnTZn - Tx*”
= ”Zn —-x"+ ﬁn(TZn _ Zn)”
< |z, — x*|| (18)

ve

1z = x*|| = [ITx, — Tx"||

< |AIM]lxn, — x|
= allxn, — x7l (19)

b b
ft) +Af k(t,s)x,(s)ds — f(t) —Af k(t,s)x*(s)ds

elde edilir. (19) esitsizligi (18) esitsizliginde yazilirsa,

lyn — 2"l < allx, — x| (20)

olur. (20) esitsizligi (17) esitsizliginde yazilirsa,

llxn41(8) = 2" (O < a?[lxn, — x|l (21)

bulunur. (21) esitsizligine tiimevarim uygulanarak,

llxn41(8) = 2" (O < a?[lx, — x|l

< a*llg—q — X7l
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1241 () = x* (O]l < @> ™V |[x0 — x| (22)
elde edilir. Boylece, (22) esitsizligine n — oo i¢in limit uygulanirsa,
lim [lx,(6) = x° (@) = 0

bulunur ve ispat tamamlanur.
Simdi, (12) ile verilen integral denklemin ¢oziimiiniin veri bagliligi (5) ile verilen

iterasyon algoritmasi kullanilarak incelensin. Bunun igin,

b
u(t) =g+ Alf h(t,s)u(s)ds (23)

integral denklemi tanimlansm. Ote yandan, S : (C[a, b], ||-]]) = (C[a, b], ||:]|) operatérii

ile tanimlanan

b
S(u(®) =g + Alf h(t,s)u(s)ds (24)

a

integral denklemi goz 6niine alinsin. Burada g(t), [a, b] tizerinde stirekli; u(t), [a, b]
tizerinde ¢6ziimii istenen; h(t,s), D = {(t,s) : (t,s) € [a, b]} bolgesi lizerinde siirekli
olarak verilen birer fonksiyonlar ve A, bir parametredir.

(5) ile verilen iterasyon algoritmasi S(24) operatorii ile yeniden insa edilirse,

b
uﬂao=m0+hjh@®%@ws

"

b
vn(t) = (1 = Br)wn(t) + By lg(t) + /hJ h(t, S)Wn(S)dSl (25)

b
wy(t) = g(t) + )llf h(t,s)u,(s)ds

iterasyon algoritmasi yazilabilir.
Teorem 3.1.2. {Bn}mo < [0,1] dizisi Vn € N igin B, 2% sartin1 saglasm. (16)

esitliginden elde edilen {x,}m-, ve (25) esitliginden elde edilen {u,},-, dizileri goz
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Ontine alinsin. (12) ve (23) ile verilen integral denklemlerinin ¢6ziimleri, Teorem 3.1.1
in kosullariyla sirasiyla x* ve u* olsun.
i) V(t,s) € [a, b] igin

b
f Ik(t,s) — h(t,)llds <N, [If(6s) — g9l < &

olacak sekilde N ve &, sabitleri mevcut olsun.

i) Vn € N igin

&2

N < )
lunll + llvnll + [lwnll

Gllunll, [l llwy |l # 0)

olacak sekilde bir €, sabiti mevcut bulunsun.

Ao = max{|1], |1, |} olmak tizere, eger n - oo iken x, = x* ve u,, —» u” ise,

5¢; + 24p¢;
e —wll < = (26)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat Teoremin hipotezleri ile,

b b
1%n+1 = Upsall = Hf(t) + /1] k(t,s)yn(s)ds — g(t) — /hj h(t, s)vy(s)ds

b —
<1IF@®) — gl + || f (622 (5) = (G 0 () )dsH

+k(t,s)v,(s) — h(t,s)v,(s)

b
1k, ) llyn(s) — va(s)llds
SNfF@O—-g®OI+ 2| ",
t f a1k CE,s) — h(t, $)llds

a

< & + M|y, — vnll + Nilvn D (27)

elde edilir. Benzer sekilde,
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b
£(6) + 2 f k(t, 5)2, (s)ds
”yn - Un” < (1 - .Bn)”Zn - Wn” + .Bn “ b
~9® ~ 4 [ (e wa)ds

< (A =Bllzn = wull + Bullf (&) — g (O]

b b
+ Bn Af k(t,s)zn(s)ds—/llj h(t,s)wy(s)ds

a

k(t,5)zn(s)
_h(t’ S)Wn(S)
I

b
< (1= B)llzn = wall + B + Bulo f |as 8

bulunur. Buradan,

b
I = f |k (t,s)z,(s) — k(t,s)w,(s) + k(t,s)w,(s) — h(t, s)w,(s)||ds

b b
< f ke (t, )|z (s) = wa(s)llds +J Iwn (Il (2, s) = h(t,s)llds

< M|z, — wyll + Nllwyll (29)
olur. (29) esitsizligi, (28) esitsizliginde yazilirsa,
”yn - Un” < (1 - ﬁn)”zn - Wn” + ﬁngl + ﬁn/lo(M”Zn - Wn” + N”Wn”)
= 1zn = wall(1 = Bn + BudoM) + Bnér + BnAoNlIwnll

< Nlzn = wall(X = By + BpdoM) + Brer + BadoN|lwy| (30)

elde edilir. Daha sonra,

b b
f() + Af k(t,s)x,(s)ds — g(t) — Alf h(t, s)u,(s)ds

”Zn - Wn” = ‘

b
f k(t,s)x,(s) — h(t,s)u,(s)ds

<f@® =gl + 4

k(t, s)xn(s) — k(t, s)up(s)
+k(t,s)u,(s) — h(t,s)u,(s)

b
Sel+lof ||ds
a

b
f 1k (e, )12 () — n(s)llds

a
<&+ b

t f i (IIKCE s) — At s)llds
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=& + )LO(Mllxn - un” + N”un”)
= &1 + AoMllxp — upll + Ao N|uyl
< & + AoMllxn, — upll + 20N ||yl BD

bulunur. Asagidaki hipotezler kullanilarak,

« MM < 1

o [4IM <1

e 1o = max{|A|, ||}
o oM < 1

1
‘ESBnS].

'1_anﬁn
o fulgM < 1
’Lzl_ﬁn+BnAOM:1_(ﬁn_ﬁn/10M)<1

(31) esitsizligi, (30) esitsizliginde yazilirsa

lyn — vnll < L&y + AoMllxn — unll + AoNllunll) + Brer + BudoNlIwy ||
< L(&y + llxn — unll + AoNllunll) + Bner + BndoNliwy ||
< Ley + Lllxn — unll + LANllup |l + Bner + BaAoNllwyll
< Llixn — upll + &1 + Bngr + AN ([lunl + llwy|D) (32)

elde edilir. (32) esitsizligi (27) esitsizliginde yazilirsa,

L”xn - un” +é& + .Bngl
+2AoN (llunll + llwy )

[ ML”xn - un” + Mg + M.Bnel ]
[H+MAN ([[ug |l + llwnll) + Nfv|

-ML”xn - un” + Mey + M,Bngl
L +N(llunll + llwg D) + Nllvy |l

< & + A ML||xp, — upll + AoMe; + AgM By
+ AoN (lunll + llwnll + llvn 1)
< Lllxn — unll + 2&; + Bney + AN llunll + [lwnll + llvn D)
< [1 = (Bn = BudoM)]llxn — unll + 281 + Brey
+ AoN (lunll + llwnll + llvn 1) (33)

st — tnsll < &1 + A0 M + N||vn||}
<&+ 4

Sgl‘l'lo
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€2

bulunur. N <
[[upll+llvall+wnll

hipotezi kullanilarak (33) esitsizliginden,

Ixn+1 — Unsill < [1 = (B — BnAoM)]llxy — upll + Brer + 261 + Ape; (34)

elde edilir. ;M < 1 hipotezi kullanilarak (34) esitsizliginden,

||xn+1 - un+1” < [1 - (ﬁn - Bn/loM)]”xn - un” + ﬁngl + 4,87181 + 2/10ﬁn‘92
< [1=Bn(1 = 2oM)]l[xp — upll + Brn(5&1 + 220¢5)
<

[1 - .Bn(l - AOM)]”xn - un”

5¢; + 21,¢,
+ Bn(1 _AOM)W (35)

bulunur. (35) esitsizligi goz Oniine alinarak,

5¢; + 244
an = X —unll, pn=PF(1=24M) € (01), v = 11—/1]\(;[22
0

olsun. vn € N i¢in B, 2% olmasi, Yy fn = o olmasini gerektirir. Dolayisiyla,

Ym—o Un = o0 olur. Boylece, (35) esitsizligi Lemma 3.2 nin sartlarin1 saglar. Buradan,

) ) ) 5¢1 + 2Ap¢;
0 < limsup||x,, — u,|| < limsupy,, = limsup————
n—-oo n—oo n—oo 1 - AoM

elde edilir. n - oo iken x, - x* ve u,, = u” oldugundan

*

l|x* —

bulunur.
Ornek 3.1.1. D = {(¢t,s) : (t,s) € [0,1]} bolgesinde verilen

k(t,s) =ts

stirekli bir fonksiyon olmak iizere,
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1

x(t) =t +f tsx(s)ds

0

integral denklemi g6z 6niine alinsin. V(t,s) € [0,1] igin

1 t 1
M = max |ts|ds = max = = =
ost,s<1 ), ost<s12 2

olur. Buna gore |A] = 1 oldugundan,
1
a = |/1|M = E <1

ve s6z konusu denklemin [0,1] {izerinde siirekli bir tek x* ¢oziimii vardir.
Simdi, T : (C[0,1], [I-]) = (C[0,1], [|-]I) olmak iizere,

1

Tx(t) =t+ f tsx(s)ds
0

operatorii ile

1

Xnsn(6) = Tyn(t) = £ + j tsyn(s)ds
0

Ya(t) = (1 = Bn)zn(t) + BTz, (1)

1

=1 =Bz, )+ B, | t + f tsz,(s)ds
0

z,(t) =Tx,(t) =t + f tsx,(s)ds

0

algoritmasi tanimlansin. Ote yandan, D bdlgesinde verilen
h(t,s) =1
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stirekli bir fonksiyon olmak iizere,

1

u(t) =t+ %f u(s)ds
0

integral denklemi goz oniine alinsin. V(t,s) € [0,1] i¢in

0<t,s<1

1
M, = maxfdszl
0

olur. Buna gore |A;| = %oldugundan

1
a; = |A1|M; :§< 1

ve s6z konusu denklemin [0,1] {izerinde siirekli bir tek u* ¢oziimii vardir.

Simdi, S : (C[0,1], [-]) = (C[0,1], [I-]I) olmak iizere,

1

1
Su(t) =t+ Ef u(s)ds

0
operatori ile

1

1
tea (8) = Sun(0) = £+ f on(s)ds
0

vn(t) =(1- ﬁn)Wn(t) + ﬁnSWn(t)

1

1
= (1= B + | £+ [ wn(s)ds
0

1
wy(t) = Su,(t) =t +Efun(s)ds
0

algoritmasi tanimlansin. Bu durumda,
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1
Ao = max{|A], |14} = max{l,z} =1

olur. v(t,s) € [0,1] i¢in

1 1

1
J.Ilk(t,s) — h(t,s)||ds = fllts —1||ds < 5= N
0 0

If(&s) =gt )l =t-tll=0<¢g

1

olacak sekilde N, & ve &, sabitleri mevcut bulunsun. Boylece Teorem 3.1.2 nin tiim

kosullar1 saglanir. Bu sabitler (26) esitsizliginde yerlerine yazilirsa,

1
5£1+21052<5X0+2X1X7

|x* —u*|| < <2

elde edilir. Gergekten de x* = %t veu  =t+ % bulunur. Buradan,
b= s e o= o < ] < [l <2
S ) 2= 121 =120 =
saglanir.
3.2. Lineer Olmayan Fredholm integral Denklemler
Lineer olmayan Fredholm integral denklemler i¢in yakinsaklik ve veri baglilig
incelemelerinde kullanilmak tizere, asagidaki iterasyon algoritmasi tanimlansin:

(14) ile verilen integral denklem kullanilarak, (5) ile verilen iterasyon algoritmasi

T : (Cla,b], |I‘ll) = (Cla, b], ||-]|) operatorii ile yeniden insa edilirse,
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b
X1 (t) = AJ. k(t, S, yn(s))ds

g

b
Ya(t) = (1 = Bn)z(t) + Br l/’t f k(t,s, Zn(s))dsl

a

(36)

b
z,(t) = /’lf k(t, s,xn(s))ds

elde edilir.

Teorem 3.2.1. T : (Cla, b}, ||-]) = (C[a, b], ||:]l) bir operator ve {B,}n=0o < [0,1]
belirli sartlar1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda (14) ile verilen integral denklem, x* €
Cla, b] seklinde bir tek ¢oziime sahiptir ve (5) ile verilen iterasyon algoritmasindan elde
edilen {x, };— dizisi bu ¢6ziime yakinsar.

Ispat T : (C[a, b], |I-I) = (Cla, b, |I]|) operatorii ile insa edilen ve (5) ile verilen
iterasyon algoritmasindan elde edilen {x;, };- dizisi g6z 6niine alinsin. n — oo iken x,, =
x* oldugu gosterilecektir. (5) esitligi, (14) esitligi ve Teorem 2.3.2 nin sartlari

kullanilarak,

%41 (&) = x* (O = [Tyn(8) = Tx" (0]

b b
= ‘Af k(t, s, v.(s))ds —xlf k(t,s,x*(s))ds

b
= |2] f k(t, S,yn(s)) — k(t, S,x*(s))ds

a

b
< Illf |k(t,s,yn(s)) — k(t,s,x*(s))|ds

b
< |AIL j Ya(s) = x*(s)lds

< |AIL(b = a)llyn — x|
< AoL(b = ) llyn — x7| (37)

elde edilir. Benzer sekilde, gerekli hesaplamalar yapilarak,

”yn - X*” = ”(1 - .Bn)zn + .BnTZn - Tx*”
= ”Zn —-x"+ ,Bn(TZn - Zn)”
< |z, — x| (38)

ve

58



Zp — X" = |Tx, — Tx"|

b b
= ‘A[ k(t, s, x,(s))ds —Af k(t,s,x*(s))ds

b
f k(t, s, xn(s)) — k(t, s,x*(s))ds

a

= |2l

b
< I/llf |k(t,5,%,(5)) — k(t,5,x7(s))|ds

b
< |/1|Lf I, (s) — x*(s)|ds

< |AIL(b — a)llxn — X7l
< AL(b — a)llxy — x7| (39)

bulunur. Daha sonra, (39) esitsizliginin her iki tarafinin supremumu alinarak,

lzn — x*| < AoL(b — @) |lxp, — x7|] (40)
elde edilir. (38) ve (40) esitsizlikleri (37) esitsizliginde yazilirsa,

lxn11(8) — x* (@Ol < A5L2 (b — @)y, — 7| < @®lx — 27| (41)
bulunur. (41) esitsizliginde tiimevarim uygulanirsa,

llxn41 () = 2" (O < @?[lxn, — x|l

< a*llxp-y — x7|
%n41(8) = x* (O < @V lxg — x7| (42)
elde edilir. (42) esitsizligine n — oo i¢in limit uygulanirsa, 0 < a < 1 oldugundan,
Tim [, (6) = x° @)l = 0

bulunur. Boylece, ispat tamamlanir.
Simdi, (14) ile verilen integral denklemin ¢6ziimiiniin veri bagliligi, (5) ile verilen

iterasyon algoritmasi kullanilarak incelensin. Bunun igin,
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b
u(t) = /'llf h(t, s,u(s))ds (43)

integral denklemi tamimlansin. Ote yandan, S : (C[a, b], ||-])) = (C[a, b], |||]) operatérii

ile tanimlanan

b
S(u(®)) = Alf h(t, s, u(s))ds (44)

integral denklemi g6z oniine alinsin. Burada h(t, s, u),
D ={(t,s,u) ER3:(t,s) € [a,b], —oo<u< oo}

bolgesinde verilen siirekli bir fonksiyon ve A4 bir parametredir.

(5) ile verilen iterasyon algoritmasi S(44) operatorleri ile yeniden insa edilirse,

b
Upsq(t) = Alf h(t, s, v, (s))ds

a

b
vn () = (1 = B)wn(0) + By [/hj h(t,s, Wn(S))dSl

~~

(45)

b
wy(t) = Alj h(t, s,un(s))ds

iterasyon algoritmasi yazilabilir.
Teorem 3.2.2. {Bn}neo < [0,1] dizisi Vn € N i¢in 8,, = %sartlnl saglasin. (36) ile

verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen {x,},—, ve (45) ile verilen iterasyon
algoritmasindan elde edilen {u, },—, dizileri goz 6niine alinsin. Teorem 3.2.1 in kosullari
altinda, (14) ve (43) ile verilen integral denklemlerin ¢oztimleri sirastyla x* ve u* olsun.

V(t,s) € [a,b] ve —0 < p < ® igin

1k(t,5,p(s)) = h(t,s,p(s))|| < €

olacak sekilde ¢ sabiti mevcut olsun. k(t, s, p) ve h(t, s, p),
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D ={(t,s,p) ER3: (t,s) € [a,b], —o0 <p < o}

bolgesinde verilen birer siirekli fonksiyonlardir. A ve A, birer parametredir. n — oo iken

X, = x*veu, - u"ise

3ely (b —a)
—Ao(b—a)L

Il =l < < (46)

esitsizligi saglanir. Burada 1, = max{|A|, |A,]}.

Ispat Teoremin hipotezleri altinda,

b b
|xps1 — Unsall = H/lf k(t, s,yn(s))ds — Alf h(t, s, vn(s))ds
a a

Aoj-b<k(t,s,yn(s))—k(t,s,vn(S)) >ds‘

+k(t, s, vn(s)) — h(t, s, vn(s))

b
( L[ 1) = wa(lds
< Y.
\+f ||k(t, s, vn(s)) — h(t, s, vn(s))”ds

< Ao(b — a)(Lllyn — vnll + €)
< Ao(b = @)Ly, = vnl + Ao (b — a)e (47)

elde edilir. Benzer sekilde,

b

AJ k(t,s,z,)ds

”yn - vn” < (1 - ,Bn)”Zn - Wn” + .Bn ¢ b

—/11J h(t,s,wy)ds
a

b
< (1 - ﬁn)”zn - Wn” + ﬁn /10_]‘ k(t, S, Zn) - h(t: S, Wn)ds
a

b
< (1= B l2n = wall + Bue f 1k(t, 5, 2) — h(t, 5, wy)lds
a

k(t; S, Zn) - k(t; S, Wn)

+k(t,s,wy,) — h(t,s,wy) ds

b
< (1= Bllzn = wall + Budo |

b b
< (1= B llzn = will + By <L [ = wtas + [ sds)
a a
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< (1 - Bn)”zn - Wn” + ﬁn;lo(b - a)(L”Zn - Wn” + g)
< [1=Bp+ BnAo(b — a)L]llzy — wyll + Brdo(b — a)e

ve

b b
|z, — wyll = H’lf k(t, s, x,)ds — Alf h(t, s, u,)ds
a a

<1

b
f k(t,s,x,) — h(t, s, u,)ds
a

b
<o
a
b b
< (Lj IIxn—unIIds+J eds)
a a

< AO(b r a)(L”xn - un” + E)
< Ao(b — a)Lllxy — unll + 2o (b — a)e
< ”xn - un” + /10(b - a)g

k(t,s, x,) — k(t,s, u,)
+k(t,s,u,) — h(t,s, u,)

bulunur. (49) esitsizligi, (48) esitsizliginde yazilirsa,

Y0 — vull < [1 = By + BuAo(b — a)L]l|z, — wyll + Brio(b — a)e
< [1=Bn+ Bndo (b — A)L]lllxn — unll + 20(b — a)é]
+ Buro(b —a)e
< [1=Bn+ Bndo(b — a)L]llxn — upnll + [A2o(b — a)é]
+ BrAo(b — a)e
< [1=Bn+ Bndo(b — @) L]llxn — unll
+edg(b—a)(1 + By)

elde edilir. (50) esitsizligi (47) esitsizliginde yazilirsa,

|xns1 = Unsill < llyn — vnll + 20(b — a)e

(48)

(49)

(50)

< [1 - ﬁn + ﬁn/lo(b - a)L]”xn - un” + Slo(b - a)(l + ,Bn)

+ Ao(b — a)e

S [1=Ba+ BrAo(b — a)L]llxn — upll + €29(b — a)(2 + B)
< {1 =81 =20(b — a)L)}Ixy — unll + edo(b — @) (2 + Br)
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< {1 - Bn(]- - Ao(b - a)L)}”xn - un”
3edy(b — a)
1—2,(b—a)l

+ (1= 2(b —a)L) (51)

bulunur. (51) esitsizligi géz oniine alinarak,

an = ||x, — ugll
Un = ﬁn(l —Ao(b—a)L) € (0,1)

_ 3edo(b —a) >0
1—2Ay(b—a)L

n

olsun. vn e N i¢in B, 2% olmasi, Yy fn = o olmasini gerektirir. Dolayisiyla,

Yoo Un = o olur. Boylece, (51) esitsizligi Lemma 3.2 nin tiim sartlarini saglar.

Buradan,

0 < limsup|| | <li I 3edo(b — a)
< I1msu X, —U < Il1Imsu = limsu
n—»oop n n n_)oopyn n—>oop 1 - Ao(b — a)L

elde edilir. n - oo iken x,, - x* ve u,, = u* oldugundan,

3edy(b —a)
—Ao(b—a)L

x*—=ul| <
I~ < <

bulunur.

Ornek 3.2.1. D = {(t,s,x) : (t,s) €[0,1], — o < x < o} bolgesinde verilen

1

k(t,S,X) = m

stirekli bir fonksiyon olmak tizere

(t)_17f1 1
Wo6), 129 ®

integral denklemi gz Oniine alinsin. k(t, s, x) fonksiyonun kismi tiirevi
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dk 2x

ax  (1+x2)2
D bolgesinde sinirlidir. Bu halde,

ok 2x
|=| <1, (t,s,x)€D

axl I 1 +x2)?

olur. Bu durumda, k(t,s,x) fonksiyonu L = 1 katsaysi ile Lipschitz kosulunu saglar.

Boylece,

/1—17 =0, b=1 = |A|L(b )—17<1
T ATV PE L 0F Y= 6a

olur. Dolayistyla s6zkonusu denklem [0,1] araliginda bir tek x* ¢bziimiine sahiptir.

Simdi, T = (C[0,1], [I-ID) = (€[0,1], [|-]I) olmak iizere,

T(t)—17j1 ! d
=), 12"

operatort ile

17 (1! 1
Xny1(8) = Tyn(t) = aj mds
0 n

Yu(t) = (1 = Bp)zy(t) + BrTz, (1)
_q 71
- ( - ﬁn)zn(t) + ﬁn <6_4-];) 1+ Zrzl(s) S>

@ =T (t)—”fl L4
i =P =) T a2 "

algoritmasi tanimlansim. Ote yandan, D bdlgesinde verilen

S

h(t,s,u) ZHTZ(S)

stirekli bir fonksiyon olmak iizere,
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©) = 65 J‘l sS4
T 956 ), T2 ™
integral denklemi g6z 6niine alinsin. h(t, s, u) fonksiyonun kismi tiirevi

oh 2su

du  (1+u?)?
D bolgesinde sinirlidir. Bu halde,

oh 2su
|=| <1, (t,s,u)€D

oul | (1+u?)2

olur. Bu durumda, h(t,s,u) fonksiyonu L = 1 katsayisi ile Lipschitz kosulunu saglar.

Boylece,

% 0 b=t — |, |L(b )—65<1
15586 2=V 95 @514 Y =56

olur. Dolayistyla s6zkonusu denklem [0,1] araliginda bir tek u* ¢6ziimiine sahiptir.

Simdi, S : (C[0,1], [-]) = (C[0,1], [I-]I) olmak iizere,

65 (1 s
S(u() = 256]0 TreE™

operatori ile
s

65 (1!
10 = 50(0) = 50 | s ds
0

vn(t) =(1- ﬁn)Wn(t) + ﬁnSWn(t)

S

_ 1 65 (! p
—( _ﬁn)Wn(t)+ﬁn<256L 1+W2(S) S)

Wn () = Sun(8) = 256[) 1+ u2(s) s

algoritmasi tanimlansin. Buradan,
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1 = QAL 2]} = {17 65 } _ 17
o = MmaxuAl 141y = MaxX 1 c4 2565 ~ 64
bulunur. V(¢t,s,p) € D igin

‘ 1 s
1+p? 1+p2

<l=c¢

1k(t,5,p(s)) = h(t,5,p(s))]|| = ’

S ‘

’ 1
1+ p?

olacak sekilde & sabiti mevcut bulunsun. Boylece, Teorem 3.2.1. in tiim kosullar1 saglanir.
Dolayisiyla, (46) esitsizligi gecerli olur. Bulunan degerler (46) esitsizliginde yerlerine

yazilirsa,

17
3edy(b —a) _3><1><m><1_5_1~1085

u'| < = =

||x* —

elde edilir. Gergekten de, x* = ive u* = % olur. Buradan,

I *||—||1 1||—1—0125<1085
X u = 4 8 —8— . <SS 1.

saglanir.

66



4. SONUC VE DEGERLENDIiRME

Bu calismada, ikinci tip lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin
¢oziimleri, Karakaya vd. tarafindan tanimlanan ¢ adimli iterasyon algoritmasi
kullanilarak incelendi.

(5) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizilerin, (12) ve (14) ile verilen

integral denklemlerin ¢6ztimlerine giiglii bir sekilde yakinsadigi gosterilmistir.

Ayrica ikinci tip lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemleri i¢in veri

baglilig1 elde edilmis ve bu sonug birer 6rnekle desteklenmistir.

Bu tez calismasi1 boyunca yapilan aragtirmalardan,;

¢ Bir¢ok daralma doniistimiiniin gelistirildigi,

e Yeni iterasyon yontemlerinin elde edildigi,

e Farkli uzaylar, daralma doniistimleri ve iterasyon yontemleri i¢in birgok sabit
nokta teoreminin ortaya kondugu,

e Elde edilen sabit nokta teoremlerinin basta uygulamali matematikte ve bir¢ok
anabilim dalinda kullanildig,

e Uygulamali matematigin en Onemli calisma alanlarindan olan integral
denklemlerin ¢o6ziimlerinde bu sabit nokta teorilerinin yaygin bir sekilde
kullanildig,

gozlemlenmistir. Sonug¢ olarak, yeni daralma doniisiimleri ve iterasyon yontemleri
gelistirilebilir. Buna bagli olarak yeni sabit nokta teoremleri ve g¢esitli integral

denklemleri i¢in ¢oziimler elde edilebilir.
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